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1 UVOD

1 Uvod

Avio-kompanije se veoma ¢esto suoCavaju sa problemom nepojavljivanja
putnika ili otkazivanja letova u poslednjem trenutku, sto moze dovesti do
smanjenja ocekivanog profita usled nepopunjenih letova. Kao odgovor na ove
izazove, razvila se praksa prebukiranosti, koja je danas postala uobic¢ajena u
avio-industriji.

Prebukiranost predstavlja strategiju zasnovanu na matematickom modelu za
odredivanje optimalnog broja karata koje je potrebno prodati iznad kapacite-
ta leta, sa ciljem maksimizacije ukupnog ocekivanog profita. Posledica ovakve
strategije avio-kompanija moze biti to da neki putnici imaju validnu kartu,
ali ne uspeju da se ukrcaju na let tj. budu prekobrojni. U tim slucajevima
avio-kompanija je u obavezi da isplati odgovaraju¢u kompenzaciju, ¢iji iznos
zavisi od duzine leta, udaljenosti destinacije i vremena ¢ekanja na sledeci
raspolozivi let. Povoljniji scenario za kompaniju jeste kada putnici dobrovolj-
no pristanu da odustanu od leta u zamenu za adekvatnu nadoknadu, dok je
nedobrovoljno uskra¢ivanje ukrcavanja znacajno nepovoljnije.

U ovom radu su razmatrane razlicite vrste modela prebukiranosti, njihova
primena u savremenoj avio-industriji, kao i perspektiva putnika i njegovo
ukljucivanje u jednom od modela kao aktivnog ucesnika u odlucivanju.

U drugom poglavlju je predstavljen pojam ekvilibrijuma racionalnih oce-
kivanja, koji je osnovni princip primenjen u radu.

U trecem poglavlju predstavljene su regulative koje definisu visinu novcane
nadoknade kada je broj putnika sa kartom veci od raspolozivog broja mesta.
Istaknuto je da je za avio-kompaniju u ovakvim slucajevima povoljnije da
putnici dobrovoljno odustanu od leta, nego da budu nedobrovoljno uskraceni
za ukrcavanje. U okviru ovog dela izdvojeni su i primeri iz prakse koji ilu-
struju posledice nedobrovoljnog uskrac¢ivanja ukrcavanja.

U cetvrtom poglavlju su predstavljeni osnovni modeli prebukiranosti — od
onih sa jednom klasom putnika, preko modela sa dve klase, do aukcijskog
modela (gde putnici dobrovoljno odustaju od leta u zamenu za novéanu na-
doknadu).

Poseban fokus je na modelu dobrovoljnog pristajanja na kupovinu karata pre-
bukiranog leta, koji je izlozen u petom poglavlju. Putnici imaju informacije
o popunjenosti leta i donose racionalne odluke o kupovini karata po nizoj ce-
ni, uz procenu rizika da mozda nece biti ukrcani. Kompanija, s druge strane,
pruza informacije koje omogucavaju formiranje racionalnih ocekivanja o vero-
vatnod¢i ukrcavanja na let. Na taj nacin se uspostavlja ekvilibrijum racionalnih
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ocekivanja, u kojem i putnici i kompanija minimizuju greske u procenama i
zajedno doprinose optimizaciji kako cene karata, tako i iznosa nadoknade za
dobrovoljno odustajanje. U ovom modelu putnici aktivno ucestvuju u pro-
cesu prebukiranja. Cilj je da se kroz saradnju putnika i kompanije smanje
troskovi i neprijatne situacije povezane sa nedobrovoljnim neukrcavanjem.
U Sestom poglavlju, kroz analizu simuliranih podataka je predstavljena pri-
mena teorijskih okvira modela prebukiranosti na dobrovoljnoj bazi. Kroz
simulirane podatke dobijene su ekvilibrijumske vrednosti cene, kompenza-
cije i verovatnoce pojavljivanja putnika na terminalu, kao i broj karata za
preprodaju koji maksimizira profit. Na kraju rada sledi zakljucak.
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2 Teorijski pojam ekvilibrijuma racionalnih
ocekivanja

Osnovne principe ekvilibrijuma racionalnih ocekivanja uspostavili su Lu-
cas i Prescottﬂ 70-ih godina proslog veka [7]. Prateéi njihovu ideju, opisana je
teorijska osnova pojma ekvilibrijuma racionalnih oc¢ekivanja primenjena na
avio-industriju.

U avio-industriji, ponuda sedista i kapaciteta zavisi od sezone, aktuelnih
trzisnih kretanja i vremena potrebnog za planiranje letova i posada. Zbog
toga postoji izrazen vremenski raskorak izmedu planiranja kapaciteta, koje
se obavlja mesecima unapred, i stvarne potraznje koja se formira tek u tre-
nutku prodaje karata. Ravnoteza se postize samo ukoliko je broj ponudenih
sedista jednak potraznji, pri ¢emu isti princip vazi i za cenu karte [3].
Troskovi prilagodavanja namecéu avio-kompaniji da obim ponude menja po-
stepeno, $to nuzno ukljuc¢uje procenu budué¢ih cena. Svaki prevoznik, stoga,
nastoji da predvidi ukupnu buduc¢u potraznju i uskladi je sa raspolozivim
kapacitetima. Ekvilibrijum racionalnih ocekivanja opisuje uslove pod kojima
se ocekivani ishodi trzisnih odluka poklapaju sa stvarnim [11].

Traznja i ponuda

Neka je potraznja za sedistima ¢ u trenutku ¢ data linearnom funkcijom
cene karte. Ponuda sedista ¢; u trenutku ¢ odredena je na osnovu cene p; koju
je avio-kompanija ocekivala da ¢e vaziti za period t. Ravnoteza se postize u
tacki gde su ponuda i traznja jednake. Naredni sistem jednacina gde su ¢¢ i
q; izrazene kao linearne funkcije cene karte je

qf:a—ﬁpt
q; =7+ 0p;
¢ =q,

gde su a > 01 > 0 parametri potraznje, a vy > 01i 6 > 0 parametri ponude.
Iz sistema se dobija relacija za trziSnu cenu

a—vy 0

pr = 3 ﬁpt-

'Lucas R. i Prescott E. se pominju kao utemeljivaéi teorije ekvilibrijuma racionalnih
ocekivanja.
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Moze se primetiti da formiranje o¢ekivanja o buducoj ceni odreduje kolika ¢e
biti stvarna cena karata u trenutku t.

Model 1

Najjednostavniji model je kada se pretpostavi da avio-kompanije o¢ekuju
kretanje cene oznacena sa p; u trenutku ¢ tako da je jednako ceni u prethod-
nom vremenskom trenutku posmatranja ¢t — 1. Tada je

*

by = DPt—1
a—vy 0

bt = — S Pi—1.
B B

Kada se uvrste konkretne vrednosti parametara modela, dobija se tipi¢na
dinamika paukove mreze. Na Slici 1 prikazana je ilustracija ovog procesa gde
se cena i koli¢ina priblizavaju tacki preseka kriva ponude (S) i traznje (D),
odnosno trzisnoj ravnotezi, pri ¢emu njihovo kretanje oblikuje prepoznatljivu
strukturu paukove mreze.

Price

T T
W -
w

D

0 f=-—--

1
Q,Q, 2 Quantity

Slika 1: Tlustracija dinamickog modela paukove mreze
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Model 2

Prethodni model predstavljao je osnovni okvir za opisivanje dinamickih
trzisnih procesa. Slede¢i model ima za nijansu realisticniju pretpostavku o
formiranju ocekivanja. U njoj avio-kompanije odreduju ocekivanu cenu pj
prema pravilu

P, = pi—1 +(Pi—1 — Pi—2),

gde je € < 0 koeficijent ocekivanja.

One znaju da prodaja karata i njihova dinamika prati sezonske oscilacije,
odnosno znaju da je period viska kapaciteta (niske cene) pracen periodom
manjka kapaciteta (visoke cene).

Model 3

Naredni model uzima u obzir, pored sezonskog oscilovanja cene karata i
informacije kojom brzinom avio-kompanije uce na svojim greskama. Ako se
pretpostavi da avio-kompanije postepeno prilagodavaju svoja predvidanja o
ceni p; u odnosu na prethodno uoce greske, onda je

Py = pj_1 +1n(Pe—1 — Pi_1),

gde je 0 < n < 1 koeficijent prilagodavanja.
U narednim koracima iterativnhom zamenim unazad dobija se jednostavniji
zapis. Krece se od

pi =0 =n)pi_1 +npe1.
Za p;_, se zna
pioi = (L =n)pis + NP2,
pa ubacivanjem u prethodni izraz dobija se

pi =(1-n) [(1—77)29:—24'772915—2} +npi1 = (1=0)pi_o+0(1—n) p_2+1pi-1.

Nastavljajuc¢i ovaj postupak posle n iteracija dobija se opsti obrazac
o= =) +n) (L= "py (1)
k=1

Iz uslova 0 < 7 < 1, znamo da je |1 — n| < 1. Ako pretpostavimo da su
istorijske cene p;_j ogranicene (ili bar da p; , ne raste brze od (1 —n)™"),

7
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onda prvi ¢lan (1 —n)"p;_,, — 0 kada n — oo. Izraz postaje

o0

pi=> (1=0)""npes.

k=1

Moze se primetiti da se ocekivana cena p; zasniva na ¢itavoj istoriji cena, ali
sa eksponencijalno opadajué¢im ponderima n(1 — n)*~1, &ije zbir je

donl-nt=1.
k=1

Dakle iterativnim postupkom dobija se

o0

pi =Y (L= "npis, (2)

k=1

odnosno
o
* —
Dy = Wr—1 Pt—k,
k=1

gde je wy_; = n(1 —n)*1. Oc¢ekivana cena predstavlja linearnu kombinaciju
svih prethodnih cena i ne moze premasiti najvecu ranije zabelezenu vrednost.
Zbog toga avio-kompanije, ¢ak i uz veliko iskustvo, u okviru ovog modela ne
mogu blagovremeno da predvide iznenadne skokove cena.

Medutim, teorija racionalnih ocekivanja ne pociva isklju¢ivo na posmatranju
istorijskih cena, ve¢ podrazumeva i poznavanje strukturnih karakteristika
trzista i modela koji ga opisuje. Ove pretpostavke ¢ine osnovu koncepta ra-
cionalnih ocekivanja. Ravnoteza racionalnih ocekivanja definise se kao fiksna
tacka preslikavanja ocekivanih ishoda kretanja vrednosti cene p; u stvarne
ishode kretanja cena na trzistu.

Pocetni model paukove mreze sada glasi

Qtd =a— fpe
q; =+ op; +w
¢ =q,
gde stohasticki ¢lan u; u jednacini ponude ¢ini da planirana koli¢ina karata
uvek moze odstupati od broja prodatih.

8
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Moze se uociti da, ukoliko avio-kompanije koriste sve raspolozive informaci-
je, njima mora biti poznata i ravnotezna cena p,. Na prvi pogled moglo bi
se zakljuciti da bi u tom slucaju i ostvarena koli¢ina prodatih karata mo-
rala odgovarati planiranoj. Da je tako, budu¢nost ne bi sadrzala nikakvu
neizvesnost, a formiranje racionalnih o¢ekivanja dovelo bi do deterministicke
dinamike i opste ravnoteze. Oc¢ekivani ishodi svih ekonomskih odluka uvek bi
se poklapali sa realizovanim vrednostima. Medutim, u posmatranom modelu
postoji element koji sprecava potpuni determinizam, a to je u; u jednacini
ponude. Tada se iz modela paukove mreze dobija
o — ) 1

R e (3)
Formiranje racionalnih ocekivanja u vezi sa cenom p; formalno se zapisuje
kao matematicko ocekivanje cene u prethodnom periodu p;_; tj. uslovljeno
je informacijama o ceni dostupnim u periodu ¢ — 1

Py = Eia[p]. (4)
Kombinovanjem prethodnih izraza i

— ) 1
pr = % - BPI—BEt—l[Ut]a (5)

Sto jasno pokazuje da se ocekivanje o ceni p; zasniva i na informacijama o
strukturi sistema (parametri «, 3,7, d) i na raspolozivim istorijskim informa-
cijama o trziSnim varijacijama cene.
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3 Uvod u modele prebukiranosti avio-kompanija

Model prebukiranosti predstavlja siroko rasprostranjenu praksu u avio-
industriji i zasniva se na tome da se proda vise karata nego sto je raspolozivih
mesta na letu. Motiv za ovakvo ponasanje proizilazi iz ¢injenice da se u praksi
cesto deSava da se odredeni broj putnika ne pojavi na ukrcavanje ili otkaze
rezervaciju u poslednjem trenutku, sto avio-kompaniji umanjuje ocekivani
profit.

Profitabilnija strategija za kompaniju podrazumeva prodaju veéeg broja ka-
rata uz spremnost da se putnicima koji se ipak pojave na terminalu, a ne
mogu biti ukrcani, isplati odgovaraju¢a kompenzacija. Medutim, u pojedi-
nim situacijama putnici mogu biti uskraceni za ukrcavanje protiv svoje volje,
sto dovodi do nezadovoljstva i narusava reputaciju kompanije.

Postavlja se pitanje da li je ovakav model zaista efikasan. Da li potencijalni
finansijski dobitak opravdava gubitak poverenja putnika i narusavanje imidza
avio-kompanije u situacijama kada se putnici, uprkos blagovremenom dola-
sku i ¢ekiranju, ne ukrcaju na let usled prebukiranosti? [I5]

Ukoliko pretpostavimo da ovaj model radi u korist avio-kompanije, glavni
zadatak je pronaci optimalan broj karata koji treba prodati tako da se ma-
ksimizira oc¢ekivani prihod.

Strategija prebukiranosti, kao i odluka avio-kompanije da je primeni, najc¢esce
zavisi od verovatnoce dolaska putnika na odredeni let, koja se procenjuje na
osnovu istorijskih podataka prikupljenih tokom prethodnih meseci, kvartala
ili godina. Pored toga, vaznu ulogu ima i visina troskova kompenzacije koje
je kompanija spremna da snosi u slucaju da se pojavi vise putnika nego sto
ima raspolozivih mesta.

U ovom poglavlju bic¢e predstavljeni efekti primene strategije prebukiranosti,
uz analizu stopa odbijenih putnika i ucestalosti nepojavljivanja. Osim toga,
bice predstavljeni i neki primeri iz prakse.

3.1 Efekti nepojavljivanja i otkazivanja letova

Svaki put kada putnik zakasni ili odluci da se ne pojavi, avio-kompanija
gubi priliku da sediste proda drugom zainteresovanom putniku, sto direktno
dovodi do smanjenja profita. Najceséi razlozi za nepojavljivanje putnika na
terminalu su:

e vremenske nepogode;

10
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e guzva u saobrac¢aju do aerodroma;

kasnjenje leta koji je konekcija za posmatrani;

promena plana putovanja;
e nepoznavanje procedura cekiranja.

U avio-industriji letovi imaju velike fiksne troskove, dok su varijabilni troskovi
manji, ¢ime se povecava marginalni prihod E] po proizvodu. Prose¢na neto
marza [J] je oko 2,6% prema Medunarodnoj asocijaciji za vazdusni saobracaj.
Dakle, letovi iziskuju znatna finansijska sredstva i svako prazno sediste pred-
stavlja gubitak. Avio-kompanije imaju nekoliko opcija da smanje posledice
nepojavljivanja putnika i praznih sedista [15].

Prva opcija podrazumeva povec¢anje cene karte kako bi se nadoknadili troskovi
putnika koji se verovatno neé¢e pojaviti, pri ¢emu se ova procena zasniva
na prosecnom broju nepojavljivanja tokom posmatranog perioda. Medutim,
kako je avio-trziste vrlo konkurentno, povecanje cena jedne avio-kompanije
moze izazvati opadanje broja rezervacija i manju zainteresovanost putnika
ukoliko ostale ne urade sli¢no [15].

Druga opcija je bila opcija dodatnog naplac¢ivanja ukoliko se putnik ne bi
pojavio, ali i ona bi dovela do neizainteresovanosti za takvu vrstu karata i
odustajanje od letova date avio-kompanije. Strategija prebukiranosti stoga
izgleda kao dobro resenje za odrzavanje putnika zainteresovanim, a takode i
za balansiranje finansijskom situacijom avio-kompanije. lako postoji rizik da
putnik koji je redovno platio let ne bude ukrcan, model prebukiranosti pravi
optimalno resenje za obe strane [15].

Ministarstvo saobracaja Sjedinjenih Americkih Drzava (US Department of
Transportation-DOT) godinama pravi detaljne izvestaje o neukrcanim put-
nicima po avio-kompanijama kao i izvestaje o kontroli leta. U Tabeli 1 su
za izabrane avio-kompanije u prvoj koloni predstavljeni redom broj neukrca-
nih putnika (dobrovoljno i nedobrovoljno), broj ukrcanih putnika kao i stopa
nedobrovoljno neukrcanih putnika na 10 000 putnika u 2024. godini. Podaci
su preuzeti iz izvestaja Ministarstva saobrac¢aja SAD objavljenog u februaru
2025. godine [17].

2Marginalni prihod predstavlja dodatni prihod koji avio-kompanija ostvaruje prodajom
jednog dodatnog sedista i definiSe se kao cena karte koju putnik placa.

3Marza je pokazatelj koji izrazava odnos izmedu profita i troskova, tj. koliko preduzeée
zaraduje na svakoj jedinici prodaje.

11
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Moze se primetiti da je najveci broj ukrcanih putnika zabelezen sa Southwest
airlines, Delta air lines i American airlines. Interval u kome se kre¢u nedo-
brovoljno izbaceni putnici je [0,8317], dok je American airlines kompanija
koja ima najvise neukrcanih putnika (dobrovoljno i nedobrovoljno). Ipak, s
obzirom na obim posla koji ima, kada uporedimo stope na 10 000 nedobro-
voljno neukrcanih putnika primeti¢emo da stopa od 0.54 za American airlines
nije najveca. Na zabelezeni obim posla, najvecu stopu nedobrovoljnog odbi-
janja ima Frontier airlines sa 2.25%.

JANUARY - DECEMBER 2024

DENIED BOARDINGS (DB'S) INVOLUNTARY
Lt | B
PASSENGERS
VOLUNTARY | INVOLUNTARY

1 DELTA AIR LINES 66,381 154,212,662 0.00

2 | ALLEGIANT AIR 703 16,982,836 0.00

3 | ENDEAVOR AIR 14,362 0 12,465,203 0.00

4 | UNITED AIRLINES 21,874 236 122,304,871 0.02

5 | ALASKA AIRLINES 8,250 177 33,898,574 0.05

6 | SOUTHWEST AIRLINES 35,320 1,360 173,937,806 0.08

7 | JETBLUE AIRWAYS 5,014 283 34,814,287 0.08

8 | HAWAIIAN AIRLINES 840 153 10,537,530 0.15

9 | SKYWEST AIRLINES 33,501 667 42,174,225 0.16

10 | REPUBLIC AIRWAYS 11,903 866 18,532,141 0.47

11 | SPIRIT AIRLINES 19,794 1,997 41,958,580 0.48

12 | AMERICAN AIRLINES 38,267 8,317 155,036,776 0.54

13 | ENVOY AR 6,437 1,391 17,349,643 0.80

14 | PSA AIRLINES 6,202 1,521 13,516,809 113

15 | FRONTIER AIRLINES 5,120 6,988 31,114,918 2.25
TOTAL 273,968 23,956 878,836,861 0.27

Tabela 1: Odbijeni putnici u 2024.godini prema podacima Ministarstva sao-
bracaja Sjedinjenih Americkih Drzava.
Izvor: Izvestaj Ministarstva saobracaja SAD iz februara 2025 [17].

12
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3.2 Regulative za odbijene putnike

Ukoliko nastane situacija da je let prebukiran i putnici moraju biti odbi-
jeni, povoljnije za obe strane je kada putnici dobrovoljno odustanu od leta.
Uobicajeno je da avio-kompanija ponudi kompenzaciju i u tom slucaju i izvrsi
aukciju. Avio-kompanija moze ponuditi i putnicima da sami odrede vrednost
za koju bi odustali od leta. Kompenzacija ne mora biti novéana, moze se
odnositi na preusmeravanje na drugi let, vaucere za letove, smestaj i obroke
u okolini aerodroma, budué¢a putovanja i pogodnosti ili kombinaciju novcane
nadoknade i neke od pogodnosti. Manje povoljna situacija za obe strane je
ona u kojoj ne postoje putnici koji bi dobrovoljno odustali ili ne postoji do-
voljan broj njih. Tada avio-kompanija mora odluciti sama koga ¢e da odbije.
U Sjedinjenim Americkim Drzavama kao i u Evropskoj Uniji postoje regula-
tive kojima je visina novcéane nadoknade propisana.

Ministarstvo saobrac¢aja Sjedinjenih Americkih Drzava zahteva da svaka avio-
kompanija, putnicima koji su van svoje volje odbijeni, dostavi pisano oba-
veStenje o pravima kao i o nacinu na koji bira ko ¢e putovati na prebukiranom
letu. Putnici kojima je uskrac¢eno pravo leta imaju moguc¢nost na novcanu
nadoknadu koja zavisi od duzine leta i cene karte [I8], pri ¢emu vazi sledece:

(1) Nije potrebna nikakva kompenzacija ako prevoznik ponudi zamenski
prevoz koji je, u trenutku dogovora, planiran da stigne na aerodrom
prve stanice putnika, ili ako je nema, na aerodrom krajnje destinacije,
najkasnije jedan sat nakon planiranog vremena dolaska originalnog leta.

(2) Kompenzacija mora biti najmanje 200% cene karte do destinacije put-
nika ili prve stanice, ili 1.075 $, u zavisnosti od toga $ta je manje, ako
prevoznik ponudi zamenski prevoz koji je planiran da stigne na de-
stinaciju izmedu jednog i dva sata nakon planiranog vremena dolaska
originalnog leta (za medunarodne letove izmedu jednog i Cetiri sata).

(3) Kompenzacija mora biti najmanje 400% cene karte do destinacije put-
nika ili prve stanice, ili 2.1508%, u zavisnosti od toga Sta je manje, ako
prevoznik ne ponudi zamenski prevoz ili ako je planiran da stigne na
destinaciju sa vise od dva sata kasnjenja (za medunarodne letove vise
od cetiri sata).

Ako sa p oznacimo cenu karte, a sa t vreme kasnjenja leta izrazeno u sa-
tima, funkcija kompenzacije (refundacije) za medunarodne letove se moze
predstaviti na slede¢i nacin
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0, 0<t<,
C(p,t) = { min{2p, 10758}, 1<t <4,
min{4p, 21508}, ¢ > 4.

Air Serbia ima propisane regulative oko visine novéane nadoknade [19]. One
su zasnovane na propisima Uredbe (EZ) br. 261/2004 Evropskog parlamenta
i Saveta od 11. februara 2004. godine. U Evropskoj uniji nadoknade zavise
od duzine leta izrazene u km i iznose:

e 250 € za letove do 1.500 km;
e 400 € za letove od 1.500 km do 3.500 km;
e 600 € za letove duze od 3.500 km.

Funkcija kompenzacije za gore navedene nadoknade izrazena u eurima, gde
je d udaljenost od pocetne do krajnje destinacije je

250€, d < 1500 km,
C(p,d) = { 400€, 1500 < d < 3500 km,
600€, d > 3500 km.

3.3 Primeri iz prakse

U ovom poglavlju su navedeni neki primeri iz prakse koji opisuju situa-
cije u kojima je model prebukiranosti doveo do nedobrovoljnog uskracivanja
sedista putnicima i negativnih posledica po avio-kompaniju.

Grupa od trinaest putnika (2011. godine) koja je unapred rezervisala kar-
te putem kompanije China Southern Airlines je obavestena po dolasku na
aerodrom da su, zbog prebukiranja, dostupne samo tri karte. Putnici su ne-
gativno reagovali na vest, obzirom da su putovali kao grupa, sto je dovelo do
toga da kompanija, u nastojanju da ublazi posledice, obezbedi naredni let
bez dodatnih troskova, izvrsi povracaj 50% cene karte i obezbedi smestaj i
pratece usluge tokom ¢ekanja na sledeéi let [13].

United Airlines je 2017. godine izazvala paznju nakon Sto je putnica bila pri-
morana da tokom cetvorocasovnog leta drzi svoje dvogodisnje dete u krilu.
Naime, sediste deteta, koje je prethodno bilo unapred rezervisano i pla¢eno,
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neposredno pre polaska dodeljeno je putniku sa liste ¢ekanja. Federalna upra-
va za avijaciju (FAA) propisuje da deca starija od dve godine moraju imati
sopstveno sediste i pojas tokom leta, Sto je u ovom slucaju izostalo, ¢ime je
ugrozena sigurnost deteta. United Airlinesje nakon incidenta izdao zvanic¢no
izvinjenje i ponudio kompenzaciju i vaucer [20].

9. aprila 2017. godine dogodio se jedan od najpoznatijih incidenata u avio-
industriji, kada je na letu United Airlines iz Cikaga za Luisvil putnik, dr.
David Dao, bio fizicki primoran da napusti avion zbog prebukiranosti i po-
trebe da se oslobodi mesto za ¢lanove posade. Putnik je odbio da napusti
avion, nakon ¢ega je obezbedenje primenilo silu, a incident je zabelezen i ubr-
zo postao viralan na drustvenim mrezama. Ovaj dogadaj izazvao je snazne
reakcije javnosti i globalni pad reputacije kompanije [5].

Kao odgovor na ovaj incident, United Airlines je uveo znacCajne izmene u
svojoj politici prebukiranja. Maksimalna kompenzacija za putnike koji do-
brovoljno odustanu od leta pove¢ana je na cak 10.000$ , Sto je rezultiralo
smanjenjem udela nedobrovoljno izbacenih putnika u narednih par godina
[15].

Nakon 2017. godine, United Airlines je postao znatno oprezniji u pogledu
strategija za prebukiranje. Prema podacima Ministarstva saobracaja Sjedi-
njenih Americkih Drzava stope nedobrovoljno odbijenih putnika su pale.[21]
Avio-kompanije su pocele da primenjuju napredne algoritme i modele vestacke
inteligencije radi preciznijeg predvidanja pojavljivanja putnika, ¢ime se sma-
njuje potreba za nedobrovoljnim uskra¢ivanjem ukrcavanja. Fokus upravlja-
nja prebukiranjem pomeren je sa maksimizacije profita ka ocuvanju poverenja
putnika i zastiti imidza kompanije.
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4 Osnovni modeli prebukiranosti

U ovom odeljku predstavljeni su neki osnovni modeli prebukiranosti na-
vedeni u [2] uz pretpostavku da se avio-kompaniji isplati da proda veéi broj
karata nego Sto je kapacitet leta. To su:

e model sa jednom klasom putnika,
e model sa dve klase putnika,
e aukcijski model dobrovoljnog odustajanja putnika od leta.

Prva dva modela posmatraju letove sa jednom ili dve klase putnika gde e biti
prikazan nacin na koji se dolazi do optimalnog broja karata koje je potrebno
prodati tako da bi se maksimizirao profit. Aukcijski model objasnjava sistem
u kome avio-kompanija nudi odredenu sumu (izvrsava aukciju) putniku da
bi on dobrovoljno odustao od leta.

4.1 Model prebukiranosti avio-kompanija sa jednom
klasom

Najjednostavniji vid modela prebukiranosti je kada se posmatra jedan let
sa jednom klasom. Terminologija koju ¢emo koristiti u ove svrhe je sledeca:

e putnici sa kartama (ticketholders) - putnici koji poseduju kartu i avio
kompanija ve¢ ima prihod od karata;

e putnici sa kartama koji su se pojavili na terminalu (contenders) - pu-
tnici koji poseduju kartu (ticketholders) i koji se pojave na terminalu
do vremena predvidenog za ukrcavanje na let;

e putnici koji su se ukrcali (boarded passengers) -putnici koji su se po-
javili (contenders) i uspesno ukrcali na let;

e prekobrojni putnici (bumped passengers) - putnici koji su se pojavili
(contenders) i nisu se uspesno ukrcali na let;

e troskovi nadoknade (compensation costs) - ukupna novcéana vrednost
koju je avio-kompanija dala prekobrojnim putnicima;

e kapacitet leta (flight capacity) - ukupan broj mesta na datom letu.

16



4 OSNOVNI MODELI PREBUKIRANOSTI

Osnovne pretpostavke ovog modela su sledece:
e Let sadrzi samo jednu klasu.
e Posmatra se direktan let u jednom pravcu.
e Putnici pristizu na aerodrom nezavisno jedan od drugog.
e Cena karte je nezavisna od trenutka kada je kupljena.
Oznake koje ¢emo koristiti su:
s - kapacitet leta,
p - cena karte,
B - broj prodatih karata,
r - kompenzacija(nadoknada) za putnike koji su neukrcani,
[ - verovatnoca pojavljivanja putnika na terminalu,
X - broj osoba koje su se pojavile na terminalu.

Verovatnoca (3 da se osoba pojavi na terminalu moze varirati i zavisi od fak-
tora kao sto su: vreme leta, duzina leta, destinacija, cena karte, da li je period
praznika itd...

Ako je destinacija dalja i cena karte veca ocekujemo da ¢e verovatnoca po-
javljivanja putnika biti veca, vodeni time da ¢e ljudi osim u nepredvidenim
situacijama gledati da iskoriste kartu koja je skupa.

Dakle, broj osoba X koje se pojave na terminalu je slucajna promenljiva, gde
je B verovatnoca da Ce se putnik pojaviti. U ovom modelu predstaviécemo X
kao binomnu sluc¢ajnu promenljivu gde je X € {1,2,3, ..., B}, a verovatnoca
pojavljivanja svakog od putnika koji ima kartu je ista i iznosi [.

Dakle, X : B(B, ) ima binomnu raspodelu sa parametrima B i f3, tj.

P(X =j)= (f)ﬁj(l — )P
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Prihod

Prihod aviokompanije jednak je broju prodatih karata pomnozen sa ce-
nom karte, tj.

P = Bp.

Troskovi kompenzacije

U modelu prebukiranosti putnici koji se nisu uspeli ukrcati na let bivaju
isplaceni za iznos karte p i troskove kompenzacije koji iznose rp, gde je r deo
karte koji se isplacuje kao kompenzacija. Dakle, (1 4 r)p je iznos koji dobiju
putnici koji se nisu ukrcali. Funkcija troskova kompenzacije se definise sledeci
nacin

C’(X,s):{o’ X<s
(I+7r)p(X —s), X >s.
Uocava se da je kompenzacija jednaka nuli ukoliko se ne pojavi vise putnika
od kapaciteta, dok ako se pojavi vise putnika isplac¢uje se (1 4+ r)p vrednost
razlike broja putnika koji su se pojavili i kapaciteta.

Profit i ocekivani profit

Funkcija profita se racuna tako sto se od prihoda oduzmu rashodi posma-
tranog leta tj.

7(B) = Bp — maz{0, (1 + r)p(X — s)}.
Ocekivani profit racuna se kao ocekivanje funkcije profita
Eln(B)] = Bp— (1+7r)p- Elmaxz{0, X — s}|.

Slucajna promenljiva C(X) = maz{0, X — s} je slucajna promenljiva sa
zakonom raspodele

0 s+1—s 2 .. — 5
(P(ng) P X=s+1) P(X=s5+2) .. P(s—B))‘

Ocekivanje slucajne promenljive je
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Dakle, ocekivani profit se moze izracunati kao

Bp X <s

Bp—(1+nm)p- ZisH(X —5) (?)61(1 - BB X > . (6)

Eln(B)] = {

Maksimizacija profita

Kako bi se maksimizovao profit, potrebno je odgovoriti na pitanje koliko
karata je potrebno prodati da bi se ostvario najveéi moguéi profit.
Videli smo da nadoknada koju avio-kompanija pla¢a moze da se izra¢una na
sledec¢i nacin
(I+r)p=p+rp,

odnosno da gubitak po jednom putniku iznosi
—rp=p—(1+7)p.

Gubitak je r puta veci od profita p od karte u slucaju da se putnik ukrcao na
let. Optimalna strategija Ce se iz tog razloga birati na nacin da je u ravnotezi
i da ﬁ deo ove raspodele odgovara prekobrojnim putnicima, a - deo
putnicima koji su se ukrcali.

Za veliko n i nf > 10 binomna raspodela se moze aproksimirati normalnom,

Sto pokazuje Moavr-Laplasova teorema.

Definicija 4.1. (Moavr-Laplasova teoremaﬂ Binomna raspodela moze se
aproksimirati normalnom na slede¢i nacin:

a)

N 1 _%
P{X:]}_ 27Tn5(1—ﬁ)e Al B)a n — 0.
b
| P{a<X<b}:F(—b_nB )—F(—a_"ﬁ )
- np(1—p) np(1—p)"

4Teorema se navodi bez dokaza.
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Izracunava se verovatnoca da se na terminalu pojavi manje osoba nego
sto je kapacitet leta

P{X§5}2F< s _Bp ) -

BA(1-p)) 1+r
Neka je
().
: (1—1—7’)
Tada je uslov
s—Bg
BB(1 - p)

Dakle,

s — Bp :F_l( r >
BB - B) 1+r)
s—BB=F1 (1—7;7») VBB - B).

Uvedimo promenljivu b = v/B

s—ﬁb2:F‘1< T )b\/m.

1+

ﬁb2+F1(1:T) VB = B)b—s=0.

— T — T 2
P () VB = B) 4/ (F1 (£5)) 81— 8) + 485
20 '
[zabere se pozitivan koren i dobije analiticki oblik reSenja optimalne vrednosti
za broj prodatih karata

b:

2

—F (g5) VB = B) +/ (F ()" B0 — 8) + 485

Bopt:b2: 26
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Poseban slucaj za r =1 je

1 1
T o — F‘l(—>:0.

1+r 2 2
Tada
o (~0-/BO=B) + VOT B 2_(2_\/5)2_i
v 23 23 ) 78
dakle s
Bopt:B.

Predstavljeni model je pojednostavljen jer pretpostavlja da je funkcija troskova
za nadoknadu putnika koji su neukrcani konstantna. Takode, ne pravi razliku

izmedu dobrovoljno i nedobrovoljno prekobrojnih putnika. Model razmatra

da su sve karte iste vrste, odnosno da postoji samo jedna klasa, kao i da je broj

karata koji je avio-kompanija pustila u prodaju u potpunosti prodat. Uprkos

ovim pojednostavljenim pretpostavkama, model odgovara na najvaznija pi-

tanja koja se javljaju primenom prebukiranosti a ticu se prihoda, kapaciteta

leta, verovatnoce pojavljivanja putnika i funkcije troskova nadoknade.

Primer 1. Neka je kapacitet leta s = 150 mesta, a cena karte p = 140$. Za
Iaﬂmﬁevmdmmﬁﬁirkmﬁu%i(Dunm&hwnﬂmduupngmnmlRome&m
je optimalan broj karata B, a koristeci @ izracunate su priblizne vrednosti.

# Parametri

s <- 150

p <- 140

r <-1

beta <- 0.8

# Opseg pretrage za B
B_min <- s
B_max <- 300

# OCekivani profit E[pi(B)]
Epi <- function(B) {
if (B <= 8) {
return(p * B)
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} else {
i_vals <- (s+1):B
probs <- dbinom(i_vals, size = B, prob = beta)
s_sum <- sum( (i_vals - s) * probs )
return(p * B - (1 + r) * p * s_sum)

#TraZenje optimalnog B

B_vals <- B_min:B_max

profits <- vapply(B_vals, Epi, numeric(1))
opt_idx <- which.max(profits)

opt_B <- B_vals[opt_idx]

Na pocetku koda dati su ulazni parametri i verovatno¢a pojavljvanja g €
{0.8,0.85,0.9}. Definisan je opseg u kom se optimalan broj karata B moze
traziti i ispisana je funkcija koja rac¢una ocekivani profita kao u @ Optimal-
ni broj karata se odreduje tako $to se racuna profit iz opsega B vrednosti,
nakon Cega se bira B vrednost koja maksimizuje profit.

Beta r B B opt
0.8 1 189 188
0.85 1 177 176
09 1 167 167
0.8 2 186 185
0.85 2 175 174
0.9 2 165 165
0.8 3 184 183
0.85 3 173 173
0.9 3 164 164

Tabela 2: Optimalne vrednosti B za razlicito 5 i r.

U Tabeli 2 su prikazani rezultati. Moze se uociti da je broj karata dobijen
iz gotovo identican vrednosti dobijenoj iz @, Sto potvrduje da se radi o
prihvatljivoj aproksimaciji. Parametar r u praksi vrlo retko prelazi vrednost
3, §to je i uzeto u proracunu prikazanom u tabeli, jer se radi o priblizno 3
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do 4 puta vecoj vrednosti od maksimalne kompenzacije koja se primenjuje
u praksi (za medunarodne letove do 400% cene karte). Analiza optimalnog
broja karata za razli¢ite verovatnoce pojavljivanja pokazuje da je ovaj broj
direktno proporcionalan promenama verovatnoca dolaska putnika na let.

1600
1400
1200
1000

800

B opt

600
400

200 —_—

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Beta
— = =2 r=3

Grafikon 1: Optimalne vrednosti B za razlicito £ 1 r.

Na Grafikonu 1 prikazana je zavisnost optimalnog broja prodatih karata
od verovatnoce pojavljivanja putnika (3, za razli¢ite vrednosti parametra 7.
Uocava se da sa porastom verovatnoce pojavljivanja putnika opada sprem-
nost avio-kompanija da rizikuju i prodaju dodatne karte. Jasno je da su za
razlicite vrednosti parametra r krive za broj preprodatih karata istog obli-
ka. Ovakav rezultat predstavlja i ponasanje avio-kompanija na trzistu. Sto
je verovatnije da ¢e se vec¢i broj putnika pojaviti na terminalu, to je manji
broj karata u opticaju za prebukiranje. Suprotno tome, kada je verovatnoca
pojavljivanja manja, avio-kompanija ima vec¢u sigurnost da nece premasiti
kapacitet, zbog ¢ega je spremnija da proda veéi broj dodatnih karata.
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4.2 Model prebukiranosti avio-kompanija sa dve klase

Razmatra se slucaj sa dve klase: prva (biznis) klasa i druga (ekonomska)
klasa.
Za prvu klasu uvode se sledeé¢e oznake:

s1 - broj sedista u prvoj klasi,

p1 - cena karte za prvu klasu,

By - broj prodatih karata za prvu klasu,

By - verovatnoca pojavljivanja putnika u prvoj klasi,

r1 - kompenzacija(nadoknada) za putnike prve klase koji su neukrcani.
Za drugu klasu uvode se sledec¢e oznake:

So - broj sedista u drugoj klasi,

P2 - cena karte u drugoj klasi,

Bs - broj prodatih karata u drugoj klasi klasu,

(o - verovatnoca pojavljivanja putnika u drugoj klasi,

9 - kompenzacija(nadoknada) za putnike druge klase koji su neukrcani.

Pretpostavke koje se dodatno uvode u ovom modelu su sledece:

e Razmatra se strategija u kojoj se prodaja dve vrste karata odvija ne-
zavisno jedna od druge.

e Koriste se dve nezavisne binomne raspodele.

e Putnici sa kartom za prvu klasu imaju veéu verovatnocéu pojavljivanja
nego putnici sa kartom za drugu klasu, jer su napravili ve¢u novéanu
investiciju kupujuéi kartu za prvu klasu tj. 51 > [s.

e Kompenzacija za putnike prve klase je ve¢a od kompenzacije za putnike
druge klase jer je cena karte bila veca tj. ry > 7.
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Verovatnoce da se tacno ¢ putnika prve klase i ta¢no j putnika druge klase
pojavi na terminalu su sledece:

(1?)5{'(1 — B, (fj?) B(1— o).

Shodno tome, uvode se slucajne promenljive X; i X5 koje redom predstavljaju
broj osoba koje su se pojavile na terminalu iz prve i druge klase. Obe sluc¢ajne
promenljive imaju bimomnu raspodelu tj.

Xy :B(By, 1) i Xy : B(By, f2).

Prihod

Prihod avio-kompanije je jednak zbiru prihoda prve i druge klase tj. bro-
ju prodatih karata u odgovarajucoj klasi pomnozen sa cenom karte za tu klasu
P = Bip1 + Baps.

Troskovi kompenzacije
Troskovi kompenzacije se modeliraju za cetiri razlicita sluc¢aja, u zavisno-
sti od toga koliko se putnika pojavilo u kojoj klasi. Za putnike prve klase,

koristi se (1 + r1)p; kao kompenzacija, a za putnike druge klase (1 + r2)ps.
Definise se funkciju troskova

C(X17X27 31782) =C

(

0, X1 < 81, Xa < 59,
pr(1+7) (X1 — s1), X1 > 51, Xo < 89,
max{pa(1 4+ r2) (X2 — s2) — (s1 — X1)),0}, X; <1, Xo > s9,
(P11 +71)(Xy = s1) +pa(l+72)(Xo — 52),  Xi> 81, Xo > 0.

Troskovi kompenzacije mogu postojati iskljucivo ako je broj putnika koji
su se pojavili na terminalu za ukrcavanje u prvu ili drugu klasu veéi od ka-
paciteta. U suprotnom funkcija troskova je jednaka nuli (prvi slucaj).

Ako se u prvoj klasi pojavi vise putnika nego sto je sedista, isplac¢uje se kom-
penzacija u visini p;(1 4 r1) za tu razliku (drugi slucaj).
Treci slucaj objasnjava se time da visak putnika druge klase moze zauzeti
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slobodna sedista u prvoj klasi. Ako je njih manje nego preostalih sedista u
prvoj klasi, ne isplac¢uje se kompenzacija i svi putnici su smesteni. Ukoliko je
pak broj putnika koji nisu smesteni u drugoj klasi veé¢i od preostalog broja
sedista u prvoj, ispla¢uje im se kompenzacija onima koji su odbijeni i to u
iznosu od pa(1 + r9). S druge strane, visak putnika prve klase ne moze biti
smesten u sedista druge klase.

Cetvrti slucaj je slucaj kada su obe klase popunjene i u obe klase postoji
viSak putnika-tada im se ispla¢uju odgovarajuce kompenzacije u visini pred-
videnoj za njihovu klasu.

Ocekivani profit

Ocekivani profit se racuna na slede¢i nacin

B1 Bo
E[n(By, By)] = Bipi + Bops — 3 Y P{Xy = i}P{X, = j}C =
i=1 j=1
52BN\ (B .
= Bip1 + Baps — Z Z ( l.l) ( j2> Bi1 — BB (1 — By) B2 (9)
i=1 j=1

Primer 2. Neka su date informacije o kapacitetu prve i druge klase s; i o,
cenama karata p; i po i paramterima r; i ro koje sluze za odredivanje visine
kompenzacije:

s1 =20, 85 = 130, p; = 2808, py = 1408, 7, =1y = 1.

Za razlicite vrednosti verovatnoce nepojavljivanja iz @ moze se izracunati
Bopt1 1 Bopra. Naredni kod u programu R pronalazi optimalni broj karata.

#Parametri

sl <= 20

s2 <- 130

pl <- 280

p2 <- 140

rl <-1

r2 <-1

Betal <- 0.9
Beta2 <- 0.85
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#Funkcija troSkova
cost <- function(X1l, X2, s1, s2, pl, p2, r1, r2) {
if (X1 <= s1 && X2 <= s2) return(0)

if (X1 > sl && X2 <= s2)
return(pl * (1+r1) *x (X1 - s1))

if (X1 <= s1 && X2 > s2)
return(max (p2 * (1+r2) * ((X2 - s2) - (s1 - X1)), 0))

if (X1 > s1 && X2 > s2)
return(

pl *x (1+4r1) * (X1 - s1) +
p2 * (1+r2) * (X2 - s2)

#0Cekivani profit
profit <- function(B1, B2) {
base <- Blxpl + B2xp2

x1_vals <- 0:B1
x2_vals <- 0:B2

pxl <- dbinom(x1_vals, B1l, Betal)
px2 <- dbinom(x2_vals, B2, Beta2)

expected_cost <- 0

for (i in x1_vals) {
for (j in x2_vals) {
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expected_cost <- expected_cost +
px1[i+1] * px2[j+1] =
cost(i, j, s1, s2, pl, p2, ril, r2)

return(base - expected_cost)

b

#Pronalazak optimalnog broja karata

Bl_range <- 0:80
B2_range <- 0:200

best_Bl1 <- 0
best_B2 <- 0
best_val <- -Inf

for (Bl in Bl_range) {
for (B2 in B2_range) {

val <- profit(B1, B2)

if (val > best_val) {
best_val <- val
best_B1 <- B1
best_B2 <- B2
}
}
+

Na pocetku koda su definisani ulazni parametri dati u primeru i verovatnoce
pojavljivanja (81 i [. Verovatnoce pojavljivanja [ ¢e se uzimati iz skupa
{0.85,0.9,0.95}, a f35 iz skupa {0.8,0.85,0.9}. Zatim su kao u i (9 defi-
nisane funkcija troskova i ocekivani profit. Na kraju se pronalazi optimalan
broj karata tako Sto se prvo postavi interval u kom se mogu kretati [; i
[Bo. Kroz dvostruku petlju se ispituje svaka kombinacija ovih vrednosti i iz-
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racunava profit. Uslov if (val > best_val) proverava da li trenutni profit
premasuje najveci profit do tog trenutka i ako premasuje azurira promenljive
By, Bs i val ¢uvajuéi nove vrednosti. Na taj nacin se pronalazi optimalan
broj karata u svakoj od klasa.

Beta 1 Beta 2 B optl B opt2
0.85 0.8 23 165
0.9 0.8 22 165
0.95 0.8 20 166
0.85 0.85 23 155
09 0.85 22 155
0.95 0.85 20 155
0.9 0.9 22 146
0.95 0.9 21 145

Tabela 3: Optimalne vrednosti karata za prvu i drugu klasu

Tabela 3 predstavlja dobijene rezultate. Uocava se da je prebukiranost u pr-
voj klasi manja od prebukiranosti u drugoj klasi, sto je optimalna politika
kojom se sluze avio kompanije. Razlog za to su vece stope pojavljivanja put-
nika prve klase kao i veé¢i troskovi nadoknade u slucaju izbacivanja putnika
prve klase [2].

Dalje se vrsi poredenje optimalnog broja prodatih karata u slucaju kada se
model prebukiranosti primenjuje odvojeno na dve klase i kada se primenjuje
na let sa jednom klasom istog kapaciteta (Bopt). Verovatnoc¢a pojavljivanja
putnika na letu sa jednom klasom uzima se kao [ = fs.

Tabela 4 jasno pokazuje da su dobijene vrednosti u oba slucaja veoma slic¢ne,
sto dovodi do zakljucka da uvecavanje broja klasa ne utice znacajno na op-
timalnu strategiju prebukiranja [2].
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Beta 1 Beta 2 B optl+B opt2 |B optza Beta=Beta 2
0.85 0.8 188 189
0.9 0.8 187 189
0.95 0.8 186 189
0.85 0.85 178 177
0.9 0.85 177 177
0.95 0.85 175 177
0.9 0.9 168 167
0.95 0.9 166 167

Tabela 4: Razlicite optimalne vrednosti za let sa jednom i sa dve klase

4.3 Aukcijski model prebukiranja

J .L.Simonﬁ je 1968. godine prvi predlozio model aukcije u avio-kompanijama,
[2]. Uocio je da bi isplata kompenzacije putniku koji dobrovoljno pristane da
odustane od leta predstavljala efikasno i ekonomski isplativo resenje za pre-
komerne rezervacije. Na taj nacin putnici nikada ne bi mogli biti odbijeni za
let bez odgovaraju¢e nadoknade, dok bi idealan sistem bio onaj u kojem se
dobrovoljni kandidati za odustajanje sami javljaju. Drugi vid isplate bi bio
aukcijski model u kome avio-kompanija u odredenim vremenskim intervalima
objavljuje moguce iznose nadoknade. Posmatra se slucaj dobrovoljnog odu-
stajanja neprekidnog modela, gde avio-kompanije objavljuju moguée iznose
kompenzacija.
Ovim pristupom aukcija se zapoc¢inje pre samog leta i pitanje prebukiranosti
se reSava na dobrovoljnoj bazi putnika.
Uvode se pretpostavke koje vaze za ovaj model:

e n putnika sa kartama dolazi da se ukrca na let kapaciteta s, pri ¢emu
jen>s.

e Svaki putnik ima grani¢nu cenu (limit price), koja predstavlja najmanju
nadoknadu za koju je spreman da odustane od sedista.

e Avio-kompanija moze, bez dodatnog troska, da prebaci putnika na neki
svoj kasniji let.

®Julian Lincoln Simon je bio americki ekonomista.
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U idealnoj aukciji kompanija sukcesivno povecava ponudu nadoknade, a kada
ponuda premasi putnikovu granicnu cenu, putnik dobrovoljno odustaje od
leta. Neka su granicne cene putnika I';,I'y,...,I, i pretpostavimo da su
poredane tako da je I'; <T'; za i < j. DefiniSe se:

e D(xz) — verovatnoca da e slucajno izabran putnik odustati od leta za
cenu .

e Y, —iznos kompenzacije koji avio-kompanija mora da plati putniku I',,
(m-tom po redu koji pristaje) da bi napustio sediste.

e X,, — ukupna nadoknada koju kompanija isplacuje kada m putnika
odustane od leta. Vazi X, =Y ", Y.

Cilj je da se izracuna ocekivana vrednost E[X,,]. Za to je potrebno pronaci
E[Y;] za i < m, jer je

E[Xo] ZZE[YJ-

Propozicija 1. E] Neka su I'y,...,I', nenegativne slucajne promenljive sa
funkcijom raspodele D(z). Obelezimo rastuée ureden niz sa I'y < .-+ < T',,.
Tada vazi
m—1 n 00
el =Y (1) [T1D@)" 1 - D) de
i=0

Dokaz. Neka su reakcije n putnika medusobno nezavisne i neka je za datu
cenu x > 0 dogadaj da pojedinacni putnik prihvati kompenzaciju x sa vero-
vatno¢om D(x). Za fiksno = verovatnoc¢a da ta¢no i od n kandidata prihvati
kompenzaciju z je binomna

Gy(z) = <”) D(z)'(1— D(x))"™".

]

Neka je dalje D,,(x) funkcija raspodele slu¢ajne promenljive Y, (dakle D,,(z) =
P(Y,, < x)). Po definiciji, uslov da I',, (m-ti po redu putnik koji pristaje)

6Propozicija preuzeta iz [2].

31



4 OSNOVNI MODELI PREBUKIRANOSTI

ima grani¢nu cenu manju ili jednaku z je ekvivalentan dogadaju da najmanje
m kandidata pristane na cenu x. Zato

—

n m—

Dp(z) =) Gi(z)=1-> Gi(x).

i=m 1=

Za nenegativnu slucajnu promenljivu Y,, vazi

E[Y,.] = /000 (1 — Din()) da.

Ubacivanjem izraza za D,,(x) dobijamo

oo m—1 m—1

n o ; n—i
]EYm—/ Gi(x)dx = ()/ D(z)(1 - D(z dzx,
Wl = [ cwa=3 () [ D@ -Dw)
¢ime je propozicija dokazana. O]

Empirijskim analizama je zabelezeno (Nagarajarn] 1978) da kumulativna
funkcija raspodele grani¢ne cene ima identi¢an oblik eksponencijalnom obliku
D(z) =1 — e~ za neku konstantu A.

Propozicija 2. ﬂAko D(x) =1—e %  za neko A konstantno, tada vazi

HXA:%{m—@—m(%+nir%~+gt%17”.

Dokaz. Prvi korak je izracunavanje E[Y,,] koristeéi prethodnu propoziciju i
specijalni oblik D(z) = 1 —e~4%. U integralu iz propozicije uvedimo promen-
ljivu u = D(z) = 1 — e~ 4%, Sledi

du

_ —Ax _ o —
du=Ae dr=A(l —u)dz = dz A0 —a)

Dalje naredni integral postaje

/000 D(z)™(1—D(z))" "dx = / u™ (1 —u) ”_m% =

=0

U literaturi [2] se pojavljuje podatak o eksponencijalnom obliku kumulativne funkcije
raspodele grani¢ne cene zabelezenoj kod Nagarajan. U referencama spomenutog rada stoji
Nagarajan, K.V. 1979. On an auction solution to the problem of airline overbooking. Trans-
portation Research A13: 111-114., gde se moze pronadi vise o ovoj temi.

8Propozicija preuzeta iz [2].
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——/ 1—u"m1du

Integral na desnoj strani je Beta funkcija i racuna se kao

! (n —m—1)! 1 -
/ u™(1 —u)"" N dy = i —m , ) = (n) )
0 (n—m+1)! n—m\m

Stoga za E[Y,,] se dobija

_m—l n l 1 n—l_lm—l
= \i) A n—i\i) A4

Uvodedéi promenu indeksa j = n — ¢, zbir se moze zapisati i kao

5“

j=n—m+1 J
Sada X Z Y,, pa je
r=1
E[Xn] =) EN]=23> > -
r=1 r:1 j=n—r+1 ‘7
Dvostruku sumu redukujemo na sumu preko j =n—m+1,....,n
D S I ()
r=1 j=n— r+1 j=n—m+1 J j=n—m+1 J

[zracunavanjem te sume dobija se

i (1_n;m) =m— (n—m) i ]1
j=n—m+1 j=n—m-+1

Konacno,

Sto je trazeni izraz.
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Napomena 1. Koristeci aproksimaciju 1 + 3 + 5 4+ ... + £+ & Inn dobija se

1
E[Xm]zZ m—(n—m)lnnilm

Ne postoji razlog da se pretpostavi da je vrednost parametra A konstant-
na u svim mogudcim situacijama. Na primer, putnici ¢e verovatno prihvatiti
manju nadoknadu ukoliko sledeéi let polazi ubrzo nakon prvobitnog. Ipak, za
potrebe ovog modela pretpostavlja se da je A konstanta u svim sluc¢ajevima.

Primer 3. Posmatra se let sa kapacitetom od s = 150 mesta i sa malim
brojem prebukiranih putnika, gde putnik oznacen sa I'y, ima grani¢nu cenu
kompenzacije od 100$. Iz toga sledi

Lo 1008
A 150
1
A~ —
15000

Shodno tome, ocekivana nadoknada potrebna da se dobrovoljno prebaci
m od ukupno n putnika putem aukcije moze se priblizno izraziti kao

1
EX,~——|m—(n—m)n n :
15000 n—m

Sto je znacajno nizi trosak u poredenju sa nedobrovoljnim izbacivanjem is-
tog broja putnika, koje bi iznosio minimum 200% cene karte po putniku (u
sluéaju duzih medunarodnih letova i vise), uz dodatne negativne efekte na
reputaciju kompanije.
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5 Model prebukiranosti na dobrovoljnoj bazi

Najnepovoljniji ishod u modelu prebukiranosti nastaje kada su putnici
nedobrovoljno uskraceni za ukrcavanje. Time ne samo da trpe Stetu zbog
propustanja planiranog leta, ve¢ i narusavaju svoje dalje planove, dok avio-
kompanije gube na ugledu i poverenju putnika. lako avio-kompanije preduzi-
maju razlic¢ite inicijative kako bi ublazile ovaj problem, ne postoji garancija
da ¢e one dati ocekivane rezultate. Zbog toga su neke kompanije, medu ko-
jima je i Southwest Airline [5], potpuno odustale od primene ovog modela.
Namece se, medutim, pitanje da li postoji nacin da se model prebukiranosti
ipak koristi, a da pritom ne nanosi stetu ni jednoj strani.

U ovom delu rada bic¢e predstavljen model prebukiranosti na dobrovoljnoj
bazi u kojem putnici viSe nisu pasivni akteri, ve¢ aktivno u¢estvuju na osno-
vu sopstvenih preferencija, procena i svesti o prebukiranosti zeljenog leta.
Osnovna ideja modela zasniva se na radu [5] i po¢iva na principu ekvilibri-
juma racionalnih ocekivanja izmedu avio-kompanije i putnika.

Sa stanovista putnika, ovakav pristup nudi moguc¢nost kupovine karata za
zeljeni let po nizoj ceni, uz potpunu garanciju refundacije u slucaju da ne
budu ukrcani. Pored toga, putnici imaju informaciju o stepenu prebukirano-
sti leta i mogu samostalno da procene da li zele da prihvate rizik nize cene
uz mogucnost uskra¢enog ukrcavanja ili da se, bez rizika, opredele za drugi,
manje pozeljan, let ka istoj destinaciji.

Iz perspektive avio-kompanije, kljuéni zadatak postaje odredivanje optimal-
nog broja ovakvih karata, njihove cene i visine refundacije. Na taj nacin
izbegavaju se neprijatne situacije nedobrovoljnog uskrac¢ivanja ukrcavanja i
negativne posledice po ugled i poverenje putnika.

5.1 Pretpostavke i oznake u modelu

Da bismo uveli model prebukiranosti na dobrovoljnoj bazi naredne pret-
postavke moraju da vaze:

e Putnici ¢e vremenom biti upuéeniji u proces i nacin vrednovanja avi-
onskih karata i bi¢e voljni da svoje procene dostave avio-kompanijama
koje traze dobrovoljce za kupovinu karata prebukiranih letova.

e Avio-kompanije ¢e se u potpunosti pridrzavati svojih uslova i pravila u
trenutku prodaje karata.
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e Avio-kompanije ¢e podatke o broju nepojavljenih putnika za posmatra-
ni let objavljivati javno u cilju informisanja potencijalnih dobrovoljno
prijavljenih putnika za bukiran let. Takode se ovde pretpostavlja da
avio-kompanija ima svu potrebnu analiticku strucnost za takav vid in-
formisanja.

Dobrovoljno prebukiranje podrazumeva slede¢e ponasanje:

Ukoliko ima mesta na zeljenom letu kupuje se karta po regularnoj ceni.

Ukoliko je zeljeni let popunjen postoje dve moguénosti:

a) putnik kupuje kartu po nizoj ceni svestan rizika da ¢e mozda biti
odbijen.

b) putnik kupuje kartu manje zeljenog leta koji nije popunjen.

Kljuéne odluke koje avio-kompanija mora doneti vezane su, kao i u prethodno
opisanim modelima prebukiranosti, za cenu karte i kolicinu dostupnih karata
za prodaju.

Posmatra se model za letove druge (ekonomske klase). Na letove za prvu
klasu nec¢e biti primenjivana preprodaja karata.

Uvode se sledece oznake:

s kapacitet leta (broj sedista u drugoj klasi);

Do regularna cena karte;

P1 cena karte za bukiran let;

C troskovi leta;

c troskovi leta po putniku;

U1 putnikovo vrednovanje zeljenog leta izrazeno u novcéanoj jedinici;
Uy putnikovo vrednovanje drugog leta koji ga vodi do destinacije;

r suma za refundaciju;

Q broj sedista koja su prodata nakon prebukiranja leta;

X >0 broj putnika koji se nisu pojavili (slu¢ajna promenljiva);
f(z) funkcija gustine slucajne promenjive X;

F(x)  funkcija raspodele slu¢ajne promenjive X.

Sa py je oznacena cena karte dok ima mesta u avionu, ali kada se kapacitet
leta popuni, cena se spusta na p; i postaje pristupacnija ve¢em broju putnika
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koji su posmatrali taj let. Oni koji plate mesto po ceni p; imace odredenu
verovatnocu ukrcavanja na let, a razmena informacija izmedu avio-kompanije
i putnika o prethodnim verovatno¢ama ukrcavanja ¢e pomoéi odluci. Vred-
nosti vy i vy predstavljaju iznose koje su putnici spremni da plate za kartu
zeljenog leta, odnosno za kartu alternativnog leta.

Dalje, postavlja se pitanje zasto bi neko uzeo kartu za let koji je prebukiran.
Navedena problematika zavisi od hitnosti putovanja, uverenja putnika kao
i problema odluc¢ivanja. Veruje se da dokle god postoje putnici koji se nisu
pojavili na terminalu ujedno ¢e postojati i putnici kojima ¢e odgovarati nize
cene karata uz rizik neizvesnosti. Stimulans za to je niza cena karata, garan-
tovan povracaj novca, kao i dostupne informacije o broju nepojavljivanja na
datoj destinaciji. Uvek postoje putnici koji iz nekog razloga moraju hitno
da otputuju ili oni koji su kasno napravili planove, posebno na dan vecih
praznika i upravo njima je interesantna strategija prebukiranosti.
Primetimo da vazi v, < v; jer putnikovo vrednovanje kasnijeg leta u odnosu
na zeljeni let je uvek manje (ili jednako) nego vrednovanje zeljenog leta.

Za pravilnu konstrukciju modela mora da vazi i sledec¢a nejednakost

c<p1 <py <y <y,

koja nam kaze da troskovi leta po putniku moraju biti manji od cena leta
p1 1 pa, a cene leta moraju biti manje od putnikovog vrednovanja leta (su-
me novca koju je putnik spreman izdvojiti). Takav poredak ima smisla jer
stvarne cene karata uvek moraju biti veée od troskova po putniku (da bi se
ostvario profit), dok bi bilo dobro da avio-kompanija stavi manje (ili jednake)
cene u odnosu na putnikovo vrednovanje istih i time poveca zainteresovanost
za kupovinu karata.

Drugo pitanje koje se postavlja je zasto bi avio-kompanija garantovala po-
vracaj novca i potencijalno platila dodatno putnicima koji su se prijavili za
ve¢ prebukiran let. Avio-kompanija zeli primeniti model prebukiranja ali na
nacin da ne skodi ni jednoj strani i da obezbedi zadovoljstvo putnika. Da bi
model zainteresovao putnike mora postojati nadoknada koja ¢e im kompen-
zovati negativnu stranu faktora neizvesnosti sa ovom vrstom karata.

5.2 Problematika iz ugla putnika

Putnik ima opciju da za prebukirani let uzme kartu po nizoj ceni p; ili
da plati po ceni ps manje Zeljeni let koji ima nepovoljne termine, datume ili
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usluge. Ekvilibrijum (ravnotezu) ¢e predstavljati tacka u kojoj je bukiranje
zeljenog prebukiranog leta jednako privlacno kao i bukiranje leta koji nije
prebukiran ali nije Zeljeni. Ta tacka ravnoteze bi trebalo da maksimizuje
prihode avio-kompanije.

Kao sto je ve¢ spomenuto, broj putnika koji se nisu pojavili je slucajna
promenljiva X, a sa x ¢emo oznaciti broj putnika koji se nisu pojavili na
posmatranom letu.

Ako je ) < z, onda je broj praznih mesta u avionu jednak x — @), a svi
putnici koji su se pojavili na terminalu su smesteni.

Ako je (Q > x, onda ¢e () — x putnika dobiti povrat novca i refundaciju.

Dalje, neka je 8 uverenje putnika o verovatnoéi da ¢e biti smesteni na prebu-
kirani let. Tada, ako im je prebukirani let privlacniji od drugog ili kasnijeg
leta, mora da vazi slede¢a nejednakost

vy — p2 < B(vy — p1) + Br (10)

pri cemu je B+ 3 = 1.
Refundacija je ogranic¢ena razlikom putnikovog vrednovanja leta i cene karte

r < U — pa,

a onda je
r < vy —p2 < U1 — Pr

Kako putnici sami pretpostavljaju vrednost verovatnoc¢e da budu smesteni,
oni imaju odredene pretpostavke i o ceni po kojoj mogu rezervisati sediste.
Tu cenu oznacavamo sa p, 1 ona nije poznata avio-kompaniji. Na slican nacin
i avio-kompanija formira procenu o ceni koju je putnik spreman da plati,
oznacenu kao p4.

Dakle putnik veruje da ¢e sa verovatnoéom [ biti smesten, a pp je maksimalna
cena koju je spreman da plati za rezervaciju prebukiranog leta, sto iz (10))
daje

vy —p2 < B(vy —pp) + Br
vy —po < (1= B)vr — (1= B)p, + Br

(1=8)pp <v1—va+pa—Blor —7)
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<U1—U2+p2—/8(7)1—7“).

Pp = 1- 13 (11)

Matematicki odnos verovatnoce i cene p, moze se prikazati kao
3 d
pp = f(B), pricemu d%” >0,

gde je p, funkcija koja zavisi od 3.
Ako je verovatnoca koju putnik formira da nece biti smeSten veoma mala
(8 — 0), tada je iz njegova rezervaciona cena

li = — )
Blg(l) Dp = V1 — V2 + P2
To znaci da ¢e putnikova cena koju je spreman da plati biti jednaka regu-
larnoj ceni py plus razlika njegovog vrednovanja v, i vy za oba leta (zeljeni i
alternativni).
Ako je verovatnoca da nece biti smesten gotovo sigurna (5 — 1), rezervaciona
cena raste bez ogranicenja
li = 0.
fimpy = oo
Zakljucujemo da ¢e putnik pristati na kupovinu karte za prebukiran let ako
je ponudena cena manja ili jednaka njegovoj rezervacionoj ceni

P1 < Dp.

Cena p; predstavlja kriticnu tacku odluke u problematici da se izvrsi prebu-
kiranje na zeljenom letu ili kupi potvrdena karta za drugi, ali manje pozeljan
let. Sto je ta cena niza, to je veéa verovatnoéa da ée putnik izabrati prebu-
kiran let.

5.3 Problematika iz ugla avio-kompanije

Avio-kompanija ne zna putnikovu cenu rezervacije p,, ali pretpostavlja
cenu pa (pretpostavka avio-kompanije o ceni koju je putnik spreman da pla-
ti).

Iz ugla kompanije pozeljno bi bilo da p4 < py, jer prodaja prebukiranih ka-
rata po ceni koja je niza od p4 donosi manji prihod.
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Profit avio-kompanije

Razmatrace se dva slucaja, u zavisnosti od toga da li je let popunjen ili
nije. Ukoliko let nije popunjen profit se moze izraziti kao

sp2 + Qp1 — (3—(95_@))0_07

gde avio-kompanija prihoduje od broja karata prodatih po ceni p; i ps. Broj
karata prodat po ceni ps jednak je kapacitetu s (pretpostavljamo da je let u
potpunosti prodat), dok je broj karata prodat po ceni p; jednak Q). Troskovi
po putniku su

(s — (z—Q))c=sc—zc+ Q.
Kada je < @), odnosno broj nepojavljenih putnika manji od broja karata
koje su prodate po nizoj ceni, onda je prihod

spe + xpy — (Q — z)r — sc — C,

gde je (@ — x) broj putnika kojima ¢e biti isplac¢ena refundacija troskova.
Ocekivani profit

Broj nepojavljenih putnika je slucajna promenljiva sa funkcijom gustine
f(x). Ako je poznat je broj sedista na letu, fiksni trosak leta, fiksni trosak po
putniku i refundacija za putnike bez sedista, onda se ocekivani prihod moze
se odrediti pomocu sledeceg izraza

Q
m(Q,p1) = /0 [sp2 + ap1 — (Q — x)r — sc — C| f(x) da+

+ / st Qo — (5 — (2 — Q))e — C] f(x) de, (12)
Q

gde m(Q, p1) zavisi od kolicine karata @ koje su prodate po ceni p; i od cene
p1. Ako avio-kompanija pretpostavlja da svi putnici imaju rezervacionu cenu
pa, ona Ce izabrati p; = p4 1 koli¢inu

Q) = argglaXW(Q,pl).
Dalje je izraz jednak
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Q Q
m(Q,p1) :spg—sc—C'—l—/ xp1 f(x) dx—/ r(Q —x)f(x) de+
0 0

-+]Q”cmnf@»dx+3[:°dx——Q»f@»dx

Izvod po Q je

o [eS) Q o9
som @ =n [ f@ds-r [ p@de-c [ f@pan (3)
0Q Q 0 Q

Sada se definise o

Fo = (z) dx,

0
Fo = f(x)dx,
Q
gde vazi
Fo=1-Fy
Izraz postaje
0 - _
@W(le) =piFg —rlg — cky. (14)
Izraz se izjednacava sa nulom
0

%W(Qym) = 0.

Drugi izvod je
82
TQQW(Q’pl) = _Tf(Q) - (pl - C)f(Q);
a jedinstvenost maksimizatora garantuje sledeci uslov
62
2" (@,p1) <0
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koji vazi jer je po pretpostavci cena karte p; sigurno vec¢a od troskova po
putniku c.
Dakle kada (14)) izjednac¢imo sa 0 dobija se

ppo — TFQ - CFQ = O,

p1<1—FQ)—TFQ—C(1—FQ) = 0.

Tada je

Fo=-D1"° (15)

pr+r—c

Primetimo da se, za datu cenu p;, optimalna kolicina prodatih karata po-
veCava kada je cena refundacije r niza. Vazi i obratno. Trosak po putniku ¢
je uglavnom fiksan, pa zbog toga ne utice bitno na optimalan nivo prebuki-
ranosti (). Samim tim, porast cene p; vodi ka povec¢anju optimalne koli¢ine
prodatih karata @). S obzirom na to da putnicima odgovara da cena karte bu-
de sto niza, ravnoteza izmedu interesa avio-kompanije i putnika uspostavlja
se primenom principa ekvilibrijuma racionalnih ocekivanja.

5.4 Ekvilibrijum racionalnih ocekivanja

Ekvilibrijum racionalnih o¢ekivanja pretpostavlja da pojedinci koriste sve
dostupne informacije na optimalan nacin. Time se razlikuje od tradicionalne
ekonomske teorije, prema kojoj se informacije interpretiraju u skladu sa
subjektivnim tumacenjem i preferencijama pojedinca
Na trzistu avio-prevoza, avio-kompanija i putnik nezavisno formiraju svoja
ocekivanja o cenama. Tokom vremena uspostavlja se ravnoteza u kojoj obe
strane uskladuju ta oc¢ekivanja. Putnicima odgovaraju nize cene karata, Sto
zahteva prodaju vec¢ih koli¢ina, odnosno vecu dostupnost karata. Sa druge
strane, avio-kompaniji vise pogoduje visa cena karte, sto podrazumeva manju
kolicinu karata u prodaji.

Ekvilibrijum racionalnih o¢ekivanja podrazumeva sledece uslove:

1. Pp = Ul_Uz‘Hi)Q_—ﬁﬁ(m—T)

2. p1=Dpa

9Poredenje tradicionalne definicije ravnoteze sa ekvilibrijumom racionalnih oéekivanja
preuzeto je iz [5].
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3. Q = argmaxg m(Q,pa)

4. B=1Fg= fOQ f(z)dx (verovatnoca nepojavljivanja putnika)
B = Fy (verovatnoca pojavljivanja putnika)

S. pa=1pp -

Prva tri uslova nam garantuju da ¢e obe strane delovati tako da maksimi-
zuju korisnost. U 4. uslovu se pokazuje da je verovanje putnika [ jednako
stvarnoj verovatnoci da se putnik neée ukrcati. Uslov broj 5 nam govori da
¢e avio-kompanija predvideti rezervacionu cenu putnika p,.

Navedenih pet uslova se mogu svesti na dva koja sustinski karakterisu ekvi-
librijum racionalnih ocekivanja

v — vy +pa— B(vr —7)

b= 1-3 (16>

Q = arg max (@, ). a7)

Polazedi od ali sada u obliku jednakosti (zelimo ekvilibrijum) i od izraza
(15) odreduje se ekvilibrijumska cena p;

> . p1r—¢
Vg — Py = B(v] — +0riFp=—-—-.
o —p2=Bvr —p1) + B Q Pt —c
Ako vazi
B =Fgipy,=pa=pi,
tada je
b1 —¢C pL—c¢C
vy—pr=(1— ———) (v —p1) + —————
2 — P2 = ( pl—l-'r’—c)(l p1) ptT—c
(v —=p1) +7(p1 —¢)
Vg — P2 =
p1+7’—C
r(vy —¢)
Vg — Pg = ———————
2~ P2 ptr—c
r(vy —c
Vo — P2
plzw_r_i_c
Vo — P2
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_r(vl—c)_ .
e ol (18)

Dalje, zanima nas iznos za refundaciju r. Pod pretpostavkom da putnici
raspolazu iznosom novca pi, njima je potrebno Ap = ps — p; da bi rezervisali
drugi let, pa je

r>Ap=py—1r <pi.

Kada pronalazimo ekvilibrijum zZelimo jednakost, a umesto p; uvrsti¢emo

(18)

pg_r:M_(r_C)
Vg — P2
Vg — P2
py—c="179
Vg — P2

(p2 — ¢)(v2 — p2) = r(v1 — )

r = (p2 - C)(UZ - p2) ) (19)

V1 —C

Na osnovu i dobija se

(p2—c)(v2—p2)
p = —ue (01 =¢)  (pa—c)(va—pa) L
Vg — P2 U1 —C

(P2 = ¢)(v2 — o)

= Pp1 =DP2 —

pﬁWer_gfimﬁ. (20)

Iz (T5), () i @0) sledi
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Dy — (m_zc;)l(fi_m) —c

Dy — (szz)l(ji*pz) + (szz)l(i&c*m) _

Fo =

c

(p2=c)(v2=p2)
v1—cC

p1—¢C

_bp—cCc—

Vg — P2
vy —c |

Fo=1- (21)

[zvedene jednacine opisuju tri kljuéne veli¢ine: optimalni iznos refundacije,
cenu karte za prebukirani let i verovatno¢u neukrcavanja (a samim tim i ve-
rovatno¢u ukrcavanja) na prebukirani let. Sve tri veli¢ine formulisane su tako
da zavise od putnikovog vrednovanja leta, troskova avio-kompanije i regular-
ne prodajne cene karte.

Za precizno izracunavanje ovih parametara neophodna je strateska interak-
cija putnika i avio-kompanije. Porast vrednovanja prebukiranog leta v; od-
razava veCu spremnost putnika da prihvate prebukiranu opciju. Povecanje
ove vrednosti v; implicira da kompanija treba da poveca koli¢inu karata Q.
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6 Testiranje modela na simuliranim podaci-
ma

Predstavljen teorijski okvir modela prebukiranosti na dobrovoljnoj bazi
u prethodnom poglavlju testiran je Monte Carlo simulacijom na letovima
druge (ekonomske) klasd™] Monte Carlo simulacija je tehnika koja koristi
slucajan uzorak za predvidanje parametara koji opisuju situaciju prebukira-
nosti (prodaje vise karata od kapaciteta leta). Koriséeni su naredni ulazni
parametri:

- Posmatra se Airbus 320 tip aviona sa kapacitetom leta od 132 sedista,
gde 12 pripada prvoj klasi, a 120 drugoj. Dakle, kapacitet koji se koristi
u modelu je s = 120 (samo letovi druge klase su ukljuceni u model).

- Regularna cena je py = 130€ .

- Pretpostavlja se da vrednovanje putnika za karte Zeljenog i manje
zeljenog (alternativnog) leta iznose vy = 160€ i vy = 220€ .

- Neka su troskovi po putniku ¢ = 20€ .

- Pretpostavlja se da ne postoje fiksni troskovi, jer oni ne uti¢u na model
niti na dobijene rezultate, pa vazi C' = Oe.

- Broj putnika koji se ne pojavljuju modeluje se slu¢ajnom promenljivom
sa normalnom raspodelom, X : N'(4,2), ¢ime se opisuje ocekivani broj
i varijabilnost nepojavljenih putnika.

- Simuliraju se podaci u periodu od 5 godina svakog dana tj. za 365-5 =
1825 letova.

Naredni kod u programu R pronalazi broj optimalnih karata koje maksimi-
zuju profit nad simuliranim podacima sa zadatim pocetnim vrednostima.

# Parametri
s <- 120
p2 <- 130

107 teorijskom okviru modela prebukiranja na dobrovoljnoj bazi za prvu klasu nije se
vrsila preprodaja karata, stoga ¢e ona biti izostavljena i u simulacijama.
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vl <= 220
v2 <- 160
c <- 20

mu_no_show <- 4
sd_no_show <- 2
n_sim <- 365 x 5

#RaCunanje r, pl i F_Q

r <- (p2 - c) *x (v2 - p2) / (v1 - ¢©)
pl <-r*x (vl -c) / (v2 -p2) - (r - c)
FQ<-1-(v2-9p2)/ (v1 - ¢)

#Funkcija optimalnog broja karata nad simuliranim podacima

simulate_revenue <- function(Q) {
sold <- s + Q
no_show <- pmax(0, round(rnorm(n_sim, mu_no_show,
— sd_no_show)))
wealth <- numeric(n_sim)

for (i in seq_len(n_sim)) {
ns <- no_show[i]

if (ns >=Q) {
boarded <- sold - ns
wealth[i] <- boarded * (p2 - ¢)
} else {
boarded <- s
bumped <- Q - ns
wealth[i] <- s * (p2 - ¢) + ns * (pl - ¢) - bumped * r
}
}

mean (wealth)
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#DopuSta se da broj preprodatih karata ide do 20

Q_values <- seq(0, 20, 0.1)
revenues <- sapply(Q_values, simulate_revenue)

#0ptimalan broj karata koji maksimizuje profit

Q_star <- Q_values[which.max(revenues)]
max_revenue <- max(revenues)
rev_no_over <- simulate_revenue(0)

Na pocetku koda definisani su ulazni parametri koji obuhvataju kapacitet
leta, regularnu cenu karte, vrednovanje cene od strane putnika, troskove leta
po putniku, parametre normalne raspodele i broj simulacija koji odgovara
periodu od 5 godina. Nakon toga predstavljen je postupak izra¢unavanja
kompenzacije , cene prebukiranog leta (20]) i verovatnoce nepojavljivanja
putnika , koji proizilaze iz primene principa ekvilibrijuma racionalnih
ocekivanja.

Funkcija simulate revenue razmatra dve moguénosti - kada je broj nepo-
javljenih putnika manji od broja putnika sa kartama po nizoj ceni, i kada
je taj broj vedi ili jednak. Na pocetku funkcije se generise se broj putnika
koji se nec¢e pojaviti na terminalu uz pomo¢ normalne raspodele X : N'(4, 2).
Negativan broj putnika koji se nisu pojavili nema znacaj u posmatranom
modelu prebukiranosti, stoga se sve negativne vrednosti postavljaju na nulu.
To odgovara slucaju kada se svi putnici pojave na terminalu.

Sprovedena je i analiza ocekivanog prihoda u zavisnosti od broja dodatno
prodatih karata po nizoj ceni, oznacenih sa (), pri ¢emu je posmatran in-
terval vrednosti do Q = 20. Vrednost Q_star predstavlja optimalan broj
dodatno prodatih karata koji maksimizuje ocekivani prihod. Prihod u odsu-
stvu strategije prebukiranja odgovara slucaju @ = 0.

Na Slici 2 prikazani su ulazni parametri, kao i rezultati dobijeni nakon pokre-
tanja koda. Uocava se da se ravnoteza postize pri ceni karte za prebukirani
let od p; = 113.5€. Refundacija po putniku u tom slucaju iznosi 16.5 €, sto
predstavlja razliku izmedu cena py i p;. Verovatnoca da se putnici sa kartom
po ceni p; ne ukrcaju na let iznosi Fiy = 85%, dok je verovatnoca da se ukr-
caju na let Fg = 15%.

Optimalan broj dodatno prodatih karata koji maksimizira oc¢ekivani prihod
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iznosi @), = 8.4 ~ 8. Na osnovu toga ostvaruje se maksimalan ocekivani
prihod od 13501.47€ . U poredenju sa prose¢nim prihodom u slucaju bez
dodatne prodaje karata (12765.97€ ), primena strategije prebukiranja omo-
gucava povecanje prihoda od 5.76%.

values
C
F_Q
max_revenue
mu_no_show
n_sim
pl
p2
Q_star
Q_values
r
rev_no_over
revenues
s
sd_no_show
vl
Ve
Functions
simulate_revenue

20

0.85

13501.4735342466

4

1825

113.5

130

8.4

num [1:201] 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ...
16.5

12765.9671232877

num [1:201] 12752 12770 12782 12790 12798 ...
120

2

220

160

function (Q)

Slika 2: Rezultati nakon pokretanja simulacije

Sledi deo koda i graficki prikaz koji predstavlja raspodelu nepojavljivanja
putnika po letu u periodu od 5 godina.

# Histogram

hist_data <- hist(no_show_values,

breaks = seq(min(no_show_values),

< max(no_show_values), by = 1),

col = "skyblue",

border = "black",

freq = TRUE,

main = "Raspodela nepojavljenih putnika po
< letu (5 godina)",

xlab = "Broj nepojavljenih putnika po letu",
ylab = "Frekvencija")

# Gaussova (normalna) kriva
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x_vals <- seq(min(no_show_values), max(no_show_values),

- length.out = 100)

y_vals <- dnorm(x_vals, mean = mu_no_show, sd = sd_no_show)
y_scaled <- y_vals * diff(hist_data$mids[1:2]) =*

— length(no_show_values)

lines(x_vals, y_scaled, col = "red", lwd = 2)

Raspodela nepojavljenih putnika po letu (5 godina)

/

B -

[ I I I I I
0 2 4 6 8 10

300
|

200
|

Frekvencija

100
|

Broj nepojavljenih putnika po letu

Grafikon 2: Raspodela nepojavljivanja putnika u periodu od 5 godina

Histogram pokazuje raspodelu nepojavljivanja putnika u simulaciji za peri-
od od 5 godina, prateéi N (4,2). Pocetni parametri normalne raspodele su
postavljeni tako da se broj nepojavljivanja putnika po letu najcesce krece
izmedu 3 i 5, dok su ekstremne vrednosti (vise od 8 nepojavljivanja) retke.

Grafikon 3 prikazuje zavisnost cene p; od vrednosti py za razli¢ite nivoe
troskova po putniku. Ovi troskovi mogu da variraju, jer letovi ne pruzaju
uvek isti nivou usluge i udobnosti, pri ¢emu visi kvalitet usluge podrazumeva
i veCe troskove po putniku. Bez obzira na konkretan nivo troskova, funkcio-
nalna zavisnost izmedu cena p; i py zadrzava slican oblik. Najvise vrednosti
cene p; postizu se pri najvisim vrednostima p,. Pri ve¢im fiksnim troskovima
po putniku, porast cene p; odvija se sporije u odnosu na njeno kretanje pri
nizim troskovima. U teorijskom slucaju kada su troskovi jednaki nuli, za-
visnost cene p; od cene py je linearna, dok je u svim ostalim razmatranim
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slucajevima ta zavisnost eksponencijalna.

130
120
c
— 0
2110 -- 10
g -- 20
8 - 30
100 40
- 50
90

110 120 130 140
Regularma cena p2

Grafikon 3: Kretanje cena u zavisnosti od troskova po putniku

Zavisnost verovatnoée nepojavljivanja putnika od refundacije
1.00

0.75
— 50
- - 75
S 050 =- 100
L
= 125
150
0.25
0.00
0 10 20 30 40 50
Refundacija

Grafikon 4: Zavisnost verovatnoce nepojavljivanja putnika od refundacije
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Dalje se posmatra medusobna zavisnost visine refundacije r i verovatnoce ne-
pojavljivanja putnika Fy za razlicite cene prebukiranog leta p; . Na Grafikonu
4 mogu se uociti osnovne zakonitosti ove veze za dati skup podataka. Posma-
trane vrednosti cene p; obuhvataju opseg od p; € {50, 75,100, 125, 150}, sto
omogucava sagledavanje ponaSanja sistema pri nizim, srednjim i viSim ce-
nama karata. Visa cena p; znaci da je avio-kompanija sigurnija da se veci
broj putnika sa cenom karte p, nec¢e pojaviti na terminalu. Zbog toga je ve-
rovatnoca nepojavljivanja putnika F veca, a onda se moze ocekivati i veca
ponudena koli¢ina prebukiranih karata. Nasuprot tome, povecanjem visine
refundacije r smanjuje se verovatnoca nepojavljivanja putnika Fg. Takvo
ponasanje ima smisla jer avio-kompanija ¢e biti spremnija da ponudi veéu
refundaciju samo ako je sigurna da ¢e je isplatiti manjim broju putnika, odno-
sno kada je verovatnoca nepojavljivanja niska. Ovaj odnos odrazava ¢injenicu
da veéi iznos refundacije povecava troskove avio-kompanije, zbog cega je op-
timalno smanjiti broj dodatno prodatih (prebukiranih) karata.
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7 Zakljucak

U ovom radu predstavljeni su osnovni modeli prebukiranosti u avio-indu-
striji, kao i model dobrovoljnog pristanka putnika na kupovinu karata za
prebukirane letove. Klasi¢ni modeli prebukiranosti sa jednom i dve klase,
kao i aukcijski model, imaju pre svega teorijski karakter i sluze kao ilustra-
cija uobicajene prakse prebukiranosti u avio-saobracaju. U radu su opisani
nac¢ini maksimizacije profita i postupci odredivanja optimalnog broja karata,
sto je i osnovna svrha uvodenja prebukiranosti. lako primena prebukiranosti
donosi znacajne finansijske koristi, praksa nedobrovoljnog uskrac¢ivanja ukr-
cavanja moze imati negativne posledice po ugled avio-kompanije.

Ideja modela baziranog na dobrovoljnoj osnovi ogleda se u uspostavljanju
medusobne saradnje izmedu avio-kompanije i putnika, pri ¢emu putnici vise
ne predstavljaju samo pasivne ucesnike u procesu. Ovaj model moze predsta-
vljati uspesan korak ka potpunom ukidanju prakse nedobrovoljnog izbaciva-
nja putnika sa leta, ¢ime se istovremeno ¢uva ugled avio-kompanije i povec¢ava
zadovoljstvo putnika. Polazi se od ideje da putnici daju informacije o sopstve-
nom vrednovanju leta (iznos koji su spremni da plate), dok zauzvrat dobijaju
istorijske podatke o stopi nepojavljivanja putnika na datom letu, kao i mo-
guénost kupovine karata za prebukirane letove po nizoj ceni. Svesni rizika
da mozda nece biti ukrcani, putnici sami donose odluku o kupovini takvih
karata. Prednost ovakvih karata je niza cena, zagarantovan povrat novca i
refundacija u sluc¢aju neukrcavanja. Polazeci od principa ekvilibrijuma racio-
nalnih oc¢ekivanja, izmedu dve strane uspostavlja se ravnoteza koja doprinosi
efikasnijem funkcionisanju na trzistu i obostranom zadovoljstvu.

Na osnovu simuliranih podataka prikazani su rezultati koji potvrduju pozi-
tivne efekte ovakvog pristupa. Osim pozitivnog uticaja na reputaciju i odnos
prema putnicima, uocljivi su i doprinosi pove¢anju finansijskih tokova avio-
kompanije, Sto je jedan od glavnih razloga sprovodenja strategije prebukira-
nosti. Na kraju su date analize najznacajnijih parametara u modelu, kao i
uticaj njihovih promena i meduzavisnosti.
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