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Predgovor

Brojevi koji su predmet prouc¢avanja u ovom master radu imaju izuzetno zna-
¢ajnu ulogu u razli¢itim oblastima matematike. Kroz istoriju su se pojavili kao
prirodni rezultati problema iz kombinatorike, analize, teorije brojeva i diskretne
matematike. Medu njima se posebno izdvajaju Stirlingovi brojevi, harmonijski
brojevi i Katalanovi brojevi, koji su predmet proucavanja ovog master rada.

Stirlingovi brojevi javljaju se u 18. veku u radu skotskog matematicara
Dzejmsa Stirlinga, u vezi sa analitickim aproksimacijama i teorijom permutacija.
Postoje dve vrste ovih brojeva — prve i druge vrste — koje imaju bogatu
kombinatornu strukturu i pojavljuju se u razvijanju formula za n-tim stepenima
promenljivih, kao i u funkcijama generisanja.

Harmonijski brojevi, poznati jo§ od antickih vremena, definisu se kao
parcijalni zbirovi harmonijskog reda:

3
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a znacajnu ulogu dobijaju u radovima Leonarda Ojlera u kontekstu divergentnih
redova i zeta funkcije. Njihova veza sa logaritamskim funkcijama, zeta vred-
nostima i asimptotskim razvojem ¢ini ih vaznim objektom u analitickoj teoriji
brojeva i numerickoj analizi.

Katalanovi brojevi su verovatno medu najce$ée susretanim brojevima u
kombinatorici. Prvi ih je uo¢io Leonard Ojler, dok ih je Ezen Sarl Katalan
popularizovao sredinom XIX veka. Oni se definisu formulom

1 2n
07 = )
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i broje raznovrsne strukture: binarna stabla, ispravno zagradene izraze, trian-
gulacije mnogougla, Dyck-ove puteve, i mnoge druge. Tokom XX i XXI veka,
Katalanovi brojevi su doziveli intenzivno proucavanje, narocito kroz radove Ri-
ordana, Fajneja, a zatim i Stenlija, koji je prikazao vise od 200 razli¢itih inter-
pretacija ovih brojeva.

Cilj ovog rada je da se objedine osnovne osobine i medusobne veze izmedu
Stirlingovih, Harmonijskih i Katalanovih brojeva, kao i da se detaljno prouéi
jedna savremena generalizacija Katalanovih brojeva kao fokus istrazivackog
dela. Posebna paznja bice posvecena prikazu kombinatornih interpretacija gen-

eralizovanih Katalanovih brojeva C,(Lm), kao i preciznoj analizi dokaza glavne
teoreme iz jednog savremenog nau¢nog rada.
Raspored rada je sledeéi:

e U prvom poglavlju razmatraju se Stirlingovi brojevi, njihove osobine i
primene.

e U drugom poglavlju obraduju se harmonijski brojevi, njihove granice i
veze sa analitickim funkcijama.

e Trece poglavlje posveceno je klasicnim Katalanovim brojevima i njihovim
kombinatornim interpretacijama.

e Cetvrto poglavlje donosi istrazivacki deo — interpretaciju generalizovanih
Katalanovih brojeva i detaljnu analizu izabranog nau¢nog rada.
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Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Samiru Zahirovi¢u, na po-
drsci, strpljenju i motivaciji tokom izrade ovog rada, kao i tokom ¢itavih master
studija.

Zahvaljujem se i dr Petru Dapic¢u i dr Kristini Ago $to su prihvatili da budu
clanovi komisije, te svojim sugestijama i predlozima doprineli kvalitetu ovog
rada.

Mnogi profesori i asistenti koje sam tokom Skolovanja imao priliku da sret-
nem ostavili su trag u mom nacinu razmisljanja, u pogledu na znanje, na trud,
na sustinu ucenja. Njihove recenice, zadaci, primedbe i pohvale nisu bile samo
deo nastavnog procesa — bile su putokazi na jednom duzem i dubljem putovanju
ka razumevanju sveta kroz jezik matematike.

U tom duhu, podseéam se re¢i Ive Andri¢a: ”0Od svega s$to covek u Zivotu
ostavi 1za sebe, najvazniji su tragovi dobrote.” Upravo takve tragove su ostavili
oni koji su me uéili, ispravljali i hrabrili — i za to im dugujem iskrenu zahvalnost.

Veliko hvala dugujem svom profesoru matematike iz srednje skole, Miloradu
Belji¢u, koji je svojim predanim radom i posveéenoséu dodatno produbio moje
interesovanje za matematiku. Na njegovim ¢asovima bilo je podjednako mesta
i za ozbiljno razmisljanje i za osmeh — spoj koji me je trajno inspirisao.

Tokom studija imao sam sre¢u da budem okruzen sjajnim prijateljima, sa
kojima sam delio kako obaveze i ispite, tako i mnogo smeha i pauza koje ¢emo
pamtiti celog zivota. Zajednicki trenuci u ¢itaonici, neplanirane rasprave oko
matematickih zadataka i iskrena podrska u teskim danima ostaviée trajno mesto
u mom secanju. Vase drugarstvo i vera u mene ¢esto su mi znacili vise nego sto
ste mogli da zamislite.

Neizmernu zahvalnost dugujem i svojoj porodici — majci Mariji, ocu Mirosla-
vu, sestri Dragani, kao i svojoj supruzi Aleksandri i deci Milici i Ognjenu. VaSa
podrska, ljubav i strpljenje bili su mi neprocenjiva snaga i oslonac tokom svih
izazova.
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Glava 1

Stirlingovi brojevi

1.1 Uvod

Stirlingovi brojevi predstavljaju jednu od centralnih tema u kombinatorici, jer
se pojavljuju u razli¢itim problemima prebrojavanja koji uklju¢uju permutacije,
particije, funkcije i raspodele objekata. Postoje dve osnovne vrste Stirlingovih
brojeva: Stirlingovi brojevi prve vrste i Stirlingovi brojevi druge vrste, od kojih
svaki ima svoju specificnu kombinatornu interpretaciju i algebarsku ulogu.

Stirlingovi brojevi prve vrste oznacavaju broj permutacija skupa od n ele-
menata koje se sastoje od ta¢no k disjunktnih ciklusa. Ovi brojevi prirodno se
pojavljuju u razvoju opadajuc¢ih faktorijela ™ po stepenima promenljive z, a
imaju kljuénu ulogu u transformacijama izmedu obi¢nih stepena i opadajué¢ih
(odnosno rastuéih) stepena.

Stirlingovi brojevi druge vrste predstavljaju broj nacina da se skup od n
elemenata podeli na tacno k nepraznih i medusobno disjunktnih podskupova.
Ovi brojevi imaju centralnu ulogu u kombinatorici, naro¢ito u teoriji particija i
prebrojavanja, a pojavljuju se i u formulama koje povezuju funkcije, rekurzivne
relacije i generiSucée funkcije.

Zahvaljujuéi svojoj univerzalnosti, Stirlingovi brojevi nalaze primenu u mno-
gim oblastima matematike: teoriji brojeva, analizi, numerickoj matematici,
racunarstvu i statistici. Njihova algebarska struktura, rekurzivne formule i veze
sa drugim vaznim brojevima (kao $to su harmonijski brojevi i Katalanovi bro-
jevi) ¢ine ih neizostavnim delom svake ozbiljne kombinatorne analize.

1.2 Stirlingovi brojevi druge vrste

Definicija 1.1 Particija skupa S je familija {S; | i € I} takva da vaZi:
i) Vi, j € I takvi da je i # j, vazi S; NS; = 0.
i) |J S;=S.
=
Podskupove S; zovemo blokovi particije. U nastavku ovog rada ¢e se pod-
razumevati da je .S konacan skup koji ima n elemenata.
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Definicija 1.2 Broj svih particija na skup S ili broj relacija ekvivalencije na
skupu S zovemo n-ti Belov broj i oznacava se sa B,.

Primer 1.3 Particije skupa S = {1,2,3,4} su:

{{1727 37 4}}7

{41,2,35, {43}, {{1, 2,4}, {3}}, {{1, 3,4}, {2} }, {{2,3, 4}, {1}}
{{1,2}, {3, 4}}, {{1, 3}, {2,4}}, {{1, 4}, {2, 3}}

{12}, {31, {43, ({1, 31, {2}, {43}, {{1, 4}, {2}, {3}}

{42,830 {11, {43}, {{2, 41, {1}, {33}, {{3,4}, {1}, {2} },
{1142} {3}, {4}}

Sto znaci da je By = 15.

M=

Teorema 1.4 Belovi brojevi zadovoljovaju rekurziju B, = (Zj) B, _k.

k=1

Dokaz. Neka je F skup svih particija od S = {1,2,3,...,n}, a Fj skup particija
od S u kojima je element n pokriven blokom veli¢ine k. Po principu sume je

=|F|l=|FRUFRU --UF,| = Z |F%|. Da bismo prebrojali particije iz Fy,

biramo k — 1 elemenata iz {1, 2, 3 ,n — 1} koje ¢emo staviti u blok zajedno
sa m, $to mozemo na (Z:}) nacina. Za preostalih n — k elemenata imamo B,,_j

na¢ina da izvrsimo particiju. Po principu proizvoda je |Fx| = (Z:})Bn_k. O

Definicija 1.5 Stirlingovi brojevi druge vrste, oznaceni sa {Z}, predstav-
ljagu broj nacina na koje se skup od n elemenata moZe podeliti na k nepraznih,
disjunktnih podskupova.

Stirlingovi brojevi druge vrste oznacavaju se ili simbolom S(n, k), ili kao {Z}
U daljem tekstu koristi¢emo ovu drugu notaciju.

Primer 1.6 Ako je n = 4, tada je {;l} = 1 jer postoji samo jedna particija
skupa {1,2,3,4} sa jednim blokom {{1,2,3,4}}, dalje {i} =1 jer postoji samo
jedna particija skupa {1,2,3,4} sa éetiri bloka {{1},{2}, {3}, {4}} zatim {;1} =
7 jer postoji sedam particija skupa {1,2,3,4} sa dva bloka {{1,2,3},{4}},

(12,4}, {8)). {{1.3.4}, {2}}. {{2.3.4], {131 {{1, 2}, {3, 43},
{{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}}, i na kraju {3} = 6 videti Primer 1.3.

1z ovog primera mozemo zakljuciti da za svaki ceo broj n > 0 vazi:

W

jer postoji samo jedan nac¢in da skup od n elemenata podelimo na jedan blok, i

(-

jer postoji samo jedan nacin da skup od n elemenata podelimo na n blokova,
pri ¢emu svaki blok sadrzi tacno jedan element.
Ako je n = 0, tada vazi:
0
= 0’
)



jer prazan skup, koji je kardinalnosti 0, ne moze biti podeljen na jedan neprazan
blok.

Slucaj k = 0 zahteva posebnu paznju. Prihvatamo definiciju prema kojoj
postoji ta¢no jedan nacin da se prazan skup podeli na nula nepraznih delova,

§to implicira da vazi:
01 _ 1
of =L

Nasuprot tome, za neprazan skup potrebno je da postoji barem jedan deo, te
stoga za n > 0 vazi:
n
=0.
{o)

{”}:0, za k > n.

Tvrdenje 1.7 Neka je n € N. Tada za Stirlingove brojeve druge vrste vazi:

{"} —on=l 1,
2

Dokaz. Razmotrimo particiju n-clanog skupa S na dva neprazna bloka. Neka
je particija oblika {A, A®}, gde je A C S neprazan podskup, a A = S\ A
njegov komplement. Podskup A mozemo izabrati na 2™ — 2 nacina, jer oba
bloka moraju biti neprazna (isklju¢ujemo A =01 A =5).

Medutim, zamena uloga A i A daje istu particiju, pa je svaka particija
prebrojana dva puta. Stoga, ukupan broj particija je:

ny _ 2"—2
= =2" ' 1.
2] =2

O
U primeru gde je {3} = 7, rezultat se moze mnogo brze dobiti korisé¢enjem
formule {3} =22 -1="7

Tvrdenje 1.8 Neka je n € N. Tada za Stirlingove brojeve druge vrste vaZi:

{nﬁl}:C;)

Dokaz. Particija n-¢lanog skupa na n — 1 blokova moze se svesti na izbor dva
elementa koja ¢emo staviti u isti blok, dok su svi ostali elementi u jedno¢lanim
blokovima. Broj nacina za izbor takva dva elementa iz skupa od n elemenata
dat je binomnim koeficijentom (}). Stoga vazi:

n _(n
n—1f \2)
Tvrdenje 1.9 Neka je n € N. Tada za Stirlingove brojeve druge vrste vazi:

S Ait =t

k=0

n
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Dokaz. Desna strana predstavlja n-ti Belov broj, B,,, koji se definise kao ukupan
n
broj particija n-¢lanog skupa. Leva strana, > {Z}, broji particije istog skupa,
k=0

ali prema broju blokova k.

Zbir svih Stirlingovih brojeva druge vrste za k = 0,1,...,n upravo daje
ukupan broj particija n-clanog skupa, sto pokazuje da su leve i desne strane
jednake. O

Teorema 1.10 Stirlingovi brojevi druge vrste zadovoljavaju sledeéu rekurzivnu

formulu:
n n—1 n—1
{k}{k—1}+k'{ k }
gde vazin >0 ik > 0.

Dokaz. Neka je S ={1,2,...,n}. Razmotrimo skup F, koji sadrzi sve particije
skupa S na k blokova. Ovaj skup mozemo podeliti na dva disjunktna podskupa,
F1 i F2, na sledevi nacin:

e 7 sadrzi sve particije u kojima je {n} zaseban blok,
e F, sadrzi sve particije u kojima {n} nije zaseban blok.

n—1

Broj particija u F; jednak je {,%1 }7 jer postoji bijekcija izmedu particija
skupa {1,2,...,n — 1} na k — 1 blokova i particija u F;. Ova bijekcija se
uspostavlja dodavanjem ili uklanjanjem bloka {n}.

Za JFs, broj particija je k - {”;1}, §to dokazujemo uspostavljanjem bijek-
cije izmedu F» i skupa svih particija skupa {1,2,...,n — 1} na k blokova sa
jednim istaknutim blokom. U particiji iz F2, element n se nalazi u jednom od
k postojec¢ih blokova. Uklanjanjem elementa n i oznacavanjem bloka iz kojeg
je uklonjen kao istaknutog, uspostavljamo vezu sa odgovaraju¢om particijom
skupa {1,2,...,n — 1}. Obrnuto, element n mozemo dodati u istaknuti blok
kako bismo rekonstruisali particiju iz Fo.

Na osnovu principa sume, ukupan broj particija skupa S na k blokova je:
n n—1 n—1
{k}—|]:|—]:1+|.7:2|—{k_1}+k-{ i }
O

Ova formula omogucéava postupno izra¢unavanje Stirlingovih brojeva druge
vrste za razlicite vrednosti n i k, poCevsi od osnovnih slucajeva:

0 n 0
{0}:1, {0}=Ozan>0, {k}=OZak>O.

Na osnovu ovih pocetnih vrednosti i rekurzivne formule, mozemo konstru-
isati trougao Stirlingovih brojeva druge vrste. Trougao se gradi postepeno, red
po red, gde svaki broj predstavlja resenje formule za odgovarajuée n i k. Ele-
menti trougla su prikazani u tabeli 1.1.
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(i (53 (48 [ 4ad {50 [ {6) [ {73 [ {8} [ {5}

6 1
15 25 10 1
31 90 65 15 1
63 | 301 | 350 | 140 21 1

127 | 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28 1

255 | 3025 | 7770 | 6951 | 2646 | 462 | 36 1

() Nl Nl Neoll Heo )l Hev )l Heoll Henll Hanl I (es}

O|lo([N||Uk|lw| N[~ O]3
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Tabela 1.1: Stirlingovi brojevi druge vrste {Z} za0<n<910<k<9

Vazna interpretacija Stirlingovih brojeva odnosi se na koeficijente prelaza
izmedu razli¢itih baza prostora polinoma. Standardnu bazu prostora polinoma
¢ine monomi:

B={1,z,2% % 2% .. }.

Pored standardne baze, opadajudi i rastuéi faktorijeli takode formiraju baze
prostora polinoma:

BR:{l,xT,xQ,xg,...} i Bo={l,zt 22 22 ...},

gde su opadajudi i rastuéi faktorijeli definisani na sledeéi nacin:

=z (z-1)-(x-2)-- (x—k+1), 22=1,

=z (z+1)-(x4+2)-(x+k-1), 2°=1

Stirlingovi brojevi se prirodno javljaju kao koeficijenti u transformacijama
izmedu ovih baza, ¢ineéi ih znacajnim u analizi polinoma i kombinatornim pri-
menama.

Jedan od znacajnih rezultata koji povezuje standardnu bazu monoma sa
bazom opadajucih faktorijela dat je slede¢om teoremom. Ova formula pokazuje
da se monom =" moze izraziti kao linearna kombinacija opadajuc¢ih faktorijela,
pri ¢emu su koeficijenti upravo Stirlingovi brojevi druge vrste. Rezultat je od
posebnog znacaja u kombinatornoj analizi i analizi polinoma, jer omogucava
prelazak izmedu baza prostora polinoma i time povezuje algebarske i kombina-
torne pristupe u proucavanju polinomskih funkcija.

Primer 1.11 Razvoj stepena x* u bazi opadajuéih i rastucih faktorijela.
Opadajuéi faktorijel. Za n = 4 imamo
t =gz —1)(z —2)(x — 3) = 2* — 62° + 112% — 6.
Koriséenjem Stirlingovih brojeva druge vrste dobijamo razvoj

=2t 4623+ 722 + 2L
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Rastuci faktorijel. Za rastuci faktorijel reda cetiri vazi
ot = z(x+1)(z+ 2)(x + 3) = 2* + 623 + 1122 + 6.
Upotrebom. Stirlingovih brojeva druge vrste (sa znakom) dobijamo razvoj
2t =2 — 623+ 72% — 2.
Teorema 1.12 Neka je n > 0 ceo broj. Tada za svaki x € R vazi:
" n
o= kZ:: { k ot

0

Dokaz. Dokazacemo tvrdnju matematickom indukcijom. Za pocetak, posma-
trajmo osnovni slucaj kada je n = 0:

0 0
k=0

§to je ocigledno tacno jer je {8} =1.
Pretpostavimo sada da tvrdnja vazi za n, tj. da je:

k=0
Pokazac¢emo da vaziiza n + 1.
Znamo da je:
el = a (2 —n),
jer je:
g (z—-1)----- (x —n)

k=0

Iz distributivnosti mnozimo svaki ¢lan sume:

ac-x":Z{Z}m-xﬁ.
Znamo da je:

pa zamenom dobijamo:
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Menjanjem indeksa u prvoj sumi (kK — k — 1), prva suma postaje:
n n n+1 n
k+1 _ k
Z{k}x_z{k—l}x '
k=0 k=1
Druga suma ostaje nepromenjena:
" (n
k- 2k
k=0

Spajanjem obe sume dobijamo:

=S ({7 b (phes

Na osnovu teoreme 1.10 Stirlingovih brojeva druge vrste, ovo je upravo:

n+1
! zz{”zl}xk.

k=0

Time je dokaz zavrsen.
O
Drugim re¢ima, Stirlingovi brojevi druge vrste predstavljaju koeficijente u
razvoju obi¢nih stepena kroz bazu opadajuéih faktorijela.

Teorema 1.13 Za svaki ceo broj m > 0 i realan broj x, obican stepen x™ moZe
se izraziti preko rastucih faktorijela x* kao:

S MHIE
k=0

Dokaz. Dokazaéemo formulu matematickom indukcijom.
Za n = 0, leva strana je:
20 =1.

5 {2} (—1)"kaF = {g} (—1)%0 = 1,

k=0

Desna strana:

jer je {8} =1i 20 = 1. Dakle, osnovni slucaj je tacan.
Pretpostavimo da tvrdnja vazi za neki n > 0, tj. da je:

" = Z {Z} (—1)”*’“;6%.

k=0

n

Pokazac¢emo da vaziiza n + 1.

Znamo da je:

2"t =g "

Koristeéi induktivnu pretpostavku za x™, dobijamo:

"t =g i {Z} (—1)"Fak,

k=0
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Mnozenjem sa x, svaka suma postaje:

gde smo koristili identitet:

z-ab =M p k. ak
Razdvojimo sumu na dva dela:

IR R

=( =

Prvu sumu dobijamo menjanjem indeksa k — k — 1:

n B o
> () ot :kz_l{k—l}(_l) Foky R,

Druga suma ostaje:

zn: {Z} (1) Fk - zF.

k=0

Na osnovu rekurzivne formule za Stirlingove brojeve:

U=l e G

spajanjem obe sume dobijamo:

n+1

L o - Z {nz 1} (71)n+17k1ﬁ.

k=0

O
Lema 1.14 Za opadajuée i rastuce faktorijele vazi sledeéa relacija:
#m = (1) ()",
Dokaz. z* = z(z—1)(x—2) ... (x—n+1) = (-1)"(—z)(—z+1)(—x+2) ... (—z+
n—1) = (—1)*(~z)" 0

Tvrdenje 1.15 Za celobrojne vrednostin >0, m > 0,11 <m+1<n+1,

vazi sledect identitet:
n+1 B i: n k
m+1[ = k m[’

n+1
m+1

n + 1} na m + 1 nepraznih blokova. Desna strana, ZZ:O (Z) {TIZ}, takode
broji isti broj particija, ali na drugaciji nac¢in. Dokaza¢emo njihovu jednakost

Dokaz. Leva strana identiteta { } predstavlja broj particija skupa {1,2, ...,
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posmatrajuéi element n + 1 u particiji. Postoje dva slucaja:
Slucaj 1: Element n + 1 je u jedno¢lanom bloku.

- U ovom slucaju, preostalih n elemenata ({1,2,...,n}) treba podeliti na
m nepraznih blokova. - Broj takvih particija je {::l} Dodavanjem elementa
{n+ 1} kao posebnog bloka, dobijamo particiju na m + 1 blokova. - Ovaj slucaj
odgovara clanu desne strane kada je k = n:

n n n
(n) {m} o {m}
Slucaj 2 Element n + 1 nije u jednoelmentnom bloku.

- U ovom sluc¢aju, biramo k < n elemenata iz skupa {1,2,...,n}. Broj

nac¢ina za izbor k elemenata je (Z) - Odabrani k elemenata podelimo na m

nepraznih blokova, $to je mogucée na {:1} nacina. - Preostalih n — k elemenata,

zajedno sa elementom n + 1, ¢ine poseban blok. Na ovaj nac¢in dobijamo m + 1
blokova. - Ovaj doprinos je:

(1) Anfs b

- Ako je k < m, nije moguée formirati m nepraznih blokova, pa je {7’;} =0.

Slucaj kada k < m:

Dakle, doprinos desne strane u ovom sluc¢aju je nula. Time je dokaz zavrSen.
O

Primer 1.16 Broj nacina da se n razlic¢itih loptica rasporedi u k razlicitih kutija
je kI {V}.
Razmotrimo problem rasporedivanja n razli¢itih loptica u k razlicitih ku-

tija tako da nijedna kutija ne ostane prazna. Ovaj postupak prirodno vodi do
kombinatorne interpretacije Stirlingovih brojeva druge vrste.

Korak 1: Particije loptica.
Najpre podelimo n razli¢itih loptica na k nepraznih podskupova. To se moze

uraditi na n
{1}

nacina, $to je upravo broj particija n-elementnog skupa na k nepraznih delova.

Korak 2: Rasporedivanje podskupova u kutije.

Posto smo formirali k£ nepraznih podskupova, svaki od njih treba smestiti
u jednu od k raglicitih kutija. Kako se kutije razlikuju, broj nacina da se
podskupovi rasporede u kutije jednak je

k!,
jer odgovara broju permutacija k podskupova.

Ukupni broj nacina.

Kombinovanjem broja particija i broja na¢ina da se ovi podskupovi ras-
porede u kutije dobijamo da je ukupan broj na¢ina da se n loptica rasporedi u
k razlicitih nepraznih kutija jednak

) (1)
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Primer 1.17 Broj nacina da se s razli¢itih loptica rasporedi u t identi¢nih ku-
tija (dozvoljene su i prazne kutije), odnosno ekvivalentno, broj particija skupa
[s] na t ili manje delova, dat je sledeom formulom:

t
> {1}
Bl
k=0
Posto se obrazlozenje ovog primera neposredno zasniva na osnovnim svo-

jstvima Stirlingovih brojeva druge vrste i predstavlja standardnu kombinatornu
argumentaciju, ovde ga ne navodimo ve¢ ostavljamo ¢itaocu.

1.3 Stirlingovi brojevi prve vrste

U ovom poglavlju razmatramo Stirlingove brojeve prve vrste, koji odreduju broj
permutacija skupa s obzirom na unapred zadat broj ciklusa.

Definicija 1.18 Funkcija © : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} koja je bijekcija
naziva se permutacija.

Postoji vise nacina kako da zapiSemo permutaciju, uobicajeno je da se predstavi

| =y oy el

Skup svih permutacija skupa {1,2,...,n} oznacava se sa S,. Operacija kom-
pozicije funkcija, definisana na skupu S,,, ¢ini S,, grupom (.S, o) koja se naziva
simetri¢na grupa.

Vaznost simetri¢cne grupe lezi u njenom univerzalnom svojstvu: svaka ko-
na¢na grupa reda n izomorfna je nekoj podgrupi simetriéne grupe S,. Ovo
svojstvo €ini simetricne grupe kljuénim objektom proucavanja u teoriji grupa.

Definicija 1.19 Ciklus (a1 as ... ai) je permutacija koja razlicite elemente aq,
as, ... ar € {1,2,...,n} preslikava na sledeéi nacin:
a) — a2, az‘+— as, ey, Qp—1 > ap, at—ai,

dok sve ostale elemente preslikava u same sebe. Broj k naziva se duZinom cik-
lusa.

Za cikluse w1 = (ajaza3 . ..ax) i ma = (b1babs ... by,) kazemo da su disjunktni
ako vazi:
{0,1, as,as, ... 7CL]€} M {bl, bg,bg, ey bm} = @

Jedno od vaznih svojstava disjunktnih ciklusa je da su komutativni u odnosu
na operaciju kompozicije, tj. za disjunktne cikluse m i mo vazi:

T1 O = T O 7.

Nasuprot tome, za opSte permutacije komutativnost u odnosu na kompoziciju
ne mora vaziti.
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Primer 1.20 Primer permutacije

(1234567809
~4 2365189 7)

Permutacija 7, zapisana kao proizvod disjunkinih ciklusa, izgleda ovako:
m=(146)(789)(2)(5) (3).

Kada permutaciju zapisujemo kao proizvod disjunktnih ciklusa, ukljucujemo i
cikluse duzine jedan, iako oni predstavljaju identitetska preslikavanja.

Definicija 1.21 Stirlingov broj prve vrste [Z] predstavlja broj permutacija

skupa {1,2,...,n} koje se mogu zapisati kao proizvod tacno k disjunktnih ciklu-
sa.

n
i
rasporediti n elemenata skupa na k disjunktnih ciklusa, ukljucujuéi i cikluse
duzine jedan.

Drugim recima, Stirlingov broj prve vrste daje broj nac¢ina na koje mozemo

Primer 1.22 Stirlingov broj prve wvrste {4] = 11 jer postoji ukupno 11 per-

2
mutacija skupa {1,2,3,4} koje imaju tacno dva disjunktna ciklusa. Te per-
mutacije su:

(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3),

(134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Ove permutacije ilustruju kako se elementi skupa {1,2,3,4} mogu rasporediti
u taéno dva disjunktna ciklusa razli¢itih duzina.

Tvrdenje 1.23 Za sve cele brojeve n,k > 0 vazi:

b= G

Dokaz. Svaka particija skupa na neprazne podskupove vodi do najmanje jednog
uredenja elemenata u cikluse. Zbog toga vazi nejednakost:

b=

Jednakost u ovoj nejednakosti vazi kada su svi ciklusi nuzno jednoclani ili
dvoclani, jer su u tim slucajevima ciklusi ekvivalentni podskupovima. To se
desava u slede¢im specificnim slu¢ajevima:

e Kada je k = n, svaki element ¢ini poseban jednoclani ciklus.

e Kada je Kk =n — 1, jedan ciklus je dvoclani, dok su preostali jednoc¢lani.
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U ovim slu¢ajevima imamo:

Tvrdenje 1.24 Za ceo broj n > 0 vazi:

m = (n—1).

Dokaz. Elemente skupa {1,2,...,n} mozemo rasporediti na n! nacina kao
uredenu n-torku. Medutim, kada posmatramo permutacije koje ¢ine tacno jedan
ciklus, treba da uzmemo u obzir da cikli¢ne rotacije elemenata daju isti ciklus.

Na primer, ako n ljudi sede za okruglim stolom, permutacije koje dobijamo
cikliénim pomeranjem svih n elemenata za jedno mesto (npr., 1 — 2, 2 — 3,
..., n — 1) predstavljaju isti ciklus.

Dakle, svaka uredena n-torka generiSe n identicnih ciklusa. Zbog toga je
broj jedinstvenih cikli¢nih permutacija jednak:

n!
o= (n—1)\

Iz definicije Stirlingovih brojeva prve vrste, znamo da:

n

1
predstavlja broj permutacija skupa {1,2,...,n} sa tacno jednim ciklusom. Pre-
ma gornjem zakljucku, broj takvih permutacija je:

m =(n—1).

{n} )1, akon =0,
0] 0, akon >0.
Ovo proizlazi iz definicije Stirlingovih brojeva prve vrste. Kadajen =01k =0,

jedina moguénost je identitetska permutacija sa 0 elemenata. Kada je n > 0,
nije moguce formirati permutaciju sa 0 ciklusa.

Tvrdenje 1.25 Za sve n > 0, vaZi:

Zn: m =nl.

k=0

Dokaz. Tvrdnja proizlazi iz ¢injenice da Stirlingovi brojevi prve vrste {Z]

oznacavaju broj permutacija skupa {1,2,...,n} koje se sastoje od tatno k
medusobno disjunktnih ciklusa.
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Prema teoremi da se svaka permutacija konac¢nog skupa moze jedinstveno,
do redosleda ciklusa, zapisati kao proizvod disjunktnih ciklusa, sledi da se sve
permutacije skupa sa n elemenata mogu klasifikovati prema broju ciklusa.

Ukupan broj permutacija skupa {1,2,...,n} jednak je n!l, a taj broj obuh-

vata sve permutacije sa k ciklusa za k = 1,2,...,n. Stoga vazi:
n
Z =)
k
k=0

O

Teorema 1.26 Za sve n,k > 1, Stirlingovi brojevi prve vrste zadovoljavaju
sledecu rekurzivnu formulu:

n n—1 n—1
(== om [
Dokaz. Neka je F skup svih permutacija iz S, koje imaju ta¢no k disjunktnih
ciklusa. Podelimo ovaj skup na dva disjunktna podskupa:

e Fi: skup permutacija iz F gde je element n sopstveni ciklus, tj. (n) ¢ini
ciklus duzine 1,

e F5: skup permutacija iz F gde n nije sopstveni ciklus, vec je deo jednog
od postojecih ciklusa.

Brojanje elemenata |Fi|: U skupu Fi, element n ¢ini sopstveni ciklus (n). Pre-
ostalih n — 1 elemenata treba rasporediti u k — 1 disjunktnih ciklusa. Prema
definiciji Stirlingovih brojeva prve vrste, broj takvih permutacija je:

n—1
Brojanje elemenata |Fz|: U skupu JFa, element n nije sopstveni ciklus, veé

se pridruzuje jednom od k postojeéih ciklusa. Broj nacina da preostalih n — 1
elemenata rasporedimo u k ciklusa je:

n—1
AR
S obzirom na to da element n moze biti umetnut u bilo koji od postojeé¢ih
ciklusa na viSe nacina, za svaki ciklus duzine ¢, dodavanjem elementa n na bilo

koje mesto unutar tog ciklusa dobijamo ¢ razli¢itih ciklusa, ukupno imamo n —1
nacina umetanja. Stoga, broj permutacija u Fz je:

ml=e-n- "
Ukupan broj permutacija sa k ciklusa je:

Fl= AL+ 1R =[] [
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Rekurzivna formula za Stirlingove brojeve prve vrste:
n n—1 n—1
(=G [

koristi se za racunanje vrednosti svakog broja u trouglu Stirlingovih brojeva
prve vrste. Pocevsi od osnovnih slucajeva:

ol = Bl=o b=

trougao se gradi postupnim racunanjem prema navedenoj formuli.

120 274 225 85 15 1
720 1764 1624 735 175 21 1
5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 1
40320 | 109584 | 118124 | 67284 | 22449 | 4536 | 546 | 36 1

Gl G| G [ G [ Gl G [ G
0 1

1 0 1

2 0 1

3 0 2 3

4 0 6 11 6 1

5 0 24 50 35 10 1
6 0

7 0

8 0

9 0

Tabela 1.2: Stirlingovi brojevi prve vrste [Z] za0<n<9i0<k<9

Teorema 1.27 Za ceo broj n > 0, rastuéi faktorijel ™ moZe se izraziti preko
Stirlingovih brojeva prve vrste kao:

Dokaz. Baza indukcije (n = 0):
Za n = 0, prema definiciji rastuéeg faktorijela:

Desna strana postaje:
0
0 x_10] o
2 (1] = ol
k=0

1z definicije Stirlingovih brojeva prve vrste, [8} = 1. Dakle:

0
[2} zF =1.

D

k=0
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Baza indukcije je dokazana.

Induktivni korak:
Pretpostavimo da vazi za neki n > 0:

ﬂ:éﬁpa

k

Pokazimo da vazi i za n + 1:

Po definiciji rastuéeg faktorijela:
g =7 (x +n).
Zamenom induktivne pretpostavke za z™:

2"t = <§n: m xk> (z+n).

k=0

Koristimo distributivnost:

:zznfrl = 2": {Z] zF 4 ki {Z] naz®.
=0

k=0
Prvi ¢lan: .
n n . n+ n .
Z T = Z E—1]%
k=0 k=1
Drugi ¢lan:
n k_ nl _k
S50 i
k=0 k=0

Kombinujemo oba ¢lana:

n+1 n n+1 -n
n+1l __ k X k
x _Z[l@—l]x +Zn k]x

k=0 k=0 -

Koristimo rekurzivnu formulu za Stirlingove brojeve prve vrste:

el ]

n+1
AT [”ﬂ .

k=0

Zamenom dobijamo:

Zakljucak: Po principu matematicke indukcije, dokazano je da za sve n > 0

=[]
k=0

vazi:
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Teorema 1.28 Za svaki ceo brojn > 0, opadajuci faktorijel x™ moZe se izraziti
pomocu Stirlingovih brojeva prve vrste na sledeéi nacin:

n __ n n—k .k
= Z [k} (=)™ Fa”.
k=0
Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n.

Baza indukcije (n = 0):
Za n = 0, prema definiciji opadajuceg faktorijela:

22 =1.

Desna strana teoreme za n = 0 postaje:

2 ot = e

0

1z definicije Stirlingovih brojeva prve vrste, 0} =1, pa je:

——

e

k=0
Baza indukcije je dokazana.

Induktivni korak:
Pretpostavimo da teorema vazi za neki n > 0, tj.:

-

Pokazimo da vaziiza n+ 1:
n+1
Zntl — Z [n —]L_ 1} (—1)nti=kgk,
k=0
Po definiciji opadajuéeg faktorijela:

n+1

T =z (x —n).

Zamenimo induktivnu pretpostavku za z™:

antl = (Zn: m (—1)"_kxk> (z —n).

k=0
Primeni distributivnost:

g g o

k=0
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Prvi ¢lan:

Drugi ¢lan:

- kzn:_o m (—1)" Fnat = i n m (—1)m ik gk,

Kombinovanjem ¢lanova:

n+1 n
il — Z [k ﬁ 1} (—1)nti=Fgk 4 Zn {Z} (—1)nti=kgk,
k=0

k=1

Koristimo rekurzivnu formulu za Stirlingove brojeve prve vrste:

e e B

2 n +1
2t = Z [ } (—1)nHi=kgk,
k=0 K

Tada dobijamo:

Zakljucak: Po principu matematicke indukcije, dokazano je da za svaki

n > 0 vazi:
n __ n n—k _k
= ,;_0 [k} (=)™ Fa”.

Definicija 1.29 Kronekerov simbol 8., definisan je kao
1, ako jen =m,
5nm = )
0, ako jen #m.
Teorema 1.30 Za sve n,m > 0 vazi

S[{nfeoms - S [A] et -

k=0 k=0

J
Za x — —z dobijamo (—xz)F = Ek {k} (=1)7z, a kako (—z)F = (—1)kzk,

j=0 | J
sledi

. : % k j
Dokaz. Pomoéna formula za 2%. Iz Teoreme 1.26 imamo z* = > j=0 [k} xd.

ak = i(—u k=i m . (%)

J=0
Prvi identitet. Na osnovu (*) mozemo k zameniti sa n pa tako dobijamo

=S [t =S 2] (S {5 )

k=0 k=0 m=0
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gde smo za z* koristili Teoremu 1.11 sa n = k. Zamenom redosleda sumiranja,

R (R e)

m=0 \k=m

Kako su 22, 2L, ..., 22 linearno nezavisni, koeficijenti moraju da se poklope, pa

e

Drugi identitet. 1z Teoreme 1.11 sledi

o = ki {Z}x& _ ki {Z} (;:O(l)’“m [Z] xm) (po (%))

D

n
k=0

Preuredivanjem suma,
v Z()(}; {Z} [m] (=1 )x '

Uporedivanjem koeficijenata uz 2™ dobijamo

S [

k=0

Posto je (—1)"7F = (—=1)"=™ (=1) ™% sledi i trazeni oblik

S (] 0t = 0 =

k=0

Time su obe jednakosti dokazane. O
Sledecu teoremu dajemo bez dokaza.

Teorema 1.31 (Klasiéni identiteti za Stirlingove brojeve) Neka sum,n €
Z>o. Tada vaZe sledeci identiteti:

SR B AR

[N}
3 3
+ +
==
I
(]
N
3 >
N———
=

Rl
—
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- o
Si 3 3
+ +
_ = —:p_l
——

|
" IM-
3 =
—

3

+

=

3

*

(0e]
VRS
3 3
N———
I
M= !
ol

Ovde ne navodimo dokaz ove teoreme zbog velikog broja primera, a primer pod
1. smo dokazali ranije.

Definicija 1.32 (Prosirenje na cele indekse) Stirlingovi brojevi druge vrste
{Z} definisu se za sve a,b € Z kao jedino resenje rekurzije

a a—1 a—1 0 a
Bbe) ) = G foesn
Analogno, Stirlingovi brojevi prve vrste [Z} su jedino resemje

R A R R R

Sledece tvrdenje dajemo bez dokaza.

Tvrdenje 1.33 Za sve n, k € Z>o vaZi identitet

o =



Glava 2

Harmonijski brojevi

2.1 Uvod

Harmonijski brojevi predstavljaju niz ¢iji se ¢lanovi dobijaju sabiranjem re-
cipro¢nih vrednosti uzastopnih prirodnih brojeva pocev od 1. Na primer, prvi
harmonijski broj je 1, drugi je 1 + § = 2, tredi je 1 + £ + + = 1L i tako dalje.

Ali zasto se zovu ”"harmonijski”? Odgovor lezi u njihovoj vezi sa muzikom
i ravnotezom, konceptima koji su duboko ukorenjeni u antickoj matematici i
filozofiji. Naziv ”harmonijski” poti¢e od grcke re¢i harmonia, Sto znaci sklad ili
ravnoteza. Ovaj termin je prvobitno bio povezan sa muzickom teorijom.

U staroj Grckoj, filozofi poput Pitagore otkrili su da se muzicki tonovi mogu
opisati matematickim odnosima. Na primer, ako uzmemo zicu na instrumentu,
poput violine, i podelimo je na pola, dobicemo ton koji je oktavu visi od os-
novnog tona — odnos duzina je 1 : 2. Ako je podelimo na treé¢ine, dobi¢emo
kvintu, sa odnosom 2 : 3, i tako dalje. Ovi odnosi su nazvani "harmonijski” jer
su proizvodili ugodne, skladne zvuke. Harmonijski brojevi su dobili ime po ovoj
ideji, jer njihova struktura (1, %, %, i, ... ) podseta na obrnute proporcije duzina
zica koje proizvode harmonicne tonove.

Istorijski gledano, Pitagora (oko 570-495. p.n.e.) i njegova $kola su medu
prvima istrazivali ove veze izmedu matematike i muzike. Pitagorejci su verovali
da su brojevi osnova svega u univerzumu, uklju¢ujuéi i harmoniju u prirodi i kos-
mosu. lako Pitagora nije direktno ”izmislio” harmonijske brojeve u smislu nji-
hovog matematickog zbira, on je postavio temelje za razumevanje njihovih svojs-
tava kroz proucavanje muzickih intervala. Kasnije, gréki matematicar Arhimed
(287-212. p.n.e.) i drugi anticki mislioci poceli su da analiziraju ove sume
dublje, povezujuéi ih sa problemima u geometriji i fizici.

U srednjem veku, matematicari poput Nikole Orema (14. vek) poceli su
sistematski da izucavaju harmonijske redove, primeéujuci da oni rastu veoma
sporo i da nikada ne dostizu kona¢nu granicu — sto je danas poznato kao diver-
gencija harmonijskog reda. Ovo otkrice je bilo fascinantno, jer pokazuje da ¢ak
i beskonacan zbir "malih” delova moze da ”eksplodira” ka beskonacnosti.

Dakle, harmonijski brojevi nisu samo apstraktni matematicki koncept — oni
su most izmedu muzike, prirode i matematike. Njihov naziv odrazava ideju
sklada, koju su drevni mislioci videli u svetu oko sebe, a njihova prica je puto-
vanje od Pitagorinih Zica do modernih analiza beskonaénih redova. Oni su

26
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podsetnik da je matematika, u svojoj sustini, umetnost pronalazenja lepote u
redu i ravnotezi.

Definicija 2.1 Harmonijski broj reda n definisan je formulom:

1 1 1 |
H,=14+-4=-+4-+4—= -, 2.1
ERE RS E 21

za svaki ceo broj n > 1, dok se po definiciji uzima Hy = 0.

Ovi brojevi se toliko ¢esto pojavljuju u analizi algoritama da su informaticari
morali uvesti posebnu notaciju za njih. Koristimo oznaku H,, gde slovo " H”
oznacava ~"harmonicki” jer se ton talasne duzine % naziva n-ti harmonik tona
Cija je talasna duzina 1.

Prve vrednosti harmonijskih brojeva date su u tabeli:

n |[0]1]2]| 3 4 5 6 7 8 9 10
w0l 1| | 1|2 187 |49 863 | 761 | 7129 [ 7381
" 2 12 | 60 | 20 | 140 [ 280 | 2520 | 2520

Teorema 2.2 H, nikada nije ceo broj kada je n > 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: postoji neko n > 1 takvo da je H, ceo broj.
Neka je H, = k, gde je k ceo broj. Tada imamo:

11 1
H,=14+-4+-4-dt ==k
tobg et

L &lan zbira

Neka je m najveci ceo broj takav da 2™ < n. To znaci da je 5w

H,, dok 7 nije, jer je 2™+ > n.
Oznag¢imo sa D = NZS(1,2,...,n) najmanji zajednicki sadrzalac brojeva od
1 do n. Tada mozemo zapisati H,, kao razlomak:
a
Hn = 57
gde je a ceo broj dat sa:

1 1 1
a=D-1+D-—-+D-—4+...+D.—.

2 3 n
Po pretpostavci da je H, = k, vazi:

%:k odnosno a=%k-D.

Posto je 2™ < n, broj 2™ je faktor od D, pa je D deljiv sa 2. Napisimo
D = 2™ . q, gde je q ceo broj koji nije deljiv sa 2 (m je najveéi ceo broj takav
da 2™ deli D).

Sada posmatrajmo izraz za a:

1 1 1
a=D-1+D-—-+D-—+.---4+D.—.
2 3 n
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Izdvojimo sabirak koji odgovara 5 :

1 1

D-— = (2M.q) —
2m( q) o

= q'
Ovaj sabirak ¢ je neparan broj, jer ¢ nije deljiv sa 2.
Svi ostali sabirci D - ¢ (za k =1,2,...,n, k # 2™) su parni:

e Ako broj k nije stepen broja 2, ili jeste ali manji od 2™ (na primer k =
2,4,8, ..., 2m_1), tada proizvod D - % sadrzi Cinilac %, koji je pozitivan
stepen broja 2.

e Ako k nije deljiv sa 2 (npr. £k =1,3,5,...), onda D - % ima faktor 2™, pa
je opet paran.

Dakle, zbir svih ostalih sabiraka je paran broj. Tada je:
a = (paran broj) + ¢,

gde je ¢ neparan, pa je a neparan broj.

Medutim, sa druge strane, a = k- D, gde je D = 2™ - ¢ deljiv sa 2™ (pa je
paran za m > 1), a k je ceo broj. Proizvod parnog broja i celog broja mora biti
paran, Sto znaci da a mora biti paran.

Ovo je kontradikcija: a ne moze istovremeno biti neparan i paran. Stoga,
pretpostavka da je H,, ceo broj za n > 1 ne moze biti tacna. Prema tome, H,
nikada nije ceo broj kada je n > 1. O
Ocigledno da vazi da je H,, < Hy11.

Sada dajemo nekoliko primera kako nastaju harmonijski brojevi u jednos-
tavnim situacijama.

Primer 2.3 (Trick sa kartama i harmonijski brojevi) Razmotrimo trik sa
kartama, inspirisan idejom R.T. Sarpa, koji ilustruje kako harmonijski brojevi
prirodno nastaju u jednostavnim fizickim situacijama. Imamo n karata i sto,
a cilj je stvoriti najveéi moguéi izbacaj (overhang) tako §to éemo slagati karte
preko ivice stola, uz postovanje zakona gravitacije. Pretpostavljamo da su ivice
karata paralelne ivici stola i da je svaka karta duzine 2 jedinice.

Za n = 1, maksimalni izbacaj postizemo kada je teziste karte (u njenoj sredini)
tacno iznad ivice stola. Posto je duzina karte 2, izbacaj je:

dy = 1.

Za n = 2, postavljamo dve karte tako da teziSte obe karte zajedno lezi iznad
ivice stola. Teziste dve karte je u sredini njihovog zajednic¢kog dela, gornja karta
moze izbacaj duzine 1 preko donje karte, a donja karta ima izbacaj % preko ivice

stola. Ukupan izbacaj je:

1
dy=1+3.

Ovaj obrazac sugeriSe opsStu metodu: za k karata, postavljamo ih tako da
teziste gornjih k karata lezi ta¢no iznad ivice karte koja ih podrzava (sto igra
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Karta 1
Karta 2
Karta n \ \

Sto

d71+1

Slika 2.1: Ilustracija slaganja karata.

ulogu za k = n). Neka je di11 rastojanje od krajnje ivice gornje karte do ivice
stola kada imamo k karata. Tada vazi rekurzivna formula:

(i +1)+(da+1)+---+ (dp + 1)
k )
uz pocetni uslov d; = 0 (kada nema karata iznad stola). Gde je d; + 1 teziste

i-te karte.
Prepisimo ovo algebarski:

diy1 = za 1<k<n,

kdpi1 =k +dy +do + -+ dy.

Za k — 1:
(k—l)dk:(k—1)+d1+d2+"'+dk_1.

Oduzimanjem ovih jednacina dobijamo:
kdpi1— (k—1Ddr =k —(k—1)+dp =1+ dy,
pa je:
1
dk+1:dk+g, za kZl

Resavanjem rekurzije sa dq = 0:

1 1
do O—i—l , d3 +2 57 dy

vidimo da je opsta formula:

3 3
2

di+1 = H,
gde je H, =1+ % 4 -+ 1 harmonijski broj. Za n karata, ukupan izbacaj je:
dpy1 = Hp.
Ovo se moze dokazati indukcijom:
e Bazni korak: Za k=1, dy = % = Hy, sto je tacno.

o Induktivni korak: Pretpostavimo da vazi dp = Hy_,. Tada:

1 1
d =d — =H;_ —=H
k41 k+k k1+k ks

Sto potvrduje formulu.
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Primetimo da je Hy = % > 2, pa su Cetiri karte dovoljne da gornja karta
potpuno prede ivicu stola (duzine 2 jedinice). Za standardni $pil od 52 karte,
izbacaj je Hss =~ 4.54, odnosno oko 2.27 duzina karte.

Primer 2.4 (Crv na gumici i harmonijski brojevi) Razmotrimo problem
pod nazivom 7Crv na gumici”, koji ilustruje nastanak harmonijskih brojeva u
dinamickom kontekstu. Crv W krede sa jednog kraja gumice duzine 1 metar (100
em) i puZe ka drugom kraju brzinom od 1 ¢m po minuti. Na kraju svake minute,
gumica se isteZe za dodatni 1 metar, pri cemu W odrZava svoj relativni poloZaj
u odnosu na ukupnu duZinu gumice. Pretpostavljamo beskonacnu elasticnost
gumice i zanemarujemo fizicke dimenzije crva.

Posmatrajmo proces:

e Nakon 1. minute: W prepuzi 1 cm, gumica je duga 100 cm, pa je W na 1
cm od pocetka (1% duzine). Gumica se isteze na 200 cm, a W ostaje na
1% duzine, tj. na 2 cm od pocetka, sa 198 cm do cilja.

e Nakon 2. minute: W prepuzi jos 1 cm, pa je na 3 cm od pocetka, a
gumica je duga 200 cm (ostatak do cilja je 197 cm). Gumica se isteze na
300 cm, pa je polozaj W-a -300 = 4.5 cm od pocetka, a do cilja ostaje
300 — 4.5 = 295.5 cm.

200

Opstije, oznac¢imo sa s, ukupan udeo gumice koji je W presao nakon n
minuta, izrazen kao deo pocetne duzine gumice (100 cm). Tokom k-te minute,
gumica je duga 100k cm pre istezanja, a W prelazi 1 cm, §to je ﬁ njenog
trenutnog dela. Nakon istezanja, udeo ostaje isti. Ukupan udeo nakon n minuta
jer

Ii
100’

M:
W\H

L L1y zn:
Sp = —— — R . -
100 © 200 ' 300 * Toon 100k~ 100

E
Il

gde je H, =1+ % 4+ 4+ % n-ti harmonijski broj.

Dali W ikada stize do cilja? Na primer, Higo = 5.187, pa je s19p ~ 0.05187 <
1, ali Hygas ~ 101.9, pa s194a > 1, §to pokazuje da je potrebno izmedu 10*3 i
10** minuta.

Razmotrimo sada ”Supercrva” koji puze brzinom od 50 cm po minuti u

istoj situaciji. Njegov udeo po minuti je 1(5)8k = 2k7 pa je ukupan udeo nakon n
minuta: N
1 1 1 1 1 1 H,
R RE R i D Pl o

Supercrv stize do cilja kada s, > 1, tj. 2 > 1ili H, > 2. Prvi harmonijski

broj ve¢i od 2 je Hy =1+ % + % + i = ﬁ ~ 2.083. Proverimo:

e Nakon 3 minuta: Hs =1+ 3+ 3 = 4 ~ 1.833, pa 53 = 13 ~ 0.9167 < 1.
Duzina gumice je 400 cm, predeno je 0.9167 - 400 = 366 67 cm, ostaje
33.33 cm.

e U 4. minuti: Pre istezanja, gumica je 400 cm, Supercrv prelazi preostalih

33.33 cm za 3355’3 0.6667 minuta (40 sekundi). Dakle, Supercrv stize za

tacno 3 minuta i 40 sekundi.
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Teorema 2.5 Za svaki prirodan brojn > 1, broj permutacija n+ 1 objekata sa

tacno dva ciklusa, oznacen sa [";‘1}, zadovoljava:
1
[n; ] =nlH,,

gde je H, =1+ % + -+ % n-ti harmonijski broj.

Dokaz. Stirlingovi brojevi prve vrste [Z] predstavljaju broj permutacija n ob-

jekata koje se razlazu na ta¢no k ciklusa. Za k = 2, fokusiramo se na [g]
Poznata rekurzivna formula za ove brojeve glasi:

"5l [ e

gde je [1] = (n — 1)}, jer je broj permutacija n objekata sa jednim ciklusom
jednak broju ciklusa duzine n, $to je (n — 1)!. Dakle:

[ngl}zn[ﬂ4wn—1ﬂ

Da bismo na8li zatvoreni oblik, primenimo tehniku faktora sumacije kako
bismo transformisali rekurziju u sumu koja vodi do harmonijskih brojeva. Pode-
limo obe strane sa n!:

5]l e

n! n! n!
Pojednostavimo desnu stranu:

o il LBl Gernt = (n— 1),
.

Tako dobijamo:

1
n! (n—l)!_‘_ﬁ'

Defini§imo pomoéni niz a,, = (n[fl)! za n > 1. Tada rekurzija postaje:

ap+1 = Qp + —, n > 1.
n

Pocetni uslov je:
1
[2] — 9 =0
a1-nr o ’
jer nema permutacija jednog objekta sa dva ciklusa.
Razvijmo ovu rekurziju eksplicitno:

ap =

1
a=a+-=04+1=1,

1
il 1.3
B=0T =Ty Ty
. l_3,1 9 2 1
MW= 3=9T37676 6
b1 1 mo3 %
GBEMT T T T 2 T2 T 1
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Opsti obrazac je:

1 1 1
py1=a1+-+-+---+—-=0+H, = H,.
1 2 n
Stoga:
n+1]
Apt1 = ol = Hp,

pa mnozenjem sa n! dobijamo:
+1
{n 5 ] =nlH,.

Alternativno, dokaz mozemo potvrditi indukcijom:
e Bazni korak: Zan =1, [;] =1!- Hy =1, sto vazi.

o Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da [4] = (n — 1)!H,_ vazi za neko
n > 1.

o Induktivni korak: 1z rekurzije:

{n;"l} :n[g’] +(n—D!'=n-(n—1Hy_1+(n—1)L

Faktorisemo (n — 1)!:

[n—i—l

o } =mn—-D!nH,—1+1).

Po definiciji harmonijskog broja, H,, = H,,_1 + %, pa:

1 1
nH, 1+1=nH,_14+n-—=n <Hn_1 + ) =nH,.
n n

Dakle:
+1
[n 5 ] =(n-1!nH, =nlH,,
§to potvrduje hipotezu za n + 1.
Oba pristupa (sumacija i indukcija) potvrduju da je [";‘1} = n!H,, Cime je
teorema dokazana. O

Teorema 2.6 Harmonijski red H, = ;_, % divergira ka +o0o kako n — oo.
Preciznije, za svaki realan broj M > 0 postoji n takvo da H, > M.

Dokaz. Da bismo pokazali da H,, — oo, grupisa¢emo ¢lanove harmonijskog reda
prema stepenima broja 2. Definisimo grupe na sledeé¢i nacin:

e Grupa 1: 1 (1 ¢lan),

1
1
o Grupa 2: 1 + & (2 ¢lana),

o Grupa 3: 1 + %+ &+ 1 (4 clana),
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o Grupa 4: § + § + -+ 1= (8 clanova),

e Opéstije, Grupa k: 2,%1 + ﬁ + 4 2k171 (2+=1 ¢lanova).

Broj ¢lanova u grupi k je 2°71, jer svaka grupa pokriva intervale izmedu
uzastopnih stepena broja 2 (npr. Grupa 3 ide od 22 =4do 2% —1=7). Zan
dovoljno veliko, H,, ukljucuje sve ¢lanove do odredene grupe i deo sledece.

Procenimo zbir unutar svake grupe:

e U grupi k, clanovi su izmedu 2%1 (najmanji, na pocetku grupe) i 2%

(najvedi, na kraju prethodne grupe, ali manji od sledeéeg). Na primer:

: 1 LN | 1.1
1§7gde.]e§>zl§<1,

1 1 1 . 1:1 1
5507 8deje s >gig <g
1

Zbir grupe k sa 2871 ¢lanova moze se ograniciti:

1 1 1
k-1 k-1
2o < d os<2 ST
j:2k—1
Pojednostavimo:
e Donja granica: 2F—1 . 2% = 22;% = %,
e Gornja granica: 2F1. le_l =1.
Dakle, za svaku grupu k:
1 2
5 < Z - < 1.
j:2k—1

Sada, za n = 2™ — 1 (kada su ukljucene sve grupe do m):

PRy (i N (- Y (I
-l 23 4 7 om—1 om 1)

gde ima m grupa (Grupa 1 do Grupa m). Donja granica za Ham_1 je:

m—1
=14+ —-.
+ 2

1 1 1 1
Hzm,l>1+§+—+---+§:1+(m—1)~5

2
Kako m — oo, n =2 — 1 — o0, pa:

m+1
2

Hym_1 > — 0.
Za proizvoljni n, izaberimo m tako da 2m~! < n < 2™. Tada H,, ukljucuje
bar m — 1 punih grupa plus deo sledece, pa:

H, > Hym 1_y > %
Za bilo koji M > 0, izaberimo m > 2M, pa H, > M. Stoga, H, — o0, §to
dokazuje teoremu. O
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Divergencija H,, deluje kontraintuitivno jer svaki sledeéi ¢lan % postaje sve
manji, sugeriSué¢i da bi suma mogla biti konac¢na. Ipak, ovaj dokaz otkriva
snagu beskona¢nog nagomilavanja malih doprinosa. Na primer, u problemu sa
kartama, Higp =~ 5.187 znadi izbacaj od preko 5 metara sa kartama duzine 2
metra, a u problemu sa crvom, Hige > 9 znaé¢i da crv prelazi gumicu nakon
10 hiljada minuta. Ova ideja inspirisala je drevne paradokse, poput Zenonovog
o Ahilu i kornjaci, gde beskonacni procesi izazivaju nasu intuiciju o kretanju i
beskonac¢nosti.

Harmonijski red H,, = > ;_; % divergira ka beskonac¢nosti, ali njegov rast je
spor i moze se precizno ograniciti. U ovom odeljku formalizujemo granice H,, u
smislu logaritamske funkcije, koriste¢i indukciju i geometrijsku interpretaciju.

Teorema 2.7 Za svaki prirodan broj n > 1, harmonijski broj H, zadovoljava
sledece granice:
[logyn| +1
2
gde |z] oznacava ceo deo broja x. Ovo implicira da H,, — oo logaritamski sporo
kako n — oc.

< H, < l|logyn| +1,

Dokaz. Dokaza¢emo granice indukcijom po k, gde k = |log,n| predstavlja
najveéi ceo broj takav da 2¥ < n. Ova indukcija se odnosi na broj grupa u
prethodnom dokazu divergencije H,, , ali ¢emo je ovde prilagoditi za eksplicitne
granice.

Definigimo H, = >_j_, + i posmatrajmo n u intervalima 2¥ < n < 2~k+1
gde je k = [logyn].

Donja granica: H, > w
Koristimo ideju grupisanja ¢lanova po stepenima 2:
e Zan=1: H =1, k=|log,1] =0,

0+1
%:0.5<1,

Sto vazi.

e Neka je sada k > 1 i uzmimo n = 2*. Tada mozemo da grupisemo ¢lanove
po intervalima

1, [2, [3,4], [56,7.8], ..., 28"t +1,...,2%.
Dakle,
S e e o
2 \3 4 5 8 2k—1 41 2k
Svaka grupa poéev od druge sadrzi taéno 27! &lanova ¢iji su imenitelji u

intervalu {271 +1,...,27}, pa je svaki ¢lan veéi od ili jednak 1/27. Zato
je zbir svake takve grupe strogo veéi od
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Ima ukupno k takvih grupa (od imenitelja 2 pa do 2¥), pa dobijamo grubu
donju procenu

1 1 k k+2
Hor 1 — Z =1 P
ok > -‘1-2-1- +2 +2 9
| ——
k puta

Za ovaj n imamo |log, n| = |log, 2% | = k, pa je

logon|+1  k+1
2 2

a dobijena nejednakost je cak i jaca:

k+2 _k+1  |logy2~] +1

H
R 2

e Za opsti n takav da
9k < p < 2K+

vazi |logy n| =k i, kako je niz (H,,) strogo rastudi,

k+2 N k+1  [logon]|+1

H, > Hay
e 2 2

Dakle, donja granica vazi za sve n > 1.

Gornja granica: H, < |log,n|+1
Posmatrajmo n do najveceg stepena 2:

e Zan = 2k

Hyp 1+ (24 ) (2 o Do (A L
2= 23 4 7 ok—1 ok )

Svaka grupa ima zbir manji od 1:
Hoye <14+14+1+---+1=1+k,

gde ima k + 1 grupa (od Grupe 1 do Grupe k+1). Posto je k = |log, 2% |,
HQk < k + 1

o Zan <281 H, < Hyy1i_y < (k+1)+1=k+ 2, ali moramo proveriti
ta¢no k + 1. Zapravo, Hor+1_1 ima k 4+ 1 grupa, pa:

H2k+1,1 < k + 2,

ali za n = 2F, H, < k + 1 je previe strogo. Testirajmo: - n = 3:
Hy=1+3+3=1833k=|log,3] =1, k+1=2,1833<2,-n=4
Hy=2083, k=2, k+1=3, 2083 < 3. Gornja granica k + 1 vazi ako

uzmemo najveéu mogucéu grupu do n.
Indukcija po k:

e Bazni korak: n=1, k=0, H =1, % <1< 1, tacno.
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o Induktivni korak: Pretpostavimo da za n sa |logyn| = k vazi £ < H,, <
k+1. Zan' gde 2811 <n/ < 242 I/ =k + 1:

(k+1)+1  k+2

H, > Hor1_1 > 9 5

i Hy < Hori2_g < (k+1)+1=Fk+ 2, sto potvrduje granice.

Posto |log, n| — oo kako n — oo, H,, divergira logaritamski sporo, ¢ime je
teorema, dokazana. O

Geometrijska primedba: Veza sa prirodnim logaritmom

Harmonijski broj H, = > ,_, % moze se posmatrati kao diskretni analog pri-
rodnog logaritma Inn, definisanog kao povrsina ispod krive y = % na intervalu
[1,n]. Geometrijski, H,, je suma povrsina pravougaonika sirine 1 i visine ¢, dok

je Inn integral
"1
/ —dzx.
1 x

Ovo poredenje sugerise da H,, ~ Inn + v (gde je v Ojler-Maskeronijeva kon-
stanta), sto potvrduje logaritamski rast i pruza finiju aproksimaciju od granica
dobijenih indukcijom.

Primer 2.8 (Poredenje H, i lnn putem povrsina) Harmonijski broj H,, =
ZZ=1 % 1 prirodni logaritam Inn blisko su povezani, sto moZemo ilustrovati ge-
ometrigskim poredenjem povrsina. Razmotrimo povrsinu ispod krive y = % od
=1 do x =n, koja je data integralom:

"1
/ —dx = Inn.
1 x

Ova povrsina je manja od zbira povrsina n pravougaonika, gde svaki pravougaonik
ima Sirinu 1 i visinu % za k=1,2,...,n, §to je upravo:

"1
ZE = H,.
k=1

Ovaj odnos ilustrovan na Slici 2.2 pokazuje da svaki pravougaonik (npr. od
k do k+ 1 sa visinom %) pokriva veéu povrsinu od dela krive ispod njega, jer je

+>Lzaxe(kk+1). Stoga:
Inn < H,, zasve n>2.

Ovaj rezultat je ostriji od prethodne donje granice izvedene grupisanjem po
stepenima 2:
llogyn] +1
2
|logy n]+1
d ———

< Hy, <|logyn]| +1,

jer je Inn vedi o
primer:

za velike n i pruza precizniju donju granicu. Na

o Zan =4: In4 ~ 1.386, Le2tltl — 241 _ 15 F, ~ 2083, pa 1.386 <
2.083 < 1.5 nije ta¢no, ali In4 < Hy vazi.
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)

[T

0 1 9 3 n—1 n T

Slika 2.2: Geometrijsko poredenje H, i Inn: Pravougaonici sa visinama %
prelaze preko krive y = %, dok je integral ispod krive manji.

o Zan=10: In10 ~ 2.303, Lee2 1001 — 341 — 9 7,0 ~ 2,929, pa 2.303 <
2.929.

Da bismo dobili gornju granicu, razmotrimo pravougaonike pomerene za
jedan korak unazad, gde pravougaonik od k — 1 do k ima visinu % Tada je:

n+1

Z%: n+1_17

k=2

a ova suma je manja od povrsine ispod % od1don+1:

n+1 1
/ —dr=In(n+1).
1 T

Stoga:
H,y1 —1<In(n+1), odnosno H, <1l+Inn,
jerje Hyiq = Hp+ %ﬂ’ a n%rl < In(n+1)—Inn za velike n. Ova gornja granica
je ostrija od |logyn| + 1 za veéinu n, npr. zan = 10: 1+1n10 ~ 3.303 < 4.
Ovaj pristup potvrduje da H,, raste logaritamski, sa Inn kao donjom i 1+Inn
kao gornjom granicom, pruzajuéi bolju kontrolu nad njegovim ponasanjem od
granica baziranih na log, n.

Primer 2.9 (Poredenje H, sa povrSinom pravougaonika i krive) U pre-
thodnom primeru ustanovili smo da je Hy, = > 1 _, % veée od povrsine ispod krive
Yy = % od 1 don, tj. Inn. Sada razmotrimo alternativni geometrijski pristup:
poursina n pravougaonika, svaki Sirine 1 i visine %, data sa H,, manja je od
zbira povrgine prvog pravougaonika (od 0 do 1, visine 1) i pouvrsine ispod krive
y:% od 1 don+1.
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0 1 2 3 n—1 n T

Slika 2.3: Geometrijsko poredenje: H,, (pravougaonici od 1 do n) je manje od
povrsine prvog pravougaonika (0 do 1) plus povrsine ispod y = % od1don-+1.

Povrsina prvog pravougaonika je:

1
/ ldx =1,
0

a povrsina ispod krive od 1 do n + 1 je:

n+1
/ —dz=In(n+1).
1 x

Ukupna povrsina ovog skupa je:

1+ In(n+1).

Sada, H,, je suma pravougaonika od k = 1 don, dok je H,11—1 = Zié % suma
od 2 do n+ 1. Geometrijski, H,, se moze uporediti sa ovim zbirom pomeranjem

koordinata. Posmatrajmo granice:

e Donja granica: H, > Inn, jer je H, vete od povrsine ispod % od 1don
(kao u prethodnom primeru).

e Gornja granica: H, < 1+In(n+1), jer je Hyy1 —1 < In(n+ 1) (povrsina
pravougaonika od 2 do n + 1 je manja od integrala od 1 do n + 1), a

H,=Hp4 —1)+1— gdejel— =5 < 1.

1
Pl
Precizirajmo granice za n > 1:

Inn < H, <Iln(n+1)+1.

Proverimo:
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e Zan=1H =1,In1=0<1<In2+ 1~ 1.693, tacno.
e Zan=2: Hb =15 1n2=x0.693 < 1.5 <In3+ 1~ 2.099, tacno.
e Zan=10: Hig~ 2.929, In10 =~ 2.303 < 2.929 < In 11 + 1 = 3.398, tacno.

Tlustracija na Slici 2.3 pokazuje da H,, lezi izmedu ovih granica, potvrdujuéi
logaritamski rast. Gornja granica In(n + 1) + 1 je neSto Sira od 1 + Inn iz
prethodnog primera, ali i dalje konzistentna sa sporim divergentnim ponasanjem
H,.

2.2 Harmonijski brojevi viSeg reda

Definicija 2.10 (Harmonijski brojevi reda r i Rimanova zeta funkcija)
Za svaki prirodan broj n i realan broj r > 0, definiSemo harmonijski broj reda
r, oznacen sa H,(f), kao sumu reciproénih vrednosti prirodnih brojeva od 1 do n,
podignutih na r-ti stepen:
n
1
(r) — il
H”T - Z kT '
k=1

Posebno, za r = 2, dobijamo harmonijske brojeve drugog reda:

1 1 1 "1
H? — 14+ -4 - 4. 4 — = —.
" +4+9+ +n2 ];kQ

Kada n — oo, za r > 1, ova suma konvergira ka kona¢noj granici, koja se
konvencionalno naziva Rimanova zeta funkcija:

(r)
< H Z kr

Na primer, za r = 2, ((2) = %2 ~ 1.64493, dok za r = 1 suma divergira, §to
je slucaj klasiénih harmonijskih brojeva HT(LD =H,. Za0 <r <1, suma Hff)
divergira ka 400, ali sporije kako r raste.

Ojler je otkrio elegantan nacin da koristi generalizovane harmonijske brojeve
za aproksimaciju klasi¢nih harmonijskih brojeva H, = H,(Zl) = ZZ:1 % Ovde
¢emo formalizovati ovu ideju kroz teoremu koja izrazava razliku H, — Inn i
njenu grani¢nu vrednost.

Teorema 2.11 Za svaki prirodan brojn > 2, harmonijski broj H, zadovoljava:

1
Hn—lnn:1—27<H7(f)—1),
r

r=2
gde je H( M= =30 kr harmonijski broj reda r. Kada n — oo, ova razlika

konvergira ka konstanti:

oo

_1nn—>1_2%(<(7~)_1),

r=2

gde je C(r) = >0, k—l, Rimanova zeta funkcija.
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Dokaz. Poénimo sa beskona¢nim redom koji Ojler koristi za svaki k& > 1:

| k LR S S B i 1
n e T S W R .
k—1 ko 2k2  3k3  4k4 = rk”
Za k > 21ir > 1, ovaj red konvergira jer je ogranicen geometrijskim redom.

Leva strana je:
In (&) =Ilnk—1In(k—1).
Sumirajmo obe strane za k od 2 do n:

n oo 1
kz::? (Ink —In(k —1)) = ZW.

Leva strana je teleskopska suma:

In2—Inl4+mm3—-mn2+---+lnn—-In(rn—1)=lnn—1Inl =lnn,

jer se svi medutermini ponistavaju, a In1 = 0.
Desna strana se moze preurediti po stepenima 7:

n o0

Izraz Y ) _, k—lr je harmonijski broj reda r bez prvog ¢lana:
~ 1 ) _ g ()
Z?:Hn —~H"” =H" -1

jer je Hl(T) = 1% = 1. Dakle:

‘E\H

e S ()

Sada izdvojimo r = 1 iz sume:

Inn=- L (H(1 —1>+§:

r=2

S| =

(H,S;”) - 1) .

Posto je H,(ll) = H,,, imamo:

lnn:(Hn—l)JrZ%(H}f)—l).

Preuredivanjem dobijamo:

H, —Inn=H, — i%( ):1—%%(1{,@—1),

r=2 r=2

¢ime je prvi deo teoreme dokazan.
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Za grani¢no ponasanje, kada n — oo, H,(f) — ((r) zar > 1, dok H,gl) =
H, — oco. Suma 5 7, 1 (Hff) — 1) konvergira ka:
1
T

r=2r

r=2
jerje ¢(r) =1 =372, 7= konatno zar > 1, ared > 7, +(¢(r) — 1) apsolutno
konvergira zbog brzog opadanja ((r) — 1 (npr. ((2) — 1 = %2 — 1 ~ 0.644).
Dakle:
— 1
H, —1 1-% 2 —1).
1= 3 -

Ova konstanta je poznata kao Ojler—Maskeronijeva konstanta v ~ 0.577, sto
potvrduje asimptotsku aproksimaciju H,, ~ Inn + ~. O

Primer 2.12 (Ojlerova konstanta i aproksimacija H,) Kadan — oo, ra-
zlika H,, —Inn teZi granicnoj vrednosti koju je Ojler identifikovao:

1 1 1
1-=-(¢(2)—1)—=(¢C3)—1)—=(C(4)—1) —---
SR 1) = 2(C3) = 1)~ () ~ 1)~
gde je ((r) = Ypo, 7= Rimanova zeta funkcija. Ova konstanta, poznata kao
Ojler—Maskeronijeva konstanta i oznacena grékim slovom v, ima vrednost:

v = 0.5772156649 . ..

Beskonaéna suma konvergira relativno brzo jer je ((r) —1= Y77, 7= priblizno
2% za velike v (npr. ((2) — 1 = 0.644), §to omogulava precizne numericke
aproksimacige.
Ojlerov argument uspostavlja granicnu relaciju:

lim (H, —lnn) =1.

n—oo
Owvo znaci da Hy, leZi otprilike na 58% rastojanja izmedu granica Inn < H, <
In(n+1)+1 za velike n, jer je v ~ 0.58 blizu sredine intervala duZine priblizno
1.

Poboljsana aproksimacija
Dalja poboljsanja aproksimacije H, moguca su. Na primer, moZemo koristiti
asimptotski razvoj:

1 €n
H, =1 — o
Byt o T 192 T 1900

gde je 0 < €, < 1 mali ostatak. Ova formula omogucava precizno izracunavanje
H,, bez direktnog sabiranja n ¢lanova. Na primer, za n = 1,000,000:

1 €n

1
H ~ In(1 — .
1,000,000 ~ (1,000, 000) 43+ 556356 =797 500, 0002 120 - 1,000, 0004

Numericki, In(1,000,000) =~ 13.8155, a wisi célanovi su zanemarljivi (ﬁ =

0.0005, —ﬁ ~ —0.000000083, ostatak je jos mangji), pa:

Hi 000,000 =~ 14.3927267228657236313811275.
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Primena na problem karata

Ova vrednost ima prakticne implikacije. U problemu slaganja karata duZine 2
jedinice, ukupan izbacaj je 2H,. Za n = 1,000, 000:

2H1,00()’0(]0 ~ 2-14.3927 ~ 28.785,

Sto je vise od 14 duZina karte (oko 7 duZina po karti), a ne "vise od 7”7 kako je
sugerisano, jer je 14 < 28.785.

Primena na crva na gumici

U problemu crva na gumici, gde crv puze 1 cm po minuti, a gumica (pocetno 100
cm) se isteze za 100 cm svake minute, ukupan udeo predene duZine je Hy /100.
Crv stize do kraja kada H,/100 > 1, tj. H, > 100. Koristeéi aproksimaciju:

H, ~Inn+ 7,

resavamo:
Inn+~v~100 = Inn~100— vy~ 99.4228,

pa:
n = 94228 ~ 2875 . 10%2.

Preciznije kriticna vrednost n ili |07 ili [e!%9=7], &to je blizu 2.87 - 1043.
Tada je gumica duga 100(n + 1) =~ 2.87 - 10*® cem, ili oko 3 - 10?0 svetlosnih
godina, znatno manje od 102' zbog korekcije eksponencijalnog rasta.

Ovaj scenario ilustruje trijumf crva nakon ogrommnog vremena — pribliZno
2.87 - 10% minuta, ili 5.45 - 10%* vekova — dok se gumica rasteze do kosmickih
razmera, sa molekulima veoma razmaknutim.



Glava 3

Katalanovi brojevi

3.1 Uvod

Katalanovi brojevi predstavljaju jedan od najpoznatijih i najfascinantnijih ni-
zova brojeva u kombinatorici. Pojavljuju se u velikom broju razli¢itih problema
i struktura, kao $to su pravilno ugnjezdene zagrade, binarna stabla, Dyckovi
putevi, triangulacije konveksnih mnogougla i mnogi drugi. Njihova Siroka pri-
mena i prisustvo u razli¢itim oblastima matematike ¢ine ih znac¢ajnim objektom
proucavanja kako u teorijskom, tako i u primenjenom kontekstu.

Prva poznata pojava brojeva koji danas nose naziv Katalanovi brojevi moze
se pratiti do rada belgijskog matemati¢ara Ezana Sarla Katalana iz 1838. go-
dine. U svom radu, Katalan je proucavao broj nacina na koje se proizvod vise
faktora moze potpuno zagraditi koris¢éenjem binarnih operacija, $to je dovelo do
formule koju danas prepoznajemo kao:

1 2
n+1l\n

Medutim, zanimljivo je da su ovi brojevi identifikovani i u ranijim radovima.
Na primer, Svajcarski matematicar Leonard Ojler u 18. veku proucavao je slicne
formule u kontekstu reSavanja problema vezanih za planarne grafove i rekurentne
relacije, iako ih nije eksplicitno povezao sa formulom koju danas koristimo.
Takode, gotovo ceo vek pre Katalana, brojevima se bavio Johan fon Zegner
proucavajuéi problem triangulacije konveksnog mnogougla.

Jos manje poznata Cinjenica jeste da je kineski matematicar Ming Antu
tokom 1730-ih godina nezavisno otkrio iste brojeve, ali njegovi rezultati su ostali
nepoznati u zapadnoj matematickoj tradiciji sve do 1839. godine.

Uprkos bogatoj istoriji, naziv Katalanovi brojevi ostao je u c¢ast Ezana Kata-
lana, koji je znacajno doprineo njihovom sistematskom proucavanju i dokazi-
vanju brojnih osobina i identiteta.

Ponovno interesovanje za ove brojeve usledilo je u drugoj polovini 20. veka,
zahvaljujuéi radovima savremenih matematic¢ara poput Donalda Knuta i Ricarda
Stenlija, koji su ih povezali sa Sirokim spektrom kombinatornih objekata i dali
im centralno mesto u savremenoj kombinatorici.

Danas Katalanovi brojevi predstavljaju klasican primer u matematickom
obrazovanju i istrazivanju i sluze kao uvod u brojne tehnike kombinatornog
prebrojavanja, teorije formalnih jezika, rekurzije i generisuc¢ih funkcija.

43
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Napominjemo da se strukture povezane sa Katalanovim brojevima javljaju
i u savremenim istrazivanjima. Aritmeticka svojstva centralnih binomnih ko-
eficijenata, koji direktno ucestvuju u formuli za C,,, analizirana su u radovima
[14, 16], dok se u [15] ispituju veze izmedu multiplikativnih funkcija, generali-
zovanih binomnih koeficijenata i prosirenih formi Katalanovih brojeva. Pored
toga, Dyck-ove putanje — klasi¢an katalanski objekat — pojavljuju se i u teoriji
re¢i; u radu [13] pokazano je da se abelove granice binarnih re¢i mogu karakter-
isati upravo pomoc¢u Dyck-ovih podreci. Ovi primeri potvrduju da Katalanovi
brojevi imaju Sirok raspon savremenih primena, od aritmetike binomnih koefi-
cijenata do kombinatorike reci.
U ovom poglavlju bic¢e definisani osnovni Katalanovi brojevi i prikazana njihova
fundamentalna svojstva. Poseban fokus bi¢e na pet klasi¢nih kombinatornih
interpretacija, koje pokrivaju Sirok spektar problema i struktura u diskretnoj
matematici:

e broj Dyckovih puteva duzine 2n,

e broj triangulacija konveksnog mnogougla sa n + 2 temena,
e broj binarnih stabala sa n ¢vorova,

e broj uredenih stabala sa n + 1 ¢vorova,

e broj izbornih (ballot) nizova duzine 2n.

Definicija 3.1 Katalanov broj Cy,, za n > 0, dat je formulom

C = 1 (2n>
n+1\n

Vrednosti C),, za n < 10 date su u tabeli.

n (012|345 6 | 7] 8 | 9 10

Cn|1|1]2]|5]|14|42 | 132|429 | 1430 | 4862 | 16796

Lema 3.2 Za svaki ceo broj n > 0 vazi identitet:

1 2n _ 2n 2n
n+1\n/) \n n+1)"
Dokaz. Po svojstvu simetrije binomnih koeficijenata imamo:

(ﬁl) - (nQil 1)'

(2:> B <n2—fl> - (3':2)" S (n+ 1(?'127)”:— nHr

Poznato je da:
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Uzimanjem zajednickog imenioca dobijamo:

(2n)! @)t 1 (2n
nl(n+1)! (nt1)—n) = (n+1)n! n—l—l(n)'

(-0 = ()

$to je trebalo dokazati. O

Dakle,

3.2 Kombinatorne interpretacije Katalanovih bro-
jeva
3.2.1 Dyck-ovi putevi
Put duzine k u celobrojnoj mrezi predstavlja niz tacaka
(UOavla"'avk)a gde je Vi EZza

takav da su svaka dva uzastopna para susedna, odnosno razlikuju se za tacno
jedan korak u nekom od cetiri osnovna pravca: desno, levo, gore ili dole. For-
malno, za svako ¢ = 1, ...,k vazi

Vi — Vj—1 € {(17 0)7 (_17 0)’ (07 1)7 (07 _1)}'

Najcesce nas zanimaju najkraéi putevi izmedu pocetnog vrha vy i krajnjeg
vrha vg. Ukoliko su obe koordinate vektora vy veée ili jednake odgovaraju¢im
koordinatama vektora vg, tada su dozvoljeni samo koraci u pravcu desno i gore.

V10

Vo

Slika 3.1: Najkrac¢i putevi u celobrojnoj mrezi.

Na slici prikazani put odgovara kretanju DGGDDDGDGG.
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Lema 3.3 Broj najkracih puteva u celobrojnoj mrezZi od koordinatnog pocetka
do tacke (m,n) € N? jednak je ("1™).

Dokaz. Najkraéi put od tacke (0,0) do tacke (m,n) u celobrojnoj mrezi sastoji
se od tacno m koraka udesno (koraka (1,0)) i n koraka nagore (koraka (0, 1)), u
bilo kom redosledu. Dakle, svaki takav put moze se predstaviti kao niz duzine
m + n nad alfabetom {D, G}, gde D oznacava korak udesno, a G korak nagore.

Broj takvih nizova jednak je broju permutacija m identi¢nih i n identi¢nih

objekata, tj.
m+n
("a")

Neka je P skup svih najkraéih puteva od (0,0) do (m,n) u Z? takvih da je
svaki korak iz skupa {(1,0), (0,1)}. Neka je W skup svih re¢i duzine m + n nad
alfabetom {D, G} sa tatno m slova D i n slova G.

Definigimo funkciju:

p:P—=>W

tako §to svakom putu pridruzimo rec¢ koja belezi pravac svakog njegovog koraka.
Ova funkcija je oc¢igledno injektivna, jer razli¢iti putevi daju razli¢it niz koraka,
a i surjektivna je jer svaka re¢ u W jednoznaéno odreduje put u P (kreni od
(0,0) i redom primenjuj korake D = (1,0) i G = (0,1)). Dakle, ¢ je bijekcija,
pa su skupovi P i W ekvivalentne kardinalnosti, tj. |P| = (m:;") O
Definicija 3.4 Dyck-ov put duZine 2n je najkraci put u celobrojnoj mrezi koji
vodi od tacke (0,0) do tacke (n,n) koristeéi iskljucivo korake (1,0) i (0,1), tako
da nijedna tacka puta ne lezi ispod prave y = x. Drugim re¢ima, za svaku tacku
(z,y) na putu vazi y > x kada se put posmatra relativno u odnosu na dijagonalu
y=2x.

Teorema 3.5 Broj Dyck-ovih puteva jednak je

c - 1 (2n>
n+1l\n

Dokaz. Na osnovu leme 3.2 vazi %ﬂ (2:) = (2:) — (ffrll) . Neka je P skup svih

najkraéih puteva od (0,0) do (n,n), a D skup svih Dycovih puteva . Oc¢igledno

je |P| = (2”) i |D| = |P| — |D¢|, pa je dovoljno dokazati da puteva koji nisu
n

Dykovi ima |D¢| = (ffr’l) Uspostaviéemo bijekciju izmedu D¢ i skupa P’ svih

najkraé¢ih puteva od (0,0) do (n+1,n—1), kojih prema teoremi ima |P’| = (nﬁ‘l).

Funkcija f : D¢ — P’ definisana takozvanom metodom preslikavanja slika 3.2.
Put P € D¢ nije Dyckov, pa ima bar jedan vrh na pravecu y = x — 1. Neka je
(24,9;) zadnji vrh puta P na tom pravcu. Preslikajmo deo puta od (z;,y;) do
(n,n) preko pravea y = z — 1 i tako dolazimo do puta P’, koji zavrsava u vrhu
(n+1,n—1). Funkcija f : D¢ — P’ koja pridruzuje f(P) = P’ je bijekcija jer
ima inverznu funkciju g : P’ — D°. Svaki put P’ € P’ sece pravac y = x — 1, jer
su pocetna tacka i krajnja tacka (0,0) i (n 4+ 1,n — 1) na suprotnim stranama
tog pravca. Neka je (z;,y;) zadnja tacka puta P’ na pravcu y = ¢ — 1. Put
P = g(P’) dobijamo preslikavanjem dela P’ od (z;,y;) do (n 4+ 1,n — 1) preko
tog pravca. Taj put zavrsava u (n,n) i nije Dyckov, jer sadrzi tacku (x;,y;).
Dakle, funkcija g : P’ — D¢ je dobro definisana, a ocigledno je inverzna funkciji

f. O
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(n,n)

(n+1,n-1)

Slika 3.2: Metoda preslikavanja.

n
Teorema 3.6 Katalanovi brojevi zadovoljavaju rekurziju Cp, = > Cr—1Cph_
k=1

za sve n € N, uz pocetni uslov Cy = 1.

Dokaz. Za brojeve zadate formulom C, = n%_l(%;’) bilo bi tesko direktno
dokazati rekurziju. Koristimo se kombinatornom interpretacijom iz predhodne
teoreme. Broj C,, je broj Dyckovih puteva od (0,0) do (n,n). Skup svih Dy-
ckovih puteva podelimo na disjunktne podskupove prema prvom mestu nakon
ishodista na kojem dotice pravac y = x. Ako je to mesto (k, k) takvih puteva
ima Ck_1 - Cp—i. Naime na delu od (0,0) do (k, k) put ne dotice pravac y = x
osim u prvoj i poslednjoj tacki. Translacijom za jednu jedinicu prema dole
mozemo ga poistovetiti sa Dyckovim putem od (0,0) do (k—1,k—1), kojih ima
Ck—1. Deo puta od (k, k) do (n,n) poistovetiti sa Dyckovim putem od (0, 0)
do (n —k,n — k), kojih ima C,,_x. Rekurziju dobijamo po principu proizvoda i
sume.
O
Druga verzija definicije Dyck-ovih puteva koristi formalizam usmerenih ko-
raka u ravni. Ovaj pristup se Cesto koristi u kombinatorici zbog svoje geometri-
jske i intuitivne jasnoce.

Definicija 3.7 Dyckova putanja duZine 2n je usmerena putanja u ravni R>
koja:

e pocinje u tacki (0,0),
e zavriava u tacki (2n,0),
e sastoji se od koraka (1,1) (uspon) i (1,—1) (pad),

e i nikada ne silazi ispod x-ose.
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Drugim re¢ima, Dyckove putanje modeluju kretanje koje se uvek odrzava iznad
ili na horizontalnoj osi. Ove putanje imaju brojne primene i interpretacije:
predstavljaju nizove pravilno ugnjezdenih zagrada, tokove igara sa izjednacenim
stanjima, balansirane izraze u formalnim jezicima, kao i brojne strukture u
diskretnoj matematici.

Teorema 3.8 Broj Dyckovih putanja duZine 2n jednak je Cp = %H(Zr?)

Dokaz. Bez ogranicenja, svaki Dyckov put duzine 2n sastoji se od n uspona
(koraka (1,1)) i n padova (koraka (1,—1)), tako da se nakon svakog koraka
odrzava ne-negativna visina (put nikada ne silazi ispod z-ose).

Ukupan broj moguéih putanja koje sadrze taéno n uspona i n padova (bez
ograni¢enja o visini) jednak je ukupnom broju redanja n koraka (1, 1) i n koraka

(1,-1), sto je
2n
o)

Medutim, nisu sve te putanje Dyckove. Moramo oduzeti one koje silaze
ispod z-ose. To mozemo uéiniti koristeéi **metodu refleksije** (engl. reflection
principle).

Za svaku putanju koja prede ispod z-ose mora sadrzati tacku (k, —1) neka je
to poslednja tacka na putanji koja je ispod x-ose, mozemo konstruisati bijekciju
sa putanjom od (0,0) do (2n,—2) tako sto preslikamo deo putanje od (k,—1)
do (2n,0) preko prave y = —1.

Broj takvih ”logih” putanja koje zavrSavaju u (2n,—2) sa n uspona i n
padova (ali zapravo jednim viskom pada) jednak je

(™)

Prema tome, broj Dyckovih putanja je:
2n 2n 1 2n
n n—1) n+1\n)’

3.2.2 Triangulacije konveksnog mnogougla

Jos jedna klasi¢na struktura koja se broji Katalanovim brojevima jeste broj
triangulacija konveksnog mnogougla.

Definicija 3.9 Neka je n > 3. Konwveksni n-ugao u ravni je mnogougao P
sa n temena i n stranica. Temena oznacavamo sa vg,v1,...,Un—1, poredana u
smeru suprotnom od kazaljke na satu. Stranice su definisane kao s; = v;v;41 2a
0<1<nNn—2148,1=vyp_100.

Duz v;v; naziva se dijagonala ako spaja dva nesusedna temena. Mnogougao
je konveksan ako se svaka dijagonala nalazi unutar njegove unutrasnjosti.

Definicija 3.10 Triangulacija konveksnog mnogougla P je podela njegove un-
utrasnjosti na trouglove pomocéu skupa medusobno nesecivih dijagonala. Svaka
stranica trougla u triangulaciji je ili stranica mnogougla P, ili dijagonala unutar

P.
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(a) (0) (c)

Slika 3.3: Tri triangulacije konveksnog Sestougla.

Na slici 3.3 prikazane su tri triangulacije konveksnog Sestougla.

Lema 3.11 Triangulacija konveksnog n-ugla sadrzi tacno n — 2 trougla i n — 3
dijagonale.

Dokaz. Indukcijom po n:

Baza: Za n = 3 imamo jedan trougao i 0 dijagonala; za n = 4 dva trougla i
jednu dijagonalu.

Induktivni korak: Neka tvrdnja vazi za sve 3 < m < n. Neka je P
konveksan n-ugao (n > 5), i neka je T njegova triangulacija. Izaberimo neku
dijagonalu vovg, (2 < k < n—2), koja P deli na dva manja konveksna mnogougla:
PiiPysak+1in—k+ 1 temena.

Po induktivnoj pretpostavci:

e P; ima k — 1 trouglova i k£ — 2 dijagonala,
e P, iman — k — 1 trouglova i n — k — 2 dijagonale.

Ukupan broj trouglova: (k—1)+(n—k—1)=n—2.
Ukupan broj dijagonala: (kK —2)+ (n —k —2) +1 = n — 3 (uz dodatak
dijagonale vgvy,).
O Pretpostavimo sada da je P konveksan (n 4 2)-ugao. Po prethodnoj
Lemi, svaka triangulacija P koristi n — 1 dijagonalu i sadrzi n trouglova. Neka
t,, oznacava broj svih razlicitih triangulacija (n + 2)-ugla. Tada:

=1, ty=2.

Primer 3.12 Pronaéi sve triangulacije konveksnog petougla i pokazati da je
t3 = 5.

Res3enjge: Za n = 3, imamo pet temena. Svaka triangulacija koristi n —
1 = 2 dijagonale. Dijagonale moraju deliti zajednicko teme (da bi se trouglovi
nepreklapali), © mogude je povuéi pet razlicitih takvih konfiguracija. Prikazane
su na slici 3.4.

3.2.3 Izborni nizovi

Zamislimo slede¢u situaciju: na izborima ucestvuju dva kandidata, A i B, i
ukupno se glasa 2n puta, pri ¢emu oba kandidata dobijaju po n glasova. Glasovi
se broje nasumi¢nim redosledom, a nas zanima verovatno¢a da kandidat A
nikada nije bio iza kandidata B tokom brojanja.
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Slika 3.4: Pet triangulacija konveksnog petougla (t3 = 5).

Definicija 3.13 Izborni niz (ili glasacka sekvenca) duzine 2n je niz (x1,xa,
., Tay), gde je svako x; € {1,—1}, tako da je Z _, x; = 04 da su sve parcijalne
sume nenegativne:

K3
S; :ij >0 zasvei=1,...,2n.
j=1
Vrednost x; = 1 oznacava glas za kandidata A, a z; = —1 glas za kandidata B.

Svaka parcijalna suma s; predstavlja trenutnu prednost kandidata A u odnosu
na B nakon ¢ prebrojanih glasova.

3.2.4 Uredena stabla

Uredena ili Katalanova stabla predstavljaju jednu od osnovnih struktura koje
se prebrojavaju Katalanovim brojevima. Njihova vaznost ogleda se u prirod-
noj rekurzivnoj gradi, kao i u vezi sa mnogim drugim strukturama: binarnim
stablima, zagradjivanjem izraza, Dyckovim putanjama itd.

Definicija 3.14 Neka je V neprazan skup. Graf je ureden par
G=(V,E), EC{{uv}:uveV, u#v}

FElementi skupa V' su temena (dvorovi), a elementi skupa E su grane (iwice). Za
u,v € V kaZemo da su susedni ako vazi {u,v} € E.

Definicija 3.15 U grafu G = (V, E) putanja od temena u do v je niz razli¢itih
temena (vg,...,vp) sa vg = u, vp = v takav da za svako i = 1,...,¢ vazi
{'Ui—ly'Ui} S

Definicija 3.16 Graf G = (V, E) je povezan ako izmedu svaka dva temena
u,v € V postoji putanja u G.
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Definicija 3.17 Kontura u grafu G je niz temena (vg,v1,...,vx—1,v9) duzine
k > 3 takav da su sva temena vqg,...,vr_1 medusobno razlicita i da vazi
{vi,vi41} € F zasvako i =0,...,k — 2, kao i {vg_1,v0} € E.

Definicija 3.18 Graf T' = (V, E) je stablo ako je povezan i ne sadrzi konturu
(tj. aciklican je).

Definicija 3.19 Neka je T = (V, E) stablo i neka je r € V. Uredeni par (T, 7)
zove se korensko stablo, a teme 7 je koren. Za svako v € V' \ {r} neka je P,_,,
jedinstvena prosta putanja od r do v u stablu 7. Roditelj od v je jedini sused
p(v) temena v koji lezi na putanji P,_,, blize korenu, a susedi v razli¢iti od p(v)
su deca od wv.

Za temena u,v € V:

e u je predak od v (a v je potomak od u) ako u lezi na putanji P,._,,.
e List je teme bez dece.

e Dubina je d(v) = distp(r,v). Nivo k je skup Ly = {v € V : d(v) = k}.
Visina je v(T,r) = max,cy d(v).

e Podstablo ukorenjeno u v je indukovano stablo na skupu {v}U{potomci v},
sa korenom v.

Definicija 3.20 Uredeno stablo je korensko stablo u kome je za decu svakog
¢vora odreden redosled. Svaki évor ima uredenu (linearno poredanu) listu pod-
stabala. Za razliku od binarnih stabala, ravna stabla ne mogu biti prazna — uvek
sadrze najmangje jedan cvor (koren).

Uredena stabla se mogu definisati rekurzivno:
e Postoji jedno uredeno stablo koje se sastoji samo od korena.

e Ako su Py, Ps,..., P, uredena stabla, tada i stablo sa korenom koji ima
uredenu listu podstabala (Py, ..., P,,) takode predstavlja uredeno stablo.

Kod crtanja, koren stabla se postavlja na vrh, a podstabla se rasporeduju s
leva na desno, redosledom kojim su zadana. Ivice se uvek orijentisu od ¢vora ka
njegovoj deci.

3.2.5 Binarna stabla

Definicija 3.21 Binarno ravno stablo (engl. binary plane tree) je korensko
stablo koje se definise rekurzivno na sledeéi nacin:

e Prazno stablo je binarno ravno stablo.

o Ako su Ty i Ty binarna ravna stabla, tada je stablo sa korenom v, levim
podstablom Ty i desnim podstablom T, takode binarno ravno stablo.

Svaki ¢vor moze imati najvise dva deteta — levo i desno — i redosled dece je
znacajan. Ako postoji samo jedno dete, ono se eksplicitno oznacava kao levo ili
desno.

Vizuelno, binarno ravno stablo se prikazuje tako sto se koren postavlja na
vrh, levo podstablo ulevo, a desno podstablo udesno, ¢ime se ¢uva planarna
(ravna) struktura stabla.
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Teorema 3.22 Katalanov broj C,, prebrojava sledeée klase kombinatornih ob-
jekata:

(i) triangulacije konveksnog mnogougla sa n + 2 temena;
(ii) binarna (ravna) stabla sa n évorova;
(iii) uredena stabla sa n+ 1 ¢vorova;
(iv) izborni nizovi (ballot sequences) duzine 2n sa jednakim brojem glasova;
(v) Dyckove putanje duZine 2n.

Dokaz.
Bijekcija izmedu uredenih korenskih stabala i Dyck-ovih putanja.
Neka 7, oznacava skup svih planarnih (uredenih) korenskih stabala sa n
grana (odnosno sa n+ 1 temena), a D,, skup svih Dyck-ovih putanja duzine 2n.
U ovom potpoglavlju opisujemo klasi¢nu bijekciju izmedu ove dve kominatorne
klase.

Definicija 3.23 Za T € 7T, definiSemo preslikavanje
®:7, — D,

kao prefiksni obilazak stabla. Svaka grana se obilazi tacno dva puta: pri silasku
od roditelja ka detetu upisujemo korak U = (1,1), a pri povratku od deteta ka
roditelju upisujemo korak D = (1,—1). Tako dobijamo re¢ duzine 2n, koju
oznacavamo sa ®(T).

Lema 3.24 Za svako T € T, putanja ®(T) je Dyck-ova.
Dokaz. Neka S), oznacava parcijalni zbir
Sp=|{i<k: koraki=U}| —|{i <k: koraki=D}|.

Velicina Sy predstavlja trenutnu dubinu obilaska posle k-tog koraka. Pocetno
je So = 0, a svaki korak U povecéava dubinu za 1, dok svaki korak D smanjuje
dubinu za 1. Kako obilazak nikada ne napusta stablo, vazi S > 0 za svako k,
pa putanja ne pada ispod x-ose.

Buduéi da svaka grana doprinosi jednom usponu i jednom silasku, u ®(T")
ima tac¢no n koraka U i n koraka D, pa je Sa, = 0. Dakle, ®(T') € D,. O

Definicija 3.25 Za m € D,, definisemo preslikavanje ¥ : D, — T, na sledeci
nacin. Pocinjemo od korena r i trenutnog ¢vora ¢ = r. Putanju ¢itamo sleva
nadesno:

e ako je korak U, kreiramo novo dete w od ¢, dodamo granu {c,w} i postavl-
jamo ¢ = w;

e ako je korak D, prelazimo na roditelja i postavljamo c := p(c).

Usled uslova S; > 0 nikada se ne pokusava silazak iznad korena, a zbog
So, = 0 procedura se zavrSava u korenu. Kako ima tacno n uspona, dobija se
tacno n grana i n + 1 temena, pa ¥(m) € 7,,.



53

Lema 3.26 (Kanonitka dekompozicija Dyck-niza) Svaka Dyck-ova putanja
m duZine 2n predstavlja se jedinstveno u obliku

mn=UmDUnyD --- Um D,

gde su m,...,m Dyck-ove putanje (moguée prazne). Dekompozicija se dobija
tako $to se pri citanju reci s leva prvi put kada se visina vrati u 0 izdvoji blok
Umi D, zatim se isti postupak primeni na preostali sufiks.

Ovo omogucava elegantne rekurzivne definicije preslikavanja.

Definicija 3.27 Ako koren stabla T ima redom potstabla Ty, ..., Ty, definisSemo
rekurzivno
O(T):=U(T)DUP(T2)D --- UP(Ty) D,

pri éemu je ® trivialnog stabla (samo koren) jednaka praznoj redi.
Obrnuto, ako
n=UmD --- Ump D

predstavilja kanonicku dekompoziciju Dyck-niza, definisemo
()

kao stablo ¢iji koren ima, redom, potstabla V(my),...,¥(ng). Za praznu rec €
dobijamo trivialno stablo.

Teorema 3.28 Preslikavanja ® i ¥ su medusobno inverzna:

Dokaz. Oba identiteta dokazujemo indukcijom.

(1) Identitet ® o ¥ = id na Dyck-putanjama. Neka je 7 = UmD---UnpD
njena kanonicka dekompozicija. Po definiciji stabla W(7), koren ima potstabla
U(m),..., U (my). Stoga

O(U(m) =U(¥(m))D---U®(Y(my))D=UmD---UmD =,

gde smo koristili induktivnu hipotezu na sve 7; (koje su krace).

(2) Identitet ¥ o & = id na stablima. Neka koren stabla T' ima potstabla
Ti,...,Ty. Po definiciji,

O(T)=UD(Ty)D - Ud(Ty)D.

Citanjem ove reéi visina prvi put pada na 0 upravo na kraju bloka U®(T})D,
pa je to kanonicka dekompozicija ®(T"). Stoga

U(®(T)) = stablo sa decom ¥(P(71)),..., ¥ (®(Tk)) =T

induktivno, jer su sva T; manja stabla.
Teorema je time dokazana. O
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Napomena. Za n = 0 preslikavanje identifikuje praznu Dyck-ovu putanju sa
stablom koje se sastoji samo od korena.

Bijekcija izmedu Dyck-ovih putanja i izbornih nizova

Neka B,, oznacava skup svih nizova oblika

a=(a,...,am), a; € {£1},

koji ispunjavaju uslove

k 2n
>ai>0 (1<k<2n), > ai=0
1=1 =1

Takvi nizovi se nazivaju izborni nizovi (engl. ballot sequences). Definisemo pres-
likavanje
b:D, — B,

korespondencijom po koraku:
(1,1) — 41, (1,-1) — —1.
Lema 3.29 Preslikavanje b je bijekcija.

Dokaz. Neka je m € D, i neka hj oznacava ordinatnu visinu posle k-tog koraka
u . Ako je (a1,...,az2,) = b(rw), tada vazi

k
hk = Z a;.
i=1

Uslov da Dyck-ova putanja nikada ne pada ispod z-ose odgovara nejednakosti
hi > 0, dok zavrSetak u visini 0 znaci da je hg, = 0. To je upravo uslov da
a€B,.

Obrnuto, svaki niz a € B, jednozna¢no odreduje resetkastu putanju iz (0, 0)
sa koracima (1,+1) koja nikada ne prelazi ispod z-ose i zavrsava se u (2n,0).
To je upravo Dyck-ova putanja.

Kako je preslikavanje definisano po komponentama i obrnuto po komponen-
tama, ono je i injektivno i surjektivno, pa je b bijekcija. O

Bijekcija izmedu triangulacija konveksnog mnogougla i binarnih
planarih stabala

U ovom poglavlju opisujemo klasi¢nu bijekciju izmedu triangulacija konvek-
snog mnogougla I1,, ;o i binarnih planarih stabala sa n ¢vorova. Ona predstavlja
jos jednu od fundamentalnih interpretacija Katalanovih brojeva.

1. Graf susednosti trouglova

Lema 3.30 Neka je A triangulacija konveksnog mnogougla Il,14. Posmatra-
gmo graf Ga ¢iji su temena trouglovi triangulacije, a dve temene su spojene
wicom ako odgovarajuéi trouglovi dele dijagonalu (ne obodnu ivicu). Tada je
Ga stablo. Ako kao koren uzmemo jedini trougao 7. koji sadrzi izdvojenu ivicu
e, svaki drugi cvor ima jedinstvenog roditelja — svog suseda na jedinstvenom
putu do Te.
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Dokaz. Triangulacija 11,49 ima ta¢no n trouglova i n — 1 dijagonala. Svaka
dijagonala pripada ta¢no dvama trouglovima, pa daje tacno jednu ivicu u Ga.
Dakle,

V(Ga)l=n,  |E(Ga)l=n—1

Povezanost sledi iz konveksnosti: segment koji spaja po jednu unutrasnju
tacku bilo koja dva trougla prolazi kroz konacan niz susednih trouglova, sto
daje put u Ga. Povezan povezan graf sa n temena i n — 1 ivica je stablo. Time
je tvrdnja dokazana. O

2. Preslikavanje ®: od triangulacije do binarnog stabla

Neka je A triangulacija. Cvorovi ®(A) bi¢e trouglovi triangulacije, a koren
oznacavamo sa p := T, trougao koji sadrzi izdvojenu obodnu ivicu e. Fixiramo
CCW orijentaciju oboda II,, 5.

Za svaki trougao t oznac¢imo njegove stranice u CCW redosledu kao (s¢(t), s1(¢),
s2(t)). Po Lemi 3.30 graf Ga je stablo ukorenjeno u 7.. Za t # 7. neka je p(t)
njegov roditelj, a

par(t)
zajednicka stranica trouglova ¢ i p(t). Za koren postavljamo par(r.) := e.
Ako je par(t) = s;(t), definiSemo

£(t) := 841 moa 3(t), 7(t) *= $i—1 mod 3(t),

tj. preostale dve stranice u CCW smeru. Ako trougao susedan uz £(t) postoji,
on je levo dete od t; analogno za r(t) i desno dete. Dobija se ukorenjeno binarno
planarno stablo.

Lema 3.31 ®(A) je binarno planerano stablo sa taéno n ¢vorova.
Dokaz. Graf susednosti ima n ¢vorova, pa toliko ima i ®(A). Svaki trougao ima
najviSe tri suseda, ali jedan je roditelj; preostaju najvise dva deteta, sto daje

binarnost. Planarni poredak dece (levo/desno) kanonizovan je CCW orijentaci-
jom. O

3. Preslikavanje ¥: od binarnog stabla do triangulacije

Neka je B € B, korensko binarno stablo. Radimo nad intervalom vg,..., v
obodnih ta¢aka (inicijalno vo,...,v,+1), u CCW smeru.
Definicija 3.32 Triangulaciju U (B;[v,, ..., v]) definisemo rekurzivno:

1. (Baza) Ako je |B| =1, tada b—a+1 = 3 i jedini trougao je (Vq, Vat1, Vp)-

2. (Indukcijski korak) Ako su Bp i Bpr levo i desno podstablo korena b
veli¢ina ny, i ng (mogu biti prazna), postavljamo

Ve 1= Ua+(nL+1).

Dodajemo korenski trougao (vq,ve,vp), a zatim rekurzivno trianguliSemo
podmnogougao [va, ... ,v.] koristeéi By, i [ve, ..., v koriste¢i Bg.

Na kraju postavljamo ¥(B) := ¥ (B; [vg,. .., Un+1))-
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Lema 3.33 U(B) je dobro definisana triangulacija 11,12 sa tacno n trouglova.

Dokaz. Indukcija po n. Baza je ocigledna. U koraku, izbor v, obezbeduje da levi
i desni podmnogougao sadrze ta¢no ny, i ng trouglova. Posto se podmnogugovi
dodiruju samo u w., rekurzivne dijagonale nikada se ne mogu preseéi niti sa
dijagonalama iz drugog podmnogougla niti sa stranicama korenskog trougla.
Ukupan broj trouglova je 1 + ny +ng = n. O

4. Glavna teorema: bijekcija
Teorema 3.34 Za svako n > 1 preslikavanja
®:7, — B,, v:B,— T,
su medusobno inverzna:
®(¥(B)) =B za svako B € B, U(P(A)) =A  za svaku A € Tp,.

Dokaz. Indukcija po n.

(1) Wo® = id na triangulacijama. Konstrukcija ®(A) zapisuje roditelja p(t)
i stranice £(t),r(t) upravo prema dijagonalama koje dele trouglovi. Rekurzija
U rekonstruiSe iste dijagonale u istom poretku (levo podstablo odgovara trou-
glovima levo od par(t), itd.). Induktivno, dobijamo W (®(A)) = A.

(2) ® o U = id na binarnim stablima. Konstrukcija ¥ dodaje korenski
trougao koji deli mnogougao u intervale veli¢ina ny i ng, tacno kao sto u B
postoje levo i desno podstablo. Konstrukcija ¢ potom vraca istu roditeljsku
dijagonalu i istu strukturu dece. Induktivno, ®(¥(B)) = B. O

Svaki trougao ima tacno jednu roditeljsku stranicu i najvise dve preostale, pa je
dobijeno korensko stablo binarno.

Bijekcija izmedu planarnih i binarnih planarih stabala
(de Brujn—Morselt transformacija)
1. Notacija

Za plane stablo T neka r oznacava koren, a deca svakog temena uredujemo u
redosledu s leva na desno:

children(v) = (v1,...,vk).

Ako postoji, sused desno od v; je v;11.

2. Preslikavanje ¢ : PT,, — BT,, (de Brujn—Morselt)

Neka je T' € PT,, sa korenom r i decom 71, ..., 7. Cvorovi stabla ®(T') su sva
nekorenska temena stabla T'. Za svako takvo teme v definiSemo:

levo dete u ®(T') :=

V1, ako v ima decu u T,
prazno, inace;

desno dete u (T : {sused desno od v, ako postoji,

prazno, inace.
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Koren binarnog stabla ®(T') jeste najlevlje dete 1 korena stabla T' (ako T
ima samo koren, onda je ®(7T") prazno stablo).

Lema 3.35 Ako je T € PT,, tada je ®(T) € BT,, binarno stablo sa tacno n
cvorova.

Dokaz. Svako nekorensko teme daje jedan ¢vor u ®(T), pa ih je ukupno n. Levo
dete je prvo dete u T', a desno dete je prvi sused desno; oba mogu postojati ili
ne, pa je stepen svakog ¢vora < 2. Dakle ®(T) je binarno stablo sa n ¢vorova.
O

3. Preslikavanje ¥ : BT,, — PT,, (obrnuta konstrukcija)

Neka je B € BT, sa korenom b (za n = 0 uzimamo B = 0)).
Dodamo novi évor 7, koji postaje koren dobijenog planarnog stabla ¥(B).
Deca se rekonstruisu sledeé¢im pravilom:

e Deca korena r. To je desni lanac polazeéi od b:
b, right(b), right*(b),...
dokle god postoji desno dete.

e Deca ostalih évorova. Ako y ima levo dete y;, = left(y), tada su deca
od y:
yr, right(yr), 1righ‘52(yL)7 .
Ako yr, ne postoji, onda je y list.

Rekurzivno isti postupak primenjujemo u podstablima ukorenjenim u svakom
novodobijenom detetu.

Lema 3.36 Ako je B € BT,, tada je ¥(B) € PT, plane stablo sa n+1
temenom.

Dokaz. Dodavanjem r i razlaganjem svake grane na levo dete i njegov desni lanac
dobijamo tac¢no n novih temena plus novi koren r, ukupno n + 1. Hijerarhijska
konstrukcija je aciklicna i povezana, pa daje plane stablo. O

4. Glavna teorema — bijekcija

Teorema 3.37 Za svako n > 0 preslikavanja
o :PT,, —» BT,, v : BT, — PT,
su medusobni inverzi:
®(¥(B)) =B za svako B € BT, U(®(T)) =T za svako T € PT,,.

Dokaz. Indukcija po n.

Baza n = 0. PT( sadrzi jedno¢vorno stablo, a BT prazno stablo; definicije
daju ®(e) =01 T(}) = e.

Induktivni korak. Neka je T € PT,, i neka koren r ima decu rq,...,rg. U
binarnom stablu B = ®(7T):
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e koren je ry;
e desni lanac iz 1 jery = 19 — -+ = 7
¢ levo podstablo u r; je ®(T;).

Primena ¥ vraca korektno decu korena r (desni lanac) i potom decu svakog r;
iz levog deteta i njegovog desnog lanca; po induktivnoj hipotezi svako podstablo
T; se ta¢no rekonstruise. Dakle ¥(®(T')) = T.

Obrnuto, neka je B € BT,, sa korenom b. U ¥(B) deca korena su desni
lanac b, right(b),...; za svako dete y deca su desni lanac polazeéi od left(y).
Primena ® ta¢no vraéa prvo dete kao levo dete i suseda desno kao desno dete,
§to rekonstituise B induktivno po podstablima. Dakle ®(¥(B)) = B. O

Broj planarnih stabala sa n+1 temenom i binarnih stabala sa n ¢vorova jednak
je Cy.

3.3 Abelove granice i veza sa Dyck-ovim putan-
jama

Na kraju ovog poglavlja navodimo ilustrativnu primenu Dyck-ovih putanja u
teoriji rec¢i. U skorasnjem radu [13] pokazano je da se pojava abelovih granica
u binarnim re¢ima moze karakterisati pomoc¢u Dyck-ovih podreci, $to dodatno
potvrduje univerzalnost Katalanovih struktura.

Osnovni pojmovi

Skup X naziva se alfabet ako je konacan i neprazan skup simbola. Za re¢ z =
z[1..n) nad X prefiks, sufiks i faktor definisu se standardno: w je faktor re¢i x
ako x = uwv za neke re¢i u i v; prefiks ako je u = ¢, sufiks ako je v = €.

Re¢ u je gramica re¢i x ako je istovremeno njen pravi prefiks i pravi sufiks.
Parikh-vektor re¢i  oznac¢avamo sa P, i definiSemo kao P,[i] = broj pojavlji-
vanja simbola a; u reci x.

Abelove granice

Za binarnu re¢ x duzine n i 1 < m < n kazemo da je prefiks z[1..m] abelova
granica reCi x ako prefiks i sufiks iste duzine imaju jednake Parikh-vektore:

Px[lm] = Px[WL—m+1..n]~

Ret¢ koja nema nijednu nenultu abelovu granicu naziva se abelovo-granicéno slo-
bodnom.

Tvrdenje 3.38 Za svaku abelovu granicu u reci xz[l..n], duzine |u| # [%],
postoji jos jedna abelova granica v’ redi x duZine n — |ul.

Ovaj rezultat se navodi, izmedu ostalog, i u radu [13].
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Ternarna reprezentacija reci

Za binarnu re¢ z duzine n > 2 definise se ternarna re¢ y, duzine 1 < |y,| < | %]
preko:
a, x[i] =xn+1-—1,
Y[ = 9 b, z[i] =0, zln+1—1d =1,
¢, zfil]=1, z[n+1—14=0.

Veza sa Dyck-ovim podrec¢ima

Tvrdenje 3.39 Neka je x binarna re¢ duzine n. Nagkraca abelova granica reci
x ima duZinu k, gde 2 < k < L%J, ako i samo ako je prefiks y.[1..k] najkradi
prefiks ternarne reci y, koji sadrzi Dyck-ovu reé (ili njen binarni komplement)

duzine 0 < 2h < k kao podniz.

Detaljnije o ovom rezultatu videti u radu [13].

Ovaj rezultat pokazuje da se problem odredivanja abelovih granica moze
prevesti na prepoznavanje pravilno ugnjezdenih struktura tipi¢nih za Dyck-ove
putanje, Sto predstavlja savremenu primenu Katalanovih objekata u kombina-
torici reci.



Glava 4

Generalizacija Katalnovih
brojeva

4.1 Uvod

Katalanovi brojevi (Cy,)n>0 = 1,1,2,5,14, 42, ... predstavljaju jedan od najpoz-
natijih i najvaznijih nizova u kombinatorici. Njihova §iroka primena obuhvata
oblasti kao sto su kombinatorika, algebra, teorija formalnih jezika, geometrija i
teorija matrica. Ovi brojevi broje razli¢ite strukture — od broja izbornih ni-
zova, binarnih stabala, uredenih stabala, do triangulacija konveksnih poligona
i Dyck-ovih puteva. Veé sama raznovrsnost interpretacija ukazuje na duboku
unutrasnju strukturu i univerzalnost ovog niza.

Prirodno se postavlja pitanje — da li i kako mozemo prosiriti ovu klasu
brojeva? U ovom poglavlju razmatramo jednu takvu generalizaciju.

Cilj ovog poglavlja je definisanje beskona¢ne porodice celobrojnih nizova
(C,(Lm))nzo za svaki ceo broj m > 1, koje nazivamo hipergrafski Katalanovi bro-
jevi. Posebno, kada je m = 1, dobijamo standardne Katalanove brojeve, tj.
C'T(Ll) = (. Nizovi Cflm) pojavljuju se kao koeficijenti u analizi odredenih modela
sluc¢ajnih matrica i imaju duboke veze sa strukturama u teoriji hipergrafova.

Za pocetne vrednosti m, nizovi C’,Sm) imaju sledece vrednosti:

o m=1:1,1,2514,42, ...
o m=2:1,1,6,57,678,9270, ...

o m =3: 1,1,20,860, 57200, 5344800, . . .

o m =4: 1,1,70,15225, 7043750, 6327749750, . . .

o m =5: 1,1,252, 299880, 1112865264, 11126161436292, . ..

Definicija brojeva Cy(,m) polazi od prebrojavanja odredenih Setnji na sta-
blima, pri ¢emu svakoj Setnji pridruzujemo tezinu odredenu redom njene grupe
automorfizama. Iako ova konstrukcija nije medu najpoznatijim klasi¢nim inter-
pretacijama Katalanovih brojeva, pokazuje se da ona za m = 1 takode racuna
C,,, sto ¢ée biti dokazano u teoremi 4.12.
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Plan ovog poglavlja je sledeéi: najpre dajemo formalnu definiciju niza C,({”),
zatim prikazujemo metode za njihovo racunanje, a potom izlazemo Sest kom-
binatornih interpretacija koje generalizuju klasi¢ne interpretacije Katalanovih
brojeva.

4.2 Pristup putem stabala i Setnji

Razmatramo pristup u kojem se Katalanovi brojevi i njihove generalizacije
izrazavaju pomocu Setnji po stablima. Neka je .7, skup neobelezenih (neoznace-
nih) stabala sa n évorova. Niz |.7,| pocinje kao:

1,1,1,1,2 3,6, 11, 23, 47, 106, ...,

pri ¢emu se, po konvenciji, postavlja | Zp| := 1.
Za svako stablo T € 9, i svaki njegov ¢vor v € T, definiSemo sledeé¢u
funkeiju:

Definicija 4.1 Neka je T stablo, a v € T njegov ¢vor. Broj ar(v) oznacava
broj razlicitih Setnji koje pocinju i zavrsavaju u ¢voru v, pri éemu se svaka grana
stabla T posecuje taéno dva puta.

Ovakve Setnje mogu se posmatrati kao prelazak svake grane po jednom u
oba smera, pri ¢emu svaki ¢vor biva posecen najmanje jednom.

Definicija Za graf G = (V, E) automorfizam je bijekcija ¢ : V — V takva da
za svaka u,v € V vazi

{u,v} € E = {p(u),p(v)} € E.

Skup svih automorfizama G €ini grupu po kompoziciji; oznacavamo je I'(G), a
njen red je |T'(G)|.

Ako je (T,r) korensko stablo, onda je I'(T,r) podgrupa svih automorfizama
koji dodatno fiksiraju koren: ¢(r) = r. Ako je stablo planarno odnosno uredeno,
automorfizmi takode moraju oc¢uvati levo—desni poredak dece svakog temena.

Na slici 4.1 prikazani su primeri vrednosti funkcije ar(v) za tri stabla iz
skupa 75, kao i odgovarajuéi redovi grupa automorfizama: redom 2, 24 i 2.

Na primer, u gornjem levom stablu, listovi imaju vrednost ar(v) = 1, dok
unutrasnji évorovi imaju vrednost ar(v) = 2, $to odrazava razlicite moguénosti
prelazaka.

U ovom okviru, Katalanovi brojevi imaju sledeéu interpretaciju:

Za svaki n > 0 vazi:

G- Y %

T€ T 1 veET

ar(v)
ID(T))
Primer 4.2 Za n = 4, koristeéi stabla iz F5, dobijamo:

8 48 16
Ch=-+—+—=4+2+4+8=14.
4 2+24 5 + 2+

Detaljniju diskusiju dajemo kao deo dokaza Teoreme 4.12.
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1 2 2 2
@ @ @ @ 01 6
6 24 6
2
2 4 6
6
2

Slika 4.1: Stabla iz skupa 5, sa ¢vorovima oznacenim vrednostima funkcije
ar(v). Redovi grupa automorfizama su 2, 24 i 2.

4.2.1 Generalizacija: m-Setnje po stablima

Za fiksirani ceo broj m > 1, uvodimo slede¢u generalizaciju funkcije ar(v):

Definicija 4.3 agpm)-getnja koja pocinje u cvoru v jeste Setnja koja pocinje i
zavriava u v, i koja prelazi svaku granu stabla T tacno 2m puta. Broj takvih
Setnji oznacavamo sa a(Tm)(v).

Za m = 1 se dobija prethodno definisana funkcija: a(Tl)(v) = ap(v). Svaka
takva Setnja prelazi svaku granu m puta u svakom smeru.
Na osnovu ove konstrukcije, uvodimo sledeéu kljuénu definiciju:

Definicija 4.4 Hipergrafski Katalanov broj reda m, oznacen sa C,(f“), de-

finisan je formulom:
(m) (

m) _ ar ’U)
=2 2

TE€Tnt1 veET

Primer 4.5 Zan =4 im = 2, koristeci Setnje prikazane na slici 4.1, dobijamo:

216~ 5040 720
cP =22 4 22 1 T2 — 108 4 210 + 360 = 678.
4 5 + o + 5 + +
Ovaj pristup otvara mogucnost za dalje kombinatorne i algebarske inter-
pretacije, koje ¢emo razraditi u narednim poglavljima.

4.3 Kombinatorne interpretacije generalizovanih
Katalanovih brojeva

U ovom poglavlju prikazujemo kombinatorne interpretacije generalizovanih Kata-
lanovih brojeva C,(f“) koje prosiruju klasi¢ne interpretacije brojeva Ch,,. U o0s-
novi ovih interpretacija nalazi se ideja o tzv. m-oznacavanju struktura koje
poseduju prirodnu posetsku organizaciju i po nivoima. Kroz naredne definicije
postavljamo formalni okvir za ove interpretacije.
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4.3.1 Struktura nivoa i posetska organizacija

U kontekstu opste kombinatorne interpretacije brojeva C,(Lm), radimo sa klasom
objekata X, koji se javljaju u klasi¢nim interpretacijama Katalanovih brojeva
(kao $to su triangulacije, binarna stabla itd.). Svaki takav objekat bide pred-
stavljen kao konacan skup sastavljen od elementarnih jedinica (Evorova, lukova,
stepenika i sl.), koje dodatno opremamo hijerarhijskom strukturom.

Definicija 4.6 Neka je X konacan skup. Struktura nivoa za X je surjektivna
funkcija
0:X = {1,2,...,N}, zaneki N € Z~y,
koja svakom elementu x € X dodeljuje njegov nivo. Za i € {1,2,..., N}, skup
Xi = gil(Z)

nazivamo i-tim nivoom objekta X. U nekim slucajevima prirodno se wvodi i
nulti nivo Xg, u kojem se najcesce nalazi korenski element, sa konvencijom
| Xo| = 1.

Neformalno, za dva elementa x, 2’ € X, kazemo da je x na visem nivou od z’
ako vazi {(z) > £(2'), a analogno definisemo odnose za iste i nize nivoe. Napo-
minjemo da graficki prikaz (npr. dijagrami stabala) ne mora nuzno odrazavati
numericke vrednosti funkcije ¢; ona je apstraktna oznaka nivoa, a ne geometri-
jska visina.

Dalje, objektu X dodeljujemo strukturu parcijalnog uredenja koja reflektuje
odnose roditelj—dete u odgovarajuéim interpretacijama.

Definicija 4.7 Neka je X poset, tj. parcijalno ureden skup sa relacijom pokri-
vanja. KaZemo da element x € X pokriva element ' € X (tj. x je roditelj od
2, a 2’ dete od x) ako su uporedivi relacijom uredenja, i ako vai:

L")y = l(x) + 1.

Drugim re¢ima, funkcija nivoa mora biti kompatibilna sa posetskom strukturom
u tom smislu da su deca uwvek tacno jedan mivo iznad svojih roditelja.

Ukoliko je nivo 0 definisan (koren), tada se funkcija nivoa £ moze jednozna¢no
rekonstruisati iz same posetske strukture.

4.3.2 Dopustena m-oznacavanja

Za dalju analizu brojeva Cy(lm), bice kljuéno uvodenje posebne vrste funkcija koje
nazivamo m-oznacavanje, zasnovanim na strukturi nivoa definisanoj u prethod-
nom odeljku.

Definicija 4.8 Neka su A i B skupovi. Njihova disjunktna unija, oznacena sa
AU B,

definise se kao unija skupova A i B pod pretpostavkom da su A i B medusobno
disjunktni, tj. AN B = @. Po potrebi se moZe definisati i formalna disjunktna
unija

AUB=(Ax{0})U(Bx{1}),
dime se obezbeduje da se elementi iz A i B razlikuju po pripadnosti kojoj kom-
ponenti unije pripadaju.



64

Definicija 4.9 Neka je m € N, i neka je X = Xo U|l;woXi disjuktno razla-
ganje objekta X po nivoima. Fiksirajmo proizvoljan beskonacan skup oznaka L.
Za svaki i > 0, pretpostavimo da je |X;| = 0 (mod m), te da je X; dodatno
disjunktno razloZen na blokove (podskupove) velicine taéno m.

Funkcija koja svakom takvom bloku dodeljuje oznaku iz L naziva se m-
oznacavanje objekta X. KazZemo da je to oznacavanje dopusteno ako su zado-
voljena sledeéa dva uslova:

1. Imjektivnost: Svaki blok dobija razlicitu oznaku iz skupa L;

2. Kompatibilnost sa posetskom strukturom: Ako dva elementa x,x’ €
X\ Xo imaju istu oznaku, tada i njihovi roditelji (ako postoje) moraju
imati istu oznaku.

Drugim recima, dopusteno m-oznacavanje jeste particija skupa X \ Xo na
blokove veli¢ine m, zajedno sa oznacavanjem tih blokova, tako da ako dva el-
ementa dele oznaku, tada i njihovi roditelji dele oznaku. Uslov injektivnosti
sprecava ponavljanje oznaka medu blokovima.

Napomena Dva m-oznacavanja smatramo ekvivalentnim ako se jedno moze
dobiti od drugog permutacijom oznaka iz skupa L. Drugim re¢ima, brojimo
razli¢ite klase oznacavanja koje se ne razlikuju po imenima oznaka, ve¢ po nji-
hovoj raspodeli. Takode, kada je m = 1, svi zahtevi za dopuStenost postaju
trivijalni, pa je svako oznacavanje dopusteno.

Radi ilustracije prethodno definisanih pojmova, razmotrimo konkretan primer
u kojem je objekat X uredeno stablo.

Primer 4.10 Neka je X wuredeno stablo sa korenom v. Svaki ¢vor r € X
dodeljuje se nivou

£(x) := udaljenost od x do korena v,

pri cemu je Xg = {v}. Posetska struktura proizlazi iz roditeljskih odnosa u
stablu: cvor x je roditelj ¢vora x’' ako su povezani granom i ako je l(x’) =
l(z) +1.

Na Slici 4.2 prikazana su dva ovakva stabla, svako sa cetiri nivoa. Na Slici
4.8 data su ista stabla sa pokuajem 2-oznacavanje. Oznaka (iz skupa L =
{a,b,c,d,e}) prikazane su slovima unutar cévorova. Levo stablo je dopuSteno

Slika 4.2: Korensko stablo sa 4 nivoa.
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2-oznacCavanje, jer svaka oznaka dodeljena paru ¢vorova ima roditelje sa istom
oznakom. Desno stablo to nije: donji ¢vorovi oznaceni istom oznakom e imaju
roditelje oznacene razlicitim oznakama c i+ d, ¢ime se naruSava uslov kompati-
bilnosti.

Slika 4.3: 2-oznacavanje korenskog stabla

4.3.3 Formula za C)(lm) putem dopustenih oznacavanja

Razmotrimo fiksirane prirodne brojeve n i m, i neka je X, skup kombina-
tornih objekata koji ucestvuju u interpretaciji broja C,,, — klasi¢cnog Kata-
lanovog broja. U nastavku ¢emo razmotriti konkretne primere takvih objekata,
ali uopsteno, za svaki objekat X € X,,,,, pretpostavljamo da su mu odredeni:

e Posetska struktura, koja definise odnose roditelj—dete;

o Struktura nivoa £, kompatibilna sa prethodnom, u smislu da svako dete
pripada ta¢no jednom visem nivou u odnosu na svog roditelja.

Na osnovu prethodno uvedenog pojma dopustenog m-oznacavanja, definise-
mo slede¢u funkciju:

Definicija 4.11 Za svaki objekat X € Xy, oznacdimo sa N, (X) broj dopu-
Stenih m-oznacavanja objekta X, u skladu sa pravilima definisanim u prethodnoj
sekcigi.

Tada vazi slede¢a kljuéna formula koja izrazava hipergrafske Katalanove
brojeve C’fzm) kao zbir dopustenih oznacavanja objekata u skupu X,,,:

Teorema 4.12 Za sve n,m € Z~q, vazi:

Cim = Y N(X). 8)

XEXnm

Napomena Veli¢ina svakog pozitivnog nivoa u objektu X € X, mora biti
deljiva sa m kako bi broj dopustenih m-oznacavanja N, (X) bio razli¢it od nule.
Ovaj neophodan uslov deljivosti proistice iz konstrukcije: svaki nivo se mora
podeliti na disjunktne blokove velicine m kako bi se na njih mogla primeniti
funkcija oznacavanja. Medutim, vazno je naglasiti da ovaj uslov nije dovoljan.
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Na primer, na slici 4.3 prikazana su dva objekta ¢iji pozitivni nivoi imaju parne
velicine (tj. deljive sam = 2), ali dopusteno 2-oznacavanje postoji samo za jedan
od njih. To pokazuje da je dodatno neophodna i kompatibilnost oznac¢avanja sa
posetskom strukturom:.

Napomena Kada je m =1, svi uslovi za dopustenost oznacavanja se trivijal-
izuju. Svaka particija pozitivnih nivoa na jedini¢ne blokove automatski zado-
voljava uslove za dopuSteno oznacavanje. Otuda svaki objekat X € X, ima
tacno jedno takvo oznacavanje, Sto implicira da je N1(X) = 1 za svaki X € X,,.
Uvrstavanjem u formulu (8), dobijamo:

c = Z Ni(X) = |X,| = Ch,

XeEX,

§to potvrduje da se u slucaju m = 1 vraéamo na klasi¢cnu kombinatornu inter-
pretaciju Katalanovih brojeva.

Sada smo spremni da izlozimo konkretne kombinatorne interpretacije bro-
jeva C,({”). Svaka od ovih interpretacija polazi od poznatih objekata koji se
pojavljuju u standardnim tumacenjima Katalanovih brojeva, uz dodatnu struk-
turu nivoa i odnosa roditelj—dete. Za svaku interpretaciju jasno definiSemo kako
su elementi objekta rasporedeni po nivoima i kako je uspostavljena posetska hi-
jerarhija medu njima. Ilustrativni primeri svih objekata dati su na Slikama 4.4
i4.5.

(i) Uredena stabla. Skup X, ¢ine uredena ukorenjena stabla sa nm +
1 temenom. Struktura nivoa odredena je rastojanjem svakog ¢vora od
korena, dok je odnos roditelj—dete indukovan standardnim granama stabla.

(ii) Dyck-ovi putevi. Skup X, ¢ne Dyck-ovi putevi od tacke (0,0) do
(2mn,0). Elementi objekta su tzv. ploce, koje predstavljaju povezane
komponente preseka unutrasnjosti Dyck-ovog puta sa horizontalnim traka-
ma Yy = {(z,y) € R? | k—1 < y < k}. Ploca se nalazi na nivou k
ako pripada traci Y;. Nulti nivo je prazan, a hijerarhija je odredena po
vertikalnom polozaju — ploca je roditelj ako se nalazi direktno ispod druge
ploce.

(iii) Izborni nizovi. Skup X, €¢ine izborni nizovi B = (a1,as,...,a2nm)
sastavljeni od brojeva 1 i —1, uz uslov da su svi parcijalni zbirovi s =
25:1 a; nenegativni i da je ukupan zbir nula. Par (7, j) se formira kada
je a; = 1, a; = —1, parcijalni zbirovi zadovoljavaju s; = s; + 1, a indeks
j je najmanji sa tim svojstvom. Nivoi se odreduju prema vrednostima
parcijalnih zbirova s;, a roditelj je onaj element koji pripada nizem nivou
i vremenski obuhvata svoje dete.

(iv) Binarna ravna stabla. Skup X, ¢ine sva binarna stabla sa nm évorova.
Nivoi su definisani na osnovu broja levih skretanja prilikom silaska od
korena do ¢vora: ¢vor se nalazi na i-tom nivou ako se do njega stize tacno
sa ¢ — 1 levih skretanja. Nulti nivo je prazan. Odnos roditelj—dete zasniva
se na jedinom levom skretanju koje ih razdvaja.

(v) Triangulacije. Neka je II pravilan mnogougao sa nm + 2 temena. Skup
Xnm Cine sve moguce triangulacije I koje ne dodaju nova temena. Nivoi se
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odreduju na osnovu geodetske udaljenosti trouglova od fiksiranog poc¢etnog
trougla, kroz niz skretanja levo ili desno. Roditelj je trougao iz kojeg
se moze sti¢i u dati trougao jednim desnim i proizvoljnim brojem levih
skretanja.

Slike 4.4 i 4.5 prikazuju ilustracije svih pet interpretacija za slucaj C’éz) = 6.
U ovom sluc¢aju, svaki objekat koji omogucéava dopusteno 2-oznacavanje ima naj-
viSe dva pozitivna nivoa. Prvi nivo je prikazan svetlosivom bojom, dok je drugi
prikazan belom. Oznake su oznacene slovima a i b. Posebno napominjemo da
samo jedan objekat doprinosi sa vise od jednog 2-oznacavanje, i on se pojavljuje
u prva tri reda na svakoj od figura.

LA an N\ N 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
a a b b N~ ~__ ~__ N~
a a b b
.A, POV 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
a b b a ~__ ~__ ~_ _~ ~_
a b b a
,A‘ PUONVONLNVAIN 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
a b a b ~__ N~ ~_ ~__
a b a b
/ ' /b\/b\/\
a a 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1
b b ~__~ ~__ ~__
b b a
a
' \ Wb\
a a 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1
b b ~__ N~ ~__
a b b
a
’ ’ M
a a 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

Slika 4.4: Uredena stabla, Dyck-ovi putevi, Izborni nizovi

Bijekcija: ploce Dyck-ove putanje <+ parovi u izbornom nizu. Neka
Dymn 0znacava skup Dyck-ovih putanja od (0,0) do (2mn,0) sa koracima (1,1)
i(1,-1). Za m € Dy, definisemo niz a = (ay, ..., a9mn) € {£1}>™" tako da
(1,1) = +11i (1,-1) — —1, a parcijalne zbirove ozna¢imo sa sy = Zle a; (uz
so = 0). Dyck-uslov daje s > 0 za sve k i So;n, = 0, pa je a izborni niz.

Parovi u izbornom nizu. Za svaki indeks ¢ sa a; = +1 definiSemo njegov par j =
match(?) kao najmanji indeks j > i takav da s; = s,_1 (standardno uparivanje
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N &

=N
=

Slika 4.5: Binarna ravna stabla, Triangulacija mnogougla

zagrada po pravilu steka). Skup svih takvih parova je
P(a) ={(i,j) | a; = +1, j = match(i)}.

Nivo para je L(i,7) = s;-1 + 1.

Ploc¢e Dyck-ove putanje. Za k > 1 neka je Yy = {(z,y) | k-1 < y < k}
horizontalna traka. Unutrasnjost regiona ispod putanje 7 sete Y; u konacno
mnogo intervala; njihove povezane komponente nazivamo plo¢ama na nivou
k. Skup ploca oznacimo sa Q(m). Svaka ploc¢a na nivou k ograni¢ena je odozdo
pravom y = k—1 i odozgo segmentom putanje izmedu prvog usponasay = k—1
na y = k i prvog kasnijeg silaska say =k nay =k — 1.

Teza. Preslikavanje @ : Q(7) — P(a) koje svakoj plo¢i @ na nivou k dodeljuje
par (i,7) gde je i indeks prvog uzlaznog koraka kojim 7 ulazi u @, a j indeks
prvog silaznog koraka kojim 7 izlazi iz (), jeste bijekcija. Pri tom se nivo ¢uva:

a relacija roditelj—dete izmedu ploca odgovara relaciji stroge ugnjezdenosti lukova

(i,4)-
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Dokaz. Neka @) lezi na nivou k. Prvi ulaz u ) je uzlazni korak sa visine k — 1
na k, pajea; =+11is;1 =k—1, sto daje L(i,5) = k. Izlaz iz Q je prvi silazni
korak koji vraéa putanju sa visine k na k — 1, §to je upravo j = match(i) iz
uparivanja zagrada. Time je ® dobro definisana.

Injektivnost je ocigledna: dve razlicite ploc¢e imaju razli¢ite ulazne i izlazne
korake, pa daju razlic¢ite parove (i, 7).

Za surjektivnost, uz proizvoljan par (i,j) € P(a) posmatrajmo deo putanje
od i do j. On pocinje ulazom na nivo s;_1 + 1 i prvi put se vra¢a na nivo
si—1 upravo u koraku j. Region izmedu tog segmenta i prave y = s;_1 ¢ini
jedinstvenu ploéu @ na nivou s;—1 + 1 za koju je ®(Q) = (i, 7).

Ocuvanje nivoa sledi direktno iz L(i, j) = s;—1+1 = k. Zarelaciju roditelj—de-
te: ploca @’ je neposredno ugnjezdena u ploc¢u @ ako i samo ako se odgovarajuéi
luk (i, j') nalazi strogo unutar luka (4, j), bez meduluka izmedu njih, §to je stan-
dardna karakterizacija neposrednog potomstva u ugnjezdenoj strukturi zagrada.
Dakle, @ je izomorfizam hijerarhija. (]

Teorema 4.13 Neka su za fiksne n > 0 i m > 1 dati skupovi objekata (1)—(v)
i neka Xy, oznacava odgovarajuci skup objekata u jednoj od tih interpretacija,
a N, (X) broj dopustenih m-oznacavanja objekta X. Tada vaZi

Cr(zm) = Z N (X),

XEXnm

tj. svaka od pet interpretacija zaista predstavlija validnu kombinatornu inter-
pretaciju broja Cﬁm).

Dokaz. Dokaz Teoreme 4.13 za interpretaciju (i) Da bismo zakljucili dokaz
teoreme, dovoljno je pokazati da interpretacija uredenih stabala sa dopustenim
m-oznacavanjima zaista prebrojava brojeve C’,gm). U nastavku gradimo preciznu
bijekciju izmedu dva objekta:

C/~ i Amnt,

pri ¢emu prvi skup predstavlja Setnje po automorfizmima, a drugi skup pred-
stavlja m-oznacena uredena stabla.

1. Skup Setnji po automorfizmima

Definisemo
C=Cpi1 = {(T,w) | T € Tps1, w je al”-setnja},
gde T},11 oznacava skup svih ukorenjenih stabala sa n+1 temenom, a a(Tm)—éetnja

je definisana u prethodnom odeljku.
Na C uvodimo relaciju ekvivalencije

(T,w) ~ (T',w') <<= T =T ipostoji p € Aut(T) sa p-w = w'.

Dakle, dve Setnje smatramo ekvivalentnim ako se razlikuju samo za automor-
fizam stabla. Skup orbita oznac¢avamo sa C/~.

Iz konstrukcije a;m)—éetnji (i faktorisanja po automorfizmima) poznato je da
vazi

lc/~] = Cim. (4.1)



70

2. Skup dopusteno m-oznacenih uredenih stabala
Neka P,,n41 oznacava skup uredenih stabala sa mn+1 temenom. DefiniSemo
Apnt1 = {(T, 0) | T € Prnt1, £ je dopusteno m—oznaéavanje}. (4.2)
Ako N,,,(T') oznacava broj dopustenih m-oznacavanja stabla T, tada
‘Amn+1| = Z Nm(T)a
TEPmn+t1

§to je upravo izraz iz tvrdnje teoreme.

3. Plan dokaza
Konstruisa¢emo bijekciju izmedu skupova C/~ i A,,,+1 putem preslikavanja
a:C/~— Apntt, B:Apny1 —C/~.

Dokazac¢emo da su oba preslikavanja dobro definisana i da su medusobno in-
verzna.

4. Definicija preslikavanja o
Za orbitu [T, w] € C/~ definisemo
[T, w]) = (T, 6),
gde se par (f, Z) gradi u dva koraka opisane u nastavku.

¢ Konstrukcija uredenog stabla T. Neka Setnja w pocinje u temenu vg.
Posmatramo T kao ukorenjeno stablo sa korenom vy i ¢itamo Setnju w
redom.

Svaki prelazak preko grane e = {u,v} moze se pojaviti u jednom od dva
smera:

(a) silazak: Setnja prelazi e u smeru od roditelja ka detetu;

(b) povratak: prelazi e u smeru od deteta ka roditelju.

Samo silasci (a) uticu na konstrukciju T: svaki put kada se u Setnji w
desi silazak preko grane e, u T dodajemo nowvog potomka trenutnog ¢vora.
Redosled kojim se silasci pojavljuju u Setnji odreduje planarni redosled
dece u T (s leva na desno).

Posto se svaka grana u T prelazi ka detetu tacno m puta (po definiciji

agr”)—éetnje)7 iz jedne grane e nastaje ta¢no m novih potomaka, smestenih
uzastopno u planarnom poretku. Tako dobijamo uredeno stablo sa mn
grana, odnosno mn+1 temenom.

e Konstrukcija oznaka l. Setnja w preko svake grane e sadrzi tacno
m uzastopnih silazaka (svaki silazak u smislu (a) je jedan ’odlazak od
roditelja ka detetu’). U prethodnom koraku, tih m silazaka proizvelo je
blok od m uzastopnih potomaka u ureSenom stablu T.

Oznaku ¢ definisemo tako da svi potomci u tom bloku dobiju istu oznaku.
Drugim rec¢ima:
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(a) svaki izvorni silazak preko grane e daje po jedno dete u T;
(b) m silazaka preko iste grane e daju blok od m uzastopnih potomaka;

(¢) svim tim potomcima dodeljujemo istu oznaku (zavisi samo od grane

e).

Na taj nacin se ¢vorovi T prirodno dele na blokove veli¢ine m, koji se u
potpunosti poklapaju sa pricom o dopustenom m-oznacavanju: broj dece
na svakom pozitivnom nivou je deljiv sa m, a blokovi postuju hijerarhiju
roditelj—dete.

Stoga je ¢ upravo dopusteno m-oznacavanje u smislu definicije.

Automorfizmi izvornog stabla T mogu permutovati simetri¢ne (izomorfne)
grane, ali takve permutacije ne menjaju redosled prelazaka u Setnji w. Zato
konstrukeija (7', £) zavisi iskljucivo od orbite [T, w], a ne od izbora predstavnika,
pa je a dobro definisana.

5. Definicija preslikavanja
Za (T,f) € Apny1 definiSemo

gde:

« T je stablo dobijeno kolapsiranjem svakog bloka od m uzastopnih po-
tomaka sa istom oznakom u jedno dete.

Preciznije, u uredenom stablu T" deca svakog temena su podeljena u uza-
stopne blokove veli¢ine m (zahvaljujuéi dopustenosti oznacavanja ¢), i svi
¢lanovi jednog bloka predstavljaju 'm-kopije’ iste izvorne potomke—grane.
Kolapsiranje znaci da se svaki takav blok od m ¢vorova zamenjuje jednim
detetom. Tako se iz |E(T)| = mn paralelnih potomaka dobija tatno n
grana u f, pa T ima n+1 temena. Ovaj postupak ne ukljuc¢uje nikakav
izbor: blokovi su jednozna¢no odredeni oznakama i planarnim poretkom.

o Wje a%m)—éetnja dobijena ¢itanjem oznaka u £ u uredenom poretku i prepi-
sivanjem svakog bloka od m potomaka kao m uzastopnih prelazaka odgo-
varajuce grane u 7.

Naime, kontur—obilazak stabla T daje hronoloski redosled pojavljivanja
blokova u kojima se nalaze m-kopije iste potomke. Svaki takav blok se u
T prepoznaje kao jedna grana €, a ¢injenica da blok sadrzi taéno m ele-
menata znaci da Setnja mora preéi granu € ta¢no m puta ’ka detetu’ i isto
toliko puta nazad. Tim prepisivanjem blokova u prelaze grana dobijamo
jedinstvenu Setnju @ koja prelazi svaku granu T ta¢no 2m puta — upravo
Setnju tipa a%m)

Posto je struktura blokova u potpunosti zadana oznakama £ i planarnim
poretkom u T, a sve simetrije sakupljenog stabla T identifikuju se u orbiti C/ ~;,
preslikavanje 8 je dobro definisano.
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6. Dobro definisanost preslikavanja o i 8

Preslikavanja « i 8 su dobro definisana.

Dokaz smo veé dali u tackama (4) i (5): « ne zavisi od izbora predstavnika
orbite, a 8 ne zavisi od izbora reprezentacije oznaka unutar blokova. Oba pres-
likavanja postuju strukturu orbita u C/~.

7. Inverznost preslikavanja
Preslikavanja « i 8 su medusobno inverzna.
Dokazimo da je foa = ao g =id.

(1) Boa =1id na C/ ~. Polazimo od klase [T,w]. Konstrukcija a razvija
Setnju w u uredeno stablo T sa blokovima po m (Korak Al1-A2). Potom f

ponovo kolapsira te blokove u izvorne grane stabla T i iz njih rekonstruse w kao
a(Tm)—éetnju (Korak B1-B2). Razlike usled automorfizama upadaju u odnos ~.
Dakle, S(a([T, w])) = [T, w].

(2) aof =1id na A,pt1. Polazimo od (T,¢) € Apnnt1. Preslikavanje S prvo

kolapsira blokove od m potomaka u jedno dete i gradi izvorno stablo T', a zatim

formira a(fm)—éetnju w. Primena « ponovo rastavlja te blokove na m potomaka

u uredenom poretku i vra¢a upravo originalno (T, ¢).

Time su oba kompozita identiteti, pa su a i f medusobni inverzi.
8. Zakljucak
Kombinovanjem (4.1) i bijekcije
C/~ — Amni1
dobijamo da broj elemenata interpretacije (i) iznosi
[ Amnia] = CI™,

Sto zavrSava dokaz Teoreme 4.13 za interpretaciju (i). O
Naredno tvrdenje posledica je teoreme 4.13.

Tvrdenje 4.14 Za svaki n > 0 vazi

G- Y %

T€Tpn+1 veV(T)

ar(v)

@)’

gde je Iy 41 skup predstavnika izomorfijskih klasa nenumerisanih stabala sa n+1
temena, V(T) skup temena stabla T, T'(T') grupa automorfizama stabla T, a
ar(v) broj zatvorenih hodova koji na grafu dobijenom udvostrucivanjem svake

grane stabla T pocinju u v, koriste svaku (kopiju) grane tacno jednom (otuda
svaku originalnu granu taéno dva puta) i zavriavaju se u v.

Zakljucak

U ovom radu proucavali smo tri vazne klase posebnih brojeva u kombinatorici:
Stirlingove brojeve, harmonijske brojeve i Katalanove brojeve, kao i njihove
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generalizacije. Svaka od ovih numerickih nizova igra znac¢ajnu ulogu u razli¢itim
granama matematike — od teorije skupova i funkcija, preko analize i teorije
brojeva, do kombinatornih struktura i algoritama.

Stirlingovi brojevi prvog i drugog reda omogucavaju elegantne interpretacije
raznih problema prebrojavanja, posebno onih koji se odnose na permutacije i
particije. Harmonijski brojevi pojavljuju se u analizi i teoriji redova, ali i u
izrazavanju vrednosti pojedinih suma i koeficijenata. Katalanovi brojevi, koji
se pojavljuju u velikom broju kombinatornih problema, predstavljeni su i kroz
svoje klasi¢ne i kroz generalizovane oblike.

Poseban fokus rada bio je na generalizaciji Katalanovih brojeva, odnosno na
tzv. m-Katalanovim brojevima C,gm), ¢ija se kombinatorna bogatost ogleda kroz
razli¢ite interpretacije: planarna stabla, Dyck-ovi putevi, izborni nizovi, trian-
gulacije i binarna stabla. Kroz detaljnu analizu i konstrukciju bijekcija pokazali
smo ekvivalenciju ovih interpretacija, ¢ime je dodatno osvetljena njihova struk-
turalna koherentnost.

Pored pregleda poznatih rezultata, rad sadrzi i konstruktivne dokaze koji
povezuju razlicite modele i osvetljavaju unutrasnju logiku generalizovanih Kata-
lanovih brojeva. Ovi rezultati ne samo da produbljuju razumevanje klasi¢nih
kombinatornih objekata, ve¢ otvaraju prostor za dalje istrazivanje — bilo u
pravcu daljih generalizacija, bilo u pronalazenju novih aplikacija u teoriji grafova,
enumerativnoj kombinatorici i racunarstvu.
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