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Predgovor

Bavedi se logikama, pogotovo klasi¢nim logikama, ¢esto smo koristili kontradikcije da bismo
dokazali neku tvrdnju. Ali Sta ako imamo tvrdnju takvu da tacnost njene negacije ne isklju€uje ta¢nost
same tvrdnje? U Zivotu se sre¢emo sa takvim tvrdnjama, u normalnom razgovoru retko dolazimo do
apsolutne istine. U svakoj raspravi ili debati uglavhom ima istine i sa jedne i sa druge strane. Klasi¢na
logika tu nailazi na problem, jer kako dve tvrdnje koje su u negaciji jedna sa drugom mogu obe biti
tacne? Tu se pojavljuje intuicionisticka i konstruktivna logika. U njima se ne dokazuje pomodu
kontradikcija, nego se zahteva da se konstruiSe dokaz da nesto jeste ili nije ta¢no.

U ovom master radu bavicemo se jednom takvom logikom. Proucavaéemo konstruktivnu logiku —
pod nazivom Nelsonova logika — i neka njena algebarska predstavljanja. Rad je podeljen na Cetiri glave.

U prvoj glavi upoznaéemo se sa biografijom Davida Nelsona, tvorcem Nelsonovih logika, kao i sa
istorijskim kontekstom koji je doveo do njihovog razvoja. UveS¢emo i osnovne pojmove o mrezama koji
¢e nam biti potrebni za dalji rad. Dodatno ¢emo prestaviti i Brouwerove i Heytingove algebre, kao i
topologiju Alexandrova, pomocu kojih éemo kasnije definisati druge pojmove.

Druga glava pocinje motivacijom za uvodenje Nelsonove logike, posle ¢ega se uvode aksiome
Nelsonove N3 logike. Nakon toga uvodimo neke karakterizacije Nelsonovih logika. Prvo éemo predstaviti
Nelsonove algebre kao reziduacione mreze i prikazati koji sve uslovi mogu da se koriste da se
okarakterise Nelsonova algebra kao reziduaciona mreza. Nakon toga ¢emo uvesti N4-mreZe koje su
definisane na uopstenju Nelsonove logike i prikazati kako preko njih mozemo da okarakteriSemo N3-
mreze, koje se definiSu na Nelsonovoj logici. Na kraju glave éemo prikazati joS jednu karakterizaciju N3-
mrezi, ovog puta preko Kleenejevih algebri.

U trecoj glavi uvodimo novu strukturu, strukturu rough skupova. Prvo ih definiSemo pomocu
relacija ekvivalencije i prikazujemo neke rezultate koji su dobijeni za tako definisane rough skupove.
Zatim ¢emo prikazati definiciju rough skupova preko kvaziuredenja i neke osobine takvih rough
skupova. Ovu glavu zavrSavamo predstavljanjem Nelsonovih algebri preko rough skupova.

U Cetvrtoj, ujedno i poslednjoj glavi, predstavljamo neke zanimljivosti. Prvo éemo prikazati twist
strukturu koja predstavlja N3-mreZe. Nakon toga ¢emo prikazati neke neklasi¢ne logike i njihove veze sa
Nelsonovim algebrama.

Veoma sam zahvalna mentoru, dr Rozaliji Sz. Madaras za ogromnu podrsku i pomo¢ u odabiru teme
za rad, kao i na velikoj pomodi i mnogo strpljenja tokom izrade rada i Citavog Skolovanja. Takode, Zelim
da se zahvalim dr Anni Slivkovoj i dr Samiru Zahirovi¢u $to su prihvatili da budu ¢lanovi komisije, na
svemu $to su me naucili tokom studiranja i na svim savetima i sugestijama prilikom pisanja ovog rada.



Za kraj, najvise Zelim da se zahvalim mojoj porodici, roditeljima Tatjani i Dusanu, bratu Igoru, babi
Radojki i dedi Rafaelu na ogromnoj podrsci i svoj pomodi koju su mi pruZili tokom Skolovanja. Takode,
hvala mom dragom Nikoli na svom strpljenju i svoj podrsci koju mi je pruZio tokom celokupnog
studiranja.

Novi Sad, 2025. godine Sara Nastasijevic¢



1. Uvod

1.1 O Nelsonovoj logici

Razvoj Nelsonove logike je krenuo u periodu logickog pluralizma sredinom 20. veka. Tada se
dominacija klasicne logike dovodi u pitanje, narocito od strane intuicionista koji su bili predvodeni
Luitzenom Egbertusom Janom Brouwerom i Arendom Heytingom. Oni su zagovarali logiku zasnovanu na
konstruktivnim dokazima.

Glavni problem je predstavljala klasi¢na negacija, koja podrazumeva da je svaka tvrdnja ili istinita ili
neistinita. Klasi¢na negacija nije dozvoljavala razlikovanje ,nedokazanosti“ i ,,dokazane neistinitosti“.
U ovom radu ¢emo se baviti takozvanim Nelsonovim logikama, odnosno njihovim algebarskih
ekvivalentima, Nelsonovim algebrama.

David Nelson je bio americki matematicar i logicar. Roden je u Cape Girardeau, Missouri, 2. januara
1918. Osnovne i master studije je zavrSio 1939. i 1940. na Univerzitetu Wisconsin-Madison, gde je 1946.
odbranio doktorsku disertaciju Recursive functions and intuitionistic number theory pod mentorstvom
Stephena Colea Kleeneja, Ciji je bio prvi doktorant. Za vreme doktorskih studija je predavao na Amherst
koledZzu od 1942. do 1946. kao asistent. Nakon zavrSetka doktorskih studija, dobija posao docenta na
Departmanu za matematiku na Univerzitetu George Washington u Washington D. C. Zvanje profesora je
dobio 1958. i tu je ostao do penzije 1986. Bio je i rukovodilac Departmana za matematiku od 1956. do
1967. Pored zaduZenja na fakultetu, bio je i ¢lan lzvrSnog komiteta Association for Symbolic Logic od
1949. do 1953. Radio je i kao konsultant za National Research Council od 1960. do 1963. Do kraja Zivota
je ziveo u stanu blizu Kennedy Centra i Smithsonian muzeja, koje je ¢esto posecivao. Umro je 22.

avgusta 2003.

Logiku sa jakom negacijom je uveo David Nelson u svom radu [22] i dalje prosirio u radu [23], koja
je kasnije postala poznata pod nazivom N3 logika. U Nelsonovoj logici negacija je dobila novo znacenje i
vise nije znacila samo ,,nedokazivost” tvrdnje, nego da postoji konstruktivan dokaz neistinitosti tvrdnje —
takozvana refutacija. N3 je tako postao prvi sistem koji kombinuje konstruktivnu logiku i negaciju koja
ne vodi odmah do trivijalnosti.

Kasnije, prosirujuéi N3 logiku, 1974. Nelson uvodi logiku N4, u kojoj se negacija ponasa jos
slobodnije, jer ne zahteva da tvrdnja i njena negacija budu u kontradikciji.

Posle toga se u istrazivanje Nelsonovih logika ukljucuju i drugi naucnici. U sedamdesetim i
osamdesetim godinama 20. veka Helena Rasiowa i Andrzej Sendlewski razvijaju algebarske modele
Nelsonove logike, pomocu takozvanih Nelsonovih algebri ili N3- i N4-mreZa i struktura baziranih na
Heytingovim algebrama sa dodatkom jakih negacija. Njihov rad je omogucio dalju formalizaciju
Nelsonovih ideja kao i primenu u savremenim logickim sistemima. Konkretno je napravljen formalni
most izmedu sintaktic¢ke logike i algebarske semantike, posebno u kontekstu reziduacionih mreza i
kasnije teorije rough skupova.

U istom periodu, nezavisno su Dimiter Vakarelov [31] i Manuel M. Fidel [9] uveli drugaciju

reprezentaciju za N3-mreZe pomodu twist struktura, ali je kategoric¢nu ekvivalenciju uradio tek
Sendlewski 1990. godine [27].



Tokom dvehiljaditih godina Sdndor Radeleczki i Jouni Jarvinen [12] uvode nove strukture
ekvivalentne Nelsonovoj algebri pomocu rough skupova, tako sto koriste kvaziuredene skupove, kako bi
formirali semanticke okvire u kojima se Nelsonova logika mozZe prirodno interpretirati.

1.2 O mrezama

Kako bismo istrazivali Nelsonove logike uvodimo osnovne pojmove koje ¢emo kasnije koristiti, pratimo
notacije i definicije iz [14],[19] i [30].

Definicija 1.1: Neka je (P, <) ureden skup, i A S P. Ako medu gornjim ogranic¢enjima skupa A
postoji najmanji element, zovemo ga supremum od A i obeleZzavamo ga sa supA ili V A. Analogno, ako

medu donjim ograni¢enjima postoji najveéi element zovemo ga infimum od A i obeleZzavamo ga sa infA
ili AA.

Definicija 1.2: Neka je (P, <) ureden skupib € P.
— Element b je najmanji u P ako je ispunjeno:
(Vx € P)(b < x).
— Dualno, b je najveci u P, ako vatzi:
(Vx € P)(x < b).

Ako postoji, najmanji element je jedinstven i zove se nula uredenog skupa, i oznacava se sa 0.
Sliéno, ako postoji najveci element u uredenom skupu, on je jedinstven i zove se jedinica, u oznaci 1.

Definicija 1.3: MreZa je uredeni skup (L, <) u kome za svaka dva elementa a i b postoji infimum u
oznaci inf{a, b} ilia A b i supremum u oznaci sup{a, b}ilia Vv b.

Definicija 1.4: Neka je L neprazan skup, a A ili V binarne operacije na njemu. Tada je uredena trojka
(L,AV) mreZa (kaze se i mreZa kao algebarska struktura), ako vaze slededi identiteti:

i. XAYy=YyAx,

i. xVy=yVx,
ii. xAWAz)=&AYy)Az,
iv. xV(@vz)=xVy)Vz

v. xA(xVvy)=x,
vii xV(xAy)=nx

MoZe se dokazati [30]: svaki uredeni skup (L, <) koji je mrezZa je ujedno i mreza kao algebarska
struktura (L,A,V), kao i obrnuto.

Definicija 1.5: Kompletna mreZa je uredeni skup u kome svaki podskup ima infimum i supremum.

Definicija 1.6:

(1) Filter u mrezi L = (L,A,V) je njen neprazni podskup F koji ispunjava uslove:
(i) akoa,b € FondaiaAbEF,
(i) akoa € Fia<condac € F.
(2) Neka je (L,A,V) proizvoljna mreza i F C L filter mreZe L takavda F # L. Tada F zovemo
pravi filter.



(3) Glavni filter u mreZi L, generisan elementom a € L, definiSe se na sledeci nacin:

Ta={x€L|a<x}

(4) Za pravifilter F mreze L kazemo da je prost filter ako zasve a,b € L,izuslovaaVv b € F
sledia € Filib eF.

Definicija 1.7: Kompletna mreza je L je kompletno distributivna ako za bilo koji dvostruko
indeksiran podskup {ai,]-}ie”e] od L, imamo:

AVe)= V(o)

iel \ jeJ f:I-] \iel

to jest, svaki infimum supremuma je jednak supremumu svih mogucih elemenata dobijenih infimumom
elemenata a; , gde jei € I i k zavisi od i.

Definicija 1.8: MreZa (L;,A,V) je podmreZa mreze (L,A,V) ako je L, € L, a operacije na L,su
restrikcije operacija iz L.

Definicija 1.9: Za podmreZu L,;kompletne mreze L kazemo da je njena kompletna podmreZa ako su
supAiinfAzasve A € L; elementi skupa L.

Kompletna podmreza kompletno distributivne mreze je kompletno distributivna.

Definicija 1.10: Neka je L kompletna mreza i neka je k € L. Element k je kompaktan ako za svaki
podskup S € L

k < \/S implicira k < \/F za neki konacan podskup F C S.

Skup kompaktnih elemenata L se oznacava sa K (L). Kompletna mreza L je algebarska, ako za svako
a€lL

a=\/{kEJC(L)|kSa}.
Definicija 1.11: Direktan proizvod mreza (L,, <) i(L,, <,) je mreza (L, X L,, <) takva da je
Ly xL,={(a,b)|a€Lybe€L,}i
(a,b) < (c,d) akoisamoakoa <, cib<,dzaa,b€lL,icdE€L,.
MoZe se dokazati da je direktan proizvod algebarskih mreza algebarska mreza.
Definicija 1.12: Element j kompletne mreZe L je kompletno V-nesvodljiv ako
j= \/S impliciraj € S,

za svaki podskup S € L.

Napomenimo da ako najmaniji element 0 u mrezi postoji, tada on nije kompletno V-nesvodljiv, zato
Stoje0=VQi0 & @ ([30]). Skup kompletno V-nesvodljivih elemenata L se oznacava sa (J(L) ili samo
sa J, ako se zna koja mreza se posmatra.

Definicija 1.13: Kompletna mreZa L je prostorna (spatial) ako za svako a € L
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a:\/{jEJljSa}.

Ako je L algebarska mreza, onda su njeni kompletno V-nesvodljivi elementi kompaktni.

Neka je mreZa L algebarska i prostorna. Posto svaki kompaktan element moZze biti napisan kao
konacni supremum i svaki konacni supremum kompaktnih elemenata je kompaktan, kompaktni
elementi L su tacno oni koji mogu biti zapisani kao konaéni supremumi kompletno V-nesvodljivih
elemenata.

Boolova mreZa se definise kao distributivna mreza u kojoj svaki element x ima komplement, u
oznaci x’. Sto znadi da za svako x vai:

xAx'=0ixvx =1.

Naravno, ima i najmanji i najveéi element 0 i 1. Sa tim u vidu, definiSe se nova algebra, tako da se skup
osnovnih operacija mreze (Ai V) prosiruje sa unarnom operacijom komplementiranja’ i sa dve
konstante 0i 1. MreZne osobine komplementiranja i konstanti se definiSu pomocu aksioma na slededi
nacin:

Definicija 1.14: Boolova algebra je uredena Sestorka B = (B,A,V,’, 0,1), gde je B neprazni skup, A i
V su binarne, ’ je unarna operacija, a 0 i 1 su konstante, tako da vaZe slededi uslovi

bl: xAy=yAx,

b2: xVy=yVx,

b3:xA(yvz)=((xAy)V(xAz),

bd:xV(yAz)=(xVy)A(xV2z),

b5: x A1l =x,

b6: x VO =x,

b7:xAx' =0,

b8:xvx' =1,

b9: 0 # 1.

Definicija 1.15: Neka je (P, <) ureden skup i x, y € P. Tada se definise relacija <, koja se naziva
relacija pokrivanja, na sledec¢i nacin:

x <yakoisamoako jex <yiizx<z<yslediz=xiliz=y;
ili ekvivalentno
x <yakoisamoakox <yi-(3z2)(x <z <y).
KaZe se da je x pokriveno sa y, ili da x prethodi y.

Definicija 1.16: Neka je P = (P, <) ureden skup sa najmanjim elementom 0. Elementa € P je
atom ako a pokriva 0, to jest, 0 < a. Skup svih atoma uredenog skupa P ¢emo oznacavati sa At(P).
Uredeni skup P je atomaran ako je svaki element b > 0 atom ili postoji atom a takodajea < b,a P je
atomarno generisan, ako je svaki element iz P supremum atoma ispod njega.

Booleova algebra je kompletna ako je kompletna kao mreza.



Teorema 1.1: Za kompletnu Booleovu algebru B, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(i) B je atomarna,
(i) B je atomarno generisana,
(iii) (B, <) je kompletno distributivnha mreza,
(iv) B jeizomorfna (¢ (U),u,n, ¢, @, U) za neki skup U.

Dokaz: Pokaza¢emo sledece implikacije (iv) = (iii) = (ii) = (i) = (iv).
(iv) = (iii): Ako je B = g (U) za neki skup U, onda posmatramo skupovnu algebru. Supremum i
infimum postaju unije i preseci, a za te operacije znamo da su distributivne. Cak i kad posmatramo
proizvolju familiju skupova distributivnost i dalje vazi, Sto nam i treba za kompletnu distributivnost. Sada
znamo da je §(U) kompletno distributivna, a kako izomorfizam ¢uva uredenje i sve operacije, onda je i
B kompletno distributivna.

(iii) = (ii): Pretpostavimo da je B kompletno distributivna Boolova algebra. U svakoj kompletnoj
distributivnoj mrezi svaki element je supremum nekih kompletno V-nesvodljivih elemenata. U Boolovoj
algebri takvi elementi su upravo atomi. Dakle, svaki b € B je supremum atoma ispod sebe. To jest,

b= \/{a € At(B) | a < b},

gde je At(B) skup svih atoma iz B. Time smo dobili tacno definiciju atomarne generisanosti, $to znaci
da je B atomarno generisana.

(i) = (i): Ako je svaki element supremum atoma ispod sebe, onda svaki nenula element iz B ima bar
jedan atom ispod sebe. Dakle B je atomarna.

(i) = (iv): Pretpostavimo da je B atomarna. Uzmimo da je U := At(B) i definiSemo preslikavanje

¢:B - pU), ¢b)={a€cU|a<b}.
Pokaza¢emo da je ¢ izomorfizam.

e Homomorfizam:

- ¢(xvy)={a€eUla<sxVvy}={a€eU|a<xilia<y}
={aeUlasxiu{aeUla<y}=¢(x)Ud®)

- ¢xAny)={a€eUla<xAy}={a€elU|a<xia<y}
={aeUlasxin{aeUla<y}=¢x)Nnd®»)

- ¢()={a€elUlags1}=U

- ¢(0)={a€U|a<0}=0

— Komplement: U = ¢(1) = p(x Vx') = ¢p(x) U p(x") odakle je p(x") = U \ ¢p(x) = ¢p(x)°.

Dakle ¢ ¢uva sve Boolove operacije.

¢ Injektivnost:
Akoje p(x) = p(y),ondajeX =¢p(x) ={ac€U|a<x}={a€U|a<y}=¢(y)=:Y,akako
znamox =V X iy=VY, dasuXiY jednakiida je supremum skupa jedinstven, dobijamo x =
y. Odakle sledi da je ¢ injektivna.

e Sirjektivnost:



Neka je S © U proizvoljan. DefiniSemo xg := V § ( ovaj superemum postoji, jer je B kompletna). Za
svaki atom a € At(B) vaZi: a < x5 samo ako je a € S. Dakle, ¢(x5) = S. Cime smo dobili da je ¢
sirjektivna.

Dobili smo da je ¢ bijektivni homomorfizam, $to znaci da je B = g(U). o

Definicija 1.17: U mrezi L = (L; A,V ,0) sa najmanjim elementom 0, element a € L ima
pseudokomplement ako postoji element a* € L takav da za svako b € L vaZi

aAb=0akoisamo ako b < a*.

Ako takav element postoji, onda je on jedinstven. MreZa L je pseudokomplementarna ako svaki element
iz L ima pseudokomplement. Svaka pseudokomplementarna mreza ima najveéi element 1 = 0%, koji
onda moZe biti dodat kao konstanta u algebru.

U pseudokomplementarnoj mrezi L element a je gust ako a* = 0. Filter F je gust ako sadrZi sve
guste elemente L.

Definicija 1.18: Za preslikavanje C: go(A) — §(A) kazemo da je operator zatvaranja na A ako za
sve X,Y C A vaii:

(1) X< CX),
2) XSY=CX)cC),
(3) c(c))=cX).

Teorema 1.2: Neka je L = (L; A,V,*,0,1) pseudokomplementarna mreza. Sledeée vazi za svako a, b € L:

(i) a < bimplicirab™ < a”,

(i) preslikavanje a — a** je operator zatvaranja,
(iii) a* = a*™*,

(iv) (avb)" =a* Ab*,

(v) (anb)*=a* Vb

Dokaz: (i): Pretpostavimo da je a < b. Po definiciji pseudokomplementa, znamo da je b*najvedi
element sa svojstvom b A b* = 0. Kako je a < b imamo

aAb*<bAb" =0,

to jest, dobijamo da je a A b* = 0. A kako znamo da je a* najveci element sa tom osobinom sledi da je
b* < a".
(ii): Treba pokazati tri osobine da bi a — a** bio operator zatvaranja.

(1) a<a™,

(2) a<b=a"*<b",

(3) (a**)** — a**.

(1): Znamo, po definiciji pseudokomplementa, da vazi a A a* = 0. Ako primenimo definiciju
pseudokomplementa na a* dobijamo

xANa* = x<a.
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Kako znamo da je a A a* = 0, uzmimo da je x := a. Tada na osnovu gornje ekvivalencije dobijamo da je
a<a".

(2): Ako je a < b moZemo na primenimo rezultat iz (i) i tako dobijamo b* < a*. Sad opet primenimo
rezultat iz (i) samo na b* < a* i time se dobija traZeni rezultat a™ < b™".

(3): Ako rezultat iz (1) primenimo na a** dobijamo a™* < (a**)**. Sada pokazujemo drugu nejednakost.
Ako primenimo rezultat iz (1) na a* dobijamo da vazZi nejednakost a* < a***. Ako sada na tu nejednakost
primenimo rezultat iz (i) imamo (a™*)* < a**, a kako znamo da je (a™*)* = (a™)**, dobili smo da je
(a*)™ < a**. Kako vaze obe nejednakosti, sledi da je (a™)** = a*".

Sadaiz (1), (2) i (3) sledi da je a — a™* operator zatvaranja.

* KK

(iii): Koristimo rezultate iz (i) i (ii). Iz (ii)(1) primenjenog na a* dobijamo a* < a
nejednakost éemo dobiti tako $to (i) primenimo da nejednakost a < a**, za koju znamo da vaZi na

. Drugu

osnovu (ii)(1). Tako dobijamo (a**)* < a”, to jest, a*** < a*. Kako vazZe obe nejednakosti sledi da je

EE T

a*=a™.
(iv): Prvo pokazujemo a* A b* < (a V b)*. Posmatrajmo izraz (a V b) A (a* A b*). Na osnovu
distributivnosti dobijamo:

(avb)A(@a Ab*)=(ana*Ab*)V(bAa* AbY).

U prvoj zagradi dobijenog izraza imamo a A a” $to znamo da je jednako nuli po definiciji
pseudokomplementa. Isto vaziiza b A b* u drugoj zagradi. Dakle, dobili smo da je desna strana
jednakosti jednaka nuli, sto zna¢idajei (aV b) A (a* A b*) jednako nuli. Odavde, po definiciji
pseudokomplementa, dobijamo a* Ab* < (a Vv b)".

Pokazimo sada drugu nejednakost: (a V b)* < a* A b*.

Neka je y = (a V b)*. Po definiciji je (a Vb) Ay = 0.1z te jednakostisledia Ay =0ib Ay = 0 (jer je
aNy<(aVb)AyibAy < (aVb)Ay).Sada, po definiciji pseudokomplementa, dobijamo da je
y<a'iy<b*.Dakley < a*Ab*, odnosno (aV b)* <a"Ab".

Kombinovanjem dve nejednakosti dobijamo (a V b)* = a* A b*.

(v): Pokazacemo da je (a* V b*) A (a A b) = 0, odakle na osnovu definicije pseudokomplementa
dobijamo trazenu nejednakost.

(@vb)AN(aAb)=(a"ANaAb)V (b*ANaADb).

Kaoiu (iv)aAa®=0ibAb* =0, paje desna strana jednakosti jednaka nuli. Odakle je i (a* V b*) A
(aAb) =0.Dakle, (aAb)* =a*Vb". o

Definicija 1.19: Distributivna pseudokomplementarna mreza L je Stoneova algebra ako zadovoljava
Stoneov identitet:
x*Vx™ = 1.
U Stoneovoj algebri L, slededi identiteti su takode zadovoljeni:
XAy =x"Vy i(xvy)™ =x"Vvy™

Dualizacijom dobijamo koncepte dualnog pseudokomplementa, dualno pseudokomplementarne
mreZe i dualne Stoneove algebre. Duplo pseudokomplementarna mreZa je pseudokomplementarna
mreza koja je takode i dualno pseudokomplementarna. Slicno dupla Stoneova algebra je Stoneova
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algebra koja je takode i dualna Stoneova algebra. Svaka dupla Stoneova algebra zadovoljava x* < x™,
gde * predstavlja dualni pseudokomplement.

Definicija 1.20: Kvazi-identitet je identitet ili formula oblika
P1 = qi N ...\Np, = q, implicirap = q.
Kazemo da je dupla Stoneova algebra regularna ako zadovoljava kvazi-identitet:
x* =y ixt = y*implicirax = y.
Ovde naziv regularna potice od kongruencijske regularnosti. Algebra je kongruencijsko regularna ako je
svaka kongruencija odredena bilo kojom svojom klasom: dve kongruencije su jednake ako imaju

zajednicku klasu.
Zna se da je u svakoj duploj Stoneovoj algebri uslov regularnosti ekvivalentan sa:

Vx,y) x Axt <yvy"
Primer: Neka je B = (B,V,A,’,0,1) Boolova algebra. Oznacimo:
B2l .= {(a, b) € B?|a < b}
Sada je B2l regularna dupla Stoneova algebra sa operacijama:
(a,b)V (c,d)=(aVvc,bvd), (ab)A(c,d)=(aAc,bAd),
(a,b)* == (b",b"), (a,b)*:=(d,a")
Opstije, ako je F filter mreze B, onda
(B,F):={(a,b)€EB?*|a<biaVvb €F}

formira regularnu duplu Stoneovu algebru u kojoj su operacije definisane kao u B2l

1.3 Brouwerove i Heytingove mreze

Brouwerove i Heytingove mreze ¢e se puno koristiti u nastavku ovog rada, tako da je ovde izdvojen deo
da se one definiSu i navedu neke njihove osobine koje ¢e kasnije biti koris¢ene.

Definicija 1.21: Algebra (4,v,A, = ,0,1) sa tri binarne operacije i dve konstante je Heytingova
algebra ako zadovoljava

H1:(H,V,A) je distributivha mreza,

H2:xA0=0; xv1=1,

H3:x = x = 1,

H:(x = y)Ay =y, xA(x=Yy)=xAYy,

HS:x = (WAzZ) = (x = yY)A(x=2); (xVy) =z (x=2)Ay = 2).

U prethodnoj definiciji 0 se tumaci kao najmaniji element, a 1 kao najveci element.
Definicija 1.22: Brouverova algebra je Heytingova algebra bez najmanjeg elementa.

Brouwerove algebre mozemo da posmatramo kao univerzalne algebre L = (L,A,V,= ,1) tipa
(2,2,2,0) i Heytingove algebre kao algebre L = (L,A,V,= ,0,1) tipa (2,2,2,0,0).
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Neka je L = (L,A,V) mrezaia,b € L. Ako postoji najveci element ¢ € L takavda a A ¢ < b, onda se
taj element c naziva relativni pseudokomplement a u odnosu na b i oznacavasesaa = b. Akoa = b
postoji, onda je jedinstveno.

Kompletna mreza L zadovoljava V-beskonacni distributivni zakon (JID) ako za bilo kojeS €S Lia € L

a/\(\/S)z\/{a/\blbeS}.

Svaka kompletna Brouwerova mreza L = (L, <) zadovoljava (JID). Tada vazi, zasve a,b € L

a:>b:\/{cEL|a/\c£b}.

1.4 Malo topologije

Definicija 1.23: Topologija Alexandrova T na skupu U je topologija u kojoj su i preseci proizvoljne
familije otvorenih skupova otvoreni, ili ekvivalentno, svaka tacka x € U ima najmanju okolinu N(x) €
T. Za topologiju Alexandrova 7', najmanja okolina tacke x je N(x) = N{B € T | x € B}.

Slededa propozicija je rezultat iz knjige [8] B. Daveya i H. Priestley iz 2002., koju éemo dati bez
dokaza.
Propozicija 1.3: Slededi uslovi za kompletnu mrezu L su ekvivalentni

(Alex1) L je izomorfna mrezi svih otvorenih skupova u topologiji Alexandrova

(Alex2) L je algebarska i kompletno distributivna

(Alex3) L je distributivna i dvostruko algebarska (to jest algebarska i duplo algebarska)
(Alex4) L je prostorna i zadovoljava (JID)
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2. Nelsonove algebre

2.1 Nelsonova logika

Kako bi razumeli razliku izmedu klasi¢ne logike i Nelsonove logike ([22]) posmatrajmo IxA(x) i
—Vx—A(x). U klasi¢noj logici ova dva izraza su ekvivalentna, dok intuicionisti¢ki =Vx—A(x) ne implicira
uvek 3xA(x). Tacnost tih izraza se dokazuje na razli¢ite nacine. Izraz sa egzistencijalnim kvantifikatorom
traZzi metod za pronalaZzenje n tako da je A(n) tacno, dok se za izraz sa univerzalnim kvantifikatorom
pokazuje da je izraz =Vx—A(x) tacan.

Sli¢no se pojavljuje i kad posmatramo —A. U klasi¢noj i u intuicionistickoj interpretaciji, za
elementarnu formulu A bez slobodnih promenljivih, vazi da je = A ta¢no samo ako je A neta¢no. Takode
se slazu da za konstantnu formulu F koja je netagna® vazi: za bilo koju formulu A, =4 je taéno samo ako
je A — F tacno. Ali isto kao i gore za izraz =VxA(x) razlikujemo dve metode dokaza. Jedan daje metod
da se konstruiSe n tako da je —=A(n) tacno, dok drugi demonstrira da VxA(x) implicira apsurd.

Iz ugla konstruktabilnosti, razlika u metodama dokaza dozvoljava razliku u znacenju izraza =VxA(x)
i VxA(x) = F, gde je F netacno. Zbog toga Nelson u svom radu [22], u kom je prvi put i predstavljena
Nelsonova logika, definiSe konstruktivnu istinu za koju je =VxA(x) ta¢no samo u slucaju kada je =A(n)
istinito za neko n koje se moze dobiti efektivnom metodom. Takode uvodi i koncept konstruktivne
neistine koji traZzi dokaz da je nesto neistinito, a ne samo da se dolazi do kontradikcije.

Kako je Nelsonova logika konstruktivna logika, u Nelsonovom radu se traZe i pronalaze uslovi kada
je neku formulu moguée dokazati, odnosno konstruisati dokaz da je formula netacna, odakle i dolazi
naziv konstruktivna logika.

Nelson je u svom radu predstavio neke aksiome svoje logike, ali one nisu bile formalno ispisane i
razvijale su se kroz dalja istraZivanja dok nisu dobile formalni zapis.

Sledece aksiome ([14]), zajedno sa pravilom izvodenja modus ponens, definiSu Nelsonovu, tj. N3,
logiku sa operacijama {A,V, >, ~}, gde je — slaba implikacija, a ~ jaka negacija:

(A1) - -9
(A2) (- @-7)->(p-yY)->(p-7)
(A3) (pAY) - o
(A4) (pAY) >y
(A5) (e=>9P)=>(p—=7)= (0> @AY))
(A6) - (@pVy)

(A7) Y- (pVy)

(A8) (=)= (@W-7)-((evY)>7)
(A9) ~~ Qo P

(A10) ~(@eVvy) o (~onA~1)

(A11) ~(@AY) o (~pV~1)

(A12) ~(p-P) o (pA~9Y)

(A13) p-o>(~e-Y)

'F predstavlja konstruktivnu neistinu, odnosno trazi dokaz da je neistina, Sto nije isto kao ,false” iz klasi¢ne logike
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2.2 Nelsonove algebre kao reziduacione mreze

Kroz dalje istrazivanje je od predstavljanja preko aksioma doslo do otkri¢a da se Nelsonove logike mogu
predstaviti kao mreze i algebre. Jedan od tih nacina predstavljanja je kao specijalni tip reziduacionih mreza,
pratimo notaciju iz [14].

Definicija 2.1: Komutativna reziduaciona mreza (CRL) je algebra A = (A,A,V,x, = ,1) tipa (2,2,2,2,0),
takva da
i. (AAV)je mreia (sa uredenjem <);
i. (A% 1)je komutativni monoid;
iii. Zasvea,b,c € 4, imamodavaiiaxb <cakkoa <b = c.
Poslednja osobina je poznata kao reziduacija. Klasu reziduacionih mreza je moguce definisati i
pomocu identiteta.

Komutativna reziduaciona mreza A = (4,A,V,*,= ,1) je integralna kad se konstanta 1 interpretira
kao najvedi element mreze A = (4,A,V), a ogranicena je kad A = (4,A,V) ima i najmanji element, koji
obelezavamo 0, i koja je obi¢no tada dodata na algebarski jezik kao konstanta.

Komutativne integralne reziduacione mreze skra¢eno nazivamo CIRL, a komutativne integralne
ogranicene reziduacione mreze CIBRL.
Na svakoj CI(B)RL A = (4,A,V,*, = ,1) se definiSe negacija na slededi nacin: ~x := x = 0.

Pomocu ovog skracenog zapisa se uvode dve kljuéne osobine N3 mreza: involutivnost i Nelsonov
identitet.
Definicija 2.2: CI(B)RL je involutivna ako zadovoljava identitet duple negacije: ~~x =~ x.
Jedna nejednakost x <~~ x (koja je skracenica zapisa: x = x A~~ x) je zadovoljena u svakoj

CI(B)RL.

Definicija 2.3: Nelsonov identitet se definise na sledeéi nacin:

(x=2@=2)A(~y=2(y=>~x))=x>y.

Kao i kod involutivnosti jedna nejednakost je uvek zadovoljena:

x=2y<(x=2@G=2))A(~y=>(~y=>~x).

Definicija 2.4: Nelsonove reziduacione mreze se definiSu kao komutativne integralne ograni¢ene
reziduacione mreZe koje zadovoljavaju involutivnost i Nelsonov identitet. To jest, Nelsonove
reziduacione mreZe su komutativne integralne ogranicene reziduacione mreZe koje zadovoljavaju uslov
involutivnosti i Nelsonov identitet.

lzraz x = (x = y) koji se pojavljuje sa leve strane Nelsonovog identita definiSe slabu implikaciju na
slededi nacin:

x->yi=x=x=>y).
Sa ovom definicijom Nelsonov identitet mozZe biti zapisan i na slededi nacin:

x=>y:i=xX->Y)A(~y >~ Xx)
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Dodatno, mogu da se definiSu operacije ekvivalencije: slaba ekvivalencija, data sa <, se definiSe na
slededi nacin:

xoyi=x->y)Ay - x).
Jaka ekvivalencija, data sa &, se definiSe na slededi nacin:
xey:=0=2>y)A(y=x).
Sada znamo Sta CIBRL mora da zadovoljava da bi bila Nelsonova reziduaciona mreza. U sledeéim

propozicijama, predstavljenim u [21], ée biti prikazano koji uslovi mogu da zamene Nelsonov identitet i
koji uz involutivnost karakteriSu N3-mreZu.

Neka je A = (4,A,V,*,= ,1,0) kompatibilna involutivna CIBRL, to jest, takva da zadovoljava
identitetex > y =~y >~ xi~~ x = x (gde je, kao i ranije ~ x := x = 0). Ako definiSemo
x?:=x*xix3:=x*x *x, moZemo da zapi§emo identitet 3-potentnosti na slede¢i nacin:
= X,

Na svakoj CIBRL vazZi identitet ([21])

x=>=22)=(x*xy)>z

Takode éemo uvesti skraceni zapis x — y := x? = y. Posmatrajmo i relaciju < definisanu za svako
a,b € Atakodaa < b akkoa — b = 1. Na CIBRL A mozZemo ekvivalentno da definiSemo a < b ako i
samo ako a? < b. Ako je A dodatno i 3-potentna, tada je < kvaziuredenje koje moze da se koristi da se
dobije koli¢nik Heytingove algebre.

Lema 2.1: Na svakoj CIBRLvazia = a = 1.

Dokaz: Rezultat se dobija direktno iz osobine reziduacije. Znamo dajea < a,pajeondail *xa <
a. Dalje pomocu reziduacije dobijamo da je 1 < a = a, a kako je CIBRL integralna tada je 1 najveci
element, pasledia = a = 1. |

Lema 2.2: Na svakoj CIBRL vazi a *~ a = 0.

Dokaz: Jasno je davazi 0 < a *~ a, jer je 0 najmanji element. Sada znamo da vaZia < a, pa na
osnovu definicije ~ dobijamo a <~ a = 0. Na datu nejednakost primenimo reziduaciju i dobijamo
a *~ a < (0. Dakle vaZze obe nejednakosti, pa vazia *~ a = 0. |

Na svakoj kompatibilnoj involutivnoj CIRL vazi

x < yimplicira ~y <~ x, (D)
XDy R~y D~X, 2
x>y~ (x*~y), (3)
xxy =~ (x >~y), 4)
(xVy)xz=(x*x2)V(y*2). )

Lema 2.3 ([21]): Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i neka je * binarna operacija na A koja je
kompatibilnasa <zasvea,b,c € A. Tadazasvea,b € Aisvakon > 1akoa < btadaa™ < b™.
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Lema 2.4 ([21]): Svaka 3-potentna CIRL 4 zadovoljava identitete:

(1) (xAY)? = (x? Ay?)?,
(2) (xvy)? =x*V(x*y)Vy?

Lema 2.5: U svakoj 3-potentnoj CIRL A za svako a € A vazi a® = (a?)?.
Dokaz: Uz pomoc¢ osobina operacija mrezZe i osobine (1) iz leme 2.4 (2) imamo
a?=(an1)?=(a?A1%)? = (a® A1)? = (a?)> o
Lema 2.6 ([21]): Svaka 3-potentna kompatibilna involutivna CIRL A zadovoljava identitete:

(1) x*y < (xVy)?,
(2) (xVy) =x*Vvy?
(3) (x A~ x)? = 0.

Propozicija 2.7 ([21]): Neka je A kompatibilna involutivna CIBRL. Sledece je ekvivalentno:

a) Aje Nelsonova reziduaciona mreza,
b) A je 3-potentna i zadovoljava kvazi-identitet: ako x? ~ y2i(~ x)? =~ (~ y)? tada x =~ y.

Propozicija 2.8 ([21]): Za kompatibilnu involutivnu CIBRL A (sa uredenjem mreze <) na kojoj je < dato
kao gore, sledece je ekvivalentno:

a) A je Nelsonova reziduaciona mreza,
b) zasvea,b € Avaiidaa<bi~b <~ aakkoa <b.

Propozicija 2.9: Neka je A 3-potentna kompatibilna involutivna CIBRL (sa uredenjem mrezZe <), i neka je
< dato kao gore. Dodatno definiSemo a <’ b akko ~ b <~ a zasve a,b € A. Sledece je ekvivalentno:

a) Aje N3-mreia,
b) relacija < N <’ je parcijalno uredenje koje se poklapa sa <,

c) relacija < N <’ je parcijalno uredenje,

<
d) relacija < N <’ je antisimetric¢na,

e) zasvea,b € Aakoa? = b?i(~a)?> =(~b)?ondaa=h.

Dokaz: a) = b) Ako pretpostavimo da vaZi tvrdenje pod a), na osnovu propozicije 2.8, sledi da vazi
tvrdenje iz propozicije 2.8 pod b). Zatim na osnovu definicije relacije <’ vazi tvrdenje b).
b) = ¢) = d) je jasno.
d) = e) Pretpostavimo da je < N <’ antisimetri¢no. Pretpostavimo a? = b2 i (~ a)? = (~ b)?. Posto za
svako c¢,d € A imamo da

cxdecc’<ded?<dics’de (~d?s~ce (~d)? < (~ o) (6)

Po nadim pretpostavkama da je a® = b? i (~ a)? = (~ b)?, znamo da vaZe i nejednakosti a? < b? i
(~ b)? < (~ a)?. Dakle, prema (6) dobijamo dajea < bia <’ b, odavde vaZiia <N<' b. Analogno,
dobijamo i b <N<’' a. Sada po antisimetriji vaZzi a = b. Dakle, zasve a,b € 4, ako a? = b? i (~ a)? =
(~ b)?tadaa = b.

e) = a) Ovo sledi na osnovu hipoteze i propozicije 2.7. O
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Lema 2.10: Neka je A kompatibilna involutivna CIBRL. Tada na A vaii:

(i) ~x*(xAy)=0

(i) xv~y)xy=xx*y
(i) (x V~ y) * y? = x * y?
(iv) (x V~ y)? xy = x® x y

Dokaz: Za (i) posmatramo

aAb<a
=1=a (reziduacija)
=~a=~1 ((2)
=~a=0

Odnosno, po reziduaciji
(anb)*~a<0.
A kako je 0 najmanji elementsledid E~ x x (x Ay) = 0.

Za (ii), primetimo

(av~b)*b=(a*b)V (~b*b) ((3)
=(a*b)VO0 (lema 2.2)
=a*b.

Dakle, AE (x V~y)xy = x*Y.
Za (iii), primetimo
(av~b)*xb?=((aV~b)*b)*b
=(axb)*b (i)
= a * b>.
Dakle, A = (x V~ y) x y? ~ x * y2.
Za (iv), posmatramo

(av~b)2xb = (aV~b)x((aVv~b)xb)

= (aV~b)*(axDh) (D)
= ((av~ b)*b) *a

=(axb)*a (@)
=a?*b.
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Dakle A E (x V~ y)? xy ~ x% %y, O

Propozicija 2.11: Neka je A kompatibilna involutivna CIBRL. Sledece je ekvivalentno:

a) A je Nelsonova reziduaciona mreza,
b) Azadovoljavax *xy = (x2 xy) V (x * y?),
c) Azadovoljavax ~ x2V (x A~ x).

Dokaz: Dokazujemo prvo a) < b). Po pretpostavci u a) A je N3-mreZa $to znaci da na A vaii
Nelsonov identitet

(x:(x:y))/\(~y=>(~y=>~x))zx=>y.
Neka je sada a, b € A. Po hipotezi vazi

(a=(@=~b)A(~~b=>(~~b=>~aqa)) ~a=>~b,
pa posto znamo da vazi (2) i zakon duple negacije dobijamo

~@=~b)~~((a= (@=~b) (b= (b=~ a))). (7)
Tada imamo
a*b =~ (a =>~Db) ((4)
=~ (@a= (@=~b) A (b= (b=~ ) (7))
=~ (a= (a=>~ b)) v~ (b= (b >~ a))
= (a*~ (a =~ b))V (b *~ (b 2~ a)) ((4)
=(a*(axb)) Vv (b*(b*a)) ((4)

= (a?*b) Vv (b? x a).
Dakle, naAvazix *y =~ (x2 *y) V (y? x x).
Sada dokazujemo b) = a). Odnosno imamo pretpostavku da na A vazi
xxy=x?xy)V(y?=x).
Tadazaa,b € A vaii
ax~b = (a? *~ b) V ((~ b)? x a).
Odavde, po (2), dobijamo
~ ((@? *~ b) vV ((~ b)? x a)) =~ (a *~ b). (8)
Tada je
(a=@=>b)A(~b=>(~b=>~a))=~(a*~(@=>b)A~(~b*~ (~b>~a)) ((4)

=~ (a * (a *~ b)) N~ (~ b * (~ b * a)) ((4))
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=~ (a® *~ b) A~ ((~ b)? * a)

(@~ B)V ((~ bY? @)
=~ (a *~ b) (€)))
=a=b. ((4)

Dakle, vazi Nelsonov identitet, a kako je A involutivna CIBRL, znamo da je A Nelsonova reziduaciona
mreza.

Sada ¢emo pokazati ekvivalenciju a) i c).

Prvo pokazujemo a) = c¢). Na osnovu propozicije 2.7 znamo da za svaki N3-mreZu vaZi da je 3-potentna
i zadovoljava kvazi-identitet: x? ~ y2i (~ x)? ~ (~ y)? implicirax ~ y. Nekajesadaa,b € 4,
pokazaéemo

a? = (a? v (a A~ OL))2 i (~a)?= (~ (a? v (a A~ a)))2
i onda ¢emo primeniti gornji kvazi-identitet.
Da bismo pokazali da je a? = (a? v (a A~ a))z, posmatramo
a? = (a?)? (lema 2.5)
= (a?)?vo0
= (a®)? Vv (a A~ a)?
= (a®v (a A~ a))z. (lema 2.6 (2))
Treba jo$ da se pokaze (~ a)? = (~ (a2 V (a A~ a)))z. Dokaz ¢emo podeliti na dva dela.
Prvo ¢emo pokazati (~ a)? < (~ (az V (a A~ a)))z.
Iz a* < aiosobine (1) dobijamo ~ a <~ (a?), odakle na osnovu leme 2.3 zan = 2 imamo
(~ @? < (~ @)
Takode, iz osobine (1)
izaA~a < aimamo~ a <~ (a A~ a),
pa dalje, primenom leme 2.3, (~ a)? < (~ (a A~ a))z.
Spajanjem nejednakosti dobijamo (~ a)? < (~ (a?))? A (~ (a A~ a))?.
Dalje, na osnovu leme 2.3zan = 2ileme 2.4 (1), vazi
(= 22 < ((~ @) A (~ (@r~ D)) = (~ (@) A~ (@r~ )"
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Odakle (~ a)? < (~ (a?) A~ (a A~ a))z, po lemi 2.5.
Ali, onda, po De Morganovim zakonima vazi:

(~a)? < (~ (a? v (an~ a)))z.
Sada pokazujemo (~ (a? v (an~ a)))2 < (~a)%
lzav~a <1ileme2.1,imamo

~@A@av~a)<l=a=>a.
Nakon Sto primenimo reziduaciju dobijamo

(~@)A(av~a))*xa<a. 9
Takode vazi, na osnovu (4)
~@A(av~a)<~ (@) =a*>0=(a*xa)>0=~(a>~a)>0=a>~aq,

Primenom reziduacije dobijamo

(~ (@) A(av~a))*a<~a. (10)
Dakle, na osnovu (9) i (10)

(~ (@) A(av~a))*a<an~a. (11)
Ali tada vaizi i

(~ (@) A(av~a))xa<a’V(ar~a)

jer (~ (a®>) A (aVv~ a)) * a more da bude manje od supremuma a?ia A~ a. Ako je a A~ a
supremum, na osnovu (11) znamo da nejednakost vaZi, a ko je a? supremum, to znadi da je

a A~ a < a?, pa na osnovu te nejednakosti i (11) mora vaZiti gornja nejednakost. Primenimo dodatno
reziduaciju i dobijamo

~@)A(@v~a)<a=(a’V(ar~a)).
Dalje, na osnovu (1) imamo
~ (@) A(av~a) <~ (a?V(an~a)) =>~aq,
pa na osnovu De Morganovih zakona
~(@*v(an~a)) =~ (a®V(aA~a)) =~ a.

Ako opet primenimo reziduaciju dobijamo
2
(~ (a? v (an~ a))) <~a.
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Odakle, na osnovu leme 2.3 zan = 2, vaizi

2 2
<(~ (a? v (an~ a))) ) < (~a)?
pa se, na osnovu leme 2.5, dobija

(~ (a? v (a A~ a)))2 < (~ a)?
$to smo i hteli da pokazemo.
Pokazali smo da vazi
a? = (a?v (an~ a))2 i(~a)?= (~ (a® v (an~ a)))z,
Pa na osnovu kvazi-identiteta iz propozicije 2.7 vazia = a® v (a A~ a).
Dakle, A E x? V (x A~ x) = x.

PokaZzimo sada c) = a). Pretpostavimo da vazi identitet iz ¢). Da bismo pokazali da je A Nelsonova
reziduaciona mreza dovoljno je pokazati

AE(xX?xy)V(y?*x) = x*y.
Da bismo dokazali da taj identitet vazi, proveravamo da na A vaze slededi identiteti u datom redosledu:

(i) x?V~x=xV~x

(i) x*x(xAy)=xx*(xxy)
(i) x2V(xA@V~x))~x
(iv) (P*y)v(?*x)=x*y

Za (i) je dovoljno posmatrati
av~a=(a?v(an~a))v~a=a*V((ar~a)V~a)=a’Vv~a,

gde prva jednakost vaZi na osnovu pretpostavke da vazZi identitet iz ¢), i konacna jednakost vazi na
osnovu apsorpcije. Dakle,

AEX*V~x=xV~x.
Za (i), posmatramo
ax(anb)=(ax(@Ab))VvO
=(ax(@Ab))V(~ax(aAb)) (lema 2.10 (i))
= (aV~ a) * (a A b) (©)
= (a® V~ a) * (a A b) ()
=(a?*(aAb))V(~ax(@nb))  ((5)
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=(a®?x(aAb)) VO (lema 2.10 (i)
=a?x(aAb)
< a® xb. (kompatibilnost)

Sa druge strane, na osnovu leme 2.1 i reziduacije znamo davaZia*b < aia* b < b, paje onda
a*b < aAb.Sada, kako je operacija * kompatibilna sa uredenjem < dobijamo

ax(axb)<ax(aAb).
Dakle,

AEx*x(xANy) ~x?xy.
Za (iii),iz~a <~aVbimamoa A~ a < a A (~ aV b). Dalje dobijamo

a?Vv (aA~a) <a?Vv(an~ (aVvh)).

Ali, a® V (a A~ a) = a, po pretpostavci da vaZi identitet iz ¢), pa

a<a’v(an(~aVvh)).
Da bi dobili drugu nejednakost: iza? < aia A (~ aV b) < a dobijamo

a?v(an(~avb))<ava=a.
Dakle,
AEx?V(xA(~xVy))~x

Za (iv) stavimoa :=aV~ bif = b.Tada

axb=(@V~Db)*b (lema 2.10 (ii))

= (av~b) = (b*V (bA(av~ b))  ((id)

=ax*(f2V(BAra))
=(@*p)V(ax(BAra) ((5))
= (@*p)V(a*(a*p) ((iD)
= (a* 2V (a? * B)

= ((av~ b) *b?) Vv ((aV~ b)? x b)
= (a*b?) Vv (a? * b). (lema 2.10 (iii) i (iv))
Dakle,

A xy)V(?xx) = xxy.

23



Time smo dokazali traZeni identitet i na osnovu dokaza a) & b) imamo da je A Nelsonova reziduaciona
mreza. o

Propozicija 2.12 ([21]): Neka je A kompatibilna involutivna CIBRL. Sledece je ekvivalentno:

a) A je Nelsonova reziduaciona mreza,
b) A zadovoljava kvazi-identitet: ako x? < y i (~ y)? <~ x tadax < y.

2.3 N3-mreze kao specijalne N4-mreze

David Nelson je N4 logiku uveo posle N3 logike kao njeno uopstenje. Ali mogucde je i obrnuto, uvesti N4
logiku, odnosno N4-mrezu, i onda preko nje uvesti N3 logiku, odnosno N3-mreZzu, kao logiku sa dodatnim
aksiomama, odnosno mrezu sa dodatnim osobinama. Kako je N3 logika veé uvedena u ovom radu, u ovom
delu ée biti samo prikazano kako se N3-mreze mogu definisati preko N4-mreza.

Definicija 2.5: De Morganova mreZa je algebra (A,A,V, ~) takva da je (4,A,V) distributivha mreza i
operacija ~ predstavlja negaciju koja zadovoljava zakon dvostruke negacije

~~ X R X
kao i dva De Morganova zakona
~xVy)=~xA~y ~((XAYy)=~xV~y.
De Morganova algebra je De Morganova mreza sa dodatim konstantama 0 i 1.
Koristimo |a| kao skraceni zapis za a — a, za svako a € A. Slicno ako imamo izraz ¢, onda je
lpl == ¢ = .

Definicija 2.6: Algebra A = (A,A,V, -, ~) tipa (2,2,2,1) je N4-mreZa ako:

(N4.i) Redukt (4,AV, ~) je De Morganova mreza sa mreznim uredenjem <.
(N4.ii) Relacija < na A4 je kvaziuredenje, gde je < za svako a, b € A definisano sa
a < bakoisamoakoa - b = |a - b|.
(N4.iii) Relacija E := <N ()71 je kongruencija na reduktu (4,A,V, ) i koliéni¢ka algebra
(A; AV, —)/E je Brouwerova mreza.
(N4.iv) Zasvea,b € Avazi~ (a - b) =aA~ b (mod E).
(N4.v) Zasvea,b € Avazia<bakkoa<bi~b<~a.

PiSemo x < y kao skraceni zapiszax - y = |x = y|.
DefiniSemo jaku implikaciju na N4-mreZi A zasve a,b € A sa
a=b:=(@a—b)AN(~b—~a).

Slededa propozicija predstavlja sakupljene rezultate rada sa N3- i N4-mreZama, spojeno kao jedna
propozicija koja karakteriSe N3-mreZe preko N4-mreZa i tako predstavljena u [14].

Propozicija 2.13: Za svaku N4-mreZu A sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

a) Aje N3-mreia,
b) unarniizraz |x| je konstanta na A,
c) unarniizraz x = x je konstanta na A,
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d AExA~x=xy,
e) AEx<y=x,
f) AEx*xy<xgdejexxy:=~ (x =>~Yy).

MozZe se dokazati da je pojam reziduacione mreze ekvivalentan sa pojmom N3-mreze. Moguce je
lako preci sa jedne definicije na drugu. Da bi presli sa reziduacionih mreZa na N4-mreZe dovoljno je
definisati sledece:

x>y =x=>x>Yy)
~x=x=0
A za prelazak u drugom smeru je dovoljno definisati:
x=>y=@=>Y)A(~y>~x)
x %y =~ (x >~ )

1:= x|

0=~1
2.4 N3-mreze kao Kleenejeve algebre

Uvodimo jos$ jedan nacin predstavljanja N3-mreZa preko Kleenejevih algebri, ali pre toga moramo da
definiSemo $ta je tac¢no Kleenejeva algebra. Kako postoji vise definicija Kleenejeve algebre, ovde uvodimo
definiciju kakva nam odgovara za dalji rad koja je data u [26].

Definicija 2.7: Kleenejeva algebra je De Morganova mreza (A,A,V, ~,0,1) koja zadovoljava
XA~Xx S yV~y.

Kako znamo da su Boolove algebre specijalne Kleenejeve algebre interesantno je prikazati
Kleenejevu algebru koja nije Boolova, Sto je i prikazano u slede¢em primeru.

Primer: Najpoznatiji primer Kleenejeve algebre, koja nije Boolova, je Kleenejeva 3-vrednosna logika

([16]). U toj logici Kleene je uveo trecu istinitosnu vrednost % i protumacio je kao ,nedefinisano”. Svaka

parcijalna relacija se onda moZe predstaviti svojom trovrednosnom karakteristicnom funkcijom R tako

da R(y) = 0 znaci da je R definisana i neta¢na (F) za y, R(y) = 1 znadi da je R definisana i ta¢na (T) za

y,aR(y) = %zna(‘fi da je R nedefinisana (N) za y. Kleene je definisao istinitosne funkcije kao:

P [-P
T | F
N| N
F|T
PAQ[ T[N F
T | T|N|F
N | N|N]|F
F | F|F|F

25



PvQ| T|N] F
T | T |17 T
N |[T|N| N
F | T|N]| F

P>Q[T|[NJF
T T | N| F
N T | N | N
F T [ T]|T

PoQ|T|N]J]F
T T | N| F
N N|N|N
F FIN]|T

Do sad smo videli pojmove Nelsonove reziduacione mreze i N3-mreZe koje su ekvivalenti. Jos jedan
ekvivalentan pojam je definicija N3-mreZi preko Kleenejevih algebri. Sledecu definiciju, do koje je dosla
nadogradnjom rada Antonia Monteira, dala je Diana Brignole [1] i ona nam prikazuje vezu N3-mreZi i
Kleenejevih algebri.

Definicija 2.8: N3-mreza je algebra A = (4; AV, -, ~ ,1) tipa (2,2,2,1,0) koja zadovoljava sledece
identitete:

(N3.i) xvli=l,

(N3.ii) xAN(xVy)=x,

(N3.iii) xAN(yvz)=(xAy)V(xAz),
(N3.iv) ~~ X = X,

(N3.v) ~(xXANy)=~xV~Yy,

(N3.vi) XA~x<yV~y,

(N3.vii) x->x=1,

(N3wiii) ~xvy<x-y,

(N3.ix) XA(~xVy)=xA(x=Y),
(N3.x) x> AZ)= (x> y)A (x> 2),
(N3.xi) x—>—->z)=(xANy) >z

Gornji identiteti uz definiciju 0 :=~ 1 povlace da je struktura (4,A,V, ~ ,0,1) Kleenejeva algebra. Na
osnovu definicija mreze kao algebarske strukture, De Morganove algebre, Kleenejeve algebre i definicije
iznad vidimo da se Nelsonova algebra mozZe definisati kao Kleenejeva algebra strukturalno prosirena sa
binarnim veznikom — (slaba implikacija) koji zadovoljava identitete (N3.vii) do (N3.xi) (duali identiteta
se lako dokazuju pomocu duple negacije). Sledeci primer prikazuje jednu Nelsonovu algebru koja je
nadogradena od Kleenejeve.

Pimer ([7]): Uvedimo prvo pojam five-valued Nelson algebri. Kazemo da je Nelson algebra A five-valued
ako za sve x,y, z € A vaii sledeéa jednacina:

((x—>z)—>y)—>(((y—>x)—>y)—>y)=1.

26



Sada dajemo primer Nelsonove algebre koja zadovoljava datu jednacinu. Za bilo kojen € N, n > 2,
definiSemo skup

J .
Cn:{n—_l‘OS]Sn—l}

Ovaj skup sa uredenjem < je ogranicena distributivha mreZa, gde je 0 najmanji element, a 1 najvedéi. Ako

i . j -1- . . . N
definiSemo da je ~ ﬁ =1- ﬁ = nn_1] za0 <j < n—1,tadaje C,, Kleenejeva algebra. Primetimo da
. o . -1 . j j e
vazi da ako je j neparnoij = nT tada je ~ ﬁ = ﬁ DefiniSimo joS za x,y € Cp,:
{1,akojex <yilix < ~x
X-oy= o
~xVy, inace

Sa ovom definicijom slabe implikacije C,, je Nelsonova algebra.

Prikazimo sada konkretne primere C,, zan =6in =7.
C—{012341}'C _{0111251}
6 — I5)5)5)5! 1 7 — ’6,3,2'3’6’ .
Ako posmatramo x = %iz Ce dobijamodaje~x =1 _% = % Racunajmo sada kako ce izgledati x — y, gde

¢emo za y uzimati sve vrednosti iz Cg.

5 0 3V0 2V0 -
—_— = ~ — = — e
5 5 5 5

L . v .. 3 . .3 32 ... 1. 2
koristimo drugo pravilo iz definicije, jer ne vazi ni da je S < Onidaje 5 <~ P Istovaiiizay = Siy=5

pa dobijamo:

| W

\Y

:~—V—:

v
5

ull N
ul] =
I
ull N
—_
ul]l w
ull N
Ul N
[S201 ]

1 3V1
- —=~—=\ ==
5 55

~— Ul

Kada posmatramo y € %% 1}, tada nam vaZi da je x < y, pa primenjujemo prvo pravilo i dobijamo da je

x = y = 1. Analogno s

g D

raCuna i za ostale vrednosti x, kao i za sve vrednosti iz C;. U C; moZzemo primetiti da
-1

6 .. . . S .. 1
=5 = 3, pa vazi pravilo koje smo primetili za negaciju, odnosno ~ x = x = >

Predstavimo sada sve rezultate:

1w .
zax=5,va2|daje]=

1 2 3 4
- 0 - Z > - 1 | ~x
5 5 5 5
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 4
5 5
2 3
z 1 1 1 1 1 1 =
5 5
3 2 2 2 2
> z z z 1 1 1 z
5 5 5 5 5
4 1 1 2 3 1
il Z Z Z - 1 1 Z
5 5 5 5 5 5
5 5 5 5
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ul =
[LERN]

, L o _ . ,
Proverimo da li vazi uslov da je five-valued, na primerzax ==,y =iz = =

(e (000 9)= (93~ (E-3-3) -3

2 (2 2)
= — —_— —
5 5 5
- 1=1
= = =
5
- 0 2 i 1 2 5 . .
o 1 1 1 L . ) ) :
- 5
° 6
. 2
; 3
! 1
2 2
3] 3 3 3 > 1 1 1 | =
6| 6 6 3 > 3 1 1 2
' 0 6 3 5 2 = 1 0
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3. Rough skupovi

U ovom delu uvodimo jos jednu strukturu pomocu koje mogu da se predstave Nelsonove algebre.
Tacnije uvodimo strukturu rough skupova i to na dva nacina, preko relacija ekvivalencija i preko
kvaziuredenja.

3.1 Rough skupovi definisani pomocu relacija ekvivalencija

Definicija 3.1: Neka je E ekvivalencija na skupu U. Za svako x € U definiSemo x/E klasu

ekvivalencije x. Za svaki podskup X € U neka je:
XV={xeU|*/fpcXx}iXxt={xeU|Xn¥/p+ 0}

Skupovi XY i XA se redom zovu donja i gornja aproksimacija X. Skup B(X) := X4 \ XY je granica
X.
Primer: Posmatrajmo skup U = N i neka je

X={x€eU|x=0(@mod3)}U{x € U|x =0 (mod 4)}U{5,7,17,19}

| neka imamo ekvivalenciju p takvu da apb ako i samo ako a = b (mod 12). Tada dobijamo ukupno 12
klasa ekvivalencije: [0],, [1],,[2],, ..., [11] ,. Napravimo sad gornju i donju aproksimaciju. Ocigledno je
XY < XA pa ¢e sve klase koje su u donjoj aproksimaciji biti i u gornjoj. Donjoj aproksimaciji pripadaju
klase koje su u potpunosti u X, dok gornjoj pripadaju klase koje imaju bar jedan element u X.
Posmatrajmo sad redom klase.
Klasi [i], pripadaju brojevi oblika i + 12k, za k € N, tada vidimo da je klasa [0],, u donjoj aproksimaciji,
jer su brojevi oblika 0 + 12k deljivi i sa 3 i sa 4, pa pripadaju X. Za klasu [3],, isto lako vidimo da
pripada, jer su brojevi oblika 3 + 12k svi deljivi sa 3 pa se nalaze u X, sli¢no i za klasu [4], jer su tu svi
brojevi deljivi sa 4. Te tri klase onda pripadaju i gornjoj aproksimaciji.
Posmatrajmo sada klasu [l]p, gde su brojevi oblika 1 4+ 12k, to nam ne govori mnogo, ali mozemo da
vidimo da je ta klasa skup {1,13,25,37, ... } i lako se vidi da ti brojevi nisu deljivi nisa 3, nisa 4, i ne
nalaze se medu Cetiri dodata broja, pa klasa [1]p ne pripada ni jednoj aproksimaciji. Isto vazi i za klasu
[2], = {2,14,26,38, ...} pa ni ona ne pripada ni jednoj aproksimaciji.
Sledece posmatrajmo klasu [5], = {5,17,29, ... } elementi te klase nisu deljivi ni sa 3, ni sa 4 pa cela
klasa ne mozZe da pripada X, ali medu dodatim brojevima se nalaze 5 i 17 koji pripadaju ovoj klasi, pa X
ima presek sa ovom klasom Sto znaci da ona pripada gornjoj aproksimaciji. Isto vazi i za klasu [7]p, jer
njoj pripadaju 7 i 19, pa i ona pripada gornjoj aproksimaciji.
Sada posmatramo klasu [6]p, u njoj se nalaze brojevi oblika 6 + 12k iz ¢ega se jasno vidi da su svi deljivi
sa 3, a nekii sa 4, tako da i ta klasa pripada donjoj aproksimaciji, pa i gornjoj.
Za klasu [8] , imamo elemente oblika 8 + 12k koji su svi deljivi sa 4 i isto za klasu [9] , imamo elemente
oblika9 + 12k koji su svi deljivi sa 3, pa one obe pripadaju i donjoj i gornjoj aproksimaciji.
Ostale su nam jo$ klase [10], i [11], koje su redom {10,22,34,46, ... } i {11,23,35,47, ... } gde vidimo da
ni jedan element ne pripada X, pa one nisu ni u jednoj aproksimaciji.

Konacno, donja i gornja aproksimacija su:

XY =1[0],u[3],u[4],u[6],u[8],uU[9],

29



x4 =[0],u[3],u[4],u[5],ul6],u[7],u[8],V 9],

B(X) = XA\ X" = [5], U [7],. o

Gornje definicije znace da x € X ako postoji element u X koji je u istoj klasi ekvivalencije E kao i x.
Slicno x € XY ako se svi elementi sa kojima je x u istoj klasi ekvivalencije E nalaze u X. Dalje, x € B(X)
ako i u Xivan X postoje elementi koji su u istoj klasi ekvivalencije kao i x. Ako je B(X) = @ za neko
X € U, to znaci da svako x € U mozZemo sigurno znati da li x € X ako znamo u kojoj klasi ekvivalencije
E je x.

Skup X se zove definabilan ako je XY = X4. Defini$emo kao Def(E) kao skup svih definabilnih
skupova relacije E. Kada se zna koja ekvivalencija se posmatra onda moZzemo umesto Def(E) da piSemo
samo Def. Jasno je da X € Def (E) ako i samo ako B(X) = @.

Kompletna Boolova algebra je Boolova algebra Cija je mreza u nosac¢u kompletna. Ako je data
kompletna Boolova algebra B i podalgebra A < B, kazemo da je A kompletna Boolova podalgebra
algebre B ako je (4; <) kompletna podmreza mreze (B; <). Familija Def formira kompletnu Boolovu
podalgebru algebre (§(U),uU,n, ¢, @, U). Zbog toga, kompletna mreza Def = (Def; <) je kompletno
distributivna. Stavide, Def je atomarna i atomarno generisana, i njeni atomi su E-klase. Taénije,
aproksimacije su definabilne i za bilo koje X € U:

XY =U{A€eDef |ASX}i XA =N{4€Def | X <A}

Defini$emo binarnu relaciju = na g(U) tako $toje X =Y akoje XY =YY i X4 = Y4 Klase
ekvivalencije relacije = se zovu rough skupovi. Po definiciji, svaki rough skup je jedinstveno odreden
parom (XY, X4). Obelezimo sa RS(E) kolekciju { (XY, X4)|X € U} svih rough skupova odredenih sa E.
Oznacavacemo RS(E) samo sa RS ako ne postoji mogucnost zabune. Skup RS je prirodno ureden sa
XY, X2 < (YV, Y2 ako XY cYViXA c YA Par (0, 0) je najmanii, a (U, U) je najvedi rough skup.

Sledeca teorema je data bez dokaza, a dokazana je u radu [25] J. Pomykata i J.A. Pomykata iz 1988.

Teorema 3.1: Za bilo koju ekvivalenciju, RS formira kompletnu Stoneovu mrezu tako da za sve

(A,B) € RSi{(Ay, B)}ies SRS
\/(AifBi) = (U Ai'UBi)

i€l i€l i€l
/\(Ai' B;) = <ﬂ A, ﬂ Bi)
i€l i€l i€l

(A,B)* = (B¢, B°).
Sledeca teorema je prikazana u radu [6] S.D. Comera iz 1995., a mi éemo je dati bez dokaza.

Teorema 3.2: Svaka kompletna atomarna regularna dupla Stoneova algebra je izomorfna nekom rough
skupu duple Stoneove algebre koji je odreden ekvivalencijom.
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3.2 Rough skupovi definisani pomocu kvaziuredenja

Definicija 3.2: Neka je < kvaziuredenje na U, tacnije, < je refleksivna i tranzitivna binarna relacija
na skupu U. Oznac¢imo sa [x) = {y € U | x < y}. DefiniSemo sledece rough aproksimacione operatore
zaneko X C U:

XA =xeU|[xNX+0}, XY:={x€eU]|[x) <X}

Po definiciji operatora vidimo da vazi:
XVC — XCA XAC — XCV

Kvaziuredenje < mozZe da se interpretira kao uredenje specijalizacije, gde se x < y Cita,,y je
specijalizacija x“. Tada, u ovoj interpretaciji, x € X zna¢i da postoji makar jedna specijalizacija y u X.

Definicija 3.3: Neka je S kvaziuredenje na U tada je rough skup od X par A(X) = (XY, X4) i skup
svih rough skupova je:

RS(S) ={AX) | X c U}
Rough skup A(X) = (XY, X4) se naziva egzaktan element skupa RS ako XY = X = XA,

Svaka topologija Alexandrova 7" na U definiSe kvaziuredenje <+ na U tako Sto je x <+ y ako i samo
akoy € N(X) zasve x,y € U. Sa druge strane, kvaziuredenje < na U, skup svih S-zatvorenih
podskupova U, koji se takode zovu up-skupovi (U, S), formira topologiju Alexandrova J%. Zbog toga,

B € J2 akoisamo ako x € Bix < y implicira y € B. Korespodencije T +—<7 i S+— JZ su uzajamno
invertibilne bijekcije izmedu klasa svih topologija Alexandrova i svih kvaziuredenja na skupu U.

Takode imamo da je:
T.={XY|XxcU}
. ={X*|X c U}

Teorema 3.3 [15]: Za svako kvaziuredenje <, (RS(<), <) formira kompletnu mreZu tako da za sve

{(4;, B)}ier € RS(s) vaii:
\/(Ai'Bi) = (U A;, U Bl-)

i€l i€l i€l

/\(Al-, B, = <ﬂ A, ﬂ Bl-).

i€l i€l i€l

Propozicija 3.4 [12]: Neka je < neko kvaziuredenje na U. Tada je
RS = (RS(S)AV,~,(0,0), (U,U))
Kleenejeva algebra takva da je ~(XY, X4) = (XY, X4).
De Morganova mreza je centrirana ako postoji element takav da je ¢ = ~c; taj element ¢ se zove

centar A. Takode uvodimo oznaku § := {x ev | [x) = {x}} za skup svih elemenata iz U za koje vazi da
je [x) singlton.
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Neka je R binarna relacija na U koja je tranzitivna. Naslednik elementa x € U je elementy € U
takav da je xRy. Nekaje X € Y € U. Tada, X je kofinalan u Y ako svaki x € Y ima naslednika u X.

Takode kazemo da je skup kofinalan ako je kofinalan u U.

Propozicija 3.5:Neka je < neko kvaziuredenje na U. Tada je Kleenejeva algebra RS centrirana ako i samo
ako je skup § prazan.

Dokaz: Pretpostavimo da je § = @, tada za svaki element x € U vaZi da ima bar dva naslednika.
Na osnovu toga se U moZe podeliti na dva disjunktna kofinalna podskupa X i Y. Kako svako x € U ima
naslednika u X, dobijamo da je X4 = U. Pretpostavimo da je XY # @. Tada, po definiciji donje
aproksimacije, sledi da postoji x € U takav da x € [x) € X. Ali to nije mogude, jer je Y kofinalan u U, $to
znadi da x ima naslednika u Y, i znamo da su X i Y disjunktni. Sledidaje XY = @ i (@, U) je jedinstveni
centar.

Pretpostavimo sada da je (CY, C4) centar u RS. Tada
(€Y, CA) = (C7,CA) A~ (CY,CA) = (€7 nCAe,cAn o),
odavde dobijamo CY = CY NnCA°ccY nCYe = 0.

Analogno,
(€Y, c™) = (CY,c™) v~ (CY,cv) = (cT ucCcAc,crhu Yo,

na osnovu ¢ega dobijamo CA =CcAucYc2cYucCYe =U.

Dakle, mora da vazidaje (CY,C4) = (9, U). Ako sada pretpostavimo da S # @, tada znamo da postoji
x € U takav da je [x) = {x}. Znamo da je x € C* = U odakle, po definiciji gornje i donje aproksimacije,
dobijamo daje x € C, paondaix € CY. Ali to nije moguce, jer je CY = @. Dakle, S = 0. |

Teorema 3.6 ([11]): Za svako kvaziuredenje < na skupu U,
RS(S)={(AB)ET.XT.|ASBiANS =BNnSs}
Ekvivalentno mozemo da zapiSemo:

RS(2)={(A,B) €T XT. |ASBiS < AUB®}.

Definicija 3.4: Neka je < kvaziuredenje na U. Dualna relacija relaciji < je =. Oznacimo sa
(x] = {y € Ulx = y}. Definisemo sledece rough aproksimacione operatore:

Xt ={xeU|(x]nX =+ 0} XV={xeU]|(x] cX}
Po definiciji operatora vidimo da vazi:

XVC — XCA XAC — XCV
Jari Kortelainen je u radu [18] dokazao:

XAV — XA XAV — XA XVA — XV XVA — XV
Propozicija 3.7: Za rough skupove (4, B) i (C, D) odredene kvaziuredenjem < vazi:

(4,B) = (C,D) = ((A°u )Y n (B UD)VY,(B°uUD)Y)
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Dokaz: Da bi pokazali traZzenu jednakost moramo da pokazemo da je
(Au )Y n(B°UD)VY,(B°uUD)Y)

rough skup, odnosno da pripada skupu iz teoreme 3.6, i da je relativni pseudokomplement, odnosno da
je najvedi element koji zadovoljava (4,B) A (X,Y) < (C,D).

Znamodaje AU C S Ui(B°UD)Y € B°UD C U, pana osnovu definicija dobijamo da je
Acu)Y,(BCuD)VY c 7,

paondai
Au)Yn(B‘UD)VY c T

Prema osobinama aproksimacija znamo da je (B¢ U D)V = (B¢ U D)VA. Ponovo, kako znamo da je
(B°UD)Y € U, tadaje (BUD)VA c T, odnosno(B€ U D)V € 7.. Takode znamo da je

(B°uD)VY c (B°uD)V,

pa mozemo zakljuditi da je (AU C)Y N (B UD)VY € (B°UD)VY < (B°UD)V. Neka je sada
x € S proizvoljno takvo da je x € (B€ U D)V. Postoje x € S, onda je [x) = {x}, odakle sledi da
x € (B¢ U D)VY. Dodatno, (4, B) je rough skup pa je A € B, $to znaci da mozemo iz

x € (B°UD)Y€B°UD

da zaklju¢imo x € A€ U D. Dalje, kako je (C, D) roug skup, imamodajeC NS =D NS, pa
moZemo za nase posmatrano x da zakljuéimo daizx € A° U D sledi x € A° U C. Posto znamo da
je[x) = {x}, ondavaiiix € (A° U C)Y. Dakle, dobili smo da je

(Auc)Yn(BcuD)Y,(B°uD)Y)
rough skup.

Sada jos pokazujemo da je relativni pseudokomplement. PokaZzimo prvo da zadovoljava trazenu
inkluziju:

ABAAUC)YNBCUD)Y, BCUD)=UANUAUO)YN (B UD)VY,Bn (B°UD)Y)
c (A n((A°uC)n (B°UD)),BN (B°U D))
c(An(A°UC),Bn(B°UD))
=((AnA9)U(ANC),(BNB)U(BND))
=(ANC,BnD) < (CD).

Time smo dokazali da je inkluzija zadovoljena, odnosno da je zadovoljen uslov relativnog
pseudokomplementa. Sada joS treba pokazati da je najveci koji zadovoljava taj uslov.
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Pretpostavimo da za neki rough skup (X,Y) vazi (A,B) A (X,Y) < (C,D).TadajeANX S Ci
B NnY < D, odakle dobijamo

XCA°UCiY<SB°UD.
Na osnovu toga, znamodaje X € JLiY € 7%, iimamo
X=XxYc@uo)ivy=vvVc(B°uUD)V.
Kako je (X,Y) rough skup znamo da je X € Y, pa mozemo dobiti
X=XVcyYc (BcuD)".
Spajanjem dobijenih rezultata imamo
Xc@Au)Yn(B°uD)VY.
Sa ovim smo dobili
X,Y) < ((A°u )Y n(B°UD)VY,(B°UD)Y)
¢ime je dokaz zavrsen. O
Propozicija 3.8 ([15]): Neka je < kvaziuredenje na U. Tada je
J ={® {x}*) | card([x)) = 2} U {({x}*, {x}**) | x € U}
skup kompletno V-nesvodljivih elemenata na U.

Za svaku binarnu relaciju R na U, skup C se zove povezana komponenta od R, ako je C klasa
ekvivalencije najmanje relacije ekvivalencije koja sadrzi R. Oznacimo sa C,(R) skup svih R-povezanih
komponenti. MoZzemo krace da zapiSemo samo C, ako znamo na koju relaciju se odnosi. Neka je <
kvaziuredenje. Za svaku povezanu komponentu C € Cyix € U, [x) N C # @ implicirax € C,ix € C
implicira [x) € C. Zbog toga CA € C < CY. Kako, iz definicija, znamo da vazi CY € C4 sledi da je

CY = C = C* za svaku povezanu komponentu C.

Obelezavamo za svako C € C, sa RS(C) skup rough skupova na komponenti C koji je odreden
restrikcijom < na C. Binarna relacija R je levo-totalna ako za svako x € U postoji y € U tako da je xRy i
uvodimo oznaku R(x) := {y € U | xRy}. Napomenimo da je svaka refleksivna relacija levo-totalna.

Lema 3.9: Ako je R levo-totalna relacija na U, onda vaZe sledeéa tvrdenja

(i) Akoje{C;|i € I} € C, podskup povezanih komponenti R, tada je za bilo koju familiju
{(xY,x2) e Rs(C) | i € I} par (Uie; X, Uie XA) rough skup na U.

(i) Akoje (XY, X%) rough skup na U, tada je par (XY N C, X4 n C) rough skup na C za bilo koju
povezanu komponentu C € (.

Dokaz: (i) Jasno je da vaZi (U;c; X;)* = U;e; XA. Pokazaéemo da vazii (U;e; Xi)Y = U XY . Kako
znamo da je XY € (U;; X))V, za sve i € I, mozemo da zaklju¢imo da vazi U;e; XY € (U;e; X)) . Za
drugu inkluziju posmatrajmo proizvoljno x € (U;¢; X;)Y. Na osnovu definicije, znamo da je
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() ~feeo

i€l

R(x) € Uxi},

i€l

$to znaci da je, za nase posmatrano x, R(x) # @i R(x) € U;¢; X; € U;¢; C;. Zbog toga, sledi da postoji
k € iy € C, tako da xRy. Dakle, kako je C}, povezana komponenta, x € C;, i R(x) € Cy. To implicira

R(x) € C, N (U Xi) - U(Ck nNX) =X,
i€l i€l

jerie X, € C,iX;NC,=0zasvei €I\ {k}. Gornjom inkluzijom smo dobili x € XY € U;¢; X;, a kako
smo posmatrali x € (U;e; X;)Y dobili smo trazenu inkluziju, pa i jednakost (U;e; X;)Y = U;er X, - Dakle,

v A
(U= (U () ) (L)
i€l i€l i€l i€l i€l
je rough skup na U.

(ii) Neka je C € C,. Zelimo da pokazemo da je (XY N C, X n C) rough skup na C za bilo koji rough
skup (XY, X%) na U. Da bi to pokazali dovoljno je da pokazemo da je (XY N C, X4 N C) jednak sa

AXNC) =((XnOY,(XnO)d),

Odnosnodaje (X NC)Y =XYNCi(XNC)* = XAnNC.Naosnovu definicije donje aproksimacije i
osobina povezanih komponenti sledi

XnOY=XYncY=Xx"nCcC.
Znamo davazi (X N C)A € XA i (X N C)* c C* = C, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo
XnCO)AcxAnc.
Za drugu inkluziju, neka je x € X4 N C, tada znamo davazi R(x) N X # @ i R(x) € C. To implicira da
WONXnO)=RX)NC)NX=RxX)NX + 0,
odnosno da x € (X N C)4, ¢&ime smo dobili drugu inkluziju.
Dakle, (XN C)A =XANC,tojest (XY N C,X~ N C) je rough skup na C. 0

Posledica 3.10: Ako je R levo-totalna relacija, onda za svaki podskup H < C, povezanih komponenti R,
rough skup A (U H) je egzaktan element RS.

Dokaz: Neka je H < C,. Prema dokazu leme 3.9 (i)

(U}f)vz Uc'z U:I-[z UcAz (U}[)A

CEH CeEH
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Propozicija 3.11 ([15]): Ako je R kvaziuredenje na nepraznom skupu U, tada su i RS(R) i njegov dual
pseudokomplementarne mreze.

Kada posmatramo kvaziuredenje R € U X U, najmanja ekvivalencija koja sadrzi R je RV R™!, gde v
predstavlja supremum u mrezi svih kvaziuredenja na U uredenih sa relacijom skupovne inkluzije €.
Osim toga, R V R™1 je jednako tranzitivnom zatvorenju relacije R U R™1. Dakle, povezane komponente
R su klase ekvivalencije R V R™1 ([15]).

Propozicija 3.12: Neka je R kvaziuredenje na U. Tada su sledeée tvrdnje ekvivalentne za bilo koje
X CcU:

(i) Rough skup A(X) ima svoj komplementaran element u RS(R).
(ii) A(X) je egzaktan element RS(R).
(iii) X je unija nekih klasa ekvivalencije R V R™1.

Dokaz: (i) = (ii): Pretpostavimo da postoji skup Y € U takav da je A(Y) komplement A (X).
TadaXANY2=0iXYUYY =U. Dakle,imamo

yecyYecxYcXc XAcyAccye
Sto dokazuje XY = X = X4 =Y°.

(ii) = (iii): Jasno je da (ii) implicira XY = X i XV = XAV = X4 = X. Dakle, za bilo koje x € X,
imamo (R U R™1)(x) S X, to jest, X je zatvoren u odnosu na relaciju R U R™1. Tada, X mora biti
zatvoren u odnosu na tranzitivno zatvorenje R U R™! kojeje RV R™1, tojest, (RV R 1)(x) € X za sve
x € X. Ovo implicira

X = U{(R VR (x) | x € X}

(iii) = (i): Pretpostavimo da je X = U H,, gde je I skup nekih klasa ekvivalencije R V R™1. Posto je za
svako C € H skup C povezana komponenta R, XY = X4 = X po posledici 3.10. Tada,

XCV — XAC = X¢ = XVC — XCA
to jest, A(X€) je takode egzaktan element RS. Posto je

AX)NAX)=XNX,XNX)=(0,0) =A(0D)

AX)VAMX)=XUX,XUX)=U,U)=AU)
Sledi da A(X) ima svoj komplement u RS(R). i
Propozicija 3.13 ([15]): Neka je R kvaziuredenje na U. Tada u mrezi RS(R) za svako X € U vazi
A(X)* = A(XA29).

Napomena: Ako je pretpostavka prethodne propozicije zadovoljena, tada iz argumenata dokaza
dobijamo da je A(X) egzaktan ako i samo ako je A(X€) egzaktan.
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Teorema 3.14: Neka je R kvaziuredenje na U. Tada je RS(R) Stoneova mreZa ako i samo ako
RloR=RVR™L

Dokaz: Pretpostavimo da je RS Stoneova mreZa. Tada, za svako X € U znamo da rough skup
AX)* = A(XA4°) ima svoj komplement u RS. Sada, na osnovu propozicije 3.12 i gornje napomene,
mozZemo da zaklju¢imo da je A (XA49), kao i njegov komplement A (X44), egzaktan element RS.
Posmatrajmo proizvoljno x € U i skup X = {x}. Tada se lako vidi X4* = (R~ o R)(x). Po propoziciji
3.12 znamo da je X4 unija nekih klasa ekvivalencije R V R™1, a kako je X4 = (R~ o R)(x) dobili smo
daje (R"1 o R)(x) € (RV R 1)(x), a posto ti vaZi za svako x € U ondajeR"* e R € RV R™1. Znamo
da je R V R™! najmanja ekvivalencija koja sadrZi R, $to znac¢i da mora davazi R VR~ € R~1 o R. Dakle,

R"'oR=RVR™L

Sa druge strane, pretpostavimo da vazi R™! o R = RV R™. Tada znamo, na osnovu teoreme 3.3 i
propozicije 3.11, da je RS distributivna pseudokomplementarna kompletna mreza. Treba joS da
pokazemo da A(X)" ima svoj komplementaran element u RS, za svako X € U. Posmatrajmo X C U, i
nekaje x € XA%iy € (R Vv R 1)(x). Tada, na osnovu definicije X4%, mozemo da zaklju¢imo da postoje
ZER Y (x)NX4iv € R(2) NX.Toznatidaje xR~ 1z i zRv, pa pomoéu kompozicije dobijamo da je
(x,v) € R~ o R zav € X. Dakle, po hipotezi, (v,x) € RV R™!, pa moZemo zakljugiti, na osnovu
tranzitivnosti, da (x,y) € RV R~ ! implicira (v,y) € RV R™1. To znati da je

y € (RVR W) = (R 1oR)(v) = {v}A4 c XA4,

Kako smo posmatrali proizvoljno y € (R V R™1)(x), sledi (R V R™1)(x) € X4 za sve x € XA, Dakle,
XA% je unija nekih klasa R vV R™!. Stoga, na osnovu propozicije 3.12, imamo da A (X4%) ima svoj
komplementaran element u RS i da je egzaktam element u RS. Tada je, prema gornjoj napomeni, i
komplement A (X4%4), to jest A(X)* = A(XA4€) egzaktan i ima svoj komplementaran element u RS.
Dakle, RS je Stoneova mreza. |

Na osnovu prethodne teoreme dobijamo sledecu posledicu za specijalan slucaj kvaziuredenja.

Posledica 3.15: Neka je < kvazi uredenje na U. Sledeée je ekvivalentno:

(@) (RS(S),V.A, %, +,(®, ), (U, U)) je (dupla) Stoneova mre7a,
(b) =o< je jednaka najmanjoj ekvivalenciji koja sadrzi <.

Teorema 3.16: Za svako kvaziuredenje

(RS, <) = (1_[ RS(C),<).

CeCy

Dokaz: Dokaz radimo u opstijem sluéaju, kada imamo relaciju R koja je levo-totalna. Dokazacemo
da izmedu RS i []cec, RS(C) postoji izomorfizam.

Pretpostavimo da je C, = {C;|i € I}. Posmatraéemo preslikavanja

¢: RS - HRS(C}) i HRS(Ci) SRS

i€l i€l

Koja su definisana na sledeéi nacin
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B(AX)) = ((X' nec,XAn Ci))

i€l

(o)) =(Us Ut

i€l i€l
za bilo koje A(X) = (XY, X4) € RS i ((Xi',Xi‘)) € Tlies RS(C)).
i€l
Na osnovu leme 3.9 znamo da su preslikavanja dobro definisana i lako se proverava da ¢ iy ¢uvaju
uredenje. Dakle, treba jos da se pokaZe da su ¢ i 1 bijekcije, a za to ée biti dovoljno pokazati da su
medusobno inverzna preslikavanja.

Posmatrajmo proizvoljno A(X) = (X7, X4) € RS, tada, po definicijama preslikavanja i po definiciji

povezanih komponenti, dobijamo

v (plac) =w((@mnaxtnm) )

- (U(x' ney,| Jakn co)

i€l i€l

X' n (U Cl-),X‘ N <U CL-)

i€l L€l

=XV, X% = AX).

Sa druge strane ako krenemo od proizvoljnog ((XLv XL‘)) € [1;e; RS(C;), imamo
1

o(v((0rxm),)

¢ UXJ.',UXJ.A

jer jEI

UX]-' nc, ij‘ N ¢

jer jeI
i€l

Posto znamo da je (XY, X*) € RS(C;) za svako j € I, to znati da su XY i X podskupovi C;. Dodatno,
na osnovu definicije povezanih komponenti vaZi da za bilo koje i,j € I tako da i # j vaZi C; N C; = .

Sada, pomocu ovih Cinjenica dobijamo

UX]-' NG = UX]-'nCi =Xy

jerI jer
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ijA ne = UXj‘nCi = XA

jer jer

za svako i € I. Kada ove rezultate iskoristimo u racunu gore dobijamo da je

o (w((Orx0) )= (Omam)

Na osnovu gornjih jednakosti mozemo zakljuciti da su ¢ i i medusobno inverzna preslikavanja koja
Cuvaju uredenje, odnosno izomorfizmi. Dakle, (RS, <) i {[[cec, RS(C), <) su izomorfni. o

Kao i u slu¢aju ekvivalencija, kazemo da je X € U definabilan s obzirom na < ako XY = X4, Jasno je

da su @ i U definabilni.

Propozicija 3.17 ([14]): Za kvaziuredenje < definabilni skupovi su unije povezanih komponenti
kvaziuredenja < i praznog skupa.
3.3 Nelsonove algebre kao rough skupovi
Definicija 3.5: Kvazi-Nelsonova algebra je Kleenejeva algebra
A= (AAV,~,01)
takva da zasve a, b € A postoji slab relativan pseudokomplement a s obzirom na b
a—->b=a=(~aVbh).

Ovo znaci da svaka Kleenejeva algebra ¢ija je osnovna mreZa Heytingova algebra, i, tacnije, bilo koja
Kleenejeva algebra definisana na algebarskoj mrezi, formira kvazi-Nelsonovu algebru.

Kazemo da je De Morganova algebra A kompletno distributivna ako je mreza A kompletno
distributivna. U tom sli¢aju, za sve V-nesvodljive j € J definiSemo element

9= [\leealaz~j. (1)
Navedimo neke osobine g(j) kad je A kompletno distributivha De Morganova algebra. Prva
osobina je
(VjeDg() £~J.
DokaZimo tu osobinu. Pretpostavimo suprotno da je g(j) <~ j, tada dobijamo
~j=~jv/\{aEA|a$~j}=/\{aV~j|aEAia$~j}.
Znamo da jej € J, pa je onda ~ j A-nesvodljiv. To znaci daimamo daje ~ j = a V~ j, odnosnoa <~ j
za neko a € A takvo da je a £~ j, Sto je kontradikcija.
Slede¢a osobinajedazaa € Aij € J vazi
j¥t~ae g() <a. (2)

Da bismo potvrdili da osobina vazi pretpostavimo j £~ a. Znamo da je to ekvivalentno sa a £~ j, pa na
osnovu definicije g(j) direktno dobijamo da je g(j) < a. Za drugu implikaciju, pretpostavimo da je
g(j) <aij <~ a, tada dobijamo

j <~a <~ g(j) odnosno g(j) <~ j,
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Sto je u kontradikciji sa (1). Dakle, mora da vazi j £~ a.

Bitno je napomenuti da je, prema definiciji, g(j) najmanji element A koji nije ispod ~ j. Pomoc¢u
ove Cinjenice mozemo da dokazemo sledecu osobinu g(j) koja kaze da je g(j) V-nesvodljiv, odnosno
9() €d.

DokaZimo tu osobinu. Pretpostavimo suprotno da je g(j) = VS zaneke S € A, tadaje b < g(j) za sve
b € S. Pretpostavimo daje b < g(j) zasve b € S. Tadaznamo b & {a € Ala £~ j}ib <~ j zasve

b € S, jer je g(j) najmaniji element za koji vazi suprotno. Dakle, dobili smo da je g(j) = VS <~ j, $to je
u kontradikciji sa (1). Znaci da ne vazi b < g(j) zasve b € S. Odnosno mora da vaZidaje b = g(j) za
neko b € S, pajeig(j) € S. Time smo dobili da je g(j) € J.

Sa ovim rezultatom vidimo da je g preslikavanje J — J, pa za svako j € J moZzemo da napiSemo

g) ={achl|l~acN} ={aljs~a} ={~alj<a}
={alas~j} ={alat~j}=[9()

Na osnovu definicija se lako vidi da je u svakoj distributivnoj mrezi [j) prost filter za svako j € J.
Slededa osobina je
(vj € Dg(g() = J. 3)
Pomodu definicije imamo da je g(g(j)) = A{a € Ala £~ g(j)}iznamo da vazi g(j) £~ j, odnosno
j £~ g(j) stoimplicira g(g(j)) < j. Za drugu nejednakost, pretpostavimo suprotno da j £ g(g(j))
tada je, na osnovu (2), to ekvivalentno sa g(j) <~ g(g(j)), odnosno g(g(j)) <~ g(j)- Kako je
9(j) € J tada za g(j) vazi (1), to jest g(g(j)) £~ g(j). Time smo dobili kontradikciju, pa je
J = 9(9()))- Dakle, j = g(g ().
Neka jesadaj < k zaneke j, k € J, tada ~ k <~ j. Zbog toga znamo da za bilo koje a € A
a <~ k impliciraa <~ j,
ili ekvivalentno
a £~ j impliciraa £~ k.
Odatle vidimo da vazi

{a€Ala £~ j} S {a € Ala £~ k}

g() = /\{a € Ala £~ j} = /\{a € Ala £~ k} = g(k).
Dakle, vazi sledecéa osobina
(Vj,kedDj<k=g() = gk). (4)
Sada, na osnovu (3) i (4) vidimo da je J samodualan, odnosno da je (J,<) = (J,>).

Posmatrajmo sada kompletno distributivnu Kleenejevu algebru A. Pretpostavimo da za neko j € J
vazidaj £ g(j)ig(j) £ j. Tada, na osnovu (2) i (3), dobijamodajej <~ jig(j) <~ g(j). Kako je
posmatrana algebra Kleenejeva vazi

9PN =g A~g() sjv~j=~],
Sto je kontradikcija sa (1). Dakle, pokazali smo da vazi
(ViedDi<sgDiligl) <j.
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DefiniSimo tri skupa
J-={edlj<gi
J°={edlj=g0(}
Jr={edlj>gik
Kako smo gore pokazali da su j i g(j) uvek uporediviimamo da vazi
J=J-ugJ°uvgt.
Na osnovu definicija je jasno davazij € J~ & g(j) € J*.

Kleenejeva algebra ima osobinu interpolacije ako za bilo koje proste filtere P i Q takve da je
P,Q < g(P), g(Q) postoji prost filter F takav da

P,Q € F cg(P)g(Q)

Teorema 3.18 ([4]): Kvazi-Nelsonova algebra je Nelsonova algebra ako i samo ako ima osobinu
interpolacije.

Dokaz: Dokazaéemo samo jedan smer, kako je i prikazano u [4], dok je drugi smer posledica teoreme
u [4]. Pretpostavimo da je A kvazi-Nelsonova algebra koja ne zadovoljava osobinu interpolacije. Dakle
postoje prosti filteri P, Q i elementi a, b iz A sa osobinima

()aePcg(P),
(2)b € Q < g(Q),
B)PEg(@)i
(4)anb <~aVv~Db.
Iz (4) imamo da
(anb)->0=(anb)=>(~aVv~b)=1
pa da bi videli da A ne zadovoljava Nelsonov identitet dovoljno je pokazati da
a->((b-0)=1€P

onda bi uslovi (3) i (4) impliciralib — 0 € g(Q). Opet, postoje b A (b — 0) < ~b, iz (2) i (3) dobijamo
~b € g(Q), sto je u kontradikciji sa uslovom (2). i

Neka je A kompletno distributivna Kleenejeva algebra. Kazemo da (J zadovoljava osobinu
interpolacije ako za bilo koje p,q € J takve da g(p), g(q) < p,q, postoji f € J takav da

9®), 9@ =f=pq
Za Kleenejevu algebru A, definiSemo dva skupa
At ={xv~x|x€A} i A~ ={xA~x]|x€A}L

Znamo davaZia € A~ akkoa <~ aia € A* akko ~ a < a. ([12])
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Neka je A De Morganova algebra i F, skup prostih filtera na A. DefiniSemo preslikavanje h: F, - F,

na sledecu nacin: za P € F, je
h(P) = (~P)°.
Za svako P € F, vaii
h(h(P)) =P
izasveP,Q € F, vazi
P < Q implicira h(Q) < h(P).

Neka je A Kleenejeva algebra. Za prost filter P vazi g(P) € P ili P € g(P), pa moZemo da
definiSemo sledeéa dva skupa

Fr={PeF,|PcgP)}
Fy ={PeF,|g(P)c P}
Tada, F, = F,f UF, .
Lema 3.19 ([15]): Neka je A kompletno distributivna Kleenejeva algebra, tada za sve j € [J vazi

(@) Akoj & A7, tada g(j) <,
(b) J-=JnA".

Lema 3.20 ([4]): Kleenejeva algebra A ima osobinu interpolacije ako i samo ako, za date P, Q € ?'p+ takve
daP C h(Q)

aANb£t~aVv~Db
zasvea EPib € Q.

Teorema 3.21: Ako je A = (4; AV, ~ ,0,1) Kleenejeva algebra definisana na algebraskoj mrezi, tada je
(4; AV, ~,— ,0,1) Nelsonova algebra, gde je operacija = definisanasaa - b :=a = (~ aV b) akoi
samo ako (J zadovoljava osobinu interpolacije.

Dokaz: (=) Pretpostavimo da je A Nelsonova algebra, pa samim tim zadovoljava uslov interpolacije.
Dalje neka je za neke p, q € J zadovoljeno g(p), g(q) < p,q. Onda za proste filtere P = [p) i Q = [q)
imamo h(P) = [g(p)),h(Q) =[g(q))iP,Q < h(P),h(Q).Jasnojeda P,Q € F;',p € Piq € Q. Dakle,
prema lemi 3.19 dobijamo uslov

PAqE~pV~q €Y)
Posto je A algebarska mreza i A je De Morganova algebra, svaki element x iz A je supremum kompletno
V-nesvodljivih elemenata ispod x. Tada (1) implicira da postoji kompletno V-nesvodljiv element f €
takavda f < pAgq,alif £~pV~q.Sadaoligledno f <pif <qif £~pif £~ q,tojest
9([),9(q) < f pa osobina interpolacije za J vazi.
(<) Pretpostavimo da osobina interpolacije za J vazi, ali da A ne zadovoljava uslov interpolacije. Onda,
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po lemi 3.20, postoje dva prosta filtera P i Q koji zadovoljavaju P € h(P),Q € h(Q)iP < h(Q), kao i
elementia € Pib € Q takvida

aAb<~av~Db

Prvo pokazujemo da za bilo koje F € Tp+ ix €F,element

=\l €1\

pripada F. Takode definiSemo element
xt=\/Uljej®mng)

gdejeJ(x) ={j € Jlj < x}.

Jasnoje x = x* v x%. Postoje x € F i F je prost fiter, imamo daje x* € F ilix% € F.

Sadax? € A~ jerje J~ € A™. Dakle, x% <~ x%. Ako x% € F, onda ~ x% € F $to je u kontradikciji sa
~ (x%) e~ F = g(F)¢ € F°. Zbog toga, moradavazix®* ¢ Fix* € F.

Drugo moramo da pokaZzemo da postojip € J(a) \ J~ iq € J(b) \ J~ takvidap £~ q. Ako
pretpostavimodazasvep € J(a)\ J"iq € J(b)\ J~,p <~ q vaii, onda

v = \/{p Ipej@\J}
s/\{~qlq eJ(D\ I}
-~ (\/tw1aejm\g3) =~ b

Kako je P filteria"* € P, dobijamo da je ~ b* € P, sto je u kontradikciji sa

~ b* €~ Q = h(Q)° S P°. Dakle,p £~ qzanekop € J(a)\J iqeJ(b)\J .

Konac¢no, imamo g(p) < pig(q) < q,ip £~ q implicira g(q) < p po definiciji g(q). Odavde, na
osnovu osobina g, dobijamo g(p) < g(g(q)) = q. Po nasoj originalnoj pretpostavci, postoji element
f € J takavda

9®)g(@) =f<pq
Primetimo da ovo direktno implicira g(p), g(q) < g(f) < p,q.
Elementia € Pib € Q zadovoljavajua Ab <~ aV~b =~ (aAb).Postojep <aiq<bh

[L,9(f)<SpAq<aAnb<=~(aAb) =~ f,~g(f)

Dobilismodaje f <~ fig(f) <~ g(f), naosnovucega f,g(f) € A" ive¢znamoda f, g(f) € J.
Sada, na osnovu leme 3.19 (b), sledida f, g(f) € J~. Ali ovo je nemogucde jer znamo
j€J™ © g(j) € J*. Dakle, osobina interpolacije mora da vazi. o

Lema 3.22 ([12]): Neka je R kvaziuredenje na nepraznom skupu U, tada vai:
I~ ={@ M IR = 23,
J° = {3 % | RGO = (3},
* = {(R@),REIY) [ IR()| = 2}

9((@{}%)) = (R(x), R(x)*) za bilo koje (8, {x}4) € J~.
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Teorema 3.23 ([12]): Neka je < kvaziuredenje na U. Tada je
RS = (RSI/\IVI _)l ~l (®l ®)l (U’ U))
Nelsonova algebra.

Za rough skupove (A,B) i (C,D), operacija — se definiSe na slededi nacin:

(4,B) - (C,D) = (A,B) = (~ (4,B) Vv (C,D))
= (4,B) = (B°UC,A°UD)
=((A°UB°UO)YN(B°UA°UD)VY,(B°UA°UD)Y)
=((A°u )Y N (A°UD)VY, (AU D)Y)

Napomenimo da A€ i D pripadaju T, $to znaci da i A° U D je u J%. Dakle, (A° U D)¥ = AU D. Ovo
takode implicira (AU )Y N (AU D)VY = (A°U C)Y. Imamo da je

(A,B) » (C,D) = ((A°u )Y, A° U D)
Neka je L distributivna mreza i neka je F filter mreze L. Ekvivalencija
Or :={(a,b) ELXL|(Ac€F)aNc=bAc}
je kongruencija na L.

Ako je X € J. gustonda § C X. Zaista, ako x € §, onda x € X4 = U znati [x) N X # @. Posto je x
singlton, imamo da x € X. Ovo daje da ako je F =T § glavni filter generisan sa §, onda F sadrzi filter svih
gustih elemenata 7. Dakle

O0s ={(ALB)ETXT-.|(AZETS)YANZ=BnNnZ}
je Boolova kongruencija na (7<; U,N). Lako se vidi da je

(AUB)OU & (3Z €1 8)ZN(AUB)=ZNnU=12Z
& 3ZerS)ZS(AUB) ©SCAUB

Sada je
No, ={(A,B) ETc XxT|ANB=0i(AUB)sU}
Nelsonova algebra. Ako zamenimo B sa njegovim komplementom B¢, sledi da
{(A,B) €T xT-|ASBiS S AUB‘}
formira Nelsonovu algebru. Inkluzija § € A U B€ je ocCigledno ekvivalenthasaANS = BN S za sve

(A,B) € T2 X J% takve da A € B.

Teorema 3.24 ([12]): Neka je A = (4,A,V, -, ~ ,0,1) Nelsonova algebra definisana na algebarskoj mrezi.
Tada postoji skup U i kvaziuredenje < na U takavda A = RS.

Ideja dokaza: Ako su L = (L,AV,~ ,0,1) i K = (K,A,V, ~ ,0,1) De Morganove algebre definisane na
algebarskim mrezamai ¢: J — K je izomorfizam koji Cuva uredenje takav da

o(g)) = g(e())

zasvej € J,onda L = K. Ovo znaci da dokaz da je A = RS moze biti sproveden tako Sto se dokaze da
su uredeni skupovi kompletno nesvodljivih elemenata A i RS izomorfnii ¢ je kompatibilno sa g. O
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Prema prethodnoj teoremi svaka Nelsonova algebra je izomorfna nekoj strukturi rough skupova
definisanih preko kvaziuredenja.

Propozicija 3.25 ([12]): Ako je < kvaziuredenje, onda je mreZa rough skupova RS 3-vrednosna

Lukasiewiczeva algebra ako i samo ako je < ekvivalencija.

Propozicija 3.26 ([14]): Neka je L regularna dupla Stoneova algebra. Sledece je ekvivalentno:

(a) Lje direktan proizvod lanaca 2i 3,
(b) Lje algebarska,

(c) Lje kompletnai prostorna,

(d) Lje kompletna i atomarna.

Bitno je napomenuti da ekvivalentni uslovi prethodne propozicije ne vaze ako je L atomarno
generisana, posto su atomarno generisane pseudokomplementarne mreze Boolove algebre.

U pogledu diskriminatorskih varijeteta (poddirektno nesvodljive) algebre rough skupova definisane
kvaziuredenjem dozvoljavaju diskriminatorski term ako i samo ako je kvaziuredenje ekvivalencija. Ovo
je zato Sto Nelson algebre dopustaju diskriminatorski term ako i samo ako oni formiraju semiproste
varijetete, ovo vaZi ako i samo ako je relacija ekvivalencija.

Neka je (X, <, g) struktura takva da je (X, <) ureden skup i g preslikavanje na X koja zadovoljava
sledeée uslove za sve x,y € X:

(J1)akox < yonda g(y) < g(x),

(12)g(g(®)) = g(x),
B)x < g(x)ilig(x) <x,
(J4)ako je x,¥y < g(x), g(y) onda postoji z € X takavdajex,y < z < g(x),g(y).

Takve sisteme zovemo Monteiro prostori. Posto je < uredenje, topologija Alexandrova 7% formira
To-prostor, to jest, za bilo koje dve razli¢ite tacke x i y postoji otvoren skup u T, koji sadrzi jednu od ovih
tacaka, ali ne i drugu. Topologiju 7% definisanu Monteiro prostorom (X, <, g) obelezavamo sa L(X).

Svaki Monteiro prostor (X, <, g) definiSe Nelsonovu algebru
L(X) =(L(X),uNn,—>,~,0,X)
gde su operacije ~ i — definisane na sledeci nacin:
~A={xeX|gx)¢A}i A->-B=A=(~AUB)
Operacija = je definisana na Heytingovoj algebri 7% sa
B=>C={x€ex|x<yiy€Bimpliciray € C}

Svaka Nelsonova algebra A se moZe potopiti u Nelsonovu algebru L(F,) definisanu Monteiro
prostorom (F,, S, g), gde je F, skup prostih filtera A = (A,A,V) i preslikavanje g: F, = F, je definisano
kao

gP)={x€eA|~x¢&P}
Preslikavanje A —» L(F,) se predstavlja na sledeci nacin:
xH{PETp|xEP}.
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Posto je indukovana Nelsonova algebra L(F,) takva da joj je osnovna mreZa algebarska, onda postoji

izomorfna Nelsonova algebra rough skupova RS.

Teorema 3.27 ([13]): Neka je A Nelsonova algebra. Postoji skup U i kvaziuredenje < na U takavo da je A

izomorfno podalgebri RS.
Teorema 3.28 ([11]): Neka je a formula Nelsonove logike. Sledece je ekvivalentno:

(a) a je teorema,
(b) a vazi u svakoj konacnoj Nelsonovoj algebri zasnovanoj na rough skupovima koja je odredena

kvaziuredenjem.
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4. ]Jos neke strukture povezane sa Nelsonovim algebrama

4.1 N3-mreze kao twist strukture

Twist strukture se koriste za algebraizaciju Nelsonovih logika preko Heytingovih algebri. Takvu vrstu
predstavljanja su prvi uveli nezavisno Vakarelov [31] i Fidel u [9], ali se tada joS nisu tako nazivale. lako
su oni prvi uveli predstavljanje Nelsonovih logika pomodu twist struktura, pravi dokaz ekvivalencije tih
struktura je predstavio Sendlewski tek 1990. u radu [27]. Poslednjih godina su se pojavile twist
strukture i drugih srodnih algebri, ali éemo u ovom radu predstaviti samo twist strukturu za N3-mreze.

Kako smo rekli da je Vakarelov [31] prvi predstavio twist strukturu za N3-mreZe, prvo éemo
prikazati njegovu konstrukciju twist strukture preko definicije Nelsonove algebre koju je uvela Rasiowa,
a posle toga ¢emo prikazati moderniju konstrukciju twist struktura.

Definicija 4.1: Algebra A = (4, 1,U,n, >, ~, =) je Nelsonova algebra, gdeje A # @; 1 € A; U,N, >
su binarne operacije, i ~, = unarne operacije, ako su zadovoljeni slededi uslovi:

R1: Nekaa 2 b :=a — b = 1. Tada je relacija < refleksivna i tranzitivna.
R2: (4,1,U,n, ~) je kvazi-Boolova algebra, tj.
a) (4,1,u,n) je distributivha mreZa sa jedinicom 1,
b) ~(aub)=~an~bi~(anb)=~auU~b,
c) ~~a=a.
R3: Nekaa<b:=anb=a.Tadaa < b akoisamoakoa X bi~b =< ~a.
R4: Akoa 2 ¢c,b < ctadaauUb = c.
R5: Akoc S a,c S btadac S anb.
R6: ~(a » b) S an ~b.
R7: ~bna =< ~(a - b).
R8: a £ ~—a.
R9: ~—a = a.
R10: an~a < b.
R11: anb S aakoisamoakoa 2 b — c.
R12: —a =a - ~1.

Moze se dokazati da je ova struktura ekvivalentna sa N3-mrezama.
Definicija 4.2: Neka je B = (B, 0,1,n,U, =, —) Heytingova algebra i neka je
N(B) = {{a,a,) | a;,a, € Bia, Na, = 0}.

Tada na N(B) definiSemo:
(1) 1=(1,00i 0 =(0,1),
(2) {ay,az) U{by,by) =(a; Uby,a, Nb,),
(3) (ay,az) N{by,by) = {a; N by,a, U by),
(4) (a;,az) = (by, b)) =(a; = by, a; N by),
(5) ~{ay, az) =(a,, ay),
(6) ={ay, az) = (—ay,ay),
(7) {a,,a,) < (by,b,)akoisamoakoa, < b,ib, < a,,
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(8) (a,,a,) < (by,b,)akoisamo ako a; < b;.
Teorema 4.1 [27]: Za svaku Heytingovu algebru B sistem (N(B), 1,U,N, —, ~, =) je Nelsonova algebra.

Ovom teoremom zavrsavamo Vakarelovo uvodenje twist struktura, koje jos nisu imale taj naziv, i
prelazimo na moderniju definiciju datu u [14].

Definicija 4.3: Na svakoj Brouwerovoj mrezi B = (B,A,V, —) definiSemo skup gustih elemenata
D(B):={aV (a—b):a,b € B}.

Definicija 4.4: Neka je B = (B,A,V, =) Brouwerova mreza, F € B neki gust filter. N3 twist struktura
je
Tw(B,F) = (AAV,~,~)
gde je nosac
A={ab)eEBXB:avbeF,aNb =0}
i operacije su definisane za sve {(a, b), (c,d) € B X B na slede(i nacin
~{a,b) = (b, a)

{(a,b) A{c,d):=(aAnc.bVvd)

(a,b)V{c,d)=({aVc,bAd)

(a,b) = {c,d) ={(a - c,and)

Sada kada smo videli i Vakarelovu definiciju i ovu moderniju, lako se moZze primetiti da postoje neke
sintakticke razlike, ali da je twist struktura u osnovi ista.

Teorema 4.2 [27]: Za svaku Brouwerovu mrezu B struktura Tw(B, F), sa gore definisanim operacijama
je N3-mreia.

4.2 Veza sa drugim algebrama neklasi¢nih logika

U ovom delu ¢emo prikazati neke algebre neklasi¢nih logika koje su term-ekvivalentne. Odnosno one
mogu da se definisu preko operacija druge algebre. Ne¢cemo dokazivati ekvivalenciju, nego ¢emo samo
prikazati ideje dokaza tih ekvivalencija.

Definicija 4.5: Definisemo 3-vrednosnu Lukasiewiczevu algebru kao algebru L = (L,A,V, ~,V ,0,1)
takva da je (L,A,V, ~ ,0,1) De Morganova algebra i V je unarna operacija, koja se zove operator
moguénosti, koja zadovoljava:

(i) ~xvVx=l,
(i) ~xAx=~xAVx,
(i) VxAy) =V xAVy.
Preslikavanje x +—V x je operator zatvorenja ([20]). Dodatno:
VOo=0iV(xVy)=VxVvVy

Operator nuznosti je definisan na sledeci nacin: A x :=~V ~ x. Operacija A je dualna operacija
operaciji V. Takode A i V su povezani, na primer:
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AVx=VxiVAx =Ax
3-vrednosna Lukasiewiczeva algebra zadovoljava princip odredivanja (determination principle):
Ax=Ayi Vx=Vy implicira x = y.
Bilo koja dupla Stoneova algebra L = (L,A,V, *, T, 0,1) defini$e 3-vrednosnu Lukasiewiczevu
algebru (L; AV, ~,V ,0,1) tako Sto definisemo, videti [17]:
Vx=x*i~x=x"V(xAxT)
Sli¢no, svaka 3-vrednosna Lukasiewiczeva algebra L = (L,A,V,~,V ,0,1) definise duplu Stoneovu
algebru (L,AV, %, *,0,1) tako §to je, videti [17]:
x*=~Vxixt=V~x

*

Ova dupla Stoneova algebra je regularna, taénije, *i * zadovoljavaju uslov regularnosti. Dodatno,

ovi pseudokomplementi odreduju jedni druge na sledeéi nacin:
~x = (~x)" i ~xt = (~x)

Ovo preslikavanje izmedu regularnih duplih Stoneovih algebri i 3-vrednosnih Lukasiewiczevih
algebri je injektivno.

U univerzalnoj algebri, algebra A je prosta ako ima samo identicku i punu relaciju kao svoje
kongruencije. A je semiprosta kad je A izomorfna poddirektnom proizvodu prostih algebri. Nelsonova
algebra A = (A,A,V,—,~ ,0,1) je semiprosta ako i samoakox V (x = 0) = 1.

Svaka 3-vrednosna Lukasiewiczeva algebra odreduje semiprostu Nelsonovu algebru tako sto je
x =y =V~ xVyYy,Ssto je pokazano u [5]. Slicno, svaka semiprosta Nelsonova algebra indukuje 3-
vrednosnu Lukasiewiczevu algebru tako sto je V x :=~ x — 0, videti [5].

Lukasiewiczeva 3-vrednosna logika L; dozvoljava da propozicije imaju vrednosti O, % i 1 gde se treca

L 1 . - , T - .. .
logicka vrednost 5 Mmoze interpretirati kao ,,mogucnost”. Lukasiewicz je definisao operacije ~ i = na

sledeci nacin:
~a:=1—aia—-b:=min{1,1 —a+ b}

Wajsberg je prezentovao aksiomatizaciju za Ls. Algebarska verzija ove aksiomatizacije se zove
Wajsbergova algebra L = (L; —, ~ ,1) definisana sledeéim identitetima:

(W1) 1-x=x,

(W2) x->»->(y->2)>(x-y)=1,
(W3) (x=>y)=2z)=((y = x)—>x),
(wa) (~x-=o~y)2>(ox) =1

3-vrednosna Lukasiewiczeva algebra L = (L,A,V, ~,V ,0,1) definise Wajsbergovu algebru tako sto
definiSe:

x-oy=NV~xVyY)AVyV~x).
y=( y y

Slicno Wajsbergova algebra L = (L, -, ~ ,1) defini$e 3-vrednosnu Lukasiewiczevu algebru u kojoj
je:

xVy=(x-y)->y, xAy=~(~xV~y), Vxi=~x-x 0:=~1
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Definicija 4.6 ([3]): MV-algebra je sistem (4, +,*, —,0,1) gde je A neprazan skup elemenata, 0i 1
razliciti konstantni elementi A, + i * binarne operacije i = unarna operacija na A koji zadovoljava sledeée

aksiome:
(Ax1) x+y=y+x,
(Ax2) x+@+z)=Cx+y)+z
(Ax3) x+-x=1,
(Ax4) x+1=1,
(Ax5) x+0=x,
(Ax6) —(x+y) = ax*y,
(Ax7) X = =X,
(Ax8) 0=1,
(Ax9) X*Yy =Yy*Xx,
(Ax10) xx*(y*z) =(x*y)*z,
(Ax11) x*x=x =0,
(Ax12) x*x0=0,
(Ax13) x*x1=x,
(Ax14)  —a(x *y) = —x * Y.

Da bi definisali dodatne aksiome uvodimo narednu definiciju:

Definicijad.7: xVy = (x*—y)+yix Ay = (x + y) *y.

(Ax15) xVy=yVx,
(Ax16) xVv(yvz)=(xVy)Vz
(Ax17) x+WAz)=Ex+Y)A(x+2),
(Ax18) xAy=yAx,
(Ax19) xA(Az)=(xAy)Az

)

xx(yvz)=(x*y)V(x*2).
MV-algebra definise Wajsbergovu algebru ([10]) ako = i ~ tumacimo kao iste operacije i definiSemo
X>yi=-x+y

Wajsbergova algebra definiSe MV-algebru ([10]) ako — i ~ tumacimo kao iste operacije i
definiSemo

Xty =~x-y
X%y = ~(x o ~y).
Sa ovim zavrSavamo prikazivanje algebri, i predstavili smo ideje dokaza sledeée teoreme.
Teorema 4.3 ([5],[10],[17],[25]): Sledece algebre su term-ekvivalentne
(1) 3-vrednosna Lukasiewiczeva algebra,
(
(
(4) Wajsbergova algebra,
(5

)
2) regularna dupla Stoneova algebra,
3) semiprosta Nelsonova algebra,
)
)

MV-algebra.
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