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Ïðåäãîâîð

Äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöà èìà èçóçåòíî øèðîêó ïðèìåíó ó ðàçëè÷èòèì íàó-
êàìà. Ó îâîì ðàäó £åìî ñå áàâèòè íåêèì îä »åíèõ ïðèìåíà ó ìåõàíèöè. Ðàä ñå
ñàñòîjè èç òðè äåëà.

Ó ïðâîì äåëó £å ïðâîáèòíî áèòè èçëîæåíå íåêå îä îñíîâíèõ äåôèíèöèjà âå-
çàíèõ çà ìàòðèöå êîjå ñó íåîïõîäíå ðàäè ðàçóìåâà»à äà§åã òåêñòà. Îâàj äåî
ñå ïîòîì áàâè äèjàãîíàëèçàöèjîì ìàòðèöà è Æîðäàíîâîì äåêîìïîçèöèjîì êàî
»åíèì óîïøòå»åì íà ñâå êâàäðàòíå ìàòðèöå. Íà ïîñëåòêó, îáðà¢åíà jå è ñïåê-
òðàëíà äåêîìïîçèöèjà, êàî ñïåöèjàëíè ñëó÷àj äèjàãîíàëèçàöèjå ìàòðèöà.

Äðóãè äåî ñå îäíîñè íà ïðèìåíó äèjàãîíàëèçàöèjå êîä ìàëèõ îñöèëàöèjà ìå-
õàíè÷êèõ ñèñòåìà, ñòîãà ñó ïðâî íàâåäåíè ñâè ïîjìîâè ïîòðåáíè çà èçâî¢å»å
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà, êàî è äèôåðåíöèjàë-
íèõ jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà. Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà
ñó ïðåäñòàâ§åíå ó ìàòðè÷íîì îáëèêó, ãäå jå îájàø»åíî êàêâó óëîãó èãðà äèjà-
ãîíàëèçàöèjà ìàòðèöà ó îäðå¢èâà»ó »èõîâèõ ðåøå»à. Ó îâîì äåëó ñó îáðà¢åíà
è äâà ïðèìåðà ïðèìåíå äèjàãîíàëèçàöèjå ìàòðèöà ó îäðå¢èâà»ó äèôåðåíöèjàë-
íèõ jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà.

Ó òðå£åì äåëó jå ïîñåáíî îáðà¢åíà ïîëàðíà äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöà ñà ïðè-
ìåíàìà ó ìåõàíèöè íåïðåêèäíèõ ñðåäèíà. Ïðâî ñó èçëîæåíè îñíîâíè ïîjìîâè
ìåõàíèêå íåïðåêèäíèõ ñðåäèíà, à ïîòîì jå äîêàçàíà òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîì-
ïîçèöèjè. Íà ïîñëåòêó ñó ïðèêàçàíà äâà ïðèìåðà ïðèìåíå îâå òåîðåìå êîjè ñå
îäíîñå íà èçäóæå»å è ÷èñòî ñìèöà»å íåïðåêèäíå ñðåäèíå.
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Ãëàâà 1

Äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöà

Ó îâîj ãëàâè £å íàjïðå áèòè èçëîæåíå äåôèíèöèjå ïîjìîâà âåçàíèõ çà ìàòðè-
öå êîjå £å íàì áèòè ïîòðåáíå ó äà§åì ðàäó. Çàòèì £å áèòè àíàëèçèðàíà Æîðäà-
íîâà äåêîìïîçèöèjà ðåàëíèõ ìàòðèöà. Ïîñåáíî £å áèòè àíàëèçèðàíà ñïåêòðàëíà
äåêîìïîçèöèjà ðåàëíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöà, çàòî øòî £å íàì îíà áèòè íàjèí-
òåðåñàíòíèjà ó ïðèìåíàìà. Ó èçëàãà»ó £åìî ñå íàjâèøå îñëîíèòè íà ìàòåðèjàë
ñàäðæàí ó ê»èãàìà [1, 2, 3, 4].

1.1 Ìàòðèöå

Íà ñàìîì ïî÷åòêó £å áèòè íàâåäåíå íåêå äåôèíèöèjå êîjå £å íàì áèòè îä çíà-
÷àjà ó äà§åì òåêñòó. Ïî£è £åìî îä äåôèíèöèjå âåêòîðñêîã ïðîñòîðà. Ñà (V,+)
£åìî îçíà÷èòè êîìóòàòèâíó ãðóïó. �åíå åëåìåíòå £åìî íàçèâàòè âåêòîðèìà.
Ñà (F,+, ·) £åìî îçíà÷èòè ïî§å. Åëåìåíòå ïî§à £åìî íàçèâàòè ñêàëàðèìà.

Äåôèíèöèjà 1.1 ([1]). Íåêà ñó íàì äàòè êîìóòàòèâíà ãðóïà (V,+) è ïî§å
(F,+, ·). V jå âåêòîðñêè (èëè ëèíåàðíè) ïðîñòîð íàä ïî§åì F , àêî jå äåôèíèñàíî
ïðåñëèêàâà»å F × V → V , ïðè ÷åìó ñå ñëèêà ïàðà (α, a) îçíà÷àâà ñà αa, òàêî
äà çà ñâàêî α, β ∈ F è a, b ∈ V âàæè:

(i) α(a+ b) = αa+ αb;

(ii) (α + β)a = αa+ βa;

(iii) (αβ)a = α(βa);

(iv) 1a = a,

ãäå jå ñà 1 îçíà÷åí íåóòðàëíè åëåìåíò çà ìíîæå»å ïî§à F . Âåêòîðñêè ïðîñòîð
V íàä ïî§åì F £åìî îçíà÷àâàòè ñà V (F ).

Ó äà§åì ðàäó £å íàì áèòè ïîòðåáíå ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå âåêòîðñêèõ
ïðîñòîðà è »èõîâå ìàòðèöå. Äåôèíèöèjå îâèõ ïîjìîâà ñó äàòå ó íàñòàâêó òåêñòà.

Äåôèíèöèjà 1.2. Íåêà ñó V1(F ) è V2(F ) âåêòîðñêè ïðîñòîðè íàä èñòèì ïî§åì
F . Ïðåñëèêàâà»å A : V1 → V2 òàêâî äà âàæè:
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(i) (∀a, b ∈ V1) A(a+ b) = A(a) + A(b);

(ii) (∀α ∈ F )(∀a ∈ V1) A(αa) = αA(a),

íàçèâà ñå ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà V1 ó V2.

Çà íàñ £å áèòè îä çíà÷àjà ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå ó êîjèìà jå V1 = V2.
Òàêî¢å, ó íàñòàâêó £åìî êîðèñòèòè ïîjàì áàçå âåêòîðñêîã ïðîñòîðà êàî íèçà
âåêòîðà êîjè jå ëèíåàðíî íåçàâèñàí è êîjè ãåíåðèøå âåêòîðñêè ïðîñòîð. Äåòà§-
íèjå ñå î òîìå ìîæå âèäåòè ó Ãëàâè 1 ó¶áåíèêà [1].

Äåôèíèöèjà 1.3. Íåêà jå V (F ) âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áàçîì B = (a1, a2, . . . , an).
Àêî jå x ∈ V è

x = α1a1 + · · ·+ αnan,

îíäà ñå ìàòðèöà ôîðìàòà n× 1

[x] =


α1

α2
...
αn


íàçèâà êîîðäèíàòíà êîëîíà (âåêòîð-êîëîíà) âåêòîðà x ó îäíîñó íà áàçó B.

Êàäà íàì jå äàòà áàçà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà, ñâàêà ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà
ñå ìîæå ïðèêàçàòè ïîìî£ó ìàòðèöå. Äåôèíèñà£åìî ñòîãà ìàòðèöó ëèíåàðíå

òðàíñôîðìàöèjå.

Äåôèíèöèjà 1.4. Íåêà jå V (F ) âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áàçîì B = (a1, a2, . . . , an)
è A ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà òîã âåêòîðñêîã ïðîñòîðà. Àêî jå:

A(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

A(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

...

A(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

îíäà ñå ìàòðèöà

[A] =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

...
. . .

...
αn1 αn2 · · · αnn


íàçèâà ìàòðèöà ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå A ó îäíîñó íà áàçó B.

Òåîðåìà 1.1. Àêî jå V (F ) âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áàçîì B = (a1, a2, . . . , an) è A
»åãîâà ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà, îíäà çà ñâàêî x ∈ V âàæè:

[A(x)] = [A][x].
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Îâà Òåîðåìà, êîjîì ñå ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà ïðè-
êàçójå ïîìî£ó ìíîæå»à ìàòðèöå ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå è âåêòîðà-êîëîíå,
èãðà öåíòðàëíó óëîãó ó íàøîj äà§îj àíàëèçè. Äîêàç Òåîðåìå ñå ìîæå âèäå-
òè ó Ãëàâè 4 ó¶áåíèêà [1]. Ó äà§åì òåêñòó £åìî, ðàäè jåäíîñòàâíèjåã çàïèñà,
èçîñòàâ§àòè óãëàñòå çàãðàäå ó îçíà÷àâà»ó ìàòðèöà è âåêòîðà.

Ó äåêîìïîçèöèjè ìàòðèöà îñëà»à£åìî ñå ó âåëèêîj ìåðè íà »èõîâå ñîïñòâå-
íå âðåäíîñòè è ñîïñòâåíå âåêòîðå. Ñòîãà £å ó íàñòàâêó áèòè äåôèíèñàíè îâè
ïîjìîâè.

Äåôèíèöèjà 1.5. Íåêà jå A ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà
V (F ). Àêî ñó x ∈ V , x ̸= 0 è λ ∈ F òàêâè äà jå Ax = λx, îíäà ñå x íàçèâà
ñîïñòâåíè âåêòîð, à λ ñîïñòâåíà âðåäíîñò òå òðàíñôîðìàöèjå (ìàòðèöå).

Äåôèíèöèjà 1.6. Ñêóï ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå
(ìàòðèöå) A íàçèâà ñå ñïåêòàð òå ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå (ìàòðèöå) è îçíà-
÷àâà ñà σ(A).

Äåôèíèöèjà 1.7. Àêî jå A ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà
V (F ), à λi jåäíà »åíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò, îíäà jå SA(λi) = {x|Ax = λix} èí-
âàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð ëèíåàðíå òðàíñôîðìàöèjå A êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj
âðåäíîñòè λi.

Jåäíîäèìåíçèîíè èíâàðèjàíòíè ïîòïðîñòîð ñå íàçèâà è èíâàðèjàíòíè ïðàâàö.
Ó íàñòàâêó £å íàì áèòè îä çíà÷àjà ïîñåáíà êëàñà ìàòðèöà êîjå ñå íàçèâàjó

îðòîãîíàëíèì ìàòðèöàìà. Ìàòðèöà R jå îðòîãîíàëíà àêî jå »åíà èíâåðçíà
ìàòðèöà R−1 jåäíàêà òðàíñïîíîâàíîj ìàòðèöè RT :

R−1 = RT ⇒ RRT = RTR = I,

ãäå jå ñà I îçíà÷åíà jåäèíè÷íà ìàòðèöà.

Äåôèíèöèjà 1.8. Ìàòðèöå A è B ñó ñëè÷íå àêî ïîñòîjè îðòîãîíàëíà ìàòðèöà
R, òàêâà äà jå A = RBRT .

Äåôèíèöèjà 1.9. Êâàäðàòíà ìàòðèöà A,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ,

jå ïîçèòèâíî äåôèíèòíà àêî çà ñâàêè âåêòîð v âàæè

Av · v > 0 ∀v ̸= 0, Av · v = 0 ⇐⇒ v = 0,

îäíîñíî íåãàòèâíî äåôèíèòíà ó ñëó÷àjó

Av · v < 0 ∀v ̸= 0, Av · v = 0 ⇐⇒ v = 0.
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Äåôèíèòíîñò êâàäðàòíå ìàòðèöå ñå ìîæå ïðîâåðèòè ïîìî£ó Ñèëâåñòðîâîã

êðèòåðèjóìà. Îí ïðåäñòàâ§à äîâî§àí óñëîâ äåôèíèòíîñòè ìàòðèöå. Íåêà ñó
çà ìàòðèöó A èç Äåôèíèöèjå 1.9 ìàòðèöå ∆k äåôèíèñàíå ñà

∆k = det


a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k
. . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk

 , k = 1, 2, . . . , n.

Ìàòðèöà A jå:

(i) ïîçèòèâíî äåôèíèòíà, àêî jå ∆k > 0 çà ñâå k = 1, 2, . . . , n.

(ii) íåãàòèâíî äåôèíèòíà, àêî jå (−1)k∆k > 0 çà ñâå k = 1, 2, . . . , n.

1.2 Äèjàãîíàëèçàöèjà è

Æîðäàíîâà äåêîìïîçèöèjà

Ñâàêà êâàäðàòíà ìàòðèöà A ñà ëèíåàðíî íåçàâèñíèì ñîïñòâåíèì âåêòîðèìà
ñå ìîæå äèjàãîíàëèçîâàòè, îäíîñíî ïîñòîjè äèjàãîíàëíà ìàòðèöà êîjà èìà èñòå
ñîïñòâåíå âðåäíîñòè êàî ìàòðèöà A. Äà áèñìî îâî óîïøòèëè è íà ìàòðèöå ÷èjè
ñîïñòâåíè âåêòîðè íèñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè, ïîñåáíî £åìî èçëîæèòè òåîðåìó î
Æîðäàíîâîj äåêîìïîçèöèjè. Ó îâîì äåëó ñå îñëà»àìî íà ðåçóëòàòå èçëîæåíå ó
[2] è [3].

1.2.1 Äèjàãîíàëèçàöèjà ðåàëíèõ ìàòðèöà

Òåîðåìà 1.2 (äåêîìïîçèöèjà ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà � äèjàãîíàëèçàöèjà). Ñâà-
êà êâàäðàòíà ìàòðèöà A ∈ Rn×n ñà ëèíåàðíî íåçàâèñíèì ñîïñòâåíèì âåêòîðèìà
ìîæå áèòè ôàêòîðèñàíà ñà:

A = XΛX−1

ãäå X ñàäðæè ñîïñòâåíå âåêòîðå ìàòðèöå À êàî êîëîíå, à Λ jå äèjàãîíàëíà
ìàòðèöà

Λ = diag(λ1, . . . , λn) =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 ,

ãäå ñó λ1, . . . , λn ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A.

Äîêàç. Íåêà jå X = [x1, x2, ..., xn], ãäå ñó x1, x2, ...xn ëèíåàðíî íåçàâèñíè ñîï-
ñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå À. Òàäà jå

Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2, . . . Axn = λnxn,

îäíîñíî
AX = [Ax1, Ax2, ..., Axn] = [λ1x1, λ2x2, ..., λnxn] = XΛ. (a)
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Êàêî ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè x1, x2, . . . xn ëèíåàðíî íåçàâèñíè, X jå èíâåðòèáèëíà
ìàòðèöà, ñëåäè äà jå

A = XΛX−1.

Ëåìà 1.1 (ðàçëè÷èòå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè). Íåêà ñó ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè
λ1, λ2, . . . , λn ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå. Òàäà ñó »èìà îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòî-
ðè ëèíåàðíî íåçàâèñíè. Äðóãèì ðå÷èìà, ñâàêà êâàäðàòíà ìàòðèöà ñà ìå¢óñîáíî
ðàçëè÷èòèì ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà ìîæå áèòè äèjàãîíàëèçîâàíà.

Äîêàç. Íåêà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ1, λ2, . . . , λn ñâå ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå. Ïðåò-
ïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè x1, x2, . . . , xn ëèíåàðíî çàâèñíè.
Òàäà, ïîñòîjè íåíóëà âåêòîð c = [c1, c2, . . . , cn] òàêàâ äà jå xn =

∑n−1
i=1 cixi. Òàäà

èìàìî

Axn = A

(
n−1∑
i=1

cixi

)
=

n−1∑
i=1

ci(Axi)

= c1λ1x1 + c2λ2x2 + · · ·+ cn−1λn−1xn−1

è

Axn = λnxn

= λn(c1x1 + c2x2 + ...+ cn−1xn−1),

îäàêëå ñëåäè äà jå
n−1∑
i=1

(λn − λi)cixi = 0,

øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì äà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìå¢óñîáíî
ðàçëè÷èòå.

Ïðåòõîäíè ðåçóëòàòè óêàçójó äà ñå äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöå ñîïñòâåíèì âðåä-
íîñòèìà ìîæå ñâåñòè íà jåäàí àëãîðèòàì: àêî ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ðåàëíå
ìàòðèöå ðàçëè÷èòå, îíäà ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè íåçàâèñíè è ìàòðèöó ìîæåìî
äèjàãîíàëèçîâàòè. Ìå¢óòèì, óñëîâ êîjè ñå îäíîñè íà ñîïñòâåíå âðåäíîñòè èì-
ïëèöèðà îãðàíè÷åíó ïðèìåíó îâå äåêîìïîçèöèjå. Òî £å áèòè ðàçðåøåíî îïøòè-
jîì � Æîðäàíîâîì äåêîìïîçèöèjîì.

1.2.2 Æîðäàíîâà äåêîìïîçèöèjà

Êàêî íàñ äåêîìïîçèöèjà ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà îãðàíè÷àâà íà ìàòðèöå
÷èjè ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè ëèíåàðíî íåçàâèñíè, óâîäèìî Æîðäàíîâó äåêîì-
ïîçèöèjó êîjà jå óîïøòàâà íà ñâå êâàäðàòíå ìàòðèöå. Ïðâî £åìî äåôèíèñàòè
Æîðäàíîâå áëîêîâå.



12 ÃËÀÂÀ 1. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈJÀ ÌÀÒÐÈÖÀ

Äåôèíèöèjà 1.10. Ãîð»à òðîóãàîíà ìàòðèöà m × m, ó îçíàöè B(λ,m), ãäå
ñó ñâèõ m äèjàãîíàëíèõ åëåìåíàòà èñòà ñîïñòâåíà âðåäíîñò λ è ñâè åëåìåíòè
èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå jåäèíèöå, îäíîñíî

B(λ,m) =



λ 1 0 . . . 0 0 0
0 λ 1 . . . 0 0 0
0 0 λ . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . λ 1 0
0 0 0 . . . 0 λ 1
0 0 0 . . . 0 0 λ


,

íàçèâà ñå Æîðäàíîâ áëîê.

Äåôèíèöèjà 1.11. Íåêà jå äàòà n × n ìàòðèöà A. Æîðäàíîâà ôîðìà J çà A
jå áëîê äèjàãîíàëíà ìàòðèöà äåôèíèñàíà ñà

J =


B(λ1,m1) 0 . . . 0

0 B(λ2,m2) . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . B(λk,mk)

 ,

ãäå ñó λ1, λ2, ..., λk ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A, à m1 +m2 + ...mk = n.

Ñàäà êîíà÷íî ìîæåìî èçëîæèòè è òåîðåìó î Æîðäàíîâîj äåêîìïîçèöèjè.

Òåîðåìà 1.3 (Æîðäàíîâà äåêîìïîçèöèjà). Ñâàêà êâàäðàòíà ìàòðèöà A ∈ Rn×n

ìîæå áèòè ôàêòîðèñàíà ñà:

A = XJX−1,

ãäå jå X ðåãóëàðíà ìàòðèöà êîjà ñàäðæè ãåíåðàëèçîâàíå ñîïñòâåíå âåêòîðå ìà-
òðèöå A êàî êîëîíå, à J jå Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöå diag(J1, J2, ..., Jk), ãäå ñó
B(λi,mi) ∈ Rmi×mi êâàäðàòíå ìàòðèöå, mi áðîj ïîíàâ§à»à ñîïñòâåíå âðåäíîñòè
λi è m1 + m2 + ... + mk = n. Ji ñå íàçèâàjó Æîðäàíîâè áëîêîâè, a ðåãóëàðíà
ìàòðèöà X ñå íàçèâà ìàòðèöà ãåíåðàëèçîâàíèõ ñîïñòâåíèõ âåêòîðà ìàòðèöå A.

Òåîðåìó î Æîðäàíîâîj äåêîìïîçèöèjè íå£åìî äîêàçèâàòè, àëè çàòî £åìî
ïîãëåäàòè êàêî ìîæåìî òóìà÷èòè ñàìó äåêîìïîçèöèjó. Íåêà îíà, íà ïðèìåð,
èìà îáëèê:

J =



λ1 1 0
0 λ1 1
0 0 λ1

 0 . . . 0

0
[
λ2

]
. . . 0

0 0

[
λ3 1
0 λ3

]
0

...
...

...
...

0 . . . . . .

[
λk 1
0 λk

]


.
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Ïðèìåòèìî äà ñå èñïîä ãëàâíå äèjàãîíàëå ìîãó íàëàçèòè íóëå, êàî è äà ïðâà
êîëîíà ñâàêîã áëîêà ñàäðæè ñàìî îäãîâàðàjó£ó ñîïñòâåíó âðåäíîñò. Çà ïðèìåð,

ïîãëåäàjìî ïðâè áëîê J1 =

λ1 1 0
0 λ1 1
0 0 λ1

. Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà £å ïðâèõ m1

êîëîíà ìàòðèöå AX = XJ , ãäå jå X = [x1, x2, ..., xn], áèòè:

Ax1 = λ1x1

Ax2 = λ1x2 + x1

...

Axm1 = λ1xm1 + xm1−1.

Êàêî jå Æîðäàíîâà äåêîìïîçèöèjà îñåò§èâà íà íàjìà»å ïðîìåíå, ñëàáî jå
çàñòóï§åíà ó ïðèìåíè. Äîâî§íà jå ìàëà ïðîìåíà ó ìàòðèöè äà áè »åíè ñîïñòâå-
íè âåêòîðè áèëè ëèíåàðíî íåçàâèñíè, îäíîñíî äà áè ìîãëà äà ñå äèjàãîíàëèçójå.

1.3 Ñïåêòðàëíà äåêîìïîçèöèjà

Òåîðåìà î ñïåêòðàëíîj äåêîìïîçèöèjè òâðäè äà ñå ñâàêà ñèìåòðè÷íà ìàòðè-
öà ìîæå äèjàãîíàëèçîâàòè. Êàêî jå óñëîâ çà äåêîìïîçèöèjó ñîïñòâåíèì âðåä-
íîñòèìà áèî äà ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè ëèíåàðíî íåçàâèñíè, ïîêàçà£åìî äà ñó
ñîïñòâåíè âåêòîðè ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöà óâåê ìå¢óñîáíî îðòîãîíàëíè. Êàêî èõ
ñâå ìîæåìî íîðìèðàòè, ìàòðèöà ÷èjå ñó êîëîíå íîðìèðàíè ñîïñòâåíè âåêòî-
ðè ñèìåòðè÷íå ìàòðèöå £å áèòè îðòîãîíàëíà ìàòðèöà. Ó èçëàãà»ó ñïåêòðàëíå
äåêîìïîçèöèjå ñëåäè£åìî ïîñòóïàê äàò ó [3].

Òåîðåìà 1.4 (Ñïåêòðàëíà äåêîìïîçèöèjà). Ðåàëíà ìàòðèöà A ∈ Rn×n jå ñèìå-
òðè÷íà àêî è ñàìî àêî ïîñòîjå îðòîãîíàëíà ìàòðèöà Q è äèjàãîíàëíà ìàòðèöà
λ òàêâà äà jå

A = QΛQT

ãäå ñó êîëîíå ìàòðèöå Q = [q1, q2, . . . , qn] ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå A êîjè
ñó ìå¢óñîáíî îðòîãîíàëíè è íîðìèðàíè, à åëåìåíòè Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) ñó
îäãîâàðàjó£å ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A êîjå ñó ðåàëíå. Âàæå ñëåäå£à ñâîj-
ñòâà:

1. Ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà èìà ñàìî ðåàëíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè.

2. Ñîïñòâåíè âåêòîðè ñó îðòîãîíàëíè.

3. Ðàíã ìàòðèöå A jå áðîj íåíóëà ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè.

4. Àêî ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ðàçëè÷èòå, îíäà ñó è ñîïñòâåíè âåêòîðè jå-
äèíñòâåíè.

Ñâàêî îä ñâîjñòàâà íàâåäåíèõ ó Òåîðåìè 1.4 £åìî ïîñåáíî äîêàçèâàòè.

Ëåìà 1.2. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñèìåòðè÷íå ìàòðèöå ñó ðåàëíå.
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Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà jå λ = a+bi, ãäå a, b ∈ R. Òàäà jå λ = a−bi.
Òàêî¢å, çà êîìïëåêñíè ñîïñòâåíè âåêòîð x = c + di, c, d ∈ R, âàæè äà jå x =
c − di. Ñàäà èç Ax = λx, êàäà ïîìíîæèìî ñà ëåâå ñòðàíå ñà xT , ñëåäè äà jå
xTAx = λxTx. Ñ äðóãå ñòðàíå, èç xTA = λxT , ìíîæå»åì ñà äåñíå ñòðàíå ñà x,
äîáèjàìî xTAx = λxTx. Êîíà÷íî, èç îâå äâå jåäíàêîñòè äîáèjàìî λxTx = λxTx,
îäíîñíî (λ − λ)xTx = 0, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå λ = λ, òî jåñò, λ jå ðåàëàí
áðîj.

Ëåìà 1.3. Ñîïñòâåíè âåêòîðè êîjè îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì ñîïñòâåíèì âðåäíî-
ñòèìà ñèìåòðè÷íå ìàòðèöå ñó îðòîãîíàëíè.

Äîêàç. Íåêà jå Ax1 = λ1x1 è Ax2 = λ2x2, îäíîñíî λ1 è λ2 ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè
êîjå îäãîâàðàjó ñîïñòâåíèì âåêòîðèìà x1 è x2, ðåäîì. Òðàíñïîíîâà»åì ïðâå
jåäíà÷èíå äîáèjàìî x1

TA = λ1x1
T , à çàòèì ìíîæå»åì ñà x2 ñà äåñíå ñòðàíå,

x1
TAx2 = λ1x1

Tx2. Míîæå»åì äðóãå jåäíà÷èíå ñà x1
T ñà ëåâå ñòðàíå äîáèjàìî

x1
TAx2 = λ2x1

Tx2. Ñàäà èìàìî äà jå λ1x1
Tx2 = λ2x1

Tx2, îäíîñíî (λ1−λ2)x1
Tx2 =

0. Êàêî ñó λ1 è λ2 ïî ïðåòïîñòàâöè ðàçëè÷èòè, ñëåäè äà jå x1
Tx2 = 0, òî jåñò,

âåêòîðè x1 è x2 ñó îðòîãîíàëíè.

Òåîðåìà 1.5. Àêî ìàòðèöà A ∈ Rn×n èìà k ðàçëè÷èòèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè,
îíäà jå ñêóï k îäãîâàðàjó£èõ ñîïñòâåíèõ âåêòîðà ëèíåàðíî íåçàâèñàí.

Äîêàç. Äîêàçójåìî èíäóêöèjîì ïî áðîjó ñîïñòâåíèõ âåêòîðà.
Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà ïîñòîjè x = [x1, x2] ̸= 0 äà jå x1v1 + x2v2 = 0.

Ìíîæå»åì îâå jåäíà÷èíå ñà ëåâå ñòðàíå ñà A, äîáèjàìî

x1λ1v1 + x2λ2v2 = 0,

à ìíîæå»åì èñòå jåäíà÷èíå ñà λ2 äîáèjàìî

x1λ2v1 + x2λ2v2 = 0.

Èç äâå äîáèjåíå jåäíà÷èíå ñàäà ñëåäè äà jå x1(λ2 − λ1)v1 = 0. Ïîøòî ñó ïî
ïðåòïîñòàâöè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå, à v1 ̸= 0, ñëåäè äà jå
x1 = 0.

Àíàëîãíî äîáèjàìî äà jå è x2 = 0, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì
äà jå x = [x1, x2] ̸= 0.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ñó çà j < k v1, ..., vk ëèíåàðíî íåçàâèñíè âåêòîðè è
ïîñòîjè x = [x1, x2, ..., xj] ̸= 0 äà:

vj+1 = x1v1 + x2v2 + ...xjvj.

Ìíîæå»åì ñà A ñà ëåâå ñòðàíå äîáèjàìî

λj+1vj+1 = x1λ1v1 + x2λ2v2 + ...xjλjvj,

äîê ìíîæå»åì èñòå jåäíà÷èíå ñà λj + 1 äîáèjàìî

λj+1vj+1 = x1λj+1v1 + x2λj+1v2 + ...xjλj+1vj.

Èç ïîñëåä»å äâå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå x1(λj+1 − λ1)v1 + x2(λj+1 − λ2)v2 + ... +
xj(λj+1 − λj)vj = 0, ïà èç èñòèõ ïðåòïîñòàâêè êàî ó áàçè èíäóêöèjå ñëåäè äà
jå x1 = x2 = ... = xj = 0, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì äà jå
x = [x1, x2, ..., xj] ̸= 0.
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Ïîñëåäèöà 1.1. Àêî ìàòðèöà A ∈ Rn×n èìà n ðàçëè÷èòèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíî-
ñòè, îíäà ñâàêè ñêóï îäãîâàðàjó£èõ ñîïñòâåíèõ âåêòîðà ôîðìèðà áàçó çà Rn.

Ëåìà 1.4. Àêî ìàòðèöà A èìà ñîïñòâåíó âðåäíîñò λi ÷èjà jå âèøåñòðóêîñò
k ≥ 2, îíäà ïîñòîjå k îðòîíîðìèðàíèõ âåêòîðà êîjè îäãîâàðàjó λi.

Äîêàç. Íåêà jå xi1 jåäàí ñîïñòâåíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà λi. Ìîæåìî èçàáðàòè
âåêòîðå y2, y3, ...yn òàêî äà xi1 , y2, ..., yn ÷èíå îðòîíîðìèðàíó áàçó. Ñàäà ôîðìè-
ðàìî ìàòðèöå Y1 = [y2, ..., yn] è P1 = [xi1 , y2, ..., yn]. Ïîêàæèìî äà jå

P1
TAP1 =

[
λi 0
0 Y1

TAY1

]
.

Êàêî jå AP1 = A[xi1 , y2, ...yn] = [λixi1, Ay2, ..., Ayn], èìàìî

P1
TAP1 =


xi1

T

y2
T

...
yn

T

 [λixi1 , Ay2, ...Ayn] =


xi1

Tλixi1 xi1
TAy2 . . . xi1

TAyn
y2

Tλixi1 y2
TAy2 . . . y2

TAyn
...

. . .
...

yn
Tλixi1 yn

TAy2 . . . yn
TAyn

 (1.1)

Êàêî jå, ïî êîíñòðóêöèjè, xi1 íîðìèðàí, äîáèjàìî xi1
Tλixi1 = λixi1

Txi1 = λi.
Ïîøòî ñó âåêòîðè y2, ..., yn èçàáðàíè òàêî äà áóäó îðòîãîíàëíè íà xi1 , ñâè

åëåìåíòè ïðâå âðñòå è ïðâå êîëîíå ìàòðèöå P1
TAP1, îñèì ïðâîã, áè£å jåäíàêè

0. Êîíêðåòíî

yj
Tλixi1 = λi yj

Txij︸ ︷︷ ︸
0

= 0, j = 2, ...n

xi1
TAyj = λi xi1yj︸︷︷︸

0

= 0.

Êîíà÷íî,

y2
TAy2 . . . y2

TAyn
...

. . .
...

yn
TAy2 . . . yn

TAyn

 =


y2

T

y3
T

...
yn

T

 [Ay2, ..., Ayn] = Y1
TAY1.

Äàêëå,

P1
TAP1 =

[
λi 0
0 Y1

TAY1

]
.

P1 jå îðòîãîíàëíà ìàòðèöà, ïî êîíñòðóêöèjè, òî jåñò P1
TP1 = In èA = P1P1

TAP1P1
T ,

îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà ñó è P1
TAP1 ñëè÷íå ìàòðèöå, îäíîñíî, îíå èìàjó jåäíàêå

êàðàêòåðèñòè÷íå ïîëèíîìå: det(P1
TAP1−λIn) = det(A−λIn) = (λi − λ)kPn−k(λ).

Ñà äðóãå ñòðàíå, èç jåäíà÷èíå (1) ñëåäè äà jå det(P1
TAP1 − λIn) = (λi −

λ) det(Y1
TAY1−λIn−1). Èçjåäíà÷àâà»åì äåñíèõ ñòðàíà ïðåòõîäèõ jåäíà÷èíà äî-

áèjàìî

(λi − λ)kPn−k(λ) = (λi − λ) det(Y1
TAY1 − λIn−1), (1.2)
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îäàêëå ñëåäè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå Y1
TAY1:

det(Y1
TAY − λIn−1) = (λi − λ)k−1Pn−k(λ).

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå λi ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå Y1
TAY1 âèøåñòðóêîñòè

k − 1.

Äåôèíèøèìî ñàäà ìàòðèöó B ∈ R(n−1)×(n−1):

B = Y1
TAY1.

Çáîã jåäíà÷èíå (2), λi jå ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå B ñà àëãåáàðñêîì âèøå-
ñòðóêîø£ó k − 1. Îäàòëå ñëåäè äà ïîñòîjè âåêòîð e ∈ Rn−1, òàêàâ äà âàæè:

(B − λiIn−1)e = 0,

îäíîñíî

ker(B − λiIn−1) ̸= ∅.

Íàø öè§ jå äà ïîêàæåìî äà ñîïñòâåíè âåêòîð e ìàòðèöå B, êîjè îäãîâàðà ñîï-
ñòâåíîj âðåäíîñòè λi, íà jåäèíñòâåí íà÷èí îäðå¢ójå ñîïñòâåíè âåêòîð xi2 ìàòðèöå
A, êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λi è çà êîjè âàæè äà jå xi2 ⊥ xi1 .

Ïî¢èìî îä jåäíàêîñòè

P1
TAP1 =

[
λi 0T

0 B

]
,

è äåôèíèøèìî âåêòîð en ∈ Rn íà ñëåäå£è íà÷èí:

en :=

[
z
e

]
,

ãäå jå z ∈ R.
Ïîñìàòðàjìî ñëåäå£ó jåäíàêîñò:

P1
TAP1en =

[
λi 0T

0 B

] [
z
e

]
,

è ïîìíîæèìî jå ñëåâà ìàòðèöîì P1:

P1P1
TAP1en = P1

[
λi 0T

0 B

] [
z
e

]
.

Çáîã àñîöèjàòèâíîñòè ìíîæå»à ìàòðèöà è îðòîãîíàëíîñòè ìàòðèöå P1 ïîñëåä»à
jåäíà÷èíà ñå ñâîäè íà:

AP1en = P1

[
λi 0T

0 B

] [
z
e

]
. (1.3)
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Ïîøòî jå AP1 = [λixi1 , Ay2, ..., Ayn], ëåâà ñòðàíà ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ïîñòàjå

AP1en = [λixi1 , Ay2, ...Ayn]

[
z
e

]

=


λixi1

(1) Ay2
(1) . . . Ayn

(1)

λixi1
(2) Ay2

(2) . . . Ayn
(2)

...
...

...
...

λixi1
(n) Ay2

(n) . . . Ayn
(n)




y
e(2)

...
e(n)



=


λixi1

(1)z + Ay2
(1)e(2) + · · ·+ Ayn

(1)e(n)

λixi1
(2)z + Ay2

(2)e(2) + · · ·+ Ayn
(2)e(n)

...

λixi1
(n)z + Ay2

(n)e(2) + · · ·+ Ayn
(n)e(n)


= λizxi1 + [Ay2, ..., Ayn]e

= λizxi1 + AY1e.

(1.4)

Äåñíà ñòðàíà jåäíà÷èíå (3) ñå íåïîñðåäíî èçðà÷óíàâà:

P1

[
λi OT

0 P2

] [
z
e

]
= [xi1 , y2, ..., yn]

[
λiz
Be

]

=

xi1
(1) y2

(1) . . . yn
(1)

...
...

. . .
...

xi1
n) y2

(n) . . . yn
(n)




λiz

(Be)(2)

...

(Be)(n)


=

λizxi1
(1) + y2

(2)(Be)(2) + · · ·+ yn
(n)(Be)(n)

. . .

λizxi1
(n) + y2

(n)(Be)(2) + · · ·+ yn
(n)(Be)(n)

λizxi1 + Y1Be

= λizxi+1 + λiy1e,

jåð jå ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå B êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λi, Be =
λie.

Èçjåäíà÷àâà»åì ïîñëåä»à äâà ðåçóëòàòà äîáèjàìî:

λizxi1 + AY1e = λizxi1 + λiY1e,

îäàêëå ñëåäè: A(Y1e) = λi(Y1e). Òî çíà÷è äà jå Y1e ∈ Rn ñîïñòâåíè âåêòîð ìà-
òðèöå A êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λi.

Îñòàjå äà ïîêàæåìî äà jå Y1e ⊥ xi1 .Ïîñìàòðàjìî ñêàëàðíè ïðîèçâîä (Y1e)xi1 =
e(Y1

T )xi1 = 0 jåð jå:

Y1
Txi1 =

y2
T

...
yn

T

xi1 =

y2
Txi1
...

yn
Txi1

 = 0,

çàòî øòî jå yj ⊥ xi1 , ïî êîíñòðóêöèjè, çà j = 2, ..., n.
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Ïîêàçàëè ñìî äà jå xi2 = Y1e, ãäå jå e áèî ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå B, çà
ñîïññòâåíó âðåäíîñò λi. Îâà ïðîöåäóðà ñå ìîæå íàñòàâèòè äîê ñå íå èñöðïå
ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λi, îäíîñíî äîê ñå íå îäðåäå ñâè ñîïñòâåíè âåêòîðè
xij , j = 1, ..., k, êîjè £å áèòè óçàjàìíî îðòîãîíàëíè.



Ãëàâà 2

Ìàëå îñöèëàöèjå ìåõàíè÷êèõ

ñèñòåìà

Ìàëå îñöèëàöèjå ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà ïðåäñòàâ§àjó êðåòà»å ìàòåðèjàëíîã
ñèñòåìà ó îêîëèíè ñòàáèëíîã ïîëîæàjà ðàâíîòåæå. Ó ñëó÷àjó ñëîæåíèjèõ ìåõà-
íè÷êèõ ñèñòåìà êîjè ñå êðå£ó ïîä äåjñòâîì ïîòåíöèjàëíèõ ñèëà, äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå êðåòà»à ñå ìîãó ôîðìèðàòè êàî Ëàãðàíæîâå jåäíà÷èíå äðóãå âðñòå.
Íà îñíîâó »èõ ñå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà äîáèjàjó ëèíåà-
ðèçàöèjîì Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà ó îêîëèíè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå. Îäðå¢èâà-
»å ðåøå»à Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà çà ìàëå îñöèëàöèjå ñå òàäà ñâîäè óïðàâî
íà ïðîáëåì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè è ñîïñòâåíèõ âåêòîðà. Äà áè ñå îâàj ïðîáëåì
ìîãàî àíàëèçèðàòè, íàjïðå £åìî óâåñòè íåêå ïîjìîâå íåîïõîäíå çà ôîðìèðà»å
Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå. Ó òîìå £åìî ñå îñëîíèòè íà ìàòåðèjàë
èçëîæåí ó [5, 6]

2.1 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ìåõàíè÷-

êèõ ñèñòåìà

Ó îâîì îäå§êó £åìî èçëîæèòè îñíîâíå ïîjìîâå êîjè ñó íåîïõîäíè çà ôîðìè-
ðà»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà. Èçëàãà»å íå£å
èìàòè ñòðîã ôîðìàëíè êàðàêòåð, âå£ ãà òðåáà ñõâàòèòè êàî ïðåãëåä äåôèíèöèjà
è jåäíà÷èíà êîjå ñó íåîïõîäíå çà îïèñèâà»å êðåòà»à ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà.

2.1.1 Êèíåòè÷êà åíåðãèjà

Àíàëèçèðàjìî íàjïðå êðåòà»å ìàòåðèjàëíå òà÷êå ìàñå m. Ïîëîæàj òà÷êå jå
ó ñâàêîì òðåíóòêó âðåìåíà t ≥ 0 îäðå¢åí âåêòîðîì ïîëîæàjà r(t), r : R → R3.
Áðçèíà ìàòåðèjàëíå òà÷êå ñå äåôèíèøå êàî ïðâè èçâîä âåêòîðà ïîëîæàjà r ïî
âðåìåíó t (âèäåòè Ñëèêó 2.1):

v(t) =
dr(t)

dt
.

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ìàòåðèjàëíå òà÷êå äåôèíèñàíà jå íà ñëåäå£è íà÷èí:

19
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x1

x2

x3
M

r(t)

O

v(t)

Ñëèêà 2.1: Ïîëîæàj è áðçèíà ìàòåðèjàëíå òà÷êå

T =
1

2
m(v, v),

ãäå jå ñà (a, b) îçíà÷åí ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà a è b ó R3. Çáîã äåôèíèöèjå,
êèíåòè÷êà åíåðãèjà T jå íåíåãàòèâíà è jåäíàêà jå íóëè àêêî jå áðçèíà òà÷êå
jåäíàêà íóëè:

T ≥ 0; T = 0 ⇔ v = 0.

Çà ìàòåðèjàëíó òà÷êó ñå êàæå äà ìèðójå, îäíîñíî äà ñå íàëàçè ó ïîëîæàjó ðàâ-
íîòåæå, àêî âàæè:

r(t) = r0 ∈ R3, ∀t ≥ 0.

Îäàâäå ñëåäè äà ó ïîëîæàjó ðàâíîòåæå âàæè v(t) = 0, ∀t ≥ 0.
Ñèñòåì ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà jå ñêóï îä N ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà, ÷èjå ñó ìàñå

mk, k = 1, . . . , N , è ÷èjè ñó ïîëîæàjè è áðçèíå ðåäîì îäðå¢åíè âåêòîðèìà rk(t)
è vk(t), vk(t) = drk(t)/dt. Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñèñòåìà ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà jå
äåôèíèñàíà êàî çáèð êèíåòè÷êèõ åíåðãèjà òà÷àêà êîjå îáðàçójó ñèñòåì:

T =
N∑
k=1

1

2
mk(vk, vk) ≥ 0, (2.1)

è íåíåãàòèâíà jå çàòî øòî jå ñâàêè ïîjåäèíè ñàáèðàê íåíåãàòèâàí. Êèíåòè÷êà
åíåðãèjà £å áèòè jåäíàêà íóëè àêêî ñó áðçèíå ñâèõ òà÷àêà ñèñòåìà jåäíàêå íóëè:

T = 0 ⇔ vk = 0, k ∈ {1, . . . , N}.

Çà ñèñòåì ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà ñå êàæå äà ìèðójå, îäíîñíî äà ñå íàëàçè ó ïî-
ëîæàjó ðàâíîòåæå, àêî âàæè:

rk(t) = rk0 ∈ R3, ∀t ≥ 0, k ∈ {1, . . . , N}.

Îäàâäå ñëåäè äà ó ïîëîæàjó ðàâíîòåæå âàæè vk(t) = 0, ∀t ≥ 0, k ∈ {1, . . . , N}.

2.1.2 Ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå

Ìåõàíè÷êè ñèñòåìè ó îïøòåì ñëó÷àjó ìîãó áèòè çíàòíî ñëîæåíèjè îä ìîäåëà
ñèñòåìà ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà. �èõ ìîãó ÷èíèòè ìàòåðèjàëíå òà÷êå è êðóòà òåëà
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÷èjå jå êðåòà»å óçàjàìíî îãðàíè÷åíî èëè jå îãðàíè÷åíî íåêèì ñïî§àø»èì âåçà-
ìà. Ìå¢óòèì, îñíîâíè ìåõàíè÷êè ïîjìîâè ñå ìîãó íà ïðèðîäàí íà÷èí óîïøòèòè
è çàäðæàòè ñâîjà îñíîâíà ñâîjñòâà êîjà èìàjó ó ñëó÷àjó ìàòåðèjàëíå òà÷êå èëè
ñèñòåìà ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà. Ñòîãà £å ó íàñòàâêó áèòè äàò ïðåãëåä îñíîâíèõ
ïîjìîâà ó ñëó÷àjó îïøòèõ ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà, êàî è îäãîâàðàjó£èõ äèôåðåí-
öèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à.

Äåôèíèöèjà 2.1. Áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå n jå áðîj íåçàâèñíèõ ãåîìåòðèjñêèõ
ïàðàìåòàðà êîjè jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójó ïîëîæàj ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà.

Äåôèíèöèjà 2.2. Ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå ñó ãåîìåòðèjñêå âåëè÷èíå êîjå ñëó-
æå çà jåäíîçíà÷íî îäðå¢èâà»å ïîëîæàjà ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà. Îçíà÷àâàìî èõ ñà
qi, i = 1, . . . , n, è »èõîâ áðîj jå jåäíàê áðîjó ñòåïåíè ñëîáîäå ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà.

Êàî jåäíîñòàâàí èëóñòðàòèâíè ïðèìåð ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà ìîãó ïî-
ñëóæèòè êðèâîëèíèjñêå êîîðäèíàòå ó ñëó÷àjó êðåòà»à ìàòåðèjàëíå òà÷êå M ïî
ïîâðøè ó ïðîñòîðó. Çà îäðå¢èâà»å ïîëîæàjà ñëîáîäíå ìàòåðèjàëå òà÷êå ó R3

ïîòðåáíå ñó 3 êîîðäèíàòå (íà ïðèìåð Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå x, y è z). Ïðåòïî-
ñòàâèìî äà jå òà÷êà ïðèíó¢åíà äà ñå êðå£å ïî ïîâðøè êîjà jå èìïëèöèòíî çàäàòà
jåäíà÷èíîì

f(x, y, z) = 0.

Îâà jåäíà÷èíà ñå íàçèâà jåäíà÷èíîì âåçå è îíà èìïëèöèðà äà Äåêàðòîâå êî-

x

z

yq1 q2

O

M(q1, q2)

Ñëèêà 2.2: Ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå

îðäèíàòå íèñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå. Äà áè ñå îâî ïðåâàçèøëî, ìîãó ñå óñâîjèòè
êðèâîëèíèjñêå êîîðäèíàòå q1 è q2 íà ïîâðøè êîjå £å jåäíîçíà÷íî îäðåäèòè ïî-
ëîæàj òà÷êå íà »îj, øòî jå èëóñòðîâàíî íà Ñëèöè 2.2. Òî çíà÷è äà ñå Äåêàðòîâå
êîîðäèíàòå ìîãó èçðàçèòè ó ôóíêöèjè q1 è q2

x = x(q1, q2), y = y(q1, q2), z = z(q1, q2),

êàî è äà jå jåäíà÷èíà âåçå èäåíòè÷êè çàäîâî§åíà

f(x(q1, q2), y(q1, q2), z(q1, q2)) ≡ 0.
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Êðåòà»å ìàòåðèjàëíå òà÷êå ñå ïîìî£ó ãåíåðàëèñàíèõ (êðèâîëèíèjñêèõ) êî-
îðäèíàòà îïèñójå ïàðàìåòàðñêèì jåäíà÷èíàìà êðåòà»à:

q1 = q1(t), q2 = q2(t).

Èçâîäè ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà ïî âðåìåíó ñå íàçèâàjó ãåíåðàëèñàíèì êîîð-
äèíàòàìà áðçèíå:

q̇1(t) =
dq1(t)

dt
, q̇2(t) =

dq2(t)

dt
.

Èìàjó£è îâî ó âèäó, Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå áðçèíå ìàòåðèjàëíå òà÷êå ñå ìîãó
èçðàçèòè ïðåêî ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà áðçèíà:

vx(t) =
dx(t)

dt
=

∂x

∂q1
q̇1(t) +

∂x

∂q2
q̇2(t),

vy(t) =
dy(t)

dt
=

∂y

∂q1
q̇1(t) +

∂y

∂q2
q̇2(t),

vz(t) =
dz(t)

dt
=

∂z

∂q1
q̇1(t) +

∂z

∂q2
q̇2(t).

Ïðèìåòèìî äà ñó Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå áðçèíå ëèíåàðíå ôóíêöèjå ãåíåðàëèñà-
íèõ êîîðäèíàòà áðçèíå.

2.1.3 Ëàãðàíæîâå jåäíà÷èíå äðóãå âðñòå

Êðåòà»å ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà ñà n ñòåïåíè ñëîáîäå jå îïèñàíî ôóíêöèjàìà
qi(t), qi : R → R, i = 1, . . . , n, ãäå ñó qi ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå. Ãåíåðàëèñà-
íå êîîðäèíàòå áðçèíà ñå äåôèíèøó êàî èçâîäè ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà ïî
âðåìåíó:

q̇i(t) =
dqi(t)

dt
.

Çà ìåõàíè÷êè ñèñòåì ñå êàæå äà ìèðójå, îäíîñíî äà ñå íàëàçè ó ïîëîæàjó ðàâ-
íîòåæå àêî âàæè:

qi(t) = qi0 ∈ R, ∀t ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Îäàâäå ñëåäè äà ó ïîëîæàjó ðàâíîòåæå âàæè: q̇i(t) = 0, ∀t ≥ 0, i = 1, . . . , n.
Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà èìà ñëåäå£è îáëèê:

T =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(q)q̇
iq̇j ≥ 0, (2.2)

ãäå jå èñêîðèø£åíà îçíàêà q = (q1, . . . , qn). Íåíåãàòèâíîñò ñå îáåçáå¢ójå òðàíñ-
ôîðìàöèjîì êèíåòè÷êå åíåðãèjå ñèñòåìà ìàòåðèjàëíèõ òà÷àêà (2.1) è »åíèì èç-
ðàæàâà»åì ïîìî£ó ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà áðçèíà, øòî jå äåòà§íî ïîêàçàíî
ó [5]. Îäàòëå ñëåäå äâà âàæíà ñâîjñòâà:

1. aij(q) = aji(q) ∈ R;

2. [aij]
n
i,j=1 jå ïîçèòèâíî äåôèíèòíà ìàòðèöà.
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Òðåáà íàïîìåíóòè äà êèíåòè÷êà åíåðãèjà èìà îâàj îáëèê ó ñëó÷àjó ìåõàíè÷êèõ
ñèñòåìà ÷èjå jå êðåòà»å îãðàíè÷åíî ñòàöèîíàðíèì âåçàìà (êîjå íå çàâèñå îä
âðåìåíà t).

Ó íàñòàâêó £åìî ñå îãðàíè÷èòè íà ìåõàíè÷êå ñèñòåìå êîjè ñå êðå£ó ïîä
äåjñòâîì ïîòåíöèjàëíèõ ñèëà. Ïîäñåòèìî ñå, çà ïî§å ñèëå F : R3 → R3 ñå êàæå
äà jå ïîòåíöèjàëíî (êîíçåðâàòèâíî) àêî ïîñòîjè ôóíêöèjà Π : R3 → R, êîjà ñå
íàçèâà ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì, òàêâà äà âàæè:

F = − gradΠ.

Ó ñëó÷àjó ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà êîjè ñå êðå£ó ïî äåjñòâîì ïîòåíöèjàëíèõ ñèëà,
ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà îïèñójå ñâå ñèëå è ìîæå ñå ïðèêàçàòè êàî ôóíêöèjà ãå-
íåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà, Π = Π(q). Òàäà ñå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à
ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà ìîãó çàïèñàòè ó îáëèêó Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âð-
ñòå:

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= −∂Π

∂qi
, i = 1, . . . , n (2.3)

Jåäíà÷èíå (2.3) ïðåäñòàâ§àjó ñèñòåì îáè÷íèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà äðó-
ãîã ðåäà è »èõîâ áðîj jå jåäíàê áðîjó ñòåïåíè ñëîáîäå ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà. Òî
çíà÷è äà jå ðåä ñèñòåìà äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà 2n.

Âàæíî ñâîjñòâî ïîëîæàjà ðàâíîòåæå îïèñàíî jå ñëåäå£îì Ëåìîì.

Ëåìà 2.1. Àêî qi(t) = qi0 ∈ R ïîëîæàj ðàâíîòåæå, îíäà jå òî è ñòàöèîíàðíà
òà÷êà ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå Π(q):

∂Π

∂qi
(q0) = 0, i = 1, . . . , n. (2.4)

Äîêàç. Äîêàç Ëåìå ñëåäè íåïîñðåäíî èç àíàëèçå Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà äðóãå
âðñòå (2.3). Íàèìå, àêî jå qi(t) = qi0 ∈ R, ∀t ≥ 0, îíäà jå è T = 0, ∀t ≥ 0. Òàäà èç
(2.3) ñëåäè òâð¢å»å Ëåìå (2.4).

2.2 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà

Ó äà§åì òåêñòó £åìî ñå áàâèòè ôîðìèðà»åì è ðåøàâà»åì äèôåðåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà. Ó òîìå £åìî ñå îñëîíèòè íà ìàòåðèjàë ñàäðæàí ó
[5, 6, 7, 8].

Äà áè ñèñòåì ìîãàî âðøèòè ìàëå îñöèëàöèjå îêî ïîëîæàjà ðàâíîòåæå íåîï-
õîäíî jå äà áóäó èñïó»åíè îäðå¢åíè óñëîâè, êîjè £å áèòè íàâåäåíè ó íàñòàâêó.

Ïðâî, âåçå êîjå îãðàíè÷àâàjó êðåòà»å ñèñòåìà ìîðàjó áèòè ñòàöèîíàðíå, îä-
íîñíî íå ñìåjó åêñïëèöèòíî äà çàâèñå îä âðåìåíà t. Ïîñëåäèöà îâîã óñëîâà jå äà
jå êèíåòè÷êà åíåðãèjà (2.2) êâàäðàòíà ôîðìà ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà áðçèíà
è êîåôèöèjåíòè aij(q) íå çàâèñå îä âðåìåíà t.

Äðóãî, ìåõàíè÷êè ñèñòåì ñå êðå£å ïîä äåjñòâîì ïîòåíöèjàëíèõ ñèëà îïèñà-
íèõ ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì Π(q) êîjà íå çàâèñè îä âðåìåíà.

Òðå£å, ïîëîæàj ðàâíîòåæå qi(t) = qi0, ó ÷èjîj îêîëèíè ñå âðøå ìàëå îñöè-
ëàöèjå, jå èçîëîâàí è ñòàáèëàí. Îäàâäå ñëåäè äà òà÷êà q0 ïðåäñòàâ§à òà÷êó
ëîêàëíîã ìèíèìóìà ôóíêöèjå Π(q). Ðàäè jåäíîñòàâíîñòè £åìî óñâîjèòè äà jå ó
äà§åì òåêñòó qi0 = 0.
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2.2.1 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà

Ñòðóêòóðà èçðàçà çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó Π(q) jå âåîìà âàæíà çà àíàëèçó
ìàëèõ îñöèëàöèjà ñèñòåìà ó îêîëèíè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå. Çàòî £å ó íàñòàâêó
áèòè äåòà§íèjå àíàëèçèðàíà. Ïðåòïîñòàâè£åìî äà jå Π(q) äîâî§íî ãëàòêà ó
îêîëèíè q = 0 äà jå ìîãó£ »åí ðàçâîj ó Ìàêëîðåíîâ ïîëèíîì.

Ëåìà 2.2. Ó îêîëèíè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå q = 0, ïîòåíöèjàë Π(q) ñå ìîæå
àïðîêñèìèðàòè1:

Π(q) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij(0)q
iqj + o(∥q∥2), (2.5)

ãäå jå cij(0) =
∂2Π

∂qi∂qj
(0).

Äîêàç. Ó îïøòåì ñëó÷àjó âàæè:

Π(q) = Π(0) +
n∑

i=1

∂Π

∂qi
(0)qi +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2Π

∂qi∂qj
(0)qiqj + o(∥q∥2), (a)

Ïîøòî ñå Π(0) ìîæå èçàáðàòè íà ïðîèçâî§àí íà÷èí, óñâàjà ñå Π(0) = 0. Êàêî
jå q = 0 ïîëîæàj ðàâíîòåæå, ó »åìó ôóíêöèjà Π(q) èìà ñòàöèîíàðíó òà÷êó
(íà îñíîâó Ëåìå 2.1), îäíîñíî âàæè ∂Π

∂qi
(0) = 0, i = 1, . . . , n. Íà òàj íà÷èí ñå

jåäíà÷èíà (à) ñâîäè íà òðàæåíè îáëèê (2.5).

Íàïîìåíà. Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà cij(q) =
∂2Π(q)
∂qi∂qj

ñå íàçèâà Õå-

ñèjàíîì ôóíêöèjå Π(q).

Jåäàí îä óñëîâà äà ñèñòåì âðøè ìàëå îñöèëàöèjå îêî ïîëîæàjà ðàâíîòåæå
jå áèî äà jå òàj ïîëîæàj q = 0 èçîëîâàí è ñòàáèëàí. Äåôèíèøèìî íàjïðå ïîjàì
ñòàáèëíîñòè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå. Çà òî jå íåîïõîäíî óâåñòè âåêòîð ñòà»à x(t)
ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà, äåôèíèñàí êàî

x(t) =

[
q(t)
q̇(t)

]
.

Äåôèíèöèjà 2.3. Ïîëîæàj ðàâíîòåæå q = 0 jå ñòàáèëàí àêî çà ñâàêî ε > 0
ïîñòîjè δ > 0 òàêî äà èç ∥x(t0)∥ ≤ δ ñëåäè äà jå ∥x(t)∥ ≤ ε, ∀t ≥ t0.

Ëàãðàíæ-Äèðèõëåîâà òåîðåìà î ñòàáèëíîñòè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå óâîäè äî-
äàòíà îãðàíè÷å»à ó ïîãëåäó ñòðóêòóðå ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå Π(q).

Òåîðåìà 2.1 (Ëàãðàíæ-Äèðèõëå). Àêî ó èçîëîâàíîì ïîëîæàjó ðàâíîòåæå ìå-
õàíè÷êîã ñèñòåìà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èìà èçîëîâàíè ëîêàëíè ìèíèìóì, îíäà
jå òàj ïîëîæàj ðàâíîòåæå ñòàáèëàí.

1Ñà ∥q∥ jå îçíà÷åíà íîðìà îä q. Îíà ñå ìîæå äåôèíèñàòè ïîìî£ó óíóòðàø»åã ïðîèçâîäà
íà ìíîãîñòðóêîñòè. Î îâîìå ñå äåòà§íèjå ìîæå âèäåòè ó [5].
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Ëàãðàíæ-Äèðèõëåîâà òåîðåìà äàjå äîâî§àí óñëîâ ñòàáèëíîñòè ïîëîæàjà ðàâ-
íîòåæå. Ó èñòî âðåìå, »îì ñå çàõòåâà äà Õåñèjàí ôóíêöèjå Π(q), îäíîñíî ìà-
òðèöà

[cij(0)]
n
i,j=1 =

[
∂2Π

∂qi∂qj
(0)

]n
i,j=1

,

áóäå ïîçèòèâíî äåôèíèòíà. Îâàj óñëîâ £å áèòè ïðåñóäàí ó êîíñòðóêöèjè ðåøå»à
jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà.

2.2.2 Ëèíåàðèçàöèjà jåäíà÷èíà êðåòà»à

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà ìåõàíè÷êîã ñèñòåìà îêî ñòà-
áèëíîã ïîëîæàjà ðàâíîòåæå ñå äîáèjàjó ëèíåàðèçàöèjîì Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà
äðóãå âðñòå (2.3).

Òåîðåìà 2.2. Ëèíåàðèçîâàíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ìàòåðèjàëíîã
ñèñòåìà ó îêîëèíè ñòàáèëíîã ïîëîæàjà ðàâíîòåæå èìàjó îáëèê:

n∑
j=1

aij(0)q̈
j +

n∑
j=1

cij(0)q
j = 0, i = 1, . . . , n. (2.6)

Äîêàç. Ïîëàçèìî îä Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå çà êðåòà»å ñèñòåìà
ñà ïîòåíöèjàëíèì ñèëàìà (2.3):

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= −∂Π

∂qi
, i = 1, . . . , n.

Ïîëàçå£è îä èçðàçà çà êèíåòè÷êó åíåðãèjó (2.2), äîáèjà ñå:

∂T

∂qk
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂aij
∂qk

q̇iq̇j.

Íà ñëè÷àí íà÷èí èìàìî:

∂T

∂q̇k
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij

(
∂q̇i

∂q̇k
q̇j + q̇i

∂q̇j

∂q̇k

)

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijδ
i
kq̇

j +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij q̇
iδjk (à)

=
1

2

n∑
j=1

akj q̇
j +

1

2

n∑
i=1

aikq̇
i (á)

=
n∑

j=1

akj q̇
j. (â)

Ó èçðàçó (à) ïîjàâ§ójå ñå Êðîíåêåðîâ äåëòà ñèìáîë:

δji =

{
1, i = j;

0, i ̸= j,
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êîjè íàì îìîãó£ójå ñâî¢å»å íà èçðàç (á). Ïîðåä òîãà, çáîã ñèìåòðè÷íîñòè êîå-
ôèöèjåíàòà aij è ìîãó£íîñòè ïðåèìåíîâà»à íåìèõ èíäåêñà, äîáèjà ñå êîíà÷àí
îáëèê (â). Äà§å èìàìî:

d

dt

∂T

∂q̇k
=

n∑
j=1

(
dakj
dt

q̇j + akj q̈
j

)
,

ãäå jå:

dakj
dt

=
n∑

i=1

∂akj
∂qi

dqi

dt
=

n∑
i=1

∂akj
∂qi

q̇i,

ïà ñå êîíà÷íî äîáèjà:

n∑
j=1

akj(q)q̈
j +

n∑
i=1

n∑
j=1

∂akj
∂qi

q̇iq̇j − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂aij
∂qk

q̇iq̇j = − ∂Π

∂qk
. (2.7)

Ïîä ëèíåàðèçàöèjîì jåäíà÷èíå (2.7) ñå ïîäðàçóìåâà »åíà ëèíåàðíà àïðîê-
ñèìàöèjà ó îêîëèíè ïîëîæàjà ðàâíîòåæå qi = 0. Òî çíà÷è äà ñå çàäðæàâàjó ñàìî
÷ëàíîâè ïðâîã ñòåïåíà ïî qi, q̇i è q̈i, à äà ñå ÷ëàíîâè äðóãîã è âèøèõ ñòåïåíà
çàíåìàðójó. Òî çíà÷è äà âàæå ñëåäå£å àïðîêñèìàöèjå:

n∑
j=1

akj(q)q̈
j ≈

n∑
j=1

akj(0)q̈
j,

n∑
i=1

n∑
j=1

∂akj(q)

qi
q̇iq̇j ≈ 0,

n∑
i=1

n∑
j=1

∂aij(q)

qk
q̇iq̇j ≈ 0.

Íà îñíîâó Ëåìå 2.2 èìàìî äà jå:

∂Π

∂qk
≈ 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij(0)

(
∂qi

∂qk
qj + qi

∂qj

∂qk

)

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij(0)
(
δikq

j + qiδjk
)

=
n∑

i=1

ckj(0)q
j.

Êîðèø£å»åì îâèõ àïðîêñèìàöèjà, jåäíà÷èíà (2.7) ñå ñâîäè íà:

n∑
j=1

akj(0)q̈
j = −

n∑
j=1

ckj(0)q
j,

à çàìåíîì ñëîáîäíîã èíäåêñà k èíäåêñîì i äîáèjàìî òðàæåíè îáëèê (2.6).

Jåäíà÷èíå (2.6) ïðåäñòàâ§àjó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà
îêî ñòàáèëíîã ïîëîæàjà ðàâíîòåæå q = 0.
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2.2.3 Ìàòðè÷íè îáëèê jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà

Çà ïðèìåíó òåîðèjå ìàòðèöà ó àíàëèçè ìàëèõ îñöèëàöèjà ïîòðåáíî jå jåäíà-
÷èíå (2.6) çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîì îáëèêó.

Ëåìà 2.3. Àêî âàæå ïðåòïîñòàâêå î ìàëèì îñöèëàöèjàìà, îíäà ñà òà÷íîø£ó äî
ìàëèõ âåëè÷èíà äðóãîã ðåäà êèíåòè÷êà è ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà èìàjó ñëåäå£è
îáëèê:

T ≈ 1

2
q̇TT0q̇ (2.8)

Π ≈ 1

2
qTΠ0q (2.9)

ãäå jå q = [q1, . . . , qn]T âåêòîð-êîëîíà ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà, à T0 è Π0 ñó
ñèìåòðè÷íå ìàòðèöå ðåäà n ñà êîíñòàíòíèì åëåìåíòèìà.

Äîêàç. Êàêî jå êèíåòè÷êà åíåðãèjà

T =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(q)q̇
iq̇j, aij(q) = aji(q),

êàäà êîåôèöèjåíòå àïðîêñèìèðàìî ïðâèì ÷ëàíîì ó ðàçâîjó ó Ìàêëîðåíîâ ðåä,
aij(q) ≈ aij(0), äîáèjàìî

T ≈ 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(0)q̇
iq̇j =

1

2
q̇TT0q̇,

ãäå jå T0 = [aij(0)]
n
i,j=1.

Íà îñíîâó Ëåìå 2.2, çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó âàæè

Π ≈ 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij(0)q
iqj =

1

2
qTΠ0q

ãäå jå Π0 = [cij(0)]
n
i,j=1.

Òåîðåìà 2.3. Ëàãðàíæîâå jåäíà÷èíå äðóãå âðñòå çà ìàòåðèjàëíè ñèñòåì îïèñàí
êèíåòè÷êîì è ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì èìàjó îáëèê

T0q̈ +Π0q = 0 (2.10)

è ïðåäñòàâ§àjó ìàòðè÷íè çàïèñ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà.

Äîêàç. Ïîëàçå£è îä êèíåòè÷êå åíåðãèjå (2.8) è ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå (2.9) äî-
áèjàìî:

d

dt

∂T

∂q̇k
=

d

dt

(
n∑

i=1

aik(0)q̇
i

)

=
d

dt
([T0q̇]k)

= [T0q̈]k, (a)

∂T

∂qk
= 0, (á)
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îäíîñíî,

∂Π

∂q̇k
=

n∑
i=1

cik(0)q
i

= [Π0q]k, (â)

ãäå [ ]k îçíà÷àâà k−òó êîìïîíåíòó âåêòîðà. Êîðèø£å»åì (à), (á) è (â), èç
Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà (2.3) ñëåäå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à

[T0q̈]k + [Π0q]k = 0,

êîjå ïðåäñòàâ§àjó ìàòðè÷íè çàïèñ ëèíåàðèçîâàíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à (2.6).

2.2.4 Ðåøå»å jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà

Ðåøàâà»å jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà (2.6), îäíîñíî (2.10), ñå ñâîäè íà ïðî-
áëåì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè.

Òåîðåìà 2.4. Ðåøå»à Ëàãðàíæîâèõ jåäíà÷èíà çà ìàëå îñöèëàöèjå èìàjó îáëèê

q(t) = α cos(ωt+ θ), α ∈ Rn, θ ∈ R, (2.11)

ãäå ω è α çàäîâî§àâàjó ìàòðè÷íó jåäíà÷èíó

(Π0 − ω2T0)α = 0. (2.12)

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ðåøå»å jåäíà÷èíà ìàëèõ îñöèëàöèjà (2.10) ó îáëèêó
(2.11). Îäàòëå ñëåäè

q̈(t) = −ω2α cos(ωt+ θ). (à)

Óâðøòàâà»åì (2.11) è (à) ó jåäíà÷èíó (2.10)

T0q̈ +Π0q = 0,

äîáèjà ñå
−ω2T0α cos(ωt+ θ) + Π0α cos(ωt+ θ) = 0. (á)

Ïîøòî jå cos(ωt + θ) = 0 ñàìî çà èçîëîâàíå âðåäíîñòè t, jåäíà÷èíà (á) £å ó
îïøòåì ñëó÷àjó áèòè çàäîâî§åíà àêî âàæè

(Π0 − ω2T0)α = 0,

÷èìå jå òâð¢å»å äîêàçàíî.

Óî÷èìî äà èç jåäíà÷èíå (2.12) ñëåäè

Π0α = ω2T0α,

ïà ìíîæå»åì ñà T0
−1 ñà ëåâå ñòðàíå äîáèjàìî

T0
−1Π0α = ω2α.

Ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ñó α ñîïñòâåíè âåêòîðè, à ω2 ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìà-
òðèöå T0

−1Π0. Ñâîjñòâà ñîïñòâåíèõ âåêòîðà è ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ñëåäå èç
ñâîjñòàâà ìàòðèöà T0 è Π0, øòî jå èñêàçàíî ó ñëåäå£îj Ëåìè.
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Ëåìà 2.4. Àêî ñó êèíåòè÷êà è ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ïîçèòèâíî äåôèíèòíå
êâàäðàòíå ôîðìå, îíäà ñó ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ó ïðîáëåìó (Π0−ω2T0)α = 0
ðåàëíå è ïîçèòèâíå.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè êîìïëåêñíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò

ω2 = λ = λ′ + iλ′′,

êîjîj îäãîâàðà êîìïëåêñíè ñîïñòâåíè âåêòîð

α = α′ + iα′′, i2 = 1.

Òàäà èìàìî

(Π0 − λT0)α = (Π0 − λ′T0)α
′ + λ′′T0α

′′ + i[(Π0 − λ′T0)α
′′ − λ′′T0α

′] = 0

îäàêëå ñëåäè
(Π0 − λ′T0)α

′ + λ′′T0α
′′ = 0

è
(Π0 − λ′T0)α

′′ − λ′′T0α
′ = 0.

Àêî ïðâó jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî ñà ëåâå ñòðàíå ñà α′′T , à äðóãó jåäíà÷èíó ñà
−α′T , à çàòèì èõ ñàáåðåìî äîáèjàìî

α′′T (Π0 − λ′T0)α
′ + α′′Tλ′′T0α

′′ − α′T (Π0 − λ′T0)α
′′ + α′Tλ′′T0α

′ = 0.

Êàêî jå, çáîã ïîçèòèâíå äåôèíèòíîñòè ìàòðèöà Π0 è T0:

α′′T (Π0 − λ′T0)α
′ = α′T (Π0 − λ′T0)α

′′,

äîáèjà ñå
λ′′(α′′TT0α

′′ + α′TT0α
′) = 0.

Ïîøòî jå çà α ̸= 0, çáîã ïîçèòèâíå äåôèíèòíîñòè ìàòðèöå T0, èìàìî

α′′TT0α
′′ > 0

èëè
α′TT0α

′ > 0

îäàêëå ñëåäè
α′′TT0α

′′ + α′TT0α
′ ̸= 0,

îäíîñíî λ′′ = 0, òî jåñò, ñîïñòâåíà âðåäíîñò λ jå ðåàëíà.
Äà§å, çà α ̸= 0, èç jåäíà÷èíå (Π0 − λT0)α = 0 ñëåäè

αT (Π0 − λT0) = 0,

îäíîñíî
λαTT0α = αTΠ0α.

Êàêî jå, çáîã ïîçèòèâíå äåôèíòíîñòè ïîòåíèjàëíå åíåðãèjå

αTΠ0α > 0,

ñëåäè äà jå
λαTT0α > 0.

Êîíà÷íî, çáîã ïîçèòèâíå äåôèíèòíîñòè ìàòðèöå T0 èìàìî äà jå λ > 0, òî jåñò
ñîïñòâåíà âðåäíîñò λ jå ïîçèòèâíà.
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Ðåøå»à îáëèêà q(t) = α cos(ωt + θ) ñå íàçèâàjó ìîäîâèìà îñöèëîâà»à, à ω
ôðåêâåíöèjàìà îñöèëîâà»à. Êàêî ñå ω è α äîáèjàjó ðåøàâà»åì ïðîáëåìà ñîï-
ñòâåíèõ âðåäíîñòè, íà îñíîâó ïðåòõîäíå Ëåìå çàê§ó÷ójåìî äà íåçàâèñíèõ ìî-
äîâà îñöèëîâà»à èìà îíîëèêî êîëèêî ñèñòåì èìà ñòåïåíè ñëîáîäå. Ïðèìåòèìî
äà Ëåìà 2.4 ïðåäñòàâ§à óîïøòå»å ðåçóëòàòà çà îñíîâíè ïðîáëåì ñîïñòâåíèõ
âðåäíîñòè, ñà jåäèíè÷íîì ìàòðèöîì, êîjè jå äîêàçàí ó Ëåìè 1.2.

2.2.5 Ïðèìåð: Óäâîjåíî ìàòåìàòè÷êî êëàòíî

Óäâîjåíî ìàòåìàòè÷êî êëàòíî jå ñèñòåì êîjè ÷èíå äâà íàäîâåçàíà ìàòåìà-
òè÷êà êëàòíà êîjà ñå êðå£ó ó èñòîj ðàâíè. Íåêà ñó m1 è m2 ìàñå, a1 è a2 äóæèíå
êëàòíà, à ϕ1 è ϕ2 óãëîâè êîjå êëàòíà îáðàçójó ñà âåðòèêàëíîì îñîì óñìåðåíîì
êàî Çåì§èíà òåæà. Ñèñòåì jå ïðèêàçàí íà Ñëèöè 2.3.

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà jå

T =
1

2

(
(m1 +m2)a1

2ϕ̇1
2
+ 2m2a1a2 cos(ϕ2 − ϕ1)ϕ̇1ϕ̇2 +m2a2ϕ̇2

2
)
.

Êàêî ñó ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå q1 = ϕ1 è q2 = ϕ2, íà îñíîâó èçðàçà çà êèíå-
òè÷êó åíåðãèjó äîáèjàìî:

a11(q) = (m1 +m2)a
2 = const.

a12(q) = m2a1a2 cos(ϕ2 − ϕ1)

a22(0) = m2a
2
2 = const.

O

m1

m2

a1

a2

ϕ1

ϕ2

g

Ñëèêà 2.3: Óäâîjåíî ìàòåìàòè÷êî êëàòíî

Äà áè ñå ôîðìèðàëå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà ïîòðåáíî
jå àïðîêñèìèðàòè èçðàç çà êèíåòè÷êó åíåðãèjó

T ≈ 1

2
aij(0)q̇

iq̇j =
1

2

(
a11(0)ϕ̇1

2
+ 2a12(0)ϕ̇1ϕ̇2 + a22(0)ϕ̇2

)
.

Ñ îáçèðîì íà ñòðóêòóðó êîåôèöèjåíàòà aij(q) ó íàøåì ñëó÷àjó èìàìî

a11(0) = (m1 +m2)a
2,

a12(0) = m2a1a2 cos(0− 0) = m2a1a2 cos 0 = m2a1a2,

a22(0) = m2a
2
2.
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Êîíà÷íî ìîæåìî ôîðìèðàòè ìàòðèöó

T0 = [aij(0)]
2
i,j=1 =

[
(m1 +m2)a

2 m2a1a2
m2a1a2 m2a

2
2

]
,

òàêî äà âàæè T ≈ 1
2
ϕ̇TT0ϕ̇, ãäå jå ϕ̇ =

[
ϕ̇1

ϕ̇2

]
.

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà jå äàòà ñà:

Π = −m1ga1 cosϕ1 −m2ga1 cosϕ1 −m2ga2 cosϕ2.

Êàêî jå Π0 = [cij(0)]
2
i,j=1, ãäå jå cij = ∂2Π(0)

∂qi∂qj
, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïàðöèjàëíå

èçâîäå ∂2Π
∂ϕ1

2 ,
∂2Π

∂ϕ1∂ϕ2
è ∂2Π

∂ϕ2
2 . Êàêî ñó ïðâè ïàðöèjàëíè èçâîäè

∂Π

∂ϕ1

= m1ga1 sinϕ1 +m2ga1 sinϕ1,

∂Π

∂ϕ2

= m2ga2 sinϕ2,

äîáèjàìî äà jå

∂2Π

∂ϕ1
2 = m1ga1 cosϕ1 +m2ga1 cosϕ1,

∂2Π

∂ϕ2
2 = m2ga2 cosϕ2,

∂2Π

∂ϕ1∂ϕ2

= 0.

Îäàòëå ñëåäè

c11 =
∂2Π(0)

∂ϕ1
2 = m1ga1 cos 0 +m2ga1 cos 0 = (m1 +m2)ga1,

c22 =
∂2Π(0)

∂ϕ2
2 = m2ga2 cos 0 = m2ga2,

c12 = c21 =
∂2Π(0)

∂ϕ1∂ϕ2

= 0.

Ñàäà èìàìî äà jå ìàòðèöà Π0

Π0 = [cij(0)]
2
i,j=1 =

[
(m1 +m2)ga1 0

0 m2ga2

]
,

ïà ñå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ìîæå àïðîêñèìèðàòè íà ñëåäå£è íà÷èí

Π ≈ Π(0) +
1

2
ϕTΠ0ϕ,

ãäå jå ϕ =

[
ϕ1

ϕ2

]
.
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Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà (2.6), îäíîñíî (2.10), ó ñëó÷àjó
óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà ãëàñå

(m1 +m2)a1ϕ̈1 +m2a2ϕ̈2 + (m1 +m2)gϕ1 = 0

m2a2a1ϕ̈1 +m2a
2
2ϕ̈2 +m2a2gϕ2 = 0

(2.13)

Àíàëèçà ìàëèõ îñöèëàöèjà ïîìî£ó jåäíà÷èíà êîjå ñó óïðàâî èçâåäåíå jå ïî-
ãîäíà ñà ôèçè÷êîã àñïåêòà. Ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå ϕ1 è ϕ2 èìàjó î÷èãëåäàí
ôèçè÷êè ñìèñàî � ïðåäñòàâ§àjó óãëîâå îòêëîíà êëàòíà ó îäíîñó íà âåðòèêàë-
íó îñó. Ìå¢óòèì, ðåøàâà»å ñàìèõ jåäíà÷èíà ñå ó ìàòåìàòè÷êîì ñìèñëó ìîæå
çíà÷àjíî óïðîñòèòè àêî ñå îíå ñâåäó íà äèjàãîíàëíè îáëèê.

Äà áèñìî äîøëè äî jåäíà÷èíà óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà ó äèjàãîíàë-
íîì îáëèêó ïîòðåáíî jå òðàíñôîðìèñàòè jåäíà÷èíó (2.10), T0q̈ + Π0q = 0. Ìíî-
æå»åì îâå jåäíà÷èíå ñëåâà ñà T0

−1 äîáèjàìî jåäíà÷èíó

q̈ + Aq = 0,

ãäå jå A = T0
−1Π0.

Ó ñëó÷àjó óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà èìàìî

T0
−1 =

[ 1
a12m1

− 1
a1a2m1

− 1
a1a2m1

m1+m2

a22m1m2

]
îäàêëå ñëåäè ìàòðèöà A

A = T0
−1Π0 =

[
g(m1+m2)

a1m1
− gm2

a1m1

−g(m1m2)
a2m1

g(m1+m2)
a2m1

]
.

Ó íàñòàâêó £åìî, ðàäè jåäíîñòàâíîñòè, àíàëèçèðàòè ñïåöèjàëíè ñëó÷àj êàäà jå
m1 = m2 = m è a1 = a2 = a. Òàäà èìàìî

A =

[
2g
a

− g
a

−2g
a

2g
a

]
.

Jåäíà÷èíà q̈ + Aq = 0 jåñòå äèjàãîíàëíà ó îäíîñó íà âåêòîð äðóãèõ èçâî-
äà ãåíåðàëèñàíèõ êîîðäèíàòà q̈, àëè íèjå ó îäíîñó íà âåêòîð q. Äà áè ñå öåëà
jåäíà÷èíà ñâåëà íà äèjàãîíàëíè îáëèê óâåø£å ñå ëèíåàðíà òðàíñôîðìàöèjà êî-
îðäèíàòà

q = Dθ,

ãäå jå ó îïøòåì ñëó÷àjó θ =

θ
1

...
θn

, a D ∈ Mn×n, ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèjå ñà

êîíñòàíòèì åëåìåíòèìà. Äèôåðåíöèðà»åì ñå äîáèjà

q̈ = Dθ̈.

Óáàöèâà»åì ó ïðåòõîäíó jåäíà÷èíó äîáèjà ñå

Dθ̈ + ADθ = 0,
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îäàêëå ìíîæå»åì jåäíà÷èíå ñëåâà ñà D−1 ñëåäè

θ̈ + Λθ = 0,

ãäå jå Λ = D−1AD. Íà îñíîâó Òåîðåìå 1.2 ïîñëåä»à jåäíà÷èíà £å èìàòè äèjàãî-
íàëàí îáëèê àêî jå Λ äèjàãîíàëíà ìàòðèöà ÷èjè ñó åëåìåíòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè
ìàòðèöå A. Ñòîãà ìàòðèöà D òðåáà äà áóäå ìàòðèöà ÷èjå ñó êîëîíå ñîïñòâåíè
âåêòîðè ìàòðèöå A. Ó ñëó÷àjó óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà ñîïñòâåíå âðåä-
íîñòè ìàòðèöå A ñó

λ1 = (2 +
√
2)
g

a
, λ2 = (2−

√
2)
g

a
,

à îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîðè ñó

e1 =

[
−

√
2
2

1

]
, e2 =

[√
2
2

1

]
.

Ìàòðèöà D è »åí èíâåðç D−1 èìàjó îáëèê

D =

[
−

√
2
2

√
2
2

1 1

]
, D−1 =

[
−

√
2
2

1
2√

2
2

1
2

]
,

Ìàòðèöà Λ òàäà ãëàñè

Λ = D−1AD =

[
λ1 0
0 λ2

]
=

[
(2 +

√
2) g

a
0

0 (2−
√
2) g

a

]
.

Êàêî jå ó îâîì ïðèìåðó q = ϕ, èç jåäíà÷èía ϕ = Dθ è θ̈ + Λθ = 0, ãäå

jå ϕ =

[
ϕ1

ϕ2

]
è θ =

[
θ1
θ2

]
, êîíà÷íî äîáèjàìî jåäíà÷èíå óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã

êëàòíà ó äèjàãîíàëíîì îáëèêó

θ̈1 + λ1θ1 = 0,

θ̈2 + λ2θ2 = 0,
(2.14)

è ëàêî ìîæåìî èçðàçèòè êîîðäèíàòå ϕ êàî ëèíåàðíó òðàíñôîðìàöèjó êîîðäè-
íàòà θ

ϕ1 = −
√
2

2
θ1 +

√
2

2
θ2,

ϕ2 = θ1 + θ2.

2.3 Íîðìàëíå êîîðäèíàòå

Ïðèìåð óäâîjåíîã ìàòåìàòè÷êîã êëàòíà íàãîâåøòàâà ìîãó£íîñòè êîjå íàì
ïðóæà ìàòðè÷íà àëãåáðà ó ïðèìåíè íà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöè-
ëàöèjà. Ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå q = ϕ èìàëå ñó jàñàí ôèçè÷êè ñìèñàî. Ëàãðàí-
æîâå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà ó îäíîñó íà »èõ èìàjó îáëèê T0q̈ + Π0q = 0,
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îäíîñíî (2.13) êîjè jå ó ìàòåìàòè÷êîì ñìèñëó ñëîæåí çàòî øòî ñó jåäíà÷èíå
ñïðåãíóòå. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîîðäèíàòå θ, óâåäåíå ëèíåàðíîì òðàíñôîðìàöè-
jîì q = Dθ, íåìàjó î÷èãëåäíó ãåîìåòðèjñêó èíòåðïðåòàöèjó, àëè íàñ äîâîäå äî
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (2.14) êîjå ñó íåçàâèñíå, îäíîñíî èìàjó äèjàãîíàë-
íè ìàòðè÷íè îáëèê. Îâàêâå êîîðäèíàòå ñå ó ëèòåðàòóðè íàçèâàjó íîðìàëíèì

êîîðäèíàòàìà. Ïðîöåäóðà òðàíñôîðìàöèjå äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ìàëèõ
îñöèëàöèjà íà äèjàãîíàëíè îáëèê ñå ìîæå ôîðìàëèçîâàòè, øòî jå ïðèêàçàíî
íàðåäíîì Òåîðåìîì.

Òåîðåìà 2.5. Íåêà ñó T0 èΠ0 ðåàëíå ñèìåòðè÷íå n×n ìàòðèöå è T0 jå ïîçèòèâíî
äåôèíèòíà. Îíäà ïîñòîjè ðåãóëàðíà ìàòðèöà B òàêâà äà jå BTT0B jåäèíè÷íà è
Λ = BTΠ0B äèjàãîíàëíà ìàòðèöà.

Äîêàç. Êàêî jå T0 ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, íà îñíîâó Òåîðåìå 1.4 ïîñòîjè îðòîãî-
íàëíà ìàòðèöà H òàêâà äà jå

HTT0H =


k1 0 . . . . . . 0
0 k2 0 . . . 0
...

...
. . .

... 0
0 . . . . . . 0 kn

 .

Ïîøòî jå T0 ïîçèòèâíî äåôèíèòíà ìàòðèöà, îíäà ñó è ñâè k1, k2, . . . , kn ïîçèòèâ-
íè.

Íåêà jå M äèjàãîíàëíà ìàòðèöà äåôèíèñàíà ñà

M =


k1

− 1
2 0 . . . . . . 0

0 k2
− 1

2 0 . . . 0
...

...
. . .

... 0

0 . . . . . . 0 kn
− 1

2

 .

Òàäa èìàìî äà jå
MTHTT0HM = I,

jåð ìíîæå»åì îâèõ ìàòðèöà äîáèjàìî äà ñó ñâè íåäèjàãîíàëíè åëåìåíòè jåäíàêè

íóëè, äîê ñó åëåìåíòè íà äèjàãîíàëè jåäíàêè ki
− 1

2
+1− 1

2 = ki
0 = 1, çà i = 1, . . . , n.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ìàòðèöó Π0. Êàêî jå Π0 ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, òàäà jå è
S = MTHTΠ0HM ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà jåð jå

ST = MTHTΠT
0HM = MTHTΠ0HM = S.

Íà îñíîâó òåîðåìå (1.4) òàäà ïîñòîjè îðòîãîíàëíà ìàòðèöà N òàêâà äà jå NTSN
äèjàãîíàëíà ìàòðèöà.

Íåêà jå Λ = NTSN è B = HMN . Òàäà jå ìàòðèöà B ðåãóëàðíà êàî ïðîèçâîä
ðåãóëàðíèõ ìàòðèöà. Ïîøòî ñìî ïîêàçàëè äà jå MTHTT0HM = I, à NTSN jå
äèjàãîíàëíà ìàòðèöà, êîíà÷íî äîáèjàìî

BTT0B = NTMTHTT0HMN = NTN = I,

BTΠ0B = NTMTHTΠ0HMT = NTSN = Λ.
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Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó òåîðåìó ìîæåìî ïðå£è íà íîðìàëíå êîîðäèíàòå è äî-
áèòè æå§åíå Ëàãðàíæîâå jåäíà÷èíå. Ïîëàçå£è îä jåäíà÷èíå

q = Bθ,

ãäå jå θ =

θ1...
θn

, à B ìàòðèöà äîáèjåíà íà íà÷èí îïèñàí ó äîêàçó ïðåòõîäíå

òåîðåìå, äèôåðåíöèðà»åì äîáèjàìî

q̈ = Bθ̈.

Ñàäà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà èìàjó îáëèê

T0Bθ̈ +Π0Bθ = 0,

îäàêëå ñå ìíîæå»åì ñëåâà ñà BT äîáèjà

BTT0Bθ̈ +BTΠ0Bθ = 0,

øòî jå íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå åêâèâàëåíòíî ñà

θ̈ + Λθ = 0.

2.3.1 Ïðèìåð

Ïðèìåíó ïðåòõîäíå òåîðåìå ìîæåìî ïîêàçàòè íà ïðèìåðó òðè òåëà ìàñå
m ïîâåçàíà îïðóãîì êîjà ñå êðå£ó ïî êðóæíèöè. Îâàj ìåõàíè÷êè ñèñòåì èìà
òðè ñòåïåíà ñëîáîäå, à ãåíåðàëèñàíå êîîðäèíàòå q1, q2 è q3 ïðåäñòàâ§àjó ëó÷íå
ïîìåðàjå òà÷àêà ó îäíîñó íà ðàâíîòåæíå ïîëîæàjå ïðèêàçàíå íà Ñëèöè 2.4.

Ñëèêà 2.4: Ìåõàíè÷êè ñèñòåì ñà òðè ñòåïåíà ñëîáîäå

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà T è ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà Π îâîã ñèñòåìà ó ñëó÷àjó
ìàëèõ îñöèëàöèjà èìàjó îáëèê:

T =
1

2
m
(
q̇21 + q̇22 + q̇23

)
, Π =

1

2
c
(
q1

2 + (q2 − q1)
2 + (q3 − q2)

2 + q3
2
)
,
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ãäå jå c êðóòîñò îïðóãå. Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà ñó:

mq̈1 + c(2q1 − q2) = 0,

mq̈2 + c(−q1 + 2q2 − q3) = 0,

mq̈3 + c(−q2 + 2q3) = 0.

îäàêëå èìàìî äà jå

T0 =

m 0 0
0 m 0
0 0 m

 ,

è

Π0 =

2c −c 0
−c 2c −c
0 −c 2c.

 .

Ïðå¢èìî ñàäà íà òðàíñôîðìàöèjó ñèñòåìà íà íîðìàëíå êîîðäèíàòå. Êàêî jå
ìàòðèöà T0 äèjàãîíàëíà ñà òðîñòðóêîì ñîïñòâåíîì âðåäíîñòè m, áèëî êîjà òðè
ìå¢óñîáíî îðòîãîíàëíà âåêòîðà £å îäãîâàðàòè îâèì ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà,
òàêî äà ìîæåìî èçàáðàòè áàçó R3. Íà òàj íà÷èí, £å ìàòðèöà H, ÷èjå ñó êîëîíå
ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå T0, áèòè jåäèíè÷íà ìàòðèöà, îäíîñíî,

H = I.

Òàêî¢å, âðëî î÷èãëåäíî äîáèjàìî äà jå

M =

m− 1
2 0 0

0 m− 1
2 0

0 0 m− 1
2

 .

Ñàäà jå ïîòðåáíî îäðåäèòè ìàòðèöó S = MTHTΠ0HM . Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà
jå

HM = HTMT = (HM)T = MTHT = m− 1
2 I.

Ñàäà jå

S = MTHTΠ0HM = m− 1
2 IΠ0m

− 1
2 I = m−1Π0 =

2 c
m

− c
m

0
− c

m
2 c
m

− c
m

0 − c
m

2 c
m

 .

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå S ñó

λ1 = 2
c

m

(
1−

√
2

2

)
, λ2 = 2

c

m
, λ3 = 2

c

m

(
1 +

√
2

3

)
,

à ñîïñòâåíè âåêòîðè

e1 =


√
2
2

1√
2
2

 , e2 =

 1
0
−1

 , e3 =


√
2
2

−1√
2
2

 .
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Êàêî jå N îðòîãîíàëíà ìàòðèöà ÷èjå ñó êîëîíå ñîïîñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå S,
ïîòðåáíî jå ïðåòõîäíî íîðìèðàòè îâå âåêòîðå, êîjè ñó ñâè èíòåíçèòåòà

√
2, ïà

äîáèjàìî

N =

 1
2

√
2
2

1
2√

2
2

0 −
√
2
2

1
2

−
√
2
2

1
2

 .

Ñàäà, êîíà÷íî ìîæåìî îäðåäèòè ìàòðèöó B:

B = HMN = I

m− 1
2 0 0

0 m− 1
2 0

0 0 m− 1
2


 1

2

√
2
2

1
2√

2
2

0 −
√
2
2

1
2

−
√
2
2

1
2

 = m− 1
2

 1
2

√
2
2

1
2√

2
2

0 −
√
2
2

1
2

−
√
2
2

1
2

 .

Êàêî jå q = Bθ, ñàäà èìàìî

q1 =
1

2m
1
2

θ1 +

√
2

2m
1
2

θ2 +
1

2m
1
2

θ3

q2 =

√
2

2m
1
2

θ1 −
√
2

2m
1
2

θ3

q3 =
1

2m
1
2

θ1 −
√
2

2m
1
2

θ2 +
1

2m
1
2

θ3,

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìàëèõ îñöèëàöèjà ó îäíîñó íà íîðìàëíå êîîðäèíàòå
ãëàñå

θ̈ + Λθ = 0,

ãäå jå Λ = diag(λ1, λ2, λ3).
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Ãëàâà 3

Ïîëàðíà äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöà

Ìåõàíèêà íåïðåêèäíèõ ñðåäèíà jå ãðàíà ìåõàíèêå êîjà jå áàâè ïðîó÷àâà»åì
êðåòà»à è äåôîðìàöèjå òåëà. Îñíîâíè ìàòåìàòè÷êè îájåêòè êîjè ñå ïðè òîìå
êîðèñòå ñó âåêòîðè è òåíçîðè. Êîíêðåòíî, ïîä òåíçîðèìà äðóãîã ðåäà ñå ïîäðà-
çóìåâàjó ëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à âåêòîðñêîã ïðîñòîðà ó âåêòîðñêè ïðîñòîð. Äà
áè ñå îáóõâàòèëè ñâè ïîòðåáíè àñïåêòè ïîíàøà»à íåïðåêäèíå ñðåäèíå, êîðèñòå
ñå ìåòîäè âåêòîðñêå è òåíçîðñêå àëãåáðå è àíàëèçå.

Êàäà ñå òåíçîðè äðóãîã ðåäà èçðàçå ó îäíîñó íà îðòîíîðìèðàíó áàçó, ìîãó
ñå ïðåäñòàâèòè ó âèäó ìàòðèöà. Îòóäà ïîñåáíå âðñòå ìàòðèöà è »èõîâà ñâîjñòâà
íàëàçå íåïîñðåäíó ïðèìåíó ó ìåõàíèöè íåïðåêèäíèõ ñðåäèíà.

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å ñå èçëîæèòè îñíîâíè ïîjìîâè êîjèìà ñå îïèñójå äåôîð-
ìàöèjà íåïðåêèäíå ñðåäèíå è äîêàçà£å ñå Òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè.
Îâà òåîðåìà jå çàíèì§èâà è ñà ìàòåìàòè÷êîã àñïåêòà, çáîã íåòðèâèjàëíå äåêîì-
ïîçèöèjå ðåãóëàðíèõ ìàòðèöà, è ñà àñïåêòà ìåõàíèêå, çáîã »åíå jàñíå ôèçè÷êå
èíòåðïðåòàöèjå. Òåîðåìà £å áèòè ïðèìå»åíà íà äâà êàðàêòåðèñòè÷íà ïðèìåðà
äåôîðìàöèjå � èçäóæå»å è ÷èñòî ñìèöà»å.

Ó äà§åì òåêñòó £å áèòè èçëîæåíè ñàìî îñíîâíè ïîjìîâè ìåõàíèêå íåïðå-
êèäíèõ ñðåäèíà êîjè ñó íåîïõîäíè çà ôîðìóëèñà»å Òåîðåìå î ïîëàðíîj äåêîì-
ïîçèöèjè. Ó òîìå £åìî ñå îñëîíèòè íà ìàòåðèjàë ñàäðæàí ó [9, 10].

3.1 Êîíôèãóðàöèjà è êðåòà»å íåïðåêèäíå ñðåäè-

íå

Ïðèëèêîì îïèñèâà»à êðåòà»à íåïðåêèäíå ñðåäèíå ïîñìàòðàìî îáëàñò ïðî-
ñòîðà êîjó íåïðåêèäíî èñïó»àâà ìàòåðèjà. Ñâàêîj ÷åñòèöè ìàòåðèjå ñå äîäå§ójå
jåäíà òà÷êà ó ïðîñòîðó, à îáëàñò ïðîñòîðà êîjó òî òåëî çàóçèìà ó íåêîì òðåíóòêó
íàçèâàìî êîíôèãóðàöèjîì òîã òåëà. Êîíôèãóðàöèjó òåëà ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó
t = 0 îçíà÷èìî ñà B0, à êîíôèãóðàöèjó òåëà ó òðåíóòêó t > 0 ñà Bt, ãäå ñó
B0, Bt ⊂ R3. Íåêà jå P0 ðåïðåçåíòàòèâíà òà÷êà ó B0, à P »îj îäãîâàðàjó£à òà÷êà
ó Bt. Âåêòîð ïîëîæàjà òà÷êå P0 îáåëåæèìî ñà X = (X1, X2, X3), à âåêòîð ïî-
ëîæàjà òà÷êå P ñà x = (x1, x2, x3), øòî jå ïðèêàçàíî íà Ñëèöè 3.1. Ñà Xi è xi,
i = 1, 2, 3 ñó îçíà÷åíå êîîðäèíàòå âåêòîðà ó îäíîñó íà ñòàíäàðäíó áàçó. Êðåòà-
»å íåïðåêèäíå ñðåäèíå ñå îïèñójå ïîëîæàjåì òà÷àêà ó òðåíóòíîj êîíôèãóðàöèjè

39
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Bt, îäíîñíî ôóíêöèjàìà

x = χ(X, t),

êîjå ìîãó áèòè èçðàæåíå ïî êîîðäèíàòàìà

X

O

x

B0

Bt

χ(X, t)

e1

e2

e3

Ñëèêà 3.1: Êðåòà»å íåïðåêèäíå ñðåäèíå

xi = χi(X1, X2, X3, t) = χi(XA, t) i = 1, 2, 3 A = 1, 2, 3.

Îâå ôóíêöèjå îäðå¢ójó ïîëîæàj áèëî êîjå òà÷êå ó Bt, àêî jå ïîçíàòà »îj îäãî-
âàðàjó£à òà÷êà ó ïî÷åòíîj êîíôèãóðàöèjè B0.

3.2 Äåôîðìàöèîíè ãðàäèjåíò

Àêî ñó äàòå òà÷êå X, Y ∈ B0, »èìà îäãîâàðàjó£å òà÷êå ó Bt £å áèòè x =
χ(X, t) è y = χ(Y, t), ðåäîì (âèäåòè Ñëèêó 3.2). Òàäà £å ðàñòîjà»å èçìå¢ó x =
(x1, x2, x3) è y = (y1, y2, y3) áèòè îäðå¢åíî ðàçëèêàìà êîîðäèíàòà

yi − xi = χi(Y, t)− χi(X, t).

Äà§å ìîæåìî àïðîêñèìèðàòè ôóíêöèjó χi ó òà÷êè Y è ïîñìàòðàòè ñàìî ïðâè

X

O

xB0

Bt

e1

e2

e3

Y
y

Ñëèêà 3.2: Äåôîðìàöèîíè ãðàäèjåíò
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÷ëàí ó »åíîì ðàçâîjó ó Òåjëîðîâ ïîëèíîì:

χi(Y, t)− χi(X, t) = χi(X, t) +
3∑

A=1

∂χi(X, t)

∂XA

(YA −XA) + · · · − χi(X, t)

≈
3∑

A=1

∂χi(X, t)

∂XA

(YA −XA).

Êîåôèöèjåíò

F =
∂χ(X, t)

∂X
,

êîjè èçðàæåí ïî êîìïîíåíòàìà ãëàñè

F = [FiA]
3
i,A=1 , FiA(X, t) =

∂χi(X, t)

∂XA

,

íàçèâàìî äåôîðìàöèîíè ãðàäèjåíò jåð íàì îí ãîâîðè î ïðîìåíè ðàñòîjà»à èç-
ìå¢ó òà÷àêà.

Íà îâîì ìåñòó £åìî óâåñòè äîïóíñêè çàõòåâ ôèçè÷êîã êàðàêòåðà, à òî jå äà
òîêîì êðåòà»à íå äîëàçè äî ïðåêëàïà»à äåëîâà òåëà. Äðóãèì ðå÷èìà, ìà êîjå
äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå èç ïî÷åòíå êîíôèãóðàöèjå B0 íå ñìåjó áèòè ïðåñëèêàíå
ó èñòó òà÷êó òðåíóòíå êîíôèãóðàöèjå Bt. Äà áè ñå òî îáåçáåäèëî, ôóíêöèjà
êðåòà»à χ(X, t) ìîðà äà áóäå èíjåêöèjà:

X, Y ∈ B0, X ̸= Y ⇒ χ(X, t) ̸= χ(Y, t).

Îäàòëå ñëåäè äà jå χ(X, t) áàðåì ëîêàëíî èíâåðòèáèëíà, îäíîñíî äà jå F ðåãó-
ëàðíà ìàòðèöà, ïà èìàìî:

J = detF ̸= 0 ∀X ∈ B0, ∀t ≥ 0.

Äðóãè óñëîâ jå äà jå ôóíêöèjà êðåòà»à ãëàòêà, îäàêëå èìàìî äà jå F íàjìà»å
íåïðåêèäíà, ïà êàêî jå ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó

F (X, 0) = I,

îäíîñíî

J(X, 0) = detF (X, 0) = 1,

èç óñëîâà J ̸= 0 è íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå F äîáèjàìî

J(X, t) = detF (X, t) > 0.

3.3 Òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè

Íåêà jå S ïîçèòèâíî äåôèíèòíà ìàòðèöà, ÷èjå ñó êîìïîíåíòå äàòå ó îäíîñó
íà îðòîíîðìèðàíó áàçó ei. Òàäà ïîñòîjè ñêóï îðòîíîðìèðàíèõ âåêòîðà di òàêî
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äà S ìîæå áèòè äèjàãîíàëèçîâàíà ñà ñâèì ïîçèòèâíèì ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà.
Àêî jå R ìàòðèöà ðîòàöèjå êîjà òðàíñôîðìèøå ei ó di = Rei, èìàìî

S = RS ′RT S ′ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 ,

ãäå ñó λ1, λ2, . . . , λn ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå S. Êàêî ñó ñâå îíå ïîçèòèâíå
ìîæåìî äåôèíèñàòè ìàòðèöó

C ′ =


√
λ1 0 · · · 0
0

√
λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
√
λn

 .

Î÷èãëåäíî jå äà jå

C ′2 = S ′.

Äåôèíèøåìî êâàäðàòíè êîðåí ìàòðèöå S êàî ïîçèòèâíî äåôèíèòíó ìàòðèöó C
äàòó ñà

C = RC ′RT .

Çàèñòà,

C2 = RC ′RTRC ′RT = RC ′2RT = RS ′RT = S.

Ó äà§îj àíàëèçè £å íàì áèòè çíà÷àjíà ñëåäå£à Ëåìà.

Ëåìà 3.1. Íåêà jå ìàòðèöà A äåôèíèñàíà êàî A = F TF , ãäå jå F ðåãóëàðíà
ìàòðèöà. Òàäà jå ìàòðèöà A ñèìåòðè÷íà è ïîçèòèâíî äåôèíèòíà.

Äîêàç. Ìàòðèöà A jå ñèìåòðè÷íà jåð jå

AT = (F TF )
T
= F TF = A.

Ïîçèòèíî äåôèíèòíà jå jåð jå:

Av · v = (F TF )v · v = F T (Fv) · v = Fv · Fv = (Fv)2.

Ôîðìóëèøèìî è äîêàæèìî ñàäà Òåîðåìó î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè.

Òåîðåìà 3.1. Íåêà jå F ìàòðèöà òàêâà äà jå detF > 0. Òàäà óâåê ïîñòîjå
jåäèíñòâåíå ìàòðèöå R, U , è V , òàêâå äà jå R ìàòðèöà ðîòàöèjå, U è V ñó
ïîçèòèâíî äåôèíèòíå è âàæè:

F = RU = V R.
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Äîêàç. Íà îñíîâó ïðåòõîäíå ëåìå, çíàìî äà jå ìàòðèöà S = F TF ñèìåòðè÷íà
è ïîçèòèâíî äåôèíèòíà. Îíà òàäà çàäîâî§àâà óñëîâå äà ìàòðèöó U ìîæåìî
äåôèíèñàòè êàî

U2 = S = F TF.

Ïîêàæèìî ïðâî äà jå ìàòðèöà R, òàêâà äà jå F = RU , îäíîñíî R = FU−1,
ìàòðèöà ðîòàöèjå. Èìàìî

RTR = (FU−1)
T
FU−1 = U−1F TFU−1 = U−1U2U−1 = I,

øòî çíà÷è äà jå ìàòðèöà R îðòîãîíàëíà. Äà áè áèëà ìàòðèöà ðîòàöèjå ìîðà
âàæèòè detR = 1. Èç R = FU−1 ñëåäè

detR = det(FU−1) = detF detU−1 =
detF

detU
.

Êàêî jå detU2 = det(F TF ) èìàìî

(detU)2 = detF T detF = (detF )2

îäíîñíî
(detU − detF )(detU + detF ) = 0,

îäàêëå, êàêî jå detF, detU > 0 èìàìî

detU = detF

è êîíà÷íî

detR =
detF

detF
= 1.

Êàêî jå R îðòîãîíàëíà ìàòðèöà, íà îñíîâó Òåîðåìå 1.4 ïîñòîjè ìàòðèöà V
òàêâà äà jå V = RURT . Òàäà jå V ïîçèòèâíî äåôèíèòíà ìàòðèöà è èìàìî

V R = RURTR = RU = F.

Îâèì jå Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè jå çàíèì§èâà è ñà ìàòåìàòè÷êå è ñà ìå-
õàíè÷êå òà÷êå ãëåäèøòà. Ó ìàòåìàòè÷êîì ñìèñëó, »åí äîêàç jå êîíñòðóêòèâàí:
àêî jå çàäàòà ìàòðèöà F , îíäà ñå jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójå íàjïðå ìàòðèöà U , çàòèì
R, à íà êðàjó V .

Ñà àñïåêòà ìåõàíèêå, ïîëàðíîì äåêîìïîçèöèjîì ñå ïîêàçójå äà ñå ïðîèçâî§-
íà äåôîðìàöèjà äîáèjà êàî ñëàãà»å èçäóæå»à è ðîòàöèjå. Èçáîð ðàçëè÷èòå äå-
êîìïîçèöèjå ìàòðèöå F îäðå¢ójå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ðîòàöèjå è èçäóæå»à.
Ïîêàæèìî îâî.

Íåêà ñó λ è d ñîïñòâåíà âðåäíîñò è »îj îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè âåêòîð ìà-
òðèöå U , îäíîñíî

Ud = λd.

Ìíîæå»åì îâå jåäíàêîñòè ñäåñíà ìàòðèöîì ðîòàöèjå R äîáèjàìî:

R(Ud) = λRd,
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ïà jå çáîã àñîöèjàòèâíîñòè
(RU)d = λ(Rd),

øòî jå íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå åêâèâàëåíòíî

(V R)d = λ(Rd),

ãäå êîíà÷íî ïîíîâíîì ïðèìåíîì çàêîíà àñîöèjàòèâíîñòè äîáèjàìî

V (Rd) = λ(Rd),

òî jåñò, λ jå ñîïñòâåíà âðåäíîñò è ìàòðèöå V , à Rd »îj îäãîâàðàjó£è ñîïñòâåíè
âåêòîð.

Fd

d

Fd = R(Ud)

d

Fd = V (Rd)

d

Ud

Rd

Ñëèêà 3.3: Ïîëàðíà äåêîìïîçèöèjà

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ïðâî äåjñòâî ìàòðèöå F íà âåêòîð d ðàçëàãà»åì ìàòðèöå
F ó îáëèêó F = RU . Èìàìî

Fd = (RU)d

= R(Ud)

= R(λd)

= λ(Rd),

îäàêëå ñå jàñíî âèäè äà jå ïðâî äîøëî äî èçäóæå»à âåêòîðà d, à ïîòîì jå èçâð-
øåíà ðîòàöèjà âåêòîðà λd, äà áè ñå íà êðàjó äîáèî âåêòîð λ(Rd).

Ñ äðóãå ñòðàíå, óêîëèêî ïîñìàòðàìî äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå F êàî F = V R,
òàäà èìàìî

Fd = (V R)d

= V (Rd)

= λ(Rd),

ãäå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà jå ïðâî èçâðøåíà ðîòàöèjà âåêòîðà d, à çàòèì
èçäóæå»å âåêòîðà Rd. Íà êðàjó ñå äîáèî èñòè ðåçóëòàò, âåêòîð λ(Rd). Îâà
ïðèìåíà ïîëàðíå äåêîìïîçèöèjå jå èñëóñòðîâàíà íà Ñëèöè 3.3.

Òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè ñå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî ìàòðè÷íî óîï-
øòå»å åêñïîíåíöèjàëíîã îáëèêà êîìïëåêñíîã áðîjà. Àêî jå z ∈ C, îíäà ñå îí
ìîæå ïðèêàçàòè êàî z = reiθ, ãäå jå r ∈ R+ ∪ {0}, i2 = −1, à eiθ jå ìîäóëà 1.
Òàêî¢å, Òåîðåìà î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè ñå ìîæå óîïøòèòè è íà ïðîèçâî§íå
ìàòðèöå, êîjå íå ìîðàjó áèòè êâàäðàòíå. Âèøå ñå î îâäå íàâåäåíèì àñïåêòèìà
ìîæå ïðîíà£è ó ê»èçè [4].
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3.4 Ïðèìåðè

Ó îâîì îäå§êó £å áèòè àíàëèçèðàíà äâà ïðèìåðà ïðèìåíå Òåîðåìå î ïîëàð-
íîj äåêîìïîçèöèjè. Ïðâè £å ñå îäíîñèòè íà èçäóæå»å íåïðåêèäíå ñðåäèíå, à
äðóãè íà ÷èñòî ñìèöà»å.

3.4.1 Èçäóæå»å

Õîìîãåíå äåôîðìàöèjå òåëà ñå äåôèíèøó êàî:

xi =
3∑

A=1

FiAXA + ki i, A = 1, 2, 3 FiA, ki ∈ R.

Êàêî jå
∂xi

∂XA

= FiA ∈ R,

äåôîðìàöèîíè ãðàäèjåíò £å áèòè êîíñòàíòíà ìàòðèöà.

X1, x1

X2, x2

Ñëèêà 3.4: Èçäóæå»å òåëà

Èçäóæå»å òåëà jå äåôîðìàöèjà îïèñàíà ñà:

x1 = αX1 x2 = X2 x3 = X3,

ãäå jå α ∈ R, øòî jå íà Ñëèöè 3.4 èëóñòðîâàíî çà α > 1. Òàäà èìàìî:

∂x1

∂X1

= α,

∂x1

∂X2

=
∂x1

∂X3

=
∂x2

∂X1

=
∂x2

∂X3

=
∂x3

∂X1

=
∂x3

∂X2

= 0,

∂x2

∂X2

=
∂x3

∂X3

= 1,

îäíîñíî

F =

α 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Êàêî jå ìàòðèöà F äèjàãîíàëíà, îíà jå è ñèìåòðè÷íà, îäíîñíî F = F T . Äà áèñìî
ïðèìåíèëè ïîëàðíó äåêîìïîçèöèjó, ïðâî ôîðìèðàìî ìàòðèöó S = F TF = U2.

S = F TF = F 2 =

α2 0 0
0 1 0
0 0 1

 = U2.

Îäàâäå ëàêî çàê§ó÷ójåìî äà jå

U =

α 0 0
0 1 0
0 0 1

 = F.

Ñàäà êîíñòðóèøåìî ìàòðèöó R = FU−1:

R = FU−1 = FF−1 = I.

Êîíà÷íî èìàìî
V = RURT = IUIT = U.

Êàêî jå ìàòðèöà ðîòàöèjå jåäèíè÷íà ìàòðèöà, âèäèìî äà êîä èçäóæå»à òåëà
óîïøòå íå äîëàçè äî ðîòàöèjå, îäíîñíî, êàî øòî ñå âèäè è èç äåôèíèöèjå îâå
äåôîðìàöèjå, ïîìåðà»å ñå äåøàâà ñàìî ïî jåäíîì ïðàâöó.

3.4.2 ×èñòî ñìèöà»å

Ñàäà £åìî ïîãëåäàòè jåäàí ìàëî ñëîæåíèjè ïðèìåð õîìîãåíå äåôîðìàöèjå
òåëà, ïîçíàò êàî ½÷èñòî ñìèöà»å�. Äåôîðìàöèjà jå äàòà ñà:

x1 = X1 + κX2 x2 = X2 x3 = X3,

ãäå κ ∈ R, øòî jå èëóñòðîâàíî íà Ñëèöè 3.5. Òàäà èìàìî:

X1, x1

X2, x2

Ñëèêà 3.5: ×èñòî ñìèöà»å òåëà

∂x1

∂X1

=
∂x2

∂X2

=
∂x3

∂X3

= 1,

∂x1

∂X2

= κ,

∂x1

∂X3

=
∂x2

∂X1

=
∂x2

∂X3

=
∂x3

∂X1

=
∂x3

∂X2

= 0,
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ïà jå ìàòðèöà F :

F =

1 κ 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ðàäè ëàêøåã èçðà÷óíàâà»à, ïðèêàçà£åìî ïîëàðíó äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå F ó
ñëó÷àjó êàäà jå κ = 1, îäíîñíî

F =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ïðâè êîðàê jå îäðå¢èâà»å ìàòðèöå S = F TF , ãäå èìàìî

S = F TF = F =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 =

1 1 0
1 2 0
0 0 1

 .

Êàêî S íèjå äèjàãîíàëíà ìàòðèöà, ïîòðåáíî jå èçâðøèòè äèjàãîíàëèçàöèjó, îä-
íîñíî ñïåêòðàëíó äåêîìïîçèöèjó êîðèñòå£è ðåçóëòàòå Òåîðåìå 1.4. Êàðàêòåðè-
ñòè÷íè êîðåíè ìàòðèöå S ñó:

λ1 =
3 +

√
5

2

λ2 =
3−

√
5

2
λ3 = 1,

à êàðàêòåðèñòè÷íè âåêòîðè êîjè èì îäãîâàðàjó:

e1 =


√
5−1
2

1
0


e2 =

−
√
5−1
2

1
0


e3 =

00
1

 .

Îâå âåêòîðå ìîðàìî íîðìèðàòè, òàêî äà äîáèjåìî ìàòðèöó Q ÷èjå êîëîíå ÷èíå
íîðìèðàíè âåêòîðè v1, v2, v3, îäíîñíî:

Q =


√
5−1
2(√

5−1
2

)2
+1

−
√
5+1
2(√

5+1
2

)2
+1

0

1(√
5−1
2

)2
+1

1(√
5+1
2

)2
+1

0
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 .
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Ñïåêòðàëíîì äåêîìïîçèöèjîì ìàòðèöå S, íà îñíîâó Òåîðåìå 1.4, äîáèjàìî ìà-
òðèöó:

S ′ = QTSQ =

3+
√
5

2
0 0

0 3−
√
5

2
0

0 0 1

 ,

îäíîñíî ìàòðèöó U ′ òàêâó äà jå U ′2 = S ′:

U ′ =


√

3+
√
5

2
0 0

0
√

3−
√
5

2
0

0 0 1

 .

Ñàäà êîíà÷íî ìîæåìî äà èçðà÷óíàìî ìàòðèöó U :

U = QU ′QT
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√
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3
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5
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Êàêî òðàæèìî äåêîìïîçèöèjó F = RU , èìàìî:

R = FU−1

=

1 1 0
0 1 0
0 0 1
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Ìíîæå»åì ìàòðèöà ñå ëàêî ìîæå ïîòâðäèòè äà jå R ìàòðèöà ðîòàöèjå, îäíîñíî
äà âàæè RRT = RTR = I. Êîíà÷íî, êàêî jå F = RU = V R, äîáèjàìî:

V = RURT

=
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 ,

÷èìå ñìî çàâðøèëè èçðà÷óíàâà»å ñâèõ ìàòðèöà íåîïõîäíèõ çà ïîëàðíó äåêîì-
ïîçèöèjó F . Ìíîæå»åì ìàòðèöà ñå ìîæå ïðîâåðèòè äà çàèñòà âàæè F = RU =
V R.



Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó îáðà¢åíå ñó íåêå îä äåêîìïîçèöèjà ìàòðèöà ñà »èõîâèì ïðè-
ìåíàìà ó ìåõàíèöè.

Ïðâè äåî ñå áàâè äèjàãîíàëèçàöèjîì ìàòðèöà, ãäå ñó èçëîæåíå è Æîðäàíîâà è
ñïåêòðàëíà äåêîìïîçèöèjà. Ó äðóãîì äåëó jå îïèñàíà »èõîâà ïðèìåíà êîä ìà-
ëèõ îñöèëàöèjà ìåõàíè÷êèõ ñèñòåìà ñà ïðèìåðèìà. Òðå£è äåî ñå ïîñåáíî áàâè
ïîëàðíîì äåêîìïîçèöèjîì è »åíèì ïðèìåíàìà ó ìåõàíèöè íåïðåêèäíèõ ñðåäè-
íà, ãäå ñó èçëîæåíè è ïðèìåðè ïðèìåíå òåîðåìå î ïîëàðíîj äåêîìïîçèöèjè.

Îâàj ðàä íàì ïðóæà óâèä äà èçà òåîðèjå î ìàòðèöàìà è »èõîâèì äåêîìïîçèöè-
jàìà, êîjå äåëójó âåîìà àïñòðàêíî, ñòîjå âðëî èíòåðåñàíòíå ïðèìåíå ñà ñëèêî-
âèòèì ïðèìåðèìà.
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