o@“‘”"@ VHUBEP3UTET Y HOBOM CAJIY S,
STHII % TPUPOIHO-MATEMATHYKY ®AKYITET 5 smma 2
L e JETTAPTMAH 3A - Ko
s MATEMATUKY 1 THOOPMATUKY g e

OumBepa [lenubarmmh

JlekoMmo3uiija MaTpHuIiQ
ca IIpuMeHaMa y MeXaHuIn

- Macrep paz-

Hosu Ca, 2025.






IIpearosop

JlekoMTIO3MIIMja, MATPHUIIA UMA W3Y3€THO NMHUPOKY MPUMEHY y Pa3JuIuTUM Hay-
KaMa. ¥ OBOM pajy heMo ce OaBUTH HEKUM O] lbeHHX MpuMeHa y Mexanutu. Paj ce
CacTOju U3 TPH JIesIa.

Y npBom ey he nmpBobuTHO OMTH W3JI0KEHE HEKE 0J OCHOBHUX JeDUHUIIMA]A Be-
BaHWX 3a MATPHIE KOje Cy HEONMXOHEe paju pa3yMmeBama ga/ber Tekcra. OBaj meo
ce oToM GaBU JIMjaroHAJIU3ANMjOM MATpUIa U 2KOPIaHOBOM JIEKOMIIO3HIIUjOM KAaO
HBEeHUM YONIIITelheM Ha cBe KBaJpaTHe Marpuile. Ha nociaerky, obpahena je u crek-
TpajaHa JeKOMIO3UIINja, Kao CIeInjaJTHu Caydaj AujaroHaJIn3allje MaTpuIia.

Jlpyru jeo ce OJIHOCH HA IIPUMEHY JUjarOHAJIM3aIMje KOJ MaJiuX OCITUJIAIja Me-
XaHUYKUX CHACTeMa, CTOra Cy IPBO HAaBEJEHU CBU IIOjMOBH MOTpPeOHU 3a M3BODeme
nudepeHIjaJHuX jeITHAYHHA KPeTamha MeXaHNIKHX CUCTeMa, Kao U AuepeHITjaT-
HUX jeJHaYMHa MaJIuX ociiunanuja. ludepeniujaane jeJHadnHe MaIAX OCIIUAIAIT],
Cy IHpeJICTaB/beHe y MATPUUHOM OOJIMKY, I'JIe je 00jalllbeHo KaKBYy YOIy UI'Da Jija-
roHaJM3alnja MaTpuIa y ojpehuBaiby ImUXOBUX peliema. Y OBOM Jeay cy obpahena
U JIBa NpHUMepa IpUMeHe IujaroHaIn3alje MaTpuna y oJpehuBamy audepeHIuja-
HUX jeTHAYMHA MAJHAX OCHUJIAIN]a MEXaHUIKUX CUCTEMA.

Y 1pehem jseny je nmocebuo obpabhena roJiapHa JEeKOMIO3HUINAja MATPUIA €A PU-
MeHaMa y MeXaHWIH HeMPEeKUJIHUX cpejanna. [[pBo cy W3/10:KeHNn OCHOBHHU IOjMOBHU
MeXaHWKe HeMPEeKUJIHUX CPeJINHa, a MOTOM je JJ0Ka3aHa TeopeMa O MOJapHOj JIeKOM-
no3unuju. Ha mocieTky cy nmpukasaHa /IBa IpuMepa IIPUMeHe OBe TeopeMe KOJu ce
OJIHOCE HA U3JyKerhe W YHCTO CMHIAhe HeIIPeKUIHEe CPeTuHe.
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CAJIPKAJ



I'maBa 1

JlekoMmo3uiija MaTpHuIiQ

Y oBoj riiaBu he najupe 6uru uzjioxkene jiepUHUI]E IOJMOBA BE3aHUX 33 MaTPU-
e Koje he Ham OuTu moTpebHe y HasbeM pajy. 3aruMm he Outn anaau3upana 2Kopaa-
HOBA JIEKOMIIO3UIHja peajHux Marpuna. [locebno he Ouru ananzupana crekTpaJina
JIEKOMIIO3UIIAja PEAJTHUX CUMEeTPHYHUX MATPHIA, 3aTO IMTO he HAM OHa OUTH HajWH-
TepecaHTHUja y MpUMeHaMa. Y W3Jaramy hemo ce HajBUIIEe OCTOHUTHU HA MaTepUjas
caJp:KaH y Kburama (1, 2, 3, 4].

1.1 Marpuie

Ha camom nouerky he ouru nasesene neke jedunuiuje koje he nam 6uru o1 3ua-
gaja y gabeMm tekcry. [lohn hemo on gedununumje sexmopceroz npocmopa. Ca (V) +)
hemo ozmaumTn KomyrtaTtuBny rpymny. Hbene enemente hemo HazuBaTu 8exmopuma.
Ca (F,+,-) hemo o3nauutu mome. Enemente nosba hiemo nasusatu cxasapuma.

Hedununuja 1.1 ([1]). Heka cy mam marn komyrarusra rpyna (V,+) u nosme
(F,+,-). V je BekTOpCKH (WK JTMHEADHE) IPOCTOD HaJ, oJbeM F'| ako je nedunucano
npecankaBame ' x V — V| mpu gemy ce cimka mapa (a,a) o3HadaBa ca aa, TaKO
Ja 3a cBako «, 3 € F u a,b € V Baxu:

rie je ca 1 o3Ha4YeH HEYTPaJTHU eJeMeHT 338 MHOXKeme mosba ['. BeKTopckm mpocTop
V naj nossem F fiemo osnauasatu ca V/(F).

Y namem pamy he Ham OuTH TOTpeOHE AUHEAPHE MPAHCPHOPMAYUIE BEKTOPCKUX
IpocTOpa U luxoBe MaTpuiie. ledpunuiiuje oBuxX MojMoBa cy JaTe y HACTaBKY TEKCTa.

Hedununuja 1.2. Heka cy Vi(F) u Va(F) BeKTOPCKE IPOCTOPH HAJL HCTHM IOHEM
F. Ilpecmukapame A : Vi — V5 TakBO 1a BazKu:

7
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(i) Va,be Vi) A(a+0b) = A(a) + A(b);
(i) Vo € F)(Va € V1) A(aa) = aA(a),
Ha3WBa ce JuHeapHa TpaHcdopMalija BeKTOPCKor nmpoctopa Vi v Va.

8a nac he Outm ox 3Hauaja JuHEapHe TpaHchopmammje y Kojuma je Vi = Vs,
Taxohe, y HacTaBKy heMO KOPUCTHTH IOjaM 06a3e 6eKMOpPCKoz npocmope Kao HH3a
BEKTOpa KOJH je TUHeapHO He3aBUCAH M KOJU TeHepHIlle BEKTOPCKH TpocTop. /leTasb-
HHje ce 0 TOMe MozKe BujeTn y [yiapu 1 yubennka [1].

Hedunnnuja 1.3. Heka je V(F') BekTopcku npoctop ca 6azom B = (ay, as, . . ., ay).
Akojex €V u
T = o101 + -+ 0pQp,

ouja ce marpuia dopmara n X 1

Qp
Ha3WBa KOOPJMHATHA KOJOHA (BEKTOP-KOJOHA) BEKTOpA X y OjHOCY Ha 6asy B.

Kana nam je mara 6a3a BEKTOPCKOT MIPOCTOPA, CBaKa JIMHeapHa TpaHchopMalimja
ce MoxKe npuKaszaru nomohy marpune. ledunucahemo crora mampuyy aureaphe
mpanchopmage.

Hedunnnuja 1.4. Heka je V(F') BekTopcku mpoctop ca 6azom B = (a1, as, . . ., ay,)
n A nmuHeapHa TpaHcdopMalyja TOr BEKTOPCKOT IpocTopa. AKo je:

Alar) = aq1a1 + agias + -+ -+ + apianp,

A(ag) = (x1201 + Q9209 + -t polp,

A<an) = Q1p01 + Qop0 + - - + A ln,

OHJA ce MaTpPHUIla

Q11 Q12 - Qap

Qo1 Qigg -+ Qgp
[A] =

QOp1 Q2 - Qpp

HA3WMBa MAaTPHIA JuHeapHe TpaHcdopMmarmje A y ogHocy Ha 6a3y B.

Teopema 1.1. Ako je V(F') Bekropcku npoctop ca 6azom B = (ay,as,...,a,) u A
IberoBa JinHeapHa TpaHcdopMaliija, OHJa 3a CBaKO x € V Baxu:
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Osa Teopema, KojoM ce JnHeapHa TpaHC(OpPMaIlja BEKTOPCKOD IPOCTOPA, MPH-
Ka3yje moMohy MHOXKema MaTpulle JInHeapHe TpaHcdOopMallije U BEeKTOPa-KOJIOHE,
Urpa TMeHTpaJHy yJAOTy Yy Halmoj jJa/boj anagu3u. Jlokas Teopeme ce Moxke Buie-
i y Imasu 4 ynbenuka [1]. YV namem tekcry fiemMo, paju jeHOCTABHHjer 3aluca,
U30CTaB/bATU YIJIACTE 3arpajie Y O3HAYABAIY MATPHUIA U BEKTOPA.

YV AeKoMIIO3uIKju MaTpHIla ocjiambaheMo ce y BeJIMKOj MepH Ha IbHXOBE CONCmee-
He epednocmu u concmeene sekmope. Crora he y mactaBky Outn gedpuHUCAHE OBU
MIOjMOBH.

Hedbunnmnuja 1.5. Heka je A quHeapHa TpaHcdOpMAaIHja BEKTOPCKOD IIPOCTOPA,
V(F). Akocy v € V, x # 0u XA € F rakBu ja je Ar = Az, oHJ@ ce T Ha3uBa
COTICTBEHH BEKTOD, a A CONCTBEHA BpeAHOCT Te Tpancdopmanumje (MaTpure).

Hedunrnmnuja 1.6. CKyn cBUX COIICTBEHHX BPEIHOCTHU JIHHeapHe TpaHcdOopMalluje
(MaTpure) A HasuBa ce cmekTap Te JuHeapHe TpaHcdOopMaIuje (MATPHUIE) U O3HA-
uaBa ca o(A).

Hedbunumuja 1.7. Axo je A guHeapHa TpaHcdOpMaIlija BEKTOPCKOT IIPOCTOPA
V(F), a \; jeana meHa CONCTBEHA BPETHOCT, onaa je Sa(N;) = {z|Ar = Nz} un-
BapHjaHTHH IOTIIPOCTOP JHHeapHe TpaHcdopMmanumje A Koju oaroBapa COICTBEHO]
BPEIHOCTH ;.

JeIHOMMEH3MOHN NHBAPHUjAHTHU MOTIPOCTOP Ce HA3WBA M MHBAPUjAHTHU ITPABAIL.

Y HactaBKy he Ham OuTH 01 3Ha4Yaja MoceOHA Kjraca MaTpHUIA KOje ce HA3WBajy
opmozorasnum mampuyama. Marpuna R je opToroHaJIHA aKoO je HmeHa WHBEP3HA
marpuna R~! jejnaka rpancuonosanoj Marpunu R7:

R'=R" = RR"=R'R=1I,
rie je ca [ o3HaYeHA jeTUHUIHA MaTPHIIA.

Hedbunumuja 1.8. Marpune A u B ¢y ciaudHe ako MOCTOju OPTOTOHATHA MATPHUILA
R, TakBa na je A = RBRT.

Hedbunnmnumja 1.9. Kpangparna marpuma A,

a1 a2 ... Q1n

ag1 @22 ... Q2
A= ",

Ap1 Ap2 ... Qpp

je nozumuero depunumma ako 3a CBAaKH BEKTOP U BayKn
Av-v >0 You #0, Av-v=0 <= v =0,
OJTHOCHO HE2GMUBHO Jehunumma y Caydajy

Av-v <0 You #0, Av-v=0 <= v=0.
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JledpuHNTHOCT KBaJpaTHe MaTpPHIE ce Moxke npoBepuru nomohy Cuasecmposoe
kpumepujyma. OH TIpencTaB/ba JI0BO/bAH YCI0B AeduHUTHOCTH Marpuie. Heka cy
3a marpuity A u3 ledununuje 1.9 marpure A, nedpurucame ca

a1; arz ... Qaig
A, =det [P0 @2 e @KL 0
ary Aro ... Qgk
Marpuna A je:
(i) mosuTuBHO nedbuHUTHA, ako je Ay > 03acee k =1,2,... n.
(ii) merarmpuo nedunuTHa, ako je (—1)*A, > 03acee k=1,2,...,n.

1.2 /Iumjaronajm3anuja u
2KopganoBa J1eKOMIOO3uInja

Caaka kBajipaTHa Marpuna A ca JimHeapHo HE3aBUCHUM CONCTBEHUM BEKTOPUMA
ce MOXKe JIMjaroHaJM30BaTH, OJHOCHO TIOCTOJU JMjarOHAJTHA MAaTPHUIA KOja UMa UCTe
COLCTBEHE BpeJHOCTH Kao Marpuna A. Jla 6ucMO 0BO yOIIIITHIM U HA MATPUILE YUjU
COIICTBEHM BEKTOPU HHUCY JIUHEAPHO HE3aBUCHU, TTOCEOHO heMOo U3/I0KUTH TeopeMy O
7Kop/1aHoBOj TeKOMTIO3UIIjH. Y OBOM JIeJTy Ce OCJarhaMO Ha pe3ysTaTe N3JI0KeHe y

2] u [3].

1.2.1 JImjaroHajm3aiuja peaHuX MaTpPUIA

Teopema 1.2 ([eKOMIIO3HUIHja COICTBEHUM BPETHOCTHMA — JAujaronann3amyja). Cpa-
Ka KBajipaTHa Marpuna A € R™™ ™ ca nuHeapHO HE3aBUCHUM COICTBEHUM BEKTOPHMA,
MOzKe buTu paKkTopucaHa ca:

A=XAX"!

rae X caJpKu CONCTBEHE BEKTOpe Marpuile A Kao KoJoHe, a A je amjaroHaJiHa
MaTPHIIA

A0 ...0
' 0 X ... O
A =diag(Ay, ..., )= . . . o,
0 0 ... M\
TIe CY A1, ..., A, CY COICTBEHE BPEIHOCTH MaTpuie A.
Jlokas. Heka je X = [x1,Za,...,T,|, 11 €y X1, T3, ...T, JUHEAPHO HE3ABHCHH COII-

crBenn BekTopu Marpuie A. Tama je
A.I'l = )\1513'1, A.I'Q = )\21’2, . Al'n = )\nl'n,

OJTHOCHO

AX = [A.%‘l,AJZQ, ,AZIJn] = [/\1371,)\25(32, ,)\nl’n] = XA. (a)
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Kako cy concrBenu BeKTOpH X1, To, . . . Ty, JUHEAPHO He3aBUCHU, X je HHBEPTHOUJIHA
MaTpUIa, CJIeIN JIa je
A=XAX"1

]

Jlema 1.1 (paznuumre corncrbene BpegnocTH). Heka cy c¢Be cONCTBeHE BPEAHOCTH
A1, Ag,y .oy Ay MeDycobHo pasiuuuTe. Taja cy mwuMa ojrosapajyhu cocTBeHH BEKTO-
pH JIUHEApHO He3aBHUCHU. pyruMm pednMma, cBaka KBaJpaTHa MaTpHIa ca MelycobHo
PA3JIMIATHM COICTBEHHM BPEIHOCTHMA MOXKe OUTH JIHMjarOHAIH30BAHA.

Jloxas. Heka cy concrBene BpeiHOCTH Aq, Ao, . . ., A, cBe Mehycobuo pasiuuanre. [Tper-

HOCTaBUMO CYIIPOTHO, Ja Cy COIICTBEHH BEKTOPU T, T3, ..., T, JUHEAPHO 3aBHCHHU.
. . —1

Tajia, HOCTOjH HEHYIA BEKTOD ¢ = [c1,Ca, ..., Cy| TAKaB A2 je &, = y . ¢;x;. Taja

UMaMO

n—1 n—1
=1 =1
= Cl)\lxl + CQ)\QZUQ + -+ Cnfl)\n,lxn,l

Az, = M2y,

= (121 + cama + oo+ Cp1Zn1),

olaKJie CJaeJin ja je
n—1

Z()\n - )\i)CﬂJz‘ =0,

i=1

IITO je Yy KOHTPAJIUKINjU Ca TPETIIOCTABKOM JIa CY CONCTBeHe BpeHocTH Melycobno
pasamduTe. O

[Iperxoauu pe3ysiraru yKazyjy Ja ce JeKOMIO3MIIIja MATPUILE COIICTBEHUM BPeJI-
HOCTUMAa, MOXK€ CBECTH Ha jeJlaH aJTOPUTAM: aKO Cy COICTBEHE BPEIHOCTH peajiHe
MaTpUIle PA3INIUTe, OHJA Cy CONCTBEHW BEKTODU HE3aBUCHU U MATPUILY MOXKEMO
aujaronaaun3oBatu. MehyTum, ycjioB KOju ce OZHOCH Ha COIICTBEHE BPEIHOCTH HM-
IUTUIIPA OTPAHUYEHY TPUMeHy oBe Aexkomnosunuje. To he 6utu pasperieno ommTu-
jom — ZKopaaHoBOM JI€KOMITO3UITI]OM.

1.2.2 2KopmaHoBa JeKOMIIO3UIIAja

Kako Hac AeKOMIIO3UIMja COICTBEHUM BPEIHOCTHMA, OIPAHHYABA HA MaTPHIIE
YUjU Cy COICTBEHU BEKTOPH JIMHEAPHO HE3aBUCHH, YBOJIUMO zKOpIaHOBY JI€KOM-
MO3UIMjy KOja je YOIITaBa Ha cBe KBajparHe marpure. [Ippo hemo nedpumuucaru
7KopaanoBe 0J10KOBe.
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Hedunnunuja 1.10. Topmwa Tpoyraona marpuna m X m, y o3nanu B(\,m), rae
Cy CBHX M JUjarOHAJHHUX €JeMeHATa MCTa CONCTBEHa BPEJHOCT \ U CBU eJIeMEHTH
WU3HA/I TJIaBHE JHjaroHaJje jeInHuIe, OTHOCHO

(A 1.0 ... 0 0 0]
0OXN1 ..000
00X ... 000
B(/\7m): )
00 0 A1 o0
00 0 0 A 1
000 ... 00 )

HasuBa ce zKopaaHoB 0JI0K.

Hedunnmnumja 1.11. Heka je mata n x n marpuna A. 2Kopmanosa dopma J 3a A
je OJIOK aujaroHajina MaTpuia jaeduHucana ca

B()\l,ml) 0 0
J— O B()\Q., m2> . .. . 0 7

r7e ¢y A, Ag, ..., \p, COICTBEHE BPEIHOCTH MATpHIe A, a mq + mo + ...my = n.
CaJta KOHAYHO MOXKEMO H3JI0:KUTH U Teopemy 0 2KopaaHOBOj JEKOMIIO3UIU]H.

Teopema 1.3 (?Kopganosa jgekommnosuiuja). Ceaka kBaaparna marpuia A € R™*"
MOzKe OuTH pbaKkTopHucaHa ca:

A=XJX

rie je X peryjaapHa MaTpHIla KOja caJIpKU TeHepaIn30BaHe COTCTBEHE BEKTOpPE Ma-
rputie A kao kosione, a J je 2Kopganosa dopma marpuue diag(Jy, Ja, ..., Ji), e cy
B(Ai,m;) € R™*™i kpanparHe MaTpuIie, m; Opoj NOHAB/baba COICTBEHE BPEAHOCTH
A mmy +mo+ ... +my = n. J; ce HAazuBajy Kopdanosu 6.a0%K06u, a perygapHa
MaTpuia X ce Ha3WBa MATPHUIA FeHepaJN30BAHUX COICTBEHHX BeKTOpa Marpuie A.

Teopemy o zKopmanoBoj jgekoMmro3unuju nHehemo JokKaswBaTH, aJd 3aTo hemo
HOIJIeJaTh KAaKO MOXKEMO TymMaduTh camy jekomnosunujy. Heka ona, na npumep,
uMa ODJINK:

N 100 i
0 N 1 0 0
0 0 X\
0 ] . 0
J = )\3 1
0 0 {0 AJ 0
Ao 1
o ).
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[Ipumernmo ga ce uCHOM IJIaBHE AMjaroHaATe MOIY HAJA3WTH HyJe, Kao U Ja HpBa
KOJIOHA CBaKOr OJI0Ka CapKi caMO OAroBapajyhy cOncTBeHy BpeaHOCT. 3a MpHMED,

M 10
norsiegajmo npsu 60k J; = [0 Ay 1 |. Moxkemo 3ak/pyunTn jga he npBux mg
0 0 X\

kosona marpune AX = XJ, vae je X = [xq, 29, ..., Ty, Ourm:

Al’l = )\1331
Axg = \zy + 11

Axp, = MZmy + Ty —1-

Kaxko je ?KopnanoBa nekommosunmja oceT/buBa Ha HajMarhe IIpomeHe, caabo je
3acTyn/bena y npumenu. /loBo/bHa je MaJjia MpoMeHa y MaTPHUIH J1a OU 1heHU COTICTBe-
HU BEKTOPHU OWJIN JIMHEAPHO HE3aBUCHHU, OJHOCHO Jla OU MOTJIA & ce JIMjaroHaIu3yje.

1.3 ChoekrpajiHa JeKOMIIO3UINA]a

TeopeMa 0 cIeKTpasHO] JTEKOMIIO3UIU]H TBPAU Ja Ce CBaKa CHMETPUYHA MaTPH-
1a MOXKe JIWjaroHaJM30BaTH. Kako je yCJIOB 3a JEeKOMIIO3UIHN]Y COTCTBEHHM BpE]I-
HOCTMMa OWO Jla Cy CONCTBEHW BEKTODHU JMHEAPHO He3aBHCHHU, mokazaheMo ma cy
COIICTBEHM BEKTOPHU CUMETPUYHMX MaTpuiia yBek Meljycodno oproronainu. Kako nx
CBe MOYKEMO HOPMHUPATH, MATPHUIA YHje Cy KOJIOHE HOPMUPAHU COTCTBEHU BEKTO-
pU cCUMeTpUuYHe MaTpuile he OUTH OPTOTOHAIHA MATpHUIlA. Y U3JIaramy CIeKTpaIHe
JekoMmosuImje caeaulieMo mocrymak aar y [3].

Teopema 1.4 (Crnekrpasna gekomnosuimja). Peanna marpuna A € R™™ je cume-
TPUIHA aKO U CAMO aKO IIOCTOje OPTOTOHAJHA MATPHUIEA () ¥ JAMjaroHAIHA MATPHIA
A TakBa Jia je

A=QAQ"
rae cy KosoHe marpure Q) = [q1,¢a, ..., ¢y] CONCTBEHN BeKTOpH Marpuie A Koju
cy meljycobro oproronannu u HopMmupanu, a eaementd A = diag(Ay, Ao, ..., A,) ¢y

oaropapajyhe comcrsene BpennocTu marpuie A Koje cy peasnne. Baxe ciaeneha cBoj-
CTBa:

1. CumerpuyHa MaTpHUIA HMa CAMO PeaJHe COICTBeHEe BPeIHOCTH.
2. ComcTBeHN BEKTOPH Cy OPTOTOHAJIHH.
3. Panr marpume A je 6poj HeHyJia CONCTBEHUX BPEIHOCTH.

4. AKo cy comcrBeHe BPeIHOCTH PA3JHUNATe, OHJA CY U COICTBEHH BEKTODH je-
JMHCTBEHMU.

Csako o cBojcraBa Hapeaenux y Teopemu 1.4 hemo mocebno J10Ka3uBaTH.

Jlema 1.2. CorcTBeHe BpeIHOCTH CUMETPUYHE MATPHUIIE CY PeaJslHe.
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Jlokas. TIpermocraBumo cynporHo, 1a je A = a+bi, rie a,b € R. Taga je A = a — bi.
Takobhe, 3a KOMILIEKCHU COTICTBEHHW BEKTOp T = ¢ + di, ¢,d € R, Baxku ja je T =
¢ — di. Cama n3 Ar = Az, KaJa HOMHOKHEMO Ca JeBe CTpaHe ca T!, clIeid Ja je
7' Ax = X\z'x. C apyre crpane, u3 T' A = A\T!, MHOXKemEM ca JeCHe CTPaHe ca T,
no6ujamo - Az = A\z'x. Konauno, u3 oBe 1Be jeqnakocTn gobujamMo AT'z = AT’ z,
onmocao (A — N)ZTz = 0, ogakie 3ak/byuyjeMo ga je A = A, To ject, A je peanam
opoj. O

Jlema 1.3. Concreenn BeKTOpH KOjU OATOBAPajy Pa3IUINTUM COINCTBEHUM BpPEIHO-
CTAMAa CUMETPHYHE MaTPHUIE Cy OPTOTOHAJHMU.

Jokxas. Heka je Ary = \jxq 1 Axy = A\aT9, OMHOCHO A\ U Ay CY COIICTBEHE BPEIHOCTH
KOje O/IroBapajy COICTBEHHM BEKTOPUMAa T1 W To, PeIOM. TpaHCIOHOBamEM IIpPBE
jemnaunne gobmjamo 1l A = \iz1’, a 3aTHM MHOMKEeM ca Tp ca JecHe CTpame,
21T Azy = Mz 2y, MHONKeIeM ApyTe jeHaunme ca 1 ca JeBe cTpaHe JT00HjaMo
117 Ay = Nozy T . Casa umamo ja je \jz17 z9 = Aowy T g, otnocno (A —Xg)xy Ty =
0. Kako cy A\ m Ay TI0 MPeTHOCTABIM Pa3/IMunTH, CJIean aa je o' xs = 0, To jecr,
BEKTOPH X1 U Ty Cy OPTOrOHAJIHHU. H

Teopema 1.5. Ako marpura A € R™" uma k pas3juauTux CONCTBEHUX BPEIHOCTH,
oHIa je cKyl k oaropapajyhmx comcTBeHHX BEKTOpa JHHEAPHO HE3aBUCAH.

Zokas. JlokazyjeMo MHAYKIIHjOM 11O OPOjy COICTBEHUX BEKTOpPA.
[IpeTmocTaBUMO CYIPOTHO, & MOCTOJU & = [T1, T3] # 0 1a je x1v1 + xav9 = 0.
MHoxkemeM 0OBe jelHaUnHE Ca JeBe cTpane ca A, pobujaMo

131)\11]1 + JIQ)\Q’UQ = 0,
a MHOXKEHEM HCTEe jeTHAYUHEe ca Ao J00ujamMo
SL’1>\2U1 + 1’2)\2’(]2 =0.

U3 nBe mobujeme jemnaumne cama caead ga je x1(Ay — Aj)vy = 0. [omro cy mo
HPETIOCTABIN CONCTBEHE BpeaHocTH MehycoObHo pazaumaute, a vy # 0, ciequ ja je
z; = 0.

Amnasorno nobujamo na je u o = 0, MTO je y KOHTPAJIUKIIA]H Ca HPETHOCTABKOM
na je x = [x1, 2] # 0.

[IpermocraBumo caga ma ¢y 3a j < k vq, ..., Uy JHHEAPHO HE3ABUCHHU BEKTOPH U
HOCTOjH T = [X1, T2, ..., ;] # 0 ma:

Vj+1 = 101 “+ XUy + < LU .
Muoxemem ca A ca geBe crpane jg00ujamo
)‘j—l-lvj—l-l = I‘l)\ﬂ)l -+ I‘Q)\QUQ -+ ...a:j)\jvj,
JIOK MHOXKEHEM HCTe jegHaduHe ca A\j + 1 pobujamo
)\j+1Uj+1 == Il)\j+1U1 + $2>\j+11}2 -+ ...JZj)\jJrlUj.

U3 mocieame ae jequadnue ciaeu aa je o1(Ajr1 — A)vp + 2a(Ajpr — Ag)ve + .+
zj(Ajr1 — Aj)v; = 0, ma U3 HCTUX HPETIOCTABKU Kao y 0asu MHIYKIHje CJIeIH 13
Jery = 29 = ... = x; = 0, WTO je y KOHTPAJUKIMJH Ca& HPETIOCTABKOM Ja je
T = [x1,Zg, ..., ;] # 0. ]
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IMocnenumna 1.1. Ako marpuna A € R™" uma n pa3sanduTuX CONCTBEHUX BPEIHO-
CTH, OHJIA CBAKH CKYI ojroBapajyhux concrsenux BekTopa dopmupa 6a3y 3a R™.

Jlema 1.4. Axo marpuna A mMa COICTBEHY BPETHOCT A; UHja jeé BHUIIECTPYKOCT
k > 2, onja mocroje k OpTOHOPMHPAHHX BEKTOPA KOJU OJArOBApPajy A;.

Jloxas. Heka je x;, jeman comcrBenn BeKTOp KOju ojrosapa A;. Moxkemo nzabparu

BEKTOPE Y2, Y3, ... Yn TAKO 1 T;, Y2, ..., Yy duHE OpTOHOPMEDaHY 6a3y. Caga dopmu-
pamo marpute Y = [Ya, ..., Yn] ¥ P = [T, Yo, ..., Yn]. TToKaKHMO 12 je

Yy 0

T _ 1

PTAP, = [0 leAyJ .

Kaxko je APy = Alz;,, Y2, ---Yn) = [Niiv, Aya, ..., Ayy,|, nmanmo

LUZ'IT xilTAix,;l IilTAyz RN LL’ilTAyn
T T T T
Y Y2 Ay Y2t Ayp ooyt Ay
PlTA.Pl = 2 [)\Z‘l’il, Ayz, Ayn] = 2 . ! 2 . 2 . 2 (].].)
Yn" Y Niiy Yn"Aye o yn" Ayn

Kako je, 10 KOHCTPYKIHjH, T;, HOPMUPaH, 100ujaMo Ty, T \ix;, = Ny, L iy = A;.

[TomTo cy BeKTOpPH Yo, ..., Y, U3AOPAHU TAKO Ja OYAYy OPTOTOHAJIHH HA T, CBU
eJIEMEHTH TIPBe BpPCTe U mpBe KojoHe marpure Py7 AP, ocum mpsor, 6ulie jeamakn
0. Kounkperno

T T :
Yj /\ixil = )\z Y; {L‘ij = O,j = 2, ...n
~——
0
T
Ty ij = /\1 L'L‘Z‘lyj =0.
—~—

0

Konauamno,
sz
vl Aya .y Ay usT
: - : =" [Ays, ..., Ayn] = 1T AY;.
ynTAyQ ynTAyn y'T
Jaxe,
A 0
T _ i
P Apl_[o YlTAYJ'

P, je opTOroHasIHA MATPHIA, IO KOHCTPYKIH]H, TO jecr PP Py = I, u A = PP, AP, P,
OJAKJIe 3aK/byIyjeMo qa cy u PyT AP comdne MaTpPHILE, OJHOCHO, OHE HMAjy jeIHaKe
kapakrepuctuune nomnome: det(P T AP —\1,,) = det(A—\I,) = (\; — )\)kPn,k()\).
Ca zpyre crpane, u3 jennaunme (1) crenn ga je det(PTAP, — \,) = (N —
A) det(Y1TAY; — M,,_1). UsjeamauapameM IeCHUX CTPAHA IPETXOMUX jeIHAUMHA 10~
oujamo
M — NP (V) = (N — N det(YiTAY, — M, _y), (1.2)
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oJIaKJIe CJIeJIn KapaKTePUCTUIHA MOJUHOM MaTPUIE V1T AY;:
det(YiTAY = A,_1) = (i — NP ().

MozkeMo 3aK/BYUUTH Ja je \; COIICTBEHA BPETHOCT MaTPHIIE viTAY; BUIIECTPYKOCTH
k—1.

Hedunummvo caga marpuny B € R—1x(=1)

B=YTAY;.

36or jeanaunte (2), A; je COICTBEHA BPeTHOCT MaTpuiie B ca anarebapcKoM BHIIE-
crpyxomhy k — 1. Onatie ciean ja mocToju BekTop e € R"™! Takap na Bazku:

(B = Ml 1)e =0,
OJIHOCHO
ker(B — NI,—1) # 0.

Ham musb je j1a mokazkemo Jia COICTBEHU BEKTOp e MaTpuiie B, Koju oJroBapa CoIl-

CTBEHO]j BPEJTHOCTH \;, HA jeJIMHCTBEH HAYUH O/Ipel)yje CONCTBEHN BEKTOD T;, MaTPHIIe

A, Koju 0o/IroBapa COICTBEHO] BPEJIHOCTH \; U 33 KOjU BaxKu ja je T;, L x;,.
[Tohumo of jeanakocTu

AT
PTAP, = [AZ 0 } ,

0 B

1 J1eUHUIITIMO BeKTOp €, € R"™ Ha cnenehn magwmm:

(=[]

[TocmaTpajmo caemehy jeHaKOCT:

0T
e[y 1]

e je z € R.

U TIOMHOXKHMO je cJleBa MaTpHUIoM P:

Ao 0
P1P1TAP1€n:P1 |:0 B‘| |:Z:|

360r acoInujaTHBHOCTH MHOYKEHha MATPHUIA U OPTOTOHAJTHOCTH MaTpuIle P mocieama

jeTHAUYMHA ce CBOIM HAa:
)\i OT z
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[Momro je AP, = [Nixi,, Aya, ..., Ayy,], eBa cTpana mocsenme jeJHAKOCTH MOCTaje

APie, = [Nz, Ays, ... Ayy) {Z}

[Nz, @ Ay, Ay, W [y
>\i$i1 @) Ay2(2) Ce Ayn(Q) 6(2)

)\ix’il (2)Z + Ay2(2)€(2) + PN + Ayn(Q)e(n)

= Nizwi, + [Ays, ..., Ay, e
= Nz, + AYie.

JecHa cTpana jegHaunse (3) ce HENOCPEIHO U3padyHABA:

)\i OT z )\Z‘Z
Pl |:0 P2:| |:6:| - ['Ii17y27"'7yn] |:B€:|

- )\iZ
le(l) yz( ) yn(l) (Be)(2)
o ) :
T ce Un n
| Vi1 Y2 Y (Be)( )

(Nizz, W + 1P (Be)? + -+ 4y, (Be)™

= . Aizxiy + Y1 Be
[ Mizz, @ 4 15 (Be)® -« 4, (Be)™

= \izTip1 + Niyie,

jep je coIcTBeHM BEKTOp MaTpuile B KOju oJiroBapa COICTBEHO] BPeIHOCTH \;, Be =
)\i€~

N3jeinavaBameM 10OC/I€/1Ha JiBa pe3yJarara J100ujaMo:
Nizxi, + AYie = Nizx;, + A\ Yie,

omaxie caemn: A(Yie) = \;(Yie). To suaum na je Yie € R" comcTBenn BeKTOp Ma-
Tpurie A Koju onroBapa COICTBEHO] BPEIHOCTH ;.
Ocraje na mokazkemo fa je Yie L x;, . TlTocmarpajmo ckamapan npoussof (Yie)z;, =
("), = 0 jep je:
sz y2T$z‘1
Vito, = ¢ |2, = : =0,
ynT ynTxil

3aT0 WTO je y; L x;, 10 KOHCTPYKIWJH, 3a j = 2,...,n.
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ITokazanan cMmo Ja je x;, = Yje, T1e je e OnO CONCTBEHW BEKTOP MaTpuie B, 3a
corccTBeHy BpemHocT A;. OBa mporeaypa ce MoxKe HAaCTaBUTH JIOK €€ He HCI[PIe
CBe COIICTBEHE BPEIHOCTH J;, OJHOCHO JOK C€ He OJpeje CBH COICTBEHH BEKTODPH
Ti;,J = 1,...,k, xoju lie GuTH y3ajaMHO OPTOTOHAJIHH. O



I's1aBa 2

MauJie ocrjianuje MeXaHnmIKIX
cuCTEeMA

Maute ocrumianuje MeXaHUYIKOr CUCTEMa IIPEJICTaB/bajy KpPeTame MaTepHja Hor
CUCTEMa Yy OKOJIMHH CTAOUIHOT TOJI0ZKaja PABHOTEXKe. Y CJIYUajy CIOKEHWjUX MeXa-
HUYKHX CHCTEeMa KOju ce Kpely 1o/ JiejcTBOM NOTEHIH]aJTHIX CHJIa, TudepeHInjaane
jeIHadYnHEe KpeTama ce Mory bopMupaTn Kao JlarpaHzkose jeqHaunHe Apyre BPCTe.
Ha ocnoBy wux ce audepennujaite jejiHadunae MaJux ociuaamuja gobujajy JnHea-
pusamujom JlarpaH:kKoBHX jeqHAUNHA Y OKOJWHH I0J0Kaja papHOTeke. Onpehuna-
e perierha Jlarpan:kKoBux jeaHadnHa 3a MaJjie OCIUJIaInje ce TaJja CBOJHM YIPABO
Ha MPOOJIEM CONCTBEHUX BPEIHOCTH U COIICTBEHHX BeKTOpa. /la O6m ce oBaj mpobdsem
MOTA0 aHATU3UPATH, Hajpe heMo YBeCTH HeKe MOjMOBE HEOMXOJHE 33 (hOpPMUDAHE
JlarpanzKoBux jejiHauuMHA Jpyre Bpcre. Y ToMme heMo ce OCJIOHUTH Ha MaTepujall
u370keH y |5, 6]

2.1 JudepennujajHe jeJHaYNHE KpeTakha MeXaHMI-
KIIX CHCTEMA

Y oBOM 0J1e/bKY heMo H3JIOXKUTH OCHOBHE TIOJMOBE KOjU €y HEONXOMHH 33 POpMU-
pame nudepeHnnjaTHIX jeTHAYNHA KpeTambha MeXaHnIKuX cucrema. M3marame Hehe
uMaTH cTPor popMaJHU KapakTep, Beh ra Tpedba cXBaTUTH Kao mperyes JepuHuImja
U jeJIHaYMHA KOje CYy HEOIXOJHE 3a ONUCUBAIbEe KPeTalha MEXaHUIKUX CUCTEMA.

2.1.1 Kwunerunvika eHepruja

AnaymmsupajMo Hajupe Kperame MaTepujasHe Tadke mace m. [lojoxkaj Tauke je
V CBaKOM TPeHyTKy BpemeHa t > 0 oapelen Bekropom nonoxaja r(t), r : R — R3,
Bp3una marepujasne Tauke ce AedUHUIIE Ka0 MPBU U3BOJ BEKTOPA MOJI0XKAja 1 IO
spemeny t (Bugern Ciouky 2.1):

o) = 8.

Kunernuka enepruja Marepujajne Tadke jedpunucana je Ha ciaejgehn Hadum:

19
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Cimmka 2.1: Tlooxkaj u Op3uHa MaTepujaiHe Tadke

1
T= §m(v,v),

ryie je ca (a,b) o3Haven ckajgapHu Npou3Boj BekTopa a u by R3. 36or nedununuje,
KHHEeTHYKa eHepruja 1 je HeHeraTwWBHA W jeJHAKa je HYJIH aKKO je Op3uHA Tadke
jeTHAKa HYJIH:

T>0, T=0« v=0.

3a MaTepujaaHy TauKy ce Kayke Ja MUDPYje, OMHOCHO Jia ce HAJA3W Y TOJIOXKA]Y PaB-
HOTEXKE, aKO BaZKU:
r(t) =1y € R® Vt>0.

Opnagne ciaeau na y mojozxajy pasaorexke paxu v(t) = 0, Vi > 0.

Cucrem MaTepHujaTHUX Tadaka je cKyn of N MaTepujaTHUX Tadaka, dhje cy Mace
my, k=1,..., N, n auju cy nosnoxaju u 6p3une pegom oapehenu Bekropuma 7 (%)
u vg(t), vp(t) = drg(t)/dt. Kunerndaka enepruja cucremMa MaTepHjaTHAX Tadaka je
Jedunucana Kao 30Up KHHETUYKHUX €HEepruja Tadaka Koje obpasyjy cucTeM:

T = mk(vk,vk) Z 0, (21)

N —

N
k=1

U HeHeraTHBHA je 3aTO IITO je CBAKHU IOje/IMHU cabupak HeHeraTuBan. Kumermdka
eHepruja he 6UTH jeHaKa HYJIU aKKO Cy Op3WHE CBHX TadaKa CHCTEMa jeJHaKe HYJIH:

T=0< v,=0, ke{l,...,N}

3a cucreM MaTepHjaJTHUX Tadaka Ce Kake J1a MUPYje, OJIHOCHO Ja Ce HAJIA3| Y IO-
JIOYKa]y paBHOTEXKE, aKO BaYKU:

re(t) =1 €ERY VE>0, ke {l,...,N}.

OpaBe cieau ja y mojaoxajy paBHotexke Baxku vg(t) =0, Vt >0, k € {1,...,N}.

2.1.2 TI'enepajincaHe KoopauHaTe

MexaHU4uKM CHCTEMU Y ONIITEM CJIY4Yajy MOTY OUTH 3HATHO CJIOYKEHUJU OJ MOJEIa
cucTeMa MaTepHrjaJHuX Tadaka. Fbux Mory 9mHATH MaTepujaTHe TadKe U KpyTa Tesa
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qnje je KpeTame y3ajaMHO OTPAHIYEHO UJIN je OTPAHUYIEeHO HEKUM CIIOJballlbUM Be3a-
Ma. MehyTum, OCHOBHE MEXaHUYKH MIOJMOBH Ce MOTY Ha MPUPOJAH HAYUH YOUIITUTH
1 33JIpzKaTH CBOja OCHOBHA CBOJCTBa KOja UMajy V CJIydajy MaTepujajHe TauKe WA
cucTeMa MaTepujagHux Tadaka. Crtora he y HacTaBKy OWTH JaT mpersie] OCHOBHUX
OjMOBa y CJAYYajy ONIITUX MEXaHMIKUX CHUCTeMa, Kao u oiaropapajyhux mudepen-
NHMjaJTHUX jeJHaYnHa KpeTarba.

Hedbunnnuja 2.1. Bpoj cmenenu caobode n je OpPoj HE3aBUCHUX TI'€OMETPHUjCKHX
napamMeTapa KOju jeJTHO3HATHO ojapelyjy moJ/ioka] MeXaHHIKOI CUCTEMA.

Hedbunnumnuja 2.2. Ienepasucare Koopdurame cy TeOMETPHjCKe BEJIUIHHE KOje CIIy-
JKe 33 JeITHO3HAYHO o/ipeljuBame mosioxkaja MexaHuakor cucrema. O3HagaBaMo UX Ca
q',1=1,...,n,n bLUXOB O6pPO]j je jeiHAK OPOjy cTenenu c1060/ie MEXaHHIKOT' CHCTEMA.

Kao jesnHocraBan mjiycTpaTuBHU TPUMEP I'eHEPAJMCAHUX KOOPJMHATA MOLY I0-
CJIYKUTHU KPUBOJMHUJCKE KOOPJIUHATE Y CAYYajy KpeTama Marepujaine tauke M mo
MOBPIMH y TIPOCTOPY. 3a oapehubBame momoxkaja cI000aHe MaTepujaue Tadke y R3
norpebue cy 3 KoopauHare (Ha npumep ekaproe KoopauHate x, y u z). IIpermo-
CTABHUMO J1a je TauKa npunyheHa j1a ce Kpehe 1o MOBPIIH KOja je UMILTUIUTHO 3a71aTa,
jeHauYuHOM

f(z,y,2) = 0.

OBa jemHauwHa ce HA3WBA jeTHAYNHOM Be3e W OHA UMILTHIHpA Ja JlekaproBe KO-

Comka 2.2: Tenepasncane KOOpAnHATE

opauHare Hucy mehycobno nesasucue. /la Ou ce 0BO peBa3uIIo, MOIY C€ YCBOjUTH
KPHUBOJIMHKjCKE KoopauHaTe ¢l 1 ¢? Ha moBpmm Koje he je HO3HAMHO OAPEIUTH MO-
JIOZKa] TadKe Ha 0j, MTOo je mirycTpoano Ha Caury 2.2. To 3rmaun 1a ce lekaprose
KOOpJIHHATE MOTY U3PasuTh y pyHKIUjH ' u ¢

12 1,2 1,2
v=ux(q.q), y=yle.q), z=2(q,q),
Kao U JIa je je/ITHaYNHa Be3e WIEHTHYKH 3a/I0BOJHheHA

fz(d'. ). y(d" . ¢, 2(¢", ¢*)) = 0.
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Kperame Marepujaine Tadke ce mOMONY reHepajncaHux (KPUBOJMHUJCKUX) KO-
OpJMHATA ONMHUCYje MApaMeTAPCKUM jeHAYuHaAMA, KPeTarba:

¢ =q't), =)

W3Boau reHepaancaHnx KOOPIMHATA IO BpeMEHY Ce HAa3WMBajy TeHePAJTHCAHIM KOOpP-
nuHaTaMa Op3uHe:

i) = 0 gy = 10

Nmajyhu oBo y Buay, dekapToBe KoopauHare Op3uHe MaTepHjaaHe TadKe ce MOLY
U3PA3UTH MPEKO TeHePATUCAHUX KOODJAWHATA Op3UHA:

_dal)_ e, O

wnlt) = T = SR + i),
_dy®) _ Oy iy Y
_dz(t) 0z 4 0z 4

vlt) = S = S50 0 + )

[Tpumerumo na cy Jlekaprose koopjuHare Op3uHe JimHeapHe (DyHKIUje TeHepasInca-
HUX KOoopjauHara OGp3ume.

2.1.3 JlarpaH:koBe jemHAYMHE JIPyTE€ BPCTE

Kperame MexaHnvykor cucreMa ca n CTeleHU ¢j1000Je je ONUCAHO (PYyHKIMjama
q¢'(t), ¢ :R - R, i=1,...,n, e cy ¢’ renepanucane Koopjunare. [enepauca-
He KoopjuHaTe Op3uHa ce jeUHUITY Ka0 W3BOJM IeHEPAJUCAHUX KOOPJIUHATA IO
BpEMeEHY:

dt

3a MeXaHWYKH CHCTEM Ce KazKe Ja MUPYje, OJHOCHO Jia Ce HAJIA3M y MOJI0XKA]y paB-
HOTEYKE aKO BaYKH:

¢t)=q¢ R, Vt>0i=1,...,n

Opasne coenu 1a y moJiozKajy paBHoTexke paxu: ¢'(t) =0, Ve > 0,i=1,...,n.
Kunernuka eHepruja MexaHHYIKOr cucTeMa uMa ciaegehn obimk:

T =23 0@ >0, (2.2)

i=1 j=1

rie je uckopumhena o3naka ¢ = (¢, ..., ¢"). Hemeratusnocr ce o6e3belyje Tpamc-
dbopmarujoM KuHETHYKe eHepruje cucreMa MaTepujasnnx radaka (2.1) u mweHuM us-
pazkaBarmbeM MOMONY reHepauCcaHuX KOOpAuHATa OP3UHA, IITO je JeTa/bHO OKA3aHO
y [5]. Onmarie crene aBa BazkHa cBOjcTBA:

L. aij(q) = aj(q) € R;

2. [ag]} =1 je nosuTHBHO JedMHATHA MATPUTIA.
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Tpeba HamomenyTu JJa KHHETHYKA €HEPrUuja UMa OBaj OOJIMK y CJIy4ajy MeXaHUIKUX
cHCTeMa 4Hje je KpeTamhe OrpDAaHHYeHO CTAIMOHAPDHUM Be3aMa (Koje He 3aBuce Off
BpeMeHa t).

Y macTaBKy heMo ce OrpaHHYHTH Ha MeXaHWYKe cHCcTeMe Koju ce Kpehy mom
JlejcTBOM HMOTeHIujaIaux cuia. [logcernmo ce, 3a nosbe cuie F: R3 — R3 ce kaxe
Ja je norennujaino (Konsepsarusno) axko nocroju gpynkuuja I1: R® — R, koja ce
HA3WBa NOMEHUUJAAHOM EHEP2UJOM, TAKBA JIa BAYXKIU:

F = —gradll.

Y ciaydajy MEXaHMUYKHX CHCTEMa KOju ce Kpehy 1o jiejcTBOM TOTEHIUja THUX CHUJIA,
HOTEHIINjaJIHA €HEepPruja OIHUCYje CBe CHJIe U MOXKe ce IPUKa3aTH Kao (PYHKIHja Te-
nepaucannx koopaunara, [ = I1(q). Tama ce nudepennujasime jeanatnne KpeTama
MEXaHMYKOI' CUCTEeMa MOL'Y 3alucaTu y o0/uKy JlarpanzkoBux jejiHauuHA JIpyre Bp-
cre:

dor oT oIl
dtog  oq  O¢¥’
Jenuaanne (2.3) nmpeacraBibajy cucreM OOHYHUX AudEpPEHITU]ATHIX je THATHHA TPY-
ror pejia U BUXOB Opoj je jeaHak Opojy cTelmeHH c1000e MeXaHHIKOr cucTema. 1o
3HA4M JIa je pej cucreMa JimdepeninjajHux jeHauuua 2n.
Baxkno cBojcTBO mos1ozkaja paBHOTEXKE OIHUCAHO je ciaeiaehom Jlemom.

i=1,....n (2.3)

Jlema 2.1. Axo ¢'(t) = ¢} € R nosoxaj paBHOTeKe, OHJa je TO U CTalMOHAPHA
Tadka noTeHnujaane exepruje 11(q):
oIl
aq’
Joxas. Jlokas Jleme cjean nenocpeano w3 anajnse JlarpanKoBuX jeIHAYUHA JIpyTe
Bpere (2.3). Hanme, axo je ¢'(t) = ¢4 € R, Vt > 0, ouma jeu T = 0, V¢ > 0. Taga u3
(2.3) caeau TBpheme Jleme (2.4). O

(@) =0, i=1,...,n. (2.4)

2.2 JudepennumjajHe jeJHAINHE MAJIAX OCIIAJIAINI]A

Y namem TekcTy hemo ce 6aBuTu (pOpMUpAHEM U pelllaBambeM TudepeHIIjaTHuX
je/IHaYMHA MaJIuX ocumianuja. ¥ ToMe hemMo ce OCJIOHUTH Ha MarTepujajl CaJlpKaH y
[5, 6, 7, 8.

Jla 6u cucTeM MOTao BPIIUTH MaJie OCIUJIAINje OKO TOJIOYXKaja PABHOTEXKE HEOll-
XO/IHO je jia Oyiy ucnymeHu ojpeheHu ycaoBu, Koju he OUTH HaBeIeHH Y HACTABKY.

[IpBo, Be3e Koje orpaHuYaBajy KpeTame CHCTeMa MOPajy OMTHU CTallmoOHAPHE, O1-
HOCHO He CMejy eKCIJIMIUTHO Jia 3aBuce oJ] Bpemena t. [locjieuna oBor ycjiosa je jia
je kuHeTnuKa enepruja (2.2) kBagparHa ¢hopma reHepaTHcaHnX KOOpIHHATa OpP3UHA
1 KoedunmjeHTn a;;(q) He 3aBUCE O BpeMeHA t.

Jpyro, MexaHu4dku cucTeM ce Kpehe 1oJ j1ejcTBOM IMOTEHIU]aJTHUX CHJIA OIHCA-
nux norennujaaaom eneprujom [1(g) Koja me 3aBucu o BpemeHa.

Tpehe, monoxa] pasnoreke ¢'(t) = b, y 9MjOj OKOJWHH Ce BPIIE MATe OCIH-
jgarnyje, je m3osoBan u crabuian. OmaBie cjieanm a Tadka ¢y MPeJCTaB/ba TAUKY
nokaiaaor muanmyma dyrknuje I1(q). Pagu jemnocrasroctn hemo ycojutu fa je y
nabeM Tekery g = 0.
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2.2.1 IloreniujajHa eHepruja

Crpykrypa u3pa3a 3a norexnujaiany eneprujy I1(q) je Beoma BazkHa 3a aHAIN3Y
MaJIMX OCIHJIAIIja CHCTEMa Y OKOJIMHH IOJIOZXKaja paBHOTeXKe. 3aTo he y HACTaBKY
outn gmeraspuuje amasnmsmpana. [Ipermocrasuhiemo ma je II(q) moBosbHO TIaTka y
okomman ¢ = 0 1a je Moryh meH pa3Boj y MakIopeHOB MOJINHOM.

JIema 2.2. ¥V okoauHu mosoxkaja pasrorexke ¢ = 0, morennujan I1(q) ce moxe

AIPOKCHMUPATH' :
- 522%@)@ ¢ + olllall*), (2.5)

i=1 j=1

. 2
rae je ¢;(0) = %(0).

Joxas. Y onmreM ciydajy BayKu:

n

i j 2

H(g) = T10) + Y0 20+ >

=1 =1 j=

ITomro ce II(0) moxke m3abparn Ha mpom3Bo/baH HauwH, yeBaja ce 11(0) = 0. Kako
je ¢ = 0 mosoxkaj paBHOTe)e, v HeMy dyukmuja 11(g) uma crammonapuy Tadky

(na ocuoy Jleme 2.1), 0JHOCHO BaxKu g}; (0) = 0,7 =1,...,n. Ha 1aj nauun ce
jeqnaunua (a) cBoxu Ha Tpaykenu obsmk (2.5). O
9°I(q)

Hanomena. Marpurma apyrux napiujajnux u3Boga ¢;;(q) = qi0g) CC HA3MBA Xe-
cujanom dyukuuje I1(q).

Jenan om ycaoBa Ja cHCTeM BPIMU MaJje OCIHHUIAIfje OKO MOJ0XKaja PaBHOTeKe
je 6uo ma je Taj mosoxkaj ¢ = 0 m30o70BaH U cTabwiaH. ledwHUIIIMO HajIpe OjaM
CTaDUJIHOCTH 110JI02KAja PABHOTEXKE. 3a TO je HEOLIXOJHO YBECTH BEKTOP cratba T (1)
MeXaHUYIKOI' cucTeMa, A1ePUHICAH Kao

Hedbunanmnuja 2.3. llonoxkaj paBnorexke ¢ = 0 je crabuian ako 3a cBako € > ()
noctoju 6 > 0 Tako ma u3 ||x(to)|| < d caemu ga je ||z(t)| < e, Vi > .

Jlarpam:x-/lupuxsaeoBa Teopema 0 CTaOMIHOCTH TOJI0YKaja PABHOTEXKE YBOU JI0-
JIATHA OTPaHWYera Y MOTIeIy CTPYKTYpe moreHiujanne edepruje 11(q).

Teopema 2.1 (Jlarpauzx-/Inpuxie). AKO y H30J0BAHOM TOJIOKA]y PABHOTEKE Me-
XaHUYIKOT CHCTeMa MOTeHIINjaTHA eHePIHja HMa N30 J0BAHU JIOKAJTHIT MUHUMYM, OHJIA
je Taj 1moJiozXKaj paBHOTEXKE CTaOUIAH.

LCa ||q|| je osnauena nopma o q. Ona ce Moxke jedbunucaTH MOMONY YHYTpPAIIHEr TPOU3BOIA
Ha MHorocrpykocru. O oBome ce jerasbHuje MOxKe Bujeru y [3].
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Jlarpamx-/lupuxsieoBa reopema jiaje JJ0BO/baH yCJA0B CTAOMITHOCTH 110J107Kaja PaB-
HOTeke. Y HCTO BpeMe, oM ce 3axTeBa ja Xecujan ¢ynknuje I1(q), oqrocHo Ma-
TpHUIA

e (0)]5 o1 = [8221]' “DT 7

ij=1
Oysie no3uTuBHO MedwHUTHA. OBaj ye10B he OuTH Mpecy an y KOHCTPYKITH)U Periemha
jeTHAUMHA MaJIUX OCIHJIAIIT]A.

2.2.2 JluHeapu3anmja jeJHAYMHA KPETamka

Judepennujaane jeHaunte Ma/jiuX OCIHHIANNA]a MEXAHUYIKOI CHCTEMa OKO CTa-
OWJIHOT TI0JI0KAaja paBHOTEXKE ce A00ujajy JuHeapu3aiijoM Jlarpan:koBux je HavdnHa

apyre Bpere (2.3).

Teopewma 2.2. Jluneapuzopane judepeHiiujajine jeJHaduHe KpeTaba MaTepUjaJ HOr
CUCTEeMa Yy OKOJIMHU CTAOWJTHOT MOJI0ZKAja PABHOTEXKe UMajy OOJIUK:

ZGU(O)QJ + ZCM(O)(]] = O, 1= 1, e, (26)
j=1 j=1

Joxas. Tlomazumo oj JlarpanzkoBux jeJHaYMHA JIPYTe BPCTE 33 KpeTame CHCTeMa
ca MOTeHIHjaTHIM criama (2.3):

dor or  om
dtog  oq¢  Og¥’

1=1,...,n.

[Mostazehu oy u3pasza 3a KUHETHYKY eHeprujy (2.2), mobuja ce:

2y Ty

i=1 j=1
Ha conuan maumnn umamo:

T oI
o~ ‘ZZ”( 7+ qaj)

=1 j5=1

= % Z Z aijé,iqj + % Z Z Clzqudi (a)

i=1 j=1 i=1 j=1

I~ I
= 5w + 5 S ©
j=1 i=1

= Z arig’ . (B)

J=1

VY uspasy (a) nojasibyje ce Kponekepos jaenara cuMbo.T:

o (L=
R ()
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Koju Ham omoryhyje csobheme na uzpasz (6). [Topes rora, 360r cHMETPHIHOCTH KOe-
dbunujenara a;; u MoryiHOCTH IPEMMEHOBAILA HEMUX MHIEKCA, 100uja ce KOHauaH
o6uk (B). Jabe umamo:

rie je:

na ce KOHA4YHO Jo0uja:

8ak] 2 1 - - 8aij i 8H
Zaky Q) +Z ¢ — 221 8_qquj:_a_qk. (2.7)

=1 j=1

[Tox suHeapusaujoM jegnaunse (2.7) ce mMoapasyMeBa HWeHa JIMHeapHA AMPOK-
cuMalja y OKOJIMHE 10J102Kaja pasHoTexke ¢ = 0. To 3naun 1na ce 3aap:xabajy camo
4/IAHOBH TIPBOT CTEIeHa 1o ¢°, ¢' m ', a Ja ce WIAHOBH APYTOr U BHIINX CTEIICHA
szanemapyjy. To 3raun na Bake ciemnehe anmpokcnmarimje:

n n

> ()i = Z ar; (0)’,

j=1 =

Zzﬁak] Z]N Zzﬁaw Z]NO

i=1 j=1 i=1 j=1
Ha ocuosy Jleme 2.2 umamo jia je:

n -3j
- _ZZC” ( +q283>

zl]l

=3 Z Z ¢ii(0) (6pq’ + '67)

i=1 j=1
= e (0)¢
=1

KopumihierseMm 0BUX anpokcuMalinja, jennadntaa (2.7) ce cBOIu Ha:

n n
Y a(0)F ==Y (0)d,
j=1 j=1
a 3aMeHOM CJIOGOIHOT MHIEKCA k WHIEKCOM i nobujamMo Tpazxkenu obuk (2.6). O

Jennauanne (2.6) npegcraBbajy gudepeHiujaite jeJHAUNHe MAIUX OCIHIAIN]A
OKO CTAaOWJIHOT 10JI07Kaja paBHoTexke q = (.
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2.2.3 MarpuyHu 00JIMK jeJHAUYMHA MAJIUX OCIIUJIAIIN)a

3a npuMeHy Teopuje MATPHUIA ¥ aHAJU3W MAJIUX OCIUJIAINN]a TTOTPEOHO je jeHa-
aune (2.6) 3amucaT y MATPHIHOM OOJIUKY.

Jlema 2.3. Ako Bazke IPeTHOCTaBKe O MAJIUM OCIHIAIN]aMa, OHA ¢ TAIHOIINY 10
MaJIMX BeJIWYHHA IPYTOr pela KHHeTHYKA U MOTEHIMjaJ Ha eHepruja uMajy ciaegehn
OOJIUK:

I

T ~ 5qTTOq (2.8)
1

I~ 5qTHOq (2.9)

e je ¢ = [q', ..., ¢"]" Bexrop-kosoHa Tenepasucanux KoopauHata, a Ty u Il cy

CuMeTpuIHe MaTpulle peja 1 Ca KOHCTaHTHHUM eJIeMeHTHuMa.

Jokxas. Kako je KuneTndka eHepruja

n

1 n L
7= a@id. ayla) = anla)
i=1 j=1
KaJia KoeduIujenTe allpoKCHIMUAPAMO MIPBUM WIAHOM Y pa3Bojy y MaKJIopeHOB pej,
a;;(q) = a;;(0), nobujamo
2 i=1 j=1 ! 2 7

rae je TO = [aij(())];szl.
Ha ocuoBy Jleme 2.2, 3a moTeHIMjaTHY €HEPTUjy BazKH

1 n n . 1 .
e ZZ%(O)Q ¢ = 54" Tlog
i=1 j=1
raoe je HO = [Cij<0)]2j:1' D

Teopema 2.3. JlarpaHzKoBe jeJIHAUNHE JIPYTe BPCTe 32 MaTePHUjaJTHN CUCTEM OIUCAH
KHHETUYIKOM ¥ IOTEHIINjAJTHOM €HePIHjoM HMajy 00K

ToG +1log =0 (2.10)
U [IPeJICTaB/bajy MATPUYIHU 3aIUC JU(EepeHIjaTHUX je/THAYNHA MAJIUX OCIUIAI]a.

Jlokas. Tonazehu on kunerndke enepruje (2.8) u norennujaaue enepruje (2.9) no-
oumjamo:

d .
— = (T
= [Toil (@)
or 0 ©)
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OJIHOCHO,
o < .
a—qk = Z cir(0)g
i=1
= [Hog], (8)
rae [ ], osmagasa k—ty kommomenty Bekropa. Kopumhemewm (a), (6) u (B), u3

JlarpamzxoBux jennadnsa (2.3) ciene qudepeHiujante jeJHaTHHE KPETaba

[Tog]x + [oglx = 0,

KOj€e MpeJICTaB/bajy MATPUYHH 3aIUC JTUHEAPU30BAHUX jeIHAYnHA KpeTama (2.6). [

2.2.4 Peinemwe jeHAYNHA MAJIAX OCIUJIAIIN]A

Pemmapame jennaunua Maaux ocnmtanuja (2.6), ogrocro (2.10), ce cBoau Ha mpo-
6JieM CONCTBEHUX BPEIHOCTH.

Teopema 2.4. Pemniema JlarpanzkoBux jeHaunna 3a MaJie OCluIaIuje uMajy ooukK
q(t) = acos(wt +0), aecR" R, (2.11)

rie w U « 33JI0B0JbaBajy MATPUIHY jeTHAUNHY
(Ily — w?Tp)a = 0. (2.12)

Jlokas. TlpernocraBuMo perneme jepHadnsa majaux ocimianmja (2.10) y obsmky
(2.11). Ogazne caeau

G§(t) = —w?acos(wt + 6). (a)
YepmrraBameM (2.11) u (a) y jexnaanny (2.10)
Toq + Ilog = 0,
Jnobuja ce
—w*Tharcos(wt + 0) + M cos(wt + 0) = 0. (6)

[Tomro je cos(wt + ) = 0 camo 3a u3oj0BaHe BpeaHocru t, jenmaduna (6) he y
ONIITEM CJIy4dajy OUTH 3310BO/HEHA AKO BAYKH

(Ilp — w?Tp)a = 0,
quMe je TBpherbe JT0Ka3aHo. O
Younmo na u3 jegnaunue (2.12) ciaean
oo = W’ Ty,
1a MHOKeeM ca 1)~ ca JieBe crpane J1001jamMo
Ty My = wia.

Mozke ce 3aK/byddTH Jla Cy (@ CONCTBEHHM BEKTODH, a w? COICTBEHEe BPEJIHOCTH Ma-
tpute Ty 'Il;. CBoOjcTBa CONCTBEHNX BEKTOpPA M COICTBEHWX BPETHOCTH CJEe W3
cBojctaBa marpuna Ty u Ily, mTo je uckazano y caemaehoj Jlemm.
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Jlema 2.4. Ao cy KHHETHYKA W MMOTEHIUjaTHA €HEPIHUja TMO3UTUBHO JePUHUTHE
KBajipaTHe opMe, OHJIa Cy cBe colcTBene Bpeuoctu y npobaemy (Ily —w?Ty)a = 0
peaJiHe U ITO3UTHUBHE.

Jloxas. TIpernocraBumo Jia OCTOjM KOMILJIEKCHA COIICTBEHA BPEHOCT
w= A= XN+,
KO0jOj 0JiIroBapa KOMIIJIEKCHUA COIICTBEHH BEKTOP
a=d +id’, i*=1.
Taza nmamo
(Ily — N\Tp)ae = (g — N'To) + N'Toa” + i[(Ilg — N'Tp)a”" — N'Th] = 0

OJlaKJjie cJjieu
(HO — /\/T())O/ + )\”T()Oé” =0

(HO - )\/TQ)O/, - )\,/ToOé, = 0.

AKo TUpBy jeAHAUMHY IIOMHOXKHMO ca Jese crpane ca o'l a apyry jeanaummy ca
—o/T, a 3aTuM nx cabepemo A06mjaMo

o (Ily — NTp)a! + /T N' Ty — /T (Il — NTp)a” + /T N'Tpa! = 0.
Kako je, 30or nosutusue jepunuraoctu marpuna [y u Tj:
Ty — NTp)a! = o/'T(Ily — NTp)a”,
Jjobuja ce
N (T Tho + o'TTya!) = 0.
[Tomro je 3a o # 0, 360r mo3uTUBHE AeMUHATHOCTH MATpHUIE 1(, TMAMO
"' Ty > 0

win
aTTya! >0
oJlaKJIe CJIe/In
a//TToa// _"_ a/TTOO/ # O7

oaunocuo A’ = 0, To ject, COICTBEHA BPEIHOCT \ je peasiHa.
Hame, 3a a # 0, u3 jennaunse (I1g — A7) = 0 caenn

OKT(H() — )\TQ) = 0,
OJTHOCHO
Mo Ty = oo
Kako je, 300or no3utusHe JIe(bUHTHOCTH TMOTEHUjAJIHE EHEPTHje
aTTlya > 0,

cJen 1a je
Mo Tya > 0.

Kownauno, 36or nmo3utushe jgeduHUTHOCTH MaTpuie Ty umamo jga je A > 0, To ject
COIICTBEHA, BPEJIHOCT A je IMO3UTHBHA. O
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Pemema obsnka ¢(t) = acos(wt + ) ce Ha3MBajy MOIOBHMA OCIUJIOBAbA, & W
dpekBeHnrjaMa OCIIIIOBakha. Kako ce w u « JI00ujajy perraBameM MpodieMa Coll-
CTBEHUX BPEJIHOCTH, Ha OCHOBY IIpeTxojHe JleMe 3aK/bydyjeMo jia He3aBUCHUX MO-
JIOBa, OCIMJIOBAaIba MM, OHOJIUKO KOJIMKO CHCTEeM MMa cTeleHu cjaoboje. [Ipumerumo
na Jlema 2.4 mpejacTaBiba YOUIITEHE PE3YJATAaTa 3a OCHOBHU MPOOJIEM COIICTBEHHX
BPEJIHOCTH, Ca jJeJIMHUYHOM MaTPHUIIOM, KOju je jioka3an y Jlemun 1.2.

2.2.5 IIpumep: YaBojeHO MaTEMATUIKO KJIATHO

VIBOjeHO MaTeMaTH4YKO KJATHO je CHCTeM KOju YrHe JBa HaJI0Be3aHa MaTeMa-
THUYKa KJIaTHa Koja ce kpehy y ucroj pasuu. Heka cy my u mo Mace, a; u as JyzKune
KJIATHA, & (| U (9 YIJIOBU KOje KJaTHa 00pa3yjy ca BEPTUKAJIHOM OCOM yCMepPeHOM
Kao 3emspuHA Texka. CucreM je mpukaszaH Ha Coammm 2.3.

Kunernuka eHepruja yaBojeHOT MaTeMAaTHYKOT KJIaTHA je

T = % <(m1 + mg)CLngZng + 2m2a1a2 COS(¢2 - ¢1)¢'1¢.2 + m2a2¢.22> :

Kaxo cy remepajiucafe KoopuHare ¢ = ¢; u > = ¢, Ha OCHOBY H3pa3a 3a KHHe-
TUYKY €Heprujy a00ujamo:

2

ai1(q) = (mq + ma)a® = const.

CL12(Q) = Maa102 COS<¢2 - <Z51)

ag2(0) = mgas = const.

aq g

¢1

P2 N*2
ma
Cauka 2.3: YIBOjeHO MaTeMATHIKO KJIATHO

Jla 6u ce bopmupase audepeHnujaane jeHadYnHe MAJUX OCIIIIAIN]a TOTPEOHO
je aIpOKCUMUPATH U3Pa3 38 KHHETUUKY eHePrujy

T~ %aij(o)qiq'j = % <a11(0)(/512 +2a12(0)1 2 + a22(0)¢52> :

C 063upoM Ha CTPYKTYpy Koeduimjenara a;;(q) y HaIIeM CIy4ajy HIMaMo
a11<0) = (m1 + m2)a2,
a12(0) = maayas cos(0 — 0) = moajas cos 0 = maaqas,

9292 (0) = mg(l%.
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Konauno mozkemo popMupaT MaTpuily

5 [(ml +msg)a® moajas

Ty = [aij(o)]i,jzl =

Moa1 0y mza% ’

~ LT s b $1
Taxo na Baxku 1"~ 5¢" Top, rie je ¢ = Lb }
2
[Torenmujaana enepruja yJIBOjeHOI MaTEeMATHYKOr KJIATHA je jlara ca:
II = —migag COS ¢1 — Magay COS §Z51 — Magasg COS ¢2.

. . 2 . o 62H(0) . .
Kaxo je Iy = [c;;(0)]7 =, vae je ¢ij = Fa9g > NOTPECHO je onpe/uTy Hapuujasine

HU3BOIE g;f[g, affé@z u 5(22“2. Kako cy nmpBu maprujaann u3Boau
oIl . .
% = mygay sin ¢1 + mogay sin ¢y,
1
o1l .
% = Mygas Sin ¢,
2
j0bujamo Jia je
011
99 5 = M1gay cos @1 + magay cos ¢,
1
%11 s
——5 = Mgy COS @9,
s
0?11 B
0p10¢p2

Opnatie ciaenu

211(0)
c11 = 9 5~ = mygay cos 0 + mygay cos 0 = (mq + mq)gan,
1

9211(0)
= 307

= Magas cos 0 = magas,

O2T1(0)
p— = —— 0’
O 56,00,
Cama mmamo 1a je marpurna Il
. ) . (m1 + mg)gal 0
Iy = [CU<O)]L]’:1 = 0 Magas

1a ce MOTeHIUja/IHa eHePIruja MOXKe alpOKCUMHUpaTh Ha cienehu nagumn

1
IT ~ I1(0) + §¢TH0¢,

rjie je ¢ = [zj
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Hundepennujanue jegaadnne Maaux ocruianmja (2.6), omnocHo (2.10), y cayaajy
VJABOJEHOI MAaTeMaTHYKOr KJIaTHA TJIace

(my + ma)ardy + maasgs + (my +ma)gpr = 0

) - (2.13)
MaGa1P1 + Malypa + Maazgps = 0

AHaju3a MaJuX OCHEJIANM]a TOMONY jeHAUYMHA KOje Cy YIIPABO U3BEJEHE je I0-
rojina ca (pusmyUKor acrnexkTa. ['eHepajancane KOOpPAUHATE ¢y U (o UMAJy OUMIJICIAH
GU3MYKN CMECA0 — MPEJICTaB/bajy YIJIOBE OTKJIOHA KJIATHA Y OJHOCY HA BEPTUKAJI-
Hy ocy. MehyTum, permaBame caMux jeJHAUNHA Ce Y MATEMATHYKOM CMUCTY MOKe
3HAYAJHO YIIPOCTUTHU aKO Cce OHe CBeY Ha JIMjarOHaTHU OOJIUK.

Ha ducMo Jo1uiu J10 je/IHaYMHa, YJBOJEHOI MaTeMaTuYKOl KJIaTHa y JUjaroHall-
HOM 00JIHKY moTpebHO je TpaHcdopmucarn jeguadnny (2.10), ToG + Iog = 0. Muo-
JKemheM OBe jejiHaunHe ciaesa ca Ty~ ' g06ujamo jeHadnny

g+ Agq =0,

rne je A = Ty .
Y ciydajy yaBojeHOT MaTeMaTHYKOr KJaTHa WMaMO

1 _ 1
T -1 — a12m1 ajazmi
0 - | _ 1 mi1+mso
atasmi  az?mims

omakJje ciaenn marpuna A

g(mi+ms) _gma

_ -1 — aimi aimi
A=To 1y = _glmima)  g(mitma)

asmi asmi

Y macraBky hemo, pajin jeTHOCTAaBHOCTH, aHAJU3UPATH CHEINjaJ Hu CAy4aj Kajia je
miy =mo =mHu a; = ay = a. Tajga nMamo

Jennaunna § + Aq = 0 jecre a@jaroHajHa y OJHOCY Ha BEKTOP APYTUX H3BO-
Jla TeHepaJIucaHuX KOOpJAuHATa §, ajau HEje y OdHOCY Ha BeKTop ¢. [la 6u ce mena
jeIHaYMHA CBeJIa Ha JUjaroHaIHU OoOJUK yBelihe ce JuHeapHa TpaHcdopMalnja Ko-
OpIMHATA,
q= Do,
91
rae je y ommreMm cay4dajy 0 = | 1 |, a D € M,y,, marpuna tpanchopmalmje ca
QTL
KOHCTAHTHUM ejieMeHTuMa. ludepennupamem ce j100uja
j= D8.

YbanuBameM y MPeTXOHY jeTHAUNHY J00uja ce

Dé + ADH = 0,
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O/IaKJIe MHOXKeHheM jeHadnHe ciaesa ca D! cuenn
0+ A0 =0,

rie je A = D7YAD. Ha ocnoBy Teopeme 1.2 nocsiema jenaqnna fie umaTu jgujaro-
HaJTaH OOJMK aKo je A nujaroHaIHa MATPHUIA YUjH CY €JIeMEHTH COIICTBEHE BPEIHOCTH
matrpuiie A. Crora marpuna D tpeda jga Oyne Marpuia dmje Cy KOJOHE COICTBEHH
BekTopu Marpuie A. YV ciydajy yaBOjeHOI MaTeMaTWdKOT KJIATHA CONCTBEHE BDEI-
HocTw Matpure A cy

—@2+v2e n=02-v2)

a

a ojrosapajyhu concrBeHU BEKTOPHU Cy

_ V2 V2
Sl I L
Matpuna D n men uaseps D! umajy o6mux
V2 V2 _v2 1
o[ 4 o[ ]
Marpuna A Tana riaacm
_ A O (24 2)4 0
A=D1AD = = a :
IR R AR
Kaxo je y oBoM mpumMepy ¢ = ¢, u3 jennaunsa ¢ = DO u 6 + A0 = 0, rae
je ¢ = {zl} uf = Zl}, KOHAYHO J0OHMjaMO je/IHAYUHE YIBOjEHOI MaTeMaTHYKOr
2 2

KJIaTHA Y JIjarOHAJTHOM OOJTUKY

6, + A6 =0,

. (2.14)
Oy + Aoy = 0,

U JIAKO MOXKEMO HU3PA3UTU KOOpIMHATE ¢ Kao JUHEeApHY TPaHCHOPMAIN]Y KOODIU-
nara 0

Vi, V3,

¢1 = ——91 + 2
¢o = th +92~

2.3 HopwmajgHe KoopauHaTe

[Ipumep yaBojeHOr MaTeMATHYKOD KJaTHa HAroBeIITaBa MOTYNHOCTH Koje HaM
npyzka MarpudHa ajarebpa y npuMeHu Ha judepeHnujaite jeHaunie MajJaux OCIIH-
ganuja. ['enepanncane KoopjuHaTe ¢ = ¢ uMaJe cy jacan Gu3ndKu cMucao. Jlarpan-
JKOBe jeTHaUYMHe MaJuX OCIUJIallhja y OJHOCY Ha BuX uMmajy oomauk 1o + Ilpg = 0,
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onHocHO (2.13) Koju je y MareMaTHdKOM CMHCJY CJIOKEH 3aTO IMTO Cy jeJHadnHe
cuperayre. Ca japyre crpaHe, KoopauHaTe ), yBeneHe JmHEAPHOM TpaHC(OpPMAIT-
jom g = DO, Hemajy oUuUIJIeIHY T€OMETPH]CKY HHTEPIIPETAI)y, aJJi HAC JIOBOJIE [0
mudepennujatnux jeqraduna (2.14) Koje ¢y He3aBUCHE, OJHOCHO UMajy HjaroHaJ-
HU MaTpuaHu 00MK. OBaKBe KOODJWHATE Ce Y JUTEPATYPH HAZHUBA]Y HOPMAAHUM
rxoopdurnamama. IIpouenypa rpanchopmanuje audepeHInja HIX jeTHAYNHA, MATIX
oclHIalMja Ha JIMjarOHaJHU OOJUK ce MOxKe (DOpPMAJM30BATH, IITO jeé NMPHKA3aHO
HapegaoMm TeopeMowm.

Teopewma 2.5. Heka cy Ty u [ peanne cumerpudne nxXn marpuiie u 1j je MO3UTUBHO
nebunntra. Onga mocTojn peryiaapra Marpuna B Taksa 1a je BT TyB jennanyna n
A = BTy B nujaronagna MaTpHIA.

Zloxaz. Kaxko je Ty cumerpwana MaTpuiia, Ha ocHOBY Teopeme 1.4 mocToju opToro-
HaJHa MaTpuna H TakBa ma je

kL0 .
HTT,H = k? 0

o O O

0O ... ... 0

-

n

[Tomro je Ty mo3utuBHO nepUHUTHA MATPULA, OHJA CY U cBU k1, ko, . .., k, TO3UTUB-
HU.
Heka je M nujaronaJina MaTpuia JedpHHUCAHA Ca,

ki 0

0 k2 0
M: . .

o O O

Tanga mmamo ma je
MTHTT,HM =1,
jep MHOYKeFheM OBUX MaTpHIa J1001jaMo /1a Cy CBU HeIMjaroHaJ HU eJIeMeHTH jeIHAKN
HYJHU, JOK Cy eJeMeHTH Ha /IMjaroHa N je THAKN kféﬂ*% =k'=1,3ai=1,...,n.
[TocmaTpajmo cama marpuiy Ily. Kako je 1y cumerpuuna marpura, Tajga je u
S = MTHTTIyHM cuMeTpndna MaTpHUIa jep je

ST = M"H"IIJHM = MTH'TIlyHM = S.

Ha ocuosy Teopeme (1.4) Taja nocroju oproronana marpuna N taksa jga je NTSN
JUjaroHaTHA MaTpHIA.

Heka je A = NTSN u B = HMN. Tana je marpuia B peryaapia Kao TpOU3BOJI
peryIapanxX MaTpuma. llomTo cMmo mokazamn ga je MTHTToHM = I, a NTSN je
JIMjArOHAJIHA, MATPUILA, KOHAYHO J00UjaMO

BT'TyB = NTMTHT'T,HMN = NTN =1,
BTTy,B = N"MTH"TI,HMT = NTSN = A.
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Kopucrehu nperxoany Teopemy mozkemo npehu na Hopmajine KOOpJuHATE U J10-
ouTH Kesbene Jlarpankose jeanaunue. [lomazehu ox jeanadnne

q= B0,

01

rae je 6 = | 1|, a B marpuna go0ujeHa HAa HAYUH OIKMCAH y J0Ka3y MPETXOIHE
On,

TeopeMe, JupepeHnupameM J1001jamMo

i = B.
Cajta qudpepeHnyjasne jeJHadnHe MaJInX OCIHJIAIja UMa]y OOJTHK
ToBO + 11,BH = 0,
oJlaKJIe ce MHOZKemeM caeBa ca BT mobmja
BTTyB + BTT1,B6 = 0,
IITO je Ha OCHOBY NPETXOJHe TeopeMe eKBUBAJECHTHO Ca

6+ A0 =0.

2.3.1 IIpumep

[Ipumeny nperxojiHe TeopemMe MOXKEMO 1OKa3aTh Ha HPUMEPY TPU Tejia Mace
m moBe3aHa ONPYroM Koja ce kpehy mo kpyxxuaumu. OBaj MEXaHHYKH CHCTEM HMa,
TPW cTerreHa ca060e, a reHepasncane KoopanHaTe ¢, ¢° u ¢° IpeacTaBbajy JaydHe
nomMepaje Tadaka y OJHOCY Ha PaBHOTeXKHe MoJIoKaje mpukaszaHe Ha Cownnnm 2.4.

Canka 2.4: MexaHndky CHCTEM Ca TPH CTeleHa Ca100oe

Kunernuka enepruja 7' m morennmjagHa eHepruja Il oBor cucrtema y ciaydajy
MaJIUX OCIMJIAIN]a UMajy OOJIUK:

1 . . . 1
T = 3™ (Q%+q§+q§), IT = 3¢ (Q12+ (2 — 1) + (g3 —Q2)2+Q32)>
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rie je ¢ kpyroct onpyre. Jludepenrujasine jeiHaunue MaJux OCHHUIAIN]A CY:

mgi + ¢(2q1 — ¢2) =0,
mgs + c(—q1 +2¢2 — q3) = 0,
mgs + c(—qo + 2q3) = 0.

OJIaKJIe IMaMo JIa je

m 0 0
T() =({0 m O y
0 0 m
u
2c —c 0
IIy=|—c 2¢ -—c
0 —c Z2c

[Ipehumo cajia mHa TpancdopMalujy cucTeMa Ha HOpMaJiHe KoopauHaTe. Kako je
MaTpuiia 1y AujaroHaaHa ca TPOCTPYKOM COICTBEHOM BPEIHOCTH M, OO KOja TPHU
MehycobHo oproronasHa BekTOopa he ojroBaparu OBUM COIICTBEHUM BPEIHOCTHMA,
TaKo 12 MokeMo m3abparu 6a3y R®. Ha taj maumn, he marpuna H, 4uje cy KoJome
COTICTBEHW BEKTOPU MaTpwuiie 1y, OUTH je IMHUYHA MaTPHUIA, OJHOCHO,

H=1

Taxobe, BpJ10 ouureno jpodbujamo ja je

m-: 0 0
M=|0 m3 0
0 0 m 2

Caga je morpebuo oapeantu marpuiy S = MTHTToHM. MoxkeMo 3aKBbYIATH 112
je
HM = H™M"™ = (HM)" = MTHT = m™z].

Cana je

2
S =MTHTTI HM = m 2 ITlgm 21 = m T, = |—

o

3|m3|°3|n

3|03|”
[\]
Slese

o
|
DO

CorcTBeHe BpeJHOCTH MaTpuie S ¢y

7
)\1:2£<1—£), =25 A
m

2

3
I
3o
/?
+
“l%
N———

a COIICTBEHH BEKTOPHU

€1 =

p—
Ny
|
(e
&
|
ol Lol
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Kako je N oproronajiHa MaTpHIla 9dje Cy KOJOHE COMOCTBEHN BEKTOPH MATPHILE S,
HOTPEOHO je MPeTXOHO HOPMHUPATH OBE BEKTOPE, KOjH CY CBU MHTEH3UTETA \/5, na
J100mjamo

1 V2 1
Vi e
N=1% 0 —¥
1 V2 1
2 2 2
Caza, KOHAYHO MOXKEMO OApeauTu marpuny B:
-1 1 V2 1 1 V2 1
m=z 0 0 3 2 2 Sl T 2
B=HMN = 0 m2 0 [|¥ 0o -L2|=m:2|2 o -2
-1 1 V2 1 1 V2 1
0 0 mz=l]l; —-% 3 3 —% 3
Kako je ¢ = Bf, caga nmamo
1 V2 1
a1 1 91 + 1 92 + 1 93
2mz2 2mz2 2m2
2 V2
= 0, — 0
& omz ! omi ’
1 V2 1
q3 = lel_ 192—{_ 1937
2mz2 2mz2 2m2

Judepenmujaane jeJHAUHHE MAJTHX OCIHIANN]A ¥ OJHOCY Ha HOPMAJIHE KOOPAMHATE
rjace

0+ A0 =0,
rie je A = diag(Aq, A2, A3).
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I's1aBa 3

Ilonapua aekoMno3uiidja MaTpuiia

Mexanuka HeIpeKUIHUX CPEeIUHA je 'paHa MeXaHuKe Koja je OaBU MpoydaBarmbeM
Kperama n jgedopmarnuje rteaa. OCHOBHE MaTeMaTHIKd O0jeKTH KOjU Ce IPH TOME
KOPHCTE Cy BEKTOPU W TeH30pu. KOHKpPETHO, T10/1 TEH30PUMa, JIPYTOT Pe/ia Ce MOoApa-
3yMeBajy JuHeapHa MpecanKaBamba BEKTOPCKOT MPOCTOPa Y BEKTOPCKH npocTop. /la
ou ce 0OYXBATUIN CBH MOTPEeOHU ACIIeKTH MOHAIIAKkA HEPEeKIHHe Cpe/InHe, KOPHCTe
ce MeTOJW BEKTOPCKe W TeH30DPCKe anredpe W aHaIu3e.

Kana ce Tenzopu npyror peia m3pase y OJHOCY HA OPTOHOPMEPaHY 0a3y, MOTY
ce TIPeJICTaBUTH Y BU Iy MaTpuna. OTymaa mocebHe BpCTe MATPUIIA U FBbUXOBA CBOjCTBA
HaJla3e HEIOCPE/HY IIPUMEHY Y MEeXaHUIU HeIPEKUJIHUX CPEJUHA.

Y oBOM moraBsby hie ce W3J0KHUTH OCHOBHU MOJMOBHU KOjUMa ce onucyje redop-
Malnuja HelpekujHe cpejune u jokasahe ce Teopema 0 10JIaPHO] JEKOMIIO3UIIU]U.
OBa Teopema je 3aHUM/bUBA U Ca MATEMATHIKOT aCIeKTa, 3000 HETPUBUjATHE TEKOM-
MO3WIHje peryjiapHux MaTpHIla, U €& acleKTa MexaHuke, 300T meHe jacHe (hu3nydke
uHTeprperanyje. Teopema he OuTn mpuMemeHa Ha JBa KapaKTePUCTUIHA MIPUMEDA
nedopManyje — U3MyKemhe U IUCTO CMUTIATHE.

Y nameMm TekcTy he ONTH M3JI0YKEHW CaMO OCHOBHHU IIOJMOBH MeXaHUKe Hellpe-
KHJIHUX CPEJIMHA KOJH CY HEOIXOJIHH 3a (dopMyaucame TeopeMe o MoJIapHOj AEKOM-
nosunuju. Y Tome heMo ce ocIoHUTH Ha MaTepujas caap:kan y [9, 10].

3.1 Kondurypanuja n Kperame HENPEKUJIHE CPe/Iu-
HE

[Ipuimkom onucuBarma KpeTamba HellpeKHuIHe cpeIHe MocMaTpaMo 00JacT mpo-
CTOpa KOjy HEIPEKUIHO HCIIyHhaBa Marepuja. CBaKOj] 4eCTHIIM MaTepHje ce H0e/byje
je/lHa TavKa y mpocTopy, a 06/1acT HPOCTOPa KOJY TO TEJIO 3ay3UMa Y HEKOM TPEHYTKY
Ha3WBaMO KoHpurypamujom tor tejia. Kondurypanujy Teaa y mo4eTHOM TPEHYTKY
t = 0 o3zHaunMo ca By, a kordwurypamnujy tena y TpeHyTky t > 0 ca B, tae cy
By, B, C R3. Heka je Py penpesentaTubHa Taduka y By, a P moj oarosapajylhia tauka
y B;. Bekrop monoxkaja tauke Py oberexumo ca X = (Xp, Xo, X3), a BekTOp TO-
noxaja tauke P ca x = (x1,x2,23), mro je npukazano na Coumu 3.1. Ca X; u x;,
1 = 1,2,3 cy o3HaveHe KOOpJMHATE BEKTOpPA Y OJHOCY Ha cTaHiaapaHy 6a3y. Kpera-
b€ HEIPEKHUIHE CPEeJIUHE Ce OMMCY]e IMOJI0XKAajeM TadaKa y TPeHYTHO] KOH(MUT'YPaIliju

39
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By, onnocHo dysKImjama
x = x(X, 1),

KOje MOTY OUTH M3pazKeHe Mo KOOpAMHATAMA

X(X,t)

Chmka 3.1: Kperame HenpekuHe cpenHe

.’,U,L:XZ<X1,X2,X37t):XZ(XA,t) 221,2,3 A:1,2,3
Oge dyukumje oapehyjy mosoxkaj 6uao xoje Tauke y By, ako je mMo3HATa 0] OIT0-
Bapajyha Tadka y no4dernoj koudurypamnuju By.
3.2 JedopmMmanmoHu rpaanjeHT
Ako cy mate tauke X,Y € By, muma oaroapajyhe tauke y B; he butn z =

X(X,t) uy = x(Y,t), penom (Bumern Cauky 3.2). Taga he pacrojame usmehy = =
(1, 22,23) 1y = (Y1, Y2,ys) 6uTH oxpeheHo pasaukama KOOpANHATA

Yi — Ty = Xi(Yv t) - X?l(X? t)'

Jlasbe MOKeMO anpOKCUMUPATH (PYHKIUJY X; V TA9KH Y U TOCMATPATU CAMO TPBH

By

O €9

€1

Cnuka 3.2: Jedopmammonn rpajanjenT
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YJIaH y BEeHOM Pa3Bojy y 1ej/IopoB MOJIMHOM:

oxi(X, 1)
G(Yo) = xi( X, 1) = xil(X, 1) +Z D (3 Xy = (1)

0X 4
3
oxi(X,t
~) X8<X J(v, - Xa)
A=1 A
Koedwurujent
_ ox(X,)
- 0X
KOjU M3paKeH MO KOMIOHEHTaMa TJIach
F =[F? Fia(X,t) = 22
[ A]z,A:l’ A( ) aXA

Ha3uBaMO Jie(DOPMAIMOHN IPAJMJEHT jep HAM OH I'OBOPHU O MPOMEHU PACTOjarbha h3-
Mehy Tauaka.

Ha oBom mMecTy hemo yBecTn J0nyHCKH 3axTeB (DU3NIKOD KapaKTepa, a ToO je Jia
TOKOM KpeTama He J0Ja37 [0 MPeK/alama jJ1ejaoBa Teja. pyruM pednma, Ma Koje
JIBE pa3jimdyuTe Tadke U3 modeTHe KoHdpuryparuje By He cMejy OUTH Hpec/uKaHe
y HCTY TadyKy TpeHyTHe Koundwurypanmje B;. [la 0u ce To 06e30emm10, (pyHKIHja
kpetama X (X, 1) Mopa ma Oyne uHjekuja:

X7Y€B0a X#Y = X(Xat)%X(th)

Onarie caeau na je x(X,t) 6bapem JIOKaJIHO WHBEPTHOMIHA, OMHOCHO Ja je F' pery-
JlapHa MaTPUIA, 11 IMaMO:

J=detF£0 VX &B, VYt>0.

Jlpyru ycjioB je ja je pyHKIMja KpeTarmba IJIaTKa, oJakjae uMaMo Ja je F' HajMmambe
HEeIpeKnIHa, a KaKo je V TOYeTHOM TPEeHYTKY

F(X,0) =1,

OJTHOCHO

J(X,0) = det F(X,0) = 1,

u3 ycaosa J # 0 u HenmpexugaocTn Qyukimje F nobujamo

J(X,t) = det F(X,t) > 0.

3.3 Teopema o mojIapHOj JeKOMMIO3UITNjN

Heka je S mosuTuBHO nedUHUTHA MATPHUIlA, YHje CY KOMIIOHEHTE JaTe Yy OJHOCY
HA OpTOHOpMHPaHY 0a3y e;. Tajga mocToju CKyl OpTOHOPMHUPAHUX BEKTOpa d; TaKO
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1a S Mozke OUTH AHjaroHaIn30BaHa Ca CBUM IIO3UTHBHUM COIICTBEHHM BPEIHOCTHMA.
Axo je R marpuna poraimuje koja Tpancdopmurtre e; v d; = Re;, nmamo

N O - 0
s—ryRT  g=| Y
00 - A
r7e ¢y Aq, Ag, ..., A, COICTBeHe BpeaHocTu Matpuie S. Kako cy cBe oHe MO3UTHBHE

MOXKEMO JIePUHUCATH MaTPHUILY

Vi o0 . 0
0 Vg - 0

0 0 - VvV

C' =

Ouurirenno je aa je
0/2 — S/

Jedunuiemo KBaipaTnn KOpeH Marpuiie S Kao mo3uTuBHo jgedunurny marpuily C'
JaTy ca

C = RC'R".

Bamncra,

C? = RC'R"RC'R" = RC”R" = RS'R" = S.
Y naspoj anagmsn he Ham O6uTH 3Ha4UajHaA ciaeneha Jlema.

Jlema 3.1. Heka je marpuna A nedunucana kao A = FTF, rne je F perynapna
Marpuna. Taga je Marpuna A cHMeTpUYHA ¥ MO3UTHBHO jJeUHUATHA.

Zloxas. Marpumna A je cumerpudna jep je
AT = (F'F)' = FTF = A.
[lozutuno nedunurHa je jep je:

Av-v = (F'F)v-v=F'(Fv)-v=Fv-Fv=(Fv)

DopMyJIMIITUMO U JIOKAKUMO ca/ia TeopeMy O 1OJIAPHO] JIEKOMIIO3UIU]HU.
Teopema 3.1. Heka je F' marpuna taksa jga je det ' > 0. Tama yBek moctoje

jemuucrBene Mmarpune R, U, u V, takBe na je R marpuna poramuje, U u V cy
TTO3UTUBHO ,ZLerI/IHI/ITHe N BazKWU:

F=RU =VR.
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Jlokas. Ha ocnoBy mpeTxojme JjieMe, 3HaMO 113 je Marpuna S = FTF cuMerpndna
n nosuTuBHO geduauTHa. OHa Taza 3a70BoJbaBa ycaoBe ga marpuiy U MoxKeMo
neduHICATH KAo

U2=85=FTF

ITokazkuMo TIpBO Ja je MaTpuna R, Taksa ja je F = RU, omgocno R = FU™!,
MaTpuiia poranuje. MImamo

R'R=(FU Y FU =U'FTFU = U0 = 1,

mITO 3Ha4YM Jia je marpuiia R oproronasna. /la 6u 6miaa marpuiia poraiuje Mopa
pakut det R = 1. I3 R = FU ! crenn

det I
det U~

det R=det(FU ") =det FdetU ' =

Kako je det U? = det(FTF) nmamo
(det U)* = det FT det F = (det F)?

OTHOCHO

(det U — det F)(det U 4 det F') = 0,

ojakJje, kako je det F,det U > 0 umamo

detU = det F
A KOHAYHO .
e
det R = =1.
¢ det I

Kako je R oprtoronamHa Marpuiia, Ha ocHOBY Teopeme 1.4 moctojum matpuma V'
takBa 1a je V = RUR”. Taga je V mo3suTusHO nedbUHATHA MATPUIA U HMAMO

VR=RUR'"R=RU =F.
OBuwMm je Teopema moka3aHa. O]

Teopema o moapHO] AEKOMIO3UINJN je 3aHUM/bUBA W Ca MaTeMAaTHUIKe U ca Me-
XaHUYKE TAYKe TJICJIUINTA. Y MAaTEeMAaTUUYKOM CMUCTY, eH JIOKa3 je KOHCTPYKTUBAH:
axo je 3ajata marpuna I, onjia ce jegaosznadno ogpehyje najupe marpuna U, 3aTum
R, a ma xpajy V.

Ca acmekTa MexaHWKe, TTOJAPHOM JEKOMIIO3UIINjOM Ce TTOKa3yje Ja ce MPOM3BOJb-
Ha gedopmanmja 1001ja Kao caarame m3ayKema u potanuje. VI36op pazauaunte je-
kommo3unuje marpuie F oapehyje pemocsiesn u3Bpinapama poTalyje U U3y ZKemba.
IToxkazkumo oBO.

Heka cy A u d concrBena BpeJHOCT U 0] OJroBapajyhu concTrBeHn BEKTOP Ma-
Tpune U, 0THOCHO

Ud = \d.

MHuoxkemeM OBe jeJIHAKOCTH CJIeCHA MaTpPUIlOM poranuje R jjodujamo:

R(Ud) = ARd,
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1a je 3060r aconujaTuBHOCTH
(RU)d = \(Rd),
IIITO je HA OCHOBY MPETXO/IHE TeOpeMe eKBUBAIEHTHO
(VR)d = A(Rd),
r7e KOHAYHO MTOHOBHOM MPHUMEHOM 3aKOHA acOIMjaTHBHOCTH JT00MjaMo
V(Rd) = M(Rd),

TO jecT, A je comncrTBeHa BpegHocT n Matpuie V', a Rd woj oarosapajyhn concrBeHun
BEKTOP.

d/ d \\ d/\\
> ) > >

P >
Fd Fd = R(Ud) Rd ~ Fd=V(Rd)

Cauka 3.3: [lonapHa JeKOMIO3HIIT]a

[Tocmarpajmo cajsia upso JejcrBo marpuiie F' Ha BeKTOp d pasjarameM MaTpuie
F'y obmuky F' = RU. Nlmamo

Fd = (RU)d
= R(Ud)
= R(A\d)
= \(Rd),

OJIAKJIe Ce JACHO BWJIH JI& je MPBO JIONLIO JI0 U3/IyKebha BEKTOPa d, a TOTOM je U3Bp-
meHa poraiuja BeKTopa Ad, Ja 6u ce Ha Kpajy 100mo BekTop A(Rd).

C apyre crpane, YKOJAKO IOCMATPaMo JIeKOMIO3uIujy Marpuie ' kao FF =V R,
Taga TMAMO

Fd = (VR)d
= V(Rd)
= \(Rd),

[JIe MOXKEMO JIa 3aK/by4UMO JIa je MPBO U3BPIIEHA POTAIlKja BeKTOpa d, a 3aTuMm
u3ayxkeme Bektopa Rd. Ha kpajy ce no6uo mcru pesynrar, Bektop A(Rd). Opa
nprUMeHa MoJapHe JeKOMIO3HIHje je ucaycrposana Ha Canmum 3.3.

Teopema 0 mostapHOj TEKOMIIO3UIUJH C€ MOKe MOCMATPATH U Ka0 MATPUIHO YOII-
IITeHe eKCIOHEHIMJaJIHOT 00IMKa KOMILIEKCHOTI Opoja. Ako je z € C, oHma ce OH
MOZKe TIpuKazaTi Kao z = re?, rme je r € RT U {0}, i = —1, a € je momyna 1.
Taxobe, Teopema 0 oJapHO] JEKOMIO3UIIMjU CE MOYKE YOIIITHTH U HA ITPOU3BOJHHE
MaTpHIle, Koje He MOopajy Outu KBajpartHe. Buie ce o 0BJ/le HaBEJIEHUM ACIIEKTUMA
Mozke nponahu y Keu3u [4].
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3.4 Ilpumepn

Y oBoMm ojie/bKy he OuTH aHaJM3UpaHa JIBa IpumMepa npuMene Teopeme o moJap-
HOj nexkommosunuju. [IpBu he ce ogHOCHUTH Ha UBIyKeHe HENPEKUIHe CpeanHe, a
APYyrd Ha YUCTO CMULIAILE.

3.4.1 WN3ayxeme

Xomorene jiecbopmarije Tesia ce JiepUHUITY Kao:

3
wi:ZEAXA+ki i,A=1,2,3 Fak €R.

A=1

Kako je
81'7;
0X 4

nedopmanmonn rpajaujeHT he OUTH KOHCTAHTHA MaTPHUIIA.

:EAGRv

A X2, 7o

Xlwrl

Cnuxka 3.4: Uznyxkeme Tesa

Nsnyxeme Teqa je pedopMaliija OIMUCAHA, €A
1 = aX; o = Xo r3 = X3,
e je a € R, mro je wa Caunn 3.4 uiaycrpoBano 3a « > 1. Tajga umamo:

Ory

ox,
0y _ 0y _ 0xs _ 0o _ 03 _ 03 _0
8X2 6X3 aXl an 8X1 6X2 ’
(99(:2 8x3

Xy 90Xy

OJTHOCHO

T

Il
o O Q
S = O
_ o O
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Kaxo je marpuna F amjaronanina, ona je n cuMmerpuuna, oquocuo F = FT. JTa 6ucmo
IPUMEHIIH TIOJapHY JeKOMIO3UIH]y, TpBo gopmupamo marpuny S = FTF = U2,

a2 0 0
S=FTF=F?>=10 1 0| =U>~
0 0 1

OpnaBre J1ako 3aK/bydyjeMo 1a je

U:

o O 9
O = O
_ o O
I
o

Caja KoHcTpynmemo Marpuny R = FU L
R=FU'=FF'=1

Konauno nmamo

V =RURT = 1UI" =U.

Kako je marpuma poramnuje jeIWHUYHA MATPUIA, BUIAUMO Ja KOJ U3Jy:Kemha Tesa
VOIIIIITE He JI0JIA3W JI0 POTallfje, OJHOCHO, Kao IITO Ce BUIU W U3 JedUHHIITje OBe
Jebopmaligje, moMepame ce jeliaBa caMo 10 jeJIHOM ITPaBILY.

3.4.2 Ywmcro cMmuname

Cana hemo moriemaTn jemaH MaJO CJIOKEHHjU HMPHMEP XOoMorene aedopmaiiije
Tesa, MO3HAT Kao ,,gucto cmuname’. ledpopmarnuja je gara ca:

T :X1+/€X2 .Z'QIXQ .CEgIXg,
rae £ € R, mro je miaycrpoBano wa Couin 3.5. Tama mmamo:

A X2, 29

Xlwrl

Cauka 3.5: Hucro cMuname teaa

Ory  Ory  Ows _q
0X, 0X, 0Xg3

o _
0Xy,
3:161 8$2 . 8.1'2 a.’ll'g al’g

0Xs 0X, 0Xs 0X, 0Xy 0,
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na je marpuna F':
1 kK
F=10 1

0
0
0 01

Pann nakmer n3padynaBamba, TpukaszaheMo moJiapHy IeKOMIIO3UIU]Y Marpuie Fy
cJIiydajy Kajia je k£ = 1, 0HOCHO
110
F=101 0
0 01
I[Ipsu kopax je oxpehusame matpune S = FTF, rae mmamo

1
S=F'Fr=rF= |1
0

S = O
_— o O

110 11
01 0l=1|1 2
0 01 0 0

_— o O

Kaxko S mmje nujaronaana MaTpura, moTpebHO je U3BPIIUTH JIAjarOHATU3AINA]Y, O
HOCHO CIIEKTpaJiny JekoMmnosunujy Kopucrehu pesynarare Teopeme 1.4. Kapakrepu-
CTUYHU KOPEHU MaTpuie S Cy:

3445

A
2
35
)\2: 9
A3 =1,

a KapaKTepUCTUIHN BEKTOPHU KOJU UM OJroBapajy:

V5—1
2
€1 = 1
0

,\/5,1
2
€y = 1
0
0

€3 = 0] .
1

OBe BeKTOpe MOpPaMO HOPMUPATH, TAKO J1a J00HjeMO MAaTpuIly () dhje KoJIOHe YUHe
HOPMHUPAHU BEKTOPH V1, Vg, U3, OAHOCHO:

\/5271 \/E2+1
(= )
Q= ! ! 0
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CrekTpaJiHOM JeKOMIIO3UIIjOM MaTpuie S, Ha ocHOBY Teopeme 1.4, mobujamo ma-

TPUILY:
34V6 g 0
2
§'=Q"SQ=| 0 335 of.
0 0 1
oanocHo mMarpuiy U’ taksy nxa je U'? = S
3+v5 0 0
2
U = 0 /3*2\/5 0
0 0 1

Ca/ta KOHAYHO MOXKeMO Jia u3padaynamo marpuny U:

U=QUu'Q"
! V51 Lol 1
[Lj]%rl - [\/5+?]2+1 0 % 0 0 [\/32_1]2—&-1 [\/52_1}2—0—1

— °1 l VB41
Bl = Faog 0 0 /58 0| |-—2 - 0
[Y5=12+1 [Y5=12+1 2 [ 52+1]2+1 [%]2_"_1
0 0 1 0 0 1 0 0 1.
T2V V6
5 5
= |5 356
5 5
| 0 0 1
Kako Tpaxumo nexkomnosunujy £ = RU, umamo:
R=FU"!
11 0] [2& 5 0
5 5
—|o 1ol s sk
0 01 0 0 1
_2\/5

ol

|
(e} §01|
e
_ o O

MHuoxkemeMm MaTpuIla ce Jako MOXKe IMOTBP/IUTH Jia je R Marpuiia poraiuje, 0JHOCHO
na Baxkn RRT = RTR = I. Konauno, kaxko je F' = RU = V R, nobujamo:

V = RUR"
f2v6 V6 g1 28 V5 ] [256 Y6
5 5 5 5 5 5
=|_¥6 26 | |6 35 g [ 25
5 5 5 5 5 5
| 0 0 1 0 0 2 0 0 1
(36 V6
5 5
= |5 25
5 5 ’
0O 0 1

YUMe CMO 3aBPIIIIN N3PAUyHABAHE CBUX MATPUIA HEOIXOIHUX 33 MOJAPHY TEKOM-
no3utujy F'. Muoxkemem marTpuiia ce MOXKe NpOBEpUTH Ja 3ancta Baxu ' = RU =

VR.



3aKJby4aK

Y oBoMm paay obpahene cy Heke o JEKOMITO3UIIMja MaTPUIA CA HUXOBUM TPU-
MeHaMa, Yy MeXaHHUIIH.

[IpBu jeo0 ce GaBu jMjaroHaJM3alMjoOM MaTpUIla, [Jie cy u3JjioxkeHe u zKopjaHosa u
CIEKTPAJIHA JEKOMIO3UIHja. ¥ JPYTOM ey je OINCaHa HUXOBA MPUMEHA KOJ Ma-
JIUX OCIUJIAIMja MEXaHUYKUX CHCTeMa ca npumepuma. 1pehu jieo ce mocebno 6asu
HOJTAPHOM JEKOMIIO3UIIN]OM M I€HUM IIPHIMeHaMa y MEeXaHUIH HeMPEeKUIHUX CPeIu-
HAa, TJIe CY U3JI0KeHH W IPUMEepH IPHMeHe TeopeMe O IMOJAPHO] JeKOMIO3UIIN]H.

OBaj paa HaM TpyzKa YBUI 13 33 TEOPHje 0 MATPUIAMa U HUXOBHM JIEKOMITO3HUIII-

jama, Koje JleJyjy Beoma alcTpaKHO, CTOje BPJIO MHTepEecaHTHe MPUMEHe Ca CJAUKO-
BUTUM [PUMEPUMA.
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