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Predgovor

Problem galerije predstavlja klasi¢an problem u oblasti geometrije koji se bavi
odredivanjem najmanjeg broja potrebnih Cuvara za obezbedivanje prostorije galerije
umetnosti koja ima n zidova. Motivacija istraZivanja problema galerije zasnovana je
na prakti¢nim potrebama za efikasnim sistemima nadzora u muzejima, galerijama i
sli¢nim prostorima. Problem galerije doprinosi izucavanju teorije grafova i geometrije,
povezujuéi svojstava poligona i grafova, kao i razvoju algoritama za optimizaciju.

U prvom delu rada predstavljeni su osnovni pojmovi iz teorije grafova i geometrije.
Na samom pocetku definisani su osnovni pojmovi, a nakon toga uvodne leme i teoreme
iz teorije grafova i geometrije koje su potrebne za nastavak rada.

U drugom delu rada predstavljeni su istorijski pregled, definicija i osnovni rezultati
problema galerije. Posmatrana je sledeCa postavka problema galerije: Cuvari su
postavljeni na pozicijama tako da je svaki deo galerije nadgledan od strane Cuvara,
zidovi galerije su standardni ,,pravi* zidovi istih visina i domen pogleda Cuvara je
360 stepeni. Kako je domen pogleda svakog cuvara 360 stepeni, ako je data prazna
galerija, odnosno galerija koja ne sadrZi predmete, problem galerije se posmatra kao
geometrijski problem: za dati poligon odrediti minimalni pokrivajuci skup tacaka
poligona. Stranice poligona P predstavljaju zidove galerije i svaka tacka pokrivajuceg
skupa poligona P predstavlja Cuvara u problemu galerije. Ako je data neprazna galerija
sa h objekata, na slican nacin je posmatran problem galerije, kao geometrijski problem
nad poligonom sa h rupa. Predstavljeni su Hvatalov i Fiskov dokaz: maksimalna
vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajuéih skupova tacaka svakog poligona sa n
stranica jednaka je |n/3]. Na sli¢an nalin, dokazano je da postoji pokrivajuéi skup
tacaka za svaki poligon P sa n stranica i h rupa kardinalnosti | (n + 2h)/3]. Ukoliko
Cuvar u problemu galerije moze da se krece izmedu dva ugla prostorije dovoljno brzo,
tako da se smatra da je svaki deo prostorije koji moZe da se vidi sa bilo kojeg mesta
duZ kretanja ¢uvara obezbeden, ovakav tip ¢uvara nazivamo mobilan ¢uvar. Problem
galerije sa mobilnim ¢uvarima posmatran je kao geometrijski problem: za dati poligon,
odrediti minimalni pokrivajuéi skup (kombinatornih) duzi sadrzanih u datom poligonu
¢iji su krajevi temena poligona. Predstavljen je O’Rourke-ov dokaz da je maksimalna
vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajuéih skupova (kombinatornih) duzi svakog
poligona P sa n stranica jednaka |n/4|. Na kraju drugog poglavlja predstavljen
je O’Rourke-ov dokaz da je [n/2] Cuvara uvek dovoljno a nekada i neophodno za
obezbedivanje spoljasnosti galerije koja ima n zidova.

Treéi deo rada bavi se primenom pokazanih rezultata na primeru realne galerije,
izvr§avajuéi program napisan u python programskom jeziku, koji je sadrZzan u dodatku
A.
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1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova i geometrije

U prvom delu rada uvedeni su osnovni pojmovi iz oblasti teorije grafova i geometrije
koji su neophodni za razumevanje nastavka rada. Definisani su grafovi i poligoni, kao
i njihove vazne karakteristike. Proucava se i povezanost izmedu poligona i grafova, $to
omogucava reSavanje geometrijskih problema primenom tehnika iz teorije grafova.

1.1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova
Definicija 1.1.1 ([2]). Graf G je uredeni par (V(G), E(G)) gde:

* V(G) je konacan neprazan skup elemenata koje nazivamo évorovi,

* E(G) je konacan skup 2-elementnih podskupova skupa V' koje nazivamo grane.
Graf G nazivamo i prost graf.

Granu {u, v} skupa E(G) gde su u i v &vorovi, oznacavamo sa uv ili vu. Za granu
uv kazemo da povezuje ¢vor  sa Evorom v u grafu G. Cvorovi u i v su krajevi grane
uv.

Graf G prikazujemo pomodu dijagrama gde je svaki Cvor grafa G predstavljen
tackom, a linija izmedu dve taCke postoji ako tacke predstavljaju ¢vorove koji su
povezani u grafu G.

Primer 1.1.2. Na dijagramu 1 prikazan je graf G sa:
o skupom ¢vorova V (G) = {u, v, w, z,y},

o skupom grana E(G) = {uv, uy, vz, vy, wy, xy}.

N
N/

w

Dijagram 1: Graf G

Definicija 1.1.3 ([2]). Cvorovi u i v grane uv grafa G su susedni évorovi. KaZemo da
Jje u sused &voru v. Skup suseda Cvora v grafa G oznacavamo sa N (v). Dve razlicite
grane wv i vw grafa G koje imaju zajednicki cvor v nazivamo susednim granama.

Koristimo termin incidentan da opiSemo pripadnost ¢vora grani grafa. U grafu G
za ¢vor u kazemo da je incidentan grani uv. Sli¢no, ¢vor v je incidentan grani uwv.

Na dijagramu 1 moZemo videti da su ¢vorovi u i v grafa G susedni, dok ¢vorovi u i
2 nisu susedni. Takode, grane uv i v su susedne grane grafa G jer je ¢vor v incidentan
sa granama uv i vx. Grane vz i wy nisu susedne. Cvor v je incidentan grani v i nije
incidentan grani wy.



Definicija 1.1.4 ([2]). Broj ¢vorova grafa G je red grafa G. Broj grana grafa G je
veli¢ina grafa G.

Na dijagramu 1 prikazan je graf reda 5 i veli¢ine 6.

Graf reda 1 nazivamo trivijalan graf, a graf reda 2 ili viSe nazivamo netrivijalan
graf. Graf veli¢ine 0 nazivamo prazan graf, a graf veli¢ine 1 ili viSe nazivamo
neprazan graf.

Primer 1.1.5. Prikaza¢emo poznanstva izmedu 5 osoba pomocu grafa, gde:
* Marko poznaje Ivana i Luku,
* Ivan poznaje Marka, Petra, Darka i Luku,
* Luka poznaje Marka, Ivana i Petra,
* Petar poznaje Ivana i Luku,
* Darko poznaje samo Ivana.

Osobe predstavljamo preko ¢vorova, a poznanstva preko grana grafa. Grana grafa
povezuje dva cvora ukoliko dati cvorovi predstavijaju osobe koje se poznaju. Na
dijagramu 2 prikazan je graf Gp sa:

o skupom &vorova V(Gp) = {Marko, Ivan, Luka, Petar, Darko},
e skupom grana
E(Gp) = {{Marko, Ivan},{Marko, Luka},
{Ivan, Marko}, {Ivan, Petar},{Ivan, Darko}, {Ivan, Luka},
{Luka, Marko},{Luka, Ivan},{Luka, Petar},
{Petar, [van}, { Petar, Luka},
{Darko, Ivan}}

= {{Ivan, Marko},{Ivan, Petar}, {Ivan, Darko}, {Ivan, Luka},
{Luka, Marko},{Luka, Petar}}.

Marko

Darko

Ivan

«)

Petar

Dijagram 2: Graf Gp



Na slian nac¢in mozemo predstaviti bilo koji vid povezanosti medu objektima
putem grafa. Nakon toga pomocu tehnika iz teorije grafova moZemo proucavati razne
probleme.

Primetimo na dijagramu 1, ukoliko oznake u, v, x, y, w zamenimo redom imenima
Marko, Luka, Petar, Ivan i Darko, dobijamo dijagram (poznanstva) iz primera 1.1.5.

Definicija 1.1.6 ([2]). Stepen ¢vora v grafa G predstavija broj suseda ¢vora v u grafu
G.

Stepen ¢vora v grafa G jednak je kardinalnosti skupa Ng(v). Drugim reima
stepen Cvora predstavlja broj grana sa kojima je incidentan ¢vor v. Oznaavamo ga
sa degq(v) ili deg(v) ukoliko znamo da radimo sa grafom G. U odnosu na stepen
¢vora u grafu definiSemo:

* izolovan ¢vor ukoliko je stepen ¢vora 0,
* list ili viseéi ¢vor ukoliko je stepen ¢vora 1.
Definicija 1.1.7 ([2]). Najveci stepen svih ¢vorova grafa G nazivamo maksimalni

stepen grafa G i oznacavamo ga sa A(G). Najmanji stepen svih &vorova grafa G
nazivamo minimalni stepen grafa G i oznacavamo ga sa §(G).

Za dati graf G reda n i proizvoljni ¢vor u grafa G vazi
0 <4(G) <deg(u) <A(G)<n-1

U grafu G koji je prikazan dijagramom 1, ¢vorovi su sledeceg stepena:

1. deg(w) = 1 = §(Q),
2. deg(u) = deg(x) = 2,
3. deg(v) = 3,

4. deg(y) =4 = A(G)

Cvor w predstavlja list, dok je &vor y povezan sa svim ostalim &vorovima, pa je
stepena n — 1 u grafu G reda n = 5. Za dati graf G vazi §(G) = 11 A(G) = 4. Graf
G nema izolovanih ¢vorova.

Definicija 1.1.8 ([2]). Za grafove G i H kaZemo da imaju istu strukturu ako postoji
bijektivna funkcija p : V(G) — V(H) za koju vazi: dva &vora w i v grafa G su
susedna u grafu G ako i samo ako su &vorovi p(u) i p(v) susedni u grafu H. Funkcija
p je izomorfizam izmedu grafova G i H i kazemo da je graf G izomorfan grafu H, u
oznaci G = H.

Ukoliko ne postoji funkcija p koja je izomorfizam izmedu grafova G' i H, tada
kazemo za grafove G i H da su neizomorfni grafovi i oznatavamo G 2 H.

Za grafove G i Gp koji su predstavljeni u primerima 1.1.2 i 1.1.5, moZemo
definisati funkciju p : V(G) — V(G p) koja je izomorfizam izmedu grafova G i Gp,
tako da:

* p(u) = Marko,

* ply) = ITvan,



* p(v) = Luka,
* p(z) = Petar,
* p(w) = Darko.

Da li je p jedini izomorfizam izmedu grafova G i Gp? Kako Ivan poznaje sve
ostale, definifemo p(y) = ITvan jer degs(y) = A(G). Sli¢no kako Darko poznaje
samo Ivana definiSemo p(w) = Darko jer deg(w) = 1. Preostali ¢vorovi u,z i v
su redom stepena 2,2 i 3 pa definiSemo i p(v) = Luka jer samo Luka poznaje tacno
3 osobe. Sada preostaju ¢vorovi stepena 2. Kako Petar i Marko poznaju Luku i Ivana,
zakljucujemo da postoje dva izomorfizma izmedu G i Gp, jedan koji smo definisali u
prethodnoj listi i jedan gde definiSemo p(u) = Petar i p(z) = Marko.

Postoji samo jedan graf reda 1. Na dijagramu 3 moZemo videti sve medusobno
neizomorfne grafove reda 1, 2, 31 4.
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Dijagram 3: Medusobno neizomorfni grafovi reda 1, 2, 31 4. [2]
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Definicija 1.1.9 ([2]). Graf H je podgraf grafa G ako V(H) C V(G) i E(H) C
E(G). Podgraf H grafa G oznacavamo sa H C G i kaZemo da graf G sadrZi podgraf
H.

Za podgraf H C G, ako vazi V(H) = V(G) tada kazemo da je H pokrivajuéi
podgraf grafa G. Ako H 2 G, tada je H pravi podgraf grafa G.
Primetimo da za H C G vazi:

1. A(H) < A(G),
2. 8(H) < 8(G).

Definicija 1.1.10 ([2]). Za graf G i ) # S C V(G) definisemo podgraf indukovan
&vorovima skupa S u oznaci G|S] gde:

- V(GIS)) = 8,

o &vorovi u,v € V(G[S]) su susedni u grafu G|[S] ako i samo ako su susedni u
grafu G.

Definicija 1.1.11 ([2]). Za graf G i 0 # T C E(Q) definisemo podgraf indukovan
granama skupa T u oznaci G[T gde:

« B(G[T) =T,

* ako je cvor u € G incidentan sa granom iz skupa T tada u € V (G[T)).



Za graf G vazi
* GV(G)] =G,
* G[E(G)] = G ako i samo ako G nema izolovanih évorova.

Definicija 1.1.12 (Uklanjanje ¢vora ili grane iz grafa [2]). Za ¢vor w i granu e grafa G
definisemo:

o graf G — u koji je indukovan podgraf G|V (G) \ {u}] grafa G,

* graf G — e koji je pokrivajuci podgraf grafa G sa skupom grana E(G — e) =
E(G)\ {e}.

Definicija 1.1.13 (Uklanjanje skupa ¢vorova ili grana iz grafa [2]). Za podskup U
skupa cvorova i podskup T skupa grana grafa G definisemo:

» graf G — U koji je indukovan podgraf G|V (G) \ U] grafa G,

o graf G — T koji je pokrivajuéi podgraf grafa G sa skupom grana E(G —T) =
E(G)\T.

Definicija 1.1.14 ([2]). Unija grafova G+, Gs, ..., Gy je graf G sa:
1. skupom &vorova: V(G) =V (G1) UV (G2) U ---UV(Gy,),
2. skupom grana: E(G) = E(G1)UE(G2)U---U E(G,,).

Definicija 1.1.15 ([2]). Graf reda n > 2 i veli¢ine n — 1, ¢iji su ¢vorovi oznaceni
Uy, U, . .., Uy, gde izmedu ¢vorova u; i w;41 postoji grana za v = 1,2,...,n — 1,
nazivamo put izmedu cvorova uy i u,. Oznacavamo ga sa Py, ili P, (uy,us, ..., uy).
Cvorove uy i u, grafa P, redom nazivamo pocetak i kraj puta P,. Za put P, kaZemo
da je duZine n — 1 i da povezuje cvorove ui i Uy,.

Primetimo da ¢vorovi u; i u, koji su pocetak i kraj puta P, su stepena 1 u grafu
P,.

Definicija 1.1.16 ([2]). Za podgraf P grafa G koji predstavija put najveceg reda,
kaZemo da je najduZi put u grafu G.

Definicija 1.1.17 ([2]). Graf reda n > 3 i veli¢ine n, Ciji su ¢vorovi oznaceni

Uy, Ug, . .., Uy, gde izmedu ¢vorova u; i w;41 postoji grana za v = 1,2,...,n — 1,
kao i grana izmedu &vorova u, i uy, nazivamo kontura i oznacavamo sa C, ili
Cp(u1,usg,...,uy,). Za konturu Cy, kaZemo da je duZine n.

Definicija 1.1.18 ([2]). Ako za svaka dva ¢vora u i v netrivijalnog grafa G postoji
podgraf P; grafa G koji je put gde je u pocetak, a v kraj puta P;, tada graf G nazivamo
povezan graf.

Definicija 1.1.19 ([2]). Netrivijalan graf koji nije povezan nazivamo nepovezan graf.

Definicija 1.1.20 ([2]). Graf koji ne sadrZi podgraf koji predstavlja konturu nazivamo
aciklic¢ni graf.

Definicija 1.1.21 ([2]). Graf koji je povezan i acikli¢an nazivamo stablo.

Definicija 1.1.22 ([2]). Za graf G kaZemo da je regularan ako su stepeni ¢vorova grafa
G jednaki. Graf G je k-regularan ako je stepen svakog ¢vora grafa G jednak k.



Drugim rec¢ima, ako u grafu G svaki ¢vor ima isti broj suseda kazemo za graf G da
je regularan. U regularnim grafovima vazi §(G) = A(G).

Definicija 1.1.23 ([2]). Komplement G grafa G je graf sa:

o skupom ¢vorova V(G) = V(Q),

* skupom grana E(G) = {uwv|u,v € V(G),uwv ¢ E(G)}.

Komplement G grafa G je graf sa skupom &vorova V(G) tako da su dva &vora
susedna u G ako i samo ako nisu susedna u G. Prema definiciji izomorfnosti grafova
1.1.8 za proizvoljne grafove G' i H posledi¢no sledi, G = H ako i samo ako G = H.

Definicija 1.1.24 ([2]). Kompletan graf K,, je (n — 1)-regularan graf reda n.
U grafu K, svaki ¢vor je sused svakog drugog ¢vora pa je K,, prazan graf reda n.

Definicija 1.1.25 ([1]). Zordanova kriva u ravni je slika obostrano-jednoznacnog
i obostrano-neprekidnog preslikavanja kruznice. Ovakvu krivu nazivamo prosta
zatvorena kriva.

Definicija 1.1.26. Zordanov luk (ili samo luk) u ravni je slika obostrano-jednoznacnog
i obostrano-neprekidnog preslikavanja ~v : [0,1] — R2  Ovakvu krivu nazivamo i
prosta otvorena kriva. Tacke ~(0) i (1) su krajnje tacke luka. Tacke {y(z) : 0 < x <
1} su unutrasnje tacke luka.

Definicija 1.1.27 ([5]). Dva razli¢ita luka o, o' su unutrasnje disjunktni ako su im
skupovi unutrasnjih tacaka disjunkini.

Definicija 1.1.28 ([S]). Predstavijanje grafa G u ravni nazivamo planarno
predstavljanje ako:

1. &vorove predstavijamo tackama,
2. izmedu dve tacke postoji luk ako tacke predstavijaju susedne cvorove u grafu G,
3. svaka dva razlicita luka su unutrasnje disjunkini.

Definicija 1.1.29 ([5]). Ako graf G moZemo planarno predstaviti tada graf G nazivamo
planaran graf.

Zordanova teorema tvrdi da svaka prosta zatvorena kriva K deli ravan na dva skupa
koja nazivamo oblastima ([1], [5]). Ove oblasti imaju sledece osobine:

1. Svake dve tacke iz iste oblasti mogu biti povezane prostom otvorenom krivom
koja u potpunosti lezi unutar te oblasti i ne sece krivu /C.

2. Svaka prosta otvorena kriva koja povezuje dve tacke iz razlicitih oblasti preseca
krivu /C u bar jednoj tacki.

Jedna oblast je ograniCena, a druga je neogranicena. OgraniCenu oblast nazivamo
unutras$njost posmatrane krive, dok neograni¢enu oblast nazivamo spoljasnost
posmatrane krive ([5], str. 176). Sledeée dve teoreme navedene su bez dokaza. Citaoca
upuéujemo na rad Kombinatorna geometrija ([1]), odeljak 1.2.

Teorema 1.1.30 (Zordanova teorema [1]). Prosta zatvorena kriva deli skup tacaka
ravni bez tacaka same krive na tacno dve oblasti.



Teorema 1.1.31 ([1]). Ako su Oy i Oz redom ograni¢ena i neogranicena oblast
odredene prostom zatvorenom krivom K i F = KUQO1 je ogranicena dvodimenzionalna
figura odredena krivom K tada je

Bd(]‘—) = IC,ITL(]:) = OhE‘T(]:) = 02

Definicija 1.1.32. Predstavijanje grafa G u ravni nazivamo planarno predstavljanje
sa pravim linijama ako:

1. ¢vorove predstavljamo tackama,
2. izmedu dve tacke postoji duz ako tacke predstavijaju susedne ¢vorove u grafu G,
3. svake dve razlicite duZi su unutrasnje disjunktne.

Definicija 1.1.33 ([2]). Izolovan ¢vor grafa G ili povezan podgraf H grafa G koji nije
pravi podgraf nekog povezanog podgrafa grafa G, predstavlja komponentu grafa G.

Postulat 1.1.34. Dva ¢vora pripadaju razlic¢itim komponentama grafa ako i samo ako
ne postoji put koji ih povezuje u grafu.

Definicija 1.1.35 ([2]). Za graf G bojenje ¢vorova grafa predstavija definisanje
Sfunkcije bojenja ¢ : V(G) — N koja dodeljuje svakom &voru prirodan broj.

Definicija 1.1.36 ([2]). Pravilno bojenje ¢vorova grafa G je bojenje cvorova grafa G
sa funkcijom bojenja ¢ gde za dva susedna &vora w i v grafa G vazi c¢(u) # c(v).

Drugim re¢ima, pravilno bojenje ¢vorova grafa G je dodeljivanje brojeva iz skupa
N ¢vorovima grafa G, tako da dva susedna ¢vora grafa G nemaju isti dodeljeni broj.
Oznacimo sa C' skup dodeljenih brojeva u bojenju ¢vorova grafa G funkcijom bojenja
c. Skup C nazivamo skup dodeljenih boja i element skupa C' nazivamo boja.

Pravilno bojenje ¢vorova grafa G sa skupom dodeljenih boja kardinalnosti k
nazivamo k-bojenje grafa G. Za graf G kazemo da je k-obejiv ako postoji m-bojenje
grafa G gde je m < k.

U nastavku rada posmatraéemo pravilna bojenja ¢vorova grafova i njih ¢emo
nazivati samo bojenje ¢vorova grafova.

Neka je dato k-bojenje grafa G gde je C' = {c1, ¢, . .., ¢} skup dodeljenih boja.
Skup V; C V(G) gde 1 < i < k, nazivamo klasom bojenja c;, ako sadrZi sve &vorove
grafa G kojima je dodeljena boja c¢; i ne sadrZi ostale ¢vorove.

Definicija 1.1.37 ([2]). Najmanji broj k za koji je graf G k-obojiv nazivamo hromatski
broj grafa G i oznacavamo sa x(G).

Za graf GG sa hromatskim brojem £ kaZemo da je k-hromatski.
Primetimo neke karakteristike hromatskog broja grafa zan, k > 1:

1. k-hromatski graf je k-obojiv i nije (k — 1)-obojiv,
2. graf je k-obojiv ako i samo ako x(G) < k,

3. zagrafredan vazi 1 < x(G) <n,

4. x(Ky) =n,

5 x(Kn) =1,
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6. x(P1) =1ix(Prt1) =2,
7. x(Cax) = 21 x(Copt1) = 3,
8. Cok+1 C G ako i samo ako x(G) > 3,
9. ako K}, C G tada x(G) > k.
Definicija 1.1.38 ([2]). Podgraf grafa G koji je kompletan nazivamo klika grafa G.

Definicija 1.1.39 ([2]). Red klike H grafa G najveleg reda, nazivamo red klike grafa
G i oznacavamo sa w(Q).

Teorema 1.1.40 ([2]). Ako su dva grafa G i H izomorfna tada imaju isti red i veli¢inu,
dok je familija stepena cvorova grafa G jednaka familiji stepena ¢vorova grafa H.

Dokaz. Prema definiciji izomorfnosti grafova 1.1.8, G i H imaju isti red, veli¢inu i
postoji bijektivna funkcija p : V(G) — V(H). Neka je u proizvoljan &vor grafa G

i degy(u) = k. Tada vazi da &vor u ima k suseda wuy,us,...,u, u grafu G. Kako
je p izomorfizam koji ofuvava susede, vazi da su susedi ¢vora p(u) u grafu H tacno
&vorovi p(u1), p(ua), ..., p(ug). Sledi degy (p(u)) = k. O

Prema dokazu teoreme 1.1.40 dolazimo do zakljucka da izomorfizam izmedu dva
grafa G i H, preslikava svaki ¢vor grafa G u ¢vor istog stepena grafa H.

Lema 1.1.41. Svako stablo ima barem dva lista.

Dokaz. U stablu reda 2 postoje dva lista. Posmatrajmo stablo 7" reda n > 3. Stablo
T sadrzi barem jedan list /; jer u suprotnom sadrzi konturu $to je u kontradikciji
sa definicijom stabla. Neka je P najduzi put koji poCinje ¢vorom [; u stablu 7.
Pretpostavimo suprotno, da je ¢vor ls koji predstavlja kraj puta P stepena veéeg od
1 u stablu 7'. Tada put P nije najduZi put u stablu 7" jer stablo 71" ne sadrZi konture.
Kontradikcija, sledi pronasli smo dva razlicita lista [; i lo stabla T O

Lema 1.1.42. Svako stablo G reda n je veli¢ine m = n — 1.
Dokaz. Pokazujemo indukcijom po redu stabla G.

Indukcijska baza: Za n = 2 graf G je put reda 2 i duzine m = n — 1. Sledi
tvrdenje.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svako stablo koje
ima barem dva ¢vora, a najviSe n — 1 ¢vorova.

Indukecijski korak: Neka je G stablo sa n ¢vorova. Neka je ¢vor w list u grafu G
koji je incidentan sa granom e. Posmatramo graf G — e koji predstavlja stablo
reda n — 1. Prema indukcijskoj pretpostavici graf G — e ima n — 2 grane. Sledi
graf G ima n — 1 granu.

O

Lema 1.1.43 ([5]). Neka je G planaran povezan graf reda n i velicine m. Ako graf G
ima r oblasti tada vaZi:
n—m-+r=2
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Dokaz. Pokazujemo indukcijom po veli¢ini grafa G.

Indukcijska baza: Za m = 1 vazi G = P,. Graf P; je reda 2 i ima 1 oblast
(spoljasnu oblast). Sledi tvrdenje.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za svaki povezan graf
koji ima barem jednu granu i najviSe m — 1 grana.

Indukecijski korak: Posmatramo slucajeve:

(a) G je stablo veli¢ine m = n — 1. Graf G ima 1 oblast. Sledin — m +r =
n—(m-1)4+1=2.

(b) G nije stablo. Kako je G povezan i nije stablo sledi, postoji kontura u grafu
G i grana e koja pripada konturi. Grana e sadrZana je u dve oblasti grafa G.
Posmatramo graf G — e koji je reda n i veli¢ine m — 1. Graf G—eimar—1
oblast. Prema indukcijskoj pretpostavei vazin — (m — 1) 4+ (r — 1) = 2,
odnosnon —m +r = 2.

O

Teorema 1.1.44 ([5]). U svakom planarnom predstaviljanju planarnog povezanog
grafa G postoji isti broj oblasti.

Dokaz. Posledica leme 1.1.43.

Teorema 1.1.45 ([2]). Ako H C G tada x(H) < x(G).

Dokaz. Neka je x(G) = k, tada postoji k-bojenje grafa G. Ako su dva ¢vora susedna
u podgrafu H C G, ona su susedna i u grafu G. Sledi, H je k-obojiv, odnosno x (H) <
k= x(G). O

Lema 1.1.46 ([2]). Za graf G vaZi w(G) < x(Q).

Dokaz. Prema teoremi 1.1.45 sledi tvrdenje. O

Teorema 1.1.47 ([2]). Za graf G vaZi x(G) < 1+ A(G).

Dokaz. Pokazujemo indukcijom po broju &vorova grafa G. Neka je |V (G)| = n.
Indukcijska baza: Zan = 1vazi A(G) =0i x(G) = 1.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki netrivijalan
graf koji ima manje od n ¢vorova.

Indukecijski korak:

* Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G.

* Neka je G’ graf G —vredan — 1.

 Prema indukcijskoj pretpostavci vazi x(G') < 1+ A(G’). Sledi graf G’ je
(1 4+ A(G"))-obojiv.

Kako vazi A(G') < A(G) jer je G’ podgraf grafa G, sledi graf G’ je
(1 + A(G))-obojiv sa skupom dodeljenih boja C.
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* Primetimo deg.(v) < A(G) < A(G) + 1. Na osnovu zapaZanja
deg(v) < A(G) + 1, postojaée boja h koju mozemo dodeliti ¢voru
v u bojenju &vorova grafa G tako da je skup dodeljenih boja C' U {h}
kardinalnosti ne veée od A(G) + 1.

* Graf G je (A(G) + 1)-obojiv, sledi x(G) < 1+ A(Q).

O
Primer 1.1.48. Funkciju bojenja c za bojenje ¢vorova grafa Cop(v1,va, . .., Ua)
definisemo
1 ako je i neparno
c(v;) = .
2 ako je i parno
Primer 1.1.49. Funkciju bojenja c za bojenje &vorova grafa Capy1(v1,va, ..., Vog+1)

definisemo

1 ako je i neparno, gde 1 < i <2k +1
c(vi) =< 2 ako jeiparno
3 akojei=2k+1
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1.2 Osnovni pojmovi i elementi poligona

Definicija 1.2.1. Dve duZi koje imaju tacno jednu zajednicku krajnju tacku su
nadovezane duZi.

Definicija 1.2.2. Tri tacke koje se ne nalaze na istoj pravi su nekolinearne tacke.

Definicija 1.2.3. Za skup tacaka {pi1,p2,p3,...,Dn} u ravni kaZemo da je
skup medusobno nekolinearnih tacaka ako su svake tri razlicite tacke iz skupa

{p1,p2,D3,- .-, Pn} nekolinearne.

Definicija 1.2.4. Izlomljena linijja I(p1,ps,...,p,) gde n > 3, je kolekcija
nadovezanih duZi sa krajevima iz skupa tacaka {p1, pa, . .., pn} tako da vazi:

e tacka ps je zajednicka tacka nadovezanih duZi pi1ps i paps i tacke p1,p2, ps su
nekolinearne,

* tacka p,_1 je zajednicka tacka nadovezanih duZi p,_opn_1 & pn_1Pn I tacke
Dn—2,Dn—1, Pn Su nekolinearne.

Nadovezane duZi na osnovu kojih definisemo izlomljenu liniju nazivamo
stranicama izlomljene linije i njihove krajnje tacke nazivamo temenima izlomljene
linije. Izlomljena linija I(p1,pa2,...,pn) je otvorena ako ne sadrZi dui pip,, a
zatvorena ako sadrZi duZ p1p., i tacke pn_1, pn, D1 Su nekolinearne.

Definicija 1.2.5. Dva temena stranice izlomljene linije nazivamo susednim temenima
izlomljene linije.

Definicija 1.2.6. Dve stranice py,pu, | Du,Pus izlomljene linije I(p1,pa,...,Dn),
nazivamo susednim stranicama izlomljene linije I(p1,pa, ..., pn) ako tacka p,, nije
Jjednaka tacki p,,.

Definicija 1.2.7. Za temena p;,p; i pi, izlomljene linije I(p1,p2, ..., pn) kaZemo da
su tri uzastopna temena izlomljene linije I(p1,pa,...,pn) ako temena p;,p; i py
predstavijaju temena dve susedne stranice izlomljene linije 1(p1,pa, - .., Dn)-

Definicija 1.2.8. Za temena p;, , pi,, - . ., pi,, gde m > 3, izlomljene linije I (p1,pa, . . .
,Dn), kaZemo da su uzastopna temena izlomljene linije I(p1,p2,...,pn) ako su
Dix>Pinsr L Diyy, i uzastopna temena za svako 1 < k <m — 2.

Definicija 1.2.9. Za kolekciju temena py, izlomljene linije I(p1,p2,...,pn) gde k =,
0, kazemo da je kolekcija svakog m-tog temena izlomljene linije I(p1,p2, ..., pn) gde
je2<m <n.

Definicija 1.2.10. Tacku u kojoj se seku dve ili vise razlicitih stranica izlomljene
linije i koja nije zajednicko teme susednih stranica, nazivamo tackom samopresecanja
izlomljene linije.

Definicija 1.2.11. Zatvorenu izlomljenu liniju u ravni bez tacaka samopresecanja,
nazivamo mnogougaonom linijom.

Definicija 1.2.12. Skup tacaka dela ravni koju ¢ini unutrasnja oblast odredena
mnogougaonom linijom [, Cija temena su medusobno razli¢ita, zajedno sa
mnogougaonom linijom | nazivamo mnogougao ili poligon P. Mnogougaona
linija | je mnogougaona linija poligona P.
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Definicija 1.2.13. Temena poligona P su temena mnogougaone linije poligona P.
Stranice poligona P su stranice mnougaone linije poligona P.

Primetimo, poligon sadrzi barem tri temena. Poligon sa tri temena nazivamo
trougao, sa Cetiri temena Cetvorougao i tako dalje.

Definicija 1.2.14. Dva temena poligona P su susedna temena poligona ako su temena
stranice poligona P.

Definicija 1.2.15. Dve stranice poligona P su susedne stranice poligona ako su
susedne stranice mnogougaone linije poligona P.

Definicija 1.2.16. Tucke poligona P koje ne pripadaju mnogougaonoj liniji poligona
P nazivamo unutrasnje tacke poligona P.

Definicija 1.2.17. Skup svih tacaka ravni koje ne pripadaju poligonu P nazivamo
spoljasnost poligona P.

Definicija 1.2.18. Za poligon H kaZemo da je sadrZan u poligonu P ako poligon P
sadrZi sve tacke poligona H. Oznacavamo sa H C P.

Definicija 1.2.19. Za dva razlicita poligona kaZemo da su strani¢no nadovezana ako
imaju zajednicku stranicu i disjunktne su unutrasnjosti.

Definicija 1.2.20. Duz koja povezuje dva nesusedna temena poligona P nazivamo
dijagonalom poligona P.

Definicija 1.2.21. Dijagonalu poligona P koja je sadriana u poligonu P nazivamo
unutrasnjom dijagonalom poligona P.

Definicija 1.2.22. Za tacku x poligona P kaZemo da vidi tacku y poligona P ako
zy C P.

Definicija 1.2.23. Za tacku x poligona P definisemo domen pogleda tacke x kao skup
tacaka poligona P koje tacka x vidi.

Definicija 1.2.24 ([1]). Za skup tacaka u ravni kazemo da je konveksan ako za
proizvoljne dve tacke tog skupa vaZi da cela duz koja ih povezuje pripada tom skupu.

Definicija 1.2.25. Ako svaka tacka poligona P vidi svaku drugu tacku poligona P tada
za poligon P kaZemo da je konveksan.

Definicija 1.2.26 ([1]). Konveksni pokrivac¢ proizvoljnog nepraznog skupa A je
najmanji konveksan skup koji sadrZi skup A.
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Definicija 1.2.27. Za poligon P sa skupom temena {pi,ps,...,pn} definifemo
konveksni omotac kao najmanji konveksni poligon H koji:

1. sadrZi poligon P,
2. sadrZi duZi izmedu svaka dva temena iz skupa {p1,p2,...,Dn}
3. temena poligona H su temena poligona P.

Definicija 1.2.28. Za skup tacaka {p1,p2,...,pn} poligona P kaZemo da pokriva
poligon P ako je unija domena pogleda svih tacaka skupa {p1,p2,...,pn} jednaka
skupu tacaka poligona P. Tada za poligon P kaZemo da je pokriven skupom tacaka
{p1,p2,...,pn} koji nazivamo pokrivajuéi skup tacéaka poligona P.

Definicija 1.2.29. Pokrivajuci skup tacaka poligona P najmanje kardinalnosti
nazivamo minimalni pokrivajuci skup tacaka poligona P.

Definicija 1.2.30. Pokrivajuci skup tacaka {p1,pa,...,pn} poligona P nazivamo
pokrivajuéi skup nad temenima poligona P, ako sve tacke skupa {p1,p2,...,pn} su
temena poligona P.

Definicija 1.2.31. KaZemo da je za poligon P dovoljno k cuvara nad temenima ako
postoji pokrivajuci skup nad temenima poligona P koji je kardinalnosti ne vece od k.

Definicija 1.2.32. KaZemo da je za poligon P neophodno k ¢uvara nad temenima

ako kardinalnost svakog pokrivajuceg skupa nad temenima poligona P nije manja od
k.

Definicija 1.2.33. Za tacku x poligona P kaZemo da nije pokrivena skupom tacaka
{p1,p2,...,pn} poligona P ako tacka x ne pripada uniji domena pogleda svih tacka

skupa {p1,p2,...,pn}

Definicija 1.2.34. Za duz ab koja je sadriana u poligonu P kaZemo da vidi tacku y
poligona P ako postoji tacka x koja pripada duZi ab tako da xy C P.

Definicija 1.2.35. Za duZ ab poligona P definiSemo domen pogleda duzi kao skup
tacaka poligona P koje duz ab vidi.

Definicija 1.2.36. Za skup duzi {e, e, ..., e,} sadrzanih u poligonu P kaZemo da
pokriva poligon P, ako je unija domena pogleda svih duZi skupa {ei,es,... e}
Jjednaka skupu tacaka poligona P.

Definicija 1.2.37. Ako skup duZi {e1, ea, ..., ey} poligona P pokriva poligon P tada
kaZemo za poligon P da je pokriven skupom duzi {eq, ez, ... en}

Definicija 1.2.38. Skup duZi {e1,es,...,e,} poligona P koji pokriva poligon P
nazivamo pokrivajuci skup duZi poligona P.

Definicija 1.2.39. DuZ koja predstavlja unutrasnju dijagonalu ili stranicu poligona
nazivamo kombinatorna duZ poligona ([6], str. 82).

Definicija 1.2.40. Skup kombinatornih duZi {e1, ez, ..., e,} poligona P koji pokriva
poligon P nazivamo pokrivajuci skup kombinatornih duZi.

Definicija 1.2.41. KaZemo da je za poligon P dovoljno k kombinatornih duZi ako
postoji pokrivajucéi skup kombinatornih duZi poligona P koji je kardinalnosti ne vece
od k.
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Definicija 1.2.42. KaZemo da je za poligon P neophodno k kombinatornih duZi ako
kardinalnost svakog pokrivajuceg skupa kombinatornih duZi poligona P nije manja od

k.

Definicija 1.2.43. Pokrivajuci skup kombinatornih duZi poligona P najmanje
kardinalnosti nazivamo minimalni pokrivajuci skup kombinatornih duZi poligona P.

Definicija 1.2.44. Za tacku = poligona P kaZemo da nije pokrivena skupom duZi
{e1,ea,...,e,} poligona P ako tacka x ne pripada uniji domena pogleda svih duZi
skupa {e1,ea,...,en}.

Definicija 1.2.45. Za podskup {p1,p2, ..., px} skupa temena poligona P kaZemo da
pokriva spoljasnost poligona P ako za svaku tacku x spoljasnosti poligona P postoji
p; iz skupa {p1,p2,...,pr} tako da su sve unutrasnje tacke duZi xp; sadriane u
spoljasnosti poligona P.

Definicija 1.2.46. Ako podskup {p1,p2,...,pr} skupa temena poligona P pokriva
spoljasnost poligona P tada kaZemo za spoljasnost poligona P da je pokrivena skupom
tacaka {p1,p2, ..., Pk}

Definicija 1.2.47. Podskup {pi1,p2,...,pn} skupa temena poligona P koji pokriva
spoljasnost poligona P nazivamo pokrivajuéi skup spoljasnosti poligona P.

Definicija 1.2.48. Pokrivajuci skup spoljasnosti poligona P najmanje kardinalnosti
nazivamo minimalni pokrivajuci skup spoljasnosti poligona P.

Definicija 1.2.49. Ugao « koji formiraju dve susedne stranice ab i bc poligona P
gde za svaku unutrasnju tacku xq duZi ab i svaku unutrasnju tacku xo duZi bc postoji
izlomljena linija I(x1, ..., x2) Cije stranice pripadaju uglu o i poligonu P, nazivamo
unutrasnji ugao poligona P.

Definicija 1.2.50. Za poligon P sa barem 4 temena kaZemo da sadrZi uvo ako postoje
tri uzastopna temena py, p2 i p3 poligona P tako da je trougao T sa temenima p1, pa i
ps sadrZan u poligonu P. Trougao T je uvo poligona P.

Definicija 1.2.51. Za dva trougla kaZemo da su nepreklapajuca ako su po
unutrasnjosti disjunktna.

Definicija 1.2.52. Za skup {ei,es,...,em} duZi kaZemo da je skup zajednickih
stranica poligona iz skupa { Py, Ps, . .., P, } ako:

1. svaki poligon P; iz skupa { Py, Pa, . . ., P, } ima zajednicku stranicu koja pripada
skupu {e1, e, ..., emn} sa poligonom P; iz skupa { Py, Ps, ..., P,} za neko j #
I,

2. svaka stranica iz skupa {e1, ez, ..., en} je zajednicka stranica dva razliita
poligona iz skupa { Py, Py, ..., P,}.
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Definicija 1.2.53. Poligon H je slepljivanje poligona iz skupa { Py, Ps, . .., P,} ako:

1. skup stranica poligona H je razlika skupa stranica poligona Py, Ps, ..., P, i
skupa zajednickih stranica poligona Py, Ps, . .., P,
2. svaki poligon P; iz skupa {Py, Pa, ..., P,} je strani¢no nadovezan sa nekim

poligonom P;j iz skupa {Py, Ps, ..., P,} za neko j # i,

3. unija skupova tacaka poligona Py, Ps, . .., P, jednaka je skupu tacaka poligona
H,
4. svaka dva poligona iz skupa { Py, Ps, ..., P,} su po unutrasnjosti disjunkma.

Za skup poligona {Py, Ps, . .., P,} kaZemo da je skup slepljivanja poligona H.

Definicija 1.2.54. Neka P' = {Py, P, ..., P, } predstavija skup slepljivanja poligona
P. Tada za P’ kaZemo da je particija poligona P sa skupom delova { Py, P, ..., P, }.

Definicija 1.2.55. Za dijagonalu d poligona P kaZemo da deli poligon P na skup
poligona D gde svaki poligon ima stranicu d, ako postoji particija poligona P sa
skupom delova D.

Definicija 1.2.56. Particija poligona P sa skupom delova {Py, Ps, ..., P,} gde je
svaki poligon iz skupa {Py, Pa,..., P,} trougao, je triangulacija poligona P sa
skupom delova { Py, Ps, ..., P,}.

Definicija 1.2.57. Za teme x poligona P kaZemo da je centar triangulacije poligona
P ako postoji triangulacija poligona P sa skupom delova {T1,Ts, ..., T,} tako da je
x teme svakog trougla T1,T5, ..., T,,.

Definicija 1.2.58. Za skup temena {pi,pa2,...,pn} poligona P kaZemo da je
centralizator triangulacije ako postoji particija poligona P sa skupom delova
{P\,P,,...,P,} gde je svaka tacka skupa {p1,p2,...,pn} centar triangulacije
tacno jednog poligona iz skupa {Py, Ps, ..., P,}.

Definicija 1.2.59. Ako postoji triangulacija poligona P sa skupom delova { Py, P, . ..
, Pn.}, slabi dualni graf poligona P je graf G p gde:

o trouglove iz skupa { P\, P, . .., P, } predstavljamo preko &vorova,

* grana grafa povezuje dva cvora ukoliko dati cvorovi predstavijaju trouglove koji
imaju zajednicku stranicu.

Dijagram 4: Slabi dualni graf poligona
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Definicija 1.2.60. Ako postoji triangulacija poligona P sa skupom delova { Py, P, . ..
, P}, dualni graf nad temenima poligona P je graf G gde:

e temena poligona P predstavljamo preko ¢vorova,

e grana grafa povezuje dva cvora ukoliko dati cvorovi predstavijaju temena
stranice trougla iz skupa { Py, Py, ..., P,}.

Za G kazemo da je dualni graf nad temenima poligona P sa skupom delova { P, , P,
Pk

Lema 1.2.61. Slabi dualni graf Gp i dualni graf nad temenima G poligona P su
povezani grafovi.

Dokaz. Posmatramo prvo dualni graf nad temenima G* i pretpostavimo suprotno da
G% nije povezan. Sledi, postoje dva razli¢ita ¢vora u i v grafa G% za koje ne postoji
put koji ih povezuje u grafu G'%. Kako u i v predstavljaju razli¢ita temena poligona
dolazimo do kontradikcije. Sada posmatramo slabi dualni graf Gp. Pretpostavimo
suprotno da Gp nije povezan. Sledi, postoje dva razliita ¢vora u i v grafa Gp za
koje ne postoji put u grafu G p koji ih povezuje. Neka ¢vor u pripada komponenti
U grafa G p i predstavlja trougao sa temenima w1, ug, u3, a ¢vor v pripada razlicitoj
komponenti V' grafa G p i predstavlja trougao sa temenima vy, v, v3. Kako za ¢vorove
iz razli¢itih komponenti ne postoji put u grafu, a uy, ug, us, vy, va, v3 predstavljaju
temena poligona, dolazimo do kontradikcije.

O

Lema 1.2.62 ([6]). Slabi dualni graf G p poligona P je stablo i vazi A(Gp) < 3.

Dokaz. Kako svaki trougao ima tri stranice, svaki ¢vor u grafu G p bice stepena najvise
3. Pretpostavimo sada da graf G p nije stablo. Kako je G'p povezan, a nije stablo, sledi
da graf G p sadrzi konturu C, odnosno postoji teme poligona P koje je unutra$nja tacka
poligona P §to je u kontradikciji sa definicijom poligona. O

Lema 1.2.63. Svaki poligon P sa barem 4 temena sadrZi unutrasnju dijagonalu.

Dokaz.

1. Neka su vy, v9 1 v3 tri uzastopna temena poligona P, gde je v;v3 dijagonala
poligona P.

2. Posmatramo duZ v;v3 i u odnosu na sadrZanost u poligonu P posmatramo
slucajeve:

(a) Ako je duz vjv3 sadrzana u poligonu P, tada je v;v3 unutrasnja dijagonala.

(b) Ako duz vyvs ne pripada poligonu P (slika 5), neka je = teme poligona P
koje:

* pripada pravi koja je paralelna sa pravom v;vs koja ima najmanju

udaljenost od tacke v,
* nalazi se sa iste strane prave v1v3 kao teme vs.

Tada je vex unutraS$nja dijagonala.
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Slika 5: Dijagonala d = vax

Lema 1.2.64. Svaka unutrasnja dijagonala poligona P koji ima barem 4 temena, deli
poligon P na tacno 2 poligona.

Lema 1.2.65 (Postojanje triangulacije poligona [6]). Za poligon P sa n temena postoji
triangulacija sa skupom delova kardinalnosti n — 2.

Dokaz. Pokazujemo indukcijom po broju temena poligona P. Neka poligon P sadrZi
n temena.

Indukcijska baza: Za n = 3 tvrdenje vaZzi.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki poligon koji
ima vise od 3, a manje od n temena.

Indukecijski korak:

* Prema lemi 1.2.63 i lemi 1.2.64 postoji dijagonala uv poligona P koja deli
poligon P na poligone P; i P koji imaju manje od n temena. Oznacimo
sa ny i ne redom broj temena poligona Pj i P». Vazi ny + ny = n + 2 jer
oba poligona P; i P, sadrze temena u i v.

e Prema indukcijskoj pretpostavici postoji triangulacija poligona P; sa
skupom delova Tp, kardinalnosti m; — 2 i triangulacija poligona P, sa
skupom delova T'p, kardinalnosti no — 2. Triangulacija poligona P; i P
sa skupovima delova T, i Tp, predstavlja triangulaciju poligona P sa
skupom delova Tp, U Tp,. Kako vazi (ny — 2) + (ng — 2) = n — 2, sledi
postoji triangulacija poligona P sa skupom delova kardinalnosti n — 2.

O
Posledica 1.2.66. Zbir svih unutrasnjih uglova poligona sa n temena je (n — 2)T.
Dokaz. Prema lemi 1.2.65 zbir svih unutra$njih uglova je (n — 2)m. O
Lema 1.2.67. Svaki poligon sadrZzi unutrasnji ugao koji je manji od opruzenog ugla.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da postoji poligon Ciji je svaki unutra$nji ugao jednak
ili veéi od opruzenog ugla. Tada je zbir svih unutrasnjih uglova barem n - 7, §to je u
kontradikciji sa posledicom 1.2.66. O

Lema 1.2.68. Za svaki poligon P postoji slabi dualni graf Gp i dualni graf nad
temenima G'.
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Dokaz. Prema lemi 1.2.65 postoji triangulacija poligona P sa skupom delova { Py, Pa,
..., P,}. Prema definiciji postoje slabi dualni graf G p i dualni graf nad temenima G
poligona P. O

Lema 1.2.69. U svakom slabom dualnom grafu G p poligona P, list grafa Gp je uvo
poligona P.

Dokaz. Kako je slabi dualni graf Gp stablo (lema 1.2.62), prema lemi 1.1.41 graf Gp
sadrzi list [; za koji vazi degg , (l1) = 1. Neka su u1, up i u, temena trougla koji list
[y predstavlja, gde su u; i us susedna temena poligona P. Pretpostavimo suprotno da
temena w1, us 1 u; nisu uzastopna temena poligona P. Primetimo, duZi uju,; i uguy,
su unutrasnje dijagonale poligona P. Prema lemi 1.2.64 duZi uu, i usu, redom dele
poligon P na po 2 poligona. Sledi deg,, (I1) > 2, kontradikcija. O

Lema 1.2.70. Svaki poligon P sa barem 4 temena sadrZi barem dva nepreklapajuca
uva.

Dokaz. Prema lemi 1.2.68 postoji slabi dualan graf Gp poligona P. Kako je slabi
dualni graf Gp stablo, prema lemi 1.1.41 graf G'p sadrZi dva razliCita lista [y i .
Prema lemi 1.2.69 listovi [; i lo predstavljaju dva razlic¢ita uva 17 1 T» poligona P.
Prema definiciji slabog dualnog grafa, trouglovi 77 i 75 su dva nepreklapajuéa uva
poligona P. O

Lema 1.2.71. Neka je P poligon sa barem 4 temena. Za svaku triangulaciju poligona
P sa skupom delova T’ postoji trougao koji pripada skupu T' i koji predstavlja uvo
poligona P.

Dokaz. Prema definiciji 1.2.59 postoji slabi dualni graf Gp sa skupom delova T”.
Kako je slabi dualni graf Gp stablo (lema 1.2.62), prema lemi 1.1.41 graf G p sadrzi
list {1 koji je uvo. O

Lema 1.2.72. Slabi dualni graf G p poligona P je 2-obojiv.
Dokaz. Pokazujemo indukcijom po broju ¢vorova grafa Gp. Neka je |V (Gp)| = n.
Indukcijska baza: Zan = 1, Gp je 2-obojiv.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki slabi dualni
graf koji ima manje od n ¢vorova.

Indukecijski korak:

e Prema lemi 1.1.41, graf G p sadrzi list v .
* Nekaje G’ graf Gp —vredan — 1.

e Prema lemi 1.2.69 ¢vor v grafa G p predstavlja uvo poligona P. Sledi graf

G’ je slabi dualni graf.

* Prema indukcijskoj pretpostavci graf G’ je 2-obojiv sa skupom dodeljenih
boja C'.

* Na osnovu zapaZanja degg,(v) = 1 postojace boja h koju moZemo

dodeliti ¢voru v u bojenju ¢vorova grafa Gp tako da je skup dodeljenih
boja C'U {h} kardinalnosti ne veée od 2. Sledi graf G'p je 2-obojiv.

O
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Lema 1.2.73. Ako je G dualni graf nad temenima poligona P tada je x(G%) > 3.

Dokaz. Prema definiciji dualnog grafa nad temenima vazi x(G%) > 3. O

Lema 1.2.74. Ako je G' dualni graf nad temenima poligona P tada je x(G%) < 3.

Dokaz. Pokazujemo indukcijom prema broju &vorova grafa G%,. Neka je |V (G%)| =

n.

Indukcijska baza: Za n = 3, dualni graf nad temenima G je graf sa 3 vora,
sledi x(G%) < 3.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki dualni graf
nad temenima koji ima barem 3 ¢vora, a manje od n ¢vorova.

Indukecijski korak:

Neka je G%, dualni graf nad temenima poligona P sa skupom delova K.

Prema lemi 1.2.71 skup delova K sadrZi trougao P; koji je uvo poligona
P.

Neka su uq,us i ug temena trougla P, gde je uius unutra$nja dijagonala
poligona P. Neka su u, u) i u} &vorovi grafa G koji predstavljaju redom
temena uy, uz i ug. Primetimo deg:e (u5) = 2.

Posmatramo dualni graf nad temenima G%' = G — u).

Kako je dualni graf nad temenima thl graf reda n — 1 prema indukcijskoj
pretpostavci vazi x(G%') < 3.

Znamo da je th/ podgraf grafa G%, 3-obojiv sa skupom dodeljenih boja C'
kardinalnosti ne vece od 3.

Na osnovu zapaZanja da je &vor uf u grafu G stepena 2, postojaée boja
h koju moZemo dodeliti &voru uf u bojenju &vorova grafa G tako da je
skup dodeljenih boja C' U {h} kardinalnosti ne vece od 3.

Sledi x(G%) < 3.

Lema 1.2.75. Za G% dualni graf nad temenima poligona P vazi x(G%) = 3

Dokaz. Prema lemama 1.2.73 1 1.2.74, sledi tvrdenje. O
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1.2.1 Poligoni sa rupama

Definicija 1.2.76. Skup H nazivamo poligon sa rupama P, P, ..., P,,
ako predstavlja skup tacaka dela ravni koju c¢ini unutrasnja oblast odredena
mnogougaonom linijom 1, Cija temena su medusobno razliCita, zajedno sa
mnogougaonom linijom [, bez unije skupova svih unutrasnjih tacaka poligona

Pl,PQ,...,Pn gde

1. P, Ps,...,P, supoligoni Cije su tacke sadrZane u unutrasnjoj oblasti koja je
odredena mnogougaonom linijom I,

2. svaka dva poligona iz skupa { P\, Py, ..., P,} su disjunktna.

Temena poligona sa rupama su temena mnogougaone linije | i temena poligona
Py, P, ..., P,. Stranice poligona sa rupama su stranice mnogougaone linije | i
stranice poligona Py, Ps, ..., P,. Poligone P, Ps, ..., P, nazivamo rupe. Dva
temena poligona sa rupama su susedna ako su susedna temena nekog poligona
Py, Py, ..., P, ili mnogougaone linije l. Dve stranice poligona sa rupama su susedne
ako su susedne stranice nekog poligona Py, P,, ..., P, ili mnogougaone linije l. Za
temena p;, p; i py poligona sa rupama P kaZemo da su tri uzastopna temena ako su
tri uzastopna temena nekog od poligona Py, P, . . ., P, ili mnogougaone linije l.

Definicija 1.2.77. Duz koja povezuje dva nesusedna temena poligona sa rupama P
nazivamo dijagonalom poligona sa rupama P.

Definicija 1.2.78. Dijagonalu poligona sa rupama P koja je sadrZana u poligonu sa
rupama P nazivamo unutrasnjom dijagonalom poligona sa rupama P.

Definicija 1.2.79. Skup svih tacaka ravni koje ne pripadaju poligonu sa rupama P i ne
pripadaju rupama poligona sa rupama P nazivamo spoljasnost poligona sa rupama
P.

Definicija 1.2.80. Ugao « koji formiraju dve susedne stranice ab i bc poligona sa
rupama P gde za svaku unutrasnju tacku x1 duZi ab i svaku unutrasnju tacku xo duZi
be postoji izlomljena linija I(x1, . .., x2) Cije stranice pripadaju uglu o i poligonu sa
rupama P, nazivamo unutrasnji ugao poligona sa rupama P.

Definicija 1.2.81. Za tacku x poligona sa rupama P kaZemo da vidi tacku y poligona
sa rupama P ako je du? xy sadrZana u poligonu sa rupama P.

Definicija 1.2.82. Za tacku x poligona sa rupama P definisemo domen pogleda tacke
x kao skup tacaka poligona sa rupama P koje tacka x vidi.

Definicija 1.2.83. Za skup tacaka {pi1,p2,...,pn} poligona sa rupama P kaZemo
da pokriva poligon sa rupama P ako je unija domena pogleda svih tacaka skupa
{p1,p2,...,pn} jednaka skupu tacaka poligona sa rupama P. Tada za poligon sa
rupama P kaZemo da je pokriven skupom talaka {pi,ps,...,pn} koji nazivamo
pokrivajuéi skup tacaka poligona sa rupama P.

Definicija 1.2.84. Poligon sa rupama H je slepljivanje poligona iz skupa
{Pl,PQ,...,Pn}akO.'

1. skup stranica poligona sa rupama H je razlika skupa stranica poligona
Py, Py, ..., P, iskupa zajednickih stranica poligona Py, P, ..., P,
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2. svaki poligon P; iz skupa {Py, Pa, ..., P,} je strani¢no nadovezan sa nekim
poligonom P;j iz skupa {Py, Ps, ..., P,} za neko j # 1,

3. unija skupova tacaka poligona Py, Ps, . .., P, je jednaka skupu tacaka poligona
sa rupama H,

4. svaka dva poligona iz skupa { Py, Py, ..., Py} su po unutrasnjosti disjunkma.

Za skup poligona {Py, Ps,...,P,} kaZemo da je skup slepljivanja poligona sa
rupama H.

Definicija 1.2.85. Neka je P’ = {P, Ps,...,P,} skup slepljivanja poligona sa
rupama P. Tada za P' kaZemo da je particija poligona sa rupama P sa skupom
delova {Py, Ps,...,P,}.

Definicija 1.2.86. Za dijagonalu d poligona sa rupama P kaZemo da deli poligon sa
rupama P na poligone ili poligone sa rupama P, i P, koji imaju stranicu d ako postoji:

e particija Py i Py redom sa skupovima delova P} i P},

e particija poligona sa rupama P sa skupom delova P' gde su P* = P} U P},
|P!| = |P{| +|P3| i P{ N Py = 0.

Definicija 1.2.87. Particija poligona sa rupama P sa skupom delova { Py, Py, ..., P,}
gde je svaki poligon iz skupa {Py, Pa, ..., P,} trougao, je triangulacija poligona sa
rupama P sa skupom delova { Py, Py, ..., P,}.

Definicija 1.2.88. Ako postoji triangulacija poligona sa rupama P sa skupom delova
{P1, P,,...,P,}, dualni graf nad temenima poligona sa rupama P je graf G', gde:

e temena poligona sa rupama P predstavljamo preko ¢vorova,

e grana grafa povezuje dva ¢vora ukoliko dati cvorovi predstavijaju temena
stranice trougla iz skupa {Py, Pa, ..., Py }.

Za G kaZemo da je dualni graf nad temenima poligona sa rupama P sa skupom
delova {P\,P,,...,P,}.

Definicija 1.2.89. Ako postoji triangulacija poligona sa rupama P sa skupom delova
{P1, Ps,...,P,}, slabi dualni graf poligona sa rupama P je graf G p gde:

o trouglove iz skupa { Py, P, . .., P, } predstavljamo preko &vorova,

* grana grafa povezuje dva ¢vora ukoliko dati cvorovi predstavljaju trouglove koji
imaju zajednicku stranicu.

Definicija 1.2.90. Za tacku x poligona sa rupama P kaZemo da vidi stranicu e
poligona sa rupama P ako svaka duZ, koja ima jedan kraj x i drugi kraj koji pripada
stranici e, je sadrZana u poligonu sa rupama P.

Definicija 1.2.91. Za teme x poligona sa rupama P koje vidi stranicu e poligona
sa rupama P definisemo skup domena pogleda temena x prema stranici e kao skup
tacaka duZi koje imaju jedan kraj x i drugi kraj koji pripada stranici e.

Lema 1.2.92. Svaki poligon sa rupama sadrZi unutrasnji ugao koji je manji od
opruZenog ugla &ije teme ne pripada rupi.

Dokaz. Sledi iz leme 1.2.67. ]
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2 Problem galerije

2.1

Koreni i definicija problema galerije

* Viktor Kle (1925 - 2007.) bio je americki matematicar i profesor na Univerzitetu

Vasington u Sijetlu (SAD). Njegove uZe oblasti istrazivanja bile su teorija
skupova, funkcionalna analiza, analiza algoritama, optimizacija i kombinatorika.
Napisao je vise od 240 istraZivackih radova. Pored problema galerije, koji ¢emo
uskoro opisati i istraZivati, postavio je i ostale probleme medu kojima je i Kleov
problem mere iz 1977. godine: za datu kolekciju intervala na realnoj osi, koliko
brzo mozemo pronaci duzinu unije datih intervala?

Stiv Fisk (1946 - 2010.) bio je americki matemati¢ar poznat po svom radu u
kombinatorici i teoriji grafova. Nakon $to je u srednjoj Skoli dobio stipendiju
Westinghouse Science Talent Search, pohadao je Univerzitet Kalifornije u
Berkliju (SAD). Doktorske studije zavrSava 1972. godine na Univerzitetu
Harvard u KembridZu, najstarijem unverzitetu u SAD. Godine 1977. pridruZio
se fakultetu na Bowdoin koledzu u Mejnu (SAD), gde je bio cenjen profesor.
Njegove uZe matematicke oblasti istraZivanja su diskretna matematika, teorija
grafova, geometrijska kombinatorika i analiza algoritama. Jedan od njegovih
najpoznatijih doprinosa je elegantan dokaz problema galerije.

VaSek Hvatal roden je 1946. godine u Pragu, gde je zavrSio studije matematike na
Karlovom univerzitetu, jednom od najstarijih evropskih univerziteta. Doktorske
studije zavrSava na Univerzitetu Vaterloa, Ontario (Kanada). Trenutno je
profesor emeritus na Univerzitetu Konkordija u Montrealu (Kanada). Njegove
uze oblasti istraZivanja su teorija grafova, kombinatorika i optimizacija.

Joseph O’Rourke je americki profesor i istraziva¢ u oblasti racunarstva, poznat
po svom radu na geometrijskim algoritmima. Godine 1988. pridruzio se
fakultetu na Smith koledZu u Northemptonu (SAD). O’Rourke je poznat po
svojim knjigama i publikacijama koje su postale kljucni resursi za istraZivace i
studente u oblasti geometrije. Poznat je i po knjizi "Art Gallery Theorems and
Algorithms" iz 1987. godine ([6]).

Viktor Kle postavio je problem galerije 1973. godine.

Problem 2.1.1 (Problem galerije, Viktor Kle, 1973 [6]). Odrediti najmanji broj
potrebnih Cuvara za obezbedivanje prostorije galerije umetnosti koja ima n zidova.

U ovom radu posmatramo sledecu postavku problema galerije:

1.

2.
3.

cuvare postavljamo na pozicijama tako da je svaki deo galerije nadgledan od
strane Cuvara,

zidovi galerije su standardni "pravi" zidovi istih visina,

domen pogleda Cuvara je 360 stepeni.

Kako je domen pogleda svakog ¢uvara 360 stepeni, ako je data prazna prostorija,
odnosno prostorija koja ne sadrZi predmete, tada problem galerije za datu prostoriju
moZzemo posmatrati kao geometrijski problem: za dati poligon P, odrediti minimalni
pokrivajuéi skup tacaka poligona P. Stranice poligona P predstavljaju zidove
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prostorije i svaka tacka pokrivajuceg skupa poligona P predstavlja Cuvara u problemu
galerije.

Problem galerije nad praznom prostorijom nazivacemo problem prazne galerije.
Kasnije 1975. Hvatal je dao odgovor na problem prazne galerije.

Teorema 2.1.2 (Problem prazne galerije, Hvatal, 1975 [6]). |n/3] cuvara je uvek
dovoljno a nekada i neophodno za obezbedivanje prostorije galerije umetnosti koja
ima n zidova.

Problem 2.1.3 (Problem prazne galerije - definisan preko poligona [6]). Neka je G(P)
kardinalnost minimalnog pokrivajuceg skupa poligona P sa n stranica i neka je g(n)
maksimalna vrednost G(P’) nad svim poligonima P’ sa n stranica. Odrediti g(n).

Teorema 2.1.4 (Problem prazne galerije, Hvatal, 1975 - definisan preko poligona [6]).
Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajucih skupova svakog poligona
P sa n temena jednaka je |n/3]. Drugim recima, g(n) = |n/3] gde je g oznaka iz
problema 2.1.3.

Ukoliko u prostoriji postoje samo objekti za koje pretpostavljamo da su beskonacno
malo udaljeni od zida, tada prostoriju posmatramo kao suZen prostor - prostor bez tih
objekata.

(a) Prostorija sa slikom (b) SuZen prostor

Posmatraéemo i prostorije u kojima se nalazi h objekata za koje pretpostavljamo da
imaju oblik prave prizme, visine iste kao zidovi prostorije, koji nisu beskonacno malo
udaljeni od zidova. Problem galerije nad prostorijom koja nije prazna nazivatemo
problem neprazne galerije.

Teorema 2.1.5 (Problem neprazne galerije, O’Rourke [6]). L%%J Cuvara je uvek
dovoljno za obezbedivanje prostorije galerije umetnosti koja ima n zidova i ukupno h
objekata.

Ako je data prostorija u problemu galerije u kojoj se nalazi h objekata, tada
problem galerije za datu prostoriju moZemo posmatrati kao geometrijski problem: za
dati poligon sa rupama P odrediti minimalni pokrivajuci skup tacaka ako P ima h
rupa. Svaka tacka pokrivajueg skupa predstavlja Cuvara i rupe predstavljaju objekte
koji se nalaze u prostoriji.

Teorema 2.1.6 (Problem neprazne galerije, O’Rourke - definisan preko poligona
sa rupama [6]). Za dati poligon sa rupama P koji ima n temena i h rupa, postoji
pokrivajuci skup tacaka kardinalnosti ne veée od L%th

Pretpostavimo da Cuvar u problemu galerije moze da se krece izmedu dva ugla
prostorije dovoljno brzo tako da smatramo da je svaki deo prostorije koji moZe da se
vidi sa bilo kojeg mesta duZ kretanja Cuvara obezbeden. Ovakav tip Cuvara nazivamo
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mobilan Cuvar. Problem galerije sa mobilnim ¢uvarima posmatramo kao geometrijski
problem: za dati poligon P, odrediti minimalni pokrivajuéi skup kombinatornih duZi'.
Stranice poligona P predstavljaju zidove prostorije i svaka duz iz pokrivajueg skupa
predstavlja mobilnog Cuvara. Problem galerije sa mobilnim ¢uvarima nad praznom
prostorijom nazivacemo problem prazne galerije sa mobilnim cuvarima.

Teorema 2.1.7 (Problem prazne galerije sa mobilnim ¢uvarima, O’Rourke [6]). [n/4]
mobilnih ¢uvara je uvek dovoljno a nekada i neophodno za obezbedivanje prostorije u
problemu prazne galerije sa mobilnim cuvarima.

Problem 2.1.8 (Problem prazne galerije sa mobilnim Cuvarima - definisan preko
poligona [6]). Neka je G(P) kardinalnost minimalnog pokrivajuceg skupa
kombinatornih duZi poligona P sa n stranica i neka je g(n) maksimalna vrednost
G(P’) nad svim poligonima P’ sa n stranica. Odrediti g(n).

Teorema 2.1.9 (Problem prazne galerije sa mobilnim ¢uvarima, O’Rourke - definisan
preko poligona [6]). Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajucih
skupova kombinatornih duZi svakog poligona P sa n temena jednaka je |n/4|.
Drugim recima, g(n) = |n/4] gde je g oznaka iz problema 2.1.8.

Da 1i moZemo i spoljasnost prostorije da obezbedimo? Ako posmatramo
spoljasnost prostorije u problemu galerije za koju pretpostavljamo da je prazna tada
problem galerije za datu prostoriju nazivamo problem galerije nad praznom okolinom.

Teorema 2.1.10 (Problem galerije nad praznom okolinom, O’Rourke i Wood,
1983 [6]). [n/2] cuvara je uvek dovoljno a nekada i neophodno za obezbedivanje
spoljasnosti prostorije galerije umetnosti koja ima n zidova.

Problem 2.1.11 (Problem galerije nad praznom okolinom - definisan preko poligona
[6]). Nekaje G(P) kardinalnost minimalnog pokrivajuceg skupa spoljasnosti poligona
P sa n stranica i neka je g(n) maksimalna vrednost G(P') nad svim poligonima P’ sa
n stranica. Odrediti g(n).

Teorema 2.1.12 (Problem galerije nad praznom okolinom, O’Rourke i Wood -
definisan preko poligona [6]). Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih
pokrivajucih skupova spoljasnosti svakog poligona P sa n temena jednaka je [n/2].
Drugim recima, g(n) = [n/2] gde je g oznaka iz problema 2.1.11.

I Definicija 1.2.39
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2.2 Problemi prazne i neprazne galerije

U ovom odeljku proucava se razlika izmedu nadgledanja prostora koji nema objekte
(prazne galerije) i prostora koji ima objekte (neprazne galerije).

2.2.1 Alati

Primer 2.2.1 ([6]). Posmatrajmo pocetne primere problema prazne galerije definisane
nad poligonima sa malim brojem stranica:

e Za pokrivanje prikazanog trougla dovoljan je pokrivajuéi skup tacaka

kardinalnosti 1.

* Za pokrivanje prikazanih cetvorouglova dovoljni su pokrivajuci skupovi tacaka

kardinalnosti 1.

e Za pokrivanje prikazanih petouglova dovoljni su pokrivajuci skupovi tacaka
kardinalnosti 1.

a

e Za pokrivanje prikazanih Sestouglova neophodni su pokrivajuci skupovi tacaka

kardinalnosti 2.

Primetimo na sli¢an nacin za svako n > 7 moZemo konstruisati primer poligona sa
n temena (CeSalj) za koji je neophodan skup tacaka kardinalnosti |n/3| za pokrivanje.

2 5 2 5 2 5 8
6
3 4 3 4 6 7 3 4/ 67
7 8
1 1 1 9
3k
2 54 08¢9 \ 5 89 2 5e G o
3 4/ oz 3 o/ le7 \, 3 4/ o7
11

T 3k+1  ° " 3k+2 T 3k+3
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Iz primera 2.2.1 prime¢ujemo da je g(n) > |n/3] gde je g oznaka iz problema
2.1.3 i n broj stranica poligona, pa smo ve¢ pokazali da je nekada neophodan skup
tataka kardinalnosti |n/3 | za pokrivanje poligona sa n stranica.

Lema 2.2.2 ([6]). Ako poligon P iman > 6 temena, za svaku triangulaciju poligona P
sa skupom delova {T1, Ty, ..., Ty} postoji unutrainja dijagonala d koja deli poligon
P na poligone P, i Py od kojih barem jedan ima tacno 4,5 ili 6 zajednickih stranica
sa poligonom P, gde je dijagonala d stranica trougla iz skupa {T1,Ts, ..., T}

Dokaz.

1. Na osnovu lema 1.2.70 i 1.2.71 u poligonu P postoji dijagonala d koja deli
poligon P na dva poligona P; i P, gde:
* P je uvo poligona P i sadrzan je u skupu {71, Ts, ..., T},
¢ P, ima barem 4 zajednicke stranice sa poligonom P i postoji triangulacija
poligona P sa skupom delova {T1,T5, ..., T} \ {P1},
* dijagonala d je stranica trougla iz skupa {71, 75, ..., Tm}.
2. Nekaje {di,da, ..., dy} skup unutra$njih dijagonala poligona P za koji vazi da
svaki element d;, za 1 < ¢ < k, deli poligon P na poligone Ff i F27 tako da:
* poligon F} ima barem 4 zajednicke stranice sa poligonom P,

* dijagonala d; je stranica trougla iz skupa {71, 15, ..., T, }.

Neka je F skup poligona {F}, F2,... FF}, a F' familija skupova poligona
{FL B} AR PR}

3. Neka je F' poligon skupa F koji ima najmanje stranica.

4. Neka je {Q1, Q2} element familije 7' gde je poligon @7 jednak poligonu F ili
poligon )5 jednak poligonu F'.

5. Ozna¢imo sa @} poligon medu poligonima Q) i Q2 koji je jednak poligonu F.
6. Oznac¢imo sa @, poligon medu poligonima @)1 i Q2 koji nije jednak poligonu F'.

7. Neka je k+1 broj temena poligona Q). Vazi k > 4. Ozna¢imoredom 0,1, ...,k
temena poligona Q.

8. Dijagonala d je stranica trougla 7' C P ¢ija su temena 0, k i ¢, gde ¢ pripada
skupu {1,2,...,k — 1}. Posmatramo dijagonale dy ; i di ; gde dijagonala dj ;
povezuje temena 0 i ¢ poligona ()} i dijagonala dj ; povezuje temena k i t
poligona Q) (slika 6).

Medu svim dijagonalama dg + i dj, + gde 0 < t < k neka su dy + i dj, ; dijagonale
koje su stranice trougla iz skupa {T4,T%, ..., T,, }. Dijagonala dy ; deli poligon
P na par poligona u kojem postoji poligon koji ima ¢ zajednickih stranica sa
poligonom P. Dijagonala dy, ; deli poligon P na par poligona u kojem postoji
poligon koji ima k — ¢ zajednickih stranica sa poligonom P. Prema minimalnosti
broja k, sledi t < 31k —t < 3. Zakljuéujemo ¢ + (k — t) < 3 + 3 odnosno
k <6.Sledi4d <k <6.
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Slika 6: Dijagonale dg ; i dy,; poligona Q)

O

Lema 2.2.3 ([6]). Za svaki poligon P sa n temena postoji centralizator triangulacije
kardinalnosti f(P) < |n/3].

Dokaz. Primetimo prvo prema lemi 1.2.65, da za svaki poligon postoji triangulacija.
Pokazujemo indukcijom po broju temena poligona P. Neka poligon P sadrzi n temena.

Indukcijska baza: Za n = 3 tvrdenje vazi. Primetimo da i zan = 4,5 vazi
tvrdenje (primer 2.2.1).

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki poligon koji
ima viSe od 3 i manje od n temena.

Indukecijski korak:

— Posmatramo n > 6. Neka je d dijagonala poligona P data prema lemi
2.2.2,a G1 i G poligoni na koje dijagonala d deli poligon P (slika 7).

G,

n-2 k+2
n-1 k+1

=)

G,

t

Slika 7: Poligoni GG; i G2 na koje dijagonala d deli poligon P

— Dijagonala d deli poligon P na poligone G i G5 koji redom imaju k& + 1
i (n — k) + 1 temena gde je k minimalan broj dat prema navedenoj lemi
(k > 4). Nekasuredom 0, 1, ..., k temena poligona G, .

— Prema indukcijskoj pretpostavci za poligone G; i G2 postoje redom
centralizatori triangulacije S; i Sy kardinalnosti |S;| = f(G1) <
[(k4+1)/3] i|S2] = f(G2) < [(n—k)+1)/3]. Kako je k > 4 vazi
f(G2) < [(n—3)/3] = [n/3] — 1. Posmatramo slucajeve u odnosu na
broj temena poligona Gy :
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% Slucaj (k = 4): Poligon G; je petougao za koji smo primetili
da uvek postoji centralizator triangulacije kardinalnosti 1.
Sledi postoji centralizator triangulacije poligona P kardinalnosti
f(P) < f(G2) + f(G1) < ([n/3] =1) +1 = [n/3].

# Slucaj (k = 5): Poligon G je Sestougao. Dijagonala d je stranica
trougla 7" C G Cijasutemena 0,k it¢, gdejel <t < k— 1. Ako
je t = 1 tada dijagonala (5, t) deli poligon P na par poligona u kojem
postoji poligon koji ima 4 zajednickih stranica sa poligonom P §to je
u kontradikciji sa osobinom minimalnosti broja k& = 5. Analogno vazi
kontradikcija i za slucaj t = 4. SluCajevit = 21t = 3 su simetricni.
Neka jet = 2.

Slika 8: Poligon GG; je Sestougao

Posmatramo Cetvorougao M C (G sa temenima 2,3,41 5. Za
cetvorougao M postoje dve razlicite triangulacije (slika 8):
[dijagonala 24]:  Ukoliko neki trougao iz skupa delova
triangulacije poligona P sadrzi stranicu Ciji su krajevi temena
21 4, tada teme 2 poligona (G; predstavlja centar triangulacije
poligona Gp. Sledi |S;| = f(G1) = 1 pa zakljuCujemo
f(P) < f(G1) + f(G2) <14 [(n/3) —1] = [n/3].
[dijagonala 35]:  Ukoliko neki trougao iz skupa delova
triangulacije poligona P sadrZi stranicu ¢iji su krajevi temena 3
i 5, posmatramo poligon Gy C P dobijen slepljivanjem trougla
T i poligona G5. Poligon Gy sadrzi (n —5) +2 = n — 3
stranice. Prema indukcijskoj pretpostavci zaklju¢ujemo da postoji
centralizator triangulacije G poligona G kardinalnosti ne veée
od f(Go) < |(n—3)/3] = |n/3] — 1. Primetimo da neko teme
F trougla T pripada skupu Gf. U odnosu na teme F' trougla T
posmatramo slucajeve:
(a) F predstavlja teme 0 ili teme 2 poligona (G; tada posmatramo:
i. Trougao X; C (; sa temenima 0,1,2. Teme F pripada
skupu G}, i predstavlja centar triangulacije trougla X;.
ii. Poligon Xs C G sa temenima 2,3,4 i 5. Teme 3 je centar
triangulacije poligona Xs.
Zakljutujemo f(P) < f(Go) + |{3}| < |n/3].
(b) F predstavlja teme 5 poligona (G; tada posmatramo:
i. Trougao X; C (; sa temenima 0,1,2. Teme 2 je centar
triangulacije poligona X;.
ii. Poligon X5 C (1 sa temenima 2,3,4 i 5. Teme F' pripada
skupu G} i predstavlja centar triangulacije poligona Xo.
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Zakljucujemo f(P) < f(Go) + |{2}| < [n/3].

# Slu€aj (k = 6): Poligon (G; je sedmougao (slika 9). Primetimo kao u
sluéaju k = 5, ako ¢ pripada skupu {1, 2,4, 5} tada postoji dijagonala
d sa temenima 0 i ¢ ili 6 1 ¢ koja deli poligon P na par poligona u
kojem postoji poligon koji ima ima 4 < k < 6 zajednickih stranica sa
poligonom P, §to je u kontradikciji sa osobinom minimalnosti broja
k. Sledi t = 3.

Slika 9: Poligon G je sedmougao

Dijagonala d je stranica trougla 7' C (7 Cija su temena 0,k i
t = 3. Neka je poligon Gy C P dobijen slepljivanjem trougla
T i poligona G5. Poligon Gy sadrzi (n — 6) +2 = n — 4
stranice. Prema indukcijskoj pretpostavci zakljuujemo da postoji
centralizator triangulacije G§, poligona G kardinalnosti ne veée od
f(Go) < [(n—4)/3] < |n/3] 1.

Posmatramo:

1. Poligon X; C GG satemenima 0,1,21 3.

2. Poligon X5 C G satemenima 3,4,51 6.

Neka je triangulacija poligona P sa skupom delova T/ =
{T1,T5,...,Tn}. U odnosu na razliCite triangulacije poligona
P posmatramo slucajeve:

* [dijagonale 13, 35]: Dijagonala d; poligona X sa temenima 1 i
3 je stranica trougla iz skupa 7’ i dijagonala ds poligona X5 sa
temenima 3 i 5 je stranica trougla iz skupa 7”. Teme 3, koje je
ujedno teme poligona X i poligona X5, je centar triangulacije
poligona X7 i X5. Sledi f(P) < f(Go) + |{3}| < [n/3].

* [dijagonale 02, 35]: Dijagonala d; poligona X; sa temenima 0

i 2 je stranica trougla iz skupa 7" i dijagonala do poligona Xo
sa temenima 3 i 5 je stranica trougla iz skupa 7’. Posmatramo
poligon GoH koji predstavlja slepljivanje poligona G i trougla
H C Psatemenima 0,21 3.
Poligon GoH sadrzi (n — 6) + 2 + 1 = n — 3 temena. Prema
indukcijskoj pretpostavci zakljuCujemo da postoji centralizator
triangulacije GoH? poligona GoH kardinalnosti ne veée od
f(GoH) < [(n—3)/3] = |[n/3] — 1. Primetimo da neko teme
F trougla H pripada skupu GoH*. U odnosu na teme F trougla
H posmatramo slucajeve:

1. F predstavlja teme 0 ili teme 2 poligona G; tada posmatramo:
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(a) Trougao X; C Gy sa temenima 0,1,2. Teme F' pripada
skupu G H? i predstavlja centar triangulacije trougla X;.
(b) Poligon X5 C (37 sa temenima 3,4,5 i 6. Teme 3 je centar
triangulacije poligona Xs.
ZakljuCujemo f(P) < f(GoH) + |{3}] < [n/3].
2. F predstavlja teme 3 poligona (G tada posmatramo:
(a) Trougao X; C (7 sa temenima 0,1,2. Teme 2 je centar
triangulacije poligona X;.
(b) Poligon X2 C G satemenima 3,4,51 6. Teme F' pripada
skupu G H? i predstavlja centar triangulacije poligona Xo.
ZakljuCujemo f(P) < f(GoH) + |{2}] < [n/3].

* [dijagonale 13,46]: Dijagonala d; poligona X; sa temenima 1 i
3 je stranica trougla iz skupa 7’ i dijagonala ds poligona X5 sa
temenima 4 i 6 je stranica trougla iz skupa 7’. Ovaj sluéaj je
simetric¢an prethodnom slucaju.

* [dijagonale 02, 46]: Dijagonala d; poligona X7 sa temenima O i
2 je stranica trougla iz skupa 7" i dijagonala dy poligona X5 sa
temenima 4 i 6 je stranica trougla iz skupa 7”. Primetimo da neko
teme F trougla T pripada skupu Gf,. U odnosu na teme F' trougla
T posmatramo slucajeve:

1. F predstavlja teme O poligona (G tada posmatramo:

(a) Poligon X; C G sa temenima 0, 1,2,3. Teme F pripada
skupu G i predstavlja centar triangulacije poligona X7.
(b) Poligon X5 C (G; sa temenima 3,4,5 i 6. Teme 6 je centar
triangulacije poligona Xs.
Zakljulujemo f(P) < f(Go) + |{6}| < |n/3].

2. F predstavlja teme 6 poligona G1. Ovaj slucaj je simetrican
prethodnom slucaju.

3. F predstavlja teme 3 poligona G;. Kako je F' centar
triangulacije tano jednog trougla, trougla 7', zaklju¢ujemo da
umesto temena F' moZemo posmatrati teme O trougla 7" kao
centar triangulacije trougla 7. Na osnovu prvog slucaja sledi
tvrdenje.

O
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Lema 2.2.4 (Postojanje triangulacije poligona sa rupama [6]). Za svaki poligon sa
rupama P koji ima n temena i h rupa postoji triangulacija.

Dokaz. Pokazujemo indukcijom primarno po broju rupa i sekundarno po broju temena
poligona sa rupama P.

Indukcijska baza: Prema lemi 1.2.65 tvrdenje vaZi za h = 0 i bilo koje n jer tada
P predstavlja poligon.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki poligon sa
rupama koji ima:

— proizvoljan broj temena i 1 < h’/ < h rupa,

- ili 3 < n/ < ntemenai h rupa.

Indukecijski korak:

— Prema lemi 1.2.92, postoji v teme unutrasnjeg ugla poligona sa rupama P
koji je manji od opruzenog ugla, a koje ne pripada rupi. Neka su v1, v i v3
tri uzastopna temena poligona sa rupama P, gde je vy vs dijagonala.

— Posmatramo duZ v;vs i u odnosu na sadrzanost u poligonu sa rupama P
posmatramo slucajeve:

1. Ako je duZ vyvs sadrzana u poligonu sa rupama P, oznaimo sa d =
v1vs unutras$nju dijagonalu.
2. Ako duZ vjvs ne pripada poligonu sa rupama P, neka je x teme
poligona sa rupama P koje:
* pripada pravi koja je paralelna sa pravom v;vs koja ima najmanju
udaljenost od tacke v,
* nalazi se sa iste strane prave v;vs kao teme vso.
Oznacimo sa d = vex unutras$nju dijagonalu.

Slika 10: Dijagonala d = v

Ako unutrasnja dijagonala d ne sadrzi teme rupe, kako poligon sa rupama
P ima barem jednu rupu, dijagonala d deli poligon sa rupama P na:

* poligon P; i poligon sa rupama P, koji imaju manje od n temena,
* 1li poligon sa rupama Pj i poligon sa rupama P> koji imaju manje od
n temena.
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Prema indukcijskoj pretpostavci i lemi 1.2.65 postoji triangulacija Py 1 Ps.
Iz postojanja triangulacija poligona P; i P» sledi postojanje triangulacije
poligona sa rupama P.

Ako dijagonala d sadrzi teme rupe, posmatramo rasecen poligon (ili
poligon sa rupama) sa mestom rasecanja d, sa kojim proSirujemo pojam
triangulacije poligona sa rupama, tako $to od svih triangulacija poligona
sa rupama P, posmatramo one Ciji skup delova sadrZzi trougao koji
ima stranicu d (slika 11a). U takvom posmatranju dozvoljavamo da se
neke stranice ponavljaju (slika 11b). Drugim reima, beskonacno malo
razdvajamo po duZi d u cilju smanjenja broja rupa, dodavajuci dva nova
temena.

v2

(@ (b)

Slika 11: Dijagonala zvs

Neka je = teme rupe poligona sa rupama P koje sadrzi dijagonala d. U
odnosu na broj rupa h, posmatramo slucajeve:

1. Ako je h = 1, tada posmatramo rasecen poligon P’ sa mestom
rasecanja vox koji ima n + 2 temena i nema rupu prema poligonu sa
rupama P.

2. Ako je h > 2, tada posmatramo rasecen poligon sa rupama P’ sa
mestom rasecanja vox koji ima n + 2 temena i A — 1 rupu prema
poligonu sa rupama P.

U odnosu na definisanost P’ posmatramo slucajeve:

1. P’ je rasecen poligon. Prema lemi 1.2.65 postoji triangulacija
raseCenog poligona P’. Iz postojanja triangulacije rasecenog
poligona P’ sledi postojanje triangulacije poligona sa rupama P.

2. P’ je rasecen poligon sa rupama. Kako rasecen poligon sa rupama P’
ima n + 2 temena i h — 1 rupu prema indukcijskoj pretpostavci za P’
postoji triangulacija. 1z postojanja triangulacije rasecenog poligona sa
rupama P’ sledi postojanje triangulacije poligona sa rupama P.

O

Lema 2.2.5. Neka je dat poligon sa rupama P sa n temena i h rupa i neka postoji
triangulacija poligona sa rupama P sa skupom delova {Py, Ps, ..., P;}. Ako je e
kardinalnost unije skupova stranica trouglova Py, P», ..., Py tada vaZi:

n—e+(f+14+h)=2

Dokaz. Neka je G dualni graf nad temenima poligona sa rupama P sa skupom delova
{P1,P,,...,Ps}. Prema definiciji particije poligona sa rupama P, G%, je planaran
graf. Kako je G% povezan graf reda n, veliCine e i ima f + h + 1 oblast, prema lemi
1.143vazin —e+ (f+h+1) =2. O
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Teorema 2.2.6. Kardinalnost skupa delova triangulacije poligona sa rupama P koji
ima n temena i h rupa je n + 2h — 2.

Dokaz.

1. Prema lemi 2.2.4 postoji triangulacija poligona sa rupama P sa skupom delova
{Py,Ps,...,Ps}.

2. Neka je U unija skupova stranica trouglova kolekcije {Pi, Ps,...,Pr} i
e = |U|. Svaki trougao kolekcije sadrZi 1 stranicu i 2 unutra$nje dijagonale
poligona sa rupama P ili 2 stranice i 1 unutrasnju dijagonalu poligona sa rupama
P. Primetimo, svaka posmatrana unutras$nja dijagonala predstavlja stranicu dva
trougla kolekcije. Sledi e = 3/ + 2.

Prema lemi 2.2.5 vazi:

n—e+(f+1+h)=2
3f+n
n—

+(f+1+4+h)=2
f=n+2h-2

O

Posledica 2.2.7. Za triangulaciju poligona sa rupama P sa n temena i h rupa sa
skupom delova {Py, P», ..., Pt}, broj unutrasnjih dijagonala poligona sa rupama P
koje predstavljaju stranice trouglova iz skupa { Py, P», ..., Py} jednak je n + 3h — 3.

Dokaz.

1. Neka je e kardinalnost unije skupova stranica trouglova P, P,..., P;.
Primetimo da je e = % + 3.

2. Prema teoremi 2.2.6 vazi f = n + 2h — 2. Sledi e = 2n + 3h — 3.

3. Broj unutra$njih dijagonala poligona sa rupama P koje su stranice trouglova iz
skupa { Py, P, ..., Py} jednak je e — n.

O
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2.2.2 Rezultati

Teorema 2.1.4 (Problem prazne galerije, Hvatal, 1975 - definisan preko poligona [6]).
Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajucih skupova svakog poligona
P sa n temena jednaka je |n/3). Drugim re¢ima, g(n) = |n/3| gde je g oznaka iz
problema 2.1.3.

Hvatalov dokaz teoreme 2.1.4 ([6]):
Prema lemi 2.2.3 za proizvoljan poligon P postoji centralizator triangulacije

{p1,p2,...,pm} gde je m < [n/3]. Skup {p1,p2,...,Pm} je pokrivajuéi skup
tataka poligona P kardinalnosti ne veée od |n/3]. Kako smo posmatrali proizvoljan
poligon P sa n temena sledi i g(n) < |n/3] gde je g oznaka iz problema 2.1.3. Iz
primera 2.2.1 primec¢ujemo da je g(n) > |n/3] gde je g oznaka iz problema 2.1.3,
pa smo dokazali da je uvek dovoljan a nekada i neophodan skup tacaka kardinalnosti
|n/3| za pokrivanje poligona P sa n stranica, odnosno g(n) = [n/3]. O

Tri godine nakon Hvatalovog dokaza teoreme 2.1.4, Stiv Fisk daje elegantniji dokaz
1978. godine.

Fiskov dokaz teoreme 2.1.4 ([6]):

1. Neka jen > 6. Zan = 3,4, 5 primetili smo da tvrdenje vaZi (primer 2.2.1).
Prema lemi 1.2.65 za poligon P postoji triangulacija sa skupom delova Tp.

Neka je G%, dualni graf nad temenima poligona P sa skupom delova 7p.

Eal

Prema lemi 1.2.75 vaZi x(G%) = 3 i postoji 3-bojenje grafa G% sa skupom
dodeljenih boja C.

5. Dokazaéemo da postoji boja iz skupa C koja je dodeljena najvise |n/3]| broju
¢vorova u grafu Gb.

6. Neka su a,b i ¢ boje iz skupa C' tako da je boja a dodeljena a’ broju &vorova,
boja b dodeljena b’ broju &vorova i boja ¢ dodeljena ¢’ broju &vorova grafa G%,,
gdead <V <. Vazid +V +c =n.

7. Ukoliko je @’ > n/3,tadaa’ + b + ¢ > n. Sledi o’ < |n/3].

8. Neka je U skup ¢vorova grafa G kojima je dodeljena boja a u bojenju sa
skupom dodeljenih boja C.

9. Neka je U’ skup temena poligona P koje predstavljaju &vorovi iz skupa U.
10. Primetimo da u svakom bojenju konture sa 3 ¢vora, neophodne su tri boje.

11. Cvorovi svake konture grafa G duzine 3 predstavljaju temena tacno jednog
trougla i svaka kontura duZine 3 sadrZi ¢vor koji je obojen bojom a. Sledi da
skup U’ predstavlja pokrivaju¢i skup nad temenima poligona P kardinalnosti ne
veée od |n/3].

12. Kako smo posmatrali proizvoljan poligon P sa n temena, sledii g(n) < |n/3]
gde je g oznaka iz problema 2.1.3. Iz primera 2.2.1 primec¢ujemo da je g(n) >
[n/3] gde je g oznaka iz problema 2.1.3, pa smo dokazali da je uvek dovoljan a
nekada i neophodan skup tacaka kardinalnosti [n/3] za pokrivanje poligona P
sa n stranica.
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Teorema 2.1.6 (Problem neprazne galerije, O’Rourke - definisan preko poligona
sa rupama [6]). Za dati poligon sa rupama P koji ima n temena i h rupa, postoji
pokrivajuci skup tacaka poligona sa rupama P kardinalnosti ne vece od L%th

Dokaz.

1. Na osnovu leme 2.2.4 znamo da postoji triangulacija poligona sa rupama P sa
skupom delova {T3,T5, ..., Ty}

2. Neka je Gp slabi dualni graf poligona sa rupama P. Primetimo:
e Graf Gp ima h oblasti F1, ..., F}, koje Cine rupe poligona sa rupama P i
spoljasnu oblast Fjp.

* Postoji grana e; grafa G p, za koju vazi da je Gp — {e;} povezan planaran
graf koji ima h — 1 oblast Fi,..., F;_1, Fi41,..., Fy koje Cine rupe
poligona sa rupama P i spolja$nu oblast Fj).

F\ d3 ——— ‘d:"/
\ l,

\ Nl : /
(" W s} '
N\ [N 7 ! VA

B /A
f 3 Loy /401 4 \
! N\ \\ N / .,’ /4' i
f Wl s 1
I \\ \ ~ // 1
AL
| W > /
| AW SN/ \
’ Vi 2 A \

Slika 12: Slabi dualni graf G p
3. Neka je d; unutrasnja dijagonala poligona sa rupama P koja je zajednicka
stranica trouglova predstavljenih ¢vorovima grane e;.

4. Iterativno ponavljamo postupak i nalazimo dijagonale d, ..., d},.
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5. U odnosu na broj rupa h posmatramo slucajeve (slika 13):

(a) Ako je h = 1, tada posmatramo rasecen poligon P’ sa mestom rasecanja
d; koji ima n 4 2 temena i 0 rupa prema poligonu sa rupama P.

(b) Ako je h > 2, tada posmatramo rasecen poligon sa rupama P;_, sa
mestom rasecanja d, koji ima n+ 2 temena i h — 1 rupu prema poligonu sa
rupama P. Dalje, iterativno, za 1 < ¢ < h, posmatramo rasecen poligon sa
rupama P} . sa mestom rasecanja d; koji ima n 4 2i temena i h — 7 rupa

. /
prema poligonu sa rupama P, _; ;.

Rasecen poligon P} sa mestom rasecanja dj, prema poligonu sa rupama P|
ima n + 2h temena.

di

(a) (b)

Slika 13: Rasecanje poligona sa rupama

6. Prema lemi 2.2.3 za raseden poligon P postoji centralizator triangulacije
{p1,p2,.... P} gdejem < [(n+2h)/3].

7. Skup {p1,p2,...,pm} je pokrivajuéi skup taaka rasecenog poligona P}
kardinalnosti ne veée od | (n + 2h)/3].

8. ZakljuCujemo, postoji traZeni skup kardinalnosti ne vece od | (n + 2h)/3].

39



2.3 Problem galerije sa mobilnim ¢uvarima

U ovom odeljku istrazuje se problem galerije u kojoj Cuvari nisu stati¢ni ve¢ mogu da
se krecu izmedu dva ugla prostorije. Njihova brzina je dovoljna da se smatra da je svaki
deo prostorije koji je vidljiv sa bilo kojeg mesta duz putanje kretanja cuvara obezbeden.

2.3.1 Definicije

Definicija 2.3.1 ([6]). Za G% dualni graf nad temenima poligona P i stranicu e
poligona P gde &vorovi u i v predstavijaju temena stranice e, kontrakcija stranice
e u grafu GY je indukovan podgraf GV (G%) \ {u,v}] sa novim ¢vorom x i novim
granama {zy : y € Nay, (v) \ {u}} U {ay : y € Naw (u) \ {v}}.

Drugim recima, uklonili smo ¢vorove u i v i dodali novi ¢vor x koji je susedan sa
svim ¢vorovima sa kojima su bili susedni ¢vorovi u i v, osim njih samih. (slika 14, str.
41).

Definicija 2.3.2 ([6]). Za podskup V' skupa ¢vorova dualnog grafa nad temenima G,
poligona P sa skupom delova T', kazemo da dominira graf G ako svaki trougao iz
skupa T' ima barem jedno teme predstavljeno vorom iz skupa V.

Definicija 2.3.3 ([6]). Za podskup E' skupa grana dualnog grafa nad temenima G,
poligona P sa skupom delova T', kazemo da dominira graf G ako svaki trougao iz
skupa T' ima barem jedno teme predstavljeno elementom para iz skupa E'.

Definicija 2.3.4 ([6]). Za podskup V' skupa ¢vorova i podskup E' skupa grana
dualnog grafa nad temenima G% poligona P sa skupom delova T', kaZemo
da dominiraju graf G% ako svaki trougao iz skupa T’ ima barem jedno teme
predstavljeno &vorom iz skupa V' ili elementom para iz skupa E’.

2.3.2 Alati

Primer 2.3.5 ([6]). Crtanjem Siljaka za svako n > 4 moZemo konstruisati primer
poligona sa n temena za koji je neophodan skup duZi kardinalnosti |n/4] za
pokrivanje.

(b)

Iz primera 2.3.5 primecujemo da je g(n) > |n/4] gde je g oznaka iz problema

2.1.8 i n broj stranica poligona, pa smo pokazali da je nekada neophodan skup duZzi
kardinalnosti [n/4] za pokrivanje poligona P sa n stranica.

Teorema 2.3.6 (Farijeva teorema [6]). Ako se graf G moZe planarno predstaviti, tada
se moZe i planarno predstaviti sa pravim linijama.

40



Lema 2.3.7 ([6]). Neka je G' dualni graf nad temenima poligona P sa skupom delova
{T\,T5,...,Tf} i G' graf koji dobijamo kontrakcijom stranice e poligona P u grafu
G. Tada postoji poligon P’ tako da je G’ dualni graf nad temenima poligona P’'.

Dokaz.

1. Neka je P, figura nacrtana u ravni prema triangulaciji poligona P sa skupom

delova Tp, = {T%,T5,...,Ty}. Neka su tacke u i v temena stranice e poligona
P (slika 14a).

2. Neka su (slika 14a):

* Yo,Y1,---,Y; temena stranica trouglova iz skupa delova Ty, Cija je druga
krajnja tacka u, gde je yo = v, poredana suprotno smeru kretanja kazaljke
na satu pocev od gy, u odnosu na stranicu e trougla sa temenima u, v i yy,

* 290,%1,-..,%; temena stranica trouglova iz skupa delova T'p, Cija je druga
krajnja tacka v, gde je zy = u, poredana prema smeru kretanja kazaljke na
satu pocev od 2y, u odnosu na stranicu e trougla sa temenima u, v i 21,

Y1 =z

© (d)

© ®

Slika 14: Kontrakcija stranice u dualnom grafu nad temenima [6]

3. Pravimo novu planarnu figuru na osnovu figure P; (slika 14):

(a) Uvodimo novu tacku z na stranici e.

(b) Primetimo na slici 14a, y; je teme trougla sa temenima u, v i y;. Kako se
z nalazi na stranici e, ne postoji dijagonala koja sece duz xy;. Povezujemo
temena x i y; i uklanjamo dijagonalu uy; .

(c) Povezujemo teme y- sa temenom z. Linija koja povezuje temena ys i x
moze biti kriva ali nece se javiti presecanje. Uklanjamo dijagonalu uys.
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(d) Nastavljamo iterativno postupak sve dok svaka tacka yi,yo,...,y; nije
povezana sa temenom z. Analogno ponavljamo postupak nad temenima
Zlye-yRje

(e) BriSemo stranicu e zajedno sa tackama wu i v.
(f) Rezultat je planarna figura P/ nacrtana u ravni gde:

i. ne postoje dve linije koje se seku,

ii. povezanost izmedu dva temena ista je kao povezanost izmedu ¢vorova
koja ta dva temena predstavljaju u grafu G’.

(g) Pomodu teoreme 2.3.6 nalazimo poligon P’ prema figuri P/, gde je G’
dualni graf nad temenima poligona P’.

O

Lema 2.3.8 ([6]). Pretpostavimo da je f(n) grana dovoljno za dominiranje dualnog
grafa nad temenima G' poligona P reda n. Tada je dovoljan jedan fiksiran &vor i
f(n — 1) grana za dominiranje grafa G'.

Dokaz.

1. Neka vazi (slika 14a):

(a) T je skup delova grafa G.
(b) Cvor grafa G, koji predstavlja teme u poligona P je fiksiran ¢vor.

(c) e je stranica poligona P ¢ija su temena u i v.

2. Neka je G’ kontrakcija stranice e u grafu G'%. Prema lemi 2.3.7 graf G’ je

dualni graf nad temenima poligona P’ reda n — 1 sa novim ¢vorom x. Prema
pretpostavci graf G’ je dominiran sa skupom grana D kardinalnosti f(n — 1).

3. Neka teme u pokriva trougao 7} iz skupa 7T'. Posmatramo slucajeve:

(a) Cvor x nije incidentan sa nekom granom iz skupa D. Tada f (n—1)
grana grafa G predstavljaju kombinatorne duZi koje pokrivaju trouglove
iz skupa T'\ 7.

(b) Cvor z je incidentan sa granom {z,z’} iz skupa D. Tada grana {v,z’}
ili {u,2'} zajedno sa f(n — 1) — 1 granom grafa G%, predstavljaju
kombinatorne duZi koje pokrivaju trouglove iz skupa 7'\ 7.

Sledi, jedan fiksiran ¢vor i f(n — 1) grana dominiraju graf G%.

O

Lema 2.3.9 ([6]). Dualni graf nad temenima G'% poligona P reda 5 moZe biti
dominiran granom uv gde je u fiksiran ¢vor grafa Gb.

Dokaz. Na slici 15 prikazane su sve triangulacije poligona P sa temenima 1,2,3,4 i
5. Primetimo, pri svakoj od razlicitih triangulacija poligona P sa skupom delova 7',
u dualnom grafu nad temenima G poligona P sa skupom delova T, postoji grana
{1, k} koja dominira graf G%, gde je k iz skupa {2,3,4,5}. Na slici 15 odgovarajuce
dijagonale prikazane su isprekidanim linijama.

O
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Slika 15: Primeri razli¢itih triangulacija poligona sa 5 temena ([6])

Lema 2.3.10 ([6]). Dualni graf nad temenima G'% poligona P reda 7 moZe biti
dominiran granom.

Dokaz. Temena poligona P ozna¢ena su redom 1,2, 3,4,5,6 1 7. Neka je G graf sa
skupom delova T'. Posmatramo proizvoljnu dijagonalu d poligona P koja je stranica
trougla iz skupa 7. Dijagonala d deli poligon P na dva poligona P; i P koji imaju
redom dve i pet ili tri i Cetiri zajednicke stranice sa poligonom P. U odnosu na broj
zajednickih stranica posmatramo slucajeve:

1. (P i1 P, imaju dve i pet zajednickih stranica): Neka je d dijagonala Ciji su
krajevi teme 1 i teme 3. Dijagonala d je stranica trougla 7T}; iz skupa 7. U
odnosu na temena trougla T,; posmatramo slucajeve:

(a) (Temena trougla Ty sul1,314)

Prema lemi 2.3.9 dualni graf nad temenima G% poligona H C P, sa
temenima 1,4, 5,6 1 7 moZe biti dominiran sa jednom granom {1, k} gde
je k iz skupa {4, 5, 6, 7}. Takode, grana {1, k} dominira i graf G%.

5

Slika 16: Trougao T, sa temenima 1,314

(b) (Temena trougla T;; sul,315)
Grana {1,5} dominira graf G%.

Slika 17: Trougao Ty sa temenima 1,315

(c) Slucajevi gde su temena trougla T 1, 3,61li 1, 3, 7 analogni su prethodnim
slucajevima.
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2. (P11 P, imaju tri i Cetiri zajednicke stranice): Neka je d dijagonala Ciji su
krajevi temena 1 i 4. Primetimo, postoji grana koja dominira graf G% (slika 16).

O

Lema 2.3.11 ([6]). Dualni graf nad temenima G poligona P reda 9 moZe biti
dominiran sa dve grane {v,z1} i {x2,x3} gde je v fiksiran &vor grafa G.

Dokaz. Neka je G graf sa skupom delova 7'. Temena poligona P oznacena su redom
1,2,3,4,5,6,7,819. Neka je v = 11 neka je d dijagonala ¢iji je jedan kraj v i koja
je stranica trougla iz skupa 7'. Dijagonala d deli poligon P na dva poligona P; i P
koji imaju sa poligonom P sledeéi broj zajednickih stranica: dve i sedam ili tri 1 Sest
ili Cetiri 1 pet stranica. U odnosu na broj stranica posmatramo slucajeve:

1. (P i P, imaju dve i sedam zajednickih stranica): Neka je d dijagonala Ciji su
krajevi teme v = 1 i teme 3. Dijagonala d je stranica trougla T, iz skupa T
Cije trece teme pripada skupu {4,5,6,7,8,9}. U odnosu na temena trougla T
posmatramo slucajeve:

(a) (Temena trougla T su1,314):
Prema lemi 2.3.10 dualni graf nad temenima G}I poligona H C P5 sa
temenima 1,4,5,6,7,8 i 9 moZe biti dominiran sa jednom granom d’.
Grana d’ i grana koja predstavlja stranicu d dominiraju graf G%.

Slika 18: Trougao T, sa temenima 1,314

(b) (Temena trougla T;; sul,315)
Prema lemi 2.3.10 dualni graf nad temenima G%; poligona H C P, sa
temenima 1,3,5,6,7,8 i 9 moZe biti dominiran sa jednom granom d’.
Grana d’ i grana koja predstavlja stranicu d dominiraju graf G%.

Slika 19: Trougao T sa temenima 1,315
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(c) (Temena trougla Tz su 1,31 6)

i. Prema lemi 2.3.9 dualni graf nad temenima G"Hl poligona H; C P
sa temenima 1,6, 7, 8,9 moZe biti dominiran sa jednom granom d; =
{1, k1} gde je k; iz skupa {6, 7,8, 9}.
ii. Primetimo element grane dy = {1, 6} ili d2 = {1, 3} dominira dualni
graf nad temenima G%IZ poligona Hy C P, sa temenima 3,4, 5, 6.
iii. Grane d; i d2 dominiraju graf G'%.

Slika 20: Trougao Ty sa temenima 1,316

(d) Ostali slucajevi su analogni prethodnim.

2. (P i P, imaju tri i Sest zajednickih stranica): Neka je d dijagonala ¢iji su krajevi
teme 1 i teme 4. Ukoliko je dijagonala €iji su krajevi temena 1 i 3 stranica trougla
iz skupa T', tada je slucaj identian slucaju la (slika 18). U suprotnom dijagonala
sa temenima 2 i 4 je stranica trougla iz skupa 7. Prema lemi 2.3.10 postoji grana
koja zajedno sa granom koja predstavlja stranicu d dominira graf G%..

3. (P11 P, imaju Cetiri i pet zajednickih stranica): Neka je d dijagonala ¢iji su
krajevi teme 1 i teme 6. Ovaj slucaj je analogan slucaju 1c (slika 20).

O

Lema 2.3.12 ([6]). Ako poligon P ima n > 10 temena, za svaku triangulaciju
poligona P sa skupom delova {T1,T>,...,T,,} postoji unutrasnja dijagonala d
koja deli poligon P na poligone Py i P, od kojih barem jedan ima 5,6,7 ili 8
zajednickih stranica sa poligonom P, gde je dijagonala d stranica trougla iz skupa
{1, Ty, ..., T}

Dokaz.

1. Na osnovu lema 1.2.70 i 1.2.71 u poligonu P postoji unutrasnja dijagonala d
koja deli poligon P na dva poligona P; i P gde:
* P je uvo poligona P i sadrZan je u skupu {11, T5, ..., T},

* P, ima barem 5 zajednickih stranica sa poligonom P i postoji triangulacija
poligona P sa skupom delova {T1,T5, ..., T} \ {P1},

* dijagonala d je stranica trougla iz skupa {T1,75,...,Tm}.

2. Neka je {di,dz,...,dy} skup svih dijagonala poligona P za koji vazi da svaki
element d;, za 1 < i < k, deli poligon P na poligone F} i Fi tako da:
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* poligon F} ima barem 5 zajednickih stranica sa poligonom P,

* dijagonala d; je stranica trougla iz skupa {71, 15, ..., Tm }.

Neka je F skup poligona {F}, F2 ... FF}, a 7' familija skupova poligona
{F, F3}, . AFF FYL)

. Neka je F poligon skupa F koji ima najmanje stranica.

. Neka je {Q1, @2} element familije 7’ gde je poligon @1 jednak poligonu F' ili
poligon @) jednak poligonu F'.

. Oznacimo sa @ poligon medu poligonima @ i Q2 koji je jednak poligonu F'.
. Oznacimo sa %, poligon medu poligonima @1 i Q2 koji nije jednak poligonu F'.

. Neka je k broj temena poligona Q). Vazi k > 5. Neka su redom 0,1,...,k
temena poligona Q.

. Dijagonala d je stranica trougla 7" C P ¢ija su temena 0,k i ¢, gde ¢ pripada
skupu {1,2,...,k — 1}. Posmatramo dijagonale dy ; i di ; gde dijagonala dj ;
povezuje temena 0 i ¢ poligona @} i dijagonala dj, povezuje temena k i ¢
poligona Q.

Slika 21: Dijagonale dy ; i dj ; poligona Q]

Medu svim dijagonalama dg + i dj, + gde 0 < t < k neka su do + i dj, ; dijagonale
koje su stranice trougla iz skupa {T4,T%, ..., T,, }. Dijagonala dy; deli poligon
P na par poligona u kojem postoji poligon koji ima ¢ zajednickih stranica sa
poligonom P. Dijagonala dy, ; deli poligon P na par poligona u kojem postoji
poligon koji ima k — ¢ zajednickih stranica sa poligonom P. Prema minimalnosti
brojaksledit <4ik—t < 4. ZakljuCujemo t + (k —¢) <4+4 < k <8.
Sledi b5 < k <8.

O

Lema 2.3.13 (O’Rourke, 1983 [6]). Dualni graf nad temenima G, poligona P reda
n > 4 moZe biti dominiran sa |n/4| grane.

Dokaz. Pokazujemo indukcijom po broju temena poligona P. Neka poligon P sadrzi
n temena.
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Indukcijska baza: Za 5 < n < 9 prema lemama 2.3.9, 2.3.10 i 2.3.11 vazi
tvrdenje.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki poligon koji
ima barem 10, a manje od n temena.

Indukcijski korak: Posmatramo n > 10. Neka je T, skup delova grafa Gl i
d dijagonala poligona P koja je stranica trougla iz skupa T, data prema lemi
2.3.12. Dijagonala d deli poligon P na poligone GG1 i G2 koji redom imaju £ i
n — k zajednickih stranica sa poligonom P gde je 5 < k < 8. Neka su redom
0,1,...,k temena poligona G i neka je G’fG1 njegov dualni graf nad temenima.
U odnosu na definisanost broja k& posmatramo slucajeve:

e Slucaj (k = 51ili kK = 6): Poligon G; ima k + 1 < 7 stranica. Prema lemi
2.3.10 postoji grana koja dominira dualni graf nad temenima GtG1 poligona
G1. Poligon Gy iman —k+1 < n—5+1 = n — 4 stranice. Prema
indukcijskoj pretpostavci dualni graf nad temenima GtG2 poligona G5 mozZe
biti dominiran sa [(n —4)/4]| = [n/4]| — 1 granom. Sledi, graf G moze
biti dominiran sa |n/4] grane.

Slu¢aj (k = 7): Poligon GG; ima k 4+ 1 = 8 stranica. Ukoliko bi postojala
dijagonala d’ &iji su krajevi temena 01 6 ili 01 5ili 11 7 ili 2 i 7 koja
Je stranica trougla iz skupa T , tada dijagonala d’ deli poligon P na par
poligona u kojem postoji poligon koji ima 5 ili 6 zajednickih stranica sa
poligonom P §to je u kontradikciji sa osobinom minimalnosti broja k = 7.
Dijagonala d je stranica trougla 7" C (1 Cija su temena 0, k it gde ¢ pripada
skupu {3,4}. Neka je t = 3 (analogno sledi za t = 4), posmatramo poligon

H C Gy satemenima 0,1,2 i 3 (slika 22). Poligon H ima dve razliCite

triangulacije:

(a) Postoji dijagonala poligona P ¢iji su krajevi temena 0 i 2 i koja je
stranica trougla iz skupa TG‘P- Neka je T’ C G trougao sa temenima
0,2,3. Posmatramo @ C P poligon dobijen slepljivanjem poligona
G, trougla T i trougla T”.

e,

Slika 22: Poligon H

Poligon @) ima n — 7 + 3 = n — 4 stranice. Prema indukcijskoj
pretpostavci dualni graf nad temenima GE} moze biti dominiran sa
[(n—4)/4] = [n/4] — 1 granom. Pomo¢u leme 2.3.9, zakljuCujemo
da (|n/4] — 1) + 1 = |n/4] grane dominiraju graf G%.

(b) Postoji dijagonala poligona P ¢iji su krajevi temena 1 i 3 i koja je
stranica trougla iz skupa T . Za dualni graf nad temenima G,/
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poligona H' C (G sa temenima 3,4,5,6 i 7, prema lemi 2.3.9
postoji grana {3,v} gde je v iz skupa {4,5,6,7} koja dominira
G',;,. Primetimo, grana (3, v) dominira i graf Gf, . Poligon G5 ima
. . . 1 . .
n—T7+1 = n—6 temena. Prema indukcijskoj pretpostavci dualni graf
nad temenima G, moZe biti dominiran sa [(n — 6)/4] < [n/4] — 1
granom. Sledi, graf G%> moZe biti dominiran sa |n/4| grane.
e Slucaj (k = 8): Poligon G; ima k + 1 = 9 stranica.

* Prema lemi 2.3.11 dualni graf nad temenima G, je dominiran sa dve
grane {v,x1}1{xz2, x5} gdeje v = 0.

* Poligon G iman—k+1 = n—7 stranica. Prema lemi 2.3.8 dualni graf
nad temenima GtG? poligona (G2 je dominiran sa fiksnim ¢vorom koji
predstavlja teme 0 zajedno sa f(n — 7 — 1) = f(n — 8) grana. Prema
indukcijskoj pretpostavci vazi f(n —8) = [ (n — 8)/4] = [n/4] — 2.

* ZakljuCujemo, dualni graf nad temenima G poligona P moZe biti
dominiran sa 2 + (|n/4]| — 2) = |n/4] grane.

O

2.3.3 Rezultati

Teorema 2.1.9 (Problem prazne galerije sa mobilnim ¢uvarima, O’Rourke - definisan
preko poligona [6]). Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih pokrivajucih
skupova kombinatornih duZi svakog poligona P sa n temena jednaka je |n/4)].
Drugim recima, g(n) = |n/4] gde je g oznaka iz problema 2.1.8.

Dokaz. Prema lemi 2.3.13 za dualni graf nad temenima G% poligona P sa skupom
delova T, postoje [n/4] grane koje dominiraju graf G'. Primetimo, grane koje
dominiraju graf G%, predstavljaju kombinatorne duZi koje pokrivaju poligon P. Sledi,
postoji pokrivajuéi skup kombinatornih duZi kardinalnosti ne veée od |n/4| za svaki
poligon P sa n temena, odnosno g(n) < |n/4| gde je g oznaka iz problema 2.1.8.
Iz primera 2.3.5 primec¢ujemo da je g(n) > |n/4] gde je g oznaka iz problema 2.1.8,
pa smo dokazali da je uvek dovoljan a nekada i neophodan skup kombinatornih duzi
kardinalnosti |n/4| za pokrivanje poligona P sa n stranica, odnosno g(n) = |n/4].
O
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2.4 Problem galerije nad praznom okolinom

Ovaj odeljak se bavi problemom nadgledanja galerije gde Cuvari pokrivaju spoljasnost
galerije a ne njenu unutra$njost.

24.1 Alati

Primer 2.4.1 ([6]). Posmatrajmo pocetni primer konveksnog poligona sa 7 temena gde
je [7/2] = 4 kardinalnost minimalnog pokrivajuceg skupa spoljasnosti.

Slika 23: Primer konveksnog poligona sa 7 temena gde su crnom bojom obojena
temena minimalnog pokrivajuéeg skupa spoljasnosti.

Iz primera 2.4.1 (konstruisanje konveksnog poligona) primeéujemo da je g(n) >
[n/2] gde je g oznaka iz problema 2.1.11 i n broj stranica poligona, pa smo pokazali da
je nekada neophodan pokrivajuéi skup spolja$nosti kardinalnosti [n/2], za pokrivanje
spoljasnosti poligona P sa n stranica.

Da 1i svako drugo teme poligona ¢ini minimalni pokrivajuci skup spoljasnosti? Na
slici 24, primetimo da skup koji ¢ine parno oznacena temena ne pokriva deo spoljasne
oblasti oznacen sa E. Sli¢no skup koji ¢ine neparno oznacena temena ne pokriva deo
spoljasne oblasti oznacen sa O.

4

Slika 24: Primer poligona sa 20 temena [6]

2.4.2 Rezultati

Teorema 2.1.12 (Problem galerije nad praznom okolinom, O’Rourke i Wood -
definisan preko poligona [6]). Maksimalna vrednost kardinalnosti minimalnih
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pokrivajucih skupova spoljasnosti svakog poligona P sa n temena jednaka je [n/2].
Drugim recima, g(n) = [n/2] gde je g oznaka iz problema 2.1.11.

Dokaz.

1. Neka je H konveksni omota¢ poligona Pi A = {Py, Ps, ..., P, } skup poligona
za koji vazi:
e H sadrZi poligone Py, P, ..., P,

 unutras$nje tacke poligona P, P, ..., P,, pripadaju spoljasnosti poligona
Pa

* temena svakog poligona iz skupa { Py, P, ..., Py, } su temena poligona P,

 konveksni omota¢ H je slepljivanje poligona P, Py, Ps, ..., Pp,.

2. Neka je ACP skup dualnih grafova nad temenima poligona iz skupa .A.

Slika 25: Triangulacija razlike konveksnog omotaca i poligona [6]

3. Nekaje I = {I1, s, ..., I} razlika skupa temena poligona P i skupa temena
poligona Py, P, ..., Py,.

4. Neka G’ predstavlja uniju grafova iz skupa ACP,
5. Oznadimo sa G/, graf G’ sa novim ¢vorovima:

(a) Za svaki element I; skupa I dodajemo ¢vor vy, za koji vazi:

1. ¢vor vy, predstavlja teme I; poligona P,

ii. susedan je sa ¢vorom v u grafu G/, ako teme koje predstavlja ¢vor v
i teme I; su susedna temena poligona P.

(b) Cvor v, koji predstavlja spoljasnost konveksnog omotaga H i susedan je
sa svim ¢vorovima koji predstavljaju temena konveksnog omotaca H.

Primetimo da je graf G/ povezan graf reda n+ 1. Neka je x &vor grafa G/ koji
predstavlja teme konveksnog omotac¢a H (slika 26).

Slika 26: Graf G”_ [6]
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6.

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

DefiniSemo novi graf G” reda n + 2 gde biramo skupove X’ i X" (slika 27):
« 0% X' C Na(2),
. @ # X C NG;O(.I'),
« X'NX"=0iX'UX" = Ng_(2),

tako da je G” indukovan podgraf G'_ [V (GL,) \ {«}] sa novim &vorovima z’ i
2" i novim granama {z'y : y € X'} U{2"y : y € X"} koji je planaran.

Slika 27: Graf G” [6]

. Prema teoremi 2.3.6 nalazimo poligon P’ na osnovu grafa G”. Drugim recima,

moZemo udaljiti ¢vor v dovoljno daleko tako da linije postanu prave.

. Prema lemi 1.2.75 za dualni graf nad temenima G, poligona P’, vazi x(G%,) =

31GY%, je 3-obojiv sa skupom dodeljenih boja C'.

. Neka su a,b i ¢ boje iz skupa C tako da je boja a dodeljena a’ broju &vorova,

boja b dodeljena b’ broju Evorova i boja ¢ dodeljena ¢’ broju Evorova grafa G,
gdead <V <. Vazi:ad +b +c =n+2.

Ukoliko vazi a’ > (n+2)/3 tadaje a’+b +c’ > n+2. Sledia’ < |(n+2)/3].
Kakovazia' > 110 4+ ¢ <n+1,sledid <|(n+1)/2] =[n/2].

Neka su U,, Uy i U, skupovi &vorova grafa G%, kojima su redom dodeljene boje
a,bic.

Skup U, je kardinalnosti ne veée od | (n + 2)/3].

Skup Uy, je kardinalnosti ne veée od [n/2].

Primetimo, pokrivaju¢i skup nad temenima poligona P’ predstavlja pokrivajuéi
skup spoljasnosti poligona P.

Ako &vor x, ne pripada skupu U, tada temena poligona P’ koja su predstavljena
Cvorovima iz skupa U, Cine pokrivajuéi skup nad temenima poligona P’
kardinalnosti ne vece od | (n + 2)/3].

Ako &vor z, pripada skupu U, tada temena poligona P’ koja su predstavljena
Cvorovima iz skupa U, Cine pokrivajué¢i skup nad temenima poligona P’
kardinalnosti ne vece od [n/2].

Kako smo posmatrali proizvoljan poligon P sa n temena sledi g(n) < [n/2]
gde je g oznaka iz problema 2.1.11. Iz primera 2.4.1 primeéujemo da je g(n) >

(/2]
O
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3 Primeri

U ovom poglavlju predstavljena je primena pokazanih rezultata na primeru realne
galerije. Algoritam triangulacije koji se koristi zasniva se na uklanjanju trouglova
koji predstavljaju uvo. Prilikom primene triangulacije prema uklanjanju trouglova
koji predstavljaju uvo, pretpostavlja se da je skup temena poligona skup medusobno
nekolinearnih tacaka.

3.1 Pocetni primer nad ¢etvorouglom

1. Predstavljamo cetvorougao u koordinatnom sistemu i pomocu algoritma koji je
dat u dodatku A izvrSavamo triangulaciju. Algoritam za triangulaciju poligona
zasniva se na uklanjanju trouglova koji predstavljaju uvo.

10

08

06

0.4

02

0.0

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

Slika 28: Triangulacija Cetvorougla

2. DefiniSemo dualni graf nad temenima za dati ¢etvorougao.

w0

Slika 29: Dualni graf nad temenima etvorougla

3. Znamo da moZemo dualni graf nad temenima obojiti u tri boje (0 = Zuta, 1 =
plava, 2 = zelena) na osnovu leme 1.2.75. Na pocetku, dodeljujemo Zutu boju
proizvoljnom ¢voru, a nakon toga bojimo susede sa dve razliCite boje. Postupak
nastavljamo iterativno.

:::::

Slika 30: Bojenje dualnog grafa nad temenima Cetvorougla
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4. Nalazimo skup ¢vorova V' kojima je dodeljena boja koja je najmanje koris¢ena
pri bojenju svih &vorova. Znamo da &vorovi skupa V' predstavljaju temena koja
Cine pokrivajudi skup tadaka etvorougla, kardinalnosti ne veée od [4/3] = 1.

5. Zakljucujemo, za prostoriju koja je predstavljena cetvorouglom potreban je 1
Cuvar u problemu galerije.
3.2 Primer realne galerije

Na slici 31 prikazan je primer realne galerije umetnosti sa ukupno 7 objekata: jedan
objekat koji predstavlja stazu za posetioce i ostalih 6 objekata obojenih crvenom bojom
koji predstavljaju izloZene umetnosti.

Slika 31: Primer realne galerije umetnosti

Primetimo:

1. Objekat koji predstavlja stazu deli posmatranu prostoriju na dve manje
prostorije:

(a) (b)

Slika 32: Razlaganje prostorije

2. Zbir broja dovoljnih ¢uvara za manje prostorije predstavlja broj dovoljnih ¢uvara
za pocetnu prostoriju.

Pretpostavimo da nije neophodno i stazu za posetioce da obezbedimo.
Zadatak je pronaci broj Cuvara za obezbedivanje prostorije prema teoremi 2.1.6.
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Resenje:

1. Predstavljamo prostoriju u koordinatnom sistemu (slika 33).

Slika 33: Oznaceni uglovi

2. Posmatramo poligon A i poligon B predstavljeni na slici 34, koji sadrZe
odgovarajuée stranice u cilju smanjenja broja rupa.

|

(@ (b)

Slika 34: Poligon A i poligon B

3. Poligon A konstruiS§emo na osnovu poligona sa rupama koji ima n; = 44 temena
i hy = 5 rupa.

4. Poligon B konstruiS§emo na osnovu poligona sa rupama koji ima ne = 11 temena
i ho = 1rupu.

5. Pomocu algoritma koji je dat u dodatku A izvrSavamo triangulacije.

6. DefiniSemo dualne grafove nad temenima Gy i G'; koji sureda 44 +2 % 5 = 54
il14+2x1=13.

7. Bojimo dualne grafove nad temenima u tri boje.
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8.

10.

Nalazimo skup &vorova V4 grafa G%; kojima je dodeljena boja koja je najmanje
kori3¢ena pri bojenju svih &vorova grafa GY.

Nalazimo skup &vorova Vg grafa G%; kojima je dodeljena boja koja je najmanje
kori3¢ena pri bojenju svih ¢vorova grafa Gi;.

Znamo da ¢vorovi skupa V4 predstavljaju temena koja ¢ine pokrivajuéi skup
taaka poligona A kardinalnosti ne veée od |54/3] = 18. Takode, &vorovi
skupa Vp predstavljaju temena koja ¢ine pokrivajuéi skup tacaka poligona B
kardinalnosti ne vece od |13/3| = 4.

IzvrSavanjem python koda koji je predstavljen u dodatku A nad oznacenom
prostorijom koja je data prema slici 33, zaklju¢ujemo da je dovoljno 16 + 3
Cuvara za obezbedivanje Cije su pozicije predstavljene crvenom bojom na slici
35.

(b)

Slika 35: Cvorovi skupova V, i V3 obojeni crvenom
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4 Dodatak A
Python kod

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx

from collections import Counter

from networkx.algorithms.coloring import greedy_color

class Poligon:
temena = []
def broj_temena (self):
return len(self.temena)

def da_li_je_konkavan_ugao(na_levo, A, B, C):
if na_levo:

Z = A
A =C
C =12
vl = np.array ([B[0] - A[Q0], B[1] - A[1]])
v2 = np.array ([C[0] - B[0], C[1] - BI111)
vektorski_proizvod = np.cross(vl, v2)
return vektorski_proizvod > 0
def da_li_je_unutar_trougla(P, A, B, C):
if (C[1] - A[l]) ==
Z = C
cC =28
B Z
w_1 = (A[O] = (C[1] - A[1l]) + (P[1] - A[1l]) =
(C[0] — A[0]) - P[O] = (C[1] - A[1])) /
((B[1] - A[1]) * (C[O0] - A[O]) - (B[O] - A[O0]) =
(Cr11 - A[11))
w_2 = (P[1] - A[1] - w_1 = (B[1] - A[1l]l)) /
(C[1] - AIl1l])
return w_1 >= 0 and w_2 >= 0 and (w_1 + w_2) <=1

def da_li_je_uvo(P, 1i):

prethodni_indeks_modulo = (i - 1) % len(P)
naredni_indeks_modulo = (i + 1) % len(P)

prethodni_indeks = P[prethodni_indeks_modulo]
trenutni_indeks = P[i]
naredni_indeks = P[naredni_indeks_modulo]

for j in range(len(P)):

if j == prethodni_indeks_modulo or
3 == 1 or j == naredni_indeks_modulo:
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continue
if da_li_je_unutar_trougla(P[]j],
prethodni_indeks, trenutni_indeks,
naredni_indeks) :
return False

return True

def triangulacija (P, na_levo):
temena_kolekcija = np.array (P.temena)
rezultat = []

if P.broj_temena() < 3:
return rezultat

V = np.arange (len(temena_kolekcija))

while len (V) > 3:
for i in range (len(V)):
prethodni_indeks = V[(1i - 1) % len (V)]
trenutni_indeks = V[i]
naredni_indeks = V[(i + 1) % len (V)]
if da_1li_je_konkavan_ugao (na_levo,
temena_kolekcijal[prethodni_indeks],
temena_kolekcija[trenutni_indeks],
temena_kolekcijal[naredni_indeks]) == False:
continue
if da_li_je_uvo (temena_kolekcijal[V], 1i):
rezultat.append ([
temena_kolekcija[prethodni_indeks],
temena_kolekcija[trenutni_indeks],
temena_kolekcijal[naredni_indeks]])
V = np.delete(V, 1)
break

rezultat.append([temena_kolekcijal[VI[0]],
temena_kolekcija[V[1l]], temena_kolekcijalV[2]]1])
return rezultat

def crtaj_poligon_i_trouglove (poligon,
trouglovi, obojena_temena):
plt.figure ()

# Crtanje poligona

plt.plot (

*zip (x (poligon.temena + [poligon.temenal0]11)),
marker='0o’, color='blue’)
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# Crtanje obojenih temena
if obojena_temena is not None:
for teme in obojena_temena:
plt.plot (teme[0], teme[l], ’'ro’)

# Crtanje trouglova

for trougao in trouglovi:

trougao = np.array (trougao)
plt.fill (xzip (xtrougao), alpha=0.8)

plt.gca() .set_aspect ('equal’, adjustable=’'box’)
plt.show ()

def generisi_dualni_graf (trougovi) :
# Kreiraj prazan graf
G = nx.Graph()

# Dodaj ¢vorove u graf (temena)
for trougao in trougovi:
for teme in trougao:
if tuple(teme) not in G.nodes:
G.add_node (tuple (teme))

# Dodaj grane u graf

for trougao in trougovi:

for 1 in range(3):
for j in range(i + 1, 3):
# Dodaj liniju izmedu dva temena ako su
u istom trouglu
G.add_edge (tuple (trougao[i]),
tuple (trougaol[j]l))

return G

def bojenje_grafa(G):
boje = greedy_color (G, strategy='smallest_last’)
unique_colors = len(set (boje.values()))

return boje

# Primer upotrebe:
P = Poligon()
P.temena = [] # definisati temena

58



rezultat = triangulacija (P, True)

G = generisi_dualni_graf (rezultat)
boje = bojenje_grafa (G)
color_counts = Counter (boje.values())

najmanje_ucestala_boja =
min(color_counts, key=color_counts.get)

temena_sa_najmanje_ucestalom_bojom =
[node for node, color in boje.items ()

if color == najmanje_ucestale_boja]

crtaj_poligon_i_trouglove (P, rezultat,
temena_sa_najmanje_ucestalom_bojom)

59



5 Zakljucak

U ovom radu proucavan je problem galerije iz ugla geometrije i teorije grafova. Kroz
posmatranje osnovnih i pro§irenih varijanata problema galerije koriS¢enjem poligona sa
i bez rupa, prikazani su kljucni rezultati prema rezultatima Hvatala, Fiska i O’Rourke-a.

Posebna paZnja posvecéena je i varijantama problema u kojima cuvari mogu da se
krecu, kao i potrebnom broju Cuvara za obezbedivanje spoljasnosti galerije. Takode,
kroz prakti¢nu primenu racunarskog programa, rezultati su realizovani na primeru
realne galerije, Sto omoguéava uvid u primenu teorije u stvarnim uslovima.

Ovaj rad doprinosi razumevanju geometrijskih problema u vezi pokrivanja
prostora i primenama u sistemima nadzora, sa moguénostima za unapredenje u
oblasti optimizacije, kao i analizi velikih kompleksnih sistema. Dalja istraZivanja
mogu ukljucivati pro§irenje na sloZenije modele galerija i dodatne varijante problema
galerije, $to predstavlja osnovu za dalji razvoj teorije i algoritama.
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Cuvara. Razmatran je i slucaj kada se obezbeduje spoljasnost galerije, gde
se pokazuje da je [ n/?2 ] ¢uvara uvek dovoljno, a ponekad i neophodno.
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and sometimes necessary.
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