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PREDGOVOR

Predgovor

Grafovi su osnovni matematicki objekti koji se koriste za modelovanje
raznovrsnih struktura u prirodi, tehnologiji i drustvu. Medu njima, regularni
grafovi imaju posebno znacajnu ulogu jer su definisani jednakim stepenom
svih svojih ¢vorova, $to omogucava jednostavniju analizu njihovih svojstava.
Jedan od bitnih alata za razumevanje strukture regularnih grafova jeste spek-
tar njihove matrice susedstva, koji pruza vazne informacije o povezanosti,
simetriji i dinamickim osobinama grafa.

U uvodnom delu ¢emo upoznati osnovne oznake i pojmove koji ¢e nam
sluziti dalje u radu. Zatim, u drugom odeljku su navedene neke osnovne
definicije i tvrdenja iz teorije grafova koji su potrebni za razumevanje rada.
Takode, ova tema zahteva poznavanje mnogih teorema iz linearne algebre te
su one navedene u ovom odeljku, a zatim ¢emo istaknuti matrice susedstva i
prikazati njihove osobine kao i osobine grafova kod ¢ijeg ispitivanja nam ove
matrice pomazu.

Nakon toga, fokusira¢emo se na specificne klase regularnih grafova i nji-
hove spektre. U narednom, tre¢em poglavlju, definiSemo osnovne regularne
grafove kao §to su kompletni, kompletni bipartitni grafovi i konture, odredu-
jemo njihove spektre i pratece osobine tih grafova.

U cetvrtom odeljku ¢emo se upoznati sa jednim od najpoznatijih regu-
larnih grafova — Petersenovim grafom. Analizira¢emo njegove osnovne struk-
turalne i spektralne karakteristike, a zatim ¢emo prouciti spektre generali-
zovanih Petersenovih grafova, koji predstavljaju prosirenje osnovnog modela
kroz parametre P(n, k).

Peto poglavlje je posveé¢eno Mooreovim grafovima, ¢iji je akcenat stavljen
na spektre grafova ¢iji je dijametar 2, a najveci takav graf jeste Hoffman-
Singletonov graf. U ovom poglavlju ¢emo dokazati i jednu od vaznijih teorema
teorije grafova - Hoffman-Singletonova teorema.

Posebnu paznju u Sestom poglavlju ¢emo posvetiti hiperkockama i nji-
hovim spektrima, koje imaju Siroku primenu u teoriji algoritama i paralelnom
racunarstvu.

U sedmom, poslednjem odeljku, analizira¢emo Platonove grafove i njihove
spektralne osobine, kao i grafove dobijene odsecanjem pravilnih poliedara. Na
kraju je navedena kratka biografija, i literatura na kojoj se bazira ovaj rad.
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1 UVOD

1 Uvod

Teorija grafova je relativho mlada nauka. Godina 1936, kada je Denes
Kenig objavio knjigu Teorija konacnih i beskonac¢nih grafova smatra se godi-
nom zasnivanja teorije grafova kao posebne matematicke discipline. Tada
pocinju i prva veca istrazivanja u ovoj grani matematike. Nekoliko decenija
kasnije matematicari uvidaju prednost koris¢enja aparata linearne algebre
pri izu¢avanju problema sa grafovima. Tako je proucavanje grafova uz pomo¢
karakteristi¢nih korena i karakteristicnih vektora matrica koje su im pridru-
zene oznacilo nastanak spektralne teorije grafova, jedne od najekspanzivnijih
i Siroko primenljivih teorija.

Pojam grafa se pojavljuje u mnogim naucnim disciplinama, i, uopste, u

covekovim delatnostima. Poseban znacaj ovaj pojam ima u elektrotehnici,
racunarstvu i nauci o organizaciji rada. Grafovi se obi¢no prikazuju preko
tacaka koje predstavljaju objekte i linija koje ih spajaju, a te linije pred-
stavljaju binarnu relaciju medu datim objektima.
Na primer, moguc¢nost kretanja vozila kroz neki grad moze se predstaviti
grafom, gde raskrsnice predstavljaju ¢vorove grafa, a ulice grane. Isto tako,
razliciti odnosi izmedu pojedinaca u nekoj grupi se mogu predstaviti grafom.
Tada bi pojedinci predstavljali ¢vorove, a grane bi oznacavale odnose poje-
dinica kao Sto je simpatija, poznanstvo, uticaj itd.

Tina  veliko
[}

Ema Luka

Tasa sanja

Petar

Nela
Teodora

Slika 1: Prijateljstva u grupi ljudi prikazana pomocu grafa

Ova oblast matematike u poslednjim decenijama dozivljava veliku ekspan-
ziju. Veliki broj istrazivanja u teoriji grafova rezultat je velike primenljivosti
teorije grafova. Uz nova istrazivanja nastajale su i razvijale se sopstvene i orig-
inalne metode i jos svestranije ostvarivale veze sa pojedinim matematickim
disciplinama, tako da danas teorija grafova predstavlja glavni alat u resavanju
mnogih problema u racunarstvu, bioinformatici, hemiji, elektrotehnici itd.
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2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

2 Osnovni pojmovi grafa

Graf G (prost graf) je uredeni par G = (V| E), gde je V kona¢an neprazan
skup, a E podskup skupa svih dvoelementnih podskupova skupa V. Elemente
skupa V nazivamo ¢vorovi, a elemente skupa E nazivamo grane. Cesto kada
govorimo o nekom grafu G njegov skup ¢vorova oznac¢avamo i sa V(G) a skup
grana sa F(G).

Graf mozemo prikazati tako Sto ¢emo predstaviti ¢vorove kao tacke, a grane
kao linije koje povezuju dva ¢vora, pri ¢emu su ¢vorovi a i b povezani linijom
ako i samo ako {a,b} € E.

Primer 2.1. Neka je dat graf ¢iji je skup évorova V = {z,y,z,w} a skup
grana E = {{z,w},{y, 2z}, {z,w}}. Ovaj graf mozemo predstaviti kao na slici
dole:

Za grane se obicno koriste kraéi zapisi, te tako granu {z,w} krace ozna-
¢avamo i sa xw, pa su krajnji ¢vorovi ove grane x i w.

Bitno je napomenuti da graficko predstavljanje grafa nije jedinstveno
odredeno.

Red grafa G, u oznaci n(G), jeste broj njegovih ¢vorova, a velicina grafa
G, u oznaci m(G), je broj njegovih grana.

Dva ¢vora u i v grafa G se nazivaju susednim ako je uv grana grafa G.
Ako je e = uv grana grafa GG, onda kazemo da su ¢vorovi u i v incidentni
sa granom e i da je e incidentno sa ¢vorovima u i v. Dve grane su susedne
grane ako su incidentne sa istim ¢vorom.

Skup susednih ¢vorova ¢vora v se naziva susedstvo ¢vora v i oznacava se sa
N(v).
Stepen cvora v je broj njegovih suseda u grafu G i oznaka je dg(v), ili samo
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2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

d(v) ukoliko je jasno u kom se grafu posmatra. Dakle, d(v) = |N(v)|. Cvor
koji nema susede, to jest stepena 0, nazivamo izolovan c¢vor. Cvor stepena 1
nazivamo viseéi ¢vor. Vise¢a grana je grana incidentna sa viseéim ¢vorom.

Za naredne dve teoreme dokaz se moze pronadi u [15].

Teorema 2.2. Zbir svih stepena ¢vorova grafa jednak je dvostrukom broju
njegovih grana.

Cesto bitnu ulogu igraju stepeni évorova koji su minimalni odnosno mak-
simalni u datom grafu. Sa 0(G) oznacavamo minimalan, a sa A(G) maksi-
malan stepen ¢vorova grafa G tj.

d(G) = min d(u)iA(G) = max d(u).

ueV(G) ueV(G)

Teorema 2.3. Za graf G sa n ¢vorova ispunjeno je
0<4(G)<AG)<n-1.

Vratimo se na primer 2.1.
Njegov red i veli¢ina su n(G) = 4 1 m(G) = 3. Jedan par susednih évorova
su z i w. Primer susednih grana je yz i zw. Cvor w je incidentan sa granama
zw i zw. Na ovom grafu se vidi da je d(x) = 1, d(y) = 1, d(z) = 2, d(w) = 2,
pa primetimo da su x i y visedi. Zbir svih stepena ¢vorova grafa jednak je
dvostrukom broju njegovih grana. Primetimo i da je 0(G) =11 A(G) = 2.

Posebno se izdvajaju grafovi koji imaju specificne stepene ¢vorova.
Regularan graf je graf ¢iji su svi ¢vorovi istog stepena. Ako je taj stepen r,
onda kazemo joS i r-regularan.

Poluregularan graf je graf ¢iji je skup stepena ¢vorova dvoelementan. Kazemo
i daje (p, q)-reqularan ako je {p,q} skup stepena ¢vorova.

Aty @

Slika 2: 3-regularan, 4-regularan, 5-regularan graf



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Graf G' = (V', E') je podgraf grafa G = (V, E), u oznaci G’ C G ako vazi
V' C Vi E' C E. Takode, tada se G naziva nadgraf grafa G'.

Slika 3: Graf G i podgraf G’

Podgrafovi zapravo nastaju visestrukom primenom lokalnih operacija na
grafu. To su:

e odstrangivanje (brisanje) évora G - v — kada brisemo ¢vor v i sve grane
incidentne sa njim;

e odstranjivange (brisanje) grane G - e — kada brisemo samo granu e.
Pokrivajuéi (razapinjucéi) podgraf H grafa G je podgraf ¢iji su évorovi svi

¢vorovi grafa G tj. V(H) = V(G).

Cesto su u teoriji grafova zanimljive osobine grafa koje zavise samo od
apstraktne definicije, a ne od njegovog oznacavanja ¢vorova i konkretnog
predstavljanja. Zbog toga, razlikujemo sledece definicije.

Grafovi G; = (V4, Ey) 1 Go = (Va, Es) su:

e jednaki, u oznaci G; = Gy — ako vazi V) = Vy i By = E;

e izomorfni, u oznaci G; = (G5 — ako postoji bijekcija f : V3 — V5 tako
da uv € Ey < f(u)f(v) € By, tj. otuvana je susednost.



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Primer 2.4. Da li su grafovi sa slike 3 izomorfni?

d

Slika 4: Izomorfni grafovi

Jesu, a izomorfizam f : V(G) — V(G’) je definisan na slededi nacin:

Grane u GG Grane u G’
{aa b} {va} - {g(a),g(b)}
{a, c} {z, 2} ={g(a),g(c)}
{a,d} {z,y} = {g(a), g(d)}
{c.d} {z.y} ={g(c),9(d)}

Tabela 1: Tabela grana grafa G i njihovih slika u G’

Postoje razlicite podele i razliciti tipovi grafova.

Osnovna podela grafova je na neorijentisane i orijentisane grafove.
Do sad smo prikazivali neoriyjentisane grafove. Kod orijentisanog grafa ili di-
grafa su sve grane e = (u,v) orijentisane tj. bitan je redosled ¢vorova. Za
granu e = (u,v) kazemo da vodi iz évora u u ¢vor v.



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Bitni pojmovi za definisanje razlicitih tipova grafova su:

e setnja - konaCan neprazan niz W = wvgejvies ... exvp u kome se naiz-
meni¢no smenjuju ¢vorovi i grane, pri cemu su v;_; i v; krajnji é¢vorovi
grane e;;

e petlja - grana koja ima i pocetak i kraj u istom ¢voru;

e put - niz razlicitih ¢vorova vy, ...,v, tog grafa takav da su v; 1 v
susedni za sve ¢ € {1,2,...,s — 1};

e kontura - put u kojem se prvi i poslednji ¢vor poklapaju.

Obim grafa je duzina njegove najkra¢e konture. Ukoliko graf ne sadrzi
konturu, onda kazemo da je beskonacnog obima.

Naredne dve teoreme navodimo bez dokaza, a dokaz se moze pronaci u
[15]:

Teorema 2.5. Broj ¢vorova r-regularnog grafa sa neparnim opsegom g =
2d+ 1 (gde je d € ZT) je n, tako da vazi

Sliéna teorema za grafove koji imaju paran opseg:

Teorema 2.6. Broj ¢vorova r-regularnog grafa sa opsegom g = 2d (gde je
d > 2) je n, tako da vazi

¥
no
T
L

n>14+ -1+ rr—1)1=2) (r—1).

%

Il
=)
I
o

%

Prost graf je neorijentisan graf bez petlji i viSestrukih grana, a multigraf
je graf kod kojeg se izmedu dva ¢vora moze nalaziti vise od jedne grane.

Graf je povezan ako za svaka dva c¢vora postoji put koji ih povezuje.
Komponenta povezanosti grafa je njegov podgraf koji je povezan i koji nije

9



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

povezan putem ni sa jednim ¢vorom van ovog podgrafa.

Spomenimo jo§ povezanost ¢vorova i povezanost grana. Povezanost ¢vorova
grafa GG je najmanji broj ¢vorova koje je potrebno ukloniti iz G da bi on
postao nepovezan ili trivijalan, nju oznacavamo sa k(G). Povezanost grana
grafa G je najmanji broj grana koje je potrebno ukloniti iz G kako bi on
postao nepovezan ili trivijalan, oznaka je «/'(G).

Slika 5: Primer povezanog (levo) i nepovezanog grafa (desno)

Rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu je duzina najkraceg puta koji ih
povezuje. Rastojanje izmedu ¢évorova u i v oznacavamo sa d(u,v).
Neka je G = (V, E') povezan graf. Ekscentricitet ¢vora u je rastojanje ¢vora u
od njemu najudaljenijeg ¢vora: eg(u) = max{dg(u,v) : v € V'}. Poluprecnik
grafa G je najmanji ekscentricitet ¢vora u grafu: r(G) = min{eg(u) : u €
V'}, a dijametar grafa G je najveéi ekscentricitet ¢vora u grafu: D(G) =
max{eg(u):u €V},

2.1 Linearna algebra

Kako se rad bavi spektralnom teorijom grafova, pored osnovnih pojmova
o grafovima, moramo se upoznati i sa pojmovima linearne algebre, tacnije sa
nekim vrstama matrica, karakteristicnim polinomom i karakteristicnim ko-
renima.

Kvadratnu matricu A zva¢emo simetricnom, ako je jednaka svojoj trans-
ponovanoj matrici.

Minor M;; date kvadratne matrice je determinanta podmatrice koja se

dobija kada iz matrice uklonimo i-tu vrstu i j-tu kolonu. Minor reda k je
determinanta podmatrice dimenzije k.

10



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Glavni minor k-tog reda matrice A je determinanta podmatrice dimenzije k
koja sadrzi k elemenata glavne dijagonale.
Na ovaj nacin uklanjanje se vrsi po glavnoj dijagonali.

Neka je V' kona¢no-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem F i neka
je A:V — V linearna transformacija.

Definicija 2.7. Skalar A € F i nenula vektor v € V se nazivaju karakter-
istican koren i karakteristican vektor za transformaciju A : V' — V ako je

Av = .
Definicija 2.8. Neka je A € F*". Akosuz € F»Y 2 £ 01 A € F takvi da

je Ax = Az, onda je z karakteristicni vektor matrice A, a A karakteristi¢ni
koren te matrice.

S obzirom na to da je Az = Az ekvivalentno sa (A — AE)z = 0, sledi
da karakteristicne korene matrice A mozemo naci kao resenja karakteristicne
jednacine matrice A:

det(A — AE) = 0,

pri cemu je polinom

det(A — \E)

karakteristicni polinom matrice A.

S obzirom na to da je karakteristi¢ni polinom matrice A n-tog stepena,
sledi da matrica A ima n karakteristicnih korena nad poljem kompleksnih
brojeva, gde svaki od njih brojimo onoliko puta kolika mu je viSestrukost.
Ovu visestrukost nazivamo algebarska visestrukost.

Geometrijska visestrukost za karakteristicni koren A je jednaka n—rang(AE —
A), gde je n red kvadratne matrice A. Algebarska visestrukost je uvek veca
ili jednaka geometrijskoj viSestrukosti.

Skup svih karakteristicnih korena matrice A naziva se spektar te matrice
i oznacava se sa o(A).

Definicija 2.9. Kvadratne matrice A i B su slicne ako postoji regularna
matrica P takva da vazi B = P~1AP.
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2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Definicija 2.10. Kvadratna matrica A je dijagozabilna, tj. A se moze di-
jagonalizovati, ako je slicna nekoj dijagonalnoj matrici; to jest, ako postoji
regularna matrica P takva da je P~ AP dijagonalna.

Definicija 2.11. Vektori u,v € R" su ortogonaln: kada je
u-v =0,
Sto oznacavamo u L v.

Takode, skup vektora je ortogonalan ako je svaki par razlicitih vektora iz
tog skupa medusobno ortogonalan, odnosno njihov skalarni proizvod iznosi
nula.

Sledece teoreme ¢e nam biti potrebne u daljem radu.

Teorema 2.12. Skup karakteristicnih vektora koji odgovaraju razli¢itim
karakteristicnim korenima simetri¢ne matrice A je ortogonalan skup.

Dokaz. Neka su v i w dva karakteristicna vektora simetricne matrice A sa
pridruzenim karakteristi¢nim korenima, redom \ i pu, pri ¢emu je A # u. Vazi:

);
).

v (Aw) = o' (pw) = p (vt w
(WA w = (Av)Tw = X (v'w

Buduéi da je A = AT, iz ovoga sledi

p(wiw) = A('w) = (p-ANv'w=0 = viw=0,
jer je A # u, a karakteristi¢ni vektori nisu nula vektori. Iz ovoga zakljucujemo
da su v i w medusobno ortogonalni, a kako smo ih birali proizvoljno, tvrdenje

je dokazano.
m

Dokazi sledec¢ih teorema se mogu pronaéi u [1].

Teorema 2.13. Neka je A kvadratna matrica. Matrica A se moze dijagonal-
izovati ako i samo ako je geometrijska visestrukost svakog karakteristicnog
korena jednaka algebarskoj visestrukosti.
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2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Teorema 2.14. Neka je A kvadratna matrica reda n. Tada je
rang(A) + d(A) = n,
gde je rang(A) rang, a d(A) defekt! od A.

Sada, kada smo se upoznali sa osnovnim pojmovima linearne algebre,
prikazac¢emo njenu vezu sa grafovima.
Svaki graf je moguce predstaviti matricom susedstva ili matricom inciden-
cije, ¢iji karakteristicni polinom i karakteristicne korene mozemo odrediti i
obrnuto, na osnovu tih karakteristicnih korena moguce je odrediti broj petlji
grafa, broj n-touglova, grana, bipartitnost itd.

Definicija 2.15. Matrica susedstva grata G sa n ¢vorova je kvadratna ma-
trica [a;;] reda n, ¢iji su elementi a;; jednaki 1 ako postoji grana od ¢vora v;
do ¢vora v;, dok ostali elementi imaju vrednost 0.

Elementi matrice susedstva prostog grafa mogu biti samo 0 i 1, i to je
definisano na slede¢i nacin:

1, ako su v; i v; susedni,
CLij =

0, inace.
Primetimo jos neke osobine ove matrice.

e Matrica susedstva je simetri¢na, jer je susedstvo simetricna relacija
(¢vor 7 susedan ¢voru j ako i samo ako je ¢vor j susedan ¢voru i.)

e Ako je graf G bez petlji, tada su svi elementi na glavnoj dijagonali
matrice A(G) jednaki nuli. U suprotnom ako postoji petlja u ¢voru v;
tada elementu a;; dodeljuje se vrednost 1.

e U grafu G, stepen c¢vora v; je jednak zbiru elemenata u i-toj koloni,
odnosno vrsti matrice A(G). Stoga, ako je graf G r-regularan, zbir
elemenata svake kolone, odnosno vrste, iznosi 7.

Definicija 2.16. Karakteristican koren (vektor) grafa G je karakteristican
koren (vektor) njegove matrice susedstva A.

IDefekt matrice A, u oznaci d je: d(A) = dim(ker(A)), gde je ker(A) skup svih vektora
x koji zadovoljavaju Az = 0.

13



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Definicija 2.17. Spektar grafa G, u oznaci o(G), je spektar matrice sused-

stva A sa svim njegovim viSestrukostima. Ako su Ag,A1,..., A1 razliciti
karakteristi¢ni koreni i njihove visestrukosti redom kg,k1,. . . ,ks_1, onda piSemo:
Ao A1 Al
o(G)=0(A) = ® .
() (4) (ko kv ... keq

Primer 2.18. Odrediti matricu susedstva za sledec¢i graf:

— W

Slika 6: Graf G

AG) =

_ == O
OO O =
_ o O =
O = O =

Slede¢a teorema ¢e nam biti potrebna u daljem radu, a njen dokaz se
moze pronadi u [1].

Teorema 2.19. Suma svih karakteristicnih korena prostog grafa je jednaka
nuli.

Teorema 2.20. Neka je GG regularan graf stepena k. Tada:
(1) k je karakteristican koren grafa Gj
(2) ako je G povezan, onda je viSestrukost korena k jednaka 1;
(3) za bilo koji karakteristican koren A od G, vazi |A| < k.

Dokaz. (1) Neka je u = [1,1,...,1]". Tada, ako je A matrica susedstva
grafa G, imamo Au = ku, jer svaka vrsta u A ima tac¢no k jedinica.
Stoga je k karakteristican koren grafa G.
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2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

(2) Neka je x = [x1,x9,...,x,]" bilo koji nenula vektor za koji vazi Az =
kz, i pretpostavimo da je x; komponenta vektora x s najvecom apso-
lutnom vrednoséu. Buduéi da vazi (Az); = kz;, imamo:

Z/ €T; = k‘l’j,

gde Z/ oznacava sumu preko onih k ¢vorova v; koji su susedi v;. Svo-
jstvom maksimalnosti z; sledi da je x; = x; za sve ove ¢vorove. Ako
je G povezan, mozemo nastaviti s ovim postupkom, korak po korak, i
konaé¢no pokazati da su sve komponente od x jednake. Tako je x skalarni
umnozak vektora wu, a prostor karakteristicnih vektora povezanih s
karakteristicnim korenom k ima dimenziju 1.

(3) Pretpostavimo da Ay = Ay, gde je y # 0, i neka y; oznacava kompo-
nentu vektora y s najve¢om apsolutnom vrednoséu. Kao u prethodnom
argumentu, imamo Y y; = AYj, pa vazi:

Mly;| = 12wl < 3wl < kly,l,

pa vazi:

A< k.

Nije tesko videti da vazi sledece tvrdenje.

Teorema 2.21. Neka je A matrica susedstva grafa G reda n, gde je n

broj ¢vorova grafa G. Karakteristicni koreni matrice A su Ay, Ag, ..., A\ sa
viSestrukostima mq, mo, ..., my, 1 < k < n. Tada vazi
k

E m; = n.

=1

Teorema 2.22. Neka je A realna simetriéna matrica reda n sa karakter-
isticnim korenima A; > Ay > ... > \,,. Tada za svako k € {1,2,...,n} vazi:

A\ — oyt Ay _ . yT Ay
PSRN sy Ty TeRh  yemn) yTy
dim(8)=k Y dim(T)=n—k+1 Y

gde se maksimizacija i minimizacija vrse preko potprostora S i T prostora
R".

15



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Dokaz. Dokaza¢emo prvu jednakost, a druga se dokazuje analogno. Neka
x1,%a,...,T, bude ortonormirana baza karakteristi¢cnih vektora matrice A
koja odgovara karakteristicnim korenima Ay > Ay > --- > \,,.

Najpre, proverimo da li se A\, moze dostic¢i. Neka je S potprostor generisan

vektorima x1, xo, . .., xr. Kako je xq,xs, ...,z ortonormirana baza, za svaki
vektor y € S postoje realni koeficijenti ay, as, .. ., a; tako da je
k

Yy = Z a;T;.

i=1
U tom slucaju vazi

yT Ay = (Z aaz) ' A (zk: ax) _

=1 i=1

) (5]

k k

1=1 =1

Na osnovu ove jednacine, dobijamo sledece:

yT Ay Zf:l )‘ia? > Z§:1 /\kazz A
p— = p— k'
y'y Zi‘c:l azz Zle O’ZZ

Stoga,
TA

min - ——
yesS\{o} Yy
Da bismo pokazali da je ovo zaista maksimum, dokaza¢emo da za sve
potprostore S dimenzije k vazi:

> A

.yl Ay
min
yes\joy yTy

< A

Neka je T potprostor vektora xp,zpi1,...,x,. Kako T ima dimenziju
n — k + 1 svaki potprostor S dimenzije k& u preseku sa 1" daje potprostor

16



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

dimenzije najmanje 1. Prema tome,

y y" Ay _ oyt Ay
T < min 7 < min T
yes yly yesnT yty yeT Yy
Svako y € T moze se predstaviti kao y = >, a;z;.
Prema tome, za svako y € T' vazi:
y" Ay _ D i Nl < D ik Akl
vy Xileed T ik

Odavde dobijamo:

.yl Ay
min

ves yly

< Ag-

Dakle,

oyt Ay
mex i
dim(S)=k Y

k-

]

Teorema 2.23. Grafovi G; = (V, Ey) i Gy = (Vo, Ey), n = |V4] = |V
su izomorfni ako i samo ako su njihove matrice susedstva A(Gp) i A(G2)
permutaciono sli¢ne, tj. ako i samo ako vazi A(Gy) = PA(G,)P~!, gde je P
permutaciona matrica.

Dokaz. (=) Ako su grafovi G; i G5 izomorfni, njihova matrica susesdstva
povezana je permutacijom vrsta i kolona tj. A(Gs) = PA(G,)P~!, gde je P
permutaciona matrica. Mnozenje matrice A(G1) sa leve strane matricom P
permutuje njene vrste, dok mnoZenje sa desne strane matricom P! permu-
tuje njene kolone.

(<) Neka vazi A(Gy) = PA(G1)P~! i neka su évorovi grafa GGy oznaceni sa

{v1,...,v,} 1 évorovi grafa G5 oznaceni sa {wy, ..., w,}. Tada postoji pres-
likavanje f : G; — G takvo da je (v;,vg) € Ey akko (f(v;), f(vg)) € Es, §to
je definicija izomorfizma grafova. O

Sledec¢a teorema nam daje odgovor na pitanje koliki je broj Setnji duzine
k izmedu dva proizvoljna ¢vora.

Teorema 2.24. Neka je A(G) matrica susedstva grafa G = (V| E). Tada
je broj setnji duzine £ izmedu ¢vorova v;,v; € V' jednak elementu afj, tj.
elementu na poziciji (i, j) u matrici A(G)*.

17



2 OSNOVNI POJMOVI GRAFA

Dokaz. Dokazimo teoremu indukcijom.

Neka je A matrica susedstva grafa G. Element a;; matrice A predstavlja broj
setnji duzine 1 izmedu ¢vorova v; i v;, a ovo tvrdenje vazi po definiciji matrice
susedstva: a;; = 1 ako postoji grana izmedu v; i v;.

Pretpostavimo da u matrici A* element v;;, i, j = 1,2, ..., n, predstavlja broj
puteva duzine k od v; do v;.

Pokaza¢emo da ovo tvrdenje vazi za k + 1. Setnja duzine k + 1 izmedu v; i vj
moze se podeliti na Setnju duzine k£ od v; do nekog ¢vora v; i Setnju duzine 1
od v; do v;. Tada dobijamo element

n
k
E Vi Vij
=1

koji predstavlja broj Setnji duzine k + 1 od v; do v;, odnosno predstavlja
element vfj u matrici A¥T!, sto je i trebalo da se dokaze. O

Postoji veza izmedu koeficijenata karakteristicnog polinoma i osobina
grafa koji posmatramo. Koeficijenti py i p; svakog prostog grafa jednaki su
(=1)™ i 0. Ako znamo koeficijente py i p3 , znamo i broj grana i obrnuto.
Prikazimo ovu vezu.

e Trag matrice A koji oznacavamo sa tr(A), tj. broj petlji u grafu jednak
je (=1)17"p; , gde je p; koeficijent koji stoji uz A" L.

e Trag matrice jednak je sumi svih karakteristi¢nih korena matrice, odnosno
n
tr(A) = > A;. Posto u radu govorimo o prostim grafovima, onda je trag
i=1
matrice susedstva jednak nuli. Samim tim koeficijent p; i suma karak-
teristicnih korena su jednaki nuli.

e Ako je py koeficijent koji stoji uz A"2, onda je (—1)>""py jednako
zbiru glavnih minora drugog reda matrice susedstva, odnosno je jednako
(—1)3"p, broju grana u grafu.

e Proizvod (—1)3"p3 je jednak zbiru glavnih minora treceg reda matrice
susedstva, odnosno dvostrukom broju trouglova u grafu.

e Slobodan ¢lan karakteristicnog polinoma bilo kog grafa jednak je de-
terminanti matrice susedstva.
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

3 Osnovni regularni grafovi

Regularni grafovi igraju znacajnu ulogu u teoriji grafova, jer omogucavaju
analizu strukture i svojstava grafova sa uniformnom povezanoséu. U ovom
odeljku razmatramo tri vazna tipa regularnih grafova: kompletan graf, kom-
pletan bipartitni graf i konturu, pri ¢emu posebnu paznju posvecujemo nji-
hovim spektrima.

3.1 Kompletan graf

Definicija 3.1. Kompletan (potpun) graf sa n ¢vorova, u oznaci K, je prost
graf u kom su svaka dva ¢vora susedna.

AN

K, K, K K,

Slika 7: Kompletni grafovi

Iz definicije grafa K, sledi da svaki ¢vor ima stepen jednak n — 1, pa je
stoga zbir svih stepena jednak n(n — 1), a broj grana @

Napomena 3.2. Komplement kompletnog grafa K, ima n ¢vorova i nema
grane, pa se naziva prazan graf reda n.

Matrica susedstva kompletnog grafa K, je oblika

11 ...1

101 ... 1
AK,)=11 10 ... 1| =J_F.

111 0]
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

Pronadimo karakteristicne korene ove matrice, tj. nule karakteristicnog
polinoma:

A -1 -1 ... -1

-1 X -1 ... -1
pay(A) =det \E — A(K,))=|—1 -1 A ... =1

-1 -1 -1 ... X

Odmah vidimo da je A = —1 jedan karakteristi¢can koren, jer je det(—FE —
A(K,)) = 0. Odredimo mu visestrukost.
Kako je A(K,) simetri¢na matrica, ona se moze dijagonalizovati pa je prema
teoremi 2.13 algebarska visestrukost svakog karakteristicnog korena jednaka
geometrijskoj visestrukosti. Koristeé¢i sada teoremu 2.14 o rangu i defektu,
imamo

r(AE — A) +d(\E — A) = n.

Znamo daje dAE—A) = dim(Ker(AE—A)) = v4()\) geometrijska visestrukost
karakteristicnog korena .

Za A = —1 dobijamo

(1) =n —r(~E—A)=n—1,

pa je visestrukost karakteristicnog korena A = —1 jednaka n — 1. Kako je
trag matrice A(K,) jednak sumi karakteristicnih korena, to je

(n—1)(-1)+ X =0,

tj. A =n — 1 je drugi karakteristican koren visestrukosti 1. Zakljucujemo da
je karakteristi¢ni polinom ! matrice susedstva oblika

pr,(A) = (A= (n=1))A+1)"",

a spektar je o(K,) = (n_—ll " I 1).

!Karakteristi¢an polinom smo mogli dobiti direktnim raéunanjem determinante tako
§to se ista svede na gornju trougaonu.
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

3.2 Kompletan bipartitni graf

Definicija 3.3. Graf sa bar dva ¢vora je bipartitan ako se njegov skup
¢vorova moze podeliti na dva podskupa, X i Y, tako da svaka grana ima
jedan kraj u X i jedan kraj u Y.

e Takva podela (X,Y') naziva se biparticija grafa, a X i Y su njegovi
delovi.

e Bipartitni graf G sa biparticijom (X,Y") ozna¢avamo kao G[X,Y].

Definicija 3.4. Ako je G[X,Y] prost i svaki ¢vor u X povezan je sa svakim
¢vorom u Y, tada se G naziva kompletan bipartitni graf.

/VV\ Pl
by by bs by U Us Us Uy

G K34

Slika 8: Bipartitni G i kompletan bipartitni graf Ks 4

Ako je G[X,Y] kompletan sa |X| = r 1 |Y] = s, tada se G[X,Y]
oznacava kao K ;.

e Broj ¢vorova u K, 5 je r + s.
e Broj grana u K, je r - s.
e Svi ¢vorovi u X imaju stepen s, a svi ¢vorovi u Y imaju stepen r.

Napomena 3.5. Svaki kompletan bipartitni graf nije kompletan graf. Primer
je sledeca slika:

Teorema 3.6. Ako je GG bipartitni graf i biparticija G je X i Y, tada vazi:

> dw) =) d(v).

veX veY
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

Dokaz. Svaka grana u grafu G povezuje jedan ¢vor iz X i jedan ¢voriz Y. S
obzirom na ovu strukturu, svaka grana u grafu doprinosi stepenima oba ¢vora.
Zato, kada saberemo stepene svih ¢vorova u particiji X dobijamo ukupan
broj pojavljivanja svih grana koje pocinju iz X. Isto tako, zbir stepena svih
¢vorova u Y takode predstavlja ukupan broj pojavljivanja svih grana koje
zavrSavaju u Y.

Medutim, buduéi da svaka grana povezuje jedan ¢vor iz X i jedan ¢vor iz
Y, broj grana u grafu jednak je i zbiru stepena ¢vorova iz X i zbiru stepena
¢vorova iz Y, odnosno

D dw) =) dv) =|E|,
veX veY
gde je |E| broj grana u grafu G. O

Bipartitni grafovi imaju vrlo korisnu karakterizaciju koja je data u nared-
nom tvrdenju ¢iji se dokaz moze naci u [15].

Teorema 3.7. Graf sa bar dva ¢vora je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi
neparne konture.

Iz definicije regularnosti grafa sledi da je kompletan graf sa n ¢vorova
(n — 1)-regularan.

Teorema 3.8. Ako je G k-regularan bipartitan, £ > 0, graf i biparticija
grafa G je X i Y, tada je broj elemenata u X jednak broju elemenata u Y.

Dokaz. Primetimo, > _ d(v) = k-|X|1) . d(v) = k- |Y]. Na osnovu
Teoreme 3.1. sledi k- | X| =k -|Y]| = |X]| = |Y]. O
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

Teorema 3.9. Karakteristican polinom matrice susedstva kompletnog bi-
partitnog grafa ima oblik

AT
me,n(A) = )\2 ()\2 - mn)'
( 0 v/ mn —\/mn)
1 1 ’

m+n—2

tj. njegov spektar je o(Kp,) =

Dokaz. Matrica susedstva A(K,,,) ima oblik:

Ao = | o

gde je J matrica m X n ¢iji su svi elementi jednaki jedan.

Rang matrice A(K,, ) je dva. Prema tome nulitet matrice A(K,, ) je m+
n — 2, te je geometrijska viSestrukost karakteristicnog korena A = 0 jednaka
m+n —2. Zato A(K,,,) ima bar m 4 n — 2 karakteristicnih korena jednakih
nuli. Znaéci najvise dva karakteristicna korena su razli¢ita od nule. Na osnovu
teoreme 2.19 karakteristi¢ni koreni matrice A(K,, ), koji su razliciti od nule,
imaju oblik A i —A.

Vrednost karakteristicnog korena A dobijamo resavanjem karakteristicne
jednacine A(K,,,)r = A\z. Vazi

0 ... 001 ... 171 21 ]
O ... 01 ... 1
: Do : x
AKmnl‘: n =
(Komn) 1 ... 10 ... 0| |20n
1 ... 10 ... 0] @
[Tyt + Tngo + 0+ T | [ 7 ]
xn+1+xn+2+"'+$n+m =\ Tn,
T +2Tog+ -+, Tpt1
l’l—f—l'g—l——'—l’n i | Tntm

Sledi, vektor x mozemo napisati pomoc¢u n komponenti v i m komponenti 3,
te imamo:

mp =X x 1 na=\j.
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Iz cega sledi:

A= t+v/mn.

Primer 3.10. Odredimo spektar grafa Kj 3.

u U1

U U3

Slika 9: Kompletan bipartitni graf K33
o (Kys) = 0 V33 —v3-3\ [0 v9 —V/9\ [0 3 -3
PT343 -2 1 1 411 )41

Koristeédi narednu lemu, koja je dokazana u [3], dokazacemo teoremu
vezanu za matricu susedstva grafa K, ,.

Lema 3.11. Za svaki ceo broj r > 1, jedini r-regularan graf G koji ima obim
g =41 tacno 2r cvorova je kompletan bipartitni graf K, ,.

Teorema 3.12. Neka je G r-regularan graf sa opsegom ¢etiri i 2r ¢vorova, i
neka je A matrica susedstva grafa GG. Tada vazi sledeca jednakost:

A2 +rA=rE.

Dokaz. Neka su ¢ i j ¢vorovi u G. Posto je G kompletan bipartitni graf, 7 i
7 imaju r zajednickih suseda ako ¢ nije susedno sa 7 i nemaju zajednickih
suseda ako je i susedno sa j. Dakle, A% ima nule tamo gde A ima jedinice, i
r-ove gde A ima nule. Dakle,

A2+ rA=rE.
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

3.3 Kontura

Podsetimo se da je kontura put ¢iji se prvi i poslednji ¢vor poklapaju. Mi
¢emo konturu sa n ¢vorova oznacavati C), i govoriti da je to kontura duzine

ANELOAE,

Slika 10: Konture 03, 04, 05, 06

Prikazimo neke bitne osobine ovog grafa:

Broj ¢évorova (n) u C,, jednak je broju grana (n > 3).

Svaki ¢vor je stepena 2, tj. svaki ¢vor ima tacno dve grane koje su
incidentne sa tim ¢vorom.

Kontura C,, je 2-regularan graf.

Graf C,, je povezan graf.
e Na osnovu teoreme 3.7 znamo da vazi: ako je n-paran, onda je graf C),
bipartitan.

Graf Cj je specifican, jer je jedina kontura koja je samokomplementarna,
odnosno (5 = (.

Slika 11: Kontura C5 i njegov komplement

Konture su vrlo zanimljivi grafovi, a iako se ubrajaju u najjednostavnije
tipove grafova, proucavanje njihove matrice susedstva nije nimalo jednosta-
van zadatak. U nastavku ¢emo formulisati i dokazati teoremu koja u pot-
punosti karakterizuje spektar matrice susedstva kontura C,,.
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

Matrica susedstva konture C,, je:

0 10 -~ 01
101 -~ 00
Ay [0 10 00
000 - 01
100 -~ 1 0]

Sledeca teorema nam daje spektar matrice A(C,,).

Teorema 3.13. Spektar matrice susedstva konture C,, je:
2ml
o(C,) ={2 COS(i) l=1,..,n}.
n

Dokaz. Neka je W kvadratna matrica reda n za koju vazi da je svaka naredna
vrsta dobijena od prethodne tako sto se svaki element pomakne za jedno
mesto udesno, a poslednji element dolazi na prvo mesto, odnosno:

010 --- 00
001 -+ 00
W=t & ¢ o
000 -~ 01
100 0 0

Za proizvoljan celi broj k, matrica W* je permutacijska matrica koja u
prvom redu na poziciji £+ 1 ima jedinicu, svi ostali elementi su nule, a svaki
slede¢i red nastao je od prethodnog pomeranjem svakog elementa udesno za
jednu poziciju. Ovo je smisleno za proizvoljno k, s obzirom da za k > n
uzimamo brojeve kongruentne sa k po modulu n umesto k. Stoga za matricu
susedstva kontura vazi:

AC) =W + WL

Pomocu karakteristicnih korena matrice W ¢emo odrediti karakteristicne
korene matrice A(C,,). Matrica W deluje na proizvoljan vektor tako da mu
elemente pomeri za jedno mesto gore, a prvi element stavi na zadnje mesto.
Dakle, ako je v = (v, va, ..., v, )" karakteristican vektor od W kome odgovara
karakteristican koren A, onda vazi:

v = /\Un = )\2’Un,1 =..= )\n’Ul.
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3 OSNOVNI REGULARNI GRAFOVI

Dobijamo A" = 1. Ova jednacina ima n medusobno razli¢itih kompleksnih
korena. Prema de Moivreovoj formuli ? za korenovanje kompleksnih brojeva,
korene broja 1 mozemo zapisati kao w! pri ¢emu je w = et = cos(%”) +
isin(%”), 1 =0,1,..,n — 1. Zaista, svaki od karakteristiénih korena )\; = w'
ima visestrukost 1, jer ako izaberemo v; = 1, prethodna jednakost nam daje
vektor:

1,2 n—1)It
w = (1,0, w?, ..., wr= Dt

Sledi da spektar matrice W* sadrzi jednostruke karakteristiéne korene,
pri cemu su koreni stepeni broja w.

Buduéi da je karakteristican koren za A, matrice W* nezavisan od k, lako
mozemo dobiti karakteristicne korene od C,,:

A(C’n)ul = Wul + Wﬁlul = (’UJZ + w*l)ul.

Sledi:
2ml 2ml 2ml 2ml
l —1 _ =0 .. an i W an
w +w " = cos( . ) + i sin( . ) + cos( . ) — isin( - )
27l
w +w = 2COS(1>,Z =0,1,...,n—1.
n

2De Moivreova formula je kljuéna za resavanje problema povezanih sa kompleksnim
brojevima, posebno kada se radi o potencijama i korenima. Ona glasi (cos(x)+isin(z))"™ =
cos(nx) + isin(nx). Za kompleksne brojeve u obliku z = € formula se direktno koristi.
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4 Generalizovani Petersenovi grafovi

Petersenov graf je jedan od najpoznatijih i najcesée proucavanih grafova
u teoriji grafova zbog svojih jedinstvenih svojstava i Sirokog spektra primena.
On se cesto koristi kao kontraprimer u dokazima mnogih teorema i hipoteza
u teoriji grafova. Kao uopstenje Petersenovog grafa se definisu generalizovani
Petersenovi grafovi, ali pre nego sto njih definiSemo, najpre se pozabavimo
samim Petersenovim grafom.

4.1 Petersenov graf

U nastavku ovog odeljka ¢emo se baviti nekim istaknutim svojstvima Pe-
tersenovog grafa i istaéi ¢emo tvrdenja koja se ticu spektra ovog grafa.

Prvo ¢emo definisati i opisati ovaj oblik Petersenovog grafa.

Definicija 4.1. Petersenov graf (u oznaci P(5,2)) je prost graf ¢iji su ¢vorovi
2-elementni podskupovi skupa sa 5 elemenata, a grane su parovi disjunktnih
2-elementnih podskupova.

Slika 12: Petersenov graf

Ovaj graf ima 10 ¢vorova i 15 grana. Mozemo primetiti da je sacinjen
od dve konture duzine 5, gde imamo joS grane koje povezuju odgovarajucée
¢vorove ,unutrasnjeg” i ,spoljasnjeg” kontura. Vide¢emo u narednom odeljku
na koji na¢in je ovo povezano sa uopstenjem.
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Da bismo izracunali karakteristicne korene Petersenovog grafa koristimo
sledeéu ¢injenicu: svaki ¢vor ima isti stepen (3) i svaki par évorova (u,v) € E
deli isti broj zajednickih suseda (0), a svaki par ¢vorova (u,v) ¢ E deli isti
broj zajednickih suseda (1). U terminima matrice susedstva A, ovo se moze
izraziti na slede¢i nacin:

o (A?);; = >, airay; je broj suseda koji su zajednicki za i i j.
o Zai=7j, (A?);; =3.
o Zai+#j, (A?);; = 1—ay;ili 01li 1, u zavisnosti od toga da li (i,5) € E.
U sazetom obliku, ovo se moze napisati kao:
A*+A-2E=1.

Uzmimo bilo koji karakteristican vektor x, pa vazi Arxz = Az. Odavde
vidimo da je jedan karakteristican vektor sigurno 1 i njemu odgovarajuci
karakteristican koren je 3. Osim toga, svi karakteristi¢ni vektori su ortogo-
nalni sa 1, sto takode znaci Jx = 0. Tada imamo:

(A2 4+ A—2E)x=Nao+ Xz —22=0.

Ovo znaci da svaki karakteristican koren, osim najveé¢eg, mora zadovoljavati
kvadratnu jednacinu:
A+ A—2=0.

Stoga ova jednacina ima dva reSenja 1 i —2.

Na kraju, racunamo viSestrukost svakog korena iz uslova > \; = 0. Na-
jvedi karakteristi¢ni koren ima visestrukost 1 (ocigledno je da svaki vektor koji
zadovoljava Ax = 3z ima viSestrukost 1). Ako pretpostavimo da karakter-
istican koren 1 ima visestrukost a i karakteristican koren —2 ima viSestrukost
b, onda dobijamo 3+a-1+b-(—2) =0ia+b=29, odakle sledi da je a =5
ib=4.

Zakljucujemo da je spektar Petersenovog grafa sledeci:

a(P(5,2)):G’ é _42>.
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Posmatrajmo Petersenov graf P(5,2) sa slike 12. Prikazimo njemu odgo-
varaju¢u matricu susedstva.
Dakle, to je graf sa 10 ¢vorova i 15 grana, gde je svaki ¢vor povezan sa tri
druga ¢vora. Njegova matrica susedstva A je kvadratna matrica 10 x 10, i
ona izgleda ovako:

0100110000
1010001000
0101000100
0010100010

4_|t0o0o10000001
1000000110
0100000011
0010010001
0001011000

000010110 0

Prikazimo primenu karakteristicnih korena na slede¢e pitanje. Da li je
moguce podeliti skup grana kompletnog grafa Kg na tri disjunktna podskupa
tako da svaki podskup indukuje graf izomorfan Petersenovom grafu? Graf K
ima 45 grana, 9 na svakom ¢voru, dok Petersenov graf ima 15 grana, 3 na
svakom ¢voru. Sledeca teorema daje odgovor na ovo pitanje.

Teorema 4.2. Ne postoji dekompozicija grana grafa K9 na tri disjunktne
kopije Petersenovog grafa.

Dokaz. Dokazujemo svodenjem na kontradikciju.

Pretpostavimo da skup grana grafa Kjy moze biti razlozen u tri disjunk-
tne kopije Petersenovog grafa, odnosno da se matrice susedstva Petersenovog
grafa mogu sabrati u matricu susedstva grafa K. Neka je P matrica sused-
stva Petersenovog grafa.

Prema nasoj pretpostavci,
A(Kyp)=J—-E=P+Q+R,
gde su Q) = SllDSl_1 1R = S2PSQ_1 za razliCite permutacione matrice S i .95.

Posto su @ i R sliéne matrici P, njihovi karakteristicni koreni su takode 3, 1
i —2. Pored toga, e je karakteristican vektor koji odgovara karakteristicnom
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korenu 3 matrice P.

Posmatrajmo sada karakteristicne prostore Wp i Wy koji odgovaraju
karakteristicnom korenu 1 za matrice P i Q:
Wp={zeRW:Pr=uz}, Wo={yeR": Qy=y}
Kako je visestrukost korena 1 za Petersonov graf 5, sledi dim(Wp) = 5 i

Takode, za svako x € WpUW), imamo e’z = 0 (posto su P i @) simetri¢ne
matrice, njihovi karakteristi¢ni vektori mogu biti izabrani tako da budu or-
togonalni), tj. = € et.

Medutim, dim(et) =9, pa sledi da je dim(Wp N Wy) > 1.

S druge strane, dokazimo da je Wp N Wy nula prostor, sto ¢e nas dovesti
do kontradikcije. Naime, ako z € Wp N Wy, tada:

elz=0,
jer je e karakteristican vektor.
Tada dobijamo:
Rz:=(J-FEF-P—-Q)z=(0—-1—-1-1)z= -3z,

te posto —3 nije karakteristican koren matrice R, sledi da z mora biti jedino
0.
O
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4.2 Spektar generalizovanih Petersenovih grafova

Generalizovan Petersenov graf P(n, k) ima ¢vorove i grane definisane kao
V(P(n,k)) ={ai,b; |0<i<mn-—1},
E(P(n, k) = {aiai1, abi, bibiyy | 0 < i <n — 1},

gde su indeksi izrazeni kao celi brojevi po modulu n (n > 5), a k je , preskok”.
Neka su A(n, k) (odnosno B(n, k)) podgraf P(n, k) koji se sastoji od ¢vorova
{a; |0 <i<mn—1} (odnosno {b; | 0 <i<n—1})igrana {aa;41 |0 <i <
n — 1} (odnosno {bibiyx |0 <i<n-—1}).

Nazva¢emo A(n,k) (odnosno B(n,k)) spoljasnjim (odnosno unutrasnjim)
podgrafom P(n, k). Prikazimo graf P(10,3).

Slika 13: Petersenov graf P(10,3)

Svaki graf iz klase P(n, k) je 3-regularan, bez obzira na vrednosti n i k.

Kao §to smo pomenuli u prethodnom odeljku, Petersenov graf je speci-
jalan slucaj generalizovanog Petersenovog grafa i njegovi parametri sun =5
ik=2 gdeje:

e n - broj ¢vorova u spoljasnjoj konturi,

e k- ,skok” koji odreduje kako su unutrasnji ¢vorovi medusobno povezani.
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Objasnimo malo detaljnije pomenuti ,skok”: Svaki ¢vor b; je povezan sa
¢vorom b; g, pri ¢emu se racuna po modulu n (Sto znaci da se indeksi vraéaju
na pocetak konture nakon sto predu n — 1).

Primer 4.3. Posmatrajmo sliku 12. To je prikaz Petersenovog grafa P(5,2).
Spoljasnja kontura ima n = 5 ¢vorova (ag, a1, as, as, as). Unutrasnja kontura
spaja b; sa b o po modulu 5 (by sa by, by sa bz itd.).

Opisimo sada spektar generalizovanih Petersenovih grafova P(n, k). Ma-
tricu susedstva generalizovanog Petersenovog grafa P(n, k) oznacavamo sa
A(P(n,k)). Neka \g =3 > A1 > Ao > ... > Ay, bude niz karakteristi¢nih
korena grafa P(n, k).

Matricu cirkulacije® reda n x n oznaéiéemo sa circ(ay, as, ..., a,), ako je
oblika:

aq as ag --- Ay,

an Q1 G2 -+ Gp_1
circ(ay,ag,...,a,) = | Gn—1 Qn G1 - Qnp—2

a9 as a4 --- aq

Lema 4.4. Matrica susedstva reda 2n x 2n generalizovanog Petersenovog
grafa P(n, k) je blok matrica:

Cy E,

En cr o

gde je E,, jedinicna matrica reda n x n, C™ i C}} matrice cirkulacije reda n,
pri cemu:

k puta k—1 puta
—— ——
C" = cire(0,1,0,0,...,0,1) i C} = cire(0,...0,1,0,...,0,1, 0,...0 )

s tim §to se k-puta 1 pomera u C'. C™ i C}' su matrice susedstva za A(n, k)

i B(n,k) redom. Prema tome, C™ je matrica susedstva ciklicnog grafa sa

n ¢vorova Cy, dok je Cf unija d ciklicnih grafova C» sa 3 ¢vorova, gde je

d
d =nzd(n,k).
3Matrica cirkulacije je kvadratna matrica u kojoj su svi vektori vrsta sastavljeni od

istih elemenata i svaki vektor vrsta je pomeren za jedan element udesno u odnosu na
prethodni vektor vrsta.
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Dokaz. Spoljasnji podgraf (¢ija je matrica susedstva C™) grafa P(n,k) je
cikliéni graf C,,, dok unutrasnji podgraf (¢ija je matrica susedstva C}') ima d
povezanih komponenti, od kojih je svaka izomorfna sa C'z. Takode, matrica
susedstva (koja zavisi od oznaka) ima oblik u kojem su oznake koriséene u
spoljasnjem podgrafu uzastopno 1, 2, ..., n, a u unutrasnjem podgrafu susedne
oznake su ¢, i+ k,i+ 2k, ... (gde se i + sk racuna kao 1+ (i — 1+ sk)(modn)).
Primetimo da je ¢vor by susedan ¢voru by, i ¢voru oznac¢enom b, u podgrafu
B(n, k), pa je:
k puta k—1 puta

~ ~
w = circ(0,..0,1,0,...,0,1, 0,...0 ).

]

Primetili smo da je generalizovan Petersenov graf usko povezan sa ciklicnim
grafom, pa ¢e nam za dokazivanje njegovih karakteristicnih korena biti potre-
ban spektar matrice susedstva ciklicnog grafa koji smo definisali u teoremi
3.13.

Teorema 4.5. Karakteristi¢ni koreni grafa P(n, k), oznac¢imo ih sa §; i d,41,
su svi koreni kvadratne jednacine:

0% — (e + B)0 + a8, = 1 =0, (1)

gde su o; = 2cos (2%) iB8; =2cos (@), za 0 < 7 < n — 1, karakteristi¢ni
koreni grafa C'i Cj, redom.

Dokaz. Razmatramo najpre slucaj kada je d = nzd(n,k) = 1. Posto je
d = 1, tada je Cj matrica susedstva ciklicnog grafa izomorfnog grafu C,,
pa je slicna matrici C'. To znac¢i da postoji permutaciona matrica P takva
da vazi P~'C,P = C. Ovo implicira da ove dve matrice imaju iste karakter-
isticne korene i karakteristicne vektore. Stoga su «;, 3; karakteristi¢ni koreni

koji odgovaraju istom karakteristicnom vektoru v; = (1,¢7, (%, . .., C,(lnfl)j)T.

Trazimo karakteristican vektor za matricu A(P(n, k)) oblika w; = (ajvj,v;)7,
gde ¢e a; biti odreden kasnije. Ako se nadu dve razlic¢ite vrednosti za a;,
za neko 0 < 57 < n — 1, tada zavrsavamo pretragu za karakteristicne ko-
rene/karakteristicne vektore.

Za vektor w; nam je potrebna vrednost 0 (u zavisnosti od j) takva da

Ck En a;v; -5 a;V;
En C Vj N (] '
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Iz ovoga dobijamo sistem:

a;Crvj + v; = da,;v; a;Bv; +v; = da;v;
J J J V) N I} J R}
=

CLjUj —f- O?)j = 51)]‘ ajvj —|— O[jUj = (5’0]'

Sto implicira:
a;(6 — Bj)v; = v
(0 — a;)v; = a;v;.
Iz ovoga sledi da:

(0= B;)(6 —ay) =1,

sto dokazuje tvrdenje za ovaj slucaj, tj. 6 mora zadovoljiti kvadratnu jednacinu:
52 — (Oéj +Bj)5+ajﬁj —1=0.

Slucaj kada je d > 1 radi se na slican nacin. Karakteristicni vektori w;
moraju biti oblika w; = (a0}, agvy, .. ., aqvj, v;)T, gde je v; prethodno defin-
isano i v} = (1, ¢y ﬁn/_l)j)T, n’ = n/d, za neke odgovaraju¢e mnozioce
a;. Slican sistem se dobija kao u slucaju d = 1, a interesantno je da ce se
dobiti isti polinom ¢iji su koreni karakteristicni koreni A;. Ovim je teorema
dokazana.

]

Koriste¢i kvadratnu formulu (1), dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 4.6. Karakteristicni koreni grafa P(n, k) dati su formulom

. . . . 2
cos (2ﬂ> + cos (M) + \/(COS (@) — cos <M)> + 1,
n n n n

gde 0<j<n-1

Najveéi karakteristicni koren grafa P(n, k), Ao = 3, jedan je od dve vred-
nosti dobijene za 7 = 0 u prethodnom tvrdenju.
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5 Mooreovi grafovi

Mooreov graf je specijalan tip grafa koji ima maksimalan broj ¢vorova
za dati stepen regularnosti i dati dijametar. Prvo ¢emo videti kako se ovi
grafovi konstruisu, a zatim ¢emo ispitati spektre Mooreovih grafova koji su
dijametra 2. Pored Petersenovog grafa, u Mooreove grafove spada i Hoffman-
Singletonov graf, ¢iju ¢emo strukturu i spektar takode ispitati, a pre toga
¢emo dokazati jednu od vaznijih teorema u teoriji grafova.

Pojam Mooreovih grafova ¢emo uvesti koristeéi specijalno stablo koje se
zove BFS (Breadth First Search?) stablo. Pretpostavimo da postoji povezan
k—regularan graf s n ¢vorova i dijametra d. Za zadat graf GG i odredeni pocetni
¢vor v, BFS prolazi kroz grane grafa G kako bi pronasao svaki ¢vor koji se
moze posetiti pocevsi od ¢vora v. Zanima nas najveéi broj évorova (n) koji
moze imati takav graf.

Slucaj k = d = 1 je trivijalan, odnosno jedini 1-regularan graf dijametra 1 je
kompletan graf Ky pa je n = 2.
Sada, pretpostavimo k£ > 2 i d > 2. KonstruiSemo BF'S stablo.

Slika 14: Mooreov graf tipa (3, 3)

Ideja je da se iz ¢vora v prvo posete svi susedni ¢vorovi, a nakon toga svi
ysusedi suseda” itd. sve dok se ne posete svi ¢vorovi dostupni iz ¢vora v. BFS
rac¢una i udaljenost (najmanji broj grana) od v do svih dostupnih ¢vorova.
Cvor v je na nivou 0 (udaljenost od samog sebe je 0). Cvorovi na nivou

4BFS stablo prikazuje nacin na koji se moze dosegnuti svaki évor u grafu pocevsi od
jednog ¢vora, dok se prolazi sloj po sloj, tj. udaljenost po udaljenost.
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1 su susedi évora v. Cvorovi na nivou 2 su susedi évorova na nivou 1, ali
se isklju¢uju ¢évorovi koji su veé¢ poseceni (v se ne rac¢una ponovo), pa na
ovom nivou imamo najvise k - (k — 1) ¢vorova. Na nivou 3 (d = 3) su susedi
¢vorova sa nivoa 2, ali se opet iskljuc¢uju prethodno poseceni ¢vorovi. Ovde
ima najvige k - (k — 1)? ¢évorova.
Na osnovu ove price, dobijamo ukupan broj ¢vorova koje mozemo dosegnuti
iz ¢vora v:
d—1
n<l4k+k(k—1)+k- (k=174 +k-(k—D)""=1+k)> (k—1)"
i=0
Desna strana nejednacine se zove Mooreova granica, u oznaci ny 4. Moore-
ovi grafovi su uvek k-regularni, a njihova posebnost je u tome Sto su retki.

Za Mooreove grafove stepena k i dijametra d kazemo da su Mooreovi grafovi
tipa (k,d).

Mooreove grafove su prvi proucavali A.J. Hoffman i R.R. Singleton 1960.
godine u kojem su se bavili grafovima dijametra 2 i 3. Dokazali su postojanje
i jedinstvenost za k = 2,3,7, dok je za 57 postojanje takvog grafa i dalje
otvoren problem. O osobinama i spektralnim svojstvima ovih grafova ¢emo
pricati u nastavku poglavlja.

Dokazimo teoremu koja povezuje matricu susedstva i dijametar.

Teorema 5.1. Za k, D € NU {0} definisemo polinome F;(x) rekurzivno na
sledeci nacin:

Fiia(2) = 2Fi(2) — (k = DF (2),
Fl(x) =T+ 17

Ako je A matrica susedstva Mooreovog grafa tipa (k, D), onda je Fp(A) = J,
pri ¢emu je J kvadratna matrica ¢iji su svi elementi jednaki 1.

Dokaz. Za fiksne k i D pretpostavimo da postoji Mooreov graf tipa (k, D) i
ozna¢imo ga sa G = (V, E). Za0 <m < D ix,y € V pokazatemo da vazi:

1

0, inace.

, ako postoji put od x do y udaljenosti najvise m,

[Fm<A)]x,y = { (2)
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Drugim re¢ima, element u matrici F},,(A) koji se nalazi u koloni koji odgo-
vara ¢voru z i u vrsti koja odgovara ¢voru y jednak je 1 ako postoji (z, y)-put
i ako vazi d(x,y) < m. U suprotnom je element matrice jednak nuli.

Ovo tvrdenje ¢emo dokazati metodom matematicke indukcije po broju
m.
Za m = 0 imamo Fy(A) = E, jer put udaljenosti 0 postoji samo izmedu
¢vorova koji su identi¢ni, pa polinom Fj izjednacen u matrici A daje je-
dini¢nu matricu F.
Za m = 1 posmatramo sve puteve udaljenosti nula ili jedan izmedu ¢vorova
u G. Jasno je da je u tom slucaju Fy(A) = A + E. Pretpostavimo da za
2 <m <dvazi (2).

Prema definiciji proizvoda dve matrice, imamo

[AFm(A)]:c,y = Z Aw,z[Fm<A>]z,y-

zeV

Bez umanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je y pocetni ¢vor. Neka se
¢vor z nalazi na udaljenosti j. Razmatrajmo sledece slucajeve:

1. slucaj: 0 <5 <m
S obzirom na to da je x na udaljenosti j, znamo da postoji put od y do z, a
kako je j < m, to prema pretpostavci vazi [Fi,—1(A)]z, = 1.
Dalje, A, .[F,,(A)]., = 1 ako i samo ako zx € E. Zaista, ako su x 1 z susedi,
onda se z nalazi ili na udaljenosti 7 — 1 ili na udaljenosti j + 1. Kako je
d(z,y) = j <mvazi da je [F,(A)].y =1 paje Ay [Fn(A)].y = 1.
Obratno, ako je A, .[Fn(A)]., = 1, onda su oba faktora razlicita od 0
odnosno jednaka 1 pa su x i z susedni ¢vorovi.
Postoji tacno k takvih z € V pa je suma jednaka k. Koristeé¢i definiciju
polinoma F;(z) zakljucujemo da vazi

[Fm-I—l(A)]%y =k— (k - 1) =1,
a to smo i trebali pokazati.

2.slucaj:m <3 <m+41
Sada je udaljenost izmedu ¢vorova x i y najmanje m pa mora vaziti [Fy,_1(A)],, =
0. Sliéno kao u prvom slucaju, A, .[F,(A)]., = 1 ako i samo ako zz € E' i
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dodatno vazi da je z na udaljenosti j — 1. Kada bi z bio na udaljenosti j + 1,
onda bi udaljenost izmedu z i y bila ve¢a od m pa bismo imali [F},,(A4)]., = 0.
No, tada postoji samo jedan ¢vor z € V koji omogucava put duzine m + 1
do y pa je suma jednaka 1. Dakle,

[Frnt1(A)]ay =1,
Sto smo i trebali pokazati.
3.slucaj: j >m+1
Cvor  je udaljen za vise od m+1 od évora y. Stoga mora vaziti [F,_1(A)]s, =

0. No, tada je i A, [Fin(A)].y = 0 za svaki z € V, jer ako su z i z susedi,
onda je z na udaljenosti koja je manja od m + 1. Dobijamo da je

[Fni1(A)]ey = 0.

Dokaz indukcijom je zavrSsen. Buduéi da je graf G dijametra D, to izmedu
svaka dva ¢vora postoji put duzine manje ili jednake D, pa vazi Fp(A) =
J. O

5.1 Mooreovi grafovi dijametra 2

Neka je G Mooreov graf tipa (k,2) i neka je A matrica susedstva od G.
Tada iz Mooreove granice dobijamo

n=ngg=1+k+k(k—1)=1+Fk. (3)
Prema teoremi 5.1, matrica susedstva A zadovoljava jednacinu:
A2+ A—(k-1)E=

U nastavku ¢emo opisati spektar matrice susedstva grafa GG. Sa 1 ¢emo
oznaciti vektor ¢ije su sve komponente jednake 1.

Teorema 5.2. Matrica susedstva Mooreovog grafa G ima tacno 3 razli¢ita
karakteristicna korena. Jedan je k, a ostala dva su data jednac¢inama

—1++v4k -3
5 .

Mg = (4)

Visestrukost karakteristicnog korena £ je 1.
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Dokaz. 1z (3) imamo:
A2+ A—(k-1)E=J (5)

Bududi da je J polinom od A, A i J imaju zajednicki skup karakteristi¢nih
vektora. Jedan od tih vektora je 1: J-1=n-11A-1 = k-1. Primetimo
da je jedan karakteristican koren matrice A je k. Kako je G k-regularan graf,
na osnovu teoreme 2.20 zakljucujemo da karakteristican koren k od A ima
viSestrukost 1.

Pretpostavimo v # 1 karakteristican vektor matrice A koji odgovara
karakteristiécnom korenu A. Prema teoremi 2.12, sledi 17v = 0, pa zakljuéujemo
da je suma svih komponenata vektora v jednaka nuli. Sledi Jv = 0. Mnozeci
(5) sa v # 0 dobijamo:

A%v 4+ Av — (k= 1)v = Ju
A(Av) + Av—(k—1)v=0
AMAv) +dv — (k—1v =0
Mo+ dw—(k—1v=0
v(A2+ A= (k—-1))=0
M4 A—(k—1)=0

Resenja ove kvadratne jednacine su:

—1++v4k -3
5 .

Mo =

5.2 Hoffman-Singletonova teorema

Hoffman-Singletonova teorema predstavlja jedno od znacajnijih dostignuca
u teoriji grafova. Ona otkriva specificne karakteristike odredenih grafova i
omogucava dublje razumevanje njihove strukture. Analizom grafova koji dele
zajednicke osobine, kao sto su grafovi dijametra 2, otkrivene su nove osobine
i zanimljivi zakljucci koji su doprineli razvoju algebarske kombinatorike.

Teorema tvrdi da Mooreovi grafovi tipa (k,2) postoje samo za k =
2,3,7,57, a to ¢cemo sada i dokazati.
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Teorema 5.3. Ako postoji r-regularan graf G ¢iji je dijametar 2 takav da
broj &évorova n zadovoljava jednakost n = 72 + 1, tada r € {2,3,7,57}.

Dokaz. Neka je A matrica susedstva grafa G. Prema teoremi (5.1) vazi
A+ A —(r-1E=J (6)

Suma elemenata svake vrste matrice A jednaka je r, stoga:

gde je 1 vektor svih jedinica. Dakle, imamo A -1 = r - 1, §to implicira
da je 1 karakteristican vektor matrice A sa karakteristicnim korenom r. Za-
kljucujemo da A ima ortogonalnu bazu karakteristicnih vektora, vy, va, . .., U,.
To jest, v;-v; = 0 za sve parove i,j € {1,2,...,n} gdejei # j. Dakle, v; = 1,
a v; su ortogonalni na 1 za ¢ > 2. Tako, za ¢ > 2, imamo:

Ui'l

Mnozenjem jednacine (6) sa v; (za i > 2) sa desne strane, dobijamo:
(A24+A—(r—1E)w = Ju =0. (7)
Znamo da je Av; = \jv;, pa A%v; = Ny, tako da jednacina (7) postaje:
Mo + \vi — (1 — 1Dy; = 0,

odnosno

M4\ —(r—1)=0. (8)

Kako je ovo kvadratna jednacina, znamo da moze imati najvise dva ko-
rena. Dakle, A moze imati najviSe tri karakteristicna korena; nazovimo ih
r, {1 1 p2, sa visestrukostima 1,mq i mo, redom.

{1 1 pe moraju biti koreni jednacine (8), pa imamo:

—1+/1+40r—1) —1+ViIr—3

2 = 2 - 2
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5 MOOREOVI GRAFOVI

Neka je s = /4r — 3, pa je tada s? = 4r — 3 ili

s +3
= . 9
r=— (9)
Posto je A matrica reda n, imamo:
1+my+my=n. (10)

Takode znamo da je suma karakteristi¢nih korena jednaka tragu matrice, pa:
r+ mypy + mape = 0. (11)

Posto je n = r? + 1, moZemo zapisati jednac¢inu (10) kao:

mq + mo =r2 (12>

Znamo da je:
—1+s

Hi12 = 5

Bez umanjenja opstosti, neka je:

_—1+s . —1—3s

M1 = 5 1 o = 5

Sada mozemo napisati jednac¢inu (11) kao:

—1+s —1-s5
r+m1 5 ‘l'mg 5 :0,

ili
2r + s(my —mg) — (my +mg) = 0. (13)
Razmotrimo slucaj kada je s iracionalan broj. Tada m; — my = 0 (jer su
my, mo i 7 celi brojevi), i imamo:

2r — (mq + my) =0,

odnosno:
2r — % =0,

po jednacini (12). Posto r # 0, ova jednacina implicira da je r = 2. Ovaj broj
se zaista pojavljuje u teoremi kao moguca vrednost broja r.
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Od sada ¢emo pretpostaviti da je s racionalan, i stoga da je s ceo broj
(posto je kvadratni koren celog broja).
Zamenom jednacine (12) u jednac¢inu (13), imamo:

2r + s(my —my) — 12 =0

2 2 2
i +3+8(m1—m2)—M:O.

2
16

Pojednostavljivanjem, dobijamo:
s* —2s% — 16(my — mg)s — 15 = 0.

Dakle, s mora biti delilac broja 15. To jest, s € {£1, £3, £5, £15}. Tako,
prema jednaé¢ini (9), imamo r € {3,7,57}. Slucaj » = 1 nema smisla, jer
tako dobijamo granu koja nije dijametra 2. Ukljucujuci slucaj kada je s
iracionalan, dodajemo 2 kao moguc¢u vrednost broja r, sto nas dovodi do
zakljucka da je r € {2,3,7,57}. O

Sumirajuci ovaj dokaz, mogu postojati Mooreovi grafovi koji su:
e 2-regularni, to je kontura Cs sa 5 = 2% + 1 &vorova;
e 3-regularni, to je Petersenov graf P(5,2) sa 10 = 3% 4+ 1 &vorova;

e 7-regularni, to je Hoffman-Singletonov graf sa 50 = 72+ 1 &vorova (&iju
konstrukciju dajemo u narednom odeljku);

e 5H7-regularni, gde je postojanje ovog grafa jos uvek otvoren problem,
iako je dokazano da je on aritmeticki izvodiv.

Jedinstvenost ovih grafova je pokazana u [14].

5.3 Hoffman-Singletonov graf

Hoffman-Singletonov graf je Mooreov graf tipa (7,2) koji je 7-regularan
graf s 50 ¢vorova i 175 grana. On zadovoljava Mooreovu granicu koja odreduje
najve¢i broj ¢vorova za Mooreov graf sa dijametrom 2 i stepenom k. Ova

granica je data kao:
n<l+k+k(k—1).
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5 MOOREOVI GRAFOVI

Za k =7, dobijamo n < 50, sto Hoffman-Singletonov graf dostize.

Konstruisali su ga A. Hoffman i R. Singleton, dok su pokusavali razvrstati
sve Mooreove grafove. To je najveéi Mooreov graf (u smislu broja ¢vorova)
koji je uspesno konstruisan.

N\

Slika 15: Hoffman-Singletonov graf

Objasni¢emo vrlo jednostavnu konstrukciju Hoffman-Singletonovog grafa
koju je sproveo Niel Robertson, a reprezentovao Paul R. Hafner [12]:

Svih 50 ¢vorova tog grafa razlozi¢emo u 10 podgrafova sa po 5 ¢vorova.
Pet podgrafova su prikazani kao petouglovi, a drugih pet kao pentagrami.
Cvorovi moraju biti oznaceni tako da je odmah uocljivo da su petouglovi
i pentagrami komplementi jedno drugome, kao sto je prikazano na sledecoj
slici.

Treba dodati jos 125 grana. To ¢emo uciniti na sledeci nacin: za i-ti ¢vor,
1 <4 <5, upetouglu P;, 1 < j < 5, postoji ¢vor u pentagramu Q,
1 < k <5, oznacen sa i + jk (mod 5) kojeg ¢emo granom spojiti sa ¢vorom
i. (Zai4jk = 5 uzmemo ¢évor 5). Na taj nacin smo dodali sve preostale grane,
pretpostavka o stepenu 5 nije narusena, a treba primetiti da nema grana koje
spajaju ¢vorove iz dva razlicita petougla ili dva razlicita pentagrama.
Dobijeni graf je 7-regularan, dijametra 2 i obima 5. Dakle, dobili smo Hoffman-
Singleton graf.
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OO rd
Hetehede

Slika 16: Konstrukcija Hoffman-Singletonov grafa

Za odredivanje spektra ovog grafa oslanjamo se na rezultate dokazane na
pocetku ovog odeljka. S obzirom na to da je graf 7-regularan, njegov naj-
veéi karakteristican koren iznosi 7, sa viSestrukoséu 1. Preostala dva karak-
teristicna korena, sa viSestrukostima m; i msy, grafa odredi¢emo primenom
teoreme 5.2.

Primenjujemo formulu:

Ao = = =
1,2 5 1,2 5
i dobijamo
—14+5
M= 2o
2
—-1-5
)\2 = 2 = —3

Sada ¢emo odrediti visestrukost svakog korena koristeéi sledece uslove:
YA =01 Y m; = n, gde n predstavlja broj ¢vorova u grafu. Pojednos-
tavljujuci ove formule, dobijamo:

T+my-2+me-(=3)=0
m1+m2:49.

Iz ovog sistema sledi da je m; = 28 i my = 21.

Ukratko, spektar Hoffman-Singletonog grafa moze se predstaviti kao:
-3 2 7
o(HS) = (21 28 1)'
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6 Hiperkocka

U podrucju geometrije, hiperkocka se posmatra kao n-dimenzionalni ek-
vivalent kvadrata (n = 2), odnosno kocke (n = 3). Radi se, dakle, o vi-
Sedimenzionalnom objektu kojeg je tesko zamisliti u 4 ili vise dimenzija s
obzirom da zivimo u trodimenzionalnom (3D) prostoru. Pokusajmo sada
objasniti strukturu hiperkocke u proizvoljnom nD prostoru, n > 0. U 0D
prostoru hiperkocka je jedinstvena tacka. U 1D prostoru, hiperkocka je duz.
U ravni, dakle u 2D prostoru, to ¢e biti kvadrat, odnosno povrsina omedena
sa cetiri 1D hiperkocki, tj. jednakih duzi. U 3D prostoru imac¢emo kocku,
povrsina omedena sa Sest kvadrata, odnosno 2D hiperkocki od kojih je svaka
preko cetiri 1D hiperkocke spojena sa cetiri druga kvadrata. U 4D prostoru
hiperkocku ¢emo zvati jos i teserakt koji je telo sastavljeno od osam 3D
hiperkocki, od kojih svaka pomocu svojih Sest kvadratnih stranica dodiruje
po Sest drugih 3D hiperkocki. Mozemo reé¢i da se teserakt odnosi prema
kocki kao kocka prema kvadratima, odnosno kao kvadrati prema duzima.
Ova pojasnjenja sluze za shvatanje nD hiperkocke n > 1 kao objekta sas-
tavljenih od hiperkocki nizih dimenzija.

U nastavku ¢emo govoriti o grafu hiperkocke kao 1-skeletonu hiperkocke.
1-skeleton nekog n-dimenzionalnog objekta je topoloski graf tog objekta,
tj. reprezentacija tog objekta u ravni tako da su mu ¢vorovi predstavljeni
tackama ravni, a grane Zordanovim lukovima koji spajaju parove tih tacaka.
Na ovaj nacin smo se iz geometrije i geometrijskog shvatanja hiperkocke po-
makli u podrucje teorije grafova.

Graf hiperkocke ¢emo radi jednostavnosti zvati n-dimenzionalnom hiper-
kockom, odnosno krace n-kockom i oznacavacemo je sa Q),, n > 1.

[ 2
°
o) ©
[ 2
[ )
@& Q: @ Qs

Slika 17: Hiperkocka @, za n =1,2,3,4
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Na ovoj slici su crnom i braon bojom oznacene (n — 1)-kocke @, koje
se pojavljuju u @), kao njeni podgrafovi, a sivom bojom oznacene su grane
koje spajaju te dve kopije. Iz ovakvog prikaza je jasno da se @), sastoji od
dve kopije (n — 1)-kocki, pri ¢emu je svaki ¢vor jedne kopije spojen granom
sa odgovaraju¢im ¢vorom iz druge kopije.

Pre nego sto formalno definisemo n-kocku, potrebno je uvesti neke po-
jmove i oznake. Neka je e; , ¢+ € N, jedinicni vektor u Z% sa jedinicom na
i-toj koordinati. Za u = (u1,ug, ..., u,) i v = (v1, V2, .., v,) € Z broj dg(u,v)
oznacava Hemingovo rastojanje vektora u i v, a predstavlja broj koordinata
u kojima se ta dva vektora razlikuju:

dp(u,v) = |{i € N|u; # v;}|.

Definicija 6.1. n-dimenzionalna hiperkocka @, je graf sa skupom ¢vorova
V(Qn) =75 = {0,1}" i skupom grana E(Q,) = {uv | u® v = e; za neki i €
{1,...,n}} = {wv | dg(u,v) = 1}, gde je & oznaka za sumiranje u Z5.

Zakljucujemo iz definicije da su dva ¢vora susedna ako se odgovarajucée
n-torke razlikuju u tacno jednoj koordinati. Sledeca slika ilustruje ovakav
nacin oznacavanja ¢vorova.

101
111

011

001

100

110

000 010

Slika 18: Graf )3

n-kocku mozemo definisati i pomo¢u Dekartovog proizvoda grafova.
Dekartov proizvod GOH grafova G i H je graf sa skupom ¢évorova V(G) X
V(H), pri ¢emu su dva ¢évora (u,u') i (v,v’) susedna u GOH ako i samo ako
vazi

(u=viud' € E(H))ili ( =7"1uw € E(G)).
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Sada n-dimenzionalnu hiperkocku @,,, n > 1, mozemo definisati rekurzivno
pomocu Dekartovog proizvoda dva grafa kako sledi:

Ql = K27
Q2 = K2DQ17
Qn = K2|:|Qn—l-

Istaknimo jos neke osobine ovog grafa.
S obzirom da je svaki ¢vor n-kocke (), uredena n-torka nula i jedinica, broj
¢vorova u (), jednak je broju svih takvih n-torki. Dakle, na svaku od n pozi-
cija mozemo staviti 0 ili 1 i pa imamo 2 nacina za izbor broja na jednoj
poziciji. Kako imamo ukupno n pozicija, prema principu proizvoda, imamo
ukupno 2" naé¢ina za izbor broja na svih n-pozicija pa dobijamo |V (Q,)| = 2".

Za brojanje grana koristi¢emo teoremu 2.2.
Proizvoljan ¢vor u @, sused je svim ¢vorovima koji se od njega razlikuju
u tacno jednoj koordinati. To znac¢i da mu je jedan sused ¢vor koji se od
njega razlikuje u prvoj koordinati, drugi sused se razlikuje od njega u drugoj
koordinati, ..., n-ti sused se od njega razlikuje u poslednjoj n-toj koordinati.
Sledi da je stepen svakog ¢vora u @), jednak n, odnosno @), je n-regularan
graf. Dakle, niz stepena u @, je {n,n,...,n} pa je
1 — 1
I _ n __ n—1
[B(Qn)] =5 Zln = on2" =n2"".

U prvom delu ovog rada smo definisali povezanost ¢vorova (k) i povezanost
grana (k’). Dovedimo u vezu ove povezanosti sa najmanjim stepenom grafa

(9):
Teorema 6.2. (Whitney) Za proizvoljan graf G vazi
K(G) < H(G) < 3(G).

Dokaz ove teoreme se moze pronaéi u [17].
Kako je hiperkocka @,, n-regularan graf, vazi da je §(Q,) = n, pa sledi:

K(Qn) < K'(Qn) < n.

Dokazimo jace tvrdenje:
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Teorema 6.3. Za hiperkocku Q,, vazi:

K(@n) = K'(@n) = n.

Dokaz. Dokazacemo da je k(Q,) = n. Time ¢e dokaz teoreme biti zavrsen,
jer kombinovanjem ovog tvrdenja sa Whitneyevom teoremom odmah sledi
i K'(Qn) = n. Ako iz @, uklonimo n suseda nekog proizvoljno odabranog
¢vora v, dobi¢emo graf u kojem je v izolovan ¢vor, tj. graf koji je nepovezan,
Sto se zakljucuje takode iz prethodne teoreme. Stoga odmah znamo da vazi
K(Qn) < n.

Ostaje da pokazemo da k(Q,,) > n. To ¢emo uciniti tako sto pokazemo da
je svaki razdvajajuéi skup® S grafa Q,, kardinalnosti najmanje n. Koristi¢emo
indukciju po n.

Za n € {0,1}, @, je kompletan graf sa n + 1 ¢vora pa je kK(Q,) = n.
Pretpostavimo da vazi za Q,_1, n > 2, tj. kK(Q,—1) = n — 1, pa dokazimo za
Qn.

Koristicemo strukturu hiperkocke @,, kao grafa nastalog od dve kopije
(n — 1)-kocki, QL | i Q>_,, pri ¢emu je svaki ¢vor podgrafa QL _; spojen
granom sa odgovarajué¢im ¢vorom iz podgrafa Q2 |, kao $to je vidljivo na slici
17. Neka je S razdvajajuci skup u @Q,. Ako je QL _, — S povezani Q* , — S
povezan, tada je i ,, — .S povezan, osim ako S ne sadrzi bar jedan ¢vor svake
od grana koje povezuju Q! ;i Q% ;. Ovo zahteva da |S| > 2" ali2"! > n
za n > 2. Stoga mozemo pretpostaviti da je Q. | — S nepovezan, $to znaci
da S sadrzi bar n — 1 évorova u Q! _,, prema pretpostavci. Ako S ne sadrzi
nijedan ¢vor iz Q% _,, tada je Q> _, — S povezan, a svi ¢vorovi iz QL | — S
imaju susede u Q% |, — S, pa je @, — S povezan. Dakle, S mora sadrzati i
neki ¢vor iz Q% ;. Ovo daje |S| > n, §to je i bilo potrebno dokazati.

O

Jos jedna zanimljiva osobina hiperkocke je bipartitnost. Rekli smo da je
graf bipartitan ako se skup ¢vorova moze razdvojiti u dva podskupa tako da
svaka grana ima krajeve koji se nalaze u razli¢itim particijama.

Pokazac¢emo da je (), bipartitan graf. Za proizvoljan ¢vor iz (),, ¢emo reci
da je paran (neparan) ako je suma njegovih koordinata paran (neparan) broj.
Svojstvo bipartitnosti grafa ), mozemo pokazati tako sto ¢emo na neki nacin
biparticionisati skup V(@,,). To mozemo tako da u jedan skup biparticije

SRazdvajajuéi skup grafa G je podskup S C V(G) takav da je G — S nepovezan graf,
tj. on je skup ¢vorova ¢ije uklanjanje dovodi do nepovezanosti grafa.
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stavimo sve parne, a u drugi skup sve neparne ¢vorove. U tom slucaju nece
biti susednih ¢vorova iste parnosti jer bi to podrazumevalo spajanje granom
neka dva ¢vora koji se razlikuju u vise od jedne koordinate. Primetimo da su
skupovi ovakve biparticije iste kardinalnosti, tj. u ,, imamo polovinu parnih
i polovinu neparnih ¢vorova.

6.1 Spektar hiperkocke

Prikazacemo posebno matrice susedstva za hiperkocke @1, Q2 i Q3.
Hiperkocka Q; ima 2! = 2 ¢vora, pa je njoj pridruzena matrica susedstva
reda 2 i izgleda ovako:

A(Qr) = {(1) (1)} ~

Ako pogledamo matricu susedstva hiperkocke ()5, onda je jasno da njenom
podelom na blokove 2 x 2 dobijamo matrice susedstva od ()1 na glavnoj di-
jagonali, dok su na sporednoj jedini¢ne matrice reda 2:

0110 0110]
frtoo 1] 1o |01 JAQ)| FE ]
A@Q)=11 o 01| =10 01| [ E | A@)]"
0110 01|10
Za hiperkocku Q3 matrica susedstva je oblika:
01 1010 0 0]
10010100
10010010
0110000 1] [AQ) | E ]
A(Q3>_10000110_[E | A(Q2)]
01001001
00101001
0001011 0]

Dakle, matrica susedstva grafa Q3 je reda 22 = 8, a posmatrana kao blok
matrica reda 2 na glavnoj dijagonali sadrzi matrice susedstva grafa ()2, a na
sporednoj jediniéne matrice reda 22 = 4. Matrica susedstva hiperkocke Q.
je reda 2* = 16, a moze se prikazati kao blok matrica reda 2 s matricama
A(Q3) na glavnoj i jedini¢nim reda 2* = 8 na sporednoj dijagonali. Mozemo
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zakljuciti da se A(Q,) moze dobiti rekurzivno iz A(Q,-1), tj.

A(Qn—l) E

pri cemu je F reda 271

Karakteristicne korene odredujemo kao korene karakteristicne jednacine
det(AE — A) =0, pa za @)y vazi

det(\E — A(Q1)) = det (_Al _Al) XN _1=0,

iz Cega sledi A = 1, pa su karakteristi¢ni koreni od A(Q1) jednaki A\; o = 1.

Za (), dobijamo

Ao—-1 =1 0
-1 A 0 -1
1 0 _1:)\2()\—2)()\+2):O,
0 -1 -1 A

pa su karakteristi¢ni koreni od A(Qs) 0, 2, —2 sa viSestrukostima redom 2, 1, 1.

Istim principom se dobijaju i karakteristicni koreni matrica susedstva
grafova (03, 4, )5 1 one su navedene u sledecoj tabeli.

n 1 2 3 1 5
) 1,1 2,0,/2]31-1-3 | 4,20,2,4|531-1,-35
visestrukosti | 1,1 | 1,2,1 | 1,3,3,1 | 1,4,6,4,1 | 1,5,10,10,5,1

Tabela 2: Karakteristi¢ni koreni i viSestrukosti matrice susedstva n-kocke

Teorema 6.4. Za n > 1 hiperkocka @),, ima n + 1 razli¢itih karakteristi¢nih
korena

0<Qn):<—n —n+2 —n+4 ... n—4 n—2 n))

(5) () G G
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Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n.

Zan € {1,2}, spektri su ve¢ prikazani u prethodnoj tabeli, a do njih smo
dosli resavanjem odgovaraju¢ih karakteristicnih jednacina. Pretpostavimo
da hiperkocka @),_; ima sledeée karakteristicne korene sa odgovarajuéim
visetrukostima

-n+1 —n+3 ... n—3 n—l)
") ) G GE))
pa pronadimo spektar za @),,.
Za hiperkocku (),, matrica susedstva je

A(Qn—l) E
A = P )

0(Qn-1) = (

gde je jedini¢na matrica E reda 2"71. Neka je p,(\) = det(A\E — A(Q,))
karakteristican polinom n-kocke.

Ako je proizvoljna matrica X (A) dimenzije 2m x 2m oblika
A FE
E A|’
gde su A i F matrice dimenzija m x m. Kako je AE = F A, za determinantu
blok matrice X (A) vazi
det X(A) = det(A? — E) = det(A — E) det(A + E).
Primenimo to na A(Q,) — AF i odmah dobijamo:

Ako su karakteristi¢ni koreni za (n — 1)-dimenzionalnu hiperkocku —n +
1,—n+3,...,n — 1 sa odgovaraju¢im visestrukostima

(o)) G0

tada su karakteristicni koreni za n-dimenzionalnu hiperkocku:

52



6 HIPERKOCKA

—n=(-n+1)—-1, —-n+2=(—n+3)—1,

n—2=Mnm-3)+1 n=(n-1)+1
sa viSestrukostima:

=) 60000
() =G+ G C)=Con ()
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7 Pravilni poliedri i odsecanje grafova

Politop je ogranicen presek konacno mnogo hiperravni, odnosno ravni u
visim dimenzijama. Dvodimenzionalni politopi se nazivaju poligoni (mnogou-
glovi), a trodimenzionalni se nazivaju poliedri. Poliedri se mogu posmatrati
kao grafovi. To radimo tako $to temena poliedra predstavljamo kao ¢vorove,
a ivice koje povezuju temena kao grane grafa incidente sa odgovarajuc¢im
¢vorovima. Pravilni poliedri, odnosno Platonova tela, tako daju Platonove
grafove koji su regularni.

Odsecanje politopa je operacija u bilo kojoj dimenziji koja odseca temena
politopa, stvarajué¢i novu stranu na mestu svakog temena. Kod rezultujuceg
odsecenog poliedra svaka tri temena imaju barem jedan zajednicki put koji ih
povezuje. Ovo je bila glavna operacija koju je koristio Arhimed pri izgradnji
svojih poznatih 13 tela. Slicno kao kod Platonovih tela, od Arhimedovih tela
dobijamo Arhimedove grafove, koji su takode regularni grafovi.

7.1 QOdsecanje grafa

Definicija 7.1. Neka je GG povezan graf bez ¢vorova stepena 1 i 2. Odsecanje
grafa G, u oznaci T(G), jeste graf koji se dobija od grafa G na sledeéi nacin:
- svaki ¢vor x € V(G) zamenjujemo konturom Cy(,), tj. sa novih d(x) évorova
i d(z) grana, gde ¢vor v,, odgovara grani zy € E(G),

- pored grana dodatih kontura, grane grafa T(G) su jos i vy vy 4.

Obicno se odsecanje definiSe samo za povezane grafove bez ¢vorova ste-
pena 11 2, jer je ova operacija na grafovima inspirisana odsecanjem politopa.
Ponekad se ova definicija prosiruje i za sve povezane grafove, gde po dogovoru
vise¢i ¢vor i njemu incidentnu granu ne diramo, dok ¢vor stepena 2 zamenimo
novom granom. To bi znacilo da ¢e u gornjoj definiciji ,kontura duzine 1”
biti jedan ¢vor, tj. K, a ,kontura duzine 2” graf Kj.

Prikazimo odsecanje na grafu koji ima ¢vorove stepena 1, 21 3.

Na slici 19 je dat detaljan prikaz odsecanja grafa . Primetimo da graf
G ima ¢vorove stepena 1 (d(z) = d(w) = d(t) = 1), stepena 2 (d(y) =
2) i stepena 3 (d(z) = 3). Svaki ¢vor grafa G zamenjujemo konturom ¢ija
duzina odgovara stepenu ¢vora, Sto je prikazano u drugom koraku. Kako
smo svakom ¢voru odredili konturu odgovarajuce duzine, u slede¢em koraku
spajamo ¢vorove tako da prethodne grane budu o¢uvane. Posmatrajmo ¢vor
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

Graf G

UG)

Slika 19

y, kako je on stepena 2, njega ¢emo zameniti sa K5, odnosno novom granom,
¢iji ¢e pocetni ¢vor vy, € V(T(G)) odgovarati grani yr € E(G), dok ce
krajnji ¢vor v, , € V(Z(G)) odgovarati grani yz € E(G). Vised ¢vorovi su
nepromenljivi, jer predstavljaju konturu duzine 1, dok ¢e se ¢vor z zameniti
konturom duzine 3, jer je on stepena 3.

Napomena 7.2. Ukoliko je ¢vor stepena bar 4, onda kontura koja ga za-
menjuje nije jedinstveno odredena ukoliko nema dodatnih uslova. Na slici 19
mozemo videti da se bez dodatnih uslova mogu dobiti neizomorfni grafovi do-
bijeni odsecanjem. Postoji viSe nacina kako se to moze resiti, no posto ¢emo
se baviti samo odsecanjem kubnih grafova, taj problem izlazi van okvira ovog

rada.

/ ™~

Slika 20
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

U daljem radu odsecanje ¢emo se baviti samo 3-regularnim grafovima.

7.2 Platonovi grafovi

Platonova tela su posebna klasa konveksnih pravilnih poliedara, ¢ije su
sve strane jednaki pravilni poligoni i svi uglovi izmedu strana su jednaki.
Postoji tacno pet takvih tela:

e tetraedar (4 trougaone strane);

heksaedar (kocka) (6 kvadratnih strana);

oktaedar (8 trougaonih strana);

dodekaedar (12 petougaonih strana);

ikosaedar (20 trougaonih strana).

2

Slika 21: Platonova tela - tetraedar, heksaedar, oktaedar, dodekaedar,
ikosaedar

Svaki poliedar moze se posmatrati kao graf. Za Platonova tela, dobijamo
planarne grafove, jer ih mozemo ,razvuéi” na ravnu povrsinu bez presecanja
grana. Jedan od nacina da se razvije Platonov graf je pomoc¢u Schlegelovog
grafa® tako §to se izabere jedna strana poliedra i postavi kao spoljasnja oblast
u ravni, a zatim se projektuju ostala temena i ivice unutar te oblasti tako da
svi odnosi ostanu o¢uvani.

Prikazimo Platonove grafove pomoc¢u Schlegelovog grafa:

Primetimo da su Platonovi grafovi regularni, odnosno tetraedar, hek-

saedar i dodekaedar su 3-regularni, oktaedar je 4-regularan i ikosaedar je

6Schlegelov graf je planarna projekcija trodimenzionalnog poliedra na ravan, pri ¢emu
su ¢vorovi, koji predstavljaju temena poliedra, i grane, koje predstavljaju njegove ivice,
sacuvani tako da se o¢uvaju sva susedstva.
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Slika 22: Platonovi grafovi - tetraedar, oktaedar, heksaedar, dodekaedar,
ikosaedar

5-regularan.
Oni su posebni po svojoj simetriji i pravilnosti, ali neki od njih su izomorfni
drugim poznatim grafovima u teoriji grafova. Kako izomorfni grafovi imaju

iste spektre, koristicemo prethodno dokazane tvrdnje.

Matrica susedstva grafa tetraedra je:

0111
101 1
At_1101
1110

Platonov graf tetraedra je izomorfan sa kompletnim grafom K, pa ¢emo
iskoristiti njegov spektar.
-1 3
O-<K4> - ( 3 1) ’

odavde sledi da je spektar Platonovog grafa tetraedra trostruki koren —1 i
jednostruki koren 3.

Najpoznatije Platonovo telo je kocka, odnosno heksaedar. Kao jedan od
oblika hiperkocke, tj. X3, njegov spektar nam je ve¢ poznat:

@=(15 5 7))
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

Matrica susedstva grafa kocke je:

0101100 0]
10100100
01010010
4|10 100001
10000101
01001010
00100101
000110 10

Jedini Platonov graf koji je 4-regularan jeste oktaedar i on ima 6 ¢vorova
i 12 grana. Njegova matrica susedstva je sledeca:

011101
101110
110011
=11 10011
011101
101 1 1 0]

Kada znamo kako izgleda matrica susedstva, lako mozemo izvesti karak-
eristican polinom:

pa,(\) = det(AE — A,) = (A — )X (A + 2,

odakle sledi da su karakteristicni koreni 4, 0, —2 sa viSestrukostima 1, 3 1 2,
redom.

Cetvrto Platonovo telo je dodekaedar, ¢iji se graf moze prikazati kao
generalizovan Petersenov graf P(10,2). Znamo da su Petersenovi grafovi 3-
regularni, pa isto vazi i za dodekaedar.

Njegova matrica susedstva je reda 20, a spektar dodekaedra je

Ud:(s Vi 1 0 —2 —\/5)'

1 3 54 4 3

Graf ikosaedra ima 12 ¢vorova i 30 grana. [ako graf ikosaedra nije izomor-
fan Petersenovom grafu, on sadrzi Petersenov graf kao indukovani podgraf.
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

To znaci da ako izaberemo odredeni podskup temena i ivica u grafu ikosae-
dra, dobijamo strukturu Petersenovog grafa.
Matrica susedstva ovog grafa je dimenzije 12 x 12, a njegov spektar je:

(5 V5 -1 =5
=1 3 5 3 )
7.3 Odsecanje kubnih grafova

Neka G = (V, E) bude prost graf sa skupom ¢évorova V' i skupom grana
E (JV| = n;|E| = m). Ako graf G nema viseée grane, ozna¢imo sa T(G)
odsecanje grafa GG. Sledeca tehnicka lema je ocigledna:

Lema 7.3. Neka je T(G) odsecanje grafa G bez ¢vorova stepena 11 2. Tada,
VIEG)] =2m 1 |E[Z(G)]] = 3m,
gde je m broj grana u grafu G.

Potpodela S(G) grafa G dobija se ubacivanjem jednog ¢vora stepena 2 u
svaku granu grafa (G. Prema tome, ova operacija zamenjuje jednostavan put
duzine 2 umesto svake grane. Uopsteno, k-ta (k € N) potpodela S*(G) grafa
G je graf dobijen ubacivanjem k novih ¢vorova stepena 2 u svaku granu grafa
G, gde se definise:

SUG):=a, SHG)=S8(G), i SSH@)]:=SHEY(G)  (j,k eN).

Linijski graf L(G) grafa G je graf ¢iji skup ¢vorova V|[L(G)| predstavlja
skup F(G) grana grafa G, a dva ¢vora iz L(G) su susedna ako i samo ako
su odgovarajuce grane grafa G incidentne. Takode, Lo(G) oznacava rezultat
uzastopnih primena prethodne i linijske operacije na grafu G; to jest,

Ly(G) := L[S(G)].
Uopsteno, Lj.1(G) := L[S*(GQ)].
Ovde navodimo jos jednu tehnicku lemu.

Lema 7.4. Neka T((Q)) bude odsecanje prostog kubnog grafa (). Tada,

Q) = LIS(@Q));
dok T(H) # L[S(H)] za bilo koji nekubni graf H.
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G S(G) L(S(G))

Slika 23: Graf G, potpodela S(G), linijski graf potpodele L(S(G))

Dokaz. Odsecanje grafa () podrazumeva zamenu svakog ¢vora sa stepenom
3 (kubni graf) sa trostranom stranom (trouglom), a svaka grana se samo
»skrati”.

Potpodela grafa @) (oznaceno kao S(Q)) postize se dodavanjem novog ¢vora
na svaku granu Q). Linijski graf L(S(Q)) je graf ¢iji ¢vorovi predstavljaju
grane grafa S(Q), a dve grane su susedne ako dele zajednicki ¢vor u S(Q).
Primetimo ekvivalenciju izmedu ova dva pojma. U slucaju kubnog grafa @),
svaka grana nakon potpodele je incidentna sa dva ¢vora: jedan iz originalnog
grafa i jedan dodati. Linijski graf L(S(Q)) ¢e imati ¢vorove koji predstav-
ljaju ove nove grane, a susednost ¢e biti odredena zajednickim ¢vorovima u
S(Q). Ovo odgovara strukturi koja se dobija odsecanjem grafa @), gde su novi
¢vorovi povezani na isti nacin.

Za grafove koji nisu kubni, tj. ¢vorovi nemaju stepen 3, struktura nakon odse-
canja i linijskog grafa potpodele nece biti identi¢na zbog razlicitih stepena
¢vorova i rezultujucih veza. O

Neka pg(z) oznacava karakteristicni polinom (matrice susedstva) grafa
H. Cvetkovi¢ je dokazao vazan spektralni rezultat [7]:

Teorema 7.5. Ako je G regularan graf stepena r sa n ¢vorova i m = nr/2
grana, tada:

PLoe) (@) = (@ + 2)]" "pg (2% — (r = 2)z — 7). (14)

Prema ovoj teoremi, ako je G regularan stepena r i ima karakteristi¢ne
korene iy, fia, ..., ln, tada graf Lo(G) ima karakteristicne korene —2 i 0
viSestrukosti m — n, i sledec¢ih 2n karakteristicnih korena:

N | —
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

Na osnovu leme 7.4, poslednja teorema ima sledec¢u posledicu, koja je
vazna za nasu temu:

Posledica 7.6. Ako je @ kubni graf sa n ¢vorova i m = 3n/2 grana, tada:
p3@)(@) = [2(x +2)]"pg (2> — 2 — 3).

Dakle, T(Q) ima karakteristicne korene —2 i 0 viSestrukosti n/2, i sledece
karakteristicne korene:

L1 '
Ay = o (L= VA +13) (1= (@) j € {1.2.....n}). (15)
Iz poslednje formule takode sledi da se visestrukosti karakteristicnih korena
—2 1 0 povecéavaju za jedan ako () ima karakteristicne korene 3 (Sto @ uvek
ima) i —3 (Sto je tacno za ako i samo ako je @) bipartitan). Dakle, za bi-
partitni kubni graf @', T(Q’) ima karakteristi¢cne korene —2 i 0 visestrukosti
n/2+ 1.

Prethodna tvrdenja su za nas znacajna, jer pomocu njih mozemo odrediti
spektar Arhimedovih grafova koji nastaju odsecanjem 3-regularnih pravilnih
poliedara. Tako se dobijaju odseceni tetraedar, odsecena kocka i odseceni
dodakaedar.

AO 9-0 @-o

Tetraedar  Odseeni tetraedar Kocka Odsecena kocka Dodekaedar Odseteni dodekaedar

Slika 24: Arhimedova tela nastaju odsecanjem Platonovih tela

Kako su grafovi tetraedra, heksaedra i dodekaedra kubni grafovi, ko-
risticemo posledicu 7.6 da bismo odredili spektre odsecenog tetraedra, hek-
saedra i dodekaedra.

Napomenimo jos jednom da se viSestrukost karakteristi¢ni korena —2 i

0 kubnog grafa, koji ima karakteristicne korene 3 i —3, povecava za jedan,
odnosno njihova visestrukost se racuna § + 1. Zatim, visestrukost drugih
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7 PRAVILNI POLIEDRI I ODSECANJE GRAFOVA

karakteristicnih korena Arhimedovih tela jednaka je visestrukosti karakter-
isti¢cnih korena odgovarajuceg Platonovog tela.

Na osnovu formule (15) mozemo odrediti ostale karakteristicne korene,
pa dobijamo sledeée spektre:

] 320 -1 =2\
e spektar odsecenog tetraedra (1 39 3 3 ) )

e spektar odsecenog heksaedra

(3%@+¢ﬁ)

2 10 -1 31-v17) -2\,
1 3 315 ’

3 3 3

e spektar odsecenog dodekaedra

(12 0 302V 302V 40275
11 10 5 4 4

l1+Vav5+13) L+ —%@+B)3)
3 3 1)

Osim toga, zapazamo jos jednu teoremu za k-tu potpodelu grafa, koja je
korisna u slu¢aju molekularnih grafova homeomorfnih mapama poliedra [7]:

Teorema 7.7. Imamo
x\1m" x x
pe(@) = [Ue(3)] det [2U (3) £ - Ui (3) D - 4]
gde je pg,(c)(x) karakteristicni polinom k-te potpodele Si(G), A je matrica

susedstva grafa G, F je jedini¢na matrica, D je (dijagonalna) matrica stepena
grafa G, a Ug(z) je k-ti Cebisev polinom drugog reda.
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ZAKLJUCAK

Zakljucak

U ovom radu proucavana su spektralna svojstva razlic¢itih klasa regularnih
grafova, ukljucuju¢i kompletne i kompletne bipartitne grafove, Petersenov
graf, Hoffman-Singletonov graf, hiperkocku, kao i grafove koji predstavljaju
Platonova i Arhimedova tela. Analizom njihovih spektara dobili smo uvid u
vazne osobine ovih grafova, kao $to su povezanost, regularnost i dijametar.

Posebna paznja posvecena je primeni spektralne teorije u analizi strukture
grafova. Spektralna analiza omoguc¢ava dublje razumevanje svojstava grafova
bez potrebe za njihovim eksplicitnim iscrtavanjem ili konstrukcijom, sto je
od velikog znacaja u proucavanju velikih mreza i kompleksnih sistema.

Rad pruza osnovu za dalja istrazivanja u oblasti spektralne teorije grafova,

ukljucujudi ispitivanje drugih specijalnih klasa grafova i njihovu primenu u
savremenim naucnim i inzenjerskim disciplinama.
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