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Predgovor

Fuzzy skupovi predstavljaju dobro definisan alat kojim je moguce matematicki predstaviti i modelirati
neodredenosti i nepreciznosti koja je prisutna u svakodnevnom Zivotu. Re¢ fazi (eng. fuzzy) je engleskog
porekla i oznacava neodreden, neprecizan pojam, a prvi put se kao takav javlja u delu ,Fuzzy sets”
Loftija Zadeha iz 1965.godine. Zahvaljujuéi fazi skupovima i fazi logici omoguceno je modelovanje pojave
da neki objekti ne moraju u potpunosti da pripadaju ili ne pripadaju nekom skupu, kao §to to je to slicaj
kod klasi¢nih, skupova veé¢ mogu sa nekim stepenom, tj. u odredenoj meri, pripadati nekom skupu. U
kojoj merui neki objekat pripada fazi skupu je odreden funkcijom pripadnosti koja uzima neku od realnih
vrednosti iz zatvorenog intervala [0,1]. Zahvaljujuéi tome, fazi skupovi se lakse prilagodavaju modelovanju
realnih problema u uslovima neodredenosti.

Tema ovog rada pripada savremenoj matematickoj oblasti koja je bavi primenom fazi skupova u mo-
delovanju svakodnevnih problema i situacija, odnosno donosenju odluka na osnovu predstavljenih modela.
Kako je proces donosSenja odluka otezan neodredenim, subjektivnim i nepreciznim podacima, matematicki
modeli zasnovani na fazi skupovima su odli¢an izbor za predstavljanje svakodnevnih situacija. U ovom
master radu bice prikazan prosec donoSenja odluka u fazi okruZzenju koji baziran na sledeca dva pristupa:

e primeni fazi aritmetike i fazi brojeva,
e primena operacija sa fazi skupovima.

Potupak donoSenja odluka za oba navedena pristupa je ilustrovan originalnim primerima koji reflektuju
aktuealna interesovanja studenata i nastavnika.

Na pocetku rada dat je pregled osnovnih pojmova potrebnih za razumevanje rada u celini. Izmedu
ostalog, to su fazi skupovi kao i operacije sa fazi skupovima zasnovane na trougaonim normama. Dati
je prikaz osnovnih pojmova vezanih za specijalne fazi skupovi poznate kao fazi brojevi, sa naglaskom
na trougaone i trapezoidne fazi brojeve koji imaju Siroku primenu u razli¢itim oblastima. Literatura
koris¢ena za izradu ovog dela rada je [1,2,5,6,8,9,11,13,14,15,17,18,20,21].

U drugom delu rada prikazan je princip usrednjavanja za fazi vrednosti, tj. odredivanja srednjih
vrednosti za fazi brojeve. Naime, ispitivanje i analiza komplikovanih situacija podrazumeva angazovanje
velikog broja stru¢njaka, ¢ime se dolazi do velikog broja razli¢itih misljenja koja se moraju obraditi da
bi se doglo do finalne odluke. Upravo fazi skupovi na prirodan nacin opisuju ova razli¢ita misljenja jer
dozvoljavaju odredenu dozu nepreciznosti koja je uvek prisutna u stvarnom zivotu, te je u nekim situaci-
jam potrebno pronaci pokazatelj centralne tendencije. Sama primena ovog principa prikazana je kroz Fazi
Delfi metod (eng. Fuzzy Delphi Method). Takode u ovom delu rada prikazan je proces defazikacije kojim
se iz rezultujuceg fazi podataka ekstrakuje reprezentativna realna vrednost potrebna za dalju analizu i
obradu. Literatura koja je koris¢ena u ovom delu rada je [2,6,9,10,19,20,21].

U treéem delu rada prikazan je proces odlu€ivanja koji se zasniva na preseku fazi skupova. Fazi
skupovima se modeluju ciljevi i ograni¢enja koji uti¢u na proces odlucivanja, te njihovim presekom se
dolazi do odluke, odnosno reprezentativne vrednosti, koja je u formi fazi skupa. Primenom defazikacije
postize se krajnja odluka, odnosno, reSenje problema. Kako su u prvom delu rada dat prikaz osnovnih
pojmova vezanih za trougaone norme i trougaone konorme, kao njihova primena pri uopstavanju operacija
preseka i unije fazi skupov, u ovom delu su dati orginalni primeri koji ilustruju tu generalizaciju. Uradena
jeikomparacija dobijenih rezultata spram toga koja trougaona norma je koriséena za modelovanje preseka
fazi skupova. Literatura konsultovana za izradu ovog dela je [2,7,16,19].
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Glava 1

Uvodni pojmovi

Na samom pocetku rada napravi¢emo jasnu razliku izmedu fazi skupova i skupova u klasi¢énom smislu.
Cilj ovog poglavlja je da pruzi jasnu sliku o prirodi fazi skupova. Prikazane su razlike u karakteristikama
funkcija koje defini$u pripadnost elemenata ovi razlic¢itim tipovima skupova (klasi¢ni i fazi skup). U ovom
poglavlju su predstavljene i operacije sa fazi skupovima, te posebne klasa fazi skupova poznata kao fazi
brojevi. Takode, dat je i prikaz osnova fazi aritmetike. Literatura kori¢ena pri izradi ovog poglavlje je
2,5,6,8,9].

1.1 Fazi skupovi

Kao §to znamo, skup je jedan od osnovnih pojmova matematike koji opisujemo kao mnostvo objekata
koje karakteriSe neka zajednicka osobina ili svojstvo (videti npr. [2]). Pravilo pripadnosti koje karakterise
elemente (¢lanove) klasi¢nog skupa A koji je podskup univerzuma U, A C U, dato je karakteristicnom
funkcijom xa(x) koja uzima samo dve vrednosti, 1 i 0, §to ukazuje da li elementi univerzuma imaju
zeljenu osobinu, tj. € U je ¢lan skupa A, ili nije:

(2) 1 zaxze€A,
) =
xa 0 zax¢ A

Dakle, xa(z) € {0,1}. Obrnuto, ako je funkcija x4(z) definisana na gore naveden nacin, onda je ona
karakteristi¢na funkcija za skup A C U u smislu da A sadrzi elemente z € U za koje je xa(z) jednako 1.
Drugim recima, svaki skup je jedinstveno odreden svojom karakteristi¢nom funkcijom. Univerzalni skup
U ima funkciju pripadnosti xy (x) za koju vazi xy(z) = 1 za svako z € U. Prazan skup 0 je u potpunosti
opisan funkcijom pripadnosti xg(z) = 0 za svako z € U.

Primer 1. Neka je dat univerzum U = {S1,S2,S3,54, S5, 56} koji predstavlja skup studenata master
studija nekog univerziteta. Neka je A = {S1,S54,S6} C U, podskup studenata master studija koji imaju
prosek preko 9.00.

Samo tri od Sest elemenata iz U pripadaju skupu A. Ovako definsanom poskupu odgovara sledeca
karakteristicna funkcija:

xa(S1) =1, xa(S2) =0,
xXA(S3) =0, xa(S4) =1,
xA(S5) =0, xa(S)=1

Odnosno, karakteristicna funkcija skupa A je

(l‘) _ 1, 206 T = 517347S6,
xa N 0, zazx=2.5>_S53,S55.

Takode, skup A moZe biti predstavljen kao skup uredenih parova pri cemu druga vrednost oznacava da
li njemu pridruZeni element pripada datom skupu A (pridruZena 1) ili ne pripada skupu A (pridruZena
0):
A= {(517 1)7 (5270)7 (5370)7 (347 1)7 (S570)7 (Sﬁa 1)}



Primer 2. U ovom primeru biée prikazan klasican skup koji opisuje pojam vezan za vremenske uslove
"wruéina je". Neka je univerzalni skup U dat kao skup svih izmerenih temperatura vazduha u letnjem
periodu (temperature od bar 15 stepeni). Smatramo da je veomna toplo napolju ako je izmerena temperatura
30 ili vise stepeni inace je napolju prijatno, tj. nije vruce. Karakteristicna funkcija skupa A = "vruéina
je "je data na sledeci nacin:

xa(z) =

1, 2030< z
0, zaldb<x<30.

Karakteristicna funkcija ovako definisanog klasi¢nog skupa data je grafikom 1.1, gde je univerzum na
datom grafiku U = {z|15 < < 40}.

Ocigledno je da ovakav opis pojave "vruéine je'nije zadovoljavajuéi jer ne omoguéava postojanje ni-
jansi. Pojam "vruéina je'podleZe razlicitim subjektivnim interpretacijama, pa mije precizno definisana.
Na primer, ako je napolju izmerena temperatura 29, to znaci prema fukciji pripadnosti da je napolju
prijatno, kao Sto to isto vazi i za temperaturu od 15 stepeni, a drasticna je razlika u tim temperaturama.
Takode, gornja definicija wvodi drasticnu razliku izmedu temperatura od 29 stepeni i 30 stepeni, te ova
karakteristicna funkcija skupa A ne uspeva realisticno opisati prelazne slucajeve. (Il
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Slika 1.1: Grafik karakteristi¢ne funkcije skupa A iz Primera 2.

Nedoslednost koja se vidi u prethodnom primeru moZe da se resi preleskom na funkciju koja uzima
vrednosti iz celog jedini¢nog intervala, a ne samo 0 ili 1. Na ovaj nacin koncept pripadnosti skupu vise
nije ostar (ili 1 ili 0), ve¢ postaje postepen u smislu delimi¢nog pripadanja.

Definicija 1. [2] Neka je U neprazan univerzum. Fazi podskup A univerzuma U je
A={(z,pa(x))|x € U,ua(x) € [0,1]} (1.1)
gde je pa : U — [0, 1] funkcija pripadnosti.

Primer 3. Pojava "vruéina je"koja je u Primeru 2 opisana klasicnim skupom se moZe opisati i fazi
skupom u smislu Definicije 1. Funkcija pripadnosti za fazi skup A="vruéina je"moZzZe bit data na sledeéi
nacin

0, 200 < x <17
pwa(x) = ;%%1177, za 17 <2 <30.
1, 30 < x

Grafik funkcije pripadnosti y je pirikazan na Slici 1.2.

Ovako definisani fazi skup realnije opisuje (modeluje) shvatanje donosioca odluke (ispitanika) o tem-
peraturi vazduha. Prelazak je postepen, nema jasnog reza i dozvoljava ispitaniku da izrazi svoje misljenje
da npr. temperatura od 29.5 stepeni nije "ne vruée "vepripada skupu "vrucinaSa stepenom pripadnosti
0.96.

Na primer, za vrednost temperature od 25 stepeni funkcija pripadnosti iznosi ua(25) = 0.61 dok za
temperaturu od 19 stepeni funkcija pripadnosti iznosi pa(19) = 0.15. (]
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Slika 1.2: Grafik funkcije pripadnosti pa(z) iz Primera 3.

Ve¢ na osnovu prethodnog primera mogué e je primetiti znac¢ajnu ulogu fazi skupova u opisivanju
nepreciznih i subjektivnik pojava i pojmova. Funkcija pripadnosti je prilagodljiva misljenju donosioca
odluke, tj. razli¢iti donosoci odluke moglu formirati razli¢ite funkcije pripadnosti za isti pojam ili pojavu.

Drugim re¢ima, za neki fazi skup A funkcija pripadnosti pa(z) odreduje stepen ili nivo pripadnosti
elementa z posmatranom fazi skupu A. Svakom elementu x skupa A se pridruzuje broj 4 (z) iz intervala
[0,1].

Fazi skupovi se oznac¢avaju velikim latini¢nim slovima A, B, C,..., a odgovarajuce funkcije pripadnosti
sa pa(x), pp(z), po(z),..

Elementi sa stepenom pripadnosti nula se obi¢no ne navode, te kada se govori o elementima nekog fazi
skupa A podrazumevaju se oni elemnti iz univerzalnog skupa za koje je funkcija pripadnosti p4 striktno
veca od nule.

Treba primetiti i da je moguce klasi¢ni skup posmatrati kao poseban sluc¢aj fazi skupova za koji su
svi stepeni pripadnosti elemenata iz posmatranog skupa bas 1.

Primer 4. Nakon uspesne pripreme ispita iz kursa Analiza 1, student treba da posavetuje kolegu koji tek
planira da spremi taj isti ispit ali za kraéi vremenski period. Prvi student je koristio 7 razli¢itih knjiga
za pripremu ispita i poloZio je ispit. Drugi student mora da poloZi taj isti ispit ali nema vremena da
procita sve knjige, pa je zamolio kolegu da mu preporuci koja od datih knjiga je nagbolja za spremangje
ispita, odnosno, koja pokriva ceo kurs i da moZe da stigne da je nauci za deset dana. Student iznosi svoje
misljenje u kojoj meri date knjige, oznacene kao K; , i = 1,..,7, pokrivaju ceo kurs Analize 1. Drugi
re¢ima, prvi student formira fazi skup

A =7 Dobra literatura za pripremu ispita iz Analize 1”.

U Tabeli 1.1 su date vrednosti funkcije pripadnosti za skup A koje opisuju misljenje prvog studenta.

Tabela 1.1: Vrednosti funkcije pripadnosti koje odgovaraju elementima fazi skupa A.
knjiga K1 K2 Kg K4 K5 Kg K7
w(A) | 0.11 | 0.29 | 0.60 | 0.65 | 0.70 | 0.45 | 0.30

Na slici 1.8 prikazan je grafik funkcije pripadnosti skupa A. Apscisa prikazuje knjige koje su dostupne,
a ordinata prikazuje vrednosti funkcije pripadnosti kojim je definisan fazi skup A. |
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Slika 1.3: Grafik funkcije pripadnosti fazi skupa A iz Primera 4.

Primetimo da je u prethodnom primeru univerzum U bio diskretan i obuhvatao sedam knjiga, dok je
u Primeru 3 univerzum U bio podinterval skupa realnih brojeva. Ukoliko je univerzum U neprebrojiv,
npr. podinterval skupa realnih brojeva R, tada imamo neprekidnu funkciju pripadnosti. Diskretan slucaj
podrazumeva najviSe prebrojiv univerzum.

Kao 8to je ve¢ napomenjeno, fazi skup je uvek dat svojom funkcijom pripadnosti. U diskretnom sluc¢aj,
i to kada posmatrani fazi skup ima kona¢no mnogo elemenat, fazi skup je moguée zapisati i kao skup
uredenih parova gde je na prvoj poziciji element skupa, a na drugoj stepen pripadnosti tog elementa
posmatranom fazi skupu, tj. vrednost funkcije pripadnosti za taj element:

A= {('rb//‘A(ml))v (1'27/LA(.”L'2)), SRR (wnvﬂA(xn»}-

U tom smislu, skup fazi skup iz Primera 4 je moguce zapisati na sledeé¢i nacin:
A= {(K1,0.11), (K>2,0.29), (K3,0.6), (K4,0.65), (K5,0.7), (Kg,0.45), (K7,0.3)}.

Naredni pojam koji je neophodan za potpuno razumevanje fazi skupova i njihove veze sa klasi¢nim
skupovima je pojam a-preseka.

Definicija 2. [2] Naka je A fazi podskup nepraznog univerzuma U dat funkcijom pripadnosti p4. « -
presek fazi skupa A je
A1 = (& | 2 € U, pa(e) > 0}, a e (0,1]
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Slika 1.4: [21] a-presek fazi skupa A.
Alfa presek je skup u klasi¢nom smislu koji sadrzi one elemante fazi skupa A ¢ija je vrednost funkcije
pripadnosti veca ili jednaka c.

Primer 5. Neka je dat sledeéi diskretan fazi skup
A1 = {(3317 0.9), ($2, 0.5)7 (xg, 0.2), (.’L‘4, 03)}

Tada je a-presek za skup o = 0.6, u oznaci [A]°S, skup onih elemenata skupa Ay ¢ija je funkcija pripad-
nosti (4, veca ili jednaka o = 0.6, tj.
[A%€ = {1}

Ako je As fazi skup dat sa

A2 = {(xlv 01)3 (an 05)7 (xl’n 08)7 (1’4, 07)}
ia=0.2, tada je [A]°? = {2, 23,74} O

0.8 .

Slika 1.5: « presek na nivou 0.6 iz Primera 6.

Sledi pregled pojmova koji su neophodni za dalji rad.

Definicija 3. [2,6] Fazi skup A je konveksan ako vazi

pa(Azy + (1= Nao) > min{ua(z1), palz2)}, z1,22 € X, A € [0,1]



Takode, fazi skup je konveksan ako i samo ako su svi a-preseci konveksni

Ki ksan fazi sk
Nekonveksan fazi skup onveksan fazi skup

Slika 1.6: [21]Konveksnost fazi skupa A.

Definicija 4. [6] Fazi skup se naziva normalizovanim ako barem jedan element tog skupa dostize mak-
simalni stepen pripadnosti 1.

Definicija 5. [6] Nosa¢ fazi skupa A u oznaci supp(A4) je
supp(A) = {z € X | pa(z) > 0}.

Ovako definisan skup supp(A) je klasi¢an skup svih elemenata € U za koje je vrednost funkcije
pripadnosti striktno veéa od nule.

Definicija 6. [6] Jezgro fazi skupa A, u oznaci core(A), je
core(A) = {x € Alpa(z) =1}
Jezgro fazi skupa je klasi¢an skup elemenata univerzuma U Za koje su vrednosti funkcije pripadnosti

jednake jedinici.

1.2 Operacije sa fazi skupovima

U ovom poglavlju je dat pregled osnovnih operacija sa fazi skupovima. Operacije koje se definiu u
daljem radu su zapravo proSirenje operacija istog imena koje su primenjive u klasi¢noj teoriji skupova.
Moze se uociti analogija sa klasi¢nim skupovima, a opet s druge strane moze se lepo videti i razlika.

Posmatrajmo fazi skupove A i B u univerzumu U,

A={(z,pa(x)) |z € Uipaz) €0,1]},

B ={(z,1us(@)) |z € Ui pp(a) € [0,1]}.

Operacije sa A i B uvode se putem operacija sa njihovim funkcijama pripadnosti pa(z) i pp(x).
Definicija 7. [2,6] Fazi skupovi A i B su jednaki, u oznaci A = B, ako za svako z € U vaii:
pa(z) = pp().
Definicija 8. [2,6] Fazi skup A je podskup fazi skupa B, u oznaci A C B, ako za svako x € U vazi:
pa(z) < pp().
Definicija 9. [2,6] Fazi skup A naziva se pravim podskupom fazi skupa B, oznafeno sa A C B, ako je

A podskup od Bi A # B, tj.
pa(x) < pp(z) za svaki z € U

pa(z) < pp(x) za barem jedan x € U.



Definicija 10. [2,6] Fazi skupovi A® je komplementi fazi skup A ako za svako z € U vaii:

ac (@) = 1 = pa(e).

Definicija 11. [2,6] Presek dva fazi skupa A i B je novi fazi skup u oznaci A N B dat funkcijom
pripadnosti:
tang(z) = min(pa(z), pp(x), €U

Definicija 12. [2,6] Unija dva fazi skupa A i B je novi fazi skup u oznaci AUB dat funkcijom pripadnosti:

waup(x) = max(pa(x), pp(x)), zeU.

Primer 6. Posmatrajmo univerzum U = {x1,22,23,24} koji predstavlja skup od pet predmeta u Skoli.
Neka su dati fazi skupovi A =7 zanimljiv predmet’ i B =" teZak predmet’ svojim funkcijama pripadnosti
cije vrednosti su date u Tabeli 1.2

Tabela 1.2: Vrednosti funkcija pripadnosti za fazi skupove A i B.

X X1 xT9 I3 T4
pa(z) | 0.2 107 | 1 0
pp(z) 105103 1 |01

Koristeéi definicije 11 i 12 dobijamo sledece:

Tabela 1.3: Vrednosti funkcija pripadnosti za fazi skupove ANBi AUB

X T To T3 Ty
tanp(z) 102103 | 1 0
waup(z) 105107 1 |01

Dakle, fazi skupovi dobijeni presekom i unijom pocetnih fazi skupova A i B su
ANB= {(1’1, 02)3 (x27 03)7 (x3, 1)7 (.184, 0)}

AUB = {($1,0.5), (332, 07)7 (333, 1), (.1‘4, Ol)}
g

Ka 3to je poznato, za klasi¢ne skupove vaZi zakon iskljuenog treéeg, odnosno AN A¢ = (i
AU A¢ = U. Jedna od zanimljivih razlika izmedu klasi¢énih i fazi skupova se ogleda upravo u tome §to
zakon isklju¢enog treéeg ne vazi za fazi skupove, tj. A N A€ # ().

U teoriji fazi skupova a-presci su od velike vaznosti. Jedna od lepih osobina ovih skupova jeste da,
kako su oni klasi¢ni skupovi, sa njima mozemo odraditi sve operacije koje smo do sada sreli u teoriji
klasi¢nih skupova i tom prilikom dobijamo a-preseke rezultujuéih fazi skupova. Lako se moZe proveriti
da je ispunjeno

[AUB]* = [A]* U [B]

[AnB]* =[A*n[B]"

gde su A i B proizvoljni fazi skupovi. Kako je svaki fazi skup moguce rekonstruisati pomocéu a-preseka,
§to je i dato slede¢om teoremom, iz rezultujuc¢ih a-preseka moze se formirati rezultujuci fazi skup.

Teorema 1.2.1. [9] Za svaki fazi skup A vaii

A= |J al4

a€l0,1]

gde su a[A]* fazi skupovi dati funkcijom pripadnosti

o, zazx € [A]Y,
oAl (z) = 0. inac
, inace.



Dokaz. Neka je z proizvoljan fiksirani element iz U. Oznac¢imo sa p4(x) = r. Tada je

MUQE[OJ](X[A]Q(I): sup N’a[A]a(x):ma‘X( sSup ,U'oc[A]a(x)a sup ,LLoc[A]a(x))
ael0,1] a€l0,r] a€e(r1]

Kako je za o € [0,7] uvek pa(z) = r > o, to je jq[a),, a za a € (1,1] uvek je pa(r) = r < a pa je
Hala], =0, te vazi

HUepoalals () = sup a =r = pa(z).
a€l0,r]

Primer 7. Neka je dat fazi skup A na sledeéi nacin

A= {(.731,0.4), (1‘2, 0.5), (.Tg,O.?), (.’174, 1)}

Kako je A diskretan fazi skup, posmatramo sledeée a-preseke [A]%4,[A]°5, [A]%7 [A]'. Primetimo da vaZi
sledece
o€ (0704] = [A]a = [A]O'4 = {1‘1,.%2,353,%‘4},

a € (04,05] = [A]a = [A]O'5 = {1‘2,1‘3,1?4},
ac (05,07 = [A*=[A4]"" = {3, 24},
ac(0.7,1] = [A]* =[A]' = {z4}.
Sada mozZemo konstruisati sledece specijalne fazi skupove oznacene kao a[A]*:
0.4[A]%* = {(21,0.4), (x2,0.4), (3,0.4), (z4,0.4)},
0.5[A]°® = {(x1,0), (x2,0.5), (x3,0.5), (x4,0.5)},
0.7[A4)%7 = {(21,0), (z2,0), (x3,0.7), (v4,0.7)}.
1[A]1 = {(xla 0)7 (.132, O)a (.’Eg, O)a (1‘47 1)}
Ako posmatramo uniju ovako formiranih fazi skupova datu Definicijom 12 dobijamo polazni fazi skup A
A= |J alA]* =04[41* U0.5[A]*° U0.7[A]*T U1[A]',
a€gl0,1]
tj.

pa(z) = Sl[lp ] oAl (2) = max{pug.aia0-4 (), po.514105 (), po.7a107 (%), prajag: ()}
ac|0,1

Primer 8. Neka je dat fazi skup A odreden neprekidnom funkcijom pripadnosti:

x—1 akoz€][l,5]
pa(x)=<9—ax ako z € [5,9)
0 inace.

Za svako o € [0,1], a- presek skupa A u ovom primeru je zatvoren interval:
4] = [a+1,9— ],
Specijalni fazi skup o[A]® definisan je funkcijom pripadnosti:

_Ja akoxcla+1,9-qa]
Hala)e 0 nace.

Prema Teoremu 1.2.1, skup A se moZe rekonstruisati kao unija fazi skupova a[A]® za sve o € [0,1]. O



1.3 Trougaone norme i konorme

U prethodnom poglavlju presek i unija fazi skupova su opisani idempotentnim operatorima, min i
max. Navedeni pristup je vremenom prosiren uvodenjem novih operatora koji modeluju presek i uniju fazi
skupova, a to su trougaone norme i trougaone konorme. Trougaona norma (t-norma) i trougaona konorma,
(t-konorma) poti¢u iz istrazivanja probabilistickih metrickih prostora [12,15], u kojima su nejednakosti
trougla prosirene kori§éenjem t-normi. Korigéenje trougaonih normi i trougaonih konormi za modelovanje
preseka i unije fazi skupova seze u 70-te godine [8]. U ovom odeljku ¢emo se koncentrisati na osnovne
Cetiri t-norme i t-konorme i njihovu primenu u teoriji fazi skupova.

1.3.1 Trougaone norme

Presek dva fazi skupa A i B sada ¢emo definisati funkcijom:
i:[0,1] x [0,1] — [0, 1].

Za svaki element = univerzalnog skupa, ova funkcija kao argument uzima par koji se sastoji od stepena
pripadnosti elementa skupu A i skupu B i daje stepen pripadnosti tog elementa skupu koji predstavlja
presek A i B:

(AN B)(z) = i(A(z), B(x))

za svako z € X.

Da bi funkcija ¢ ovog oblika bila kvalifikovana kao fazi presek, ona mora posedovati odgovarajucéa
svojstva koja osiguravaju da fazi skupovi dobijeni pomocu i budu intuitivno prihvaéeni kao smisleni fazi
preseci bilo koja dva fazi skupova. Zapravo, klasa fazi preseka se sada opsSte prihvata kao ekvivalentna
klasi trougaonih normi [12,15], ¢ija definicija sledi:

Definicija 13. [9] Trougaona norma 7' (t-norma) je funkcija T': [0,1]% — [0, 1] takva da za svako z,y
,2 € [0, 1] vaze sledece osobine:

(T1) Komutativnost: T(z,y) = T(y, z),

(T2) Asocijativnost: T'(z,T(y,2)) = T(T(x,y), 2),
(T3) Monotonost: T'(z,y) < T(z,z2) za y < z,
(T4) Rubni uslovi: T(z,1) =T(1,z) = .

Monotonost i komutativnost izrazavaju prirodan zahtev da smanjenje stepena preipadnosti u skupu
A ili B ne moze dovesti do povec¢anja stepena pripadnosti u preseku. Komutativnost osigurava da je
fazi presek simetri¢an, tj. indiferentan prema redosledu u kojem se razmatraju skupovi koji treba da se
kombinuju. Asocijativnost osigurava da mozemo uzeti presek bilo kog broja skupova u bilo kom redosledu
parnog grupisanja koji Zelimo. Osobina asocijativnosti nam omoguéava da prosirimo operaciju fazi preseka
na vise od dva skupa.

Cetiri elementarne t-norme su: minimum T, algebarski proizvod Tp, Lukasijeviceva (Lukasiewicz)
t-norma Ty, i drasti¢ni presek (eng. Drastic intersection) Tp:

1. TM(J?,:U) = min(xay)a
2. Tp(z,y) =z -y,
3. Tr(z,y) = max(0,z +y — 1),

min(l‘7 y)a ako je max(x, y) = 17

4. TD(xay) = {

0, inace.



Slika, 1.7: [21] Cetiri elementarne t-norme.

Sledi pregled rezultata iz [5,8] neophodni za bolje razumevanje prirode trougaonih normi.
Teorema 1.3.1. [8] Za svaku t-normu vazi sledece:
T(x,y) < min(z,y)

Dokaz. Koriste¢i monotonost (T3) i aksiom (T4), za svako z,z € [0, 1] imamo T(x,y) < T(z,1) =z, a
koriste¢i komutativnost imamo T'(x,y) < T(1,y) = y. Tako, T(x,y) < min(zx, y). O

Na osnovu prethodne teoreme moze se doneti zakljuc¢ak da svaka trougaona norma daje rezultat ispod
minimalnog argumenta, te se t-norme mogu koristiti u modelovanju pesimistickih pristupa.
Cesto je poZeljno ograniciti klasu fazi preseka (t-normi) razmatranjem razli¢itih dodatnih uslova:

e T je neprekidna funkcija,
e T'(a,a) < a (subidempotentnost),
e Ako je a3 < ag iby <bg, onda T(a1,b1) < T(az,bs) (stroga monotonost).

S obzirom na to da vaZzi osobina asocijativnosti za trougaone norme , one se mogu profiriti na n-arne
operacije T/, : [0,1]" — [0, 1] i to po slede¢em pravilu [8]:

Tr oy = T(T g, ) = - = T(w1, 02, ., Tp).
Sledece n-arne operacije su prosirenje elementarnih t-normi:
1. Ta(ze, ... xn) = min(zy, . .., x,),
2. Tp(x1,...,Tp) =21+ ...  Tp,
3. Tp(z1,...,2,) =max (0,> 1, x; — (n— 1)),

4. Tp(z1,...,2y) = {xia ako je x; =1zai#j,

0, inace.
Takode, operacija T' se moZe pro§iriti i na beskona¢nu operaciju T2, :

0 1 n .
T2z, = lim T;" x;,
n—oo

gde je {z,,} niz iz intervala [0, 1].



Definicija 14. [8] Trougaona norma T} je slabija od trougaone norme 75, u oznaci T < T3, ako je
Ty (x,y) < To(z,y), za svako (z,y) € [0,1].
Takode se moze reci da je T jaca od T7.

Teorema 1.3.2. [8] Za svaku t-normu 7' i za sve (x,y) € [0,1]* vazi:
Tp(z,y) < T(x,y) < Tu(z,y).

Dokaz. Neka su dati z,y € [0,1] i neka je T'(z,y) proizvoljna t-norma. Koristeéi ¢injenicu da je y <11
osobine (T'3) i (T'4) dobija se T(x,y) < T(x,1) = x. Ako se iskoristi da je i < 1, kao i osobine (T'1),
(T'3) i (T4), redom, dobija se T'(x,y) = T(y,z) < T(y,1) =y. Dakle, T'(z,y) < xiT(z,y) <y, te odatle
sledi T'(z,y) < min(z,y) = Th.

Dalje, za = 1 se dobija T'(z,y) = T(1,y) =y = Tp(z,y), a za y = 1 se dobija T'(z,y) = T(z,1) =
x=Tp(x,y). Zaxz =01iiy = 0 vazi T(x,y) = Tp(z,y) = 0 tj. obe t-norme su jednake. Sledi da je
T(z,y) jednako sa Tp(z,y) na rubu. Ako je z,y # 0 tada je T(x,y) > 01i Tp(z,y) = 0 pa se ponovo
zakljucuje da je T'(z,y) > Tp(z,y). O

Teorema 1.3.3. [8] Trougaona norma T je jedina trougaona norma koja zadovoljava
T(z,z) =z zasve x € (0,1).

Dokaz. Neka za trougaonu normu vazi T(x,x) = x za sve z € (0,1). Onda za neko y < z < 1, zbog
monotonosti i zbog toga §to je svaka trougaona norma slabija od norme T/, sledi da je:

y=T(y,y) < T(z,y) < Ty = min(z,y) =y,
gde na osnovu komutativnosti i rubnog uslova sledi da je T = T)y. O

Teorema 1.3.4. [8] Trougaona norma Tp je jedina trougaona norma za koja vazi
T(x,z) =0zasve z € (0,1).
Dokaz. Neka za trougaonu normu vazi T'(z,x) = 0 za sve x € (0,1). Tada za svako y, 0 < y < x vaZi
0<T(z,y) <T(z,x) =0,
iz Cega sledi da je T'=Tp. O

Definicija 15. [8] Trougaona norma T je striktna ako je neprekidna (u smislu neprekidna kao funkcija
dve promenljive) i vazi:
T(x,y) <T(z,z) kad godjexz > 01y < z.

1.3.2 Trougaone konorme

Analogno t-normama, u ovom delu rada uvodi se operator koji modeluje uniju fazi skupova. Kao §to
je slucaj sa fazi presekom, fazi uniju dva fazi skupa A i B mozemo izraziti funkcijom:

w: [0,1] x [0,1] — [0, 1].

Argument ove funkcije je par koji se sastoji od stepena pripadnosti nekog elementa z fazi skupu A i
stepena pripadnosti istog elementa fazi skupu B. Funkcija vraca stepen pripadnosti elementa u skupu
AU B:

(AU B)(x) = u(A(z), B(z)),

za sve z € X.
Osobine koje funkcija u mora ispunjavati da bi bila intuitivno prihvaéena kao fazi unija su tacno iste
kao osobine funkcija koje su u literaturi poznate kao t-konorme.

Definicija 16. [9] Trougaona konorma S (t-konorma) je funkcija S : [0,1]?> — [0, 1], takva da za svako
x,y,z € [0, 1] vazi:

(S1) Komutativnost: S(x,y) = S(y,z),



(S2) Asocijativnost: S(z,S(y,z)) = S(S(x,y), 2),
(S3) Monotonost: S(z,y) < S(z,z) kada je y < z,
(S4) Rubni uslov: S(z,0) = z.

Sa aksiomatske tacke gledista, t-norme i t-konorme se razlikuju samo po neutralnom elementu.
Analogno kao kod trougaonih normi, i ovde se navode cetiri elementarne trougaone konorme:

L. Sni(,y) = max(z,y),
2. Sp(z,y)=r+y—x-y,
3. Sp(z,y) = min(1l,z +y),

max(z,y), za min(z,y) =0,

4. Sp(z,y) = {

1, inace.

Slika 1.8: [21] Cetiri elementarne t-konormi.

Trougaone norme i trougaone konorme su dualni operatori, §to se i vidi iz naredne teoreme.

Teorema 1.3.5. [8] Funkcija S : [0,1]2 — [0, 1] je trougaona konorma ako i samo ako postoji trougaona
norma T takva da za sve (z,y) € [0, 1)? vazi

Dokaz. (=) Neka je S trougaona konorma i neka je preslikavanje T : [0,1]? — [0, 1] definisano sa

Treba pokazati da je ovako definisano preslikavanje trougaona norma, tj. treba pokazati da su osobine
(T1) — (T4) iz Definicije (13) zadovoljene:



1. (T) T(z,y)=1-S1—2,1—y)=1—-S(1—y,1 —z) =T(y,x) — vaZi zbog pretpostavke da je S
trougaona konorma, a ona ima osobinu komutativnosti.

2. (T2)

T(x,T(y,2))=1-S1—2,1-T(y, 2))
=1-S1-2,1-(1-S1-y,1-2)))
=1-S1—-21-1+S51-y,1-2))
=1-S(1—-2,5(1—-y,1—2))
=1-581-2,1-y),1—2)
=1-5S1-14+S5S0-2,1—y),1—=2)
=1-5(1—-T(z,y),1—=2)
=T(T(z,y),2)

ovo sve vazi zbog toga §to S kao trougaona konorma ima osobinu asocijativnosti.

3. (T3) Nekajey < z.Ondavaziidajel—y>1—2z (*). Iz (*) i iz osobine monotonosti za trougaone
konorme, vazi da je
Sl—z,1—y)>S1—=z,1—2)

iz Cega sledi
1-S1—-z,1-y)<1-S1-=z1-2)

i onda imamo
T(x,y)=1-S1—-2,1—-y)<1-81—2,1—2)=T(z,2).

4. (T4)
T(x,1)=1-S(1-2,1-1)=1-S1-2,00=1-(1—2) ==,
T(2,00)=1-S1-2,1-0)=1-51—2,1)=1-1=0.

(«) Sada se pretpostavlja da je T trougaona norma takva da za svako z,y € [0, 1] vazi

Na analogni nac¢in kao §to je pokazano da vazi smer (=), pokazuje se da je preslikavanje S trougaona
konorma. 0

Teorema 1.3.6. [8] Za svaku trougaonu konormu S i svako z,y € [0, 1] vazi:

Su(z,y) < S(z,y) < Sp(z,y)
Dokaz. Dokaz sledi iz analognog tvrdenja za trougaone norme i dualnosti. O

Iz prethodne teoreme sledi da svaka trougaona konorma daje rezultat koji je uvek veéi od maksimalnog
ulaznog argumenta. Njihova primena moZze biti u situacijama u kojim je potrebno modelovati optimisticke
postupke.

1.3.3 Operacije sa fazi skupovima zasnovane na t-normama i t-konormama

U ovom poglavlju bi¢e predstavljene definicije preseka i unije fazi skupova koje se baziraju na trou-
gaonim normama i trougaonim konormama.

Definicija 17. [8] Neka je T proizvoljna trougaona norma. 7' - presek fazi skupova A i B je fazi skup u
oznaci AN B dat slede¢om funkcijom pripadnosti

pwanp(x) =T(ua(z), pp(x)), zasvako x € U.



Primer 9. Neka su dati fazi skupovi A i B i neka su date njihove funkcije pripadnosti respektivno:

jalz) = {0, ) zax ¢ [—1,1],

1—2% zaze€l|-1,1],

o, za x ¢ [0,2],
“B(m)_{l(lx)? 2oz € 0,2,

Neka su date cetiri elementarne trougaone norme iz poglavlja 1.3.1. Funkcije pripadnosti preseka fazi
skupova A i B prema Definiciji 17 su

0, za x ¢ [0,1],

Tu(pale) up(@) = pann(e) = {min(l —22,1—(1—2)?%), zaxcl01]

0, za x ¢ [0,1],

Tu(pa(®), u5 (@) = pans(@) = {max(O 1—2?—(1-2)%), zaze€0,1]

min(1 — 22,1 — (1 —2)?), ako je max(1—2%,1—(1—2)%)=1ix€[0,1],

To(pa(z), ps(z)) = {

0, inace.
O
15 15
1 2.
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Slika 1.9: Grafici funkcija panp iz Primera 9.



Definicija 18. [8] Neka je S proizvoljna trougaona konorma. S - unija fazi skupova A i B je fazi skup
u oznaci AU B dat slede¢om funkcijom pripadnosti

jaon (@) = S(ia(e), pp (), 7 svako o € U.

Primer 10. Neka su dati fazi skupovi A i B kao u prethodnom primeru. Posmatrajmo cetiri elementarne
trougaone konorme iz poglavlja 1.3.2. Funkcije pripadnosti unije fazi skupova A i B prema Definiciji 18
su

0, za x ¢ [—1,2],

Sn(pa(z), up(x)) = HAUB(z) = {max(l 21— (1-— 33)2) za x € [—1,2]

0, zax ¢ |[—1,2],
Sp(pa(x), ns(x)) = pavs@) = {1 -1 (-2 (- (-2, sz i {_172}7

0, za z ¢ [—1,2],

Sp(pa(@), pp(®) = paupe) = {min(l, -+ 1-(1-2)?), sazel-12),

max(l —2%1—(1-2)?), za min(l —2%1-(1-2)?)=0,z¢€[-1,2],
1, inace.

Sp(pa(z), pp(r)) = {

L5r 4]

[

10 205 05 10 15 20"

05 10 15 20 -05L1

Slika 1.10: Grafici funkcija paup iz Primera 10.

1.4 Fazi brojevi

Specijalni fazi skupovi definisani na skupu realnih brojeva R, poznati kao fazi brojevi, imaju poseban
znacaj u teoriji fazi skupova. U ovom delu rada sledi prikaz osnovnih pojmova vezanih za fazi brojeve iz

[2,6,9].
Definicija 19. [6] Fazi podskup P skupa realnih brojeva je fazi broj ako vazi sledece:



1. P je normalizovan fazi skup,

2. P je konveksan,

3. postoji tatno jedno z € R takvo da je up(z) =1,

4. funkcija pripadnosti pup(z) za € R je po delovima neprekidna.

Modalna vrednost fazi broja P je vrednost Z kojoj odgovara maksimalan stepen pripadnosti.

Definicija 20. [6] Fazi broj P je simetri¢an ako njegova funkcija pripadnosti zadovoljava up(Z + x) =
wp(T — x), za svako z € R.

_ 1
H(I) - 1_|_(¢_;E)2

0.5F----=A---i---

-+

Slika 1.11: [21] Funkcija pripadnosti simetri¢nog fazi broja.
Definicija 21. [6] Fazi broj je strogo pozitivan, tj. P > 0, ako i samo ako nosa¢ tog fazi broja, supp(P) C
(0, 00), odnosno strogo negativan, tj. P < 0, ako i samo ako supp(P) C (—o0,0).

Definicija 22. [6] Fazi broj je fazi-nula broj, u oznaci sgn(P) = 0, ako nije ni pozitivan ni negativan, tj.
ako 0 € supp(P).

Slika 1.12: [21] Funkcija pripadnosti fazi nula broja (levo) i strogo pozitivnog fazi broja (desno)

Zbog konveksnosti fazi brojeva, a-preseci ovih specijalnih fazi skupova su zatvoreni intervali. Ova
osobina je posebno istaknuta jer omogucava uvodenje aritmetickih operacija sa fazi brojevima o kojima
¢e nesto kasnije biti redi.

U zavisnosti od oblika funkcije pripadnosti, razlikujemo vise tipova fazi brojeva. Zadeh je klasifikovao
ove funkcije u dve kategorije: linearne i nelinearne. NajceSée vrste funkcija pripadnosti, odnosno fazi
brojeva su (videti [6]):

e trougaoni fazi broj,

e trapezoidni fazi broj,



e intervalni fazi broj,
e Gausov fazi broj.

Trougaoni fazi brojevi imaju linearnu funkciju pripadnosti odnosno grafik funkcije pripadnosti sastoji
se iz dva linerna dela koja se presecaju u modalnoj vrednosti koja je jedinstvena.

Ukoliko neki fazi skup ne ispunjava treé¢i uslov iz Definicije 19. tj. ukoliko se njegovo jezgro moze
izraziti preko zatvorenog intervala [a, b] = core(A) , a < b, odnosno nema jedinstvenu modalnu vrednost
takav fazi skup se naziva fazi interval.

Trapezoidni fazi broj je podvrsta fazi intervala. Funkcija pripadnosti trapezoidnog fazi broja sastoji
od dva linerana dela koja su povezana zatvorenom duzi. Ta duZ je slika jezgra funkcije. Trapezoidni fazi
broj se izdvaja iz grupe fazi intervala zbog linearnosti funkcije pripadnosti, dakle fazi interval u opstem
sluc¢aju pripada kategoriji nelinearnih fazi brojeva.

Funkcija pripadnosti Gausovog fazi broja je definisana normalizovanom i asimetri¢cnom Gausovom
funkcijom i ona pripada kategoriji nelinearnih fazi brojeva. Gausov fazi broj oznatavamo p = (&, 0y, 0,.)
¢iju funkciju pripadnosti vidimo na slici 1.13.

Ha(X)4 u(x)

I
I
I
I
I
I
I

o
da

0
0 a 2 a, x a b x
Trougaoni fazi broj Intervalni fazi broj
-
A
I'I'A(X)
H(x)
| ity T
\ 5
1 )
ﬁ |
0 i _
0 X x

Gausov fazi broj %1 Or

Trapezni fazi broj

Slika 1.13: [21] Grafici funkcija pripadnosti razli¢itih fazi brojeva.

Napomena. Neki autori traze postojanje tatno jedne modalne vrednosti Z , a neki bar jedno z. Ako
postoji tatno jedno T onda fazi interval nije fazi broj nego nov pojam, ukoliko je bar jedno Z onda fazi
interval je podslucaj fazi broja.

U nastavku ¢emo se baviti trougaonim i trapeznim fazi brojevima, jer se najcesc¢e susre¢u u praksi.



1.4.1 Trougaoni fazi brojevi

Definicija 23. [2,6] Trougaoni fazi broj A je fazi skup dat funkcijom pripadnosti p4 : R — [0, 1] oblika:

r—ai
am—ar’ Za a1 ngaMa
J— r—a
pa(x) = a2, zaay < < a,
0, inace.

Interval [aj, as] zatvaranje nosa¢ trougaonog fazi broja A, a tacka (aps,1) je vrh posmatranog fazi
broja (videti sliku 1.14).

Slika 1.14: [21] Trougaoni fazi broj.

Ako se tatka ap € (a1,a2) nalazi na sredini intervala, tj. ap; = %, u tom slucaju je fazi broj
simetri¢nan i njegova funkcija pripadnosti je definisana na slede¢i nacin:

Az=a1) gy < < atez,
2%92;_31) +
J— — a2 a a:
pwa(x) = ot za U5 <z <a,
0, inace.

Mozemo primetiti da je funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva linearna funkcija, pri ¢emu se
sastoji od dva linearna dela koja se spajaju u tacki (aps, 1) koja predstavlja maksimum. Trougaone fazi
broje krace zapisujemo kao uredenu trojku A = (a1, ap, a2).

1.4.2 Trapezoidni fazi brojevi
Definicija 24. [2,6] Trapezoidni broj A dat je fazi skup dat funkcijom pripadnosti p4 : R — [0, 1] oblika:

T—aq

za a1 <o < by,

b17a17

1 zZa bl S X é bQ
pa(z) =19 .

ba—as’ Za b2 <z<a

0, inace.

Cetiri vrednosti a1, asz,b1 1 by iz prethodne definicije u potpunosti odreduju trapezoidni fazi broj, pa
ga moZemo krace zapisati kao A = (a1, as, b1, b2).



Slika 1.15: [21] Trapezni fazi broj

Ako je by = be = ayy, trapezoidni broj postaje trougaoni fazi broj i oznacava se sa (a1, ans, anr, as).
Odnosno, trougaoni broj (a1, anr, as) se moZe izraziti u obliku trapezoidnog fazi broja kao (a1, ans, anr, az).

1

Slika 1.16: [21] Simetri¢an trapezoidni fazi broj

Ako je [a1,b1] = [b2, az], trapezoidni fazi broj je simetri¢an u odnosu na liniju z = %(bl + bo) i naziva
se simetri¢nim trapezoidnim fazi brojem (pogledajte sliku 1.16).

1.5 Aritmeticke operacije sa fazi brojevima

Ono §to je potrebno jos jednom napomenuti pre uvodenja aritmetickih operacija na skupu fazi brojeva
jestu sledece dve osobine fazi brojeva. Prva osobina jeste da se svaki fazi skup, kao i svaki fazi broj,
moze na jedinstven nacin napisati kao unija specijalnih fazi skupova koji su definisani poreko a- preseka
(Teorema 1.2.1). Druga osobina je da su, zbog konveksnosti fazi brojeva, a-preseci fazi brojeva isklucivo
zatvoreni intervali, §to ne vaZi generalno za fazi skupove. Ova dva svojstva fazi brojeva omogucava da se
definiSu aritmeticke operacije fazi brojeva preko operacija na njihovim a-presecima, ta¢nije sa zatvorenim
intervalima.

Neka sa A i B dva fazi brojeva, i neka je sa * oznacena bilo koja od Cetiri osnovne aritmeticke operacije
na skupu realnih brojeva. Operaciju * je mioguce prosriti na skup fzi brojeva na sledeé¢i nacin:

[Ax B]* = [A]" * [B],
za svako « € [0, 1], gde je [A x B]* a-presek rezultujuceg fazi broja. Iz Teoreme 1.2.1 sledi

AxB= U alA * B]*.
ae(0,1]

ViSe o ovoj temi moZze se pronaci u [9].



Podsetimo se osnovnih aritmetic¢kih operacija na zatvorenim intervalima.

[a,b] + |d,e] =[a+d,b+ €]

[a,b] — [d,e] =[a—e,b—d]
[a,b] - [d, e] = [min(ad, ae, bd, be), max(ad, ae, bd, be)] pod uslovom da 0 ¢ [d, €]
la,b]/]d,e] = [a,b] - [1/e,1/d] = [min(a/d,a/e,b/d,b/e), max(a/d,a/e,b/d,b/e)]

Primer 11. [9] Neka su dati fazi brojevi A i B odredeni funkcijama pripadnosti

0, zax < —1ix >3,
pa(z) =4 za —1<a <1,

322 2al<z<3,

0, zax <1ix>05,
pp(r) = 45t

5, 201 <x<3,
55, za 3 <x <5

ot
8

v ‘

Njihove a-preseke odredujemo racunajuci za koje vrednosti x vaZe sledece nejednakosti

1 - 3
oza i iz,
t.
r>2a—1 1 —x > 20— 3.
Iz prethodnog dobijamo
[A]* = [2a0 — 1,3 — 20]].

Analogno se dobija i drugi a-presek
[B]* = [2a+ 1,5 — 2q].

Koriséenjem gore opisanih operacija na zatvorenim intervalima dobijamo nove zatvorene intervale koji
odgovaraju a-presecima rezultujuéih fazi brojeva:

[A+ B]* = 40,8 —4a] za a € (0,1],
[A-—B]*=[4a—6,2 —4a] za a € (0,1],

[A-B]* = [—4a? + 12a — 5,4a% — 16+ 15], za « € (0,0.5]
[4a? — 1,4a% — 16a + 15], za o € (0.5,1]

(A/B]* = [(2a—1)/(2a+1),(3—-2a)/(2a+1)], zaac (0,0.5]
2o —1)/(5—20), (3 —2a)/(2a+1)], za « < (0.5,1]
Rezultirajuéi fazi brojevi A+B, A— B, A-B, A/ B su odredeni sledecim funkcijama pripadnosti respektivno:
0, zar <012 >8,
payp(r) =< 2, za 0 <z <4,
B2 204 <z<8,

0, 2ax < —61x>2,
ua—p(x) = IT'*‘G, 20 —6<x< =2,
2—x

=5, 20 —2<x <2,

0, zar < —H1ix > 15,
—(4—-2)Y2]/2, 2a —5<z<0,
MA~B(£) = [ ( 1/2 ) ]/ -
(1+x)4)/2, za 0 <z <3,
[4—(1+2)Y2]/2, za3 <z <15,



0,

zax < —1lix >3,

x+1
za —1<zx<0
_ )22 = )
Ha/B\T) =
/() gii;, za 0 <z <1/3,
;’;—fz, za1/3 <z <3.

O

Moze se primeti da zbir i razlika trougaonih (trapezoidnih) brojeva ostaje trougaoni (trapezoidni)
broj (Slika 1.17), dok to nije slu¢aj za proizvod i koli¢nik dva trougaona (trapezoidna) broja (Slika 1.18).

10
081
= LUa
0.6 —_—
1t
- Ha+B
. : . . X
-2 2 4 & 8

JLI

10

Slika 1.18: Proizvod i koli¢nik trougaonih brojeva A i B iz Primera 11.

1.5.1 Zadehov princip proSirenja

Do aritmetickih operacija sa fazi brojevima je moguée doé¢i i na drugi nacin, primenom Zadehovog
principa profirenja, te ih i uopstiti priemnom trougaonih normi. Jo§ 1975. godine (videti [17]) Zadeh je
predlozio tzv. princip proSirenja, koji je postao vazan alat u teoriji fuzzy skupova i njenim primenama.
Glavna ideja Zadehovog principa prosirenja je da svaka realna funkcija f : X — Y indukuje drugu
funkciju analogne prirode koja je primenljiva na fazi skupove.

Ako je A fazi skup na univerzumu U i f : U — R realna funkcija, po Zadehovom principu prosirenja,
f indukuje funkciju F' definisanu na skupu fazi skupova koja kao sliku fazi skupa A daje novi fazi skup
F(A) sledeée funkcije pripadnosti:

SUP e f-1(y) Ha(T), Yy € range(f),

pra)(y) = {07 y & range(f).

Ako je fokus na fazi brojevima i osnovne Cetiri aritmeticke operacije kao u prethodnom poglavlju,
Zadehov princip prosirenja se svodi na sledece ([18]):

pasp(x) = sup min{pa(y), up(2)},

T=y*z



gde su A i B fazi brojevi, x € {+,—,-,/}, a A x B rezultujudéi fazi broj.

Ovako date aritmeticke operacije sa fazi brojevima su ekvivalentne operacijama baziranim na a-
presecima koje su predstavljene u prethodnom poglavlju.

Generalizovani Zadehov princip proSirenja se dobija kada se u prethodnom zapisu operator min, tj
trougaona norma 7y, zameni proizvoljnom trougaonom normom 7" :

MA*TB(:E) = Ssup T(MA(y)7MB(Z))’

T=yxz

gde su A i B fazi brojevi, * € {+,—,-, /}, T proizvoljna trougaona norma, a A 7 B rezultujuéi fazi broj.

1.5.2 Aritmeticke operacije sa trougaonim i trapezoidnim fazi brojevima

Iz prethodnog, a zbog njihove specifi¢nosti koja se ogleda u po delovima linernim funkcijama pripad-
nost, sledi i jednostavniji zapis za sabiranje trougaonih i trapezoidnih fazi brojeva.
Suma dva trougaona fazi broja Ay = (al,al;, al) i As = (a},d3;,a3) je takode trougaoni fazi broj

A1+ As = (a1, a)y, 03) + (af, a3y, a3) = (a1 + af, ayy +ady, a3 + a3) (1.2)
Iz prethodnog sledi i da je proizvod trougaonog fazi broja i realnog broja takode trougaoni fazi broj
r-A=r-(a1,an,a2) = (r-ay,r-ap,r-az) (1.3)
Analogni vazi i za trapezoidne fazi brojeve:
e Suma dva trapezoidna fazi broja A; = (al,b},b},al) i Ay = (a2,03,b3,a3) je trapezoidni fazi broj

A1+ Ag = (a%a b%v b%v a%) + (ai bibga a%) = (a% + (l%, b% + b%v b% + b%v CL% + a%) (14)
e Proizvod trapezoidnog fazi broja realnim brojem r je trapezoidni fazi broj:
r-A=(a1,b1,bo,a2)r = (r-ay,r-by,r-by,r-as). (1.5)

Primetimo da kako trougaoni fazi broj A; = (ai,a},,al) uvek mozemo prikazati kao trapezoidni
fazi broj Ay = (al,al;,al;,al), moguce je sabirati trougaone i trapezoidne fazi brojeve. Ako je Ay =
(a2,b3,b3,a3) trapezoidni fazi broj, tada je zbir trougaonog fazi broja A; i trapezoidnog fazi broja A,

novi trapezoidni fazi broj:
Ay + Ay = (a7 + a3, al, + b3, ab, + 03, a3+ a3). (1.6)

Generalizovani Zadehov princip pro§irenja daje razlicite rezultujuce fazi brojeve u zavisnosti od izbora
trougaone norme. Rezultati dati sa (1.2) i (1.4) se poklapaju sa osnovnim Zadehovim principom prosirenja
(tj. generalizovani princip proirenja za T' = T)s). Forma rezultujuéeg fazi u zavisnosti od izbora trougaone
norme je ispitana u [3], a za ovaj rad je interesantan rezultat dobijen za T = T jer u tom slu¢aju, kao i
za T = Ty, rezultujudi fazi broj zadrzava pocetnu formu, tj. ostaje trougaon (trapezoidan) fazi broj.

Teorema 1.5.1. [3] Neka su A; = (a,bi,b,ab), i = 1,...,n, trapezoidni fazi brojevi. Zbir datih
trapezoidnih fazi brojeva dobijen primenom generalizovanog Zadehovog principa prosirenja za T = Tp je
novi trapezoidnih fazi broj @, A; dat sa

@Ai = <Z bt — max{b —a'}, Zbi,Zb;Zbé + max{a} — b} ) .
i=1 i=1 i=1 =1 =1

Jasno, ako na isti nadin sabiramo n trougaonih fazi brojeva A; = (a%,a%,,a}), i = 1,...,n,, po
prehodnoj teoremi zbir je novi trougaoni fazi broj oblika:

n n n n

_ i i i i i i i
@Aif E ay; —max{ajy; —ai}, g aly, E ahy; +max{al —ajy,} | .
i=1 i=1 i=1 i=1



Glava 2

Fazi aritmetika u procesu
donosenja odluka

Kao 8to je ve¢ re¢eno, mogucénost predvidanja i procene budué¢ih dogadaja Cesto zahteva proucavanje
nepreciznih podataka koji dolaze iz okruZenja. Modelovanje takvih podataka je zadatak za koji je fazi
logika bolje prilagodena nego klasi¢ne matematicke metode. Analiza slozenih situacija zahteva migljenja
mnogih stru¢njaka. Misljenja su viSe ili manje sli¢na ili viSe ili manje kontradiktorna, te se moraju
kombinovati, tj. agregirati kako bi se proizveo jedan zakljuc¢ak. U ovom poglavlju je dat prikaz metodologije
zasnovane na operacijama sa fazi brojevima (videti [2]).

2.1 Fazi usrednjavanje

Jedan od osnovnih pojmova u statistici je prosek ili srednja vrednost n merenja izrazenih realnim
brojevima r1, ..., T, tj.
n
M+ YT

ave — = 2.1
r - . (2.1)

Ovako dobijene aritmaticka srednina spada u mere centralne tendencije ([9]).
Ako merenja 1, ..., 7, imaju razlicite vaznosti izrazene brojevima A1, ..., A,, tada se koncept tezinskog
proseka ili tezinske srednje vrednosti uvodi formulom:

)\1’/‘1 + ...+ /\nrn -
W _ — E .
Tave = A+ A, L e T T i=1 o (2'2)
gde su w; tezine, pri ¢emu vazi
= 7Ai =1 En =1 (2.3)
w; = i=1,..,n w; = 1. .
i )\1 o+ )\na [RRERAS) v 4

Tezinsak srednja vrednost se naziva i ponderisana srednja vrednost, a teZine odrazavaju relativnu vaznost,
odnosno, snagu merenja ;.

U ovom delu rada bic¢e prikazano prosirenje klasi¢ne aritmeticke sredine na fazi brojeve. Kao §to je
ranije naglaSeno, u primenama najcesce koriste trougaoni i trapezoidni fazi brojevi, te zato u daljem
radu pojmovi koji se defini§u odnosice se samo na te tipove fazi skupova. Primenom prethodno opisanih
aritmetickih operacija, u [2] su date naredne definicije.

Definicija 25. [2] Neka su 4; = (a,a},,a}), i = 1,...,n, trougaoni fazi brojevi. Trougaona srednja
vrednost u oznaci Agye je:

Ay + .+ A, (al,ad,ad) + o F (@l a,a8) 1S o= i =
Agve = n = LA n L2 = E(ZaleanzaQ) (24)
i=1 =1 i=1

24



Lako se moze pokazati da je ovako dobijena srednja vrednosti takode trougaoni broj i to sledece forme:
1 — 1 — 1 —

Agpe = (M1, mpr,mo) = (Ezlalpﬁzaﬁwaﬁzlalz) (2.5)
1= 1= 1=

Analogno klasi¢nom sluc¢aju moguce je uvesti i ponderisanu srednju vrednost fazi brojeva.

Definicija 26. [2] Neka realni brojevi A\; za ¢ = 1,...,n predstavljaju vaznost (teZinu) trougaonih fazi
brojeva A; = (a},a};,a}), ¢ = 1,...,n. Tada, trougaona ponderisana sredina, u oznaci AY,., je data na
sledeéi nacin:

v MALE A4,

ave )‘]1 +.- +1)\n
— wi(a}, aky.a}) + ..+ wa(af, afy. a}) (2.6)

1 1 1 n n n
= (wraj, wray, wi1a3) + ... + (wpal, wpaly, wyal)
1 1 1
= (w1aj + ... + wpal, wiay, + ... + wpaly, wias + ... + wpal).

Kao u prethodnom slu¢aju ponderisana aritmeticka sredina je nov trougaoni fazi broj i to sledeéeg oblika:
n n n
Agve = (MY, my,my) = (Zwiallvzwiagw=zwia12) (2.7)
i=1 i=1 i=1

gde su w; zadati kao u (2.3).
Analogne definicije su date i za trapezoidne fazi brojeve.

Definicija 27. [2] Neka A; = (ai,b},b5,a3), i = 1,..,n, trapezoidni fazi brojevi. Trapezoidna srednja
vrednost datih trapezoidnih fazi brojeva je

1 bl bl 1 nopn_pn_ qn 1 n on.o o nn )
Aave: ((11, 1 27a2)+ +(a’17 1> 27a2) :ﬁ(zaﬁ,zbﬁ’zbé,z%) (28)
=1 =1 =1 i=1

n

Definicija 28. [2] Neka su A; = (a%,bi,b%,d%), i = 1,..,n, trapezoidni fazi brojevi i neka su date njihove
tezine \;, i = 1,2,..,n. Tada, trapezoidna ponderisana aritmeticka sredina datih trapezoidnih brojeva je

n n n n
w 1 311 21 1 n n n .ny __ 1 7 7 7
Agve = wi(ay, by, b3, a3) + ... +wy(af, b}, by, ay) = (E w;ay, E w;by, E w;by, E wjay) (2.9)
i—1 i=1 i—1 i—1

gde su w; zadati kao u (2.3).

2.2 Proces defazikacije

Na samom pocetku rada navedeno je da su fazi skupovi uvedeni kao dobar matematicki alat kojim
je moguce modelovati pojave iz realnog Zivota. Pri odlu¢ivanju na osnovu modela baziranog na fazi
skupovima, izlaznu vrednost, tj. odgovor, je ¢esto u formi fazi skupa. Osnovna ideja procesa defazikacije
jeste transformacija fazi izlazne vrednosti u reprezentativnu realnu vrednost. Ako posmatramo fazi skup
na nekom intervalu, on nam prikazuje ponaSanje pojave u odnosu na realni svet (univerzum). Ukoliko
nam je potrebna jedinstvena vrednost iz univerzuma koja nam daje najbolji odgovor za datu pojavu
koju posmatramo, postupkom defazikacije dolazimo do nje. U daljem radu prikazano je nekoliko metoda
defazikacije (videti [2,20]).

2.2.1 Defazikacija trougaonog fazi broja

Neka je dat trougaoni fazi broj A = (ay,an,as) koji modeluje neku pojavu. Forma trougaonog fazi
broja je opisana intervalom [a1, as] u kojima je vrednost funkcije pripadnosti ve¢a od nula, tj. zatvaranjem
skupa Supp(A). Donosiocu odluke je potrebna jedna reprezentativna vrednost iz intervala [a1,aq] koja
daje najbolji odgovor za posmatrani problem. Za x = a,s funkcija pripadnosti je jednaka jedinici, odnosno
vrednosti « u potpunosti pripada datom specijalnom fazi skupi. MozZe se smatrati da upravo vrednost x
jeste relevantan odgovor. Ta vrednost se obelezava sa x4, 1 naziva maksimizirajuéom vrednosti.

Prethodno opisana postupak za odredivanje maksimizirajuée vrednosti nije jedina miguénost za de-
fazifikaciju, jt. operacija defazikacije nije jedinstveno odredena. Proizvoljan trougaoni fazi broj A =
(a1,anr, az) se moze defazikovati i na sledeée nacine:



1. 2L _ a1+aé\4+0«2

max

2 _ a1t2am+tas
2. Xpow = 7

3 __ ai1t4apy+tas
3 xmaw - 6

Za razliku od T, = anr, vrednosti ¢ i =1,2,3 uzimaju u obzir doprinos i a; i az i razli¢itu tezinu
vrednosti ap;. NajéeSée primenjivana u praksi metoda defazikacije trougaonog fazi broja jeste T4 = ans-
Ukoliko trougaoni broj A u formi centralnog trougaonog broja, §to znac¢i da je aps na sredini intervala
[a1, as], tada sve Cetiri formule koje smo naveli za defazikaciju trougaonog fazi broja daju isto resenje.

Defazifikacija trapezoidnog fazi broja A = (a1, ap,, ar,, az) moZe se izvrsiti na sledeéi nacin:

Maksimizirajuca vrednost ., je tacka koja predstavlja sredinu intervala [anr,  ans,] na maksimalnom
nivou a = 1, odnosno

Tmaz = W% (210)

Kao 8to ni defazikacija trougaonog fazi broja nije jedinstveno odredena, tako ni defazikaciju trapezo-

idnog broja nije jedistvena, te moZemo formulu (2.10) zameniti slede¢im formulama:

any +am
a1 + % + as

— : (2.11)
22 = a1+ any ZGMQ + az (2.12)
B a1 + 2(anr, (;i— an,) + as (2.13)

Primena prethodno definisanog fazi proseka, u odeljku 2.2, bi¢e predstavljena u deljem radu. Agrega-
cija trougaonom ili trapezoidnom prose¢nom vrednosti daje rezultujuéi realan broj primenom prethodno
opisanih pristupa defazikaciju trougaonog (trapezoidnog) fazi broja.

Primer 12. Procena vremena potrebnog za spremanje ispita primenom fazi usrednjavanja i ponderisanog
fazi usrednjavanja.

Neka su dati fazi skupovi A = "vreme koje je potrebno da student prede dobar deo gradiva "i B =
"vreme do pojave umora”. Ove fazi skupove predstavicemo kao trapezoidne brojeve prikazane na Slici 2.1,
odnosno

A=(1,5,8,8) i B=1(0,0,26).

o Fazi usrednjavange.

Koristeéi Definiciju 27. za trapezoidno usrednjavange, dobija se

A+B (1,588 +(0,0,2,6) (1,5,10,14
; :<”’)J2“(”’)=(”2’ ) _ (05,2.5,5,7).

Dobijen je nov trapeozidni broj koji je predstavljen na Slici 2.1 Primenom defazikacijom fazi dobi-
jamo kragnji rezultat x,,q, = 3.75. Naime, sve vrednosti sa gornje osnovice trapezoida na intervalu
[2.5, 5] imaju maksimalnu vrednost funkcije pripadnosti, pa se maksimizirajuca odluka definise kao
sredina tog intervala, tj.

C= Aave =

25+5
Tmas = 2212 —3.75
2
e Ponderisano fazi usrednjavange.

Student sada smatra da je vaznije da sve §to nauci bude potkovano pravim znanjem ¢ razumevanjem,
od toga da nauci sve pa makar bilo napamet i bez razumevanja. Tako da na osnovu ovako postavljenog
pristupa datom problemu on dodeljuje razliciti znacaj skupu A i skupu B. Neka je znacaj A, wg =
0.4, a znacaj B, we = 0.6. Na osnovu Definicije 28

C=A44.,=04-G4+06-C=04-(1,5,8,8)+0.6-(0,0,2,6) = (0.4,2,4.4,6.8).
Rezultat je trapezoidni fazi broj ¢ija je gornja osnovica nad intervalom [2,4.4], pa sledi

2+ 4.4
S —32.
x 2




2.2

MoZe se primetiti da je ovako dobijena vrednost manja od 3.75 sati kada nije bilo razlicite znacag-
nosti. Student ovo reSenje moZe da shvati kao vreme u kom efektivnije uci jer je naglasio da mu
je vaznije da vreme utroSeno u ucenju rezultira pravim znanjem a ne pukim prelaskom gradiva bez
garancije razumevanja.

O

Slika 2.1: [2] Grafici funkcija pa, pp 1 pe.

.2 Druge tehnike defazikacije

U ovom odeljku prikazac¢emo jo§ Cetiri metode defazikacije iz [6, 20]:

1

2.

2

. Metoda a-preseka

Metode maksimuma

. Metode centroida

Metoda ponderisanog proseka

. Metoda o- preseka:

U ovoj metodi koristi se a-presek oznacen sa [A]“, tj. klasi¢an skup koji smo definisali u poglavlju
1.1.

Neka je dat fazi skup A i vrednost « iz intervala [0,1]. Relevantni podaci na unapred definisa-
nom nivou «, koji su dobijeni ovom metodom kao realne vrednosti za dalju analizu, su elementi
skupa [A]“. Ovaj postupak defazikacije primenjuje se u slucajevima kada je potrebno pronadi vise
reprezentativnih vrednosti koje ispunjavaju zahtev opisan skupom a-preseka.

. Metoda maksimalnih vrednosti:

(a) Metod visine
Metod visine se zasniva na principu maksimalne pripadnosti i definiSe se na sledeé¢i naécin:

(z* € U) tako da pc(x*) > pe(x) za sve z € X.

Ovde parametar z* predstavlja visinu fazi skupa C. Ova metoda je primenjiva kada z* € U,
tj. vrednost za koju je vrednost funkcije pripadnosti maksimalna, postoji i jedinstvena je (slika
2.2).



X —P-

Slika 2.2: [21] Metod visine.
(b) Prva od maksimalnih (FoM):
o = minfz | pe(z) = max e (w))

Ovaj metod odreduje z* € U kao najmanju vrednost = € U za koju je funkcija pripadnosti
pe(z) maksimalna (slika 2.3).

H,

X - X

Slika 2.3: [21] FoM metod.

(c) Poslednja od maksimalnih (LoM):
o = max{ | o (e) = max pc (w))

Ovaj metod koji se koristi za odredivanje vrednosti x* kao najvece vrednosti x za koju je
funkcija pripadnosti pps(z) maksimalna (slika 2.4).



H,

Slika 2.4: [21] LoM metod.

(d) Srednja vrednost maksimalnih (MoM):

o= Dwem T
| M|
gde je M = {z; | p(z;) = h(C)}, pri ¢emu je h(C) visina fazi skupa C.
Ova metoda daje vrednost x* kao srednju vrednost svih z; za koje je vrednost funkcije pri-
padnosti jednaka visini (vrednosti x; kojima odgovara maksimalna pripadnost) fazi skupa C.
3. Metode centroida:

(a) Metod centra gravitacije (CoG):

Osnovni princip u metodi centra gravitacije (CoG) je odredivanje tacke z* kroz koju bi ver-
tikalna linija podelila povr§inu ispod funkcije pripadnosti na dva jednaka dela (slika 2.5).
Matematicki, CoG se moze izraziti na sledeé¢i nacin:

o Jx-pe(z)ds
J ne(z) de

Center of gravity

H,

*

X —

Slika 2.5: [21] CoG metod.

Vrednost * € U je z-koordinata centra gravitacije.
Ako je fazi skup C dat diskretnom funkcijom pripadnosti, onda se CoG moZe izraziti kao:

Sne(a)

X



Primer 13. Neka je dati fazi skup C cija je funkcija pripadnosti data sa:

0.35x, za 0 <z <2,

0.7, 202 <z <27,
pe(zr) =<z -2, za 2.7 < x < 3,

1, za 3 <z <4,

—052x+4+3, za4<zxz<6.

Oznake A; , i = 1,2,3,4,5 odreduju povrSinu ispod linearnih segmenata koji su dobijeni na
sledeéi nacin:

Za Ay:y—0="%(z—0), iliy=0.35z

Za Ag:y =07
Za Az:y—0=33(z—2),iliy=x—2
Za Ag:y=1
ZaAyy—lz%(x—él), iliy=—05x+3
1.0 4
0.7
)7,
05

Slika 2.6: [21] Funkcija pripadnosti pc.

Prema formuli metode centra gravitacije izvodjicemo imenilac i brojilac i posebno izracunati

njihove vrednosti.
. Jx-pe(z)de N

pt=L T T T

[nc(w)ds ~ D
gde je:

2 2.7 3 4 6
N:/ 0.35x2daz+/ 0.7xdm+/ (m2—2x)dac+/ xdx—i—/ (—0.522 + 3x) dz = 10.98
0 2 2.7 3 4

7

2 2.7 3 4 6
D= / 0.35z dz + / 0.7z dx + / (x —2)dx + / ldx + / (—0.5z + 3) dx = 3.445.
0 2 2.7 3 4

Dakle, z* = 1298 = 3.187. O

Metod centra sume (CoS):

Ako je fazi skup predstavljen kao unija C = C; UCy U...UC,, onda se reprezentativan realan
broj prema metodi centra sume (CoS) definiSe kao

n
. Dim1 Tit Ag

ot ==

Z?:l Aci



gde A., oznafava povr§inu podrudja koje je ograniceno fazi skupom C;, a x; je geometrijski
centar povrsine A,,.

A LA LA

X1 X2 X3
Slika 2.7: [21] Funkcije pripadnosti fazi skupova C;.

Treba primeniti sledece:
1. U metodi centra gravitacije (CoG), preklapajuc¢a podrucja se racunaju samo jednom, dok
se u metodi centra sume (CoS) preklapanje racuna dvaili vise puta.

2. U metodi centra sume (CoS), koristimo centar povrsine, zbog ¢ega se jo§ i zove metoda
centra povrsine.
(c) Metod centra oblasti (CoA):

Ako fazi skup ima viSe podregiona, onda se centar gravitacije podregiona sa najve¢om po-
vr§inom moZe koristiti za izracunavanje defazifikovane vrednosti. Matematicki, x* se definise
kao: .
o Jne, (@) a'dx
€T =
S e, (x)dz

je (', region sa najvec¢om povrsinom, a z’ j ntar gravitacije regiona C,.
de je C,, region sa najveco ovrSinom, a 7’ je centar gravitacije regiona C,

Slika 2.8: [21] Graficki prikaz CoA.

4. Metoda ponderisanog proseka

Defazikovana vrednost koju koristimo za dalju analizu prema ovoj metodi se definiSe kao:

x* — Z?:l /‘Lci (ml) - Ly
ZZL:I He; ($1)

gde su C1,Cy,...,C, fazi skupovi, a z; je geometrijski centar povr§ine ogranicene funkcijom pri-
padnosti fazi skupa C;. Ova metoda se moze primenjivati samo za simetri¢ne funkcije pripadnosti.




Slika 2.9: [21] Funkcije pripadnosti fazi skupova C1,Cs, ..., C,.

2.3 Fazi Delphi metoda

Fazi Delphi metoda je generalizacija klasicne metode za dugoro¢no prognoziranje u menadZmentu
poznate kao Delphi metoda. Razvijena je Sezdesetih godina proslog veka od strane Rand Corporation u
Santa Monici, Kalifornija. Naziv potic¢e od drevnog grékog prorocista u Delfima poznatog po predvidanju
buduénosti. Postupak Delphi metode moze se opisati na slede¢i nacin (videti [2]):

1. Struénjaci koji su angazovani za prognoziranje daju svoje misljenje. Ono se moze zasnivati na
iskustvu, intuciji kao i njihovoj stru¢nosti za datu oblast. Migljenja iznosne nezavisno jedan od
drugog.

2. Podatke koje dobijamo od svakog stru¢njaka su zapravo subjektivna migljenja, potkovana njihovim
znanjima. Misljenja izrazena u prvom koraku su modelovana fazi skupovima, fazi brojevima. U
ovmo koraku se rac¢una fazi prosek dobijenih podataka i analizira se krajnji rezultat.

3. Nakon analiziranja prvog dobijenog fazi proseka, stru¢njaci iznose nova misljenja zatim se racuna
novi fazi prosek i on se opet predaje u dalju analizu.

4. Ovaj proces moze biti ponavljan iznova i iznova dok rezultati ne konvergiraju ka razumnom reSenju
sa stanovi§ta menadzera ili upravnog tela. Obi¢no su dovoljne dve ili tri iteracije.

Problemi dugoro¢nog prognoziranja uklju¢uju neprecizne i nepotpune podatke. Takode, odluke koje dono-
se stru¢njaci oslanjaju se na njihovu individualnu kompetenciju i subjektivnost. Kao §to je ve¢ pomenuto,
te neprecizne podatke moguce je interpretirati matematickim modelom preko fazi brojeva. Trougaoni bro-
jevi su pogodni za tu svrhu jer njih predstavljamo kao uredenu trojku A = (a1, anr,az). Ideja koja se
proseze u ovoj metodi jeste da trougaoni broj koji modeluje neku pojavu je zapravo uredena trojka koja
modelira sledece vrednosti (najmanje, najverovatnije, najvece) respektivno.

Fazi Delphi metodu su uveli Kaufman i Gupta 1988. godine ([7]), i sastoji se od sledecih koraka:
Korak 1. Stru¢njaci F;,i = 1,...,n, daju svoja misljena o nekoj pojavi. Mi§ljenja su data kao trougaoni
fazi brojevi A; = (a%,a%,,ab),i =1,2,..,n.

Korak 2. Prvo se ratuna prosetna (srednja) vrednost Ay, = (m1,mar,me) svih A; (2.5). Zatim, za
svakog stru¢njaka FE; racuna se odstupanje izmedu Ag,. i A;. To je trougaoni fazi broj definisan na
slede¢i nacin:

n n n
, , , 1 , 1 , 1 4 ,
T T T K2 7 K2 K2 K2 3
AavefAi:(mlfal,meaM,mgfaQ):(H E alfal,ﬁ E aMfaM,ﬁ g ay —ay).  (2.14)
i=1 i=1 i=1

Odstupanje A, — A; se Salje struénjaku F; na ponovni pregled.
Korak 3. Svaki ekspert F; predstavlja novi trougaoni fazi broj

B'L = ( 7i’ ,ﬁw’bé)’ i = 17"'7”' (2.15)



Zatim se ra¢una novi trougaoni prosek B,,, prema formuli (2.5). Ako dobijeni rezultat nije priblizan Ay,
generiSu se novi trougaoni fazi brojevi C; = (ci,cl,,ch). Proces se moze ponavljati iznova i iznova dok
dva uzastopna Agye, Bave; Cave, --- € postanu priblizno jednaka.

Fazi Delphi metoda je tipi¢an postupak viseekspertskih prognoza za kombinovanje razli¢itih stavova
i misljenja. Sledi originalni primer koji ilustruje primenu Fazi Delphi metoda.

Primer 14. Procena vremena potrebnog za spremange ispita.

Grupa od 15 studenata je angaZovana da da procenu vremena potrebnog za spremange ispita od osam
ESPB bodova. Za procenu vremena potrebnog za pripremu ispita koriséena je metoda Fazi Delphi. Oni
su rangirani jednako, stoga njihova misljenja nose istu teZinu. Trougaoni brojevi A;, i = 1,...,15 dati od
strane studenata prikazani su u tabeli 2.1 i predstavljaju njihovu procenu vremena za spremanje velikog
ispita, gde brojevi (a1, ans, as) predstavljaju sledede: ay - najmanje vremena utroSeno za spremanje ispita,
aps - najverovatnije vremena utroseno za spremangje ispita i as - najvise vremena utroseno za spremanje
ispita. Vreme koje je utroseno za spremange ispita je racunato na sledeéi nacin: jedan ESPB bod predstavija
20h rada na datom ispitu. To znaci da za predmet od osam ESPB bodova treba 160h provesti u spremanju
ispita. U tih 160h racunaju se i sati koji su provedeni na samim predavanjima. Kako na fakultetu predmeti
od 8 ESPB nedeljno imaju 3 ¢asa predavanja i 8 ¢asa vezbi po 45 minuta u 12 termina, to znaci da je 54h
provedeno sluSajuci taj predemet. Preostalih 106 sati student treba da utorsi v uéenju. Prema koracima
fazi Deplhi metoda studenti su dali svoja misljena u tabeli 2.1. Sledeéi korak jeste da se izracuna Agye.

15 15 15
D ai =1416, > aj, =1643, > ah = 2022,
i=1 i=1 i=1

te primenom formule (2.5) dobijamo
Auve = (94.4,109.53,134.8)

Sto je priblizno
Al . = (94,110, 135).

ave

Tabela 2.1: Procene studenata - prva iteracija.
E, | A | af | ay | ah
Ey | A | 70 | 100 | 106
Ey | Ay | 88 | 108 | 120
Es | Az | 100 | 130 | 150
Ey | Ay | 103 | 115 | 135
Es | As | 78 | 99 | 148
Eg | Ag | 100 | 110 | 130
Er Ay 8 | 101 | 118
Eg | Ag | 105 | 115 | 150
Ey | Ag | 130 | 140 | 150
Eig | Ap | 107 | 118 | 155
Eyp | Ayp | 78 | 100 | 123
Eio | A2 | 80 | 89 | 109
Euis | A5 | 112 | 120 | 160
Eyq | Ayg | 100 | 108 | 139
Ei5 | A5 | 80 | 90 | 129

U Tabeli 2.2 su prikazana odstupanja misljenja svakog studenta od prosecénog misljena. Studenti koji su
oznaceni kao E4, Eg, E14 imaju najmanga odstupanja, nasuprot njyima studenti £, Es, Es, Ey, E12, F13, E15
imaju bas velika ostupanja od prosecnog misljenja. Zbog postojanja velikih odstupanja studenti prave nove
trougaone brojeve i daju nove procene vremena za spremanje ispita koja su prikazana u Tabeli 2.3.



ave

Tabela 2.2: Odstupanja izmedu A%, i A;.

E; | mi—al | my —aly, | me —aj
FEq 24 10 29
FEs 6 -2 15
FEs -6 -20 -15
Ey -9 -5 0
E;y 16 11 -13
FEg -6 0 5
E; 9 9 17
FEyg -11 -5 -15
Ey -36 -30 -15
FEqo -13 -8 -20
Fi 16 10 12
FEqs 14 21 26
FEi3 -18 -10 -25
FEi4 -6 2 -4
FEis 14 20 6

Tabela 2.3: Procene studenata - druga iteracija.
E, | B veo| by, | b
FEy | By | 80 | 102 | 108
Ey | By | 90 | 108 | 122
Es | Bz | 100 | 130 | 150
Es | By | 102 | 116 | 135
Es | Bs | 80 | 100 | 149
FEg | Bg | 100 | 111 | 135
E; | By | 87 | 105 | 120
Eg | Bg | 105 | 115 | 150
Ey | By | 128 | 143 | 149
Eio | Bip | 106 | 120 | 155
FEyp | Bia | 80 | 101 | 125
FEiy | Bio | 78 | 85 | 112
FEi3 | Byg | 112 | 115 | 160
E14 | Big | 100 | 110 | 139
Ei5 | Bis | 80 | 91 | 132

Studenti Fs i Fg nisu promenili svoju prvu procenu, dok su ostali napravili su vrlo male promene.
Koriséenjem ponovo formule (2.5), ovaj put za pronalaZenje By, dobijamo

Bave = (95.2,110.13,136.06)

Sto je priblizno B%,. = (95,110,136).

ave
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Slika 2.10: Funkcija pripadnosti za A%, .(z) (plave boje) i B%,.(z) (crvene boje).

ave ave

Odbor koji je angaZova studente je zadovoljan §to su Agye i@ Boye, kao i A%, i B2, vrlo blizu (vidi sliku
2.10). Ovde se zaustavlja postupak Fazi Delphi metoda i prihvata trougaoni broj Bgy,. kao kombinovani
zakljucak studenata.

Na osnovu misljenja studenata potrebno vreme za pripremu ispita od 8 ESPB je broj iz intervala
[95h,136h]. Defazikacija metodom maksimizirajuée vrednosti daje da je vreme potrebno za spremange

ispita 110h. a

2.4 Ponderisani Fazi Delphi metod

U poslovanju, finansijama, menadZmentu i nau¢nim disciplinama, znanje, iskustvo i stru¢nost nekih
struc¢njaka Cesto se preferiraju u odnosu na znanje, iskustvo i stru¢nost drugih stru¢njaka. To se izrazava
tezinama w; dodeljenim stru¢njacima. U prethodnom primeru svi ispitanici smatrani su jednako vaznim,
pa nije bilo potrebe za uvodenjem tezina. Sada razmatramo slu¢aj kada misljenja studenata nose razli¢ite
tezine. To vodi do ponderisane fazi Delphi metode.

Pretpostavimo da je svakom studentu E;,7 = 1, ...,n , pridruZzena tezina w;,t? = 1, ..., n, gde je w; + +
w,, = 1. Cetiri koraka u fazi Delphi metodi ostaju sustinski nepormenjena s nekim manjim modifikacijama.
Naime, u Koracima 2, 3 i 4 umesto trougaonog proseka koristi se ponderisani trougaoni proseck.

Primer 15. Ponderisana procena vremena potrebnog za spremange ispita.

Posmatrajmo ponovo problem iz primera 1. Pretpostavija se sada da su studenti E1, Ey, E5, Es i E13
rangirani vise (tezina 0.1) od ostalih (teZina 0.05). Zbir svih teZina je jednaka jedinici. Odluku o teZinama
misljenja studenata doneo je odbor na osnovu ocena studenata. Kako bismo olaksali racun ponderisanog
trougaonog proseka, konstruisemo Tabelu 2.4.



Tabela 2.4: Ponderisanje procena A;.

E; w; | wixal | w;kay, | w xah
FEq 0.1 7 10 10.6
B, 0.1 8.8 10.8 12
FEs 0.05 5 6.5 7.5
E, 0.05 5.15 5.75 6.75
FEs 0.1 7.8 9.9 14.8
Fg 0.05 5 5.5 6.5
Ey 0.05 4.25 5.05 5.9
FEg 0.1 10.5 11.5 15
FEy 0.05 6.5 7 7.5
FEi 0.05 5.35 5.9 7.75
Ey 0.05 3.9 5 6.15
Eps 0.05 4 4.45 5.45
FEq3 0.1 11.2 12 16
Fyy 0.05 5 5.4 6.95
FEis 0.05 4 4.5 6.45
Ukupno 1 93.45 109.25 135.3

Kada se podaci iz Tabele 2.4 uvrste u formulu (2.7), dobija se ponderisani trougaoni prosek Agpe =
(93.45,109.25,135.3), Sto je priblizno A®% = (93,109, 135).

Rezultat je gotovo isti kao i u Primeru 14. Defazifikacija AYS prema (2.10) daje da je potrebno utrositi

ave

109h na spremanju ispita od 8 ESPB boda. O

U narednom primeru primenjuje se Fazi Delphi metoda za predvidanje potraznje za odredenim stu-
dijskim smerom, odnosno predvidanje broja studenata u novoj skolskoj godini datog usmerenja.

Primer 16. Pet strucénjaka je angazZovano da iznesu svoja misljenje o ocekivanom broju studenata koji
planiraju da upisu odredeni fakultet. Njihov zadatak je da daju po tri vrednosti, a1 koji modeluje najmangje
ocekivani broj studenata, a,, koji modeluje najverovatniji broj upisanih studenata i as koji modeluje najvecéi
broj oSekivanih studenata, koje su iskoriséeni za formiranje trougaonih brojeva A; = (a1, am, az). Misljenja
struénjaka prikazana su u Tabeli 2.5.

Tabela 2.5: Misljenja stru¢njaka.
E; A; at alM ab
FE Aq | 10000 | 12000 | 13000
Es Ao | 11000 | 13000 | 15000
FE3 As | 10000 | 11000 | 14000
E, Ay | 12000 | 13000 | 14000
Es As | 11000 | 12000 | 13000
Ukupno 54000 | 61000 | 69000

Primenom formule (2.5) dobijamo
Aave = (10800, 12200, 13800).

Postupak se ponavlja, te stuZnjaci iznose nove procene u formi trougaonih fazi brojeva B; = (b%, bl b5).

Tabela 2.6: Nove procene struc¢njaka.
E; B; b} by b
Ey By | 10100 | 12029 | 13000
Es By | 10089 | 13000 | 14090
F3 Bz | 10000 | 11000 | 14000
Ey B4 | 12000 | 13000 | 14000
Es Bs | 11010 | 11900 | 13000

Ukupno 53199 | 60929 | 68000




Primenom formule (2.5) dobija se
Bave = (10640, 12186, 13618).

Kako je odstupanje Ayye — Bave malo, ovde se zaustavlja procena broja studenata. Procesom defazikacije
fazi proseka dobija se krajnji rezultat da ée novu skolsku godinu upisati 12186 studenata. O



Glava 3

Operacije sa fazi skupovima
u procesu donosenja odluka

Odlucivanje je deo procesa reSavanja problema koji rezultira akcijom. To je izbor izmedu razli¢itih
nacina postizanja cilja. Odluéivanje igra vaznu ulogu u svakodnevnom Zivotu. To je tezak proces zbog
faktora kao §to su nepotpune i neodredene informacije, subjektivnost, koji se obi¢no pojavljuju u stvarnim
situacijama. Ti faktori ukazuju da se proces donoSenja odluka odvija u fazi okruzenju. U ovom poglavlju
je prikazan Bellman—Zadeh-ov pristup iz 1970. godine ([19]) prema kojem se donoSenje odluka definise
kao presek ciljeva i ogranicenja opisanih fazi skupovima ([2]).

3.1 Odlucivanje kao presek fazi skupova

U procesu donosenja odluka odredeni ciljevi moraju biti postignuti, a odredena ogranic¢enja moraju biti
odrzana. Model se sastoji od cilja opisanog fazi skupom G sa funkcijom pripadnosti pg(z) i ograni¢enja
opisanog fazi skupom C' sa funkcijom pripadnosti pc(x), gde je x is skupa alternativa A,;;.

Definicija 29. [2] Fazi skup odluke, u oznaci D, je presek fazi skupova G i C
D=GNC ={(z,pp(x)) |z € [d1,ds), up(x) € [0,h < 1]}. (3.1)

Dobijena odluka je u formi fazi skupa, pri ¢emu je supp(D) C Ay Radi jednostavnosti pretpo-

stavljamo da je to zatvaranje ba$ zatvoreni interval [dy,ds]. Sematski prikaz dat je na slici 3.1 gde je
x € Ayt € R i gde su funkcije pripadnosti fazi skupova G i C' monotone funkcije.

Mr.
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Slika 3.1: [2] Funkcije pripadnosti fazi skupova G, C' i D.

Funkcija pripadnosti rezultujuég fazi skupa odluke je

up (@) = min(ue (@), pe (@), @ € Aa. (3.2)

Operacija preseka je komutativna, §to znaéi da s cilj i ogranicenje u (3.1) mogu zameniti mesta, tj.
D = GNC = CND. Zaista postoje stvarne situacije u kojima, u zavisnosti od ugla posmatranja, cilj moze

38



biti smatran ogranic¢enjem i obrnuto. Donosioci odluka zZele konkretan rezultat, odnosno vrednost medu
elementima skupa [dy,ds] C Aqi: koji najbolje predstavlja fazi skup odluke D. To zahteva defazifikaciju
fazi skupa D. Ako je u tu svrhu izabrana vrednost m.x iz dobijenog intervala [d;,ds] sa najvecim
stepenom pripadnosti skupa D, tj.

Tmax = {@|max pp(zr) = maxmin(ug(z), po(z))}, (3.3)

ta vrednost se naziva maksimizirajuca odluka (slika 3.1)
Formule (3.1) - (3.3) se mogu generalizovati i za modele donoSenja odluka sa vise ciljeva i ogranicenja
([19]). Za n ciljeva G;, i =1, ...,n, i m ogranicenja C}, j = 1,...,m, odluka je

D=GiN---NG,NCiN---NChy, (3.4)
sa funkcijom pripadnosti
pp(z) = min(pg, (2), ..., pa,, (2), poy (2), - ., o, (2))- (3-5)
Maksimizirajuéa odluka se dobija kao
ZTmax = {Z|pp(z) je maksimum}.

Kroz dalji rad biée prikazani originalni primeri u kojima donosilac odluke primenjuje metodu Bellmana
i Zadeha. Prvi primer daje ilustrativan prikaz Definicije 29.

Primer 17. Na skupu alternativa Ay = {1,2,3,4,5,6} dati su diskretni fazi skupovi G i C koji pred-
stavljaju cilj i ogranicenje, respektivno:

G =1{(1,0),(2,0.2),(3,0.3),(4,0.39),(5,0.3), (6,0) }

C = {(1,0.9), (2,0.8), (3,0.6), (4,0.39), (5,0.2), (6,0.1)}.
Formula (3.1) daje fazi skup
D =GNC = {(1,min(0,0.9)), (2, min(0.2, 0.8)), (3, min(0.3,0.6)),
(4, min(0.39, 0.39)), (5, min(0.3,0.2)), (6, min(0.1,0))} =
{(1,0),(2,0.2),(3,0.3), (4,0.39), (5,0.2), (6,0)}.
Ovde je [dy,ds) = {1,2,3,4,5,6}, a h = 0.39. Maksimizirajuéa odluka (3.3) je Tmar = 4 sa najvisim

stepenom pripadnosti od 0.39 u skupu D. O
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Slika 3.2: Fazi skupovi G, C' i njihov preseka D.
Odluka koju reprezenativno modeluje fazi skup moze biti odredena diskretnom funkcijom pripadnosti

ili neprekidnom funkcijom pripadnosti. U narednim primerima, u zavisnosti od tematike problema, bice
prikazane obe varijante.



Primer 18. U toku oktobarskog ispitnog roka jednom studentu je ostalo da polozi dva ispita. Posto nema
puno vremena do usmenih ispita, on mora da uci oba ispita svaki dan. Cilj njegovog odlucivanja jeste
da vreme koje je potrebno da utrosi u spremanju oba ispita bude dovoljno da moze da spremi svaki dan
dobar deo gradiva. S druge strane, kako je kraj same Skolske godine i do sada je veé dosta ispita poloZio,
umor ga je stigao. Te njegova odluka mora biti ogranicena time da vreme koje predvida za ucenje bude
"taman"odnosno tako odredeno da svaki minut sata bude produktivno potrosen.

Skup alternativa ovog problema jesu sati spremanja ispita, Aqy = {x|0 < x < 8}. Fazi skupovi koji
opisuju gore navedeno ogranicenge i cilj dati sledeéim funkcijama pripadnosti:

0, za 0 <z <1,

pe(z) =< 2t za1 <z <5, (3.6)
1, z2a5<x <8
1, za 0 <z <2,

po(x) =< =298 z2a2 <z <6, (3.7
0, za 6 <x <8

Prema (3.1), fazi skup odluke D predstavljen je svojomn funkcijom pripadnosti prikazanom na Slici
x—1

3.8. Interval alternativa [dy,dy)] je interval [1,6]. Tacka preseka pravih linija p = = iy = 7%—6 je (8.5,
0.625), 0dnosno ,q, = 3.5h i h = max pup(Tmaes) = 0.625, pa je konacéna odluka 3.5 sati.

Slika 3.3: Funkcije pripadnosti uc, pua, pp i maksimizirajuca odluka x4

Ako pri defazifikaciji primenima drugu tehniku, i to Metod centra gravitacije (CoG), dobiéemo sledece:

. Jr-pouc(x)de

fﬂC’UG(x) dx
odnosno
. _Jropoue(r)de N
[ neve(x) dx M’
gde je:
3.5 .2 6 .2
— -6
N:/ : xdx—/ T2 1y = 5.4679
1 4 35 4
’ 3.5 6
Cr—1 -6
M:/ ‘ da:Jr—/ T2 dw = 1.5625.
1 x 3.5
Ova teknika daje rezultat X, = i’:gg;g = 3.499456.
Dakle, mozemo zakljuciti da nam obe tehnike defazikacije daju priblizno jednaka reSenja, te se zato u
primeni, zbog jednostavnijeg racuna, cesto koristi bas metod maksimalne vrednosti. O

Primer 19. Upravni odbor fakulteta planira da uvede novu politiku za studente sa niskim prihodima. Tri
alternativna projekta su u razmatranju: p1 (niZa cena Skolarine), pa (dodatni ispitni rok) i ps (dostupna
menza bez obzira na budZet). Dakle, skup alternativa je Ay = {p1,p2,ps}. Upravni odbor nekon duge
analize definiSe dva cilja i jedno ogranicenje na skupu alternativa.



G =" poboljsanje kvaliteta Zivota studentima” = {(p1,0.9), (p2,0.4), (p3,0.8)},
G2 =" poveéangje broja upisanih studenata” = {(p1,0.85), (p2,0.67), (p3,0.9)},
C =" veliki novéani gubitak’” = {(p1,0.8), (p2,0,05), (ps,0.72)}.

Odluka dobijamo kao presek definisanih ciljeva i ogranicenja
D=G NG2NC,

odnosno,
D = {(p1,0.8), (p2,0.05), (p3,0.72) }.

Projekat p1 je sa najveéim stepenom pripadnosti od 0.8, u odnosu na p1 @ pa. Dakle, nova politika za
studente sa niskim prihodima je upravo projekat p;. O

Primer 20. U ovom primeru pratimo situaciju jednog maturanta. Kako je doSao kraj srednje Skole,
ucenik treba da odluci da li ée nastaviti skolovanje ili neée. Ako nastavlja, on treba da izabere profesiju
koju Zeli za sebe. Ucenik je neodlucan jer ne mozZe da se odluci za fakultet, pri éemu su mu na raspolaganju
fakulteti oznacene redom f1, fa, f3. Navedene fakultete lako je odabrao jer sa njima moZe da ostvari
svoja interesovanja, ali on ne moZe jednostavno da odabere jedan od mjih. Napravio sledecu strategiju
odlucivanja. Prvo $to ga najvise brine Skolarina, cilj odlucivanja je modelovan fazi skupom G="nije
visoka Skolarina". Skolarine su date u tabeli:

Fakultet f1 f2 f3
Skolarina | 75000 | 85000 | 93000

Naravno pored Skolarine bitno mu je da li taj fakultet ima dobru perspektivu, koliko studenata primaju
na tom faokultetu i teZina prijemnog ispita. Te osobine fakulteta predstavijeni su kao ogranicenja koja su
modelovana fazi skupovima C1,Cs, Cs, respektivno.

U ovom primeru kombinuju se diskretni fazi skupovi i neprekidni fazi skupovi. Funkcija pripadnosti
fazi skupa G je data

1, za 0 < z < 70000
ue(z) = %, za 70000 < z < 100000
0, za 100000 < x

Dat je graficki prikaz funkcije pripadnosti fazi cilja.
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Slika 3.4: Cilj G "nije visoka 8kolarina".

Diskretni fazi skupovi ogranicéenja dati su na sledeéi nacin:
Cl = {(f17 05)7 (f2a 07)3 (f3, 08)}3

CQ = {(fla 03)7 (f2,0'8)3 (f3’ 1)}7
CV?) = {(fh 03)7 (f?a 07)7 (f3705)}7



Kako je funkcija pripadnosti fazi skupa G neprekidna funkcija definisana na R, a kako su fazi skupovi
C; odredeni diskretnom funkcijom pripadnosti nad skupom {f1, fa, f3}, da bi se mogla primeniti formula
za donosenje odluke bazirana na preseku fazi skupa ciljeva i fazi skupa ogranicenja, potrebno je zameniti
Skolarine fakulteta f1, f2, f5 u datu funkciju pripadanosti pc(x), odnosno

pa(f1) = pa(75 000) = 0.83
100000 — 85000

pa(f2) = pa(85 000) = 30000 =0.5
100000 — 93000
pa(f3) = pa(93 000) = ——o000 — 0%

Sada se umesto fazi skupa cilja nad skupom RT, posmatra fazi skup ciljeva nad skupom alternativa tj,
pravimo restrikciju

Gan = {(f1,0.83), (f2,0.5), (f3,0.23)}.

Odluka je
D=GunNCiNCyNCs ={(f1,0.3),(f2,0.5),(f3,0.23)}.

Najveéu pripadnost skupu D ima drugi fokultet, prema tome ona najbolje ispunjava zahteve i ostvaruje
cilj buduéeg studenta. O

Primer 21. U jednoj skoli organizovano je takmicenje u kojem ucenici mere svoje znanje, svako za
sebe. Radili su testove iz prirodnih nauka (matematika, fizika, hemija) i srpskog jezika. Onaj ucenik koji
ima najbolje rezultate iz svih testova dobija nagradnu. Za to takmicenje prijavilo se pet ucenika koji su
oznaceni kao {x1,xa, T3, x4, T5}. Rezultati koje su ostvarili na testovima prikazani su u tabeli.

Tabela 3.1: Bodovi ostvareni na testovima.

Matematika | Fizika | Hemija | Engleski
1 86 91 95 93
29 98 89 93 90
x3 90 92 96 88
x4 96 90 88 89
T5 90 87 92 94

Nakon analize rezultata, komisija me moZe na jednostavan nacin da izabere pobednika, nego pri-
menjuje sledece korake. Ucenici koji su uSetvovali v ovom takmicenju predstavljaju skup alternativa
Aair = {x1, 22,23, 24, 25} od kojih jednu biraju kao reprezentativnog pobednika ovog takmicenja. Zatim su
definisani sledeéi fazi skupovi G1="postignuée u matematici”, Go="postignuce u fizici", G3="postignuce
u hemiji”", G4="postignuce iz srpskog jezika". Testovi bodovani od 0 do 100. Komisija je napravila dve

funkcije pripadnosti. Jedna funkcija se odnosi na prirodne nauke, a druga na srpski jezik:

0, za 0 <z <80,
upn(z) = z;go, za 80 < x < 90,
1, za 90 < x < 100,
0, za 0 <z <80,
psr(x) = 2280 2a 80 < z < 95,

1, za 95 < x < 100.
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Slika 3.5: Grafik funkcjije ppy(plavi) i grafik funkcije pgs(crveni).

Zamenjujuéi vrednosti bodova svakog ucenika iz matematike, fizike i hemije u funkciju pripadnosti
wpn (x) i vrednosti bodova iz srpskog jezika u funkciju psj(x), dobijaju se odgovarajuéi stepeni pripadnosti
koji su predstavljeni v Tabeli 3.2.

Tabela 3.2: Stepeni pripadnosti za bodove takmicara.

Matematika | Fizika | Hemija | Engleski
1 0.6 1 1 0.87
) 1 0.9 1 0.67
x3 1 1 1 0.53
x4 1 1 0.8 0.60
x5 1 0.7 1 0.93

Vrednosti stepena pripadnosti se uparuju sa odgovarajucéim ucenicima i tako se dobijaju diskretni fazi
skupovi koji su predstavljeni kao ciljevi w procesu donoSenja odluke:

G1 = {(xl, 06), (1‘2, 1), (,233, 1), (.734, 1), (1‘5, 1)},
Gy = {(21,1), (22,0.9), (3, 1), (74, 1), (25,0.7)},
G3 = {(.Tl, 1), (1‘2, 1), (l‘3, 1), (.134,0.8), (l‘5, 1)},

Gy = {(x1,0.87), (x2,0.67), (x3,0.53), (x4, 0.60), (x5, 0.93)}.

Sledeéi korak jeste formiranje odluke kao novog fazi skup koji je definisan preko preseka fazi skupova
Gi7 1= 172a374757

D = G1 n G2 N G3 N G4 = {(.731, 06)7 (332, 067), (.733, 053), (1‘4, 06), ($5, 07)}

Sada, posmatranjem maksimalne vrednosti funkcije pripadnosti iz fazi skupa D, zakljucujemo da ucenik
x5 ima najbolje rezultate, potom xo, dok x1 i x4 tmaju iste stepene pripadangja, a najlosije rangiran ucenik
je 3. (]

Zanimljivo je da ovako dobijen rezultat, kada problem sadrzi samo ciljeve, odgovara maxmin kriteri-
jumu iz klasi¢ne teorije odluc¢ivanja primenjen na stepene pripadnosti.

Primer 22. Student Prirodno-matematickog fakulteta se nalazi u poziciji da treba da odabere izborni
predmet koji ée slusati. Cilj svakog studenta jeste da sluSa predemet koji nije teZak ali bi isto tako voleo
da predmet bude zanimljiv, da ima zadovoljavajuéi broj ESPB bodova i da usmeni ispit nije obiman. Ako
posmatramo sve ove zahteve moZemo ih izraziti preko fazi skupova. Zapravo cilj ovog studenta jeste fazi
skup G ="predmet koji nije teZak ", a ogranicenja su zapravo sledeéi fazi skupovi: C;="zanimljiv pred-
met”, Cy ="odgovarajucéi broj ESPB bodova"i Cs ="nije obiman usmeni ispit". Skup aletrnativa zapravo
predstavilja kolekciju predmeta medu kojima student treba da donese odluku, a to su sledeéi predmeti:



1. P, - Matematick: mozaik
. Py - Poslovna informatika

. P3 - Mehanika

2
3
4. Py - Bulova algebra i optimizacija
5. Ps - Numericke metode linearne algebre
6. Ps - Revizija

Na osnovu iznetih misljenja starijih starijih kolega, student formira odgovarajuée fazi skupove:
1. G={(P1,1),(P>,0.9),(P5,0.6),(P4,0.5),(Ps,0.8),(Ps,0.7)},

2. Chy ={(P1,1),(P2,0.4),(P5,0.5),(P4,0.9),(P5,0.6),(Ps,0.3)},

3. Cy ={(P1,0.4),(P»,0.8),(P3,1),(P4,0.8),(Ps,1),(Ps,1)},

4. C5 ={(Py1,1),(P2,0.9),(P5,0.4),(P4,0.3),(P5,0.8),(Ps,0.5)}.

Na osnovu definicije (3.4)
D=GNnC;NCyNC s,

te je odluka D ={(P1,0.4),(P»,0.4),(Ps,4),(Ps,0.3),(P5,0.6),(Ps,0.3)}. Najveéu vrednost funkcije pripad-
nosti skupa D ima predmet Numericke metode linearne algebre, tako da student bira taj predmet. O

3.2 Generalizacija zasnovana na t-normama

U poglavlju 3.1 govorimo o donoSenju odluka putem preseka fazi skupova koji predstavljaju cilj i
ograni¢enja. Kako je operacija preseka fazi skupova definisana preko operatora minimuma, tj. presek je
baziran na t-normi T},;,, postavlja se pitanje kako primena razli¢itih trougaone norme utice na rezultujuéu
odluku. U daljem radu ¢emo na primerima ispitati kako primena trouganih normi Tp, T}, i Tp utiCu na
rezultujué¢u odluku.

U poglavlju 1.3.3 data je Definicija 17 u kojoj je definisan T' - presek fazi skupova A i B kao

prans(x) = T(pa(z), pp(x)), za svako z € U.

3.2.1 Fazi odluka primenom 7Tp-preseka

Kako je
TP(xay) =Y,

funkcija pripadnosti Tp-preseka proizvoljna dva fazi skupa A i B je data sa:

pang(®) = T(pa(z), pp(r)) = pa(z) - pp(z).
Definicija 30. Neka je G fazi skup koji opisuje cilj, a fazi skup C opisuje ogranic¢enje. Fazi skup D koji
modeluje odluku dobijenu Tp-presekom f je
D=GNC={(z,up()) | ¢ € [, da], up(x) € [0,h < 1]}
gde je funkcija pripadnosti
1p (@) = po(a) - o ().
Sada ¢emo primeniti datu definiciju na primere 18,19,20,21,22.

Primer 23. Posmatrajmo ponovo problem iz Primera 18, tj. dati su fazi skupovi G="dovoljno vremena
da postigne da prede celo gradivo” i C="vreme shodno wmoru” &ije su funkcije pripadnosti (3.6) i (3.7).
Odredimo sada fazi skup odluke pomoéu preseka baziranog na t-normi Tp, tj.

D = {(z,ne() - pe(a)), 0 < 2 < 8}. (3.8)

Tada, odluka je D odredena funkcijom pripadnosti ¢iji grafik moZemo videti na Slici 3.6. Primenom defa-
zikacije fazi skupa D, metodom visine, dobijamo da je Xy = 3.5h za tu vrednost x funkcija pripadnosti
je jednaka 0.39. MoZemo primetiti da Ty -presek i Tp-presek daju isti rezultat. O
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Slika 3.6: Fazi odluka D primenom Tp-preseka.

Primer 24. Posmatrajmo problem iz Primera 19 u kome su dati sledeéi podaci: Ay = {p1,p2,ps} gde
je p1-niZa cena Skolarine, po-dodatni ispitni rok i ps-dostupna menza bez obzira na budZet. Na tom skupu
definisani su sledeéi ciljevi i ogranicenje:

e 1 = "poboljsange kvaliteta Zivota studentima” = {(p1,0.9), (p2,0.4), (ps,0.8)}
e G = "povedanje broja upisanih studenata”= {(p1,0.85), (p2,0.67), (ps3,0.9)}

o C = "novcani gubitak” = {(p1,0.8), (p2,0,05), (p3,0.72)}.

Primenom Definicije 30 dobijamo sledéi rezultat

D = {(p1,0.9-0.85-0.8), (p2,0.4-0.67-0.05), (p3, 0.8-0.9-0.72)} = {(p1, 0.612), (p2, 0.0134), (p3, 0.5184)}.

Krajnja odluka jeste ona vrednost iz skupa alternativa u kojoj je vrednost funkcije pripadnosti pp mak-
simalna. U ovom slucaju to je projekat p1 sa stepenom pripadnosti 0.612. Dakle, upravni odbor fakulteta
prihvata da se smangi Skolarina za ucenike sa niskim prihodima. U primeru 19 upravni odbor je doneo
1stu odluku. (]

Primer 25. Podmatrajmo problem iz Primera 20 gde je Aqe = (f1, f2, f3) skup fakulteta i gde su defi-
nisani sledeéi fazi skupovi:

e (Cy ="dobra perspektiva” = {(f1,0.5), (f2,0.7), (f3,0.8)},

e Oy ="broj studenata koji primaju” = {(f1,0.3), (f2,0.8), (f3,1)},
e (O3 ="tezina prijemnog ispita” = {(f1,0.3), (f2,0.7), (f3,0.5)},

e G ="nije visoka skolarina” = {(f1,0.85), (f2,0.5), (f3,0.23)}.
Odluka D je data kao fazi skup

D = {(fi, ey, - oy - pos - 1e)|i = 1,2,3} = {(f1,0.03825), (f2,0.196), (f5,0.092)}.

Maksimalnu vrednost funkije pripadnosti u skupu D ima fakultet fo odnosno fakultet fo najbolje ispu-
njava sve zahteve, $to se poklapa sa donetom odlukom u Primeru 20. O

Primer 26. U Primeru 21 komisija bira izmedu pet ucenika najboljeg kojem Zele da dodele stipendiju,
dakle Agiy = {x1, 2,3, x4, x5}. Dati ciljevi su

o Gy = "postugnuce uw matematici” = {(x1,0.6), (z2, 1), (x3,1), (x4, 1), (x5,1)},

o Gy = "postignucée u fizici” = {(x1, 1), (x2,0.9), (x3,1), (24, 1), (x5,0.7)},



o G5 = "postignucée u hemiji” = {(x1,1), (22, 1), (z3,1), (z4,0.8), (x5,1)},
o G4 = "postignude iz srpskog jezika” = {(x1,0.87), (x2,0.67), (x3,0.53), (x4, 0.60), (x5,0.93)}.
Primenom Definicije 29 dobija se odluka
D =G1NG2NGsNGy = {(21,0.522), (z2,0.603), (x3,0.53), (x4,0.48), (x5, 0.651)}.

Primenom trougaone norme Tp, kao i u slucaju Tpnin, komisija bira ucenika x5. MoZemo primetiti
da je ucenik x3 bio najlosiji w Primeru 21, dok primenom Tp najlosiji ucenik je x4. Dakle, Tpin 1 Tp
za maksimizirajuce vrednosti daju istu alternativu u ovom primeru, dok za najgoreg rangiranog to nije
slucay. O

Primer 27. Vratimo se na problem studenta koji se nalazi u situaciji da mora da odabere predmet koji
ée slusati tokom semstra. U Primeru 22 dati su fazi skupovi G ="predmet nije tezak”, C1="zanimljiv
predmet”, Cy ="odgovarajuéi broj ESPB bodova” i C3 ="nije obiman usmeni ispit”. Skup aletrnativa
predstavlja kolekciju predmeta koji su mu na raspolaganju.

Student formira sledeée fazi skupove:

o G={(P1,1),(P2,0.9),(P5,0.6),(Py4,0.5),(P5,0.8),(Ps,0.7)}

o Cy ={(P1,1),(P>,0.4),(P5,0.5),(P4,0.9),(P5,0.6),(Ps,0.3)}

o Cy ={(P1,0.4),(P>,0.8),(Ps,1),(P4,0.8),(Ps,1),(Ps,1)}

o Cs ={(P1,1),(Py,0.9),(Ps,0.4),(P1,0.3),(P5,0.8), (Ps,0.5)}
Na osnovu Definicije 29 dobija se

D=GNnCiNCyNCs = {(z,pna(r)  pe, () - pe, (x) - pey (x)), © € { Py, P, P, Py, Ps, Ps}},

t.
D ={(P,0.4),(P,0.26), (P3,0.12), (P4,0.108), (P5,0.384), (Ps,0.105)}.
Najveéu vrednost funkcija pripadnosti skupa D dostiZe za predmet Numericke metode linearne algebre.
Krajnja odluka se poklapa sa Primerom 22. O

3.2.2 Fazi odluka primenom 77 -preseka
Podsetimo se Lukasijeviceve trougaone norme
Tr(z,y) = maz(0,z+y — 1).

Definicija 31. Neka je G fazi skup koji opisuje cilj, a fazi skup C' opisuje ogranicenje. Fazi skup D koji
modeluje odluku dobijenu 77 -presekom je

D=GNC={(z,up(x)) | x € [d1,da], pp(x) € [0,1]}
gde je funkcija pripadnosti
1o (@) = Ty (o (@), 16 () = max(0, e () + i () — 1).

Primer 28. Vratimo se na Primer 18 u kom su dati skupovi G ="dovoljno vremena da postigne da prede
celo gradivo” i ogranicenje C="vreme shodno umoru ” ¢ije su funkcije pripadnosti date fomrulama (3.6)
Odluka D dobijena kao presek fazi skupova G i C' primenom T-norme Ty, je oblika

D = {(z,mazx(pc(x) + pe(x) —1,0)), 0 < z < 8}. (3.9)
Odluka D je odredena funkcijom pripadnosti ¢iji grafik mozZemo videti na Slici 3.7. Defazikacijom fazi
skupa D, koji je trapezoidnog oblika, dobijamo 2—;5 = 3.5, odnosno da je Tyax = 3.5h. Za vrednost Ty ax

funkcija pripadnosti je jednaka 0.25. U ovom primeru primenom Ty -preseka dobijamo ista reSenja kao i
primenom Tiin-preseka @ Tp-preseka. O
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Slika 3.7: Funkcije pripadnosti fazi skupova C, G i D iz Primera 28.

Primer 29. U ovom primeru posmatramo skup alternativa Aqe = {p1, p2,p3} iz Primera 19, kao i sledeée
ciljeve i ogranicenje:

e G = "poboljsanje kvaliteta Zivota studentima” = {(p1,0.9), (p2,0.4), (p3,0.8)},
o Go = "poveéange broja upisanih studenata” = {(p1,0.85), (p2,0.67), (p3,0.9)},
e C = "novéani gubitak” = {(p1,0.8), (p2,0,05), (p3,0.72)}.

Primenom Definicije 31 dobijamo sledéi rezultat
D = {(p1, max{pc(p1) + pe, (p1) + pe, (p1) — 2,0}), (p2, max{uc(p2) + pa, (p2) + G, (p2) — 2,0}),

(p37 max{:u’c(pfi) + pe (p?)) + HG, (p3) -2, 0})}7

odnosno,
D = {(pl, 055), (pg, O)7 (pg7 042)}

Dakle, upravni odbor fakulteta prihvata da se smanji skolarina za ucenike sa niskim prihodima, odnosno
prihvata se alternativa p1. U primerima 19 ¢ 24 primenom Tp-preseka i Ty, -preseka upravni odbor je
doneo istu odluku. |

Primer 30. Podsetimo se problema iz Primera 20 gde su dati sledeéi fazi skupovi:
e (Cy =7dobra perspektiva” = {(f1,0.5), (f2,0.7), (f3,0.8)},
e (C5 ="broj studenata koji primaju” = {(f1,0.3), (f2,0.8), (f3,1)},
e (O3 ="tezina prijemnog ispita” = {(f1,0.3), (f2,0.7), (f3,0.5)},
e G ="nije visoka skolarina” = {(f1,0.85), (f2,0.5), (f3,0.23)}.

PRimenom T -preseka dobija se odluka D data kao fazi skup

D = {(fi,maz{pc(fi) + pe, (fi) + po, (fi) + o (fi) = 3,01} = {(f1,0), (f2,0), (f3,0)}-

U ovom primeru ne dobijamo jedinstev odgovor. |
Primer 31. Pozovimo se na Primer 21 u kom je dat skup Aqyr = {21, T2, 23,24, T5} @ sledeéi fazi skupovi:

e G = "postugnuce u matematici” = {(x1,0.6), (x2,1), (x3,1), (x4, 1), (z5,1)},

(

o Go = "postignuée u fizici” = {(x1,1), (22,0.9), (z3,1), (24,1), (x5,0.7)},

o G3 = "postignucée u hemiji” = {(x1,1), (22, 1), (z3,1), (24,0.8), (x5,1)},
)

o G4 = "postignucée iz srpskog jezika” = {(x1,0.87), (x2,0.67), (x3,0.53), (x4, 0.60), (x5,0.93)}.



Tada je odluka
D= {(xia mal’{MG4(Z‘i) + jZe (.137,) + [ 27e (xl) + naGy (xl) - 3a 0}) | (RS {15 27374a 5}}7

t.
D = {(21,0.47), (x2,0.57), (x3,0.53), (24,0.4), (25,0.63) }.

Najveéu vrednost funkcije pripadnosti ima ucenik xs, te se odabir poklapa i sa prethodnim nacini-
ma. Vidimo da je najmanja vrednost funkcije pripadnsti za ucenika x4, $to ukazuje da je imao najgore
postignuce u ovom takmicenju. (I

Primer 32. Podsetimo se sledeéih fazi skupova iz Primera 22:
o G={(P1,1),(P>,0.9),(P5,0.6),(P4,0.5),(P5,0.8),(Ps,0.7)},
o Cy ={(P1,1),(P2,0.4),(P5,0.5),(P4,0.9),(P5,0.6),(Ps,0.3)},
o Co ={(P1,0.4),(P»,0.8),(Ps,1),(Ps,0.8),(Ps,1),(Fs,1)},
o C3={(P1,1),(P>,0.9),(P5,0.4),(P4,0.3),(P5,0.8),(Ps,0.5)}.

Na osnovu Definicije 81 imamo
D =GNCiNCyNCs = {(pi, maz{pc(pi) + :U'C:s(pi) + pe, (pi) + pey (pi) —3,0}) [ i € {1,2,3,4,5,6}},
tj.
D = {(P1,0.4),(P,,0),(Ps,0), (Py,0),(P5,0.2), (FPs,0)}.

Student se u ovom slucaju odlucuje za predmet Matematicki mozaik, $to se ne poklapa sa prethodim
odlukama. |

3.2.3 Fazi odluka premenom Tp-preseka

Na samom kraju podseti¢emo se trougaone norme T koja je definisana na sledeéi nacin:

min(z,y), ako je max(z,y) =1

TD (Z‘,y) = { . .
0, inace.

Definicija 32. Neka je G fazi skup koji opisuje cilj, a fazi skup C opisuje ogranicenje. Fazi skup D koji

modeluje odluku dobijenu Tp-presekom je

D=GNnC={(z,up(x)) | x € [di,d], up(x) € [0,h < 1]}

gde je funkcija pripadnosti

_ Jmin(uc(z), pa(x)),  ako je max(uc(z), ua(r)) =1
#o(@) 0 inace.

Primer 33. Posmatrajmo opet fazi skupove G="dovoljno vremena da postigne da prede celo gradivo” i
C ="vreme shodno umoru” ¢ije su funkcije pripadnosti (3.6) i (3.7).
Po Definiciji 32, odluka D je fazi skup

D = {(z,up(x)), 0 <z < 8}, (3.10)

gde je
(@) = {gﬂn(w(a:m(x)), ako jo max(io(o) ue(e)) = 1

Odluka D je odredena funkcijom pripadnosti ¢iji grafik mozZemo videti na Slici 3.8. Maksimiziranu
vrednost Tyq. biramo kao x € [dy, ds) za koju funckija pripadnosti dostize maksimalnu vrednost. U slucéaju
ove funkcije pripadnosti dobijamo dve maksimizirane odluke, a to su zl .. = 2h ili 22, = 5h. U
prethodnim primerima rezultat je x4, = 3.5h, Sto se razlikuje od ovde dobijenog zaklju’v cka. (]
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Slika 3.8: Funkcije pg(x), pe(x) i pp(x) iz Primera 33.

Primer 34. Posmatrajmo ponovo postavku iz Primera 19. Radi jednostavnijeg zapisa oznaciéemo skup C
sa Gs. Fazi skupovi G1, G2 i Gs (C), po Definiciji 32, formiraju skup odluke D ¢ija je funckija pripadnosti
data na sledeéi nacin

1, (pi)  kada je pg, (pi) = 1za svako k # j,

pp(pi) = To(pa, (i), ke, (pi); has (pi) = {0 inace

odnosno,
D = {(p1,0), (p2,0), (p3,0)}.

Kao §to vidimo za svako p; funkcija pripadnosti uzima vrednost 0, dakle uw ovom primeru primenom
drasticne trougaone norme ne dobijamo krajnje resenje. O

Primer 35. Posmatrajmo ponovo fazi skupove iz Primera 20:

L4 CVl :{(f1705)?< 2a07>7( 3’08)}
o Oy ={(f1,0.3),(f2,0.8),(f3,1)},
o O3 ={(f1,0.3),(f2,0.7),(f3,0.5)},

e G= {(f1a085)7 (f270 5)7 (f350 23)}

Ako radi jednostavnijeg zapisa skup G oznacimo sa Cy, fazi skup odluke D je odreden funkcijom pripad-
nosti

pe; (fi)  kada je po, (fi) = 1za svako k # j,
0, mnace.

MD(fZ) = TD(lu‘Cl (fz‘)aNCQ(fi)aNCe,(fi)aN@(fi)) = {

Dobijamo D = {(f1,0), (f2,0),(f3,0)}, te i w ovom sluéaju nemamo krajnji rezultat. O
Primer 36. Posmatrajmo ponovo fazi skupove iz Primera 21:

o Gi1 ={(21,0.6), (x2,1), (23,1), (24, 1), (w5,1)},

o Gy ={(x1,1),(22,0.9), (z3,1), (4,1), (x5,0.7)},

o Gy ={(z1,1),(x2,1), (23,1), (24,0.8), (5,1)},

o Gy = {(21,0.87), (22,0.67), (x3,0.53), (z4,0.60), (5,0.93)}.
Tada je odluka D = {(z;, up(z;)) | i € {1,2,3,4,5}} gde je

pa,;(xs)  kada je pg, (x;) = 1za svako k # j,

pp(wi) = Tp(pe, (i), pe, (Ti), pes (T4), pe, (T:) = {0 iace.



Kada wvrstimo vrednosti funkcije pripadnosti za svako x;, i € {1,2,3,4,5}, dobijamo odluku D odredenu
sledeéim uredenim parovima

D = {(21,0), (x2,0), (v3,0.53), (24, 0), (x5,0)}.

U ovom slucaju uceniku x3 odgovara maksimalna vrednost funckije pripadnosti, Sto se ne poklapa sa
prethodnim sludjevima. O

Primer 37. Dati su cilj i ogranicéenja predstavijeni fazi skupovima iz Primera 22:
1. G={(P1,1),(P»,0.9),(P5,0.6),(P4,0.5),(P5,0.8),(Ps,0.7)},
2. Cy ={(P1,1),(P»,0.4),(Ps3,0.5),(P4,0.9),(P5,0.6),(Ps,0.3)},
3. Cy ={(P1,0.4),(P»,0.8),(P3,1),(P4,0.8),(Ps,1),(Ps,1)},
4. C3 ={(P1,1),(P,0.9),(Ps3,0.4),(P1,0.3),(P5,0.8),(Ps,0.5)}.
Na osnovu Definicije 32 dobija se
D=GNCiNCyNC3={(P1,0.4),(Ps,0),(Ps,0),(Py,0),(Ps,0),(FPs,0)}.
Primenom Tp-preseka dobijamo krajnji rezultat Py, tj. Matematicki mozaik. O

Radi lakse analize, rezultati prethodnih primera prikazani su u Tabeli 3.3. Kao $to mozemo videti,
odluke u nekim primerima se ne poklapaju. Takode, treba primetiti Tp-presek i T -presek ne daju odgovor
u primerima 18, 19, 20.

Tabela 3.3: Prikaz dobijenih rezultata.

Tomin Tp Ty, Tp
primer 18. | Tpar = 3.5, b = | Typax = 0.35, b = | Tppaw = 035, h = | 2} =2 22 . =
0.625 0.39 0.25 5, h=0.25
primer 19. | Tyee =p1, h =08 | Tymae = P1, b = | Tmaz = p1, h = 0.55 | nema resenja
0.612
primer 20. | Tumar = fo, h=0.5 | Tmaz = Jfo, b = | nema reSenja nema resenja
0.196
primer 21. | Zpae =25, h=0.7 | Tppae = x5, h = | Typae = 5, h = | nema redenja
0.651 0.63
primer 22. | Z;00 = ps, h = 0.6 Tmazr = D5, b = | Twar =p1, h=0.4 Tmaz = P1, h = 0.4
0.384

Primena trougaonih normi T),;, i Tp kao operatora koji modeluju presek fazi skupova je rezultirala
jednakim odlukama u svim primerima. Ono §to moZemo primetiti jeste da je vrednost funkcije pripadnosti
odluke D za x,,x manja kada je presek modelovan trougaonom normom 7'p. Ovo svojsvo vazi i za vrednost
funckije pripadnosti up(Tmax) koja je dobijena primenom 77, u primerima 18,19 i 22, §to ukazuje da
konac¢nu odluku xn,ax najbolje reprezentuje trougaona norma Ty, §to nam i govori Teorema 1.3.2.

U Primeru 20 trougaona norma 77, ne daje odgovor. Funkcije pripadnosti kojima su opisani ciljevi i
ograniCenja nemaju velike vrednosti. Moze se smatrati da donosilac odluke nije imao tako optimisti¢no
misljenje o postavljenim uslovima za odabrane fakultete. U Primeru 22 primenom 77 -preseka dobijen
je rezultat p; dok je primenom T,;,-preseka i Tp-preseka dobijen ps. Vrednosti funckije pripadnosti za
predmet p; u svim skupovima ogranicenja i ciljeva je jedan, izuzev jednog fazi ograni¢enja gde je vrednost
0.4, te je 0.4 zapravo pripadnost Tmax u fazi skup odluke D.

Drasti¢na trougaona norma ne daje ni jedno reSenje koje se pokla sa reSenjima dobijenim primenom
trougaone norme minimum. U Primeru 20 za maksimizirajuéu odluku primenom 7 dobijamo dve vred-
nosti 21 5. Ako pogledamo Sliku 3.8, na intervalu [2, 5] funkcija pripadnosti dobijena trougaonom normom
Tp ima vrednost jedan. Zapravo vrednosti 2 i 5 su pocetak i kraj intervala na grafiku 3.8, ali kako je
dva sata premalo za ucenje jednog predmeta, a opet po pet sati je puno prema navedenom zahtevu, ova
norma Tp nam vracéa drastiéne odluke, koje ispunjavaju ili jedan zahtev ili drugi, dok su druge t-norme
ispunjavale oba zahteva i vracale rezultate koji su sredina intervala [2, 5]. Drasti¢na t-norma ne daje re-
zultate u primerima 19, 20 i 21. U konstrukciji ove t-norme postavljen je zahtev max(ug, pe) = 1, te ako
je to ispunjeno vraca se manja vrednost, inace se vra¢a nula. U ovim primerima upravo je doglo do slucaja



dva, a to je da za svaku vrednost iz skupa alternativa vrednost funkcije pripadnosti je jednaka nuli. To
je posledica preslabih pripadnosti u zahtevima koje je definisao donosilac odluke. Takode, moZemo da
kazemo da je t-norma Tp pogodna u stiacijama kada je izbor alternativa takav da njihove pripadnosti
postavljenih ciljeva i ograni¢enja su skoro sve jednake jedinici, kao u Primeru 22 gde alternativa p; ima
pripadnosti jednake jedinici za sve ciljeve i ogranicenja izuzev jednog. ReSenja prikazana u tebeli koja
odgovaraju datim primerima u saglasnosti su sa relacijom Ty, > Tp > T > Tp.



Zakljucak

U ovom radu prikazan je proces donosenja odluka koji je opisan savremenim metodama fazi logike.
Kroz zanimljive realne situacije, upotrebljeni su elementi fazi logike koji dalje agregiraju kona¢nu odluku.
Fazi skupovi, koji ¢ine osnovni pojam ove savremene matematike, istice njihova velika primena. Zbog
same strukture ovih skupova koji su definisani preko funckija pripadnosti, njihova primena je mnogo §ira
nego primena klasi¢nih skupova. Ideja ovog rada je da postepenim uvodenjem fazi pojmova, sa naglaskom
na fazi skupove, dodemo do osnovnih operacija sa fazi skupovima i fazi usrednjavanja koje imaju veliku
primenu u procesu donosenja odluka, §to je i prikazano u Glavi 3.

U uvodnom delu upoznajemo se sa osnovnim pojmovima. Paralelnim prikazom klasli¢nih skupova i
fazi skupova, dobijamo jasnu razliku izmadu njih i time je izraZeno to koliko su klasi¢ni skupovi "kruti"i
nemaju tu lepu osobinu delimi¢ne pripadnosti kojom mozemo da opiSemo skoro svaku pojavu u realnom
svetu. U prvoj glavi opisani su i operatori trougaone norme i trougaone konorme ¢iju vaznost u fazi logici
isti¢emo kroz njihovu ulogu pri modelovanju operacija unije i preseka fazi skupova. Opisani su fazi brojevi,
zatim uvedene osnovne aritmeticke operacije koje su potrebne pri implementaciji fazi usrednjavanja.

U drugom delu rada upoznajemo se sa fazi usrednjavanjem koje takode ima primenu u procesu do-
noSenja odluke. Zatim je uveden nov pojam defazikacije fazi skupova koji je opisan kao prevodenje fazi
vrednosti u jednu numericku vrednost koja najbolje predstavlja pocetni fazi pojam. Drugi deo rada pri-
kazuje znacaj fazi urednjavanja u situacijama kada je potrebno uzeti u obzir viSe misljenja o datoj pojavi.
Zapravo, trougaonim (trapezoidnim) brojevima eksperti modeluju svoje misljenje o izucavanoj pojavi
koja je neprecizna po svojoj prirodi. IznoSenjem svojih misljenja izvodi se zaklju¢ak kao fazi prosek iz-
netih fazi brojeva, tj. agregacija svih migljena predstavlja fazi prosek, model koji opisuje datu pojavu.
Iz njega se dalje postupkom dezafikacije dobija jedan rezultat, ukoliko je potrebna jedna vrednost kao
reprezentativan odgovor.

Trec¢i deo rada kroz primere ilustruje proces donosenja odluke. Pridruzivanjem definisanih pojmova
iz prve dve glave dolazimo do metode donoSenja odluka, zasnovane na preseku fazi skupova koji opisuju
cilj i ogranicenje odluke. Kao $to je prikazano u datim primerima, situacije u kojima se nalazio donosilac
odluke ogranic¢ene su pojavama koje nemaju preciznu definiciju. On je na osnovu tudih migljenja ili po
svom osecaju opisivao posmatrana ogranicenja i ciljeve fazi skupovima. Fazi skup koji je dobijen presekom
tih fazi skupova, jeste model koji opisuje njegovu odluku. Uzimajuéi onu alternativu koja ima najveci
stepen pripadnsoti u rezultuju¢em fazi skupu koji opisuju odluku dobija se reSenje problema. Ovaj deo
rada daje ¢itaocu jasnu sliku o mogucénostima primene pojmova definisanih u prve dve glave rada, te
pruza uvid u interesantne aspekte procesa donoSenja odluka u fazi okruZenju u kojem se mi zapravo i
nalazimo.
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odbranu master rada.
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