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IIpearosop

Mebhy cBojuM MHOTOOPOJHUM JIOIMPUHOCUMA PA3BOjy MaTeMaTHKe, HEMAaYKN
maremaruyuap Jdasun Xuabepr (1862 — 1943) mosHaT je 1O CBOM IHOHUPCKOM
pajy y obuiactu QyHKIMOHAIHE aHajn3e. Jelan oJ] KaMeHa TeMesbala (yHK-
[MOHAJIHE aHAJIM3Ee je TmojaM XuJIDEePTOBOI MIPOCTOpa, HACTAO W3 XUJI0EPTOBOT
HaIopa Jia TeHePAJIN3yje KOHIIENT €yKIUICKOT IPOCTOPa Ha OECKOHATHO JIMMEH-
3roHAJTHU TIpocTop. Teopuja XuabepTOBOr MPOCTOpa KOjy Cy XUI0epT U APyru
passuin (a caMUM THM ¥ ollepaTope Ha XuiabepToBUM MPOCTOPUMA) HE CaMo JIa
jé y BeJIuKOj Mepu oboraTmiia CBeT MaTeMaTnke, Beh ce IokazaJjia M3y3eTHO KO-
PHCHOM y Pa3Bojy Hay4IHHUX TeOpHja, HoceOHO KBaHTHe MexaHuke. Hip., crioco6-
HOCT TpeTupama QYHKIHja Ka0 BEKTOpa ¥ XUI0epTOBOM IIPOCTOPY, oMoryhmia
je KBaHTHUM (pU3UIAPUMa Ja perre JudepeHIrjaane 1 HHTerpaaHe jeTHadnHe
KopurhemeM ,,camo’ padyna ajareope. Illrasuire, Teopuja u HoTarumja Xuadoep-
TOBOT [IPOCTOPA TOJIUKO je IIOCTaJIa YKOPEIheHa Y CBeTY KBAHTHE MEXaHUKE J1a Ce
9eCcTO KOPUCTH J1a OIHIIIe MHOIO 3aHNMJbUBE NojaBe, yKibyayjyhiu EIIP napamgokc
U KBaHTHY TEJIETIOPTAIIH]Y.

Paz ce cacToju u3 Tpu morstaBba.

YV npBoM 1oryiaBsey 6aBUMO ce XMJIOEPTOBUM IIPOCTOPOM U 0Baj €0 je YBO/I-
HOT KapakTepa. Y BOAUMO jieUHUIIje CKAJIAPHOT IPOU3BOJIA U J1ajeMO JIeDUHI-
nuje upea—Xwmidbeprosor n Xusiabeprosor mnpocropa. HacraBbamo reomerpujom
XuibepToBor mpocTopa, DABUMO C€ OPTOrOHAJIHOIINY. Y OKBUDPY OPTOTOHAJIHO-
ctu fokasyjemo Iluraropuny TeopeMy U 3aKOH TapaJjiesiorpama. 3aKoH mapaJie-
JiorpaMa je 3HadajaH jep je morpeban ycioB jga Bamaxos mpoctop Oyme Xwuii-
6eptoB npoctop. Jlokazyjemo Teopeme 0 HajOMUKEM €JIEMEHTY U OPTOTOHAJIHO]
[IPOjeKINjU eJIeMEHTa, Kao U PHCOBY TeopeMy o mpejcTaB/bamy. Y IOCIIEIHEM
JieJly OBOI' TIOIVIaBJ/ba OABUMO Ce OPTOHOPMHUDAHUM 0Oa3ama, n30MOpGU3MOM U
JUPEKTHUM CyMaMa XmIOepTOBOT IIPOCTOPA.

Y apyrom morsiaBisy OaBHMO Ce OIepaToOpuMa Ha XHJI0EPTOBOM IIPOCTOPY.
Hajemo nedunumyje 1 OCHOBHE 0CODMHE OTIepaTopa Ha XUIOEPTOBOM IIPOCTOPY.
Iedunumemo mojaM ceckBuJIMHeapHe (pOpPMe U IIOKa3yjeMo beHe 0COOuHe, Koja
je burHa 3a mpoydaBarbe oreparopa. Ilorom ce 6aBUMO ajjyroBaHuM, X€PMUT-
CKUM, HODMAJIHIM W YHUTAPHUM OIEpATOpPUMAa. 3a Kpaj OBOT IOIJIAB/ba yBO-
mumo KommakTae omeparope, mojaM COICTBEHUX BPEIHOCTU OMEPATOPA W XUJI-
6epr—IIImuToBe omepaTope 1 MOKa3yjeMoO 0COOMHE KOje BarKe 3a IhUX.

VY mocneamem norasiby hemo nokasatu Jlakc—Muirpam Teopemy. YBOIUMO
rmojaM cjiabux perierma JIudepeHnnjaJlHuX jeJHAYNHA 1 IIPUMEpPe jeJHAINHA KOje
Jlajy MOoTHBaIMjy 3a yBoheme ciabux pemena. Ha kpajy npukazahemo npumeny
Jlakc-Musrpam Teopeme Ha JOKA3 IOCTOjaba U JeIMHCTBEHOCTH CJIa0UX Pelerha
EJINTIITUIHUX TTPOOIeMA.

3axXBaJJIHOCT

IIpBo, xkesreo 6ux ma ce 3axBajiuM CBOM MeHntopy ap Vsanm Bojuosuh, ma
BPEMEHY U TPY/y YTPOIIEHOM Ha KOMEHTapWMa M CyreCTHjaMa TOKOM H3PaJIe
oBOT' MacTep pajia. Barma objammena u moMoh ¢y Ouin K/byIHH 3a MOje pa3y-
MEeBake OBe TeMe M MOj PAcT Kao Maremarmdapa. lakohe, Oux J1a ce 3axBajiM
wranopuMma kKomucuje 1p Maju Joquh u ap Bopumu Kyzemesuhy 3a merassro
qUATAbE U MPEJJIOre KOje CTe MU JIAJI.



CBojoj moposunu m3parxkaBaMm OecKpajHy 3axBajHOCT. MojuMm pomuresbumMa
3a CBY JbyOaB U MOJIPIIKY KOjy Cy MU JIaJIH, KAO U BEPY ¥ CBOje MOTyNHOCTHU KOje
Cy MU yCa/JIMJIH.

Hosu Ca, 2024.
Muian Cnajuh
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1 XwmibepToB IIPOCTOP

1.1 OcHoBHH 1I0jMOBH - XUJIOEPTOB IIPOCTOP

Hedbununuja 1.1.0.1. Hexa je X nenpasan ckyn wuje hemo eaemenme x,y, 2, . . .
HA3UBAMU BEKMOPUMA UM TAYKAMA U Hexa je F ckyn ceur peasnux uau ckyn
CBUT KOMNAEKCHUT Opojesa wuje fiemo eaemernme o, B, A\, [h, . .. HA3UBAMU CKG-
aapuma. Iap (X, F) obpasyje auneaphu 6eKMOpCKy npocmop uasu, kpahe, 6ek-
MOPCKU NPOCcmop (Dearam Uil KOMNACKCAH, NPEMa mome koju ckyn ckasapa F
je y numary), axo je chabdesen caedehom anzebapckom cmpyxmypom:

1. Ceaxom ypehenom napy (x,y) eexmopa uz X odeosapa jedan mpehu eex-
mop y X - wuxos 36up, Koju o3navasamo ca x +y. Onepayujy xoja ypehe-
Hom napy eexmopa (x,y) npudpyscyje 6exmop T + Yy Hazusamo cabupare
sexmopa (+: X x X — X).

2. Csaxom eexmopy  us X u ceaxom ckanrapy A us F odzosapa jedawn dpy-
2u eexmop y X - npouseod 6eKmMOpPa T U CKAAAPL A, KOJU 03HA4AGAMO
ca Ax. Onepayujy Koja 6eKMOpY T U CKAAGPY N NPudpysicyje 6EKMop Ax
nazusamo muooicere ckanapom (-1 F x X — X).

3a cabupame U MHOXKEIhe CKAJIapOM BaKe OBU aKCHOMU:

1. Cabuparbe je KOMyTaTUBHO: T + Y = Y + .

2. Cabupame je acomujatusuo: T + (y + 2) = (v + y) + 2.

3. ¥ X mocroju myna-sektop 0 TakaB 1a je x + 0 = x 3a cBako = € X.

4. CeakoMm BekTOpy = € X oarosapa y X cuMmerpudad (CynpoTaH) BEKTOD
KOjU O3HAYaBaMoO ca —&, TakaB ja je ¢ + (—x) = 0.

5. Az +y) = \x + M.

6. A+ p)x = Az + px.

7. Muoxeme ckanapoM je aconujarusuo: A(uz) = (Ap)z.
8. 1-x=ua, rae je 1 jeqununa uz F'.

Akcnomu 1.), 2.), 3.) u 4.) Ham rosope 1a je (X, +) komyrarusHa (AGesosa)
rpymna.
Hedbununuja 1.1.0.2. Hexa je X sexmopcru npocmop wad F', a noay-ynympawreu

npousdsod wa X je dynrxyuja u : X X X — F maxo da 3a ceaxo o, € F,
x,y € X, caedehu ycaosu cy ex6u8aNEHIMHU:

1. u(az + By, 2) = aulz, 2) + Buly, 2).
2. u(z,ay + Bz) = au(z,y) + Bu(z, 2).
3. u(z,z) > 0.

4. u(@,y) = u(y,z).



3a a € F, «a =@ ako je FF = R. @ je KOMIUIEKCHU KOHjyraT O @ aKO je
F=C.

Axko a € C, umamo ma « > 0 3Haun j1a o € R 1 0 je HEHEraTUBHO.

Hanomenumo na axo je a = 0, ocobuna 1) uz gedunuimje umMimnupa aa
u(0,y) = u(a - 0,y) = au(0,y) = 0 3a cBako y € X. Ha ocuoBy oBora mozkemo
3aKJbYYUTH Jla 32 [OJy-yHyTpailmbu npoussog saxu: u(z,0) = u(0,y) = 0 3a
cBako x,y € X. 3anpaso, u(0,0) = 0.

YVnympawru npouseod Ha X je 10JIy-yHYTPAIlbU IPOU3BOJL, KOJU 3310~
BoOJbaBa jor jegaH ycnos: Axko u(z,z) = 0, Taza x = 0.

Vuyrpaimbu npoussoj, osuagasaliemo ca (x,y) = u(x,y). OBo Huje yHUBED-
3aJIHA O3HAKA 38 YHYTPAIIbU IPOU3BOMA. Y HEKO]j JPYTroj JUTEPATYPH CE MOXKE
naunhin Ha osnake (z,y) u (z | y).

IIpumep 1.1.0.3. Hexa je F™ = {(a1,a2,...,a,) | a; € F} cxyn ceux ypehe-
HUT n-mopku eaemenama ud F. Axo ce cabuparse esemenama us F™ u muootcerve
enemenama u3 F™ ca eaemenmuma ud F dedpunuwy na caedehiu nauun:

(a17a27’~~7an)+(b17b27"°7bn) = (a1+b17a2+b27"'7an+bn)a
alay,as, ... a,) = (aay,aas,...,aa,), o€ F,

onda je F™ sexmopcku npocmop nad F.

Ca (a,b) = Y1, aib; depuruwemo crarapnu npouseod na F. Ocobune (1),
(2) u (4) ce nenocpedno nposepasajy. Iposepuhiemo ocobune (3) u (5):

(3) < (a,a) = 320y aid = 325 lai* > 0;
(5) : Axo je (a,a) =0, onda caedu da je a = 0.

Ananozan je nocmynak axo nocmampamo camo R™, ¢ mum wmo cxasapru
npouseod depunuwemo ca (a,b) =Y i | ab;.

Jlema 1.1.0.4 (Kouw - Bymaxoscku - HIsapiy nejequakocr). Axo je (-, -) noay-
yHympawru npoudsod wa X, mada

[, ) < (@, 2)(y, y)

sa ceaxo x,y € X. IIIma suwe, jednaxocm ce jasnma ako cKarapu o u 3 nucy
nyae, maxo da (Bx + ay, Br + ay) = 0.

Jokas. Ako je a € F, na ocuoy jedununuje 1.1.0.2 nox 1.) u 2.) umamo ja
BaXKH

(ay, ay) = adly, y) = |o*(y,)-
U3 nedbunnnmje 2. (nox 3.):

0 < (z+ay,r+ay) = (r,7) + (z,ay) + (ay, r) + (ay, ay)

= (z,r) + a(z,y) + a(y, r) + (ay, ay)
= (z,z) + 2Re(@(z, v)) + o> (y, ).



I~

(z,y
(y,y)

Bupamo a Tako Jia o7 cpejiber diana Hanpasumo |(z, y)|. Heka je o = —
(mpumeTumo sa 3a y = 0, HEjeIHAKOCT BazKU U Y TOM CJIydajy (v HUje KOPEKTHO

u3abpaHo).
Cope [ W) . (=) *
(o) — 2R <<y,y> < ’y>> MR v )

| 2

_ope (Hm9)Y |, [ y)
@~ 2R ( w.1) )*

(Y, y)
L L R ()
() =2 () (y.y) = (@) ()

D _

(2, )* < (z,2)(y,y).

JeJlHaKOCT ce JIOCTHIKE aKO Cy T M Y JIMHEAPHO 3aBUCHH.
Us [(z,y)|? < (z,2){y,y), akko y = 0 wm (x + ay,z +ay) = 03a z = —ay.
O

IIponosurnuja 1.1.0.5. Axo je (-, -) noay-ynympawrsu npouszeod na X u ||z|| =

(z,z)'/? 3a ceaxo x uz X, mada:

a.) o+ yll < 2] + Ill, 30 2,y € X.

6.) |lax| = |al||z|, sa « € F, z € X.
Axo je (-,-) ynympawru npouseod, mada
6.) ||z]| = 0 umnauyupa x = 0.

Aoxaz. a.) |z +yl|* = (x+y,x+y) = (z,2) + (z,9) + (y,2) + (y, )
= |lz|* + 2Re(z,y) + ||y|I?

Ha ocnoBy Kommu - Bymaxoscku - IIIsapi; HejeTHAKOCTH BaxKH

Re(z, y) < [(z,y)] < [l=[l[lyll
= ll=1* + 2llz Iyl + lylI*

= (ll=ll + lyI)?

Konaano mobujamo ||z + y|| < ||z + ||yl

6.) (az,ar) = aa(r,z) = |a|*(z,x), Kaga Kopenyjemo modeTak u Kpaj Jo-
Gujano [Jaz|| = |al[l]

B.) ||z = 0 & (2,2)'/2 = 0, kama xkBajpupamo ciemu 1a je (z,z) = 0 u3

dera cjieqm Jia je x = 0
O



Axo je (-,-) nosy - yHyTpammy nupousBos Ha X u ako &,y € X, UIEHTUTET

l]1* + 2Re(z, y) + [ly[I* = l|l= + y|*

HA3MBA ce ToJIapHU uAeHTuTeT. Jeanaxoct ||z|| = (z,z)'/? 3a yryrpammn
upousBoy (-, -) ce Ha3uBa HOpMa OJf X.

Hedunnnuja 1.1.0.6. Hexa je X # 0 ud: X x X — [0,00) mako da easice
caedehu yearosu:

1.)d(z,y)=0cz=y

2.) Ba cee x,y € X jed(z,y) = d(y,z) (cumempuurocm,)

3.) Ba cee x,y,z € X savtcu nejednaxoem d(x,y) < d(x, z) + d(z,y) xoja ce
HA3UBA HEJEOHAKOCTN MPOY2AQ

Taza kaxkemo na je upeciukasaibe d Merpuka Ha ckyny X, a d(z,y) je
pacrojame tadaka x u y. [lap (X, d) je Mmerpuuku npocrop.

Ocobuna HOpMe Ha BeKTOpcKoM mpoctopy X je ma d(z,y) = ||z — y|| nedwn-
nuire MeTpuky Ha X, nma X nocraje Mempuuku npocmop.

d(z,y) = |z —yll = l(z = 2) + (z =)l < llz = z[| + |z = yll = d(z, 2) + d(z,y)
OcraJjia CBOjCTBa METPUKE Ce MOKA3Y]y CJIUIHO.

Hedununmja 1.1.0.7. Juneaphu eexmopcku npocmop chabdesern CKAAAPHUNM
npouseodom Hasusa ce nped-Xuaibepmos npocmop.

IIpumep 1.1.0.8. 1.) (R™, (-,-)), 2de je

(,y) =z1y1 + - . + TeYm

= (x1,...,Tm) €R™

y= Wi, ,ym) ER™
2.) Cryn menpexudrnuxr gymxyuje Cla,b] (ca spednocmuma y ckyny C) y
Kojem je depunucan crxanapru npoussod (f,g) = f; f(@)g(x)dx, 2de cy f,g €
Cla,b).

Hedununmja 1.1.0.9. nped-Xuabepmos npocmop koju je KOMNAEMAH HA3UBH
ce Xuabepmos npocmop.

IIpumep 1.1.0.10. 1.) Hexa je I 6uio xoju ckyn u ca [2(I) osnauumo crxyn
ceux Pynryuja x 1 I — F maxo da x(i) = 0 3a ceaxu npebpojus 6poj i u
Sier IX(D)F < 00 3a x,y € (1) depunuwsumo

(w,y) =Y a(i)y(i)
icl
mada je 1*(I) Xunabepmos npocmop.
2.) Hexa je H woaexyuja ceux ancoaymmo nenpexudrnuz dynwyuja f 2 [0,1] —
F, maxo da f(0) =0 u f' € L?(0,1). Axo je



1 [
()= [ g
0
3a f,g € H, mada je H Xuabepmos npocmop.

IIponosurmja 1.1.0.11. Axo je X sexmopcru npocmop u {-,-)x je ynympa-
wrou npouseod na X u axo je Y komnaemenmuparee od X y odnocy Ha me-
MpuKy undyKo8any Hopmom na X, onda nocmoju yrympawrby npouseod (-, -y
na Y maxo da je (x,y)y = (z,y)x 3a z,y € X u mempura na Y undyxosana
yrympawrbum npoudsodom. Odnocro, xomnaemenmuparse 00 X je Xuarbepmos
npocmop.

IIperxonna npomno3suiinja Karke 1@ C€ HEKOMIJIETHU YHYTDAIbU IIPOU3BOJ
MOKe KOMILIEMEHTUPATH 10 XUJIOEPTOBOT TIPOCTOPA.

1.2 OpTOoroHaJIHOCT

Hajseha npeinoct XuyibepToBOr MpOCTOpa je BeroB KOHIIEIT 0P 020HAAHOCTIIU.

Hedbununuja 1.2.0.1. Axo je H Xuabepmos npocmop u f,g € H, mada cy f
u g opmozonaanu axo (f,g) = 0, y osnayu f L g. Axo je A, B C H, mada je
A1l Baxoje f L g 3saceaxo f us A u ceaxo g us B.

Teopema 1.2.0.2 (Iluraropuna teopema). Axo cy f1, fa,..., fn y napy opmo-
2onaanu eexmopu y H mada

Ifo+ fo+ oo full? = LA+ 10+ + 1 fal®

Jloxas. Axo je f1 L fo,

1+ fall? = (fr + fas Jr + f2) = (fr, 1) + (Fr, f2) + (foo o) + (fas f2)
= f11? +2Re(f1, fo) + | fol®
= il + 11 f2012 san =2
WnnayknujoMm ce oKasyje j1a BaxKu

2

N N N N
Sohall =D MP+ DY (fm fad =D Nl
n=1 n=1 n,m=1 n=1

m#n

Hanomena: Axo je f 1 g, rana f 1 —g, na je

If1 = foll? = [If2l® + [ 2]

JIema 1.2.0.3 (3akou napasesorpama). Axo je H Xuabepmos npocmop u f, g €
H, mada

IF + gl +11f = gl* = 2(1/17 + llgl*)



Joxas. 3a 6wio koje f,g € H noOJApHU WIEHTUTET UMILTAIADPA

IF +gl* = IFII* + 2Re(f, g) + llgl* (1)
If = gll* = I£II* — 2Re(f, 9) + llgl* (2)

Cabupamem jenuakoctu (1) u (2) gobujamo

1f + gl +11f = gl* = 21£1% + 2llgl* = 2(I£1I* + g1I*)
O

Ilpumedba: Penanuja napasesnorpama je norpeban ycjos jga 6u banaxos mnpo-
crop 6uo u XumjibepTop npocrop. Ako y HekoM BaHaxoBOM IpOCTOpPY HE BaXKu
peJaiyja napaJjesorpaMa, Taja ce y beMy He MOXKe YBECTH CKaJIAPHU ITPOU3BO/L
13 Kora OM M3BHpaJia HOPMa TOT' IIPOCTOPA.

Hedbununuja 1.2.0.4. Axo je X 6unro xoju sexmopcku npocmop nad F u A C
X, mada je A woneexchu ckyn axo 3a 6uao xoje x uy us A u 0 <t <1,
tr+ (1 —t)y € A.

Teopema 1.2.0.5. Axo je H Xuabepmos npocmop u K nenpazan, sameopen u
xonsexcar nodckyn 0d H. Tada nocmoju jeduncmeena mavka kg € K maxo da
je

lh — ko|| = dist(h, K) =inf{||h — k|| : ke K}, heH

Mokas. Ysumajyhu K — h = {k— h : k € K} ymecro K, m0BOBHO je mpermo-
craButu 12 je h = 0. 2Kesmumo 71a moKazkeMo Jia [MOCTOjU jeJIMHCTBEHH BEKTOD
ko Tako ma BaxKu

kol = dist(0, K) = inf{||k| : k € K}.

Hexka je d = dist(0, K). 3 gedunurmje nabumyma, nocroju uus {k,} y K taxo
na || kn|| — d. 3 3akona mapaJesiorpamMa uMaMo

. . 2
[Tomrro je K KOHBEKCAH CKYII, % € K. C rora je H% > d%. 3a
€ > 0, 6upamo N Tako nazan > N, ||k,||? < d2+i62 (nedurunUja naGUMyMA).
U3 jennauune (1), ako n,m > N, umamo

2 2

kn — km
2

kn + km
2

1
= 2+ ) - |

(1)

9 1,5 14 9 9
_ Z(2 A N
Ven, — Eml]l” < 2( d +2€) d €

naje ||k, — kn|| < €3an,m > N un{k,} je Konmmjes nus. Kako je H komrureran
u K je sarBopen, nocroju kg € K tako na ||k, — ko|| — 0. 3a cBako k,, nmamo

d < [koll = llko = kn + Enll < [lko — Enll + [[Fnll = d

naxce, |kol] = d.
3a nokas na je ko jemmHerBeH, npermocrasumMo fa hg € K tako ma je ||hol| =
d. VI3 KOHBEKCHOCTH %(ko + hg) € K. C Tora,

1 1
< |30 + )| < 5kl + 1) =a

10



mna je, || %(/ﬂo + hO)H = d. 3aKOH mapaJiejiorpaMa HaM CaJl Jiaje

ko + ho ?

2

s R e

2

Te je kg = ho.
O

Teopema 1.2.0.6. Axo je M sameopenu auneapru nomnpocmop 0d H, h € H,
u fo je jeduncmeenu eaemenam 00 M maxo da ||h — fo| = dist(h, M), mada
h— fo L M. O6pnymo, axo fo € M maxo da h — fo L M, mada ||h— fo| =
dist(h, M).

Zloxas.

(=) Ilpernocrasumo fo € M u [[h— fol| = dist(h, M). Axo f € M, rama
fo+tfeMu

1= foll® < IIh = (fo + HI* = (R = fo) — fII°
= |h— foll> = 2Re (h — fo. f) + || £I*.

Haxane, 2Re (h — fo, f) < ||f||2, 3a cBako f u3 M. 3a dukcupano [ uz
M u cmenowm te? f 3a f y nperxommoj mejeamakoctu, rae je (h — fo, f) =
rel® 1 > 0, 2Re{te"®re®} wmm 2tr < ¢2|f||°. Iymrajyhu na t — 0,
BuauMoO Ja je r =0, te je h — fo L f.

(<) O6puyro, npernocrasumo fo € M Ttako na h— fo L M. Axo f € M, Tana
jeh— fo Ll fo— f naumamo

I = £12 = Ith = fo) + (fo = AIZ = b= foll* + 1o = FII* = I = fol?
nakie, ||k — fo|l = dist(h, M).

ACH.Hekaje At ={f €H|fLgsacsako gusz H}.

A je mumeapnu mormpocTop u3 H.

Al je yuHeapHH BEKTOPCKH MOTIPOCTOP, TO CJIEIH U3 UHILEHUIE /1A je CKa-
JIApHY TIPOM3BO/I, JIMHEAPAH.

Axo je 21,19 € At mw \j, \p € F, Taza 3a ce y € A Baknu (x1,y) = (T2,y) =
0,

IIa BazKN
(M1 + Aoz, y) = (Mx1, y) + (Mew2,y) = A (x1,y) + A2 (22,9) =0+0=0
Ja 6ucmo moxazau qa je AL 3aTBopen ckyIr, Tpeba HOKa3aTH /1a je CKaJapHI
[IPOM3BOJL, HEIPEKUIAH Tj. U3 Ty, — T U Yp — Y CIeIU (Tp, Yn) — (T, y)

Axo z,, — z, onga ||z, | — ||z
Ako Yy, — y, onza [y — [yl

11



na ciaeau ga cy ||z,|| u ||yn| orpannvenu auzoBu u oryma

(@, Yn) — (T, | = K2 — 2, y0) + (2,90 — )|
< Mzn — 2l lynll + llzll lyn — yll — 0

Joxasyjemo ma je AL 3arsopen ckym. Axo z, € S+ u x,, — x, Taga 3a cBe
y € S Baxu (T,,y) =0 u oryga

(z,y) = lim (z,,y) =0

n—oo

Axo je A = {z}, jemounanu cky, Taja kpahe nmemo z+. JegHocTasHo ce
nposepasa 1a je 0 = H (jep je 3a ceako x € H, 0 L ), kao u ja je H+ = {0},
jep ako x € H* Taga je x L x, 1j. (z,7) = 0, a To je Moryhe camo ako je z = 0.
3a 6mi0 Koju ckyn A, npecex AN AL moxe 12 caap:ku caMo HysIa BeKTOp. AKo
re ANAt, onpa saxxu u x Lz 1j. 2 = 0.

[Ipumernmo Jia mocseamba TeopeMa, 3ajeIHO Ca jeIMHCTBEHONINY U3 [MPEeTHo-
CJIeIlbe TeopeMe IoKa3yje jia ako je M 3aTBOpeHM JIMHEAPHU MOTIPOCTOp y H
u h € H Taga nocroju jeauncTBenu enemenar fo y M tako ga je h — fo L M*.
Hakne, dyuknuja P : H — M moxe ce gedbunucaru nomohy Ph = fy

Teopema 1.2.0.7. Axo je M sameopenu auneapru nomnpocmop 00 H uh € H,
u Heka je Ph jeduncmeena mawxa y M maxo da h — Ph 1 M. Tada:

1. P je auneapra mpancgopmavuja 1o H;
2. ||Ph|| < ||h|| sa ceaxo h us H;
3. P? = P (06de P? osnauasa xomnosuvujy P ca camom cobom);
4. kerP=M"* wranP = M;
Jloxas. 1. Heka je hy,hs € H u ay,as € F. Ako f € M, Tana
([arh1 + aghs] — [a1 Phy + aaPhs], f) =

([arh1 — a1 Phy] + [aghg — aaPhy), f) =
(anh1 — a1 Phy, f) + (@2he — aaPhg, f) =
(a1[hy — Pha], f) + (e2lhe — Phal, f) =
ay (h1 — Phy, f) + ag (ha — Phy, f)=04+0=0

Ha ocHOBY je/IMHCTBEHOCTH U3 TIOCJIE/HE TEOPEME, HMAMO
Plaihy + ashs] = ag Phy + agPhy
2. Axo h € H, tana h = (h — Ph) + Ph, Ph € M, h — Ph € M+
[k|l = |Ih — Ph+ Ph|
I1R]1* = ||h = PRI* + || PR|* > || PR®

1Pl = [|PA|
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3. Ako f € M, rana Pf = f. 3a cako h € H, Ph € M, na umamo
P?h = P(Ph) = Ph1j. P2 =P

4. Axo je Ph =0, tama h = h — Ph € M+. O6pnyro, axo je h € M=+, taza
je 0 jemuncrenu BexkTop y M tako na je h =h —0 L M, nakme Ph = 0.
Opnasge cienn ga je ran P = M.

O

Hedbununuja 1.2.0.8. Axo je M sameopenu auneapru nomnpocmop 0d H u
P je auneapro npecaurasare depurucaro y npemrodnoj meopemu, mada ce P
HA3UBA 0PMO2oHaANa npojexyuja 00 H nwa M. Axo siceaumo da nokascemo 08y
sasuckocm P 00 M, osnauasahiemo opmozonanrny npojexuujy od H na M ca
Py

M <H — M samsoperu aureapry, nomnpocmop od H.

Tepmum AUHEAPHA MHO2OCTPYKOCTN, 03HAY¥ABA AUHEAPHY nomnpocmop 00 H
KOJU HUJE HYHCHO 3AMEOPEH.

IMponozunuja 1.2.0.9. Axo M < H, mada (M)t = M

IMponosumnuja 1.2.0.10. Axo A C H, mada (A1)* je sameopernu auneaprnu
cnan 00 A y H.

ITponozurmja 1.2.0.11. Axo je B auneapra mrozocmpyxocm, mada je B eycm
axo u camo axo B+ = {0}

1.3 PwucoBa Teopema 0 mpeAcTaB/baby

HacoB oBor morsiasiba je JOHEK e IBOCMUCJEH jep mocToje maBe Pucose Te-
OpeMe O IIPEJICTaBIbabY. JeHa TeopeMa TOBOPH O IIPEJICTABIbAbY OIDAHNYEHUX
JMHeapHuX (HYHKIMOHAJA HA KOMIAKTHOM Xay310pdhoBoM mpocTopy (0 0BOj Te-
opemu y oBOM pajty Helie 6uru peun, a uuTaoru Mory morienaru [1]. YV oBom
morJyiaB/by 6aBuNeMO ce TeOpeMOM O MPEICTaB/bAY JUHEAPHUX (DYHKIIMOHAJIA
Ha Xuja0epTOBOM IIPOCTOPY, aJIi eMo IPBO HABECTHU JeMDUHUIIN]E U TPOIIO3UIIHjE
oTpebHe 3a J0Ka3 OBE TEOPEME.

ITponozunmja 1.3.0.1. Hexa je H Xuabepmos npocmop u L : H — F aune-
apru pyrwryuonas. Caedehia mephera cy ex6usaseHMHA:

1. L je nenpexudna

2. L je nenpexudna y 0

3. L je nempexudna y mexoj mauxu

4. Iocmogu xonemarnma C > 0 maxo da je |L(h)] < C||h|| 8a Yh € H

Hedununmja 1.3.0.2. Ozparunernu auneaphu gynkuuonas L wa H je aurneap-
nu gynryuonan sa koju nocmoju konemarwma C' > 0 maxo da je |L(h)| < C'||h|]
3a Yh € H. Ha ocnosy npemxodrne nponosuyuje, AUHEGPHYU GYHKUUOHAA je 02Da-
HUMEH GKO U CAMO aKO je Henpexudan.

3a orpannyennu juHeapuu ¢ynkmuonan L : H — F pedunumemo
LIl = sup{|L(R)| - [[n]] < 1}

[Tpumerumo na u3 gedunuimje, || L] < oo;
I|IL]| ce nasusa nopma ox L.
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ITponozunmja 1.3.0.3. Axo je L ozpanuveny AuneapHy GyHKUUOHAA, Tada
LIl = sup{|L(R)]| : [|n]| = 1}

L(h)] |
p{ 2l .he?—l,h;«éo}

=inf{c>0:|L(h)| < Ch|,heH}
Taxobe, |L(h)| < ||L|| ||h]| sa ceaxo h € H

3a dukcupano hy € H nepunnmemo L : H — F ca L(h) = (h, ho). IomTo
je L nmedunmcano mpeko ckKaJlapHOT Tpom3Boja ciean ja je L ymneapan. Ha
ocaoBy Komu-Bymakoscku-IlIBapry HejeqHakocTn ciaenu na je

[L(h)| = | (h, ho) | < (||| | Aol

na je L orpanuuen u ||L|| < ||hol|. Sanpaso, L (HhTOH) = <Hh—}z”,ho> = hg, Te je
L1} = l[Roll

Teopema 1.3.0.4 (Pucosa teopema o npencrasmbay). Axo je L : H — F
02PANUMEHY, AUHEAPHY PYNKUUOHAA, Mada nocmoju jeduncmeenu eexmop hy €
H maxo da je L(h) = (h,ho), h € H. IlIma suwwe, ||L|| = ||hol|-

Zloxas. Heka je M = ker L.

306or Tora 1mTo je L HempekumHo, M je 3aTBOpEHU JIMHEAPHU MOTIPOCTOP O
H.

ITomTo MoxkeMo npernoctasuTu ga je M # H, M=+ # (), nocroju BexTop fo
y M~ rako na je L(fo) = 1. Cama ako je h € H u a = L(h), Tana

L(h = afy) = L(h) — aL(fo) =a—a =0
na h— L(h)fo € M.

0= (h—L(h)fo, fo) = {h, fo) = L(h) | fol*
ako je ho = || foll? fo, L(h) = (h, ho), 3a cBaxo h € H. O

1.4 OproHOpMHUpaHU CKYIl BEKTOpAa 1 OPTOHOpMUpaHa Oa-
3a

YV oBoM morsiaBsby, nokazahemo ja kao n 'y EykimioBoM mpocTopy, y CBAKOM
XubepToBOM IIPOCTOPY MOry ce yBecTu Koopaunare. [lojam Koju HaM je morpe-
6aH 3a yBoDheme KoopaumHaTe je oproHOopMmupaHna 6aza. Omrosapajyhu BekTOpPH
F? cy BekTopu {e1,ea,...,¢eq}, THe je e;, d-TOpKa Koja je Ha k-Tom MecTy uma 1,
a Ha cBUM ocTajauM uma 0.

Hedbunnunuja 1.4.0.1. Opmonopmuparu nodcxyn 00 Xuabepmogoz npocmopa
H je nodcxkyn £ xoju uma caedehe ocobune:

1. Bae€é, |e|=1;

2. Axo ey,e0 € E u ey # ez, mada ey L es.
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Baza 3a H je maxcumasnu opmoropMupaHy CKYN.

CBaku BEKTOPCKHU TIPOCTOP MMa Xameaosy 6a3y (MakcuMmaJaH JIMHEAPHO He-
3aBUCaH cKyl). Tepmun 6a3a 3a Xuja6epTos mpocTop aeduHUCAH Y TOPBO] Aedu-
HUIUU OJHOCH Ce Ha CKaJIADHU 1Ipon3Bo/L Ha H. 3a OeCKOHAMHO-MMEH3UOHAJIHE
XwuibepToBe mpocTope, 6a3a HUKaJ HUje XamesaoBa 0asza.

ITponozurmja 1.4.0.2. Axo je £ opmonopmupar ckyn y H, mada nocmoju
6asa 3a H woju cadporcu .

Ipumep 1.4.0.3. 1. Axo je H =F% w3a 1 < k < d, e}, je d-mopxa ca 1 na
k-mom mecmy u ca myaom ceyda ocmano, mada je {e1,...,eq} 6aza 3a H.

2. Hexa je H = (*(I) xao y npumepy 1.1.0.10 pod 1). 3a ceaxo i € I de-
Puruwemo e; us H ca e;(i) =1 u e;(j) = 0 3a j # i. Tada je {e; : i € I}
ba3sa.

Jlema 1.4.0.4 (T'pam-IIIMuToB nocrynak oproronasusanuje). Axo je H Xua-
6epmos npocmop u {hy, : n € N} je auneapro nezasucan nodckyn 0d H, mada
nocmoju opmonopmuparu ckyn {e, : n € N} maxo da 3a csaxo n auneapru

npocmop 00 {e1, ..., e,} jednax je auneaprom cnany 00 {hy, ..., hy}.
IIponosuruja 1.4.0.5. Hexa je {e1,. .., en} opmonopmupanu cxyn y H u nexa
je M = span{ey,...,e,}. Axo je P opmozonasna npojexuyuja 00 H na M, mada

Ph=%7_,(hex)ex 3a cearo h € H.

Joxas. Hexa je Qh = > 1_, (h,ex) e

Tana za 1 < j < n, (Qh,e;) = > p_y (h,ex) (e, ej) = (h,e;), momro je
er Lejzak#j.

Nmamo ga je (Qh,e;) = (h,e;) & (h—Qh,ej) = 03a 1 < j < n, 1e je
h—Qh L M 3a cBako h € H. Ilomro je caga Qh Bexkrop uz M, ouga je Qh
jenuHCTBeHU BeKTOP ho u3 M Tako ma je h—hg L M. Crora, Qh = Ph 3a cBako
heH.

O

JIema 1.4.0.6 (Becemosa mejennakoct). Axo je {e, : n € N} opmonopmuparu

ckyn u h € H, mada
Z (h,en) [ < |10

oxas. Heka je h,, = h — ZZ=1 (h,ex) er. Tana je h,, L ex3al <k <n.Ha
ocuoBy Iluraropure Teopeme:

D heer)en|| = [hall® + | (hoex) |? Z (h, ex)
k=1 k=1 k=1

TIOITITO je M MPOU3BOJbHO, PEIYJITAT je JIOKA3aH. [

2 2
12117 = [[72nl

IMocaeauua 1.4.0.7. Axo je £ opmonopmupanu cxyn y H uw h € H, mada
(h,e) # 0 3a najeuwe npebpojue b6poj eéexmopa e y E.

IMocaenuua 1.4.0.8. Axo je £ opmonopmupanu ckyn u h € H, mada

> e P <n)®

ecf
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[Tocmenme aBe mocmeauiie najy Ham ma y bBecemoBoj HejeHaKOCTH HajBUIIIE
1pebpojuB 6poj WiaHOBa y 30MPY Pa3JIKYyjy ce o HyJie. 3a 30Up KOju ce Ioja-
BJbYj€ y IMOCJIEe/Eh0] MOCIEIUIIA MOXKE Ce JaTh 00/ha MATEMATHIKA MHTEPIIPETA-
muja. [urarme je, mra ce mucoan nox » {h; : i € I'} ako h; € H u I GeckonavaH,
MOKJ1a HerpeOpojuB, CKyT?

Heka je F koJsiekimja cBUX KOHAYHUX TOjcKymnoBa of I. 3a cBako F € F,
nmedunncano je hp =Y {h; : i € F}. Ilomro je oBa cyma KoHauHa, hp je 106po
nedunucan enement of H. {hp : F € F} unz y H.

Hedbununuja 1.4.0.9. > {h; : i € F} xoneepeupa axo wus {hp : F € F}
Koneepaupa. Bpednocm cyme je epanuya nusa.

Cajia nocJie/imba Moc/ie/inia uMa npenusnuje snaveme. » {| (h,e) |2 1 e € £}
KOHBeprupa y H.

Jlema 1.4.0.10. Axo je £ opmonopmupanu ckyn u h € H, mada > {(h,e)e :
e € £} xoneepeupa y H.

/oxas. Ha ocuoBy nocaemure 1.4.0.8 mocroje BeKTOpH: €1, €2,... y £ Tako ma

{e€&:(h,e) 0} ={e1,ea,...}

Takobe, mmamo 1a BaxKu
o0
D l{hen) P < [Ih)* < o0
n=1

Axko je € > 0, mocroju N Tako na

> {hen) P <€
n=N

Heka je Fy = {e1,...,eny—1} 1 HeKa je F - CBU KOHAUHU NOJCKYTIOBH OJf £.
3a F € F, nedununmmo hy = > {(h,e)e:e € F}. Ako cy F,G € F u oba
canpxe Fj, Taga

oo

lhe —hel* =D {l(he)* e € (FNG)U(G\F)} < Y [(hen)|* < €

n=N

ciequ na je {hp : F € F} Komujes uuz y H. 36or oora je H Komiierad
IIPOCTOP U OBaj HU3 KOHBEPrUpa, Tj. KoHseprupa ka y o (h,e,) ey,

O

Teopema 1.4.0.11. Axo je £ opmonopmuparu ckyn y H, mada cy caedehiu
YCA0BU EKBUBANEHTHIL:

a) € je 6asza 3a H

6) AkoheH uh LE, mada h=0

6) VE=H

2) Axo h € H, mada h => {(h,e)e:e €&}
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0) Axo cy g,h € H, mada (g,h) => {(g,e) (e,h) : e € E}
5) Awo h € H, mada Bl = S| (hye) P - e € €}

( Hapcesanosa jednarocm )

Jloxas.

a) = 6): IIpernocraBumo h L & u h # 0, Taga £ U {ﬁ} jé OPTOHOPMUPAH CKYII

KOju caJpku €, KOHTPAJUKIIja ca MaKCUMaHOMIly.
6) = B): Ha ocnopy nporozunmje 1.2.0.11 paxkn VE = H ako u camo axo £+ = {0}

6) = r): Ako h € H, tamaje f =h—> {(h,e)e:e € E} n06po nedurncan BeKTOP
Ha ocHoBy Jjieme 1.4.0.10 Ako je e; € &£, Tana

(fre1) = (h,e1) — Z{(h,e) (e,e1):e €&} =0
To je, f € £&+. Crora je f = 0.

r) = n): Uckopucruhiemo YnibeHUIly Ja je CKAJApPHU [IPOU3BOJL, HEIPEKUIAH.

(h,g) = <nlggo 1; (h,ex) ex, lim. ; (9.e1) €z>

= lim > (h,ex) (g,e1) (ex, 1)

n—oo
k,l=1

n

= lim >~ (h,ex) {g,ex)

k=1

Tj. BaxKu

<g7 h> = nh—>nolo Z <h’ ek?> <97 ek>
k=1

n

= nhlréo Z <ek7 h> <97 ek>

k=1

= lim > (g ex) (ex, h)

k=1

1) = b): Oso maamo mupextno jep ||h]|* = (h, h).

h) = a): Ako € uuje 6a3a, Taga MOCTOjU jeAUHIIHI BEKTOP ¢ (|leg|| = 1) y H Taxo
na ey L €. Crora, 0 =5 {|(en,€)|? : e € £}, xourpasuximja ca bh).

O

Bam kao u y KOHaYHO- IMMEH3MOHAJHUM [IPOCTOpUMa, ba3a y XumibepToBoM
IIPOCTOPY Ce MOXKe KOPUCTHUTH 33 JedUuHNCAbe KOHIIENITa JUMeH3nje. Y Ty CBPXY
ciienehu pe3yaTat je KibydaH.
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IIponosunuja 1.4.0.12. Axo je H Xuabepmos npocmop, 6uno xoje dee base
UMATY UCTNY KAPOUHAAHOCT.

/oxas. Heka cy &€ u F nBe 6aze 3a H. O3naunmo ca n u m KapauHaaHOCT & U
F, penom.

VY cayuajy ga ¢y m u n KOHAUHW, CJequ Ja je m = n (3a J0Ka3 OBOr JeJia
norsiegaru HOp. [7]). IpermocraBumo Ja ¢y m u n GeCKOHAUHM HeNpeOpOjuBH.
3a e € &, neka je

Fe=A{feF:(fe)#0}

Ha ocuoBy nocsieunie 1.4.0.7, cienu jna je F. nupebpojus.

Ha ocnoBy 1.4.0.11 nogx 6), ceaku f € F npuiaja HajMame jeJJHOM CKYILy
Fe,e €. Toje, F=J{Fec:e€&}. Crnequ na je, n < m-RNg =m (jep je Fe
upebpojuB, I1a Ha OCHOBY OIllepalnuja ca Ng U ¢ Baxu Ja je ¢ - Ng = ¢). Cauano
ce mokasyje na je m < n (camo ce 3aMeHe yJore m u n).

Ha ocuosy Kanrop-Bepumraju teopeme ciemu ga je m = n. (Kanarop-
Bepnumrraju Teopema: Ako je ckyn A eKBUBAJIEHTAH jeTHOM Jey ckyna B, u
aKo je oOpHYTO, CKyIll B eKBUBaJICHTAH JeJTHOM JIeJly CKyma A, Taja cy CKymoBU
A u B eKBUBaJIHTHU. )

O

Hedununmja 1.4.0.13. Jumensuja Xuarbepmosoz npocmopa je kapourasHocm
base u o3nauasa ce ca dimH.

Merpuuku upocrop (X, d) je cenapabusian ako oCTOju IPeBPOJUB IYCT CKYIL
y X.

{B; = B(z;,€1) : i € I} je KojeKnyja y napy JUCjyHKTHAX OTBOPEHUX JIOIITH
y X, taga I mopa Outu npebpojus. 3auncra, ako je D mpebpojuB IycT MOICKYT
on X, BN D # () 3a caxo i € I, Tana mocroju tauxa x; y BN D. {z;:i € I}
je mogckym om D u I je mpebpojuB CKyTI.

IIponosunuja 1.4.0.14. Axo je H 6eckonauan-dumenszuonanar Xurbepmos
npocmop, mada je H cenapabuaar axo u camo axo dimH = Ny.

Zloxas.

(=) Heka je £ 6asa on H. Ako ey, e5 € £, tana |ley — ea]|* = |Jer||>+[|ez]|” = 2.
C rora {B(e; %) : e € £} je Koseknyuja y napy JUCjyHKTHUX OTBOPEHHX
qonrtn y H, Ha OCHOBY MIPETTIOCTABKE Ja je H cemapabuian HMILIATAPa 1A
je € npebpojus.

(<) O6phyTo, npermocTaBuMO J1a y H mocroju Hajsuie npebpojusa 6a3za {ey, eo
yo-yen}. O3HAUMMO ca E cKyn JimHEapHUX KOMOUHAIM]A

ajer + ageg + -+ Qpen

TJe CY Qum,t = 1,...,n KOMILUIEKCHU OPOjeBU OOJUKA Qlyp = Gy + thpy, &
@ 1 by, pammonannu 6pojesu. Ha ocrnoBy nponosurmje 1.4.0.11 nox r),
cBakoM € > 0 u cBakoM e € F onrosapa mpupoiaHu Opoj 1 Tako ja je

n

e— Z (e,em) em

m=1

<6
2
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O6pojese Qy, OPETUMO TAKO 1, je

n

Z ({e,em) — am)em

m=1

<e
2

TaJia je BEKTOP
n
z = ZamemeEH lle —z| <e
m=1
mro 3ua4n Ja je E rycr y ‘H. Kako je E najsuine npebpojus, npocrop H

je cemapabusiaH.

O

1.5 WNzomopdunzam XuabepToBuUx OpocTOpa U AUPEKTHA
cyma XmjibepToBUX IIPOCTOPa

1.5.1 MHN3zomopduszam XujabepToBUX MPOCTOPA

Cpaka MaTeMaTHYKa TeOpHja MMa KOHIENT uzoMopdusMa. Y TOMOJIOTH)H
[I0CTOju XOoMeoMOpdu3aM M XOMOTOIICKA €KBHUBAJICHIIMja, ajarebpa OBO Ha3WBa
nzomopduzam. OcHoBHA H/ieja je JeduHICATH [IPec/InKaBabe KOje 1yBa OCHOBHY

CTPYKTYpPY IIpOCTOpA.

Hedbununuja 1.5.1.1. Axo cy H u L Xuabepmosu npocmopu, usomoppusam
uamely H u L je auneapra cupjexuyuja U : H — L maxo da je (Uh,Ug) = (h,g)
3a cee h,g € H. Y o6om cayuajy 3a H u L wasicemo da cy usomopgnu.

Tpeba npumernTn 1a axo je U : H — L usomopdusanm, tagaje UL : L — H.
Ha ocHoBy oBora u cjmyHux aprymeHnara Moxemo pehu ma je usomopgHocT pe-
Jlallija eKBUBaJIeHInje Ha XuabepToBoM mpocTopy. Penanuja ekBuBajeHiyje je
106po meduwHMCAHA 3aTO MITO je CYIITHHCKH ,cacTojak” XuibepToBor mpocTopa
u n3oMopdur XuabepToBu MPOCTOPU UMAjy UCTH yHYTpallmbu npou3sos. Heko
MOKe JaTh TMpUMea0y /1a je M KOMIIJIETHOCT OUTaH Je0 XUI0epPTOBOT IPOCTOPaA
aJIl 1 TO je cadyBaHo n3omopdusmom. N3omerpuja namehy METPUIKUAX TPOCTO-
pa je IpecjinKaBame Koje YyBa PacTOojambe.

ITponozurmja 1.5.1.2. Axo je V : H — L auneapro npecauxasarbe udmehy
Xuabepmosux npocmopa, mada je V usomempuja axo u camo axo (Vh,Vg) =
(h,g) sa ceaxo h,g € H.

Jlokas.

(«=) Ipernocrasumo (Vh,Vg) = (h,g) 3a cBako h,g € H. Tana
2 2
VA" = (Vh,Vh) = (h,h) = ||n]|
u ciaenu 1a je V usomerpuja.
(=) Cana npernocrasumo ja je V uszomerpuja. Ako h,g e Hua € F

Ih+agll = [Vh+aVg| (1)
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Ha (1) npuMeHUMO NOJIADHE WJIEHTUTET HA 06 CTPAHE jEHAKOCTH.
8] + 2Rea (h, g) + |al? |lgl|* = |Vh||* + 2Rea (Vh, Vg) + |af? [Vl
nomro mvamo ja je [|[Vh| = ||l u [[Vg| = [|gl,
2Rea (h, g) = 2Rea (Vh,Vg)

Axo je F =R, onja yamemo ja je a = 1 u j106ujaMo TpazkeHo.

Axo je F = C, onga y3memo ja je o = 1, a 3arum « = i ga mahemo (h, g)
u (Vh,Vg) koju umajy ucre peajHe u UMaruHapHe JIEJIOBe.

O

Hanowmena: U3omerpuja nuzmely MmeTpudakux mpocTopa npecinkasa Korm-
jeBe HuzoBe y Kommujese ausose. Tata nsomopdusam takohe 1yBa KOMIIJIETHOCT.

Ipumep 1.5.1.3. Jepunuwumo S : 02 — 0% ca S(a1, az,...) = (0,a1,az,...).
Tada je S usomempuja xoja nuje cupjexmusha. 0saj npumep noxasyje da u3o-
MEMPUIA He MOopa 6UMU U3OMOPPU3AM.

Teopema 1.5.1.4. /J[sa Xunbepmosa npocmopa cy u3oMopPHa axo u camo aKo
UMy ucmy ouMer3ujy.

Joxas. (=) Heka je H uzomopdan ca L u U : H — L usomopdusam, tajga

6a3a u3 H mMa cBOjy cIHKYy Koja je Takohe 6aza. Ilomro je U GujexTusmo,
MOXKEMO 3aKJbYUHMTH JIa CBaka 6asa u3 H ce npeciukasa y 6asy u3 L. C
tora H u £ uMajy UCTy KapIuHAJHOCT.

IIpernocraBumo na ‘H u L unmajy 6a3y ncre KapAUHAJIHOCTH. ¥ CIIydajy
H = {0} u £L = {0}, oo ounrnenno Baxku. Ilpernocrasumo xa je H #
{0} u £ # {0}. Heka je &£ 6aza 3a H u B 6aza 3a L. Ilomro cy ucre
KapJIMHAJIHOCTH, y3MuMo 13 je € = (ex) u B = (). da 6u nokazamnu ja
cy H n L uzomopdun, Tpeba 1a KOHCTpPYyHUIIeMO u3oMopduzam m3mely
IbUX. 3a CBaKO T € H mMaMo Jia je

T = Z (x,ex)yer (1)

k

IJle je JlecHa CTpaHa KOHauHa cyMa Win GeckoHadan HU3 1 Y, | (z,ex) |2 <
oo Ha ocHOBY BecesoBe mejemnakoctu. Jleduaummmo

z=Uz=)Y (vex)er (2)

k

3HAMO Ja KOoHBeprupa Ha ocHoBy Jeme 1.4.0.10, ma je 3ato & € L. U je
JIMHeapaH IIOIITO je YHYTPAIIHH (CKaJIapHN) IPON3BO/L IMHEAPAH 110 IIPBOj
koMmronenT. U je m3omerpuja ma ocHoBy (1) n (2):

—12 2 2
I2)* = |Uzll® = Y [ (e, en) [* = 2]
k

Ha ocnoBy oBora ciemn ma U uysa ymyrpammu npousdsoi. Illra Burre,
M30MeTpHUja UMILUIUIUPA WHjeKIHjy. 3amnpaso, ako je Tx = Ty, tama

lz =yl = IU(z —y)|| = [|lUz = Uyl| = 0
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na je x =y u U je UHjeKTUBHO.

ITokagyjemo na je U cupjeKTHBHO.

T = Z aker y L
umamo Ja je Y. |ax|? < oo ma ocnosy Becenose mejenmakoctu. C To-
ra » . pe je KOHadYHa CyMa WM HU3 KOjH KOHBeprupa Ka = € H n
oy = (z,ex). Cana umamo ja je T = Ux na ocxosy (2). Ilomro je T € £
IPOM3BOJbaH, 1a UMaMo Ja je U cupjeKTuBHO.
O

1.5.2 JdupektHa cyma Ha XuJ0EPTOBUM IIPOCTOpPUMA

[Ipernocrasumo ma cy H u R Xunabeprosu npocropu. Mu xkesinmo 1a pedu-
numemo H @ R Tako na je u oBo Xusabepros npoctop. To Huje Tekak 3aaTaK.
3a cBaku BekTOpcKu poctop X u Y, X @Y je necdunucan kao Jlekapros mpo-
u3BoJ ryie ¢y onepanuje nedpunucane na X X Y (mo koopaunarama). AKo cy
enementu ox X @Y nedunucanu kao {x By:x € X,y € Y}, rana

(T1 @) + (22 B y2) = (21 +22) © (Y1 +¥2)-
Hedbununuja 1.5.2.1. Axo cy H u R Xuabepmosu npocmopu,
HeR={h®k:heH keR}
(h1 ® k1, he @ k2) = (hq, he) + (k1, ko)

Mopa ce oka3aTu jia 0BO jiepUHHUIINE YHY TPaIlbU Tpon3Bod Ha HEBR u j1a je
HDR xomiuteran. [IlTa ce memasa Kajaa »KeauMo fa gedpuruimeMo Hi DHo P . ..
3a Hu3 XmabepToBux mpoctopa Hi, Ho, .. .7 IlocToju mpobieM OKO KOMILJIETHO-
CTH aKoO je y muTamy OeCKOHAYHA JUPEKTHA CyMa, ajJd TO Ce MOYKe IMpeBasuhu
Ha cJjejehn Ha4YuH.

IIponosunuja 1.5.2.2. Axo cy Hi, Ha,... Xuabepmosu npocmopu, Hexa je

H= {(hn)flozl 2 hy € Hy 3a c6ak0 N U Z [ hal? < oo}
n=1

3a h = (hy) ug=(gn) yH, depunuwemo

<h,g> = Z <hnagn> (1)
n=1

Tada je (-, -) yHympawru npousdeod na H u Hopma y 00HOCY Ha YHYMPAULHHL

npoussod je
1
[e’e} 2
2
1]l = <§ (17| )
n=1

Ca osum ynympawroum npousdeodom H je Xuabepmos npocmop.

21



Joxas. Ako h = (h,) u g = (g9n) € H, Tana ua ocuoBy Komu-Bymakoscku-
IIsapir HejeHakoCcTH UMAMO J1a, je

> N gadl < 7 Il lgall < (ZthIIQ)% (ZH%”Q)%

C rora uu3 u3 (1) kouseprupa amcoayrso. Ha je (-, -) yHyTpalimu Ipou3Bo,
JI0Ka3yje ce IUPEKTHO 110 JedbuHuimju (KOPUCTH ce YuibeHuna jia je H,, Xuabep-
TOB IIPOCTOP), & J1a je H KOMIUIeTaH IPOCTOP Ce JI0Ka3yje TaKo LITO Ce HOKAYKe
na ceaku Kommjes HU3 nMa TpaHulLy. O

Hedbununuja 1.5.2.3. Axo cy Hi,Ha,... Xuabepmosu npocmopu, npocmop
H u3 npemzodue nponosuyuje ce nasusa dupexmma cyma 00 Hi, Ha, ... u 03na-
wasa ce ca

H=H1DPH2D...

Osgo je geo onmrujer nporeca. Axo je {H; : i € I} xonekiuja XunbeproBux
upocropa, H = @{H; : i € I} je nedbunucan kao kosekuuja dbyuxuja h: I —

U{H; : i € I} taxo ma je h(3) € H; 3a cpaxo i u 3 {Hh(z’)||2 i€ 1} < 0
Axo cy h,g € H,

(hog) = _{{h(i),g(0)) i € I}

‘H je Xusnbepros npocrop. [1aBHu paszsior 3a pasmarparme JUPEKTHUX CyMa je
mrTo ,um3rpabhyje’ omeparope Ha XujabepToBuUM mpocTopuMa. MHOra murama o
JINHEAPHUM OIlepPaTOpuMa Ha XMJIOEPTOBUM IIPOCTOPUMA Cy HEPA3]alllbeHA.

2 Omneparopm Ha XMJIOEPTOBUM IIPOCTOPUMA

Besnko nosipydje TpeHYTHOT NCTPaXKUBAYKOr HHTEPeCcOBama ycpecpehero je
Ha TeopHjy olepaTopa Ha XHIOEPTOBOM IIPOCTOPY. XHUJIOEPTOB IIPOCTOP OIlepa-
TOpa MMajy eJeraHTHy U J00pO pa3BHjeHy TeOPHjy C 003UPOM Ja je TeoMeTpuja
XwibepToBux mpocTopa uMa 100p0 pa3BUjeHy TEOPH]yY, IIITO CMO BUIEJIH U [IPET-
XOJIHOM IIOTJIaBJbY.

2.1 EanemeHTapHe ocoOMHE U MpUMeEPU

ITponozunmja 2.1.0.1. Hexa cy H u R Xuabepmosu npocmopu u A: H — R
aurneapra mparchopmavyuja. Credehu ycaosu cy exeusaseHmH:

1. A je nenpexudna
2. A je nenpexudna y 0
3. A je nenpexudna y HEK0] MaAWKY

4. ITocmoju xonemanma C > 0 maxo da ||Ah|| < C ||h|| 3a ceaxo h € H.

[A]l = sup{[|[AR[| : b € H, [|h]] = 1}
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[A]l = sup{[[AR| : |[2]] = 1}

Ah
—sup { I g 2 0}
—inf{C > 0: ||AR|| < C ||k, h € H}

raxobe, [[Ah|[ < [[A] [|A].

||Al| ce nasuBa HOpMa 071 A u JMHeapHa TpaHcdOpMaIUja ca KOHAUHOM HOD-
MOM Ce Ha3WMBa OrpaHudeHa JuHeapua rpancdopmanuja. Heka je B(H, R) ckyn
orpannveHux JmHeapuux rpancdopmanuja uz3 Hy R. 3a H = R, B(H,H) =
B(H).

ITpumernmo na B(H,F) cy orpannvenn sureapan &byHKITOHAIM.

IIponozuiuja 2.1.0.2. a) Axo A u B € B(H,R), mada A+ B € B(H,R)
u A+ B|| < [|A]l +||B]|

b) Akoa €F u A € B(H,R), mada aA € B(H,R) u ||ad] = || ||Al

c) Axo A € B(H,R) u B € B(H,L), mada BA € B(H,L) u ||BA| <
1B 1Al

Joxas. a) Heka A,B € B(H,R). Yamumo na cy hi,he € H u C,Cs neke

KOHCTaHTe.

Mh = Ah + Bh
M(Cihy + Cohy) = A(Cyhy + Cahy) + B(Crhy + Cahs)
= C1Ahy + CyAhs + C1Bhy + CoBhy
= C1(Ahy + Bhy) + C3(Ahg + Bhs)
= C1Mhy + CoMhs

1j. M = A+ B je nuneapuu oreparop Ha H.

Ja je orpaHmyeHu cjaeau u3

[Mh]| = [|Ah + Bh| < [[AR]| + || Bh]|
< [IAHIA] + (1B |21
= (1Al + 1B (7

Mh = A(Ah)
M(Cyhy + Cahy) = CyMhy + CoMhs
= MC1Ahy + CyAhy)
= AC1Ahy + ACy Ahy
= CyAAhy + CoAAhy
= CyMhy + CoMhy 1j. M = A\A

[MA]| = [[AAR[| = [A[[AR] < [A[|A[H{|A]
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B) Ako k € R, raza || Bk|| < ||B|| ||k]|. C rora, ako je he H, k=Ah € Rn
[BAR[| < [ BI[[[AR] < [|B[ [|A]l ||

Mh = BAh
M(Clhl + Cghz) = (C1BAhy + CyBAhy = C1Mhy +CoMhy = M = BA
O]

IIpumep 2.1.0.3. Axo je dimH = n < oo u diImR = m < o0, HeKka je
{e1,...,en} opmonopmupana 6aza 3a H u wexa je {€1,...,6m} OpmoHopmu-
para 6a3a 3a R. Ceaxa auneapra mparchopmavyuja ud H y R je oeparuvena.
Ao 1 <j<mn,1<i<m, nexa je a;; = (Aej,&;). Tada m x n mampuya (a;;)
npedcmaspa A u ceara makxea mampuya npedcmassva eaemenm us B(H, R).

2.2 ApjyroBanu omeparopu

Hedbununuja 2.2.0.1. Axo cy H u R Xuabepmosu npocmopu, Gynrkuyuja u :
H xR —TF je cecksununeapra gopma axo 3a h,g € H, k,f e R ua,B €F:

a) u(ah + Bg, k) = au(h, k) + Bu(g, k)
6) u(h,ak + Bf) = au(h, k) + Bu(h, f)

Hazus ceckeuauneapra ce KOpucTH 360T TOTa IITO je JUHEApHA IO TIPBOj
KOMIIOHEHTH, & aHTHINHeapHa 1o apyroj kommnonentn. Ceckpummueapnua dopma
je orpanudena ako mocroju kKoncranta M Tako ja je |u(h, k)| < M ||| ||k 3a
cBako h € H u k € R. Koncranta M ce HasuBa orpannderse (IpaHuIa) 3a .

Cecksunaeapna (opMa ce KOPHUCTH 3a IIpoydaBaibe omeparopa. Ako je
A € B(H,R), tana u(h,k) = (Ah, k) je orpannvena ceckpuiuHeapHa dopma.
Takobe, ako B € B(R,H), u(h,k) = (h, Bk) je orpannvena ceckBujnHeapHa
dopwma.

Teopema 2.2.0.2. Axo je u: H X R — F oepanuvena cecksusuneapna gopma
ca epanuyom M, mada nocmoje jeduncmeenu onepamopu A € B(H,R) u B €
B(R,H) maxo da je

u(h, k) = (Ah, k) = (h, Bk) (2)

3a ceaxo h € H, k€ R u||A],||B| < M.

Joxas. Tlokazahemo ersucrenimjy ox A (ersucrennuja o B ce nokasyje cjaumaHo
kopucrehu PucoBy Teopemy 0 jeJIMHCTBEHOM IIpeJICTaB/baby ). 3a cBako h € H,
ngedunnmemo Ly, : R — F ca Ly (k) = u(h, k). Tana je Ly, muueapna u | Ly, (k)| <
M ||h]| |k||. Ha ocuoBy Pucose Teopeme 0 jeiUHCTBEHOM IIPEJICTABIbAILY IIOCTOjU
jenmncreenn BekTop f € R tako na je (k, f) = Lp(k) = u(h, k) u || f|| < M ||h]|.
Heka je Ah = f. Ocraso je ma ce mokaxke na je A nuHeapHo (0BO ce TOKa3yje
kopucrehu PucoBy Teopemy o0 jeMHCTBEHOM IpeJcTaB/bamy ). Takobe,

(Ah, k) = (&, ARy = (&, ) = u(h, k)

Ako Ay € B(H,R) u u(h, k) = (A1h, k), rana (Ah — A1h, k) = 0 3a cBako
k; nakme Ah — A1h = 0 3a cBako h. C tora, A je jelMHCTBEHO. O]
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Hedununuja 2.2.0.3. Axo A € B(H,R), mada nocmoju jeduncmeenu onepa-
mop B € B(R,H) (xoju 3adosomasa (2)) xoju ce nazusa adjyzosanu onepamop
0d A u osnauasa ce ca B = A*.

Adjyeosarocm onepamopa fie ce uecmo kopucmumu 3a onepamope u3 B(H)
nezo uz B(H,R). Hocmoju jedan snauajar usysemax.

IIponosunuja 2.2.0.4. Axo U € B(H,R), mada je U usomoppusam axo u
camo axo je U unsepmubuano u U~ = U*.

IIponozurnuja 2.2.0.5. Axo A,B € B(H) u «, 8 € F, mada:
a) (A + BB)* = aA* + 3B*
6) (AB)* = B*A*
6) A¥* = (A*)*=A

2) Axo je A uneepmubuano y B(H) u A=t je uneepsno, mada je A* uneep-
mubuano u (A*)~1 = (A7)

ITponosurnuja 2.2.0.6. Axo A € B(H), mada ||Al| = || A*| = ||A*A||%,
Joxas. 3a h e H, ||h|] <1

IAR|[* = (Ah, Ah) = (A" Ah,h) < || A A|| ]| < | A" Al < | A"][ ]| Al

¢ tora, ||A|*> < ||A*A| < ||A*|| ||A]l. Kopucrehn nsa xpaja ose nejemmaxocti,
nobujamo na je || Al < [|A*| (1). Homro je A = A** u ako ymecro A* craBumo
A, nobujamo ||[A*]] < ||A*|| = ||A|l (2). Ha ocuosy (1) u (2) umamo ||A| =
[[A]]- O

IMponozuruja 2.2.0.7. Axo je S : (> — (2 depunucarno ca S(ai,a,...) =
(0,1, 0z, ...), mada je S usomempuja u S*(aq, g, ...) = (ag,as,...).

Jlokas. Y npumepy 1.5.1.3 umamo ja je S uzomerpuja. 3a (ay,) u (8,) y 02,

<S*(an)vﬁn> = <(O‘n)7s(6n)> = <(0417Oz2, .- ')7 (07ﬂ1a527' . )>
== 04251 + 04352 +---= <(042,C¥3, .. ')7 (613527 .. )>

IMommro Baxku 3a cBaku (By,), TUME je Pe3yaTaT JOKA3AH. O

Omneparop S U3 IpeTXo/(He IIPOIO3UINje HA3UBA Ce jedHOCPAHo NoMepatoe,
a omepaTop S* ce HasmBa nomeparve ynasad. Omeparmja aajyroBaHOCTH 3a OlTe-
paTope aHaJOTHA je KOHjyraTy 3a KOMILJIEKCAH OPoj.

Hedbununnuja 2.2.0.8. Axo A € B(H), mada je:

a) A zepmumceku uau camoadjyeosan axo sasicu A* = A

6) A nopmanan axo je AA* = A*A

6) A ynumapan axo je A=t = A*
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YV aHajoruju a/ijyroBaHOCTU M KOMILJIEKCHOT KOHjyTraTa, XePMUTCKH OIIEPATOD
IoCTaje aHaJornja peajJnnx OpojeBa, a YHUTApPHU OIEPATOPU MMAjy CBOjy aHa-
JIOTHjy y KOMILJIEKCHUM OpojeBuMa 1o Mmosayny 1. HopmasiHu omepartopu cBojy
AHAJIOTU]Yy UMA]y Y KOMILJIEKCHUM OpojeBuMa. XepPMUTCKH U YHUTAPHU OIEPATO-
PH Cy YjeHO U HOPMAJIHA ONEPATOPH.

ITponosurnuja 2.2.0.9. Axo je H C-Xuabepmos npocmop u A € B(H), mada
je A xepmumeru ako u camo axo je (Ah,h) € R 3a ceaxo h € H.

Jloxas.

(=) TIpernocraBumo Ja je A XepMUTCKHU orieparop, Taja Baku A = A*.

(Ah,h) = (h, AR) = (Ah, h),
u3 osora caeau na je (Ah,h) € R.

(<) Capna npernocrasumo ja je (Ah,h) € R 3a ceako h € H. Akojea € Cu
h,g € H, Tana:

(A(h + ag), h+ ag) = (Ah,h) +a (Ah, g) + a (Ag, h) + |af? (Ag, g) € R.

OBaj u3pa3 jeIHaK je BeroBoM KOMILJIEKCHOM KoHjyrary. Kopucrehn uu-
wenuty ja (Ah,h), (Ag,g) € R, nobujamo:

a(Ag,h) +a(Ah,g) = ah, Ag) + a{g, Ah) = a (A*h,g) + a (A*g, h).

Vaumajyhu npso ma je o = 1, a 3aTtum na je o = ¢, mobujamo nBe jemrHa-
quHe:

(Ag,h) + (Ah, g) = (A"h,g) + (A"g, h)  (m),
i(Ag,h) —i(Ah,g) = —i (A*h,g) +i{A%g,h) (n).
"3 (m) u (n) crequ:
<Ag’h> = <A*gvh> JA= A"
O

Hanomena: Ilporia npono3suiinja je mOrperrHa ako ce y3Me CaMO IIPETIIO-

-1 0
taga je (Ah,h) = 0 3a h € R%. Mehyrnm, A* je Tpancronosana ofi A, Ta BasKm
A # A*. Ba caku oneparop A Ha R-Xwminbeprosom mnpocropy, (Ah, g) € R.

. 1
craBka Ja je H R-XwuibepTos mpoctop. Y3amumo 3a npumep A = ( 0 ) € R?,

IIponosunuja 2.2.0.10. Axo je A = A*, mada saorcu ||A|| = sup{| (Ah, h)| :
[[2]l = 1}.

Joxas. Obenexxumo ca M = sup{| (Ah,h) | : ||h|| = 1}.
s ||| = 1, umamo ga je | (Ah, k) | < ||A||; ¢ Tora je M < ||A]l.
C apyre crpase, ako je ||h]| = ||g|| = 1, umamo:

(A(h£g),h £ g) = (Ah, h) £ (Ah, g) + (Ag, h) + (Ag. g)
= (Ah,h) £ (Ah,g) + (9, A*h) + (Ag, g) .
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ITomro je A = A*, To uMIIHIIAPA;
(A(h+g),h+ g) = (Ah, h) 4+ 2Re (Ah, g) + (Ag, 9) ,
(A(h —g),h — g) = (Ah,h) — 2Re (Ah, g) — (Ag,9g) .
Omysumajyhu oBe aBe jeaHadumue g00MjaMo:
4ARe (Ah,g) = (A(h +g),h +g) — (A(h — g),h — g) .

Cagta, maKo ce Moxemo yseputu na je | (Af, f)| < M| f||* sa cako f € H.
Kopucrehn 3akoH napasesorpama 1o6ujamo:

4Re (Ah, g) < M([Ih + g|* + Ik — gII*) = 2M(||1]* + llg]*) = 40 (3)

jep ¢y h u g jemumranu sextopu. Casia, npernoctasumo (Ah, g) = | (Ah, g) |.
Bamersyjyhu h ca e h y nejemmaxocr (3), noéujamo (Ah, g) < M axo je ||h|| =
llgll = 1. Ako yamemo cyupemym cBux g, mobujamo ||Ah| < M kana je ||h]| = 1.
Onagne cremn ||Al| < M. O

ITocnemuua 2.2.0.11. Axo cy A= A* u (Ah,h) =0 3a ceaxo h, mada A = 0.

ITponosurnuja 2.2.0.12. Axo je H C-Xunbepmos npocmop u A € B(H) maxo
da savicu (Ah,h) =0 3a ceaxo h € H, mada je A = 0.

Zloxas. Heka cy h,g € H u o, 8 € F. Taga 3usamo na je ah 4+ Bg € H momrro je
‘H BEKTOPCKU IIPOCTOP.

(A(ah + Bg),ah + Bg) =0

(aAh + BAg, ah + Bg) =0
(aAh, ah) + (aAh, Bg) + (BAg, ah) + (BAg, Bg) =0
aa (Ah, h) + af (Ah, g) + Ba (Ag, h) + BB (Ag, g) = 0
|af? (AR, h) + afB (Ah, g) + Ba (Ag, h) + |B]* (Ag, g) = 0
Nmamo na je (Ah,h) =0 u (Ag,g) = 0 u3 npernocraske,
af (Ah,g) + a(Ag,h) =0 (c)
Yamumo fa je « =1 u =1 u ybanumo y (c),
(Ah,g) + (Ag,h) =0 (p)
Taxobe, yamumo ga je « =i u = 1 u ybauumo y (c),

i(Ah,g) —i(Ag,h) =0 (g), HOMHOXKXMMO ca i

—(Ah,g) + (Ag,h) =0 i(q)
Onyamenmo (p) u i(q), nobujamo

<Ah>g> + <Agvh> + <Ah7 g> - <Aga h> =0,

u3 osora ciaean jga je 2(Ah,g) =0= A =0. O
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: _ AtA* _ A—A"
Axo je H C-Xunbepros npocrop u A € B(H), tana B = =55 n C = £5;

cy camoagjyrosanu u A = B+iC. Oneparopu B u C ce Ha3uBajy pelioM, peajHu

U UMaruHapHu Jaeo o A.

ITponosuruja 2.2.0.13. Axo A € B(H), caedefiu ycaosu cy exsusasermmu:
a) A je nopmansar onepamop

6) ||Ah|| = ||A*R]|, 3a csaxo h

Axo je H C-Xuabepmos npocmop, mada cy 06a 06a yca06a eKeUBANEHMHA
ca:

6) Peannu u umazunaphu deo 00 A cy KomymamueHu
Joxas. Axko h € H, tana
IARI|* = [ A*h|[* = (AR, Ah) — (A*h, Ah)

= (A*Ah,hY — (AA*h, )
= ((A*A — AA*)h, 1)

W3 oBora umamo ja je A*A — AA* xepmurcku oneparop. ExBuBasieHyja
a) u 6) cuezne u3 nocsenune 2.2.0.11 Ao cy B u C' peaJiHu U UMarvMHAPHU J1€0
on A, Ha ocHOBY "MmaJior"padyHa BaxKe JBE jeTHAKOCTH:

A*A=B?—iCB+iBC +C?
AA* = B> +iCB —iCB + C?
A*A = AA* axo u camo ako CB = BC, na cy a) 1 B) eKBUBAJICHTHU. O
IIponosuruja 2.2.0.14. Axo A € B(H), caedehu ycaosu cy exsusarenmmu:
a) A je usomempuja
6) A*XA=1
8) (Ah,Ag) = (h,g), 3a cee h,g € H
Jlokas. a) < B) caeau Ha ocHOBY nponosuruje 1.5.1.2. Jlokazahemo ja je 6) <
B). Ako ¢y h,g € H, tana Baxu (A*Ah,g) = (Ah, Ag) = 6) u B) cy exkBuBa-
JICHTH. 0

IIponosunuja 2.2.0.15. Axo A € B(H), mada cy caedehu ycaosu exsusa-
AEHTIVHU

a) A¥A=AA*=1
6) A je ynumapru (A je cupjexmuena usomempuja)
8) A je nopmasra uzomempuja
Teopema 2.2.0.16. Axo A € B(H), mada je ker A = (ran A*)*
Joxas. (=) Heka je h € ker A u g € H, rana saxxu (h, A*g) = (Ah,g) =0, na

cremn ker A C (ran A%)+
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(<) Heka je h L kerA u g € H, tana je (Ah,g) = (h,A*g) = 0, ua je
(ran A*)* C ker A
O

Hanomena: Tomto je A** = A, takobe paxu (ran A*)- = ker A. He Baxu
axo 3amenmumo Mecta A m A*, 1j. (ran A)+ = ker A*, momro ran A* Moxa Huje
zaTBoper. OHO IITO BaXKu:

(ker A)* = cl(ran A*)
(ker A*)* = cl(ran A)

2.3 IIpojekTop M UAEMIIOTEHT; MHBAPUjaHTAa U PelyKOBaHU
MOTIIPOCTOPU

Hedunurnmja 2.3.0.1. Hdemnomenm wa H je oepaHuvert AUHEAPHU ONEPATIOP
E na H maxo da je E*> = E.

I[IpojekTop je maemmoTenT P Tako ma je ker P = (ran P)Y. Axo je M <
H, tama je Py mpojekumja. Heka je E 6uno koju mmemmorent, M = ran E
u N = ker E. Ilomto je E menpekumno, N je 3aTBOPEHU MOTIPOCTOP O H.
Ipumernmo (I — E)2 =1 —-2E+E? =1 —-2E+ E = [ — E, onasjie ciean
na je I — E unemuorent. Takohe, 0 = (I — E)h = h — Eh akko Eh = h, na
je ker(I — E) C ranE (1). Ca apyre crpane, ako je h € ranE, h = Eg un
FEh=EFEg=FE?9=FEg=h;ranE C ker(I — E) (2). Uz (1) u (2) mmamo 1a je
ran F = ker(I — E).

IIponosunuja 2.3.0.2.  a) F je udemnomenm axo u camo axo je I —F udem-
nomenm.

6) ranE = ker(I — E) u o6a ran E u ker(I — E) cy sameopenu Auneapru
nommnpocmopu 00 H.

6) Axo je M =ranE u N =ker E, mada je MNN ={0} u M + N =H.

IIponosunuja 2.3.0.3. Axo je E udemnomernm na H u E # 0, caedehu yeaosu
CY eKBUBANEHTMHU:

a) E je npojexmop
6) E je opmozonaanu npojexmop wa H na ran E
6) |Ell =1
2) E je xepmumcku
0.) E je nopmanar
h.) (Eh,h) >0, 3a csaxo h € H
Lloxas.

a) = 6): Heka je M =ranF u P = Py;. Ako je h € H, Taja 10cToju jeJMHCTBEHN
BexTOop Ph us M Ttako na je h— Ph € M+ = (ran E)* = ker E, 360r Tora
mto je E mpojexTop.
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6) = B):

B) = a):

§) = a):

a) = r):

r) = x):

n) = a):

Ha ocnoBy teopeme 1.2.0.7, ||E|| < 1. Kako je Eh = h, Vh € ran E, cienn
1Bl = 1.

Hexka je h € (ker E)L. 3uamo na ocnosy nedunummije ran(l — E) = ker E,
ma u3 oBora ciaeau h — Eh € ker F.

0= (h— Eh,h) = ||h||> — (Eh,h) = ||a|> = (Eh, h)

IRI* = (Eh, h) < | BRI IR] < 1B [I]] 2] = 1]

Ba h € (ker E)*, |ER|| = ||h|| = (Eh, h)"/?. Amn, taya 3a h € (ker )L,

Ih = ER||* = [|h||* = 2Re (Eh, h) + | ER|* = 0

1j. Baxu (ker B)* C ker(I — E) = ran E. Ca apyre crpane, axo je g €
ranF, g = g1 + g2, Tyie je g1 € ker E u go € (ker E)*.

g = FEg= Egs = g3, Tana je ran E C (ker E)*. Jlaxne, ran E = (ker E)*
1j. E je mpojekTop.

: Akoh € H, h = hy+hy, hy Eran E, hy € ker E = (ran E)*. Umanmo 1a je

(Eh,h) = (E(hy + ha), by + ha) = (Eh1, hi) = (hy,h1) = |he|* > 0

Hexka je hy € rtan Fu hg € ker E. HaocuoBy .) 0 < (E(hy + ha), h1 + ha) =
(hy,h1) 4 (hy, ha) = 0 < ||hy||® + (h1, ha) = — |[ha]|* < (h1, hy) 3a cBaxo
hi €ranF u hy € ker E.

Axo cy hy u hy TakBu ga Baxu (hi, he) = @ # 0, Taga samemyjyhu hy ca
ko = —2a1 ||h1||2 ho y HejemHAKOCT, D0OMjaMo
2 2
= lha ™ < =217,

mro je Kourpagauknmja, tj. (hi, he) = 0 3a 6uno koje hy € ran E u hy €
ker E = E je mpojexTop.

Hexka je h,g € H, h = h1 + ho u g = g1 + g2, v1e je h1,91 € ranE u
ha, g2 € ker E = (ran E)*. Umamo na je (Eh, g) = (h1,g1). Takobe,
(E*h,g) = (h,Eg) = (h1,91) = (Eh,g) = E = E”

F je xepmurcku = E* = F

EF*=F=FE*=FF = FEE*=FE'F
, OflaBJie cjaenu fa je I HopmaJsian orepaTop.

Ha ocroBy nponosurmje 2.2.0.13, cienn ga ||Eh|| = ||E*h| 3a cBako h.

13 oora mmamo ker ' = ker E*, asu na ocaoBy Teopeme 2.2.0.16, ker E* =
(ran )+, na je E mpojexTop.
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O

IMpumerumo sa zmeo oz, 6.) U3 IPOILIE MPOIO3UIKjEe HAM TOBOPHU JIa AKO
je E upojekrop u M = ran E, tana je E = Py;. Heka je P upojekrop, rie
jeranP = M mker P = N. M u N cy 3aTBOpeHH MOTIIPOCTOpH on, H mma cy
takolje u Xusbeprou npocropu. Cama moxemo dopmuparu M @& N. Ako je
U:M&N — H nedbununcano ca Uh®g) =h+gzaheMuge N, rana je
U usomopduszam. 360r oBor uzomopdusma, decto hemo mucaru H = M & N.

Hedbununnmja 2.3.0.4. Axo je {M;} xosexuyuja no naposuma opmo2oHaIHUT
nomnpocmopa 00 H, mada

D=\ M

Axo cy M u N dea sameopena sureapra nomnpocmopa 00 H, mada

MoeN=MNON*

060 ce Ha3usa opmozonanna pazasukxa 0d M u N.

[Tpumerumo na ako je MN < Hu M 1L N, rana M + N je 3arsopen. C
tora M & N = M + N. OBo BaxXu 3a CBaKy KOHAYHY KOJIEKIIH]Y IO IApOBUMa
OPTOrOHAJIHUX HOTIIPOCTOPA aJIi HE BaKH 3a OECKOHAYHY KOJIEKIIH]Y.

Hedununuja 2.3.0.5. Axo A € B(H) u M < H, xasrcemo da je M uneapu-
jarwmuu nomnpocmop 3a A axo Ah € M 3a 6uno xoje h € M. JIpyeum pewu-
Mma, axko AM C M. M je pedyrxosaru nomnpocmop 3a A axo je AM C M u
AM+ C M*. Axo je M < H, mada H = M & M+, Axo je A € B(H), mada ce
A wmooice sanucamu xao mampuuya 2 X 2 onepamopa:

w X
1=y 7]
2de je W € B(M), X € B(M+,M),Y € B(M,M*) uZ € B(M*1).

IIponosurmja 2.3.0.6. Axo je A € B(H), M < H u P = Py, mada cy caedehu
YCAOBU ERGUGANCHTTHU

a) M je unsapujarnmmnu nomnpocmop 3a A
6) PAP =P
6) Y =0.
Taxobhe u caedehu ycaosu cy mehycobHo exeusareHMHU:
2) M je pedyxosanu nomnpocmop 3a A
d) PA= AP
Y uXcyO
e) M je unsapujarmmuu nomnpocmop u 3a A u 3a A*.

Zloxas.
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a) = 0):

6) = B):

B) = a):

r) = 7):

1) = b):

h) = e):

e) = r):

Heka je h € H, Ph € M. Caga umamo na je APh € M.

P(APh) = APh = PAP = AP

Ako P npezacraBuMo Kao 2 X 2 onepaTrop Marpuile y omHocy Ha H = M &

M+t rana
I 0
P=[s 3
C rora,
W 0 W 0
par= [V O cap= [
ma je Y = 0.

AkoY =0u h € M, tana

o[t 3 e

[omro cy M n M~ unsapujantau nornpocropu 3a A, us 6) umamo 1a
je AP = PAP u A(I — P) = (I — P)A(I — P). Muoxehn nperxomnsy
jennauauny, mobujamo A — AP = A— AP — PA+ PAP, u nobujamo PA =
PAP = AP.

Hexka je
w X
=¥ 2
u
I 0
P=ls 4
TaJ1a je

SIEREIE
2 3] geneor

Ako je X =Y =0, razna

w0l ,. [wr 0
aly a5 2]

Ha OCHOBY B.), M je mmBapujanTHu norupocrop 3a A u A*.

Axo h € M+ u g € M, rana (g, Ah) = (A*g, h), momro A*g € M. Kaxo
je g npomssosban BekTop y M, Ah € M~*. To je, AM+ C M*.

O
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Axko je M penykoBanu mormpoctop 3a A, taga je X =Y = 0. OBo roBopu
Jla je mpoyuaBarbe A CBeJIEHO Ha NpoydaBame Mawux orneparopa W u Z. Oso
je passor 3a yeoheme ciesielie repmunosoruje. Axo je A € B(H) u M je unsa-
pUjaHTHHU TOTIIPOCTOD 3a A, Taga ce A | KOpUCTH Kao 03HAKY 3& PECTPUKIIH]Y
on Ano M. To je, A |y oneparop na M nedunncan ca:

(A |1u)h:Ah 3aheM

Ipumernmo na A |y € B(M) u ||A |y || < ||A]l- Taxobe, ako je M unsapujanTHI
noTpocTop 3a A u A npejcraB/beHa Kao onepaTop Marpure rje je Y = 0, Tajga
W =A|um.

2.4 KoMIakTHu oriepaTtopu

Ucnocrasma ce ma Behuma pesyarara o JUHEAPHUM TpaHchopMarmjaMa Ha
KOHAYHO JIMMEH3MOHAIHIM IIPOCTOPUMA MMa JIella YOIIIITemha Ha ojpelery Kira-
cy onepaTopa Ha OECKOHAYHO-UMEH3UOHAIHNIM [IPOCTOPUMA, Tj. HA komnakrmme
onepamope. Ca S hemo ozHauuTH 3aTBOPEHy jeMHUYIHY JONTY ¥ H.

Hedbununuja 2.4.0.1. Juneapra mpancpopmavuje T : H — R je xomnaxmna
axo je T(S1) xomnaxmmo sameopere y R. Ckyn xomnaxmuuz onepamopa us H
y R ce osnauasa ca Bo(H,R) u Bo(H) = Bo(H, H).

IIporosurnuja 2.4.0.2.

a) Bo(H,R) C B(H,R)

6) Bo(H,R) je auneapru npocmop u axo {T,} C Bo(H,R) uT € B(H,R)
maxo da |T,, — T|| — 0, mada T € Bo(H,R)

6) Ako A€ B(H), Be€ B(R) uT € Bo(H,R), mada TA u BT € By(H,R)

Hedbununuja 2.4.0.3. Onepamop T na H je xwonaunoe panea axo je ranT xo-
HAYHO Jumen3uonaah. Cryn HENPEeKUIHUT KOHAYHO2 Parad ONepamopa ce 03Ha-

wasa ca Boo(H, R); Boo(H) = Boo(H, H).

Teopema 2.4.0.4. Axo T € B(H,R), mada cy caedehu ycaosu exeuBaACHMHU:
a) T je xomnaxman
6) T* je xomnaxman
6) Iocmoju wus {T,,} onepamopa konawnoe parea maxo da je ||T — T,| — 0

Zloxas.

B) = a): OBo oamax cieau Ha ocHOBY TeopeMe 2.4.0.4 1oz 6) u 3anpaBo cjeiu
BOO(Hu R) - BO(H7 R)

a) = B): Homro je cl[T'(S')] xomnakran, on je u cenapabunan. lakie, clranT] = £
je cemapabunan nornpocrop ox H. Heka je {ey, ea,...} 6a3a 3a L u Heka
je P, oproronammu npojektop og H y \/{e; : 1 < j < n}. CraBumo
T, = P,T; npumerumo fa je cBaku 1, konadHor panra. Ilokazahemo ma
je ||Tn — T|| — 0, anu npe Tora mokazahemo jegny semy.
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B) = 0):

6) = a):

ITomohna nema. Axo h € H, | T,h —Th| — 0.
Jlokas. 3aupaso, k = Th € L, na cremn na je ||Pk — k|| — 0 Ha ocHOBY
uponozunuje 1.4.0.5 u reopeme 1.4.0.11 moz r). Te je ||P,Th—Th — 0, u

JleMa je JOKa3aHa. O

Bpartumo ce caza mokasy.

[TomTo je T xKoMmakTaH, ako je € > 0, mocroje BekTopu A1, ..., hy y St
tako ma T(S') C UT:l B(Thy, §). Axko je ||h|| < 1, m3abepemo h; Taxo ma

je [[Th — Thy|| < §. Haxie, 3a 6uto koju npuposan 6poj n,

|Th — Toh|| < || Th — Thy|l + [|Thj — Tphjl| + || Po(Th; — Th)||
<2\ Th —Thy|| + | Thy — Tuhyl|

€
<2 g + HTh] - Tnh'jn
Kopucrehn memy, moxkemo npornahu mpupogan 6poj ng Tako aa je
|Th; — T,h,|| <§3al§j§mnn2no

IIa je, |Th — T,h|| < € yaudopmna 3a h y S1. Hakne, |T — T,| < € 3a
n > nyg.

Axo je {T},} nus y Boo(H, R) Tako nxa je | T, — T'|| — 0, raza

1Ty =T = 1T =T =0
Amn T € Byo(H,R). Iomrro B) = a), T™* je KOMIAKTAH.

3a JIOKa3 OBOr JeJia Iorenary [3].

O

Kopouap 2.4.0.5. Axo T € By(H,R), mada cl(ranT) je cenapabunrar u axo
je {en} 6asa sa cl(ranT) u P, je npojexmop 00 H y \/{e; : 1 < j < n}, mada
|2, T —TJ| — 0.

Jenno on Haj3HAaYAjHUX ajarTa y MpOydYaBamy JMHEAPHUX TPAHCHOPMAIH)ja
Ha KOHAYHO JUMEH3UOHAIHUM IIPOCTOPUMA je KOHIIENT COIICTBEHUX BPEIHOCTH.
AKO KOMITAKTHU OIEPATOPU MMAjy COIICTBEHY BPEIHOCT KOja je pasIddIuTa O
HyJIe, MOTY C€ U3BECTU HEKHU JICIH 3aKJbYJIIH.

Hedbununuja 2.4.0.6. Axo A € B(H), ckarap « je concmeena epedrocm 00
A axo ker(A—«) # 0. Axo je h ne-nyaa sexmop y ker(A—a), h ce nasusa con-
cmeenu eexmop 36 «; daxae Ah = ah. Ca o,(A) osnauasamo ckyn concmeenus
epedrnocmu 00 A.

IIponosuruja 2.4.0.7. Axo T € Byo(H), A € 0p(T), u A # 0, mada je ker(T —
A) KOHAUHO QUMEHBUOHAAAN.
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Jlokas. TlpermoctaBuMo Jia IOCTOju GECKOHAYTAH OPTOHOPMUpPaH HU3 {e, } y ker(T—
A). Homrro je T xommakTaH, mocroju nmoguus {e,, } rako na {Te,, } KoaBeprupa.
Tana je uuz {Te,, } Komujes. Amm 3a ny, # nj,

[Ten, — Tenj||2 = ||l Aen, — /\enj||2 =2]A*>0

nomito je A # 0. OBo je KOHTpaauKIMja, Koja nokasyje na ker(T — \) mopa
OUTH KOHAYHO JIMMEH3UOHAJIAH.

O

ITponozurmja 2.4.0.8. Axo je T xomnaxman onepamop Ha H, X # 0, u

nf{[[(T" = M)Al : [[Al]] =1} =0
mada A € o,(T).

Jloxas. Ha ocHOBY mpeTnocTaBke, IIOCTOJU HU3 jeJIMHUYHUX BekTopa {h,} Tako
& |[(T = A)h,|| — 0. Iomro je T kommnakTaH, noctoju BekTop f y H u 10aHN3
{hn,} Tako na | Thy, — f|| — 0. A,

By = AN = T)hpy, + Thy, ] — A7Hf

Onpna, 1 = [[A7Lf]| = |7 f]| u f # 0. Takobe, mopa 6utu Thy,, — A\~Tf.
[omrro Thy, — f, f=A"1Tf, umu Tf = \f. To ject, f € ker(T —X\) u f #0,
ma A € 0,(T). O

IMocnenuna 2.4.0.9. Axo je T' xomnaxman onepamop na H, A # 0, A ¢ o,(T),
uX ¢ o,(T*), madaran(T —X) = H u (T — \)~! je oepanunen onepamop na H.

Joxas. Tlomro A ¢ 0,(T), mpomTa IPOmO3UNTja NUMIUIHIUPA [a MOCTOJH KOH-
cranta ¢ > 0 Ttako ma je ||(T'— A)h| > c||h| 3a cBako h € H. Axo [ €
clfran(T — X)], rana nocroju vus {h,} y H tako xa (T — M\)h,, — f. Haxie,

hn = Bl < Cil”(T = MNhp = (T = Nhy||

u {h,} je Komujes uus. C Tora, h,, — h 3a meko h € H. Nmamo (T — A\)h = f.
ran(7 — \) je 3aTBOpEeH U Ha OCHOBY Teopeme 2.2.0.16 1 Ha OCHOBY HPETIIOCTABKE
mvanmo 1a je ran(T —\) = [ker(T —\)*]* = H. Ba f € H, nexa je Af jenuncrsen
BekTop h tako na (T — A)h = f. Hakxe, (T — N\)Af = f 3a cBako f € H. U3
ejeaxocrs | Af]| < [T~ \AS| = [|£], mmano na e [|Af] < eI u A je
orpannden. Takobe, (T—A)A(T—A\)h = (T—X)h,uaje 0 = (T—N)[A(T—N)h—h].
Homrro, A € 0,(T), A(T —A)h =h, te je A= (T —\)~%. O

2.5 JlujaroHasm3arnyja KOMOAKTHAX CAMOA/jyrOBaHUX OIle-
paTopa

Teopema 2.5.0.1. Axo je T xomnaxman, camoadjyzosarn onepamop wa H, ma-
da T uma camo npebpojus 6poj pazausumuUT concmeenur spedrocmu. Axo cy
{A1, A2, ...} pasaunume u nenyaa concmeene spednocmu 0d T, u P, npojexmop
00 H y ker(T — \,), mada P, Py, = Py, P, =0 axo n # m 3a céako \, Koje je
peanro, u

T= Z AP (Konauna cyma)

n=1
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2de nu3 konsepeupa ka T y mempuyu dedpurucanoj ca nopmom 00 B(H).

OBy Teopemy hemo mokazaTu, ajm mpe Tora HaMm Tpeba map pesyJsrara Koju
HaMm Tpebajy 3a moka3 oBe Teopeme. Heke o mux hemo jiokazatu, a neke hiemo
y3€TU Kao YNH-EHUIIE.

IMocaeauna 2.5.0.2. Axo yamemo HOmMayujy us npow.se Meopeme, umamo 0a
8aHCU:

a) ket T = [\/{P,H :n>1}+

6) ceaxu P, uma xonauar pame

8) |T|| =sup{|An|:n>1} u Ay — 0 Kada n — oo
Hoka3 osor koposiapa Moxkere Hahu y [1]

IIponosunuja 2.5.0.3. Axo je A nopmanan onepamop u A € F, mada
ker(A — X) = ker(A — \)*
u ker(A — \) je pedykosanu nomnpocmop 3a A.

Joxas. Tlomro je A Hopmanan, ouza je u A— . Baxu |[(A—N)h| = [[(A=N)*h]]
Ha ocHoBy nponosungje 2.2.0.13. Hakie, ker(A — A) = ker(A — \)*. Ako h €
ker(A — \), Ah = Ah € ker(A — \). Taxobe, A*h = Ah € ker(A — \). Jlakre,
ker(A — \) je peiykoBanu mormapocrop o A. O

Jlema 2.5.0.4. Axo je T xomnaxman camoadjyzosar onepamop, mada cy o0a
+||T|| concmeene epedrocmu 00 T.

Jokas. Axo je T = 0, Taga Jyiema Baxku. [Ipernmocrasumo na je T # 0. Ha

ocuoBy nponosuimje 2.2.0.10, mocroju wuz {h,} jeAMHUYHUX BEKTOpa TAKO Ja

je | {(Thy,hy)| — ||IT||. IlpesackoMm Ha IOJHH30BE aKO je MOTPEOHO, MOXKEMO

npernoctaButu (I'hy,, hy,) — A, T1e je |A| = ||T'||. Buhe mokazano na A € o, (7).
Iomro |A| = ||T,

0 < (T = Nho||? = [|Thal|® = 2X (Thy, hy) + A2 < 202 — 22X\ (Thy,, hy) — 0.

C rora, ||[(T'— A)hy|| — 0. Ha ocuosy mponosuruje 2.4.0.8, A € o,(T).
O

Bparumo ce mokasy reopeme 2.5.0.1.

Zloxas meopeme 2.5.0.1: Ha ocuoBy Jsieme 2.5.0.4, moctoju peasan 06poj A\; €
op(T) Tako ma je |A\1| = ||T||. Hexa je & = ker(T — A1), P; je mpojekTop Ha
&1, Ho = &. Ha ocnoy mponosmmmje 2.5.0.3, £ je pelyKoBaHH HOTIPOCTOP O
T, na je Ho penykoanu norupocrop ox 1. Heka je To = T | Ho; Taga To je
caMoa/IjyroBaHy KOMIIAaKTHU orrepaTop Ha Hs. Ha ocuoBy jeme 2.5.0.4, moctoju
COIICTBEHA BPETHOCT Ag 32 Th Tako ma je [Aa| = ||T:||. Hexka je £ = ker(Th — A2).
Ipumernmo {0} # & u na je E C ker(T — A2). Ako 6u 6mino na je A\ = Ao,
raga £ C ker(T — A1) = &;. oo je & L &, onma Mopa ja Baxu A\ # Ao.
Hexa je P, mpojexktop om H na E u cTapumMo fa je Hz = (10 E)*. Ipumernmo
na ||Ta] < |7, ua je |A2] < |A1]. Kopucrehu unaykuujy, nobujamo uus {A,}
peasiHUX COIICTBEHUX BPeIHOCTH o7, T Tako ja:
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LA > [Ae > -+

2. Ako je &, =ker(T — ), Anpa| = | T (E1 @ D&

Ha ocroBy 1, mocToju HeHeraTuBas 6poj « Tako 1a je |A,| — a.
Hoxkazahemo jomr jenny momohny jemy Koja HaM je OoTpeOHa 3a J0Ka3.

ITomohua sema. « = 0, mada je lim, o A\p = 0.

Joxas. 3anpaso, Heka je e, € &,, |le,|| = 1. Ilomro je T KoMIaKTan onepaTop,
nocroje h € H u mogmus {e,,} Tako ma je |[Te,;, — h|| — 0. Amx e, L e, 32
n#muTe,, = \p,ep,. C Tora,

242 2 2
||Tenj - Te"z“ - /\nj + /\ni > 207,

omrro je {T'e,, } Kommujes nus, o = 0. O

Osum je mokazana Jema n BpaliamMo ce Ha IVIABHE JTOKa3.

Heka je P, upojekrop o H ua &, u ucnuryjemo T — Z;—;l AjPj. Axo je
heé&, 1<k<n, rana

(T = AjPj)h=Th— \h =0.
j=1

Crora, &, ®--- @&, Cker(T = Y7 \jPj). Axoje h € (&1 @--- ® )T,
taga Pjh =0 (6) 3a 1 < j < n; ma uvano ma je (T — 327 A\;jPj)h = Th (7).

Yumenune (6) u (7), 3ajeano ca tum qa je (£, @ --- @ &,)" peaykosanu
normpocrop ox T, mvmmmmmpajy ma [T =37 APyl = | T | (&1 ®E)T| =
|>\n+1| — 0.

Hakie, au3 Y~ | A\, P, kouseprupa y merpunu ox B(H) xa T', unme je 1oka3
Teopeme 2.5.0.1 3aBpieH.

O

Teopema 2.5.0.1 ce apyradnje HazuBa Cnexmpaana meopema 3a camoadjyzo-
sane onepamope.

2.6 Xwabept — llIMmuToBM omepaTopm

Hedunumnmja 2.6.0.1. Hexa je H cenapabuaar Xuabepmos npocmop. T €
B(H) je Xuabepm — HImumos onepamop axo

oo
Z | Ten|? < oo
n=1

2de je {ey,ea,...} nexa opmonopmupara 6aza 3a H.

ITpumep 2.6.0.2. Hexa je H = R™. Snamo da je R™ cenapaburan Xuabepmos
npocmop u yamumo da je {e1, ea, ..., ey} opmonopmupara 6asa. Cada mpeba da
degpuruwemo T maxo da T € B(R™) u

oo
Z | Ten|* < 0o
n=1

T:R™ = R", 2de je T depurucaro ca
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T2 Tn

2z,

n

T(x1,2a,...,2,) = (21,

Osaxo depunucano T ucnyrasa cee ycaose depunuyuje, na caedu da je T
Xunbepm — IlImumos onepamop.

IMpumep 2.6.0.3. H =12 nad K, 2de je K = R uau C. {ey,ea,...,e,} opmo-
Hopmupara 6a3a maxea 0a 6aHCU:

e1 =(1,0,0,...,0),e0 =(0,1,0,...,0) u maxo dawe.

YV npumepy 1.1.0.10. umamo da je 1> Xuabepmos npocmop, a da je cenapabu-
aan npocmop moxceme nozaedamu y [8]. Tpeba jow noxazamu da je T € B(I?)
00 2
uy || Ten|* < oo.
Pasauryjemo nexoruxo cayuajesa:

1. T=0,>"|ITes||* =0 < oo, wmo je ucnyreno.

2. T =137 ITenll? = 3200 llenll® = lleal® +leaf* +... = 1+1+... <
00, NOWMO UMAMO OECKOHAWHY CYMY, 068G HEJeOHAKOCM He 8adHCu Na Y
osom cayyajy T nuje Xunbepm — IlImumos onepamop.

Lepunuwumo T xao y npumepy 2.6.0.2, aaxo ce nposepasa da je T ozparu-
. e’} 2
wenu aureapru Pyrryuonan. Iokasrcumo da eaorcu jows Y~ [|[Ten||* < o0o.

N ITen|® = | Texl|? + | Tea]|? + || Tes | + -

n=1
1 1 1 =1 72
:1+27+37+Z2+“':;ﬁ:€<°°

Hanomena: Axko T € B(H), tne je H konauno pumeHsuoHajas, taja je T
Xwunbept — Imutos oneparop.

Teopema 2.6.0.4. Hexa je H cenapabuaar Xuabepmos npocmop u T je Xua-
bepm — IImumos onepamop wa H, mada je T xomnaxman onepamop.

Joxas. Heka je {e1, eq, ...} opronopmupana 6a3a 3a H, Tajia Ha OCHOBY TeOpeMe

1.4.0.11 mox r), cBako & € H MOXKEMO HAINCATH Kao

oo

x = Z(x,un>un

n=1

Ha ocnoBy Ttora mro je T Xunbept — IlImutos omnepartop, numamo ma je T
JInHeapaH W HEelPEeKUaH, a U3 Tora CJIe/In Ja je

o0
Tx = Z(w,un>Tun.
n=1
Cama zam=1,2,..., 1eDUHANIIMO TAPIHJATHY CYMYy

To(x) = Z(a@ U ) T,
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Tm(z) € span{Tuy, Tug, ..., Tuy}, na je dim ran T, < m, 1j. T}, je KoHAT-
HOT' paHra 3a cBako m. /3 osora npoususiasu ja je 7T, KOMIIAaKTaH OIEPATOP Ha
ocHOBY Teopeme 2.4.0.4.

VY namem noka3y Kopuctuhemo XesaepoBy HejeHAKOCT, KOjy hemo HaBecTH,
a JIOKa3 Moxere norsieaarn y [9].

XennepoBa HejeaHakocT: Heka cy a = (a1, ag,...,a,)ub= (b1, ba,...,by,)
POU3BOJBHE N-TOPKE MO3UTHBHUX peasHux 6pojesa u p,q € R\ {0,1} Taksu na
je % + % < 1. Taza:

a.) aKo Cy p, q TO3UTUBHU OPOjeBU, BAXKU HEjeTHAKOCT

n n % n %
S < (3oat) (3]
k=1 k=1 k=1
6.) ako je p < 0 wim g < 0, BaxKu 0OPHYTa HEjEHAKOCT

1 1
k=1 k=1 k=1

Y oba ciydaja jeTHAKOCT BaxKu aKKO ¢y aP u b? TUpeKTHO MPOIOPITHOHAJIHI.
Bparumo ce jokasy. Cana 3a cBako T € H,

2

o0
[T = T)all? = (T = Tl = T2 - Tl = || 3 Gz, e
n=m-+1
~ 2
s( S <z,un>Tun|>
n=m-+1
o0 o0
< Z [, upn)|? Z |Tu,||? (Xemmeposa mejemmakocr)
n=m+1 n=m+1
o0
< |lz|? Z | Tu,||?> (Becenosa nejemmakocr).
n=m-+1

Hakae, |T — T |l < 30", 11 ITun|l = 0, xaza n — oo, ¢ rora je T’ kom-

IMaKTaH OllepaTop Ha OCHOBY Teopeme 2.4.0.4.
O

IIponosurnuja 2.6.0.5. Axo je T € B(H) Xuabepm — ILImumos onepamop,
mada je T* maxohe Xuabepm — LImumos onepamop.

Zloxas. Ha ocnoBy npermoctaske ma je T Xumoept — IIImuToB onepaTop, mmamMo
. o0 2
oproropmupany 6a3y {eq,es, ...} og H rako gaje >~ | ||Te,|* < co. Hmb Ham

je na noxaxemo Y oo, [|[T%e, | < oc.
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{(T*en,em)|?  (Iapcesasosa jemmakoct)

NE
NE

[eS)
Y oIT e =
n=1

1n

3
Il
—_

n

|{€n, Tem>|2

)
M2

3
Il
m
3
[
_

[(Tem, en>|2

M
M8

3
Il
A
3
Il
_

| Tem|* < oo (ITapcesanosa jemmaxoct)

ol

1

3
I

= T* je Xunbepr — [IIMuToB oneparop.
O

Hanomena: 3a pa3iauKy o1 CKyla CBUX KOMIAKTHHUX OIIEPATOPA, F€HEPAJIHO,
ckyn Xwmnbepr — [IImurosux oneparopa mmje satsopen y B(H), Tj. axo je {T,}
un3 Xuabept — [IImutoBux omeparopa tako ma 1, — T, ouma T He Mopa O6utn
Xunbept — IlImuToB onepatop.

IMTokazahemo ja m3abpana oproHOpMupaHa 0aza {e1,es, ...} HemMa 3HaYaA-
ja y medbunurmju Xumioepr — [IImuroBor omeparopa. pyrum pedunma, ycaoB
Soot  ITen||? < oo je mesaBucan ox m36opa oproHopMEpaHe Gase.

ITponosurmmja 2.6.0.6. Hexa je H cenapabunarn Xuabepmos npocmop u 'l €
B(H) je Xuabepm — IImumos onepamop. IIpemnocmasumo da cy {e1,ea,...}
u {v1,v2,...} dee opmonopmupane 6ase 0d H. Tada,

L) L)
Do Tenl> =D I Tval?
n=1 n=1

Zloxas.

oo oo oo
Z |Ten|* = Z Z |(Ten,vm)|? (Iapcesamosa jemmaxocr)
n=1

W OBHUM je J0Ka3aHa IPOIO3UIIHja.
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3 Ciaba peniema eJUINITUIHNX OpobJjeMma, Jlakc-
Munrpam TeopeMa 1 MpUMeEHAa

Jlammacosa jeqnaunaa Au = 0 je TUI eJIMITUYHAX jeIHAYNHA U HEroB HEXO-
morenu nanjan, [Toaconosa jennauuna —Awu = f, rie KOPUCTUMO HOTAIH]Y

A:z;a?g

3a Jlammacos omepatop.
Yommrenuje, Heka je () orpanmyeru orBopeHu cKym y R™, m pazmMoTpumo
JIMHEApHY TapIUjaany AndepeHIijaany jeTHAInHy IpyTror peaa

> +Zb¢(az)g§i +e(z)u=flz), 2€Q (4

_ i 9 ai; (z) Ou

= Oxj * 8l‘i
1,j=1

Ize ¢y a;j,b;, c Koeburnujentn u f ncmymasajy cienehe yciose:

1. a;; €CHQ),4,j=1,...,n

2.0, €C(Q),i=1,...,n

3.ceC), feC(), feC)

4.

n

> a6 > ey &, VE=(&,... &) ERY, 2 (5)
=1

ij=1

IJie je ¢ MO3UTHBHA KOHCTAHTa He3aBucHa of x u &. Ycios (5) ce obudHO
Ha3uBa YHU(ODPMHA CJIUITUIHOCT, a (4) ce Ha3WBa eJIUNTHYHA jeJHAYNHA.

Vesosu u3 (4) ce 06MIHO JOIY Y]y jemHuM 0oJ ciegenux rpaHnIHIX yCIIOBA,
IIpY 9eMy ca ¢ O3HadaBaMo QyHkunjy aedunncany ma O0§):

a.) u= g Ha 0N} (lupuxJsieoB rpaHUYHE YCJIOB);

6.) % = g "a Of), IJle ca I O3HAYABAMO jEJIMHUYHU BEKTOD CIIOJHAIIE-E HOP-
maste Ha 0} (HojMaHOB rpaHUYHE yCIIOB);

B.) 2%+ ou =g na 09, rae je o(z) > 0 na 09 (POGHIOB IPAHETHH yCIIOB);

r.) Yonmreme rpaHUIHAX ycjoBa 0.) u B.) je

Z aij% cosaj+o(x)u=g na 0,

1,j=1

rae je a; yrao usMely jeIMHHYHOr BEKTOpa CIOJbAIIe HOpMaJe v Ha Of)
U zj—oce (TPAaHHYHU YCJIOB KOCOT M3BOJA).
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YV muorum Gu3nIKIM podsieMumMa ce Hamehe jesHa BpeTa rPaHMYHOT YCI0Ba
Ha 00 (Hnp. OF) je yHuja mBa mucjyHKTHa mogackyna J€; u I, ca dupexieo-
BUM IPaHUYHNUM yciioBoM Ha 0€ 1 HojMaHOBUM IpaHUIHUM ycaoBoM Ha Of)s).
IIpoyuyaBame TakBUX MEIIOBUTHUX pPOOJEMa I'DAHUYHUX BpemgHocTu Helie 6utu
TeMa y OBOM DPajLy.

[Tounmemo ca pasmaTpameM XOMOTeHOT JInpruxJIe0BOT TPAHUTHOT TPODIEMa

_ Z (')ax] <au(x)§;i> +Zb1(ﬂc)g—;: +e(x)u=f(z), z€Q (6)

,j=1

u=0 na o (7)

Iae ¢y aqij,b;,cu f xao y (5).

Oynxmuja u € C2(Q)NC(Q) koja zanosomasa (6) u (7) ce HazuBa KaacuHO
peuwerve oBor mpobsema. Teopuja maprujannux AudEpeHIIjaTHIX jeTHATHHA
HaM rosopu 2 (6) u (7) nMa jeIMHCTBEHO KJIACUYHO DENIeHhe, MOJ[ YCIOBOM JIa
cy aij, b, ¢, f 1 0Q nosospHo ,riarku’. Mehyrum, Tpeba yseru y 063up jegHaqnne
r7e Cy OBU 3aXTEBH 3a I[VIATKOIINY HAPYIIEHH, & 32 TaKBe MpobieMe KJIACUIHA
Teopuja je mHeogrosapajyha. ¥Yamwumo, miup. IloacoHoBy jemmadummy ca HyJITHM
HupnxseosuM rpannaHuM yeaosom Ha ) = (—1,1)" y R™:

—Au=sgn (3 —|z]), 2€Q (8)
u =0, x € 0N

Ogaj mpobiteM Hema Kaacuuaro pemmemse, u € C2(2) N C(Q), jep 6u nnade
Ay 6wra zHerrpexmHa GyHKImja Ha €2, mTo je Hemoryhe 3aTo 1mTo sgn (% — |x|)
Huje HenpekuHa Ha (). Jla 6ucMOo IpeBa3uIIn OrpaHnvIemha KJIACHIHE TEOPUje
7 a3 GUCMO MOIJIM Ja ce GABUMO MapIujaHuM JudepeHInja HuM jeTHadnHAMa,
ca ,He-IJIATKUM' ITOJIAIIMa, YOIIIITABAMO II0jaM PEIerkha CIa0/FEIHEeM 3aXTEBa
g epeHIjabITHOCTH 38 U.

Hanomena: Hocau o1 HenipekuiHUX (DYHKIHja Ha OTBOpeHOM cKyiry §) C R™
je nedunucan kao 3areopeme y ) ckyma {x € Q | u(z) # 0}. Hocaa hemo
obenezxkasatu ca supp. Ca(Q) je ckyn csux u uz C1(Q) unju je supp orpanuyen
moACKyT ox 2.

3a nodverak, ONPETIOCTABUMO J1a je u KiacudHo pemneme 3a (6) u (7). Tana,
3a cBako v € C3(Q),

= 0 Ou = ou
‘Z/a<a> '”d“;/g”*%i o
—&—/c(x)uvdmz/f(x)v(x)dw.
Q Q

WuTerpanujoM Mo JeIoBUMa y NPBOM HMHTErpajy M KOHCTATAIAjOM JIa je
v = 0 ma 02, nobujamo
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3 [z g i3 [
+/Qc(x)uvda:=/gf(m)v(x)dx, Vv € C3(Q).

a 6u oBa jeTHAKOCT MMaJIa CMUCIIA, BUITIE He Tpeda J1a MPEeTIIOCTAB/haMo 1,
je u € C%(): nososwHo je ma u € L*(Q) u gTZ € L?(Q),i = 1,...,n. dakJe,
umMajyhu y BUIY Ja u MOPa J1a 3a/10BoJbaBa HYJITH J{MpuxJie0B rpaHUYHY YCJIOB,
IPUPOJIHO je TpazkuTu u y npocropy HE(Q).

Hanowmena:

e Ll () je upocrop soKaHO nHTErpabuIHuX GyHKIHMja (HHTErPABGUIHIX
HA CBAKOM TIOJICKYIY CBOT JIOMEHA)

e C°(Q) je upocrop Geckonauno audepenipjabuinnx GyHKIHE]ja ca KOM-
MAKTHUM HOCAYEM.
Hedbunaunnumja 3.0.0.1. Pynryuja f € L}, (Q) je caabo dupepenyujabunna y
odnocy ma x; axo nocmoju gynryuja g; € L1,.(S2) maro da easrcu:

/ fOipdx = —/ giddz, 3a ceaxo ¢ € C°(Q).
Q Q

Dynryuja g; ce Ha3usa caadu i-mu napuujassy u3sod od f, u os3Hauasa ce ca

i f.

Haxae, 3a caabu ussod, unmeezpayuja deo no deo dopmyaa:

/Q fOiiz = — /Q 0if i

saotcu no depuruyuiu 3a cee ¢ € C°(N).

Hedunrunuja 3.0.0.2. IIpemnocmasumo da je o € Ni myamu-undexc. DPyrk-
yuja f € L},.(Q) uma caabu useod 0“f € L;,.(Q) axo sasrcu:

/(8af)¢d:c — (—1)ll / FO°$)dz, s coano ¢ € CZ(Q).
Q Q

ou

Crora, pasmarpamo cienelin npobaem: nahu vy H}(Q) Tako na

€ L?(Q),i=1,...,n,u=0ma IN}.

8u ov
Z/ 89: 8x]d +Z/ )
1,7=1
+/ c(x)uvdr = / f(@)v(z)dz, Yove Cj(Q).
Q Q
[pumeliyjemo ma je CH(Q) C HE (), u na je nako sugern na xkaga u € H(Q)

nv € Hi(Q) (ymecro mav € C3(Q)), nspasu na sesoj u secuoj crpamn (9) umajy
jour yBek cmmucia. OBo moruBuiie cienehy neduHumjy.
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Hedununuja 3.0.0.3. Hexa je a;; € LC’O(Q)7 ,7=1,...,n, b € L*(Q),1 =
1,...,n unexa je f € L*(Q). @ynuryuja u € HE(Q) xoja 3a0060/ba6a

Bu ov
Z/ 3:1: 5‘sz +Z/ axzvdx (10)

1,5=1

+/Qc(ac)uvdx:/ﬂf(x)v(m) dx, Yve Hi(Q)

nasusa ce caabo pewerve 3a (6) u (7). Ceu napyujasnu uzeodu y (10) mpeba
cxeamumu kao caabe ussode.

Jacuo je ga, ako je u xiacuuno pememe 3a (6) u (7), onua je u ciaabo pe-
memse 3a (6) u (7). Mehyrum, obparno muje Tagno. Axo (6) u (7) uma ciabo
periemse, 0BO MOXKda Hehe 6GUTH JIOBOJBHO TJIATKO J1a Oye KJIACUTHO PEIehe.
3amcra, y HacTaBKy fieMo Jl0Ka3aTn 1a TpaHndHE 1pobieM (8) uma jeMHCTBEHO
c1abo pemerse u € HE (£2), ynpkoc ToMe 11O HeMa KJlacudHO pererse. IIpe pas-
MaTpama OBOT KOHKPETHOT MPO6JIeMa TPAHUIHE BPEJHOCTH, ITUTAME TIOCTOjabha
jemuHCTBEHOT co1abor pemterba 3a ommruju mpobiem (6) u (7).

Pasu jenmnocrasnoctu ycsajamo cienehy moramnmjy:

ou 0O
a(w,v) Z/ aga;jd—i—Z/

i,j=1

/Q c(x)uvdzr (11)

= /Qf(x)v(x) dx. (12)

Ca oBoMm HOBOM HOTarumjoMm, npobiaem (10) moxke ce Hammcaru Ha caenehu
HAYMH:

u

nalin u tako na a(u,v) = 1(v),Yo € H}(Q). (13)

Mu hemo j0Ka3aTu MOCTOjalbe jeIMHCTBEHOT Pellerha 3a OBaj MpobJIeM KO-
purthemem ciesieher arncrpakTHOr pesynraTta MYHKIUOHAJIHE aHATI3E.

Ozuaunmo ca H peayan XmwibepToB IPOCTOP Ca YHYTPAIIEHBUIM TPOU3BOIOM
(-,-) m mopmom || - || = (+,-)*/?. Hacrasuliemo ma kopucTmMo (-, -) Ta O3HAYIMO
JejcTBo enreMmenTa n3 H* ma emement u3 H.

Teopema 3.0.0.4 (Jlakc—Musrpam). IIpemnocmasumo da je B : H x H — R
buauneapru 0bauk 3a koje nocmoje xoncmarwme o, B > 0 maxo da je

| Blu,v]| < allullllv]l,  Vu,veH (14)

|Blu, o]l > Bllull?, Vue H. (15)

Tada 3a ceaxo f € H*, nocmoju jeduncmeseno u € H mako da

Blu,v] = (f,v), 3a ceaxov € H.
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Cawm nmoka3, m3BernhieMo Kpo3 HEKOJIUKO JIeMa U O0jeTMHUTH CBE Te Pe3yJIraTe.
IIpe mero mro mpehemo Ha mgoKa3 Teopeme jgaheMo jeHy HAIIOMEHY.

Hanomena 3.0.0.5.

a.) Axo je B cumempuuno (mj. Blu,v] = Blv,u] 3a ceaxo u,v € H), mada
je Blu,v] ynympawrou npouszeod na H, u 060 camo je Pucosa meopema o
npedcmas.baryy.

b.) Cauuno, saorcu 3a xomnaekcarn Xuabepmoe npocmop H, nod npemno-
cmaskom da je B ceckguauneapan.

Joxas. Tlpso, 3a cBako dukcupano v € H, unpeciukasamwe T,v = Blu,v] je
orpaHmdeHu JuHeapHu pyHKImonaa Ha H, Tj.

[ Twv] = | Blu, ]| < allull[jv]],

a JIMHeapHOCT cJien u3 bumaeapHocTn o, B. Moxemo 3aK/byInT Ha OCHO-
By PucoBe Teopeme o mpescrasibaiby Ja MoCTOju jeauHcTBerHo w € H Ttako ma

Blu,v] = (w,v), Yve H.

Osznauumo ca A : H — H upeciukasambe Koje ,y3uma’ u € H Kao ,yna3"‘ u
Bpaha w € H u na oaj nauun Blu,v] = (Au,v),Vv € H.
Hokazahemo HeKOMKO JleMa Koje HaM Tpebajy 3a JT0Kas.

Jlema 3.0.0.6. Ac H*

Zloxas. Ilpeo na Bugumo na je A sinneapuo. Heka je A1, Ao € R, uy,us € H u
M3BOIMMO jEIHOCTaBAH PadyH

(A(Aug 4+ Aausg),v) = BlAjug + Agua, v]
= A\ Blu1,v] + Ao Bluz, v]
= A (Auy,v) + A2 (Aug,v)
= (M Aug + AAuz,v)

IIOIIITO j€é OBO TAYHO 3a CBaKo v € H, MOXKeMO 3aKJby4unTH

A()\lul + )\2U2) = M Au; + A\ Aus.

Ja 6ucmo Busenn a je A orpaHudeHo, IPBO MPUMETHMO J1a HEMa IIITa Ja ce
mokazke ako je Au = 0. Ako je Au # 0, Tajia nmaMo

[Aul* = (Au, Au) = Blu, Au] < of|ul|[| Aul.

Hememem ca || Aul|, nmamo || Au| < afjull.

JIema 3.0.0.7. A je unjexmusno, u cauka od A, R(A), je sameopen y H.
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Joxas. Tlokazyjemo na je A unjekrusro. Kopucrumo (15) ma sanumemo [ <
Blu,v] = (Au,u) < ||Au||||ul|. Axo je ||u| # 0, mememem ca ||u|| mobujamo,
[|Au|| > B||u||. Hapasuo, Tpusmjaamo Baxu 3a |lul| # 0.

IMocebHo, ako uy, us € H, tana || A(u; —usg)|| > B|lur —uzl|, a onasue ce Buau
na je A unjektusHo (Tj. U # us = Aug # Aus).

Cana mokasyjemo jna je R(A) sarsopen y H. Hexa je {u;}32; C H xoju
ucnymasa Au; — w 3a Heko w € H. Tpeba na noxaxxemo ga mocroju v € H
rako 1a Au = w (1j. w € R(A)).

3a oo, mpumehyjemo 1a

1
s = wjll < ZllAu; = Aug].

Hus {Au;}%2, xomseprupa ma je camum tum u Konmjes mus u wus {u; 152,
Mopa 6utn Komujes Hus, u Mopa KonseprupaTu Ka HekoMm u € H. Iomro je A
OrpaHUYEHO,

|Au — w|| = lim ||Au — Auj|| < o lim ||u — u;|| =0 1j. Au = w.
J—00 - Jj—00

(AnrepHaTuBHO, TIOMTO je A OrpaHUYEHO, 3HAMO U3 TEOPEME O 3aTBOPEHOM
rpaduky na je A 3aTBOpeHo, 1 TO HaMm oMoryliasa Ja 3aK/by9uMo Au = w)
O

JIema 3.0.0.8. R(A)=H

Joxas. TlpermocraBumMo cymnpoTHO, U mnogceruMo ce nomro je R(A) 3arBopeno,
MOXKEMO ITHCATU

H = R(A) @ R(A)*.

Axo je R(A) € H, tana mu moxkemo nponahnm w € R(A)\ {0}, u 3a To w Mu
IMaMO

0 # Bl|lw||* < Blw,w] = (Aw,w) = 0,

IITO je KOHTPATUKITH]ja.

O

Hacraspamo nokas Teopeme. Ilpema PucoBoj Teopemu o nmpencrasibamy, 3a
cBako f € H*, mu moxkemo Hahu jenuncrseno w € H Tako ma

(f,v) = (w,v), 3acsakov € H.

Ha oBaj HaumH, BUAUMO Ja MOXKeMo Jia permmumo Blu,v] = (f,v), Yv € H.
Pemasamem Blu,v] = (w,v), Vv € H. Iloxcernmo ce na je

Blu,v] = (Au,v), Yv € H.

W3 oBora BUIEMO 12 je Au = w, a peleme Koje TpaxKuMo je v = A~ lw.
Jorr ocraje J1a ce OKaxke jeIMHCTBEHOCT OBOT periema. [IpermocraBumo cy-
MIPOTHO JIa Cy ¥ U U JiBa PEIlerha Tako Ja

Blu,v] = {f,v), Vv € H
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Blu,v] = (f,v), Yv € H.

Bamemyjyhin u kopucrehu smaeapHoCT, BUAMMO Ja je Blu—a,v] =0, Vo € H.
YamuMmo Ja je v = u — U, 1 IPUMeTHMO Ha ocHOBY (15)

1
lu—a|?* < BB[U — G,u — @) = 0.
Tj., u = .

O

Hahemo npyry Bepsujy Jlakc—Muarpam teopeme (pas3inka je camMo y HOTa-
uju) KOjy NeMo KOPUCTUTH NPUIMKOM [MOKA3UBAIHA, er3UCTEHIIN]E jeIUNHCTBEHOT
caabor pemtema 3a (6) u (7).

Teopema 3.0.0.9 (Jlakc—Muurpam apyra Bepsuja). [Ipemnocmasumo da je V
peanru Xuabepmos npocmop crabdesen nopmom || - ||y . Hexa je a(-,-) 6usune-
apru Pyrryuonas wa VX V mako da je:

a.) Jeg >0, Yo € V, a(v,v) > co|jv||%,

Pynryuonas na V. maxo da je:

6.) 3e1 > 0, Vo,w € V, |a(w,v)|] < c|w|lvivlv, u nexa je I(-) auneapru

6.) dc2 >0, Vv € V. [I(v)] < e2flv]lv.
Tada, nocmoju jeduncmeeno u € V- maxo da je a(u,v) = Il(v), Vv € V.

Cazia Tiemo moOKa3aTn €rsucTeHIM]y U jeJIMHCTBEHOCT caabor pererma 3a (6)
u (7). Vsehemo na je V = Hy(Q) wnopmy | - ||y = || - || m1 (). Oae nehemo no-
kazusaru ga je H}(Q) Xunbepros mpoctop cHab/IeBeH CKaJIAPHUM TPOM3BOIOM

(w,0) i) = Jqwodz+37 [, g;‘i (%Ji dx w HopMoM [|w|| g1 () = (w,w);ﬁ(m
(3a mokas morsenaru [10]).

Cnenehe mro hemo nokasaru je ga a(-,-) u l() gebunucann y (11) u (12)
3a710B0JbaBajy cBe yciose Jlakc—-Mwuiarpam Teopeme.

ITpso hiemo nokazaru (B). IIpeciaukaBame v — [(v) je InHeapHO: 3amCTa, 3a
CBaKo «, 3 € R,

lavy + Bug) = /Qf(a:)(owl + Buy) dx

a | f()vi(x)de+ 8 | f(x)ve(x)dx
Q Q

al(v1)+Bl(v2)7 U1, U2 € H&(Q)

nakie, [(+) je nuneapru dbynkimonan na Hg(2). Takobe, na ocnosy Ko-

mu-I1IBaprioBe HejeqHAKOCTH,
1/2 1/2
~([irra) ([ ppe)
Q Q

= [[fllzllvllz2) < Iflle2@llvll e o)

(o) = \ [ starete) ds
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sa cBako v € H{(Q), roe kopuerumo ounrieny nejeppakoct [|v] 2@y <
vl (-

Yaumajyhu ga je ca = || f||£2(q), 106ujamMo Tparkeny orpaHHYEHOCT.

Curezelie nokasyjemo (6).

Ba cBako dukcupano w € H}(Q), npeciukasame v — a(v,w) je uneap-
no. Cimano, 3a cBako duxcupano v € HE(Q), npecsmkasame w — a(v,w) je
mmneapro. Crora, a(-,-) je 6umuneaprn dbynknmonan na Ha () x HE(Q).

[Ipumemyjyhu Komu—IIIBapiioBy HejeHAKOCT, 3aKJbYTyjeMO

ow (%
< . 16
afu,v) Hzlmaxm |\/ s (16)
+ max |b; ( vdx
Z zeQ ‘ x’L

n

,,z (/ﬂ

ow |?
8@-

o
3xj

>< )
S ([ )" ([rea)”
(ferar)” (o))
()" £ (L

(L) "+ £ (1

Jj=1

sz

1/2
x)
9 1/2
l‘)

3%
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rJie je

c=maX{1ggv§><<nrfggaw( )I,lrggxnrfgglb( )], mQXIC(x)I}~

Hamom majopuszarmjom gecue crpane y (13) sakibydyjemo ma

1/2
n aw2
a(w,v)| < 2né /wzdat—&— /‘ dx
aw,v) <Q| gam
1/2
/\v\de+Z/

Tako na, ysumajyhu na je ¢; = 2né, nobujamo mejeaaakoct (6):

dr;

la(w,v)| < crl|w] m @) lv]l a1 (@) (17)

Ocrano je jom na nokaxkemo 1oj (a). da Gucmo oBo ypauamiu, mu hemo
JETUMUATHO UCIYHUTH 3aXTEBE 3a TJIATKOCT Koedwurmjenara b; 3axteBajyhm ma
b; € Whe(Q). Kopucrehn (5), 3ak/bydyjemo 1a

n

ov |?
a(v,v) > ¢ dr + dr + | e(z)|v]?dx
223 [ |on Z/ D350+ [ ol ds
e CMO CTaBUJIA (%’ U Kao %82 (v 2). WNurerpumyhu mo gemoBuma apyru
waH ca JeCHe CTpaHe, ,ILO6I/IJ&MO
1 Ob;
dx + / clr) — = v|? dz.
5 i ( @325 ) o
HpeTHOCTaBI/IMO Ja bi, i=1,...,n, U Cc 33JI0BO/baBa]y HEjeJTHAKOCT
ab;
- = >0 €N 18
TR D IR (18)
1=1
Tama
n 2
ov
a(v,v) > ¢ dx. 19
e zey [ 122 (19)

Hagerrhemo jenny mejenaxkoct Kojy Hehemo jmokazatu, Beh hemo je nckopu-
CTHTH 3a Kpaj JoKa3a.

Jlema 3.0.0.10 (IToenkape-®pujpuxoBa Hejeamakoct). IIpemnocmagumo da
je Q ozparnuuenu omsopenu ckyn y R™ (ca dosowno eaamrom epanuyom 0)) u
nexa je u € HE(Q); mada nocmoju xoncmanma c*(§2), nesasucro 0d u, maxo

da je
[

3x2
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Ha ocnosy Ioenxape—Dpudpurose Hejednarxocmu, 0ECHa CIMPaHG Ce MOHCE
dawe ozparunumu da 6u 006Uy

a(v, v) > £/ |v]? da. (20)
¢ Ja

Cymupagyhu 19 u 20 dobujamo
2
dm) ,

a(v,v) > ¢ v|?dx + /
(v.0) 0</Q|| >,

u omyda caedu (a).

v
83@-

ede je co = 1=
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4 3akJpy4dak

Y oBOM pajly je M3HET TEOPHjCKU KOHIENT XMUJIOEPTOBOI MIPOCTOPA W OIle-
paropa Ha XuJOepTOBOM IPOCTOPY. ¥ IOCJEIHEM IOIJIABJ/BY CMO ITOKA3aJ U
Jlakc-MwusirpaM TeopeMy ¥ TPUMEHUIN je Ha JIOKA3 O TIOCTOjalby U jeTUHCTBEHO-
cTH caabuX peliena eJUnITHIHX npobsaema. CBU OHU Koje Oyle 3anHTepecoBao
0Baj pajJl MOTY Jla HacTaBe jajbe npoydasajyhu teopujy PypujeoBux pemosa,
Mrypm—JIyusua reopujy nudepeHnjagnnx jeJHadnHa U TaKO J1ajbe. JeaHa o
OuTHHUX yJsiora XuJIOEPTOBOT IIPOCTOPA U OIepaTopa Ha XujIO6EPTOBOM MIPOCTOPY
(oBO HajBuUIE MOXKEe 3aMHTEpecoBaTH (bU3MUapeE, ajld U CBE KOje OBa TeMa 3a-
nuMa) jecre oxpefuBame Tanacue pyHKImje, jep je TajacHa QYHKIMjA PEIIEHEe
jerHadnHe 33/[aTe KBAHTHIM XEePMUTCKUM OIIEPATOPHUMA.
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