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UvoD

U matematici, teorija stabilnosti se bavi stabilno$¢u reSenja diferencijalnih jednacina i
trajektorija dinamickih sistema pri malim poremedajima (perturbacijama) pocetnih uslova.
Medutim, ovi problemi imaju svoj koren u fizici, odnosno mehanici. Problemi stabilnosti se u
mehanici prvi put javljaju prilikom istraZivanja ravnoteZnog stanja sistema. Na primer, kada je
matematicko klatno u najnizem polozaju bilo koja perturbacija ée izazvati oscilovanje klatna
oko tog polozaja. U ovom slucaju najnizi polozaj klatna predstavlja ravnotezni polozaj i smatra
se da je on stabilan zato $to odstupanja klatna od njega ostaju ograni¢ena tokom vremena. U
ovom radu ¢e se pokazati da u matematickom smislu najnizi poloZaj klatna predstavlja stabilnu
stacionarnu tacku sistema diferencijalnih jednacdina. Medutim, proucavanje stabilnosti u
opStem slucaju znacajno izlazi izvan okvira ovakvih jednostavnih problema zato sto kod
mnogih dinamickih sistema uslove stabilnosti nije lako odrediti.

Kriterijum stabilnosti krutih tela u ravnoteznom polozaju pod dejstvom gravitacione
sile definisao je Toriceli 1644. godine. LagranZ je dokazao teoremu koja definiSe dovoljne
uslove za stabilnost bilo kog konzervativnog sistema 1788. godine.

Sredinom XIX veka javljaju se novi problemi u mehanici koji zahtevaju formulisanje
opstijih uslova za odredivanje stabilnosti. Jedan od tih problema je izazvao krizu u industriji
motora. Naime, radi se o centrifugalnim regulatorima koji su bili ugradeni na parne masine sa
ciliem da odrzZe propisano okretanje motora odredenom brzinom. Problem kod centrifugalnih
regulatora se javljao pri poveéanju snage motora Sto je dovodilo do njegovog ubrzanja.
Maksvel (1868) i Visnjegradski (1876-1877) ukazuju na to da je prvo potrebno formulisati
uslove za odredivanje stabilnosti pa tek onda resiti problem pomenutog regulatora.

Krajem XIX veka Raut i Zukovski objavljuju monografije posveéene opstim problemima
stabilnosti kretanja i metodima njihove analize. Neke od objavljenih metoda ova dva naucnika
su od velikog znacaja i danas. Medutim, glavni nedostatak istraZivanja stabilnosti u ovom
periodu bio je taj Sto su analizirani samo linearizovani sistemi diferencijalnih jednacina
poremecaja i nisu uzimani u obzir ¢lanovi viseg reda.

Veliki pomak u teoriji stabilnosti desava se 1892. godine kada Ljapunov objavljuje
doktorsku disertaciju pod naslovom , Opsti problemi stabilnosti kretanja“. Ova teza sadrzi
toliko ideja i rezultata od znacaja da se cela istorija teorije stabilnosti mozZe podeliti na period
pre i posle Ljapunova. Pre svega, Ljapunov je dao strogu definiciju stabilnosti kretanja koja je
prihvacena kao osnovna definicija. On je predstavio reSenja za veliku klasu problema



nestacionarnog i periodi¢nog kretanja. Takode, predloZio je dve metode za analizu stabilnosti
kretanja. Prva se oslanja na poznavanje reSenja sistema diferencijalnih jednacina. Druga
metoda, koja se naziva i direktna metoda Ljapunova, poznata je zbog svoje jednostavnosti i
efikasnosti. Naime, Ljapunov je prvi spoznao da se stabilnost reSenja moze dokazati bez
prethodnog poznavanja ta¢nog reSenja sistema. Ova metoda je postala poznata u periodu
Hladnog rata kada je otkriveno da se mozemo primeniti u analizi stabilnost sistema za
navodenje u vazduhoplovstvu. Ovaj sistem je nelinearan i njegova stabilnost se ne moze
odrediti pomocu drugih metoda.

Posle Ljapunova teorija stabilnosti kretanja se razvijala u razli¢itim pravcima. Mnogi
naucnici su nastavili da istrazuju ideje koje je Ljapunov izneo. Jedan od njih bio je Cetajev koji
se smatra direktnim naslednikom Ljapunova. Definicije koje je uveo Ljapunov su dopunjene i
odredeni su uslovi stabilnosti sistema pod uticajem velikih perturbacija pocetnih uslova kao i
perturbacija u kona¢nim vremenskim intervalima i pod dejstvom slucajnih sila.

Teorija stabilnosti se danas Siroko koristi u fizici, astronomiji, hemiji, ¢ak i biologiji.
Najznacajnija primena teorije stabilnosti je u tehnici: brodovi, avioni, turbine, giroskopski
kompas i tako dalje. Teorija stabilnosti se i dalje razvija zahvaljujuci brojnim naucnicima koji
otkrivaju reSenja novih problema.

Ovaj rad je posvecen teoriji stabilnosti kao delu teorije obi¢nih diferencijalnih
jednacina i njenoj primeni na odabrane probleme mehanike. Analiza ¢e se sprovesti na
sistemima drugog reda, odnosno na dinamickim sistemima u faznoj ravni.

Rad se sastoji iz tri dela. Prvi deo rada posveéen je uvodenju pojmova fazne ravni, fazne
trajektorije i faznog portreta. Zatim ce biti definisan pojam stacionarne tacke i analizirace se
ponasanje dinamickog sistema u njenoj okolini pomodu linearizovanih sistema diferencijalnih
jednacina.

Drugi deo rada sadrzZi osnove teorije stabilnosti dinamickih sistema u faznoj ravni.
Najpre ce biti definisani pojmovi stabilnosti u obiénom smislu i asimptotske stabilnosti
stacionarne tacke. Dokazaéemo teoreme o stabilnosti stacionarne tacke i dati klasifikaciju
stacionarnih tacaka. Zatim ¢emo uvesti pojam definitnih funkcija i analizirati njihova svojstva.
Najzad ¢emo formulisati i dokazati teoreme Ljapunova. Primena teorije stabilnosti bic¢e
ilustrovana pogodnim primerima.

Treéi deo rada je posveéen primenama teorije stabilnosti na mehanicke sisteme.
Obradiée se stabilnost poloZaja ravnoteze harmonijskog i prigusenog oscilatora, matematickog
klatna, kao i stabilnost polozZaja relativne ravnoteze rotiraju¢eg matematickog klatna.



1 DINAMICKI SISTEMI U FAZNOJ RAVNI

1.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju ¢e biti definisani osnovni pojmovi koji se odnose na dinamicke
sisteme u faznoj ravni. Pod pojmom dinamickog sistema u faznoj ravni podrazumevace se
sistem koji Cine dve obic¢ne diferencijalne jednacine (ODJ) prvog reda.

Prvo uvodimo velicine stanja dinamickog sistema. Njih oznacavamo sa (y;,y,) i one
svojim vrednostima opisuju stanje sistema. Veli¢ine stanja dinamickog sistema mogu biti, na
primer, temperatura, pritisak, polozaj, brzina, broj jedinki neke populacije. Mi ¢emo
posmatrati veli¢ine stanja dinamickog sistema koje se menjaju tokom vremena, (y; (t), y,(t)).
Stanje dinamickog sistema se tokom vremena menja pod uticajem nekog dejstva i to Cini
osnovnu strukturu matematickog modela:

Avelicina stanja

v ~ dejstvo.

Dinamicki sistem opisan je sledeéim sistemom ODJ prvog reda.

d

% = F1(y1,¥2), (1.1)
d

% = F,(y1,¥2)-

Ovaj sistem ODJ je autonoman S$to znaci da desne strane ne zavise eksplicitno od t, odnosno:

or,

Pyl 0, i=1,2.

Resenje sistema ODJ (1.1) je vektorska funkcija:

_[r(®
YO=],0b

¢ije komponente identicki zadovoljavaju dati sistem jednacina:

dh(t) = F1(3’1(t) YZ(t))

dyZ(t) = Fz(}’1(t) }’Z(t))



Ravan (y;,y,) se naziva fazna ravan. Graficki prikaz resenja sistema ODJ (1.1) u ovoj
ravni naziva se fazna trajektorija. Zapravo, fazna trajektorija je skup tagaka (v, (t),y,(t)) u
faznoj ravni, koje se dobijaju za sve vrednosti t iz nekog vremenskog intervala. Takode, fazna
trajektorija je parametarski zadata kriva kod koje vreme t igra ulogu parametra. Skup svih
faznih trajektorija naziva se fazni portret.

Stacionarna tacka (kriticna tacka ili singularna tacka) je tacka za koju vaZi da je:
y,(t) = a; = const. (1.2)
y2(t) = a, = const.

partikularno reSenje sistema ODJ (1.1). Ako je (1.2) stacionarna tacka, onda vazi:

dyl(t) — 0'
dt
dyZ(t) — 0'
dt
odakle dobijamo da je:
Fi(ay,a;) =0, (1.3)

Fy(ay,a;) = 0.

Ukoliko je ovo slucaj, cela fazna trajektorija je tacka.

1.2 Dinamicki sistem u okolini stacionarne tacke

U analizi dinamickih sistema od posebnog interesa je njihovo ponasanje u okolini
stacionarne tacke. Ta analiza se mnogo jednostavnije moze sprovesti ako se izvrSi smena
promenljivih, odnosno ako se redefinisu velicine stanja. Nove veliine stanja éemo oznaciti sa
x(t) i y(t)idefinisaéemo ih relacijom:

y1(t) = ag +x(t), (1.4)
y2(t) = a; +y(b),

gde a, i a, predstavljaju vrednosti veli¢ina stanja u stacionarnoj tacki. Veli¢ine x(t) i y(t) se
uobicajeno nazivaju poremecajima. Diferenciranjem jednacina (1.4) po t dobijamo:

dt dt ’ )
dy2(t) _ dy(t)
dt dt

Koriséenjem (1.4) i (1.5) dinamicki sistem (1.1) se moze zapisati u obliku:
dx
== Fi(a, +x,a, + ), (1.6)

% =F,(a; +x,a, +y).

Uvodedi oznake:



X(x,y):=F(a; +x,a, + ),
Y(x,y):=F,(a; + x,a, + ),

dinamicki sistem (1.6) se moze zapisati kao:

dx

- =X y), (1.7)
dy _

E = Y(X,y)

Primetimo da vaii:
X(0,0) =0, Y(0,0) =0,

odnosno, stacionarna tacka sistema (1.7) je sada (x,y) = (0,0). Sistem ODJ (1.7) nazivamo
dinamicki sistem u okolini stacionarne tacke (0,0) ili diferencijalne jednacine poremecaja.
Drugi naziv ovih jednacina se koristi u mehanici.

Diferencijalne jednacine (1.7) su u opstem slucaju nelinearne diferencijalne jednacine.
Buduci da se reSenja nelinearnih jednacina mogu odrediti samo u specijalnim slu¢ajevima,
veoma je tesko analizirati ponasanje dinamickog sistema na osnovu (1.7). Odredene
informacije o njegovom ponasanju u maloj okolini stacionarne tacke mogu se dobiti ako se
desne strane jednacina (1.7), odnosno (1.6), linearizuju.

Razvojem funkcija F; i F, iz (1.6) u Tejlorov polinom u okolini stacionarne tacke (0,0)
dobijamo sledede:

OF OF
Fi(ay +x,a;, +y) = Fi(ay,a;) + a_yi(ap a,)x + 6_3;(‘11.612)3’ + 0(||x]1*)
= ax + by + 0(||lx||*) = X(x, ),
OF JF.
Fy(a; + x,a; +y) = F,(ay,a;) + a—yj (ay, az)x + i (a1, a,)y + O(lIx]1*)

=cx +dy + 0(|Ix]I*) = Y(x, ).

Sa x smo oznadili vektor:

=)

Sa ||x|| je oznaéena norma vektora x. S obzirom na to da su u vektorskim prostorima konacne
dimenzije sve norme ekvivalentne, moZzemo izabrati bilo koju od njih. Najjednostavnije za dalji
rad je da usvojimo euklidsku normu:

Il = V52

Konacno, sistem ODJ (1.7) sada izgleda ovako:

dzit) = X(x,y) = ax + by + 0(||x]|?), (18)
d
Z(tt) =Y(x,y) = cx + dy + 0(||x]|?).

U daljoj analizi posmatraéemo i dinamicke sisteme u linearnoj aproksimaciji u okolini
stacionarne tacke, a to su dinamicki sistemi kod kojih su zanemareni €lanovi O (]|x||?):



dx(t) _

— —axt by, (1.9)
ay(t) _
o o cxt dy.

Ovaj sistem jednacina se u mehanici i teoriji stabilnosti naziva linearizovanim jednacinama
poremecaja.

Ukoliko uvedemo vektor x i matricu 4 na slededi nacin:

=[] a=[¢ gl

sistem (1.9) moZemo zapisati u matricnom obliku:

2 _ Ax. (1.10)



2 OSNOVI TEORIJE STABILNOSTI

2.1 Definicije stabilnosti

Dinamicki sistem ODJ (1.6) u okolini stacionarne tacke (0,0):

dx
E - X(x, }’),
b _
= Yy,
mozZemo zapisati na sledeéi nacin:
dx
o =X, (2.1)

gde je:

x= [y i xeo =[]

Stacionarna tacka je tacka za koju vazi da je:
x(t) = x, = const.
reSenje dinamickog sistema (2.1), odnosno vazi:
X(x,) = 0. (2.2)
Mi ¢emo uzeti da je:
X0 =0,

jer stacionarnu tacku mozemo translirati u koordinatni pocetak, pa jednakost (2.2) piSemo:

X(0) =0.
Neka je:
x = ®(t),
reSenje sistema (2.1) i
@(0),

je pocetni uslov sistema (2.1). Pretpostavljamo da je u opstem slucaju:
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®(0) # 0.
Tada je (2.1):

dd(t)
dt

Sada uvodimo definicije stabilnosti i asimptotske stabilnosti stacionarne tacke.

= X(®(t)).

Definicija 2.1 (obi¢na stabilnost) Ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da vazi:
eI <6 = llP@I <e,
za svako t > 0 za svako resenje ®(t), onda je stacionarna tacka:
Xg = 0,

stabilna (u obi¢nom smislu).

Slika 2.1 Definicije stabilnosti: obi¢na i asimptotska

Definicija 2.2 (asimptotska stabilnost) Stacionarna tacka:
X =0,
je asimptotski stabilna ako vazi:
1) xy = 0 je stabilna (u obicnom smislu),

2) tlim ||@(t)|| = 0 za svako resenje ®(t).

Ocigledno, asimptotska stabilnost je jaCe svojstvo od stabilnosti, uzevsSi u obzir da
stacionarna tacka mora biti stabilna pre nego sto moZzemo razmotriti da li je asimptotski

stabilna.

U mehanici se pocetni uslovi ®(0) tretiraju kao mali poremecaji. Stoga nam Definicija 2.1
govori o tome da mali poremecaji u pocetnim uslovima ostaju mali (ograniceni) tokom

kretanja, dok nam Definicija 2.2 govori da poremedaji iS¢ezavaju tokom vremena.

Ukoliko Zelimo da dokazemo da stacionarna tacka nije stabilna dovoljno je pronaci jedan

pocetni uslov ®(0) za koji ¢e reSenje ®(t) narusiti nejednakost:

[Pl <e.



Matematicki zapisano to izgleda ovako:

3T >0: |[@T)] > e

2.2 Linearna stabilnost stacionarne tacke

U daljem tekstu ¢emo se ograniciti na analizu stabilnosti hiperboli¢nih stacionarnih

tacaka. To su stacionarne tacke linearnog dinamickog sistema (1.8):
dx 2
_— x’
dt

gde sopstvene vrednosti matrice A imaju realni deo razlicit od nule.

Problem sopstvenih vrednosti je:

Ad = Ad, (2.3)
a karakteristi¢na jednacina je:
det(4A —AI) = 0. (2.4)
U opstem slucaju, postoje dva reSenja karakteristicne jednacine (2.4):
A =ap+ifr, k=12, (2.5)
a, =Re(A;,) #0, k=12,
A = /1_1

i njih nazivamo sopstvene vrednosti. Sopstveni vektori su:
dk = ag + lbk ) k= 1,2, (26)

gde je d, = d;. Norma vektora (2.6) je:

il = (@i @2 = (@ + ib) - (@ — 1))z = (- @) + (bi - B2,
gde je tackom oznacen skalarni proizvod vektora.
Partikularna resenja linearnog dinamickog sitema (1.8), za k = 1,2, dobijamo na
sledeci nacin:
x®(t) = etd,, = e(@tiBltg, = erteibtd, = ekt (cos(Byt) + isin(Brt)) dy. (2.7)
Znamo da je:
lcos(Byt) + isin(Bit)| = (cos(Bxt))? + (sin(Byt))? = 1.

Opste reSenje linearnog dinamickog sistema (1.8) se dobija kao linearna kombinacija
nezavisnih partikularnih resenja:

x(t) = c;xD () + c,xP(0). (2.8)

Dalje formuliSemo i dokazujemo teoreme o stabilnosti stacionarne tacke u linearnoj
aproksimaciji.



Teorema 2.3 Ako su Re(1;) < 0,k = 1,2,0onda je stacionarna tacka x = 0 asimptotski
stabilna u linearnoj aproksimaciji.

Dokaz: Pretpostavimo da je Re(4;) < 0,k = 1,2 i da je A, = ay + ifx ,k = 1,2. Posto je
A, = A4, to moZemo zapisati i u obliku @; = a, < 0, f, = -f;. Tada je:

@1l = [leix® (@) + 2@ @ < [ x® @] + [ 2@ (@
< lal[x@ @[ + el [xP O = leil]letertd, || + Ie,l]|e*te = dy |
< leslle®tl[ePr|lldy |l + lczlle®2t[|e =t l|d .

Posto znamo sledede:
leitit| =1, |eifat] =1,
a, =a, = e%lt =%t
=, <0 = |e%t| =e%t <1, t=0,
d, =d; = |ld,ll =lldl,
dobijamo da je:
lx(Ol < (leal + 2Dyl
Mozemo proglasiti da je:
e = (il +lezDlieyl
te dobijamo da je stacionarna tacka stabilna u obiénom smislu.
Dalje, iz nejednakosti:
Ix@Il < (el + lezDle*  lldy I
dobijamo, kada pustimo da t tezi beskonacnosti:
lim ey | + leaDle ¢ Iyl = 0,
te onda mora biti i:
lim[lx(®)Il = 0,
$to nam daje, zajedno sa stabilnoséu, asimptotsku stabilnost stacionarne tacke.
Ako je Im(A;) =B =0, k =1,2, onda je A, = a; Neka je 1; < 1, < 0, tada su
partikularna resenja oblika:
B () = ettd,,
a opste resenje je:
x(t) = c;xP(E) + c,x@(2).
Norma opsteg resenja je:
X = [|c;x® (@) + c,xP )| < [[e, @ @ + [[e 2P @)
< |C1|||x(1)(t)” + |C2|||x(2)(t)” = |C1|||elltd1” + |Cz|”e'12td2||
< legle]lldyll + lczl|e2t|lld .
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Posto je |e*1t| < |e*2t| i moZemo izabrati [|d, || = 1i ||d,|| = 1, dobijamo da je:
lx(OI < (eal + |C2|)|e/12t| < le1l + ezl
Proglasavamo da je € = |c;| + |c;|, pa dobijamo da je stacionarna tacka stabilna.
Kada pustimo da t teZi beskonacnosti dobijamo:
lim ey | + |ea D]t = 0,
pa mora bitii:
lim [x(6)]l = 0,
$to nam ponovo daje asimptotsku stabilnost stacionarne tacke.
Teorema 2.4 Ako vazi:
i) LALER AL <O<A i< A <4y,
ili
i) 2,1, €EC, A =a+if,, =21 iRe(A) =a>0, k=1,2,
onda je stacionarna tacka nestabilna.
Dokaz:

i) U ovom sludaju partikularna redenja su : x(V(¢t) = etitd;, i x@(t) = e?etd,, a
problem sopstvenih vrednosti glasi:

Adk = Akdk ) k = 1,2.
Opste reSenje je:
x(t) = Clx(l)(t) + sz(z)(t) — Cle}tltdl + Czelztdz.

Za dokazivanje nestabilnosti stacionarne tacke dovoljno pronadi jedan pocetni uslov
x(0) za koji vazi da postoji 0 < T < oo takvo da je ||x(T)|| > € za unapred zadato €. Posto je
A, > 0, izabraéemo x(0) = kd, ,k > 0. Tada je:

x(0) = c;d, + c,d, = kd,,

cidy + (¢ —k)d, = 0.

Posto su vektori d; i d, linearno nezavisni dobijamo da je:
¢, =0,

c,—k=0=c¢, =k

Nase reSenje sada glasi ovako:
x(t) = ket2td,,
Xl = [[xe’*d, || = keI, || = ke,

gde smo usvojili ||d,|| = 1. Nekaje 0 < T < oo, pa je:

lx(D|| = ke?2T > ¢ >0,

11



T>Lmt
/’Izn}c'

Dakle, stacionarna tacka x = 0 je nestabilna.
i) Zal; =a+ifid, =21 =a—if, imamo:
eMt = g@telBt — ot (cos(Bt) + isin(ft)),
ehet = pte—ift = pat(cos(Bt) — i sin(Bt)) = e,
d, =a+ib,
d,=d, = a—ib,
gde su vektori a i b linearno nezavisni. Sada prvo partikularno resenje izgleda ovako:

xD(t) = eMtd, = e*(cos(Bt) + isin(Bt))(a + ib)
= e%(cos(ft)a — sin(Bt)b) + ie* (cos(Bt)b + sin(ft)a).

DefiniSimo funkcije u(t) i v(t) na sledeci nacin:
u(t) = e*(cos(Bt)a — sin(ft)b),
v(t) = e*(cos(Bt)b + sin(ft)a).
Prvo partikularno resenje sada moZzemo zapisati u obliku:
xD) = u(t) + iv(t),
a drugo partikularno reSenje izgleda ovako:
x@(t) = etotd, = u(t) — iv(t) = xD(¢).

Posto su funkcije u(t) i v(t) dva realna linearno nezavisna re$enja, opste resenje ¢emo
formirati kao njihovu linearnu kombinaciju:

x(t) = cqu(t) + c,v(t).
Primetimo da je u(0) = a iv(0) = b.
Neka je x(0) = ka ,x > 0,
x(0) = c;u(0) + c,v(0) = c;a + c,b = ka,
(c; —kK)a+ c,b = 0.
Posto su vektori a i b linearno nezavisni dobijamo da je:
c, =0,
cgt—k=0 = ¢ =k
Sada nase resSenje ima sledeci oblik:
x(t) = ku(t) = ke*(cos(Bt)a — sin(Bt)b).
Definisimo funkciju %i(t) na sledeéi nacin:
u(t) = cos(ft)a — sin(Bt)b.
Sada je:
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x(t) = ke®(t).
Posto je U(t) # 0 zbog linearne nezavisnosti vektora a i b, dobijamo da je:
||| > &y > 0= 3Ac:||c|| = .

b

=>

Slika 2.2 Analiza linearne nestabilnosti

Sada je:
lx@®)l = llke®a@®) |l = ke ||u(t)|| > xe*e,.
Odatle sledi da postoji 0 < T < o tako da je:
lx(T)|| > ke%Tey > ¢,
€

1
T>—-In—.
a  KE

Dakle, stacionarna tacka x = 0 je nestabilna.

Napomenimo da ovde nije razmatrana linearna stabilnost kada su sopstvene vrednosti
realne i jednake, A; = A,. lako je ovaj slucaj zanimljiv u matemati¢kom smislu, u primenama
on spada u grani¢ne slucajeve kod kojih male promene parametara sistema impliciraju
naruSavanje jednakosti sopstvenih vrednosti. Uz to, ideja dokaza ostaje nepromenjena i stoga
se zainteresovani Citalac upuéuje na obimnu literaturu iz dinamickih sistema u kojoj se ova
analiza moZe pronaéi.

2.3 Klasifikacija stacionarnih tacaka

U prethodnoj analizi smo se bavili proucavanjem stabilnosti stacionarne tacke. To je
najgrublji vid analize zato sto nam samo daje odgovor na pitanje da li je stacionarna tacka
stabilna. Medutim, i kada je stabilna i kada je nestabilna ponasanje dinamickog sistema u
njenoj okolini moZe biti detaljnije opisano. Posledica te detaljnije analize je klasifikacija
stacionarnih tacaka i analiza lokalnih faznih portreta.

Pretpostavimo najpre da je resenje sistema OD)J (1.8) dato u sledeé¢em obliku:

x(t) = de’,

13



dx
— = Ade™,
dat

gde jed € R?i A € C. Tada dobijamo:
Ade* = Ade™ = (Ad — Ad)e* = 0.
Posto je e*t # 0 mora biti:
Ad —Ad = 0 = Ad = Ad.

Ovo je problem sopstvenih vrednosti (2.3). Desnu stranu ove jednakosti moZemo zapisati i na
slededi nacin:

Ad = Ald,
gde je I jedini¢na matrica drugog reda:
1 o
I= [0 !

Kada ovakav zapis uvrstimo u problem sopstvenih vredenosti (2.3) dobijamo:
Ad =2ld = Ad—Ald=0= (A—ADd = 0.
Netrivijalno reSenje sistema (1.8) je karakteristi¢na jednacina (2.4):
det(A — AI) = 0.
Izracunavanjem determinante (2.4) dobijamo sledece:

a—A7 b
c d—21

=0,
Sto je dalje:
A —(a+d)A+ad—bc=0.
Sa Ti D éemo, respektivno, obeleziti trag i determinantu matrice A, odnosno:
T=trA=a+d,
D = detA = ad — bc.
Sada karakteristicna jednacina (2.4) izgleda ovako:

A2 —TA1+D =0.

Primetimo da je ovo, ustvari, kvadratna jednacina, te su njena resenja:
1
Ay = E(T +T2 - 4D).

Predimo sada na detaljnu analizu sopstvenih vrednosti matrice A. U zavisnosti od
vrednosti diskriminante:
T? — 4D,
dobijamo razli¢ite sopstvene vrednosti (2.5). Naime, ako je:
T?—4D >0 = 1,1, €ER,

a ako je:

14



T?—4D <0 = 1,=1, €C.
Ukoliko je:

T?—-4D =0 = D=%T2,
ovo je grani¢na kriva koja razdvaja realna resenja od konjugovano kompleksnih resenja.
Posmatramo tri slucaja:
a) M, €R, T?—4D>0 & D<-T?
b) L, =1, EC, T?—4D <0 < D>%T2,

c) T=0,D>0,

na osnovu kojih dobijamo klasifikaciju stacionarnih tacaka. Navedeni slu¢ajevi nam odreduju
tri klase stacionarnih tacaka a pod c) imamo par imaginarnih sopstvenih vrednosti.

Realne sopstvene vrednosti. U slucaju pod a) sopstvene vrednosti su realne:
A =2 (T +VT2=4D) i1, =5 (T VT2 —4D).
Tada vazi:
Midy = (T +[T* =4D)(T —VT2 = 4D) = - (T? —= T2 + 4D) = D.

U zavisnosti od znaka determinante D i traga T razlikuju se tri tipa stacionarne tacke.

i) Sedlo, za koje vaii:

D < 0iT je proizvoljnog znaka.
Tada je 114, < 0, odnosno sopstvene vrednosti su razli¢itog znaka.
ii) Stabilni ¢vor, za koji vazi:
0<D<T2,T<0.

Tada je 4,4, > 0 i obe sopstvene vrednosti su negativne, A1;,1, < 0. Ocigledno je 1, < 0,
al; <O0jerje:

JT2—4D <\T2=|T| = T++T2—4D <0.

iii) Nestabilni ¢vor, za koji vazi:
0<D<T2,T>0.

Tada je 4,1, > 0 i obe sopstvene vrednosti su pozitivne, 1;,1, > 0. Ocigledno je 4; >
0,aA, >0jerje:

JT2—4Dp <12 =|T| = T-T2—4D > 0.

Tipicni fazni portreti su prikazani na Slici 2.3.
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Slika 2.3 Fazni portreti: sedlo, stabilni ¢vor i nestabilni ¢vor

Konjugovano kompleksne sopstvene vrednosti. U sluaju pod b) sopstvene vrednosti su
konjugovano kompleksne i tip stacionarne tacke je odreden znakom realnog dela, odnosno

znakom traga T, jer je Re(1,) = Re(4,) = g Razlikujemo sledede stacionarne tacke.
i) Stabilni fokus, za koji vazi:
T<0,D>T2
ii) Nestabilni fokus, za koji vazi:
T>0,D>,T2

Tipicni fazni portreti su prikazani na Slici 2.4.

Yy y

5 \S{

ZoIN N

Slika 2.4 Fazni portreti: stabilni fokus i nestabilni fokus

&

Imaginarne sopstvene vrednosti. U slucaju pod c) imamo par imaginarnih sopstvenih
vrednosti. To je jedini slucaj koji analiziramo u kom je Re(4,) = Re(1,) = 0, odnosno
stacionarna tacka nije hiperboli¢na. Ovom sluc¢aju odgovara samo jedan tip stacionarne tacke:

i) Centar, za koji vazi:
T=0,D>0.

Tipic¢ni fazni portret je prikazan na Slici 2.5.

16



e,

7

Slika 2.5 Fazni portreti: centar

lako ova stacionarna tacka nije hiperboli¢na, ona ¢e se u primenama na mehanicke probleme
¢esto pojavljivati. Zato je bilo neophodno da je izdvojimo u ovoj klasifikaciji.

Na Slici 2.6 dat je graficki prikaz klasifikacije stacionarnih tacaka u koordinatnoj ravni u
kojoj je apscisa trag T a ordinata determinanta D.

D

stabilni fokus nestabilni fokus

T?-4D=0
centar

stabilni évor nestabilni ¢vor

sedlo

Slika 2.6 Klasifikacija stacionarnih tacaka

2.4 Nelinearna stabilnost stacionarne tacke

U prethodnom izlaganju smo posmatrali sistem ODJ (1.6):

Z=X(xy), X(0,0)=0,
2 =v(xy), Y(00)=0

i njega smo linearizovali u okolini stacionarne tacke. Zatim smo trazili sopstvene vrednosti i na
osnovu njih odredivali stabilnost stacionarne tacke.

Sada postavljamo pitanje: da li se moZe analizirati stabilnost bez linearizacije?

Mi ne znamo da reSimo nelinearne sisteme DJ u opstem slucaju. Medutim, nas ne
interesuje tacno resenje sistema, ve¢ samo jedno njegovo svojstvo a to je stabilnost, odnosno
ograni¢enost norme reSenja. Ovaj problem pripada kvalitativnoj analizi diferencijalnih
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jednacina. Jedno od mogucih reSenja je dato direktnim metodom Ljapunova, koji ¢e biti opisan
u daljem tekstu. Da bi ovaj metod mogao biti opisan, neophodno je uvesti nekoliko pojmova
koji ¢e sa jedne strane omoguditi jasnu formulaciju teorema Ljapunova o stabilnosti a sa druge
pruziti njihovu pogodnu geometrijsku interpretaciju.

2.4.1 Kretanje reprezentativne tacke u faznoj ravni

Stanje dinamickog sistema (1.6) u proizvoljnom trenutku vremena t > 0 odredeno je
veli¢inama stanja x(t) i y(t). Svako stanje sistema se moze prikazati jednom tackom u faznoj
ravni (x,y), a ona se moze opisati vektorom:

x(6) = ;Eg = x(Dex + y(De,,
Ovu tacku ¢emo nazivati reprezentativnom tackom. Svako resSenje sistema (1.6) odreduje
parametarski zadatu krivu u faznoj ravni, koju ¢éemo nazivati faznom trajektorijom
reprezentativne tacke. Po analogiji sa brzinom materijalne tacke u mehanici, moZzemo
definisati brzinu u(t) reprezentativne tacke u faznoj ravni:

dx(t) _ dx(t) dy(t)

u(t) = — . T ext— e (2.9)
PoSto nam je poznato da je :
dx(t) _
dt - X(X, }’):
ay(t) _
dt - Y(X, }’):
dobijamo da je (2.9):
u=u(x,y) =X(xyle,+Y(x,y)ey, (2.10)

i ovu jednacinu nazivamo polje brzine reprezentativne tacke u faznoj ravni. Ako postoji fazna
trajektorija (x(t), y(t)) koja prolazi kroz tacku (x,, ¥,), onda brzina u(x,, y,) reprezentativne
tatke mora imati pravac tangente na faznu trajektoriju u toj tacki. Stavise, brzina
reprezentativne tacke mora ovaj uslov da zadovolji u svakoj tacki fazne trajektorije. Zbog toga
se kaZze da fazne trajektorije, odnosno resenja sistema (1.6), predstavljaju integralne krive
vektorskog polja u(x, y) odredenog sa (2.10). Ova analiza je ilustrovana na Slici 2.7.

y
(xy)

u(xy)

Slika 2.7 Brzina reprezentativne tacke
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2.4.2 Definitne funkcije i njihova svojstva
U direkntom metodu Ljapunova centralnu ulogu imaju definitne funkcije. Stago ¢cemo
ovde dati njihovu definiciju i analizirati njihova svojstva koja su od znacaja za dalju analizu.

Definicija 2.5 Neka je funkcija V(x,y) definisana i 1-1 na otvorenom skupu Q c R?, V €
C1(Q), i tatka (0,0) € Q. Funkcija V(x,y) je pozitivno (negativno) definitna ako vazi:

1) V(0,0) =0;

2) Vix,y)>0,(x,y) = (0,0) (V(x, y)<0,(xy)+ (0,0)).

Funkcija V (x, y) je pozitivno (negativno) semidefinitna ako vazi:

1) V(0,0)=0;

2a) V(x,5) = 0,(x,y) = (0,0) (V(x,¥) <0, (x,y) # (0,0)).
Definitne funkcije se mogu ilustrovati sa dva jednostavna primera:

i) V(x,y) = x?+ y? je pozitivno definitna funkcija,

i) V(x,y) = (x — y)? je pozitivno semidefinitna funkcija.

Svojstva definitnih funkcija su opisana u narednim Lemama. One ¢e nam biti znacajne
u dokazivanju Teorema Ljapunova.

Lema 2.6 Ako je funkcija V(x,y) pozitivno definitna funkcija u oblasti (), onda jednacina
V(x,y) = C,C > 0, definie zatvorenu krivu u R?.

Slika 2.8 Svojstva definitnih funkcija

Umesto dokaza Leme izloZiéemo argumente, delimi¢no geometrijskog karaktera, koji
¢e nam osvetliti osnovnu ideju. U analizi koja sledi koristicemo (bez dokaza) jedno bitno
svojstvo pozitivno definitnih funkcija: uvek postoji okolina koordinatnog pocetka u kojoj je
pozitivno definitna funkcija ograni¢ena monotono rastu¢im funkcijama, a, (||x|)) < V(x,y) <
a,(]|x]). Uo¢imo sada u oblasti Q kruznicu odredenu jednako$¢u:

Ixll = vx? +y% = p,

i posmatrajmo vrednosti pozitivno definitne funkcije V(x,y) na p-okolini (u-sferi)
koordinatnog pocetka (0,0). Znamo da je:
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V(X, J’)lell=u > 0.

Neka je [ najmanja vrednost funkcije V (X, ¥) jx=u:

min V(x,y) =1 = V(x, y)||x||=u =L
[lxll=p

Sada posmatramo tacke koje zadovoljavaju uslov:
Vix,y)=C<l

i posmatramo proizvoljnu polupravu OL, gde je O koordinatni pocetak. Ogranic¢i¢emo analizu
na u-okolinu uz pretpostavku da je u njoj funkcija ¥V (x,y) ograni¢ena monotono rastuc¢im
funkcijama. Tada je zadovoljeno sledede:

0=<Vo,(x,y) <V(x y)||x||=ﬂ-
Zbog neprekidnosti postoji tacka (x., y.) € OL u kojoj funkcija ima vrednost:

V((xey)) = C < U< VEY)|ixl=p-

Ovo znaCi da poluprava OL u toj tacki preseca krivu V(x,y) = C. Posto je poluprava
OL proizvoljno izabrana, svaka poluprava uo¢ena na ovakav nacin ¢e seéi krivu V(x,y) = C
Sto znacida je V(x,y) = C zatvorena kriva.

Lema 2.7 Ako je V(x,y) pozitivno definitna funkcija i C, > C; > 0, onda se kriva implicitno
zadata sa V' (x, y) = C; nalazi u unutrasnjoj oblasti fazne ravni ¢iji je rub odredensa V(x,y) =
C, i ove dve krive nemaju zajednickih tacaka.

V(xy)=C;

Vixy)=C;

Slika 2.9 Svojstva definitnih funkcija

Primenjujuci postupak primenjen u analizi prethodne Leme, moZzemo pokazati da ¢e
funkcija V. (x,y) prvo dosti¢i vrednost C;, a tek onda vrednost C,. Time se dokazuje da se
kriva V(x,y) = C; nalazi unutar krive V(x,y) = C,. Dalje, zbog pretpostavki ne postoji tacka
(x1,y1) € Q takva da je V(x4,y1) = C, = C; , $to znaci da uoéene krive nemaju zajednickih
tacaka.
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2.4.3 Kvalitativna analiza resenja

Na osnovu analize kretanja reprezentativne tacke u faznoj ravni i svojstava definitnih
funkcija, mogude je izvrsiti kvalitativnu analizu resenja sistema (2.1) uz pomo¢ definitne
funkcije V(x,y). U nastavku ¢emo podrazumevati da je V (x, y) pozitivno definitna funkcija.

Posmatrajmo sistem (2.1):
dx
E - X(x)l
i sa V(t) ozna&imo vrednost funkcije V(x,y) na re$enju sistema za t > 0:

V) =V, y(O)ar_y (2.12)

Kada funkciju (2.11) diferenciramo po t dobijamo:

dv(t) (oVdx oV dy) av av
=—X —Y
dt <0x dt ™ dy dt dx _x@ 0% )+ Co)
av 0V
= (aex + @ey) ' (X(x,}’)ex + Y(x'y)ey)'
Posto je:
_ov v
grad V(x,y) = T ay €v’

u(x,y) =X(x,y)ex +Y(x,y)e,,
dobijamo da je:
dV(t) = (grad V(x,y) - u(x, y))dx X'

U daljoj analizi éemo posmatrati oblast u R? ogranitenu krivom V(x,y) = C, za C > 0.
Definisimo skup Sy ¢ na sledeci nacin:

Sve={(x,y) e R*:V(x,y) <C,C > 0}.

Zbog tvrdenja Leme 2.6 skup Sy  je ogranicen i zatvoren a to znaci da je kompaktan skup u
R2. Analizirajmo trajektorije reprezentativne tacke koje u nekom trenutku t > 0 zadovoljavaju
uslov V(x(t),y(t)) = C, odnosno nalaze se na rubu skupa Sy .. S obzirom na kretanje
reprezentativne tacke, mozemo razlikovati sledeca ¢etiri sluéaja.

dV(t)

1) = (grad V(x,y) - u(x, y))dx X > 0,

U ovom slucaju vrednost funkcije V (x, y) raste duz trajektorije reprezentativne tacke, a ugao
izmedu vektora u(x,y) i grad V(x, y) je oStar. Zbog toga se reprezentativna tacka kreée tako
da u posmatranom trenutku napusta skup Sy .

dv(t)

2)d

= (grad V(x,y) - u(x, y))dx o <0

21



U ovom slucaju vrednost funkcije V (x, y) opada duz trajektorije reprezentativne tacke, a ugao
izmedu vektora u(x,y) i grad V(x, y) je tup. Zbog toga se reprezentativna tacka krece tako
da u posmatranom trenutku ulazi u skup Sy .

gradV

dV (t)

=0

dt

Slika 2.10 Kvalitativna analiza reSenja

av(ts

3) ac

(grad V(x,y) u(x, y))ﬂ—x(x) = 0, gde je t* jedan izolovani trenutak.

dt—
U ovom slucaju su vektor u(x, y) i grad V(x, y) medusobno ortogonalni, odnosno, grade prav
ugao. Trajektorija reprezentativne tacke tangira krivu V(x,y) = C u posmatranom polozaju.

Da bi se utvrdilo da li se reprezentativna tacka kreée tako da u posmatranom trenutku ulazi u

av(x,y)

skup Sy ¢ ili ga napusta potrebno je ispitati znak funkcije u okolini posmatrane tacke.

av(t)

4) at

(grad V(x,y) - u(x, ynﬂ:x(x) = 0,Vt = 0iuovom slucaju je:
dt

VO =VG©,yO)ax_y,, =

Dakle, reprezentativna tacka se stalno krece po krivoj V(x,y) = C, odnosno sve vreme ostaje
na rubu skupa Sy .
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2.4.4 Teoreme Ljapunova

Nelinearna analiza stabilnosti stacionarne tacke se vrsi pomocéu Teorema Ljapunova,
koje ¢e u nastavku biti formulisane i dokazane za dinamicke sisteme u faznoj ravni. Za dokaze
¢e nam biti od koristi da uvedemo oznaku za zatvorenu loptu u R?:

B, = {x € R% ||x|]| £ a,a > 0}.

Teorema 2.8 Ako za sistem DJ, % = X(x), mozemo da formiramo pozitivho definitnu funkciju

V(x,y), takvu da je njen izvod duzZ reSenja sistema negativno semidefinitna funkcija ili funkcija
identicki jednaka nuli, onda je stacionarna tacka x = 0 stabilna.

Slika 2.11 Teorema 2.8

Dokaz: lzaberimo dovoljno mali broj € € Rt i uo&imo e-okolinu stacionarne tacke (0,0),

|x|| = v/x%? + y? < &, odnosno x € B,. Na osnovu Leme 2.6 znamo da je V(x,y) =C
zatvorena kriva u R?. Zbog toga je uvek moguce izabrati takav broj C da vaZi Sy ¢ € Bg.Takode,
postoji i dovoljno mali broj § € R* takav da odgovarajuc¢a §-okolina ||x|| = /x% + y2 < 6,
odnosno x € Bg, zadovoljava uslov Bs © Sy - nema zajednickih taCaka sa rubom skupa Sy .
Ozna¢imo sa M, pocetni polozaj reprezentativne tacke (xq,yo) = (x(0),y(0)) koji
zadovoljava uslov M, € Bs i neka je V(x,y) = C; kriva na kojoj se nalazi reprezentativana
tacka u tom trenutku t = 0, V(x(0),y(0)) = C;. Zbog izbora 6, za tacku M, vazi M, € Sy .
Kako je C; < C,ondajeiSyc, C Syc.

Zbog uslova Teoreme moze se desiti da je izvod funkcije V (x, y) duZ reSenja sistema

av(x(®),y®))
dt

negativno semidefinitna funkcija, odnosno < 0. Tada ¢e reprezentativna tacka

uvek prodirati u skup Sy ., C4 < Cy, ili Ce se kretati po njegovom rubu, odnosno po krivoj
V(x,y) = C,. Takode, zbog uslova Teoreme, izvod funkcije V (x, y) duZ resenja sistema moze
biti identicki jednak nuli i tada ¢e se reprezentativna tacka sve vreme kretati po krivoj
V(x,y) = Cy, odnosno po rubu skupa Sy ¢, . U oba slu¢aja zagarantovano je da reprezentativna
tacka nece napustiti skup Sy ¢, . Na ovaj nacin ona Ce ostati i unutar skupa Sy , Sto zbog izbora
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konstante C garantuje da Ce vaZiti x € B,, odnosno ||x|| <& za t > 0, a ovo znadi da je
stacionarna tacka stabilna.

Teorema 2.9 Ako za sistem DJ, % = X(x), mozemo da formiramo pozitivho definitnu funkciju

V(x,y), takvu da je njen izvod duZ reSenja sistema negativno definitna funkcija, onda je
stacionarna tacka x = 0 asimptotski stabilna.

Slika 2.12 Teorema 2.9

Dokaz: Za dokazivanje ove Teoreme koristiéemo iste konstrukcije koje smo koristili u dokazu
Teoreme 2.8. Primetimo prvo da je, zbog uslova Teoreme, izvod funkcije V (x,y) duz reSenja
sistema negativno definitna funkcija, Sto znaci da su ispunjeni uslovi prethodne teoreme, pa
odatle dobijamo da je stacionarna tacka stabilna. Takode, znamo da ¢e se trajektorija
reprezentativne tacke nalaziti u oblasti Sy ¢ i da ¢e vaziti [|x(t)|| < .

negativno definitna funkcija, funkcija V(x(t),y(t)) ¢e duz

Posto je —dv(x(;z’y(t))

trajektorije biti monotono opadajuca i ograni¢ena sa donje strane:

V(x(t),y(t)) » c=0kadat - .
Zelimo da pokazemo da je ¢ = 0. Pretpostavimo da je ¢ > 0. Tada postoji okolina B,
koordinatnog pocetka za koju vaZi B, < Sy .. Uslov V(x(t),y(t)) — ¢ > 0 implicira da

trajektorija ostaje izvan okoline B, za svako t = 0. Sada posmatrajmo zatvoren i ogranicen,
odnosno kompaktan, skup B = {x € R?%: ¢, < ||x|| < €}. Zbog uslova Teoreme, funkcija

%ﬁ’y(m je neprekidna, pa na kompaktnom skupu B dostiZze svoj minimum i maksimum.
Oznacimo sa —y maksimum te funkcije, m&xw = —y < 0, koji mora biti negativan
X

zato Sto je funkcija po pretpostavci negativno definitna. Tada vazi sledece:
t av(x(s),y(s)
V(x(®),y(®) = V(x(0),y(0)) + [; FE222 ds < V(x(0), y(0)) — y.

, Sto je nemoguce jer je funkcija

. v i V(x(0),y(0) .
Desna strana ove jednacine ¢e biti negativnazat > M S

V(x(t), y(t)) pozitivno definitna. Dakle, iskljucili smo mogucénost da je ¢ > 0, odakle sledi da
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vazic = 0, pa x(t) » 0 kada t —» . Konacno, dobijamo da je stacionarna tacka asimptotski
stabilna.

2.5 Primeri

Primer 1 ([6], Exercise 4.3) Dinamicki sistem u okolini stacionarne tacke (0,0) opisan
jednacinama:

dx

— ==X X

dt Xy,
dy _
dac

a) Pokazati da je stacionarna tacka asimptotski stabilna analizom linearizovanih jednacina
poremecaja.

b) Koristedéi funkciju Ljapunova u obliku:

V(y) =@ +y?),
dokazati asimptotsku stabilnost primenom direktnog metoda Ljapunova.

c) Odrediti reSenje sistema za proizvoljne pocetne uslove x(0) = x,,y(0) =y, i
pokazati da je ograniceno i da asimptotski tezi O:

tlim x(t) =0, tlim y(t) = 0.
Resenje:

a) Linearizovani dinamicki sistem u okolini stacionarane tacke izgleda ovako:

dx
dc

dy_
a7

)

Ovaj sistem u matriénom obliku zapisujemo na sledeéi nacin:

a=ax=[5" O[]
dt_Ax_[() —1lly)
Ra¢unamo sopstvene vrednosti iz karakteristiéne jednacine:

-1-2

det(A — Al = 0

_10_/,1|=(—1—/1)(—1—/1):/12+2/1+1=0

—2+v4—4

:/11’2= = Alzﬂ‘zz_l.

Dakle, 4, , < 0 pa je stacionarna tacka (0,0) asimptotski stabilna.

b) Prvo pokazujemo da je funkcija:

V(xy) =@ +y?),

pozitivno definitna funkcija, odnosno da vazi:
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1) V(0,0)=0
2) V(x,y)>0jersux?>0,y2>0kadajex = 0,y # 0.
Dakle, V (x, y) je pozitivno definitna funkcija.

DefiniSemo novu funkciju koja zavisi od parametra t:

V(xy) = V(x(®),y(®) = 5x%(1) +5y2(0),

| diferenciramo je po t:

x(t)

av() _
ac

dx(t)
dt

+y(0) 2 = x(6) (—x() + x()Y(®) — y(Oy(©)

2 2 2

=—(x(®)" + (x®) y® - (v®)

2 2

=—(x®) (1-y®) - (y®)"
Sada proveravamo da li je Z—: (x,¥) negativno definitna funkcija. Ovu proveru mozemo izvrsiti

na dva nacina:

1) Znamo da su x?2, y? pozitivne funkcije pa su —x?2, —y? negativne funkcijezax # 0,y #
0. Da bi cela Z—Z(x, y) bila negativno definitna funkcija potrebno je da bude ispunjeno

sledede:
1-y>0 & y<1

Ovim uslovima je osigurano da jez—:(x,y) negativno definitna funkcija u nekoj okolini
stacionarne tacke (0,0).

1
2

2) Znamodaje: ||x|| = (x% + y?)z. Sada je:

av
& (x,y) = =x* = y* + o(llxlI?).

. .. . .. . av .
Kao i u prethodnom sluéaju znamo da su —x?2, —y? negativne funkcije pa je—- (x,y) negativno

definitna funkcija u nekoj maloj okolini stacionare tacke (0,0).

Dakle, Z—:(x,y) jeste negativno definitna funkcija. Na osnovu druge teoreme Ljapunova
zaklju¢ujemo da je stacionarna tacka (0,0) asimptotski stabilna.

c) Druga jednacina u dinami¢kom sistemu je linearna i kod nje je moguce razdvajanje
promenljivih. To znadi da je formalno mozemo zapisati u obliku:

d
2= —dt.
y

Kada izvrSimo integraciju i iskoristimo pocetni uslov dobijamo da je:

Inl]y|=—t+Inc = y(t) =ce™},

y(0)=c=y, = y) =ype "

U granicnom slucaju kada pustimo da t teZzi beskonacnosti dobijamo:

lim y(t) = lim yoe t =0,

26



sto je trebalo pokazati.

Drugo reSenje dobijamo na sledeci nacin:

% =x(-14+y) =x(—1+yee™").

Razdvajanjem promenljivih dobijamo:

i—x = (=1 + yge~)dt.
Integraljenjem ove jednacine dobijamo:
In|x| = —t —y,e~t* +1nD,
In|xg| = —yo+InD = InD = In|xy| + y,,
In |;—0| =—t—yy(1—e7t) = x(t) = ypetero(t=¢™),
Kada pustimo da t tezi beskonacnosti dobijamo:
lim x(¢) = lim yoe teyo(1=e™) = g,
sto je trebalo pokazati.

Primer 2 ([6], Exercise 4.3) Dinamicki sistem u okolini stacionarne tacke (0,0) opisan
jednacinama:

ax _ a2
o =y —x%),

=N,

a) Pokazati da je stacionarna tacka asimptotski stabilna analizom linearizovanih jednacina
poremecaja.

b) Koristedi funkciju Ljapunova u obliku:

V(xy) =5 (2 +y2),
dokazati asimptotsku stabilnost primenom direktnog metoda Ljapunova.
Resenje:

a) Linearizovani dinamicki sistem u okolini stacionarane (0,0) tacke izgleda ovako:

dx _

dt

v

dt

)
=—-x—Y.
Ovaj sistem u matriénom obliku zapisujemo na sledeci nacin:

P

dt -1 -1
Racunamo sopstvene vrednosti iz karakteristicne jednacine:
det(a—an =|"* 1 |=-AC-1-D+1=2+2+1=0

1 -1-4
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—1+V1-4 N —1+iV3

> A= Mo =

Dakle, Re(/lllz) = —% < 0 pa je stacionarna tacka (0,0) asimptotski stabilna.
b) Prvo pokazujemo da je funkcija:
V(y) =@ +y?),
pozitivno definitna funkcija.
1) V(0,0)=0
2) V(x,y)>0jersux?>0,y2>0kadajex # 0,y # 0.
Dakle, ovo je pozitivno definitna funkcija.

DefiniSemo novu funkciju koja zavisi od parametra t:

7(xy) = V(x(®),y(®) = 3x2(0) + 5 y2().
Sada diferenciramo ovu funkciju po t:
500
= 2Oy () (1 - (x(®)") = yO (x(® + y(®) (1 - (x(©)")
= (1= (x(®)") Gy ®) - x®Oy©) - (y©)°
=-(y®)"[1- x®)’|

y " | 4 . Y.
Na osnovu ovog rezultata moze se zakljuciti da je o (x,0) = 0 za ma koju vrednost x. To znaci

dx(t)
- Ty®

dy(t)
dt

funkcija % (x, ¥) ne moze biti definitna. Medutim, % (x, ¥) moze biti negativno semidefinitna
funkcija ako vazi:
1-x2>0 & (1-x)(1+x)>0,
a ovo je ispunjeno ako je:
a) 1-x>0A14+x>0 © x<1Ax>-1 © x€(—-11)
b) 1-x<0A1+x<0 ©& x>1Ax<-1 © x€(—00,—1)U(1,00)

Da bi funkcija Z—Z(x, y) bila negativno semidefinitna na nekoj okolini stacionarne tacke (0,0)
izabra¢emo okolinu x € (—1,1). Na osnovu Teoreme 2.8 mozemo zakljuditi da je stacionarna
tacka (0,0) stabilna u obi¢nom smislu.

lako je direktni metod Ljapunova strozi od linearne analize stabilnosti, on nam u ovom
primeru daje slabiji rezultat. Razlog za to je postojanje skupa tacaka, y = 0, koji sprecava
definitnost funkcije Z—Z(x,y). Moze se ipak pokazati da je i sa ovako izabranom funkcijom

Ljapunova moguce dokazati asimptotsku stabilnost. Naime, dovoljno je pokazati da se
reprezentativna tacka koja se u nekom trenutku t* u faznoj ravni nade u polozaju (x(t*),0),
x(t*) € (—1,1), u tom poloZaju nece zaustaviti nego ¢e nastaviti kretanje u oblasti y # 0 gde
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. av L .
JEE(X, y) < 0. Lako se vidi da je u(x, 0) = —xe,, odnosno u(x, 0) # 0,zax # 0.S obzirom
na to vazi¢e lim x(t) = 0.
t—oo
U narednim primerima ce biti analiziran odnos linearne i nelinearne stabilnosti

stacionarne tacke. Stoga ¢emo nelinearni dinamicki sistem okolini stacionarne tacke
posmatrati u obliku:

d .
d_f = a;1x +apy + F(xy), (i)
dy = Ap1X + azy + G1(x,y).

Nelinearni ¢lanovi F; (x,y) i G1(x,y) imaju sledeéa svojstva:

F1(x,3’)_)0 G1(XY)
r )

-0 zar=(x? +y2)2—>0

Linearizovani sistem jednacina koji odgovara nelinearnom sistemu (i) izgleda ovako:

dx ..
26 - X + agy, (ii)
dy

E = ale + azzy.

Primer 3 ([4], Chapter 9, Problem 10) Posmatrajmo linearizovani sistem jednacina (ii).
a) Neka je stacionarna tacka (0,0) asimptotski stabilna. Dokazati da tada vazi:
a1 +ay, <0 i ag1a,, —aqa,1 > 0.
b) Konstruisati funkciju Ljapunova:
V(x,y) = Ax?* + Bxy + Cy?,
tako da je V(x, y) pozitivno definitna funkcija i da je Z—‘: (x,y) negativno definitna funkcija.
c) Koristeéi rezultat iz dela problema pod a) dokazati da je: A > 0, 4AC — B?> > 0.
Resenje:
a) Linearizovani sistem DJ (ii) zapisan u matricnom obliku izgleda ovako:
a a
% = Ax [ai a;z] [y]
Iz karakteristicne jednacine dobijamo:

all_/l

det(4A — Al = . a4y — A|

=% - Aai1 + azz) +ag1a;3; — agpa,;, = 0.

Znamo davazi: T < 0,D > 0, kada je stacionarna tacka asimptotski stabilna, pa je onda:
T:a11+a22 <0,
D = aj1a3; — a1207;, >0,
$to je i trebalo pokazati.

b) Izvod funkcije Ljiapunova V(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? po t je:
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Z—Z(x,y) = 2Ax% + By% + Bx% + 2Cy2—3t]
= (24x + By)% + (Bx + ZCy)%
= (24x + By)(a;1x + a12y) + (Bx + 2Cy)(az;x + az;y)
= (24ay;, + Bay)x? + (Bay, + 2Cay,)y? + (24a,, + Bay, + Bay, + 2Cay)xy.

Posto Zelimo da Z—: (x, y) bude negativno definitna funkcija biramo da je:

Z(xy) = —x2 -2
Da bi ovo bilo ispunjeno, mora biti zadovoljen sledeci sistem jednacina:
2Aay; + Bay, = —1,
Ba,, +2Ca,, = —1,
2Aaq, + Ba; + Bay, + 2Cay; = 0.

Kao reSenja navedenog sistema dobijamo sledece:

2 2
_ G21°+a22°+(A11022—-a12021)

A = ]
2A
QA12022+0A711021
B =—="——=
A
_ a112+a12%+(a11022-a12021)
C=- 24 '

gde je A = (a1 + az;3)(aq1a22 — a12a,1). U nastavku ce biti pokazano da ovako odredeni
koeficijenti A, B i C obezbeduju pozitivnu definitnost funkcije V (x, y).

c) PokaZimo da koeficijenti A,B i C zadovoljavaju uslove A > 0, 4AC — B? > 0.
Posmatrajmo najpre koeficijent A:

A=— a21°+0a22°+(a11a22-a12021)
2A

gde je A = (a1 + azy)(a11a,2 — a42051). Znamo da je:
A = (ag1 + az)(a11a22 — a120,,) =TD <0 = 2A <0,
ay.2 > 0,a,,2 >0,
ay110z2 — Aq2031 > 0,
paje A > 0, $to je trebalo pokazati. Sada ¢emo posebno izracunati koliko je 4AC i B?:

2 2 2 2
(a21 +azz +(a11a22—a12a21))(a11 t+a;2 +(a11a22—a12a21))

4AC = 4 * .
4A
2 2 2 2 2, 2 2, 2 2, 2 2, 2
(a11a22—a12a21)(a21 +az2°+ta11°+aq2 )+az1 Ay1°+022°A12 + +2a31°012°42022°011°—2011022012021
A? A2 ’
2 2, 2 2, 2
Bz _(a12a22+0a11021)° _ A12°022°+2012022011021+a11°A21
- A2 - A2 '

Konacno dobijamo da je:

4AC — B? = (a11022—012021)(a21%+a22% +a112+0a12%)+2(011022—012021)?
= e

> 0,
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jerje:
D = aj1az; — 1207, >0,
az1% + ay® + a2 + a% >0,
A% > 0.

Primer 4 ([4], Chapter 9, Problem 11) U ovom primeru ¢emo pokazati da je funkcija Ljapunova
konstruisana u Primeru 3 za linearni dinamicki sistem (ii), u isto vreme i funkcija Ljapunova
nelinearnog dinamickog sistema (i). Da bi se ovo pokazalo, treba dokazati da postoji okolina

stacionarne tacke (0,0) u kojoj je Z—Z(x, y) negativno definitna funkcija. Ovo ¢e biti pokazano

u dva koraka.

a) Pokazati da je:
Z—Z(x, y) = —(x2 + y2) + (24x + By)F;(x,y) + (Bx + 2Cy)G,(x, y).
b) Pokazati da je Z—: (x,y) negativno definitna funkcija.
Resenje:

a) lz problema 10 u delu pod b) smo dobili da izvod funkcija Ljapunova za linearizovani
sistem (ii) izgleda ovako:

av w2 _ a2
dt (x,)’) - X y .
Na isti nacin dobijamo da izvod funkcije Ljapunova za sistem jednacina (i) ima slededi oblik:
Z(0y) = —(x2 +¥%) + QAx + BY)F(x,y) + (Bx + 2CY)G1(x, ).

Fl(x’y) BN 0 Gl(x'y)
r "oor

1
b) Znamo da - 0zar = (x?+ y?)2 > 0 3to znati da za svako € > 0

postoji krug r =R za 0 <r <R i daje: |F(x,y)| <er,|Gi(x,y)| < er. Neka je:
M = max{|24|,|B|,|2C|}. 1z dela pod a) znamo da je izvod funkcije Ljapunova:

Z(y) = —(x2 + %) + Ax + BY)F(x,y) + (Bx + 2CY)G1(x,y).
ZapisSimo izvod funkcije Ljapunova u obliku:
Ty = -G +y) + 2 (xy),
gde je:
% (x,y) = (2Ax + By)F;(x,y) + (Bx + 2Cy)G;,(x, y).
Vaze sledeée nejednakosti:

av.
— () < 1Q24x + BY)Fy(x,y) + (Bx + 2Cy)G1 (x, )|

< |24x + By||F;(x, y)| + |Bx + 2Cy||G1(x, y)|
< er[|2Al|x| + |Blly| + |Bllx| + |12C||yl] < 2erM(|x| + |y]).

Kada uvedemo polarne koordinate:
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X =71 oS @,
y =rsin g,

gde jer > 0, ¢ € R. Dobijamo sledece:

‘%3 (x,y) = 2erM(|r cos @| + |rsinp|) = 2er*M(|cos ¢| + |sinp|) < 4er?M.
Sada je:
Z—Z(x, y)=-1r%+ %(x, y) < —1?+ 4er’M = —12(1 — 4eM).
Da bi ova funkcija Ljapunova bila negativno definitna potrebno je da bude ispunjeno sledece:
1—4eM >0 = s<$.

Primer 5 ([4], Chapter 9, Example 4) Dat je dinamicki sistem:

dy,

FT y1(1=y1 —y2),

d
=2 = ,(0.75 — y, — 0.5,).

d
a) Pokazati daje (y4,y,) = (0.5,0.5) stacionarna tacka.

b) Formirati diferencijalne jednacine poremecaja u okolini stacionarne tacke.
¢) Formirati linearizovane jednacine poremedaja u okolini stacionarne tacke.

d) Analizom linearizovanih jednacina odrediti tip stacionarne tacke i diskutovati njenu
stabilnost.

e) Koristeci funkciju Ljapunova u vidu kvadratne forme:
V(y) =22 +y?),
primenom direktnog metoda Ljapunova pokazati da je stacionarna tacka asimptotski stabilna.
Resenje:
a) Dabi (0.5,0.5) bila stacionarna tacka mora biti ispunjeno:
yil=y1=y2) =0,
y,(0.75 —y, — 0.5 y;) = 0.

Direktnim ubacivanjem vredenosti proveravamo da li su ovi uslovi ispunjeni:
0.5(1-05-05)=05(1-1)=05%x0=0,
0.5(0.75 - 0.5 —-0.5%0.5) = 0.5(0.25 - 0.25) = 0.5 0 = 0.
Uslovi su ispunjeni pa zakljuc¢ujemo da je (0.5, 0.5) stacionarna tacka.
b) Prvo uvodimo poremedaje:
y1 =05 +x,
¥, =05+ y.

DJ poremecaja u okolini stacionarne tacke izgledaju ovako:
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i _ — X2
Frali 0.5x — 0.5y — x° — xy,

22 = —0.5y — y? — 0.25x — 0.5xy.

c) Linearizovane DJ poremedaja izgledajuj ovako:

d
% = —0.5x — 0.5y,

dys _ _
- = —0.25x — 0.5y.

d) Linearizovani sistem u matricnom obliku zapisujemo na slededi nacin:

dx — —0.5
Z=-A
a ~ OFT 0 25 ~0.5 [y]
Racdunamo sopstvene vrednosti iz karakteristicne jednacine:
-05-41

det(4 — AI) = |_( 0.5 — 1)(=0.5 — 1) — 0.5 * 0.25

—-0.25 —0. 5 A
=224+ 214+0.125=0.

Posto znamo da je karakteristiéna jednacina zapisana u obliku: 12 — TA + D = 0, dobijamo da
jeT=-1<0iD =0.125> 0.

2T2=2(-1)2=025=D <-T2
4 4 4

Na osnovu klasifikacije stacionarnih tacaka dobijamo da je stacionarna tacka (0.5, 0.5) stabilni
cvor.

e) Prvo pokazujemo da je funkcija:
V(y) =22 +y?),
pozitivno definitna funkcija.
1) V(0,0)=0
2) V(x,y)>0jersux?>0,y2>0kadajex # 0,y # 0.
Dakle, ovo je pozitivno definitna funkcija.

DefiniSemo novu funkciju koja zavisi od parametra t:

7(xy) = V(x®),y(®) = 5x2(0) + 5 y*(0).
Sada diferenciramo ovu funkciju po t:

av(t) dx(t) dy(t)
— = x®O)——+y®) =~

— x(t) (—O.Sx(t) —0.5y(0) — (x(©) - x(t)y(t))
+y(t) (—O.Sy(t) — (y(®)" - 0.25x(t) - 0.5x(t)y(t)>

= —(x®)°(0.5 + y(&) + x(D) = (¥(©))*(0.5 + 0.5x(t) + y(£)) — 0.75x(t)y(L).
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Sada proveravamo da li je % (x,y) negativno definitna funkcija. Kao Sto se vidi, ova funkcija

sadrii ¢lanove treceg stepena poremedaja, O (]|x||?), pa nije moguce u opstem slucaju utvrditi
njenu definitnost. Medutim, da bi funkcija bila negativno definitna u nekoj okolini stacionarne
tacke, dovoljno je da njena kvadratna aproksimacija (kvadratna forma) bude negativno
definitna. Ako kvadratnu formu zapiSemo u obliku:

= (x,y) = Ax? + Bxy + Cy? + o([lx||?),
onda uslovi negativne definitnosti kvadratne forme glase:
A <0, 4AC —B*> 0.

Kvadratna aproksimacija funkcije Z—I: (x,y) ima oblik:

= (x,y) = —0.5x% — 0.75xy — 0.5y% + o(||x|1?),
pa je odatle:
A=-05<0,
4AC — B% = 0.4375 > 0.

Dakle, Z—Z(x,y) ima negativno definitnu kvadratnu aproksimaciju, odakle sledi da postoji

okolina stacionarne tacke u kojoj ¢e i cela funkcija biti negativno definitna. Odatle sledi da je
stacionarna tacka (0,0) asimptotski stabilna na osnovu druge Teoreme Ljapunova.
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3 PRIMENE U MEHANICI

U ovom poglavlju ¢emo se osvrnuti na primenu teorije stabilnosti na mehanicke
sisteme. Stabilnost stacionarnih tataka ¢emo ispitivati na dva nacina i to pomocu linearne
analize i primenom direktnog metoda Ljapunova. Analiziraée se stacionarne tacke u problemu
harmonijskog oscilatora, priguSenog oscilatora, matematickog klatna i rotirajuéeg
matematickog klatna.

3.1 Harmonijski oscilator

U ovom odeljku ¢e biti ispitana stabilnost polozaja ravnoteze harmonijskog oscilatora.
Da bismo poceli sa ovim ispitivanjem potrebno je da formiramo DJ harmonijskog oscilovanja,
a to ¢emo uraditi analizom sila u harmonijskom oscilatoru. Drugi Njutnov zakon glasi:

ma =mg + N + F¢. (3.1)

Fe[ m
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Slika 3.1 Harmonijski oscilator

Kada jednacinu (3.1) skalarno pomnozimo, redom, vektorom i = (1,0) i vektorom j = (0,1)
dobijamo:

ma, = —cx, (3.2)
0=-mg+N.
Iz jednacine (3.2) dobijamo da je:
d2
a, =d—tf= —%x. (3.3)



Kada uvedemo kruznu frekvenciju w izrazom:

c
W= [=
m

jednacinu (3.3) moZzemo zapisati na sledeci nacin:

dzx _ a)zx
ez

i odatle dobijamo DJ harmonijskog oscilatora:

2
ZT;C +w?x=0, w>0. (3.4)

Jednacina (3.4) je ODJ drugog reda. Posto je celokupna analiza stabilnosti bila
zasnovana na sistemima ODJ prvog reda, u nastavku ¢emo DJ harmonijskog oscilatora svesti
na takav sistem jednacina. Kada uvedemo novu promenljivu:

dx

DJ harmonijskog oscilatora (3.4) zapisujemo na slededi nacin:

d? d
— =2 = i (3.6)
dt dt

Sistem DJ (3.5)-(3.6) je sistem linearnih DJ prvog reda koji moZzemo zapisati u matricnom
obliku:

dx

@™ 3__;] ) [—a))lzx] B —3)2 (1)] [;] = Ax,
dt
gde jex = [;C]]

Stacionarne tacke su odredene resenjima jednacina:

d t
20 = (10, y,(0) =0,

d
220 = By (y1(8), 72(1) = 0.

U slucaju sistema (3.5)-(3.6), jednacine koje moraju zadovoljiti stacionarne tacke su:
y=0,
—w?x = 0.
Kao resenje ovih jednacina dobijamo da je:
b =1[o]
yl 1o
jedinstvena stacionarna tacka. Napomenimo da ova stacionarna tacka predstavlja polozaj
ravnoteze harmonijskog oscilatora.

Linearna analiza stabilnosti se oslanja na analizu sopstvenih vrednosti matrice A4, koje
su odredene resenjima karakteristicne jednacine:
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-1

Dakle, Re(/ll,z) = (, $to znaci da je stacionarna tacka centar, a to je stabilna stacionarna tacka

det(A — AI) = |_‘j2 |=2+0?=0 = 2=-0” = 4, =+i.

u obiénom smislu.

Da bismo ispitali stabilnosti stacionarne ta¢ke pomocu direktnog metoda Ljapunova,
neophodno je da formiramo funkciju Ljapunova. Za njeno formiranje postoje samo preporuke
opsteg karaktera, ali ne postoji konstruktivna procedura koja bi bila primenljiva za proizvoljni
dinamicki sistem. Drugim recCima, njeno formiranje uvek zavisi od strukture konkretnog
dinamickog sistema.

Za ispitivanje stabilnosti stacionarne tacke harmonijskog oscilatora izabraéemo
funkciju Ljapunova u obliku:

V(x,y) = %yz + %a)zxz.
Ovo je pozitivno definitna funkcija jer je ispunjeno:
1) V(0,0) =0,
2) V(x,y) > 0jersux? y?>0kadajex,y # 0iw? > 0.

Formirajmo sada novu funkciju koja zavisi od parametra t:

V() = V(x(®),y(®) = 2¥%(t) + 5 02x?(D), (3.7)

i posmatrajmo njeno ponasanje na reSenju sistema (3.5)-(3.6). Diferenciranjem funkcije (3.7)
po t dobijamo:

dx(t)

av(t) dy(t)
O =y 2 i
dt

2
” + w*x(t)

= y(O)(—w?x(t)) + w?x(D)y(t) = 0.

Time su ispunjeni svi uslovi prve teoreme Ljapunova, pa je stacionarna tacka stabilna u
obiénom smislu.

Izbor funkcije Ljapunova u ovom problemu nije bio slu¢ajan. Naime, polazeéi od
diferencijalne jednacdine kretanja:
d?x c
m—=—cx, w = |-,
dt? m
MozZe se pokazati da za harmonijski oscilator vazi zakon odrzanja ukupne mehanicke energije
(integral energije):

2
1 dx 1
E = —m(—) + =cx? = const.
2\t 2

Takva relacija u matemati¢kog smislu predstavlja prvi integral diferencijalne jednacine i njen
izvod duZ resSenja je uvek identi¢ki jednak nuli. Ta Cinjenica i struktura zakona odrzZanja
energije, koji predstavlja kvadratnu formu, motivisala je izbor funkcije Ljapunova u vidu
ukupne mehanicke energije po jedinici mase:

2
E 1 [/dx 1
—=-(—) + - w?x?.
m 2 \dt 2
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Kada postoji integral energije, onda on mozZe biti prvi kandidat za konstrukciju funkcije
Ljapunova.

3.2 Priguseni oscilator

U ovom delu ¢éemo ispitati stabilnost stacionarne tacke, odnosno poloZaja ravnoteze
priguSsenog oscilatora. Da bismo uopste poceli sa ovim ispitivanjem potrebno je najpre da
formiramo DJ prigusenog oscilovanja, a to éemo uraditi analizom sila u priguSsenom oscilatoru.
Drugi Njutnov zakon glasi:

ma=mg+ N+ F¢ +F,, (3.8)

Fel m FU b

i

Slika 3.2 Priguseni oscilator

§

gde je F¢ elasti¢na sila, a F, = —fv sila fluidnog otpora. Kada jednacinu (3.8) skalarno
pomnoZimo vektorom i = (1,0) dobijamo:

ma, = —cx — [y, (3.9)
a iz jednacdine (3.9) sledi:
d?x c B
ax=m=—zx—;vx. (3.10)
posto znamo da je:
c
w= |-
m
p=L
m’
_
X atr’

tada jednacinu (3.10) mozemo zapisati na sledeéi nacin:

2
X - pE_ wx,
dt? dt
i odatle dobijamo DJ prigu$enog oscilatora:
d?x dx 2
Pﬁ'ba‘f‘(u X—O,U)>O,b>0. (311)
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Ovde ¢emo takode uvesti oznaku:

s
y="0 (3.12)

tako da iz jednacine (3.11) i jednacine (3.12) dobijamo sledede:

d?x _dy _

2 ax _ 2
— =—=—w‘x—b— = —w*x — by.
dt? dt dt y

Na taj nacin se DJ prigusenog oscilatora (3.11) svodi na sistem ODJ prvog reda:

dx

dy

== )2y —
i (R by, (3.14)

te njega mozemo zapisati u matricnom obliku na sledeci nadin:

dx

e 1 I IO Y IO [ B
dt

d . [x]
ejex=1|,|
gde] y
Stacionarne tacke su odredene reSenjima jednacina:

d
%(t) = F1(J’1(t),3’2(t)) =0,

d
220 = By (31(8), 72(1) = 0.

Stacionarne tacke sistema (3.13)-(3.14) zadovoljavaju sledece jednacine:
y=0,

—w?’x—by=0 = x=0,

[y = [ol

odakle dobijamo da je

stacionarna tacka.

Linearna analiza stabilnosti se oslanja na sopstvene vrednosti matrice A koje su
odredene resenjima karakteristicne jednacine:

detca-an=|"% '

Kako bi utvrdili stabilnost stacionarne tacke potrebno je izvrsiti analizu determinante i traga:

1
=2 +bl+w?=0 = Allzzi(—bi b? + 4w?)

D =w?>0,
T=-b<0.

. o 1 1 . N ..
Grani¢na krivaje D = ZTZ & w? = sz pa moZemo imati dva sluéaja:

1) D< %TZ s wl< ibz a ovo je stabilan ¢évor,
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2) D> iTZ e w? > %bz a ovo je stabilan fokus.

. o . . . . vy 1
Dakle, stacionarna tacka je asimptotski stabilna u oba slu¢aja. Grani¢ni sluéaj w? = sz ovde
nece biti posebno analiziran, mada se i tada moze pokazati da je stacionarna tacka asimptotski
stabilna.

Za ispitivanje stabilnosti pomocu direktnog metoda Ljapunova izabraéemo funkciju
Ljapunova kao kod harmonijskog oscilatora, u obliku ukupne mehanicke energije po jedinici
mase:

_1. 2,1 2.2
V(x,y) =y st
Ovo je pozitivno definitna funkcija jer je ispunjeno sledede:
1) V(0,0)=0
2) V(x,y) > 0jersux? y?>0kadajex,y # 0iw? > 0.

DefiniSimo novu funkciju koja zavisi od parametra t:
V() = V(x(®),y®) = 7¥*(®) + 5 0?22 (8). (3.15)

Diferenciranjem funkcije (3.15) po t na reSenju sistema (3.13)-(3.14) dobijamo sledece:

av(t) _

dy(t) 2 dx(t)
O = y(0) 29 1 w2x(2)

— = y(O(—w?x(®) — by(0) + w’x(Dy(t) = —by*(t) < 0.

Primetimo da je izvod funkcije Ljapunova duz reSenja sistema:

av(t) 2

—_ = <
p” by*(t) <0,

negativno semidefininitna funkcija a to znaci da je stacionarna tacka stabilna samo u obi¢nom

smislu, zbog ispunjenih uslova prve teoreme Ljapunova.

Slika 3.3 Analiza stabilnosti prigusenog oscilatora

Da bi bila dokazana asimptotska stabilnost stacionarne tacke potrebna je dalja analiza.
Izvod funkcije Ljapunova dV (t)/dt je jednak nuli na skupu:

{(x )1 y(8) = 0}.

dav(t)

T < O,y(t) * 0,

C, > C,,

40



) [0 ]:
dt y(t)=0 [—wzx(t) u(®)

Te dobijamo asimptotsku stabilnost stacionarne tacke. Ova analiza je ilustrovana na Slici 3.3.

Napomenimo da je izbor funkcije Ljapunova u obliku ukupne mehanicke energije
motivisan Cinjenicom da je kod prigusenog oscilatora, zbog dejstva sile fluidnog otpora,
prisutna disipacija mehanicke energije, dE /dt < 0.

3.3 Matematicko klatno

U narednim koracima ¢emo ispitati stabilnost stacionarnih tacaka matematickog
klatna. Da bismo uopSte poceli sa ovim ispitivanjem moramo se osvrnuti na osnovne
pretpostavke:

1. kretanje se vrsi u vertikalnoj ravni,
2. konac (Zica) je nerastegljiv i zategnut,
3. sile otpora su zanemarljive.

Uzimajudi u obzir nabrojane pretpostavke zakljuéujemo da je trajektorija matematickog klatna
kruznica.

Kao i u prethodna dva primera radiéemo analizu sila da bismo dosli do DJ kretanja
matematickog klatna. Drugi Njutnov zakon glasi:

ma =mg + N, (3.16)

Slika 3.4 Matematicko klatno

gde mg sila teZze materijalne tacke a N normalna sila kojom Zica dejstvuje na nju (sila zatezanja
konca). Kada jednacinu (3.16) pomnoZimo vektorom e, dobijamo DJ kretanja matematickog
klatna:

REY = _mgsing (3.17)
mR— = —mgsin®. .

Kada jednacinu (3.17) podelimo sa mR, dobijamo:
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aze 9.
ol RsmH. (3.18)

Sto predstavlja ODJ drugog reda. Da bismo (3.18) transformisali u sistem ODJ prvog reda,
uveséemo sledece oznake:

9 = yl(t)!
dao

E - yZ(t)ﬂ
(12_9 _ dy(t)
ez~ dx

Sistem ODJ, koji je ekvivalentan DJ kretanja matematickog klatna (3.18), izgleda ovako:

dy,(t) _
— = r2(0), (3.19)

ay(t) _ g .
== = —=siny; (0). (3.20)

Stacionarne tacke su odredene resSenjima jednacina:

dy,(t
3:11; ) = F1(3’1(t)'3’2(t)) =0,

dy,(t
3:12; )= F>(y1(8),y2(0) = 0.

Stacionarne tacke sistema (3.19)-(3.20) zadovoljavaju sledeée jednacine:

y2:0'

—%sinylzo = siny; =0 = y, =kn,k €Z.

Primecujemo da imamo beskonacno mnogo resenja, ali postoje samo dva razli¢ita fizicka
reSenja. Dakle, imamo dve stacionarne tacke:

- (1).
Y. 0

Piy® = 1"t = o)
y, "]

- (2)_

y m

Py ® =", 2[0]'
y, ]

Analiza stabilnosti se mora vrsiti za svaku stacionarnu tacku posebno. Pored toga, u
ovom primeru ¢emo se ograni€iti na analizu stabilnosti u linearnoj aproksimaciji.

Posmatrajmo stacionarnu tacku P; i uvedimo poremecaje x i y na slededi nacin:
— @ _
yi=Y, tx=x,

Y2 =y 4y =Y.
Odatle dobijamo da je:

dy.(t) _ dx
at ~ dt’
dy.(t) _ dy
dt dt’

DJ poremecaja izgledaju ovako:
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dx

Pl (3.21)
& _ —Zsinx.
dt R

Da bismo mogli sprovesti linearnu analizu stabilnosti, neophodno je linearizovati desne strane
jednacina (3.21). Razvojem u Maklorenov red dobijamo:

g

—osinx = —%(x +o(x)) = —%x.

Sada linearizovane DJ poremecaja (3.21) izgledaju ovako:

dx

—=, (3.22)
B _ g,
dt R

Linearizovane DJ poremecaja (3.22) mogu biti zapisane u matricnom obliku:

dx

— y 0 1]mx
dx _ |dt| _ _ _
ol I S R [

Sopstvena vrednosti matrice A su odredene resenjima karakteristicne jednacine:

1
-9 _3
R

det(4 — AI) =

=Az+g=0=112=il\/£
R ’ R

Dakle, Re(/’ll,z) = 0 pa je stacionarna tacka P; centar, a to je stabilna stacionarna tacka.

Sada posmatramo stacionarnu tacku P, i uvodimo poremedaje x i y:

y1=y1(2)+x=n+x,

V=P vy =y,

te dobijamo da je:

dyi(t) _ dx
dt  dt’
dy2(t) _ dy
dt dt’
DJ poremedaja izgledaju ovako:
dx
prl (3.23)
& _ —Isin(m + x)
dt R )

Linearizacijom desnih strana jednacina (3.23), odnosno razvojem u Maklorenov red u okolini
tacke (x,y) = (0,0), dobijamo:

— 9 = 9 (i ~9
Rsm(n+x) R(smn+cosnx+o(x)) — X

Sada DJ poremecaja (3.23) nakon linearizacije izgledaju ovako:

dx _
dat

)
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y _ g

X,
a R

a u matricnom obliku zapisujemo ih na ovaj nacin:
2y ot
dx dat X
a |2 l Xl l 0] o

Sopstvene vrednosti matrice 4 su odredene reSenjima karakteristiéne jednacine:

:AZ—%ZOZ}ALZ:i\/%_

Posto su sopstvene vrednosti realne i razli¢itog znaka, stacionarna tacka P, je sedlo, a to je
nestabilna stacionarna tacka.

det(4A—-AI) =

g -2
R

NS

\ Y
0

Slika 3.5 Fazni portret matematickog klatna

Na Slici 3.5 je prikazan globalni fazni portret matemati¢kog klatna. Vazno je primetiti
da se u okolini stacionarnih tacaka mogu uociti tipi¢ne strukture faznih protreta centra i sedla.
U dalju detaljnu analizu globalnog faznog portreta, odnosno analizu svih mogucih faznih
trajektorija matematickog klatna, ovde ne¢emo ulaziti.

3.4 Rotiraju¢e matematicko klatno

Za ispitivanje stabilnosti stacionarnih tacaka rotiraju¢eg matematic¢kog klatna potrebna
nam je njegova DJ kretanja. Ona se izvodi kao DJ relativnog kretanja u odnosu na pokretni
sistem referencije. Kako bismo dosli do DJ uradicemo analizu sila kao i u prethodnim
primerima. Medutim, analiza sila rotiraju¢eg matematickog klatna je sloZenija zato Sto se
silama koje dejstvuju na materijalnu tacku dodaju se tzv. inercijalne (fiktivne) sile, a te sile su:
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prenosna i Koriolisova sila. Takode, ubrzanje tacke je njeno relativno ubrzanje. Treba
napomenuti da apsolutno ubrzanje a Cine relativno ubrzanje a,, prenosno ubrzanje a,, i
Koriolisovo ubrzanje a.:

a=a,+a,+a, (3.24)

gde je:

d?e doy?

a, = Rﬁet +R (E) e,
a, =—a,cosbe.+a,sinde,,
do m
a. =2w Xv, = —Za)REsm (E - 9) ey,
deo

Vr - Raet.

Znamo i da je:
mg = —mg sinfe, — mg cos 0 e,

Sada se drugi Njutnov zakon moze zapisati u obliku:

ma=mg+S+N.

Slika 3.6 Rotiraju¢e matematicko klatno

Kada umesto a uvrsimo (3.24) dobijamo:

ma, =mg+S$+ N —ma, —ma, (3.25)
gde su:
—-ma, = F;,”,
-ma, = F*,

F'i F{"* prenosna i Koriolisova inercijalna sila, redom.

Kada jednacinu (3.19) skalarno pomnozimo, respektivno, sa jedini¢nim vektorom tangente e;,
normale e,, i binormale e, = e; X e,, dobijamo sledece tri jednacine:
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d%e

mR —Z = —mg sin @ + ma, cos 6, (3.26)
de\? .
mR (E) = —mgcos @ + S —ma,sinb,
0=N+ meRZ—(:cos 0.
Kada jednacinu (3.26) podelimo sa mR svesce se na:
2
g = —9sind + w?sin 6 cos O,
dt R
odakle dobijamo DJ kretanja rotiraju¢eg matematickog klatna:
a0 _ _(9_ 2 -
prole (R w* cos 6) sin 6. (3.27)
Uvedimo oznake:
9 = yl(t)'
de
E - yZ (t)l
d?6 _ dy,(t)
dat2 ~  dt
Tada se DJ (3.27) moze zapisati u vidu sistema ODJ prvog reda:
dy,(t
_y;t( ) = . (b), (3.28)
dy,(t) .
% = — (% — w? cos yl(t)) sin y, (¢t). (3.29)
Stacionarne tacke su odredene resenjima jednacina:
dy,(t
20 = £ (316, 2(0) =0,
dy,(t
%() = Fz()’1(t),3’2(t)) = 0.
U slucaju sistema (3.28)-(3.29) ove jednacine se svode na:
y2 =0, (3.30)
(g 2 : _
— (5 —w”cos yl) siny; = 0. (3.31)

Resenja jednacine (3.31) su:

siny; =0 V —%+w2cosy1 =0,

odnosno:

yi =km,k €Z V cosy, = -
Primetimo da imamo beskonaéno mnogo resenja, ali samo Cetiri razlicita fizicka reSenja. Dakle,
imamo Cetiri stacionarne tacke:

1)
. _ _ 10
Pi:y® —l ml = [o]’
Vo
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y(2) -
) T B4
Py = l (z)l = o}

)

- (3).

yl 03-

@] [0.

- @]

N 0,

5] [0
gde je:

g . g
05 = arc cos— i 0, = —arccos P

Primetimo da stacionarne tacke y(3) i y(4) postoje ako je ispunjen uslov:

g
Rw?

<1 = w2>%.

U nastavku ée biti ispitana stabilnost stacionarnih tacaka i pomocu linearne analize i
primenom direktnog metoda Ljapunova.

Posmatrajmo najpre stacionarnu tacku P;. Uvedimo poremecaje:
1
=y +x=x

1
2=y +y=y,

odakle sledi:
dy,(t) _ dx
at ~ at’
dy»(t) _ dy
dt dt’
DJ poremecaja sada glase:
dx
Z=y, (3.32)
d .
2= (g_ w? cosx) sin x.
dt R

Za analizu stabilnosti u linearnoj aproksimaciji neophodno je linearizovati desne strane
jednacina (3.32). Za to ¢emo koristeéi razvoj u Maklorenov red i zadrzati se na ¢lanovima prvog
stepena:

£00) = £0) +L2x + o(Ix).

U nasem sluéaju imamo:

%") = —w?(sin (x))? — (% - w? cos(x)).
f(0) =0,

ar© _ _ (g_ wz)_
dx R

Sada linearizovane DJ poremecaja (3.32) izgledaju ovako:

47



dx

at

d
== —(g—a)z)x.
dt R

)

Linearizovane DJ poremecaja u matricnom obliku zapisujemo na sledeci nacin:
dx
= || = —(%—wz)x = —%+a)2 0 [y]—Ax.
dt

Sopstvene vrednosti matrice A su odredene resenjima karakteristi¢ne jednacine:

I+ w? -2
R

det(A — Al =

=/12+%—a)2=0.

Odavde slede dva razli¢ita slucaja u pogledu stabilnosti:

1) %—w2>0 s a)2<% = M, =i /%—wz,

Re(lllz) = 0 pa dobijamo centar, a to je stabilna stacionarna tacka.

2 2-w?<0 e > P=0?-2>0 24, =% |02 -2,

pa dobijamo sedlo, a to je nestabilna stacionarna tacka. Primetimo da je stacionarna tacka P;
stabilna ako resenja 83 4 ne postoje, a da ,gubi” stabilnost kada se pojave resenja 03 4.

Sada posmatramo stacionarnu tacku P,.Uvodimo poremecaje:
V1 =y1(2)+x=7r+x,

2
=y P +y=y,

odakle sledi:
dy,(t) _ dx
e dt’
dy.(t) _ dy
dt dt’
DJ poremecaja izgledaju ovako:
dx
—=y, (3.33)

W__(9_,2 i
i (R w* cos(m + x)) sin(m + x).

Za analizu stabilnosti u linearnoj aproksimaciji neophodno je linearizovati desne strane
jednacina (3.33). Za to ¢emo koristedi razvoj u Maklorenov red i zadrzati se na ¢lanovima prvog
stepena:
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— (% — w? cos(m + x)) sin(m + x)

= — (g — w?(cosm — sinmx + o(IxI)) (sinm + cosmx + o(|x[))

R
(94,2
= (R + w )x
Sada linearizovane DJ poremecaja (3.33) izgledaju ovako:
dx _
ac 7’
W_ (94,2
at (R tw )x
Linearizovane DJ poremecaja u matricnom obliku zapisujemo na slededi nacin:
dx
— y 0 1] rx
dx _ |dt| _ _ _
at d_}/‘ - I(£+w2)xl - lg-l—a)z 0 [y] = Ax.
R R
dt
Sopstvene vrednosti matrice A su odredene reSenjima karakteristicne jednacine:
det(A—/'lI)—g_/1 ' =2-Z2-w?=0=1,=1% [2+w?
- E+ (1)2 _/1 - R - 1,2 — — R "

Dakle, stacionarna tacka P, je sedlo, a to je nestabilna stacionarna tacka.

Konacno, posmatrajmo tacku P;. Znamo da je cosf3, =Riwz< 1. Kada postoje
ravnoteZni poloZaji P34, to jest kada je Riwz < 1, tada je ravnotezni polozaj P; nestabilan.
Uvodimo poremecaje:

3) +

Yi=Y x =05+ x,

3
=y +y=y,

odakle sledi:
dy,(t) _ dx
e dt’
dy2(t) _ dy
dt dt’
DJ poremecaja se svode na:
dx
E =Y, (3.34)
o (g — w?cos(f; + x)) sin(63 + x)
dt R 3 3 '

Za ispitivanje stabilnosti u linearnoj aproksimaciji koristimo razvoj u Maklorenov red:

£O0) = £0) +L2x + o(Ix),

i dobijamo da je:
YO _ 2(sin (65 + x))2 — (g w? cos(6; + x)) cos(63 + x),

dx R_
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f(0)=- (g w? cos 93)sin 0; =0,

g
daf (o) . g

— = —w’(sinf3)? - (E — w?cos 93) cos 6.
Posto je

2
(sinB3)% + (cosB3)? =1 = (sinf3)2 =1 — (cosB3)> =1 — (L) >0,

Rw?

dobijamo da je:

G=—ot1-GH) ]

Sada linearizovane DJ poremecaja (3.34) izgledaju ovako:

dx_
ax
i 2
d
Y= —w? 1—(L) X.
dt | Rw?

Linearizovane DJ poremecaja u matricnom obliku zapisujemo na sledeci nacin:
dx

2L ey Lo e

dt

[} =4

= Ax.

y

Sopstvene vrednosti matrice A odredujemo reSavanjem karakteristi¢ne jednacine:

2 1 L\
_w2[1—($)2] =t [1_(W)]ZO'

det(4A—AI) =

odakle dobijamo:

. g 2
Ao =tiw [1-— (sz) :
Dakle, dobijamo centar, a to je stabilna stacionarna tacka. Analogno dobijamo centar kada

posmatramo tacku P, jer su tacke P; i P, simetricne.

Linearna analiza je pokazala da je stacionarna tacka P; centar ako vazi Riwz > 1idaje

g
Rw?
analiza ne daje konacan odgovor, odnosno nelinearni ¢lanovi mogu imati uticaj na stabilnost

stacionarne tacke, u daljem tekstu ée biti analizirana stabilnost stacionarnih tacaka P; i Ps
pomocu direktnog metoda Ljapunova.

stacionarna tacka P; (P,) centar kada je < 1. Posto u slucaju obi¢ne stabilnosti linearna

U formiranju funkcije Ljapunova sledi¢emo ideju koja je prikazana u analizi stabilnosti
polozaja ravnoteze harmonijskog oscilatora. To znaci da ¢emo pokusati da odredimo prvi

integral DJ kretanja (3.27) i njega iskoristimo za funkciju Ljapunova. Uvedimo oznaku v(t) =

de(t .. d?o(t dv(t . . -
#. Tada vazi: Tg) = %. Posmatrajmo v(t) kao sloZzenu funkciju vremena t, odnosno

v(t) = v(6(t)). Tada imamo:

a’e(t) _ dv(é(t)) _ dvdf _ dv

dt? dt _ dedt a6
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Na ovaj nacin se jednacina (3.27) moze zapisati kao:

dv .
vV— = — (g_ w? cosH) sin 4.
do R

Dalje, razdvajamo promenljive:
vdv = — (% — w? cos 9) sin 6 d#.
Integraljenjem obe strane dobijamo:
[vdv = [ - (% — w? cos 9) sin 6d6.

Kada uvedemo smenu:

9 _ w?cosh =,

R

w?sin 0 df = du,

dobijamo sledede:

1,2__1 —__ 1 (9_ 2 2
“v?=——[udu= ZwZ(R w cos@) +C,
odakle sledi prvi integral u obliku:
_1 2 1 (9_ 2 2 _
F(6,v) = Vit (R w* cos 6) = C = const. (3.35)

Predimo sada na ispitivanje stabilnosti stacionarne tacke P;. Podseéamo da za ovu
stacionarnu vazi:

6120,
%~ .
dt

Kada se uvedu poremedaji, DJ kretanja se svode na DJ poremecaja (3.32):

dx
dt

d .
oA (g_ w? cosx) sin x.
dat R

)

Prvi integral (3.35) se sada moze izraziti kao funkcija poremecaja:

1 1 2
F(x,y) =Ey2+5(%—wc059) )

i u stacionarnoj tacki ima vrednost:

F(0,0) = %(é - w)z.

Funkciju Ljapunova konstruiSemo na sledeéi nacin:

V(x,y) = F(x,y) — F(0,0).

Koris¢enjem prvog integrala u stacionarnoj tacki F(0,0) obezbeduje se da funkcija Ljapunova
bude jednaka nuli u koordinatnom pocetku:

7(0,0) = 0.
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Sada moramo proveriti da li je ovako definisana funkcija pozitivno definitna. Za to je
neophodno da razvijemo funkciju V(x,y) u Maklorenov red u okolini tacke (0,0). Odredimo
zato njene prve i druge parcijalne izvode:

Ve (x,y) = (%— wcosx)wsinx = V,(0,0) =0,

Wy =y = 1(00) =0,

Vir (x, ¥) = w?(sinx)? + (% — w CoS x) wcosx = V.,(0,0) = % - w?,

Vy(,y) =1 = V,,(0,0) =1,
Vy(,y) =0 = V,,(0,0) = 0.
Sada vidimo da je:
Vix (0,0) =% = ? > 0,
1,,(0,0)=1>0,
Vex (0,0)V,,,(0,0) = V4, (0,0)% = 2 — w? > 0,
g

Rw?2
definitna funkcija. Posto smo funkciju Ljapunova konstruisali pomocu prvog integrala, njen

izvod na resenju sistema DJ poremecdaja treba da bude identi¢ki jednak nuli. Neposrednim
raunom se to i potvrduje:

zato Sto u stacionarnoj tacki P; kada je centar vaii > 1. Dakle, funkcija V (x, y) je pozitivno

avx()y(®) _ avdx  avdy _ ( 9

= = —wcosx)wsinxy—y(g—a)zcosx)sinxE0.
dt Ox dt dy dt Rw R

Odatle po prvoj teoremi Ljapunova, dobijamo da je tacka P; stabilna u obi¢nom smislu.

Predimo sada na ispitivanje stabilnosti tacke P;. Podse¢amo da je:

g
Rw?

cos 3 = <1 > a)2>%.

Kada se uvedu poremedaji DJ kretanja su:

dx _
a7’
% =— (% — w?cos(f; + x)) sin(f3 + x).

U ovom slucaju prvi integral (3.35) zapisan kao funkcija poremecaja i njegova vrednost u
stacionarnoj tacki glase:

1 1 2
F(x,y) = Eyz +—(%— w? cos(O; +x)) ,

2w?
F(0,0) = — (2 - w? cos 6 )2 =0
0) =5—=(;—w7cosb3) =0.
Funkciju Ljapunova konstruiSemo na slededi nacin:

V(x,y) = F(x,y) = F(0,0).
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Proverimo sada da li je ovako definisana funkcija pozitivno definitna, odnosno razvijmo je u
Maklorenov red u okolini tacke (0,0) do kvadratnih ¢lanova.
7(0,0) =0,
1

Ve(x,y) =— (% — w?cos(0; + x)) w? sin(03 + x)

= 1,(0,0) = (% — w?cos 93) sinf; = 0,
V@ y)=y = 1,(0,0) =0,
Vi, ( — 1 2(c] 2 g__ 2
e (X, y) = w*(sin(65 + x))* + (R w* cos(63 + x)) cos(6; + x),
= Vi (0,0) = w?(sin63)? + (% — w? cos 93) cos B3 > 0.
Vy@y) =1 = 1,,(0,0)=1>0,
Vey (6, ) =0 = 14,(0,0) = 0.

V(0,0) > 0 jer je cos 85 = RZZ i vazi:
2
: g g g
(51n93)2 =1- (COSB3)2 =1- (R_a)z) = (1 _R_a)z) (1 +R_w2) > 0.

Sada vidimo da je
Vex (0,0)V5 (0,0) — V(0,02 = w?(sin 65)2 > 0.

Dakle, funkcija V(x,y) je pozitivno definitna funkcija. Njen izvod na reSenju sistema D)
poremecaja je po konstrukciji identi¢ki jednak nuli:
dv(x(0),y(®)) _ 0Vdx oV dy
dt dx dt Jdydt
= (% — w? cos(f; + x)) sin(65 + x) y

+y [— (% — w? cos(8; + x)) sin(6; + x)] =0.

Na osnovu ovog rezultata, po prvoj teoremi Ljapunova, dobijamo da je tacka P; stabilna u
obi¢nom smislu. Analogno, dobija se da je i tacka P, stabilna u obicnom smislu.
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4 ZAKLJIUCAK

Ovaj rad je posvecen teoriji stabilnosti kao delu teorije obi¢nih diferencijalnih
jednacina i njenoj primeni na odabrane probleme mehanike. Analizirani su sistemi drugog
reda, odnosno dinamicki sistemi.

Rad se sastoji od tri celine. Prvi deo rada posvecen je uvodenju pojmova fazne ravni,
fazne trajektorije i faznog portreta. Takode, definisan je pojam stacionarne tacke i analizirno
je ponasanje dinamickog sistema u okolini pomenute stacionarne tacke pomocu
linearizovanih sistema diferencijalnih jednacina.

Drugi deo rada sadrZi osnove teorije stabilnosti dinamickih sistema u faznoj ravni.
Najpre su definisani pojmovi stabilnosti u obicnom smislu i asimptotske stabilnosti stacionarne
tacke. Dokazane su teoreme o stabilnosti stacionarne tacke i data je klasifikacija stacionarnih
tacaka. Zatim su analizirane definitne funkcije i njihova svojstva. Na kraju su formulisane i
dokazana teoreme Ljapunova. Primena teorije stabilnosti ilustrovana je primerima koji su nam
pokazali kako da, najpogodnije, konstruiSemo funkciju Ljapunova. U primerima je pokazano
da je funkcija Ljapunova konstruisana za linearizovan sistem diferencijalnih jednacina takode
i funkcija Ljapunova za nelinearizovan sistem diferencijalnih jednacina.

Treéi deo rada je posveéen primenama teorije stabilnosti na mehanicke sisteme.
Obradena je stabilnost poloZaja ravnoteZze harmonijskog i prigusenog oscilatora,
matematickog klatna kao i rotirajuéeg matemati¢kog klatna. Stabilnost poloZaja ravnoteze
harmonijskog oscilatora ispitana je na dva nacina: linearnom analizom i direktnim metodom
Ljapunova. Na oba nacina smo dobili da je stacionarna tacka harmonijskog oscilatora stabilna,
a tip stacionarne tacke je centar. Linearnom analizom stabilnosti stacionarne tacke prigusenog
oscilatora dobijamo dva tipa stacionarne tacke: stabilan évor i stabilan fokus. Direktna metoda
Ljapunova nam, u slucaju prigusenog oscilatora, potvrduje da je njegova stacionarna tacka
asimptotski stabilna. Stabilnost stacionarne tacke matemati¢kog klatna je ispitana samo
linearnom analizom. Matemati¢ko klatno ima dva fizicki razli¢ita reSenja, odnosno, dve
stacionarne tacke od kojih je jedna stabilna (centar), a druga je nestabilna (sedlo). Rotirajuce
matematicko klatno je primer dinamickog sistema kod kog broj stacionarnih tacaka (polozaja
relativne ravnotezZe) i njihova stabilnost zavisi od parametara sistema. Dve stacionarne tacke,
P; i P,, nalaze se na osi rotacije i postoje za sve vrednosti parametara. Gornja stacionarna
tatka P, je uvek nestabilna (kao kod obi¢nog matematickog klatna). Medutim, donja
stacionarna tacka P; menja karakter stabilnosti sa promenom vrednosti parametara. Kada ona
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postane nestabilna, pojavljuju se dve nove stacionarne tacke, Ps i P,, simetri¢ne u odnosu na
osu rotacije, koje su stabilne. Kada je polozaj P; stabilan, tip stacionarne tacke je centar. Kada
postane nestabilan, tip stacionarne tacke se menja u sedlo. PoloZaj P, je nestabilan polozaj, a
tip stacionarne tacke je sedlo. Simetri¢ni polozaji P; i P, su stabilni poloZzaji, a tip stacionarne
tacke je centar. Stabilnost stacionarnih taaka rotirajuéeg matematickog klatna ispitana je
pomocu linearne analize kao i direktnim metodom Ljapunova.

Na osnovu prikazanog u radu zakljuCujemo da teorija stabilnosti ima veoma Siroku
primenu u mehanici. Od posebnog znacaja su metode Ljapunova zbog svoje efikasnosti.
Takode, prikazano je da se teorija stabilnosti moZe primeniti na konkretne probleme iz okoline.
Zaklju¢ujemo i da teorija stabilnosti ima velik potencijal da se razvija u buduénosti zajedno sa
razvojem tehnologije.
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5 DODATAK

5.1 Teorema o srednjoj vrednosti

Za dokazivanje svojstava definitnih funkcija neophodna je primena teoreme o srednjoj
vrednosti. Zbog toga u nastavku dajemo njihove formulacije i dokaze.

Teorema 5.1 Ako funkcija f: [a, b] = R, [a, b] € R, zadovoljava sledece uslove:
1) neprekidnaje na[a,b],a < b,
2) ima konacan ili beskonacan izvod u svakoj tacki intervala (a, b),

tada postoji ¢ € (a, b) tako da je:

; f)-f
fle) =1L

b—-a
Teorema 5.1 je u literaturi poznata kao Lagranzova teorema i ovde je navodimo bez dokaza.

Teorema 5.2 Neka je A c R™ otvoren skup, a = (aq,..,a,,) €A i h=(hy, .., hy) €
R™, tako da segment:

[a,a+h]l={x:x=a+th,0<t <1}

leZi u A. Ako je funkcija f: A = R neprekidna u svim tackama tog segmenta i diferencijabilna
u svim tackama intervala:

(a,a+h)={x:x=a+th,0<t<1}

onda postojitackac =a + 6h,0 < 8 < 1, togintervala, takva da vazi:

fla+h) - f(a) = df ()h = Z%(a1 +0hy, ..., a, + Oh,)h,.

Dokaz: Neka je ¢: [0,1] — R funkcija definisanasa ¢ (t) = f(a + th),0 < t < 1. Ovu funkciju
mozemo posmatrati kao slozenu funkciju ¢ = f o, gde je ¥:[0,1] — [a,a + h], linearana
funkcija data sa ¥ (t) = a + th. Funkcija ¢ je neprekidna na zatvorenom intervalu [0,1], a
posto je ona kompozicija neprekidnih funkcija, onda je i diferencijabilna na intervalu (0,1) i
njen diferencijal je:
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do(t) = df (a + th) o d(t) = Za—f_(a + th)h,.
i=1 Xi

Ako sada na ovu funkciju primenimo Teoremu 5.1, koristeci da je ¢(1) = f(a + h) i ¢(0) =
f (@), dobijamo da postoji broj 6,0 < 6 < 1, odnosno postoji vektor ¢ = a + 6h € (a,a +
h), takav da vazi:

Fla+ 1) = (@) = 90 = p(0) = Y 3-(a+ Ohh; = df (O
i=1 Xi

Nama je za rad potrebna teorema o srednjoj vrednosti u R?, te je zato posebno
navodimo.

Teorema 5.3 Neka je A € R? otvoren skup, a = (ay,a,) = (0,0) € A i h = (hy, hy) € R?,
takav da interval:

[a,a+th] =[0,th] = {x:x =th,0 <t <1}

lezi u A. Ako je funkcija f: A = R neprekidna i diferencijabilna u svim ta¢kama intervala
(a,a +th) = (0,th), onda postijitackac = a + 6h,0 < 8 < 1, togintervala, takva da vaizi:

fla+h) - f(@) = df©h =Lk, +Ln,,
axl axz

Dalje, ako je funkcija f (x4, x,) pozitivho definitna funkcija, odnosno, vazi: f(a) = f(0) =0
f(a+ h) =f(h) >0 onda je, prema teoremi o srednjoj vrednosti, f(h) =df(c)h >0
odakle sledi da postoji okolina stacionatne tacke (0,0) u kojoj ée funkcija f (x4, x,) biti rastuca
za svako h = (h4, h;), odnosno u svakom pravcu.

5.2 Lokalni ekstremi funkcije viSe promenljivih

Prvo ¢emo uvesti oznake:

fxy-

Neka je z = f(x,y) i tacka (x,,¥,) je stacionarna tacka. Vaii i da je fi(xg, Vo) =0 i
fy(x0,¥0) = 0. Matrica

ax2 - f;cx: 2 fyy: axay

He =[] @

se naziva Hesijan.

Ako je tacka (xg, yo) lokalni minimum (maksimum), onda vazi:

1) fi(xo,¥0) = 0i f,,(x0,¥0) = 0,
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2) fex(X0,¥0) > 0 fyy, (%0, ¥0) > 01 frx (X0, ¥0) firy (X0, ¥0) — (fxy(XOr)’o))z > 0,

(fxx(xO'YO) > 01 fyy (x0,¥0) > 01 fox (X0, Y0) fyry (X0, ¥0) — (fxy(XOr)’o))z < 0)-

Ako je funkcija f (x, y) kvadratna forma Q(x, y), $to znaci da je oblika:

1 1
Qx,y) = Ef;cx(xOJyO)(x — %)% + fxy(xo,YO)(x —x0)(y —¥o) + Efyy(xol}’o)(y — ¥0)?
— yo]l
onda uslovi 1) i 2) predstavljaju uslove pozitivne definitnosti kvadratne forme Q(x, y). To znaci

da je tacka (xg,y,) stacionarna tacka kvadratne forme Q(x,y) u kojoj ona dostize lokalni
minimum.

1 X
=3 [x — X0,y — YolH(x0,¥0) [y
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matematickog klatna.
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