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Predgovor

Pseudo-diferencijalni operatori predstav	aju va�an alat u funkcionalnoj analizi,
matematiqkoj fizici i mnogim drugim granama matematike. Teorija pseudo-diferencijalnih
operatora se prouqava od poqetka 1960-ih godina i odatle ta se teorija zajedno razvijala sa
teorijom parcijalnih diferencijalnih jednaqina. �ihova primjena se�e daleko i duboko
u teoriju funkcija i operatora, pru�aju�i nam mo�an okvir za razumijeva�e razliqi-
tih aspekata diferencijalnih jednaqina. Ovaj rad istra�uje specifiqnu osobinu pseudo-
diferencijalnih operatora, a to je kada su pseudodiferencijalni operatori ograniqeni na
Lp prostorima. Ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora na prostorima Lp, gdje je
1 ≤ p < ∞, od velikog je znaqaja u funkcionalnoj analizi. Naime, ograniqenost pseudo-
diferencijalnih operatora na prostorima Lp omogu�ava primjenu razliqitih tehnika iz
harmonijske analize u prouqava�u �ihovih svojstava. Takva ograniqenost tako�e ima va�ne
primjene u razliqitim oblastima, kao xto su fizika, in�e�erstvo, raqunarstvo i druge.
Ove primjene uk	uquju, na primjer, rexava�e diferencijalnih jednaqina, simulacije i
pretprocesira�e podataka u obradi signala, obradu slika i video zapisa itd.

Ovaj rad je podije	en na qetiri poglav	a. U prvom poglav	u, koje je zapravo uvodno,
prisje�amo se osnovnih pojmova vezanih za normirane prostore, uopxteno funkcionalnu
analizu i teoriju mjere.

Drugo poglav	e bavi�e se prouqava�em Furijeove transformacije, pokaza�emo neke �ene
osobine, definisati knvoluciju, kao i prostor brzo-opadaju�ih funkcija, tj. Xvarcov pros-
tor. Zatim definisa�emo inverznu Furijeovu transformaciju i pokazati da se na Xvar-
covom prostoru ponaxa kao linearni izomorfizam. Tako�e, posmatra�emo dual Xvarcovog
prostora, koji nazivamo prostorom temperiranih distribucija.

Kod tre�eg poglav	a fokus �e nam biti na pseudo-diferencijalnim operatorima. Kao
poqetni pojam uvex�emo simbol pseudo-diferencijalnog operatora, zatim �emo se baviti
osnovnim svojstvima pseudo-diferencijalnih operatora, izme�u kojih se izdvaja �egova
ograniqenost na Xvarcovom prostoru. Nakon toga, narednih nekoliko odje	aka bi�e posve�-
eno definisa�u i dokaziva�u dobro-definisanosti kompozicije pseudo-diferencijalnih
operatora, te u tu svrhu �emo uvesti pojam oscilatornog integrala i tako�e izuqiti �egove
osobine. Zahva	uju�i tome u pos	ed�em odje	ku �emo uvesti pojam adjungovanog operatora
pseudo-diferencijalnog operatora, koji je i sam pseudo-diferencijalni operator i koji �e
nam biti od koristi prilikom dokaziva�a ograniqenosti na Lp prostorima.

Nakon toga, u qetvrtom poglav	u, bavi�emo se centralnom temom ovog rada, a to je
ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora na Lp prostorima. Da�emo dva dokaza
odgraniqenosti pseudodiferencijalnih operatora reda nula na Lebegovim Lp prostorima,
gdje je 1 ≤ p < ∞, pri qemu se prvi dokaz zasniva na pristupu iz [1], dok drugi iz [2]. U
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svrhu prvog dokaza uodimo singularne integralne operatore invarijantne na translaciju
i �ihove va�ne osobine, qime �emo pokazati ograniqenost pseudo-diferencijalnih oper-
atora reda nula na Lp prostorima. Navex�emo i najva�nije teoreme, u vezi sa opxtom
ograniqenox�u pseudo-diferencijalnih operatora na Lp prostorima.

Ovim putem �elim da se zahavlim svom mentoru dr Ivani Vojnovi�, prije svega na
iskrenom prijate	skom odnosu prema meni, zatim na strp	e�u, kao i na zna�u koje mi je
prenijela tokom studija. �elim da se zahvalim i na korisnim savjetima, koji su pobo	xali
kvalitet ovoga rada, kako dr Ivani Vojnovi�, tako i drugim qlanovima komisije dr Milici
�igi� i dr Borixi Kuze	evi�u. Zahvalnost dugujem, mojoj tetki Va�i Ve	ovi�, koja je u
meni probudila 	ubav prema nauci, kao i nastavnici iz gimnazije Mirjani Pjexqi� koja
je tu 	ubav usmjerila ka matematici. Hvala dragoj Maji, koja mi je u	epxala studira�e i
pored koje nijedna teorema nije bila texka. Najve�u zahvalnost dugjem bratu Marku i majci
Sa�i na neizmjernoj podrxci i 	ubavi tokom cijelog �ivota.

Ivan Medenica
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi �emo navesti osnovne pojmove funkcionalne analize i teorije mjere, koji �e
nam biti neophodni za rad. Konkretno, k	uqni pojmovi �e nam biti uvo�e�e Lp prostora,
kao i Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji i Fubinijeva teorema.

1.1 Osnovni pojmovi i teoreme iz funkcionalne anal-
ize

Na poqetku, prisjetimo se definicjie topoloxko-vektorskog prostora, kao i lokalno-konveksnog
prostora.

Definicija 1.1 Topoloxko-vektorski prostor je ure�en par (X, τ), gdje je τ topologija
na X i va�e osobine:

1. preslikava�e (x, y) → x+ y iz X ×X → X je neprekidno preslikava�e;
2. preslikava�e (λ, x) → λx iz K ×X → X je neprekidno preslikava�e.
Vektorska struktura i topologija prostora X su kompatibilne ako va�ze uslovi 1.

i 2.

Neka je X vektorski prostor. Ka�emo da je A ⊂ X konveksan ako za α ≥ 0, β ≥ 0, α+β = 1
va�i da je αA+ βA ⊂ A.

Definicija 1.2 Topoloxko-vektorski prostor (X, τ) je lokalno-konveksan ako svaka taqka
ima bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova.

Podsjetimo se i nekih poznatih prostora funkcija koje �emo koristiti u ovom radu.
Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup. Sa C(Ω) oznaqavamo prostor neprekidnih funkcija na Ω.
Shodno tome, sa Ck(Ω), k ∈ N oznaqavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na Ω, dok sa C∞(Ω) oznaqavamo prostor glatkih funkcija na Ω. Tako�e, sa C∞

b (Ω)
oznaqavamo prostor glatkih, ograniqenih funkcija na Ω. Spomenimo jox da sa C∞

0 (Ω)
oznaqavamo prostor glatkih funkcija na Ω sa kompaktnim nosaqem, gdje nosaq neprekidne
funkcije f : Rn → C definixemo kao skup

suppf = {x ∈ Rn : f(x) ̸= 0},
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odnosno zatvore�e skupa n-torki x ∈ Rn, za koje je funkcija razliqita od nule.
Sada, za neko x ∈ Rn pixemo |x| =

√
x21 + · · ·+ x2n.

Neka je α ∈ Nn
0 , α = (α1, . . . , αn) proizvo	ni multi-indeks. Tada oznaqavamo

∂αx = ∂α1
x1

· · · ∂αn
xn

=
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

gdje je |α| = α1 + · · · + αn red multi-indeksa i tako�e definixemo Dx = (−i)∂x. Stoga
imamo

Dα
x = Dα1

x1
· · ·Dαn

xn
=

(
1

i

)|α|
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

Spomenimo sada Lajbnicovu formulu.

Teorema 1.3 (Lajbnicova formula) Izvod proizvoda funkcija f, g ∈ C |α|(Rn) dat je sa

∂αx (fg)(x) =
∑
γ≤α

(
α
γ

)(
∂γxf(x)

)(
∂α−γ
x g(x)

)
za sve α ∈ Nn

0 .

Prisjetimo se pojma semi-norme:

Definicija 1.4 Neka je X vektorsko-topoloxki prostor i neka je K ∈ {R,C}. Preslika-
va�e q : X → [0,∞) koje zadovo	ava uslove:

(SN1) q(λx) = |λ|q(x) za sve λ ∈ K i x ∈ X,

(SN2) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y)

zovemo semi-norma na X.

Teorema 1.5 Neka je (X, τ) lokalno-konveksni prostor. Topologija τ se mo�e definisati
preko familije svih semi-normi koje su neprekidne za τ .

Ka�emo da su dvije famlije semi-normi na vektorskom prostoru X ekvivalentne ako defin-
ixu istu lokalno konveksnu topologiju na X.

Definicija 1.6 Neka je F familija semi-normi na vektorskom prostoru X. Ka�emo da
je F zasi�ena ako za svaku konaqnu potfamiliju (qi) u F va�i da maxiqi ∈ F .

Napomenimo da za svaku familiju semi-normi, mo�emo konstruisati �oj ekvivalentnu
zasi�enu familiju semi-normi. Sada navodimo teormu o neprekidnosti linearnih pres-
likava�a izme�u prostora sa semi-normama.

Teorema 1.7 Neka je X lokalno-konveksni prostor qija topologija je definisana preko
zasi�ene familije semi-normi (qi)i∈I . Neka je Y lokalno-konveksni prostor qija topologija
je difinisana preko familije semi-normi (rj)j∈J . Linearno preslikava�e f : X → Y je
neprekidno ako i samo ako za svaku semi-normu rj postoje semi-norma qi i M > 0 (koji
zavise od j) tako da je

rj(f(x)) ≤Mqi(x) za sve x ∈ X.
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Za preslikava�eA iz normiranog prostora (X, ∥·∥X) u normiran prostor (Y, ∥·∥Y ) ka�emo
da je ograniqeno, ako za svako x ∈ X postoji konstantaM > 0, tako da va�i ∥Ax∥Y ≤M∥x∥X .
Prisjetimo se da su za linearno preslikava�e iz normiranog prostora u normiran prostor
ograniqenost i neprekidnost ekvivalentni pojmovi.

Teorema 1.8 Neka su X i Y dva normirana prostora i neka je L linearan operator iz X u
Y . Tada va�i:

L je neprekidan ⇐⇒ L je ograniqen

Ako su (X, ∥ · ∥X) i (Y, ∥ · ∥Y ) dva normirana vektorska prostora, tada sa L (X,Y ) oz-
naqavamo skup svih linearnih i neprekidnih funkcija iz (X, ∥ · ∥X) u (Y, ∥ · ∥Y ). Ako je
(X, ∥ · ∥X) = (Y, ∥ · ∥Y ), tada umjesto L (X,X) pixemo L (X). Specijalno ako je Y = C sa uo-
biqajenom normom, onda skup svih linearnih i neprekidnih funkcija iz X u C oznaqavamo
sa X ′ i nazivamo dual prostora (X, ∥ · ∥X). Elemente duala nazivamo funkcionelama. Za
A ∈ L (X,Y ) poxto je ograniqeno znamo da va�i: ∥Ax∥ ≤ M∥x∥, za neko M > 0. Sada za A
definixemo normu ∥A∥ = inf{M :M ∈ R tako da va�i ∥Ax∥ ≤M∥x∥}. Tako�e imamo:

Lema 1.9 Neka je A ∈ L (X,Y ). Tada va�i:

∥A∥ = sup
x∈X−{0}

∥Ax∥
∥x∥

= sup
∥x∥≤1

∥Ax∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥.

Dovo	an uslov da je L (X,Y ) Banahov prostor1, jeste da je (Y, ∥ · ∥Y ) Banahov prostor.

Lema 1.10 Neka su X i Y Banahovi prostori, zatim neka je D gust linearan potprostor
prostora X i neka je T : D → Y linearno i ograniqeno preslikava�e iz D u Y . Tada postoji
jedinstveno T ′ ∈ L (X,Y ) takvo da Tx = T ′x za sve x ∈ D.

1.2 Osnovni pojmovi teorije mjere

Sada �emo se podsjetiti pojmova iz teorije mjere koje �emo koristiti u nastavku.

Definicija 1.11 Neka je X ̸= ∅. Familiju skupova M ⊂ P(X) sa osobinama
1. X ∈ M
2. A ∈ M ⇒ X\A ∈ M
3. An ∈ M, n ∈ N ⇒

⋃
n∈NAn ∈ M,

nazivamo σ-algebra na X. Par (X,M) nazivamo prostor sa σ-algebrom. Elementi σ-
algebre M su mjer	ivi skupovi.

Definicija 1.12 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom. Mjera na M je funkcija µ : M →
[0,∞] za koju va�i:

Ako je {Ai ∈ M : i ∈ N} familija disjunktnih skupova, onda je

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ (Ai) (σ aditivnost )

1Prisjetimo se, Banahov prostor je normiran prostor sa kompletnom normom.
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(X,M, µ) nazivamo mjer	iv prostor ili prostor sa mjerom. Skup A ∈ M za koji je
µ(A) = 0 nazivamo skup mjere nula.

Mjera µ je σ-konaqna ako je X =
⋃∞

i=1Ei, Ei ∈ M, µ (Ei) <∞, za svako i ∈ N.

Definicija 1.13 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom. Ka�emo da je mjera µ na M
kompletna, to jest da je (X,M, µ) prostor sa kompletnom mjerom, ako je svaki podskup
mjer	ivog skupa mjere nula tako�e mjer	iv skup. Drugaqije zapisano,

B ⊂ A,A ∈ M, µ(A) = 0 ⇒ B ∈ M.

Za prostor sa (nekompletnom) mjerom (X,M, µ) postoji najma�i prostor sa kompletnom
mjerom koji ga sadr�i. Taj prostor nazivamo kompletira�e od M u odnosu na mjeru µ.

Ako je (X,M, µ) proizvo	an prostor sa mjerom, ka�emo da neko tvr�e�e va�i za skoro
svako (s.s) x ∈ X ako postoji skup N ∈ M, µ(N) = 0, tako da tvr�e�e va�i za svako x ∈ X\N .
U tom smislu mo�emo, na primjer, definisati jednakost skoro svuda ili konvergenciju skoro
svuda.

Definicija 1.14 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom i (Y, τ) topoloxki prostor. Funkcija
f : X → Y (ili f : (X,M) → (Y, τ) ) je mjer	iva ako i samo ako je f−1[ω] ∈ M, za svako
ω ∈ τ .

Na skupovima Rn, n ∈ N podrazumijevamo Lebegove σ-algebre i Lebegove mjere, koje su σ-
konaqne i kompletne mjere.

1.3 Lebegov integral, Lp prostori

Neka je (X,M, µ) prostor sa σ-konaqnom, kompletnom mjerom µ, xto i nada	e podrazumije-
vamo.

Sa L1(µ) obi	e�avamo skup svih realnih mjer	ivih funkcija, f : X → R, za koje va�i∫
X

|f |dµ <∞

Na skupu L1(µ) mo�emo uvesti relaciju ekvivalencije ∼ : Za f, g ∈ L1(µ) je

f ∼ g ako i samo ako f = g s.s.

Tada mo�emo definisati i klase ekvivalencije te relacije. Za f ∈ L1(µ) je

[f ]∼ =
{
g ∈ L1(µ) : f = g s.s.

}
.

Odgovaraju�i faktor prostor obi	e�avamo sa L1(X). Na �emu je definisana vektorska
struktura, za [f ]∼, [g]∼ ∈ L1(X) i λ ∈ R je

[f + g]∼ = [f ]∼ + [g]∼, [λf ]∼ = λ[f ]∼,

gdje podrazumijevamo uobiqajene operacije sabira�a funkcija i mno�e�a funkcije re-
alnim brojem. Preslikava�e ∥ · ∥1 : L1(X) → [0,∞),
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∥[f ]∼∥1 =

∫
X

|f |dµ, [f ]∼ ∈ L1(X),

je dobro-definisano, jer klasu relacije ekvivalencije qine funkcije jednake skoro svuda.
Elemenat [f ]∼ mo�emo oznaqavati sa f , vode�i raquna o tome da se radi o klasi funkcija

jednakih skoro svuda (identifikovane su sve funkcije jednake skoro svuda). U tom kontekstu
faktor prostor mo�emo identifikovati sa poqetnim prostorom L1(µ) i zvati ga prostor
Lebeg-integrabilnih funkcija (u kom su prethodno identifikovane sve funkcije jednake
skoro svuda). Uz prethodno navedene pretpostavke i uzimaju�i u obzir identifikaciju skoro
svuda jednakih funkcija (na naqin koji je opisan za L1(µ) ) dajemo naredne definicije.

Definicija 1.15 Za p ∈ R, 1 ≤ p <∞, prostor Lp(X) je skup realnih mjer	ivih funkcija
f : X → R za koje va�i ∫

X

|f |pdµ <∞

i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugaqije zapisano,

Lp(X) =

{
f : X → R : f je mjer	iva i

∫
X

|f |pdµ <∞
}
.

Definicija 1.16 Prostor esencijalno ograniqenih funkcija, u oznaci L∞(X), je skup
realnih mjer	ivih funkcija f : X → R za koje va�i da postoje A ∈ M, µ(A) = 0 i C > 0,
tako da je

|f(x)| ≤ C, za sve x ∈ X\A

i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugaqije zapisano,

L∞(X) =

 f : X → R
f je mjer	iva,
postoje C > 0 i A ∈ M, µ(A) = 0, tako da je
|f(x)| ≤ C, za sve x ∈ X\A

.

Sa uobiqajenim operacijama sabira�a funkcija i mno�e�a funkcije realnim brojem Lp(X)
je realan vektorski prostor, za svako 1 ≤ p ≤ ∞. U narednim tvr�e�ima predstavi�emo i
norme na ovim prostorima.

Lema 1.17 Neka je 1 ≤ p <∞. Preslikava�e ∥ · ∥p : Lp(X) → [0,∞),

∥f∥p =

[∫
X

|f |pdµ
] 1

p

, f ∈ Lp(X),

je norma na Lp(X).

Lema 1.18 Preslikava�e ∥ · ∥∞ : L∞(X) → [0,∞),

∥f∥∞ = inf{C ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > C}) = 0}, f ∈ L∞(X),

je norma na L∞(X).
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Teorema 1.19 Za svako 1 ≤ p ≤ ∞ prostor (Lp(X), ∥ · ∥p) je Banahov.

Koristi�emo i narednu propoziciju:

Propozicija 1.20 U prostoru Lp(X) va�e:
a) Helderova nejednakost

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q, f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X)

gdje je 1 ≤ p ≤ ∞ i 1
p + 1

q = 1

b) Koxi-Xvarcova nejednakost∣∣∣∣∫
X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥2∥g∥2, f, g ∈ L2(X)

v) Nejednakost Minkovskog

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p, f, g ∈ Lp(X)

gdje je 1 ≤ p ≤ ∞.

Funkcija f : Rn → R je Lebeg integrabilna ako je mjer	iva i∫
Rn

|f(x)|dx <∞.

Funkcija f : Rn → C je Lebeg integrabilna ako su �eni realni i imaginarni deo Lebeg
integrabilni. Tada je ∫

Rn

f(x)dx :=

∫
Rn

Re f(x)dx+ i

∫
Rn

Im f(x)dx.

Prostor svih Lebeg integrabilnih funkcija oznaqavamo sa L1 (Rn). To je vektorski
prostor na kom definixemo normu

∥f∥L1 :=

∫
Rn

|f(x)|dx,

pri qemu identifikujemo funkcije koje se razlikuju na skupu mjere nula. Sa ovako
uvedenom normom prostor L1 (Rn) je Banahov. Analogno definixemo prostore Lp (Rn) za
2 ≤ p ≤ ∞, kao i odgovaraju�e norme.

Prostor L2 (Rn) je Hilbertov. Unutrax�i proizvod je dat sa

(f, g)L2 :=

∫
Rn

f(x)g(x)dx

za sve realne f, g ∈ L2 (Rn).
Tako�e mo�e se pokazati da va�i:

∥f∥Lp(Rn) = sup
g∈Lp′ (Rn),∥g∥p′=1

∣∣∣∣∫
Rn

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ , (1.1)
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gdje je 1 ≤ p′ ≤ ∞ takvo da va�i 1
p + 1

p′ = 1.

Tako�e, imamo s	ede�u lemu koja nam govori o odnosu Lp(Rn) prostora sa prostorom
neprekidnih i ograniqenih funkcija na Rn:

Lema 1.21 Neka je 1 ≤ p < ∞. Onda prostor C∞
0 (Rn) je gust u Lp (Rn), tj. za svako

f ∈ Lp (Rn) postoji neki niz fk ∈ C∞
0 (Rn) , k ∈ N, tako da limk→∞ ∥f− fk∥p = 0.

Sada navodimo va�ne teoreme.

Teorema 1.22 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji) Neka je (fk)k∈N niz funkcija
u L1 (Rn) tako da je limk→∞ fk(x) = f(x) skoro svuda i |fk(x)| ≤ g(x) skoro svuda za neku
funkciju g ∈ L1 (Rn). Tada f ∈ L1 (Rn) i

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x)dx =

∫
Rn

f(x)dx.

Primjenom Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji mo�e se pokazati s	ede�a teorema.

Teorema 1.23 Neka je U ⊂ Rm otvoren skup. Neka je f : Rn × U → C funkcija koja
zadovo	ava s	ede�e uslove:

1. za svako x ∈ Rn funkcija t 7→ f(x, t) je diferencijabilna na U ,
2. za svako t ∈ U funkcija x 7→ f(x, t) je integrabilna na Rn;
3. postoji F ∈ L1 (Rn) tako da je ∂t|f(x, t)| ≤ F (x) za skoro sve x ∈ Rn.
Tada je funkcija

U ∋ t 7→ g(t) :=

∫
Rn

f(x, t)dx ∈ C

diferencijabilna funkcija nad U i za svako t ∈ U

g′(t) :=

∫
Rn

∂tf(x, t)dx

Navedimo i specijalnu formu Fubinijeve teoreme, koja �e se koristiti u nastavku.

Teorema 1.24 Neka su X ⊂ Rm i Y ⊂ Rn Lebeg mjer	ivi skupovi.
1. Neka f ∈ L1(X × Y ). Tada funkcije

x 7→
∫
Y

f(x, y)dy, y 7→
∫
X

f(x, y)dx

definixu integrabilne funkcije na X i Y redom i va�e jednakosti∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫
X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dx

)
dy.

2. Ako je f Lebeg mjer	iva na X × Y , onda su funkcije

x 7→
∫
Y

|f(x, y)|dy, y 7→
∫
X

|f(x, y)|dx

Lebeg mjer	ive na X i Y redom i va�e jednakosti∫
X

(∫
Y

|f(x, y)|dy
)
dx =

∫
X×Y

|f(x, y)|d(x, y) =
∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|dx
)
dy.
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Za U ⊂ Rn otvoren skup definixemo vektorski prostor Lp
loc(U) = {f : U → K mjer	iva

f |K ∈ Lp(K) za svaki K ⊂ U kompaktan}.
Va�e i naredna tvr�e�a.

Teorema 1.25 (Osnovna teorema varijacionog raquna) Neka je U ⊂ Rn otvoren skup i neka
je f ∈ L1

loc(U) funkcija takva da je∫
U

f(x)φ(x)dx = 0 za sve φ ∈ C∞
0 (U).

Tada je f(x) = 0 za skoro sve x ∈ U .

Uvodimo oznaku ⟨x⟩ =
(
1 + ∥x∥2

) 1
2 za x ∈ Rn (,,japanska zagrada"). Va�i s	ede�a lema.

Lema 1.26 Neka je s > n. Tada ⟨x⟩−s ∈ L1 (Rn) i (1 + ∥x∥)−s ∈ L1 (Rn).
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Glava 2

Furijeova transformacija i

Xvarcov prostor

U ovoj glavi uvodimo Furijeovu transformaciju, koja je zajedno sa prostorom brzo-opadaju�ih
funkcija, tj. Xvarcovim prostorom, jedan od k	uqnih pojmova za uvo�e�e pseudo-diferenci-
jalnih operatora. Kao va�nija tvrd�a, izdvaja se to, da je Furijeova transformacija kada
slika Xvarcov prostor u samog sebe, zapravo linearni izomorfizam. Tako�e, vidje�emo
da je Xvarcov prostor gust u Lp za 1 ≤ p < ∞. Bavi�emo se i prostorom temperiranih
distribucija koji je zapravo dual Xvarcovog prostora.

2.1 Furijeova transformacija

Furijeova transformacija je korisna za analizira�e funkcija na Rn kao i za rjexava�e
linearnih parcijalnih difierencijalnih jednaqina na Rn. Neka je f ∈ L1 (Rn), Furijeovu
transformaciju od f definixemo sa:

f̂(ξ) := F [f ](ξ) :=

∫
Rn

e−ix·ξf(x)dx (2.1)

za ξ ∈ Rn. Kako je
∣∣e−ix·ξf(x)

∣∣ = |f(x)| za svako ξ ∈ Rn, va�i da e−ix·ξf(x) ∈ L1 (Rn) pa je
prethodna jednaqina dobro definisana. Operator F se zove Furijeova transformacija.

Prisjetimo se oznake C0
b (Rn) koja oznaqava prostor svih neprekidnih i ograniqenih

funkcija na Rn. S	ede�a teorema opisuje va�ne osobine Furijeove transformacije:

Teorema 2.1 1. F : L1 (Rn) → C0
b (Rn) je linearno preslikava�e takvo da va�i

∥F [f ]∥C0
b (Rn) ≤ ∥f∥L1(Rn)

2. Ako je f : Rn → C neprekidno-diferencijabilna funkcija takva da f ∈ L1 (Rn) i
∂jf ∈ L1 (Rn), onda

F
[
∂xj

f
]
= iξjF [f ] = iξj f̂ (2.2)
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3. Ako f ∈ L1 (Rn) tako da xjf ∈ L1 (Rn), onda je f̂(ξ) parcijalno-diferencijabilna za
svako ξj i va�i

∂ξj f̂(ξ) = F [−ixjf(x)] (2.3)

4. Neka je f ∈ L1 (Rn) i neka (τyf) (x) := f(x+ y), y ∈ Rn o�naqava translaciju funkcije

f za y. Tada F [τyf ] (ξ) = eiy·ξ f̂(ξ) za svako ξ ∈ Rn.

5. Neka je f ∈ L1 (Rn) i neka (ρεf) (x) := f(εx), ε > 0, o�naqava rotaciju f za ε. Tada

F [ρεf ] (ξ) = ε−nf̂(ξ/ε) = ε−n
(
ρε−1 f̂

)
(ξ)

Dokaz. Vidjeti [1], Teorema 2.1. 2

Kako znamo da va�i

Dxj
=

1

i
∂xj

, Dx = (Dx1
, . . . , Dxn

)

tada jednaqina iz 2. stavke prethodne teoreme je ekvivalentna sa

F
[
Dxjf

]
= ξjF [f ] = ξj f̂ .

Xtavixe, ako posmatramo linearni diferencijalni operator P sa konstantnim koefi-
cijentima, npr.

Pf =
∑

|α|≤m

cαDxf

gdje su cα ∈ C, tada va�i

F [Pf ] =
∑

|α|≤m

cαξ
αf̂

Stoga primjena linearnog diferencijalnog operatora P na f odgovara mno�e�u f̂ sa
polinomom

p(ξ) :=
∑

|α|≤m

cαξ
α

Funkcija p(ξ) naziva se simbol linearnog diferencijalnog operatora P . Xtavixe,
pixemo P = p (Dx).

Napomena 2.2 Ako f ∈ L1 (Rn) je neprekidno-diferencijabilna funkcija i ako je ∂xj
f ∈

L1 (Rn) za svako j = 1, . . . , n, tada su f̂(ξ) i ξj f̂(ξ) ograniqene funkcije. Slijedi da

(1 + |ξ|)|f̂(ξ)| ≤ C ⇔ |f̂(ξ)| ≤ C

1 + |ξ|

xto znaqi da se f̂(ξ) ponaxa kao |ξ|−1 kada |ξ| → ∞.
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Opxtije, ako je f ∈ Ck (Rn) tako da ∂αx f ∈ L1 (Rn) za svako |α| ≤ k, onda se mo�e
pokazati da va�i

|f̂(ξ)| ≤ C

(1 + |ξ|)k

Ukrtko: Diferencijabilnost f implicira polinomno opada�e f̂ kada |ξ| → ∞. S druge
strane, ako je (1 + |x|)kf(x) ∈ L1 (Rn) za neko k ∈ N, primjenom Teoreme 2.1 stavka 3.

mo�emo sukcesivnim postupkom do�i do zak	uqka da f̂ ∈ Ck (Rn). Slijedi da br�e opada�e

f(x) kada |x| → ∞ daje ve�u diferencijabilnost f̂ .

Konaqno, konvolucija dvije funkcije f ∈ L1 (Rn) , g ∈ Lp (Rn), gdje je 1 ≤ p ≤ ∞, je
definisana sa

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy za skoro svako x ∈ Rn. (2.4)

Koriste�i Fubinijevu teoremu mo�e se pokazati da (f ∗ g)(x) postoji za skoro sve x ∈ Rn

i

∥f ∗ g∥Lp(Rn) ≤ ∥f∥L1(Rn)∥g∥Lp(Rn) za svako f ∈ L1 (Rn) , g ∈ Lp (Rn) , (2.5)

qiji dokaz se mo�e na�i u [7].
Za konvolucije i Furijeovu transformaciju imamo s	ede�e pravilo:

Lema 2.3 Neka su f, g ∈ L1 (Rn), onda

f̂(ξ)ĝ(ξ) = F [f ∗ g](ξ) za sve ξ ∈ Rn.

Dokaz. Prije svega, f(x− y)g(y) ∈ L1 (Rn × Rn) u odnosu na (x, y) poxto

∥f ∗ g∥1 ≤
∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)g(y)|dydx =

∫
Rn×Rn

|f(z)g(y)|d(y, z)

= ∥f∥1∥g∥1.

prema Fubinijevoj teoremi i koriste�i smjenu promjen	ivih. Stoga

F [f ∗ g](ξ) =
∫
Rn

∫
Rn

e−ix·ξf(x− y)g(y)dydx

=

∫
Rn

(∫
Rn

e−ix·ξ (τ−yf) (x)dx

)
g(y)dy

=

∫
Rn

e−iy·ξ f̂(ξ)g(y)dy = f̂(ξ)ĝ(ξ),

gdje smo koristili Fubinijevu teoremu i qetvrtu osobinu teoreme 2.1. 2
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2.2 Prostor brzo-opadaju�ih funkcija S (Rn)

Prostor brzo-opadaju�ih, glatkih funkcija je naroqito zanim	iv jer se na �emu Furijeova
trasformacija ponaxa kao izomorfizam. Motivacija za definisa�e ovakvog prostora je
s	ede�i razlog:

Neka je f ∈ C∞
0 (Rn). Tada ∂αx f ∈ L1 (Rn) za svako α ∈ N0. Kao xto smo vidjeli u

napomeni 2.2, f̂(ξ) opada br�e od (1 + |x|)−k za svako k ∈ N. Xtavixe, (1 + |x|)kf ∈ L1 (Rn)

za svako k ∈ N. Slijedi da f̂ ∈ Ck
b (Rn) za svako k ∈ N, tj. f̂ ∈ C∞

b (Rn) =
⋂∞

k=1 C
k
b (Rn). Ali

mo�e se pokazati da f̂(ξ) nema kompaktan nosaq ako f ∈ C∞
0 (Rn) osim u trivijalnom sluqaju

kada je f ≡ 0. Ako f ∈ C∞
0 (Rn), onda f̂ pripada s	ede�em prostoru funkcija.

Definicija 2.4 Prostor S (Rn) brzo-opadaju�ih glatkih funkcija je skup svih glatkih
funkcija f : Rn → C takvih da za svako α ∈ Nn

0 i N ∈ N0, postoji konstanta Cα,N tako
da

|∂αx f(x)| ≤ Cα,N (1 + |x|)−N , x ∈ Rn. (2.6)

Ako f ∈ S (Rn) i m ∈ N, definixemo semi-normu:

|f |m,S := sup
|α|+|β|≤m

sup
x∈Rn

∣∣xα∂βxf(x)∣∣ .
Prostor S (Rn) tako�e zovemo prostorom Xvarcovih funkcija.

Oqigledno, C∞
0 (Rn) ⊂ S (Rn). Inkluzija je striktna jer f(x) = e−|x|2 ∈ S (Rn) \C∞

0 (Rn).
Va�i i da S (Rn) ⊂ C∞

b (Rn). Ako f, g ∈ S (Rn), onda fg ∈ S (Rn). Xtavixe, xαf ∈ S (Rn) za
svako α ∈ Nn

0 i f ∈ S (Rn). Ovo slijedi iz s	ede�e opxtije leme:

Lema 2.5 Neka je C∞
poly (Rn) skup svih glatkih polinomno-ograniqenih funkcija, tj. skup

svih glatkih funkcija f : Rn → C tako da za svako α ∈ Nn
0 postoji mα ∈ N0 i Cα > 0 sa

osobinom

|∂αx f(x)| ≤ Cα(1 + |x|)mα za svako x ∈ Rn.

Tada za svako f ∈ C∞
poly (Rn) i g ∈ S (Rn) va�i da fg ∈ S (Rn).

Dokaz. Pretpostavimo da f ∈ C∞
poly i g ∈ S (Rn). Iz Lajbnicove formule koriste�i

pretpostavke teoreme slijedi da je

∣∣xβ∂αx (fg)(x)∣∣ = ∣∣xβ∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
γ≤α

(
α
γ

)
(∂γxf(x))

(
∂α−γ
x g(x)

)∣∣∣∣∣∣
≤ |x||β|

∑
γ≤α

(
α
γ

)
Cγ(1 + |x|)mγCα,N (1 + |x|)−N

≤ C|x||β| 1

(1 + |x|)N
(1 + |x|)M ≤ C

(1 + |x|)M+|β|

(1 + |x|)N

gdje je M = max {mγ : γ ≤ α}. Kako dobijeni izraz va�i za sve N ∈ N0, za dato β ∈ Nn
0

uvijek postoji N tako da je M + |β| ≤ N . Stoga, dobijeni izraz je konaqan. 2

Tako�e imamo da va�i:
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Teorema 2.6 Neka je 1 ≤ p ≤ ∞. Tada je S (Rn) ⊆ Lp (Rn).

Dokaz. Neka je f ∈ S. Znamo da je to glatka funkcija i za svako m ∈ N0 i k ∈ Nn
0 postoji

konstanta Cm,k > 0 tako da

|t|m
∣∣Dkf(t)

∣∣ ≤ Cm,k

U suxtini, za m = 0, k = (0, · · · , 0), |f(t)| ≤ C0,0, pa f ∈ L∞ (Rn).
Sada, neka je 1 ≤ p <∞. Zapixmo∫

Rn

|f(t)|pdt =
∫
Rn

|f(t)|p
(
1 + |t|N

)p
(1 + |t|N )

p dt

za neko N ∈ N. Obratimo pa��u da se brojilac mo�e ograniqiti na s	ede�i naqin:

|f(t)|p
(
1 + |t|N

)p
=
[
|f(t)|+ |t|N |f(t)|

]p ≤ (C0,0 + CN,0)
p
<∞.

Oznaqimo sa C = (C0,0 + CN,0)
p
. Onda,∫

Rn

|f(t)|pdt ≤ C

∫
Rn

1

(1 + |t|N )
p dt. (2.7)

Dakle, moramo provjeriti da li je gor�i desni integral konaqan. Promjenom polarnih
koordinata mo�emo pisati∫

Rn

1

(1 + |t|N )
p dt = µ

(
Sn−1

) ∫ ∞

0

rn−1

(1 + rN )
p dr

≤ µ
(
Sn−1

)(∫ 1

0

rn−1dr +

∫ ∞

1

dr

rNp−n+1

)
gdje je µ mjera sfere Sn−1. Drugi integral u (2.7) �e biti konaqan ako Np − n + 1 > 1,

ili ekvivalentno, N > n/p. Dakle, biraju�i N kao xto je navedeno, imamo da f ∈ Lp (Rn).
2

Napomena 2.7 Na prvi pogled mo�e biti prirodnije za upotrebu

|f |′m,S := sup
k+|α|≤m

sup
x∈Rn

(1 + |x|)k |∂αf(x)|

kao semi-nprma na S (Rn) budu�i da je u bli�oj vezi sa nejednakox�u (2.6). Ali defini-
cija |·|m,S je pogodnija kada se radim sa Furijeovom transformacijom xto �e biti pokazano
u s	ede�oj lemi. Xtavixe, nije bitno koju semi-normu koristimo, da li | · |m,S ili | · |′m,S ,
jer su ove dvije familije semi-normi ekvivalentne. Za svako m ∈ N0 postoji k(m) ∈ N0

tako da

|f |′m,S ≤ Cm|f |k(m),S i |f |m,S ≤ C ′
m|f |′k(m),S

za svako f ∈ S (Rn).

Tako�e imamo jox jedan niz semi-normi ekvivalentan polaznim.
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Korolar 2.8 Neka

|u|′′k,S := sup
|α|+|β|≤k

∥∥xαDβ
xu
∥∥
L2(Rn)

za u ∈ S (Rn) , k ∈ N0. Onda je | · |′′k,S , k ∈ N opadaju�i niz semi-normi nad S (Rn) koji je
ekvivalentan nizu semi-normi | · |k,S definisanom ranije. Preciznije,

|u|′′k,S ≤ Ck|u|k+2n,S i |u|k,S ≤ Ck|u|′′k+2n,S

za sve u ∈ S (Rn) i k ∈ N0.

Konaqno, napomenimo da (1+|x|) u nejednakosti (2.6) mo�emo zamijeniti sa ⟨x⟩ =
(
1 + |x|2

) 1
2

jer va�i

⟨x⟩ ≤ (1 + |x|) ≤
√
2⟨x⟩

Sada dolazimo do k	uqnog tvr�e�a vezanog za prostor S (Rn).

Lema 2.9 F : S (Rn) → S (Rn) je linearno preslikava�e. Xtavixe, za svako m ∈ N0

postoji neko Cm > 0 takvo da

|f̂ |m,S ≤ Cm|f |m+n+1,S za svako f ∈ S (Rn)

tj. F : S (Rn) → S (Rn) je ograniqeno.

Dokaz. Kao prvo, ako f ∈ S (Rn) onda va�i

∥f∥1 =

∫
Rn

(1 + |x|)−n−1
(
(1 + |x|)n+1|f(x)|

)
dx

≤ C

∫
Rn

(1 + |x|)−n−1dx|f |n+1,S = C|f |n+1,S

gdje C zavisi samo od dimenzije n. Zbog toga imamo imamo

|f̂ |0,S = ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1 ≤ C|f |n+1,S (2.8)

iz teoreme 2.1 stavke 1. i prethodne procjene. Zbog teoreme 2.1 stava 2. odnosno 3. va�i

ξαDβ
ξ f̂(ξ) = F

[
Dα

x

(
xβf(x)

)]
Slijedi ∥∥∥ξαDβ

ξ f̂
∥∥∥
∞

≤ C
∣∣Dα

x

(
xβf(x)

)∣∣
n+1,S

iz (2.8) . Koriste�i Lajbnicovu formulu imamo

Dα
x

(
xβf(x)

)
=
∑
γ≤α

(
α
γ

)(
Dγ

xx
β
) (
Dα−γ

x f(x)
)
.

Poxto je Dγ
xx

β polinom ma�eg stepena od |β|,
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∣∣Dα
x

(
xβf(x)

)∣∣
n+1,S ≤ Cα,β |f ||α|+|β|+n+1.

Korixte�em procjena i uzima�em supremuma α, β ∈ Nn
0 zajedno sa |α|+ |β| ≤ m, konaqno

zak	ucujemo da

|f̂ |m,S ≤ Cm|f |m+n+1,S

za proizvo	no m ∈ N0 gdje Cm zavisi samo od n i m. Slijedi F [f ] ∈ S (Rn) za svako
f ∈ S (Rn). 2

Pogledajmo sada jedan primjer.

Primjer 2.10 Neka je f(x) = e−|x|2/2, x ∈ Rn. Tada je f̂(ξ) = (2π)n/2e−|ξ|2/2.

Dokaz. Kako je f(x) = e−x2
1/2 · · · e−x2

n/2 i e−ix·ξ = e−ix1ξ1 · · · e−ixnξn , imamo

f̂(ξ) =

∫
R
e−ix1ξ1e−x2

1/2dx1 · · ·
∫
R
e−ixnξne−x2

n/2dxn = ĝ (ξ1) · · · ĝ (ξn)

gdje je g(x) = e−x2/2, x ∈ R. Stoga dovo	no je razmotriti sluqaj n = 1.
Iz teoreme 2.1 stav 2. imamo de je ĝ(ξ) neprekidno-diferencijabilno i ĝ′(ξ) = F [−ixg(x)].

Xtavixe, −xg(x) = d
dxe

−x2/2 = g′(x). Tako�e, koriste�i ponovo Teoremu 2.1 stav 2. za-
k	uqujemo

ĝ′(ξ) = iF [g′(x)] = −ξĝ(ξ), ξ ∈ R

i ĝ(0) =
∫
R e

−x2/2dx =
√
2π. Slijedi da je ĝ je jednoznaqno odre�en datim poqetnim

problemom, koji ima jedinstveno rexe�e ĝ(ξ) =
√
2πe−ξ2/2. 2

2.3 Inverzna Furijeova transformacija i Planxerelova
teorema

U nastavku �emo pokazati da je Furijeova transformacija F : S (Rn) → S (Rn) invertibilno
preslikava�e i da je �eno inverzno preslikava�e dato sa

ǧ(x) := F−1[g](x) :=
1

(2π)n

∫
Rn

eix·ξg(ξ)dξ

dobro-definisano za svako g ∈ L1 (Rn). F−1 nazivamo inverznom Furijeovom transfor-
macijom. Primijetimo da va�i

F−1[g](x) = (2π)−nF [g](−x). (2.9)

Nekada �emo pisati F−1
ξ 7→x[g] da bi se oznaqili da se uzima inverzna Furijeova trans-

formacija u odnosu na promen	ivu ξ i da inverzna Furijeova transformacija zavisi od
x.

Ako je f(x) = e−|x|2/2 funkcija o kojoj se govori u primjeru 2.10 onda

F−1[f̂(ξ)] = (2π)−n/2F
[
e−|ξ|2/2

]
(−x) = e−|x|2/2 = f(x).
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Dakle, F−1[f̂ ] = f .
Dolazimo do jako lijepog tvr�e�a, koje je dopuna ve� dokazane leme 2.9.

Lema 2.11 (Inverzna formula). Neka je f ∈ S (Rn). Tada f(x) = F−1[f̂ ](x) za svako x ∈ Rn.
U suxtini, F : S (Rn) → S (Rn) je linearni izomorfizam.

Dokaz. Kao prvo,

F−1[f̂ ](x) =
1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

ei(x−y)·ξf(y)dy

)
dξ.

Poxto ei(x−y)·ξf(y) /∈ L1
(
R2n

)
po parametru (y, ξ), ne mo�emo primijeniti Fubinijevu

teoremu direktno. Stoga uvodimo pomo�nu funkciju ψε(ξ) := e−ε2|ξ|2/2, ε > 0, xto nam obezb-

je�uje apsolutnu integrabilnost. Poxto limε→0 ψε(ξ) = 1 za svako ξ ∈ Rn i f̂(ξ) ∈ L1 (Rn),
koriste�i Lebegovu teoremu dominantne konvergencije i Fubinijevu teoremu dobijamo

F−1[f̂ ](x) = lim
ε→0

1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

ei(x−y)·ξψε(ξ)f(y)dy

)
dξ

= lim
ε→0

1

(2π)n

∫
R2n

ei(x−y)·ξe−ε2|ξ|2f(y)d(y, ξ).

Koriste�i smjenu ξ = η/ε i y = x+ εz,

1

(2π)n

∫
R2n

ei(x−y)·ξe−ε2|ξ|2/2f(y)d(y, ξ)

=
1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

e−iz·ηe−|η|2/2dη

)
f(x+ εz)dz

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2f(x+ εz)dz

gdje pos	ed�a jednakost slijedi iz primjera 2.10. Kako je f neprekidno, imamo

lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2f(x+ εz)dz = f(x)
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2dz = f(x)

iz Lebegove teoreme dominantne konvergencije. Slijedi da F−1[f̂ ](x) = f(x), xto dokazuje
lemu. 2

Tehnika ubaciva�a brzo-opadaju�eg faktora i prelzak na limes bi�e nam veoma va�na
prilikom opisiva�a oscilatornog integrala u s	ede�oj glavi.

Teorema 2.12 (Planxerelova teorema). Za svako f, g ∈ S (Rn) va�i∫
Rn

f(x)g(x)dx =
1

(2π)n

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ (2.10)

Specijalno,

∥f∥2L2(Rn) =
1

(2π)n
∥f̂∥2L2(Rn)

i F se proxiruje na linearni izomorfizam F : L2 (Rn) → L2 (Rn)
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Dokaz. Koriste�i Fubinijevu teoremu, lako se pokazuje da va�i

1

(2π)n

∫
Rn

F [f ](ξ)ĝ(ξ)dξ =

∫
Rn

f(x)F−1[ĝ](x)dx

za svao f, g ∈ S (Rn). Kako iz prethodne leme imamo da va�i g = F−1[ĝ], direktno
dobijamo tra�enu formulu. Specijalno, ako je f = g, tada imamo:

1

(2π)n
∥F [f ]∥22 = ∥f∥22.

Kako je C∞
0 (Rn) gusto u L2 (Rn) i kako va�i C∞

0 (Rn) ⊂ S (Rn) ⊂ L2 (Rn) ,F se mo�e
proxiriti na ograniqen linearni operator takav da F : L2 (Rn) → L2 (Rn). Iz (2.9) vidimo
da isto va�i i za F−1. Xtavixe, F−1[F [f ]] = f za svako f ∈ L2 (Rn) poxto ovo va�i za sve
f ∈ S (Rn), a S (Rn) je gust u L2 (Rn). 2

Napomena 2.13 Zbog qlana (2π)−n u definiciji inverzne Furijeove transformacije u (2.10),
uvodimo uobiqajenu notaciju koju �emo koristiti u nastavku

d̄ξ :=
dξ

(2π)n

Onda je

F−1[g](x) =

∫
Rn

eix·ξg(ξ)d̄ξ

i tako�e ∫
Rn

f(x)g(x)dx =

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ)d̄ξ.

Lema 2.14 (Furijeovi mno�ite	i na L2 (Rn) ).
Neak je m : Rn → C mjer	iva funkcija. Onda

m (Dx) f := F−1[m(ξ)f̂(ξ)] za sve f ∈ L2 (Rn)

je dobro-definisan ograniqen operator m (Dx) : L2 (Rn) → L2 (Rn) ako i samo ako m ∈
L∞ (Rn). Xtavixe, ∥m (Dx)∥L (L2(Rn)) = ∥m∥L∞(Rn).

Dokaz. Ako m ∈ L∞ (Rn), onda oqigledno m(ξ)f̂(ξ) ∈ L2 (Rn) za sve f ∈ L2 (Rn). Xtavixe,

∥m (Dx) f∥L2(Rn) =
1

(2π)
n
2
∥m(ξ)f̂∥2 ≤ 1

(2π)
n
2
∥m∥∞∥f̂∥2 = ∥m∥∞∥f∥2.

Dakle m (Dx) : L
2 (Rn) → L2 (Rn) je ograniqen linearan operator i

∥m (Dx)∥L (L2(Rn)) ≤ ∥m∥∞

Za obrnutu implikaciju dovo	no je dokazati da je operatorM : L2 (Rn) → L2 (Rn) , (Mf)(ξ) =
m(ξ)f(ξ) ograniqen ako i samo ako m ∈ L∞ (Rn). To je dovo	no jer va�i ekvivalencija:
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m (Dx) f ∈ L2(Rn) ⇐⇒ F(m (Dx) f) ∈ L2(Rn) ⇐⇒ m(ξ)f̂(ξ) ∈ L2(Rn) ⇐⇒ (Mf̂)(ξ) ∈ L2(Rn)

Dakle, ako je m (Dx) : L
2 (Rn) → L2 (Rn) ograniqen linearan operator, onda je

Fm (Dx)F−1 : L2 (Rn) → L2 (Rn)

tako�e ograniqen linearan operator, gdje(
Fm (Dx)F−1g

)
(ξ) = m(ξ)g(ξ) = (Mg)(ξ)

za sve g ∈ L2 (Rn).
Xtavixe,

∥f∥L∞(Rn) = sup

{∫
Rn

f(ξ)h(ξ)dξ : h ∈ L1 (Rn) , ∥h∥L1(Rn) = 1

}
= sup

{∫
Rn

|f(ξ)||h(ξ)|dξ : h ∈ L1 (Rn) , ∥h∥L1(Rn) = 1

}
za sve f ∈ L∞ (Rn), zbog (1.1) i

∥m(ξ)g(ξ)∥2L2(Rn) =

∫
Rn

|m(ξ)|2|g(ξ)|2dξ ≤ ∥M∥2L (L2(Rn))∥g∥
2
L2(Rn).

Dakle

∥m∥2L∞(Rn) =
∥∥|m|2

∥∥
L∞(Rn)

= sup
h∈L1(Rn):∥h∥L1(Rn)≤1

∫
Rn

|m(ξ)|2|h(ξ)|dξ

= sup
g∈L2(Rn):∥g∥L2(Rn)≤1

∫
Rn

|m(ξ)|2|g(ξ)|2dξ ≤ ∥M∥2L (L2(Rn))

gdje smo koristili da h ∈ L1 (Rn) ako i samo ako g(ξ) := |h(ξ)| 12 ∈ L2 (Rn). Dakle
m ∈ L∞ (Rn) i ∥m (Dx)∥L (L2(Rn)) ≥ ∥m∥L∞(Rn). 2

2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transforma-
cija

Definicija 2.15 Prostor temperiranih distribucija je S ′ (Rn) := (S (Rn))
′
, tj. pros-

tor linearnih i ograniqenih funkcionala f : S (Rn) → C. Niz fk ∈ S ′ (Rn) konvergira ka
f ∈ S ′ (Rn) ako i samo ako

lim
k→∞

⟨fk, φ⟩ = ⟨f, φ⟩ za svako φ ∈ S (Rn) .

Ovdje ⟨f, φ⟩ := f(φ), φ ∈ S (Rn) oznaqava unutrax�i proizvod u prostoru L2.

22



Napomena 2.16 1. Ako je f : S (Rn) → C linearno preslikava�e, onda je po definiciji f
ograniqeno ako i samo ako postoji m ∈ N0 i konstanta C > 0 tako da va�i

|⟨f, φ⟩| ≤ C|φ|m,S za svako φ ∈ S (Rn) .

2. Ako je f : Rn → C mjer	iva funkcija takva da ⟨x⟩−Nf(x) ∈ L1 (Rn) za neko N ∈
N0, onda f prirodno identifikujemo sa temporiranom distribucijom Ff ∈ S (Rn)

′

definisanom sa

⟨Ff , φ⟩ :=
∫
Rn

f(x)φ(x)dx za svako φ ∈ S (Rn) (2.11)

Xtavixe,

|⟨Ff , φ⟩| ≤
∥∥⟨x⟩−Nf

∥∥
L1(Rn)

|φ|′N,S ≤ C
∥∥⟨x⟩−Nf

∥∥
1
|φ|N,S , φ ∈ S (Rn) ,

gdje je | · |′N,S kao u napomeni 2.7. Napomenimo da je preslikava�e f 7→ Ff injektivno,
na osnovu osnovne teoreme varijacionog raquna.

Definicija 2.17 Neka je F ∈ S ′ (Rn). Tada F nazivamo regularnom temperiranom dis-
tribucijom ako postoji neko f ∈ L1

loc (Rn) tako da ⟨x⟩−Nf(x) ∈ L1 (Rn) za neko N ∈ N0 i
F = Ff , gdje je Ff kao u (2.11).

U nastavku �emo identifikovati regularnu (temperiranu) distribuciju F = Ff sa
mjer	ivom funkcijom f , xto je zapravo klasa ekvivalencije funkcija koje se skoro svuda
poklapaju kao i obiqno.

Nije svaka distribucija regularna xto pokazuje s	ede�i primjer.

Primjer 2.18 Najpoznatija distribucija δ0 ∈ S ′ (Rn) je definisana sa

⟨δ0, φ⟩ := φ(0) za svako φ ∈ S (Rn) ,

zovemo je jox i delta distribucija.
Opxtije,

⟨δa, φ⟩ := φ(a) za svako φ ∈ S (Rn)

definixe temporiranu distribuciju za svako x ∈ Rn. Poka�imo da nije regularna:
Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji f ∈ L1

loc (Rn), tako da je

⟨δa, φ⟩ =
∫
Rn

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D (Rn)

Izaberimo ρ ∈ D (Rn), gdje je D (Rn) vektorski prostor svih funkcija na Rn qiji
parcijalni izvodi svih redova postoje i neprekidni su i qiji nosaq je sadr�an u nekom
kompaktnom podskupu od Rn, tako da je supp(ρ) ⊂ B1(0), ρ(0) = 1 i definiximo ρl(x) =
ρ (l (x− x0)) , l ∈ N0. Tada je supp(ρl) ⊂ B1/l (x0), ρl (x0) = 1 (postoja�e ovakve funkcije
slijedi iz primjera 3.10 iz [4]). Zak	uqujemo da je

1 = |⟨δx0
, ρl⟩| ≤

∫
B1/l(x0)

|f(x)| |ρ (l (x− x0))| dx ≤ max
x∈Rn

|ρ(x)|
∫
B1/l(x0)

|f(x)|dx
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.
Me�utim, kako je

∫
B1/l(x0)

|f(x)|dx l→∞−→ 0, dolazimo do kontradikcije. Dakle, δa nije

regularna distribucija.

Sada �emo definisati izvod distribucije i proizvod dvije distribucije.

Definicija 2.19 Neka je f ∈ S ′ (Rn). Tada je izvod distribucije ∂αx f ∈ S ′ (Rn) od f
tako�e distribucija definisana sa

⟨∂αx f, φ⟩ := (−1)|α| ⟨f, ∂αxφ⟩ za φ ∈ S (Rn) .

Xtavixe, ako g ∈ C∞
poly (Rn), onda proizvod fg ∈ S ′ (Rn) je definisan sa

⟨fg, φ⟩ = ⟨f, gφ⟩ za svako φ ∈ S (Rn) .

Primjer 2.20 Neka je f Hevisajdova funkcija, tj. f(x) = 1 za x ≥ 0 i f(x) = 0 inaqe,
tada

⟨f ′, φ⟩ = −
∫
R
f(x)φ′(x)dx = −

∫ ∞

0

φ′(x)dx = φ(0) = ⟨δ0, φ⟩

za sve φ ∈ P(R). Slijedi f ′ = δ0 je delta distribucija.

2.5 Furijeova transformacija temperiranih distribu-
cija

Ve�ina operacija na S (Rn) direktno se prenosi na S ′ (Rn) , xto tako�e va�i i za Furijeovu
transformaciju.

Definicija 2.21 Neka je f ∈ S ′ (Rn). Furijeova transformacija F [f ] i �ena inverzna
F−1[f ] od f se definixu kako distribucije

⟨F [f ], φ⟩ := ⟨f,F [φ]⟩ za svako φ ∈ S (Rn) ,〈
F−1[f ], φ

〉
:=
〈
f,F−1[φ]

〉
za svako φ ∈ S (Rn) .

Napomena 2.22 Primijetimo da je definicija F na S ′ (Rn) u skladu sa definicijom F
na L1 (Rn) u s	ede�em smislu: Ako f ∈ L1 (Rn) i Ff ∈ S ′ (Rn) je pridru�ena temporirana
distribucija zbog (2.11), onda

⟨F [Ff ] , φ⟩ = ⟨Ff ,F [φ]⟩ =
∫
Rn

f(ξ)φ̂(ξ)dξ

=

∫
Rn

∫
Rn

e−ix·ξf(ξ)dξφ(x)dx =

∫
Rn

f̂(x)φ(x)dx

=
〈
Ff̂ , φ

〉
za svako φ ∈ P (Rn), tj. F [Ff ] = Ff̂ . Zaista, ova kalkulacija je motivacija za defini-

ciju F na S ′ (Rn). Analogno va�i za F−1.

24



Propozicija 2.23 Furijeova transformacija F : S ′ (Rn) → S ′ (Rn) je neprekidno linearno
preslikava�e. Xtavixe, F : S ′ (Rn) → S ′ (Rn) je linearni izomorfizam sa inverzom F−1.

Dokaz. Poxto F : S (Rn) → S (Rn) je neprekidan linearni operator i

⟨F [f ], φ⟩ = ⟨f,F [φ]⟩ = (f ◦ F)(φ)

F [f ] = f ◦ F : S (Rn) → C je neprekidan linearni operator. Xtavixe, ako fk → f u
S′ (Rn) kada k → ∞, onda

⟨F [fk] , φ⟩ = ⟨fk,F [φ]⟩ −→
k→∞

⟨f,F [φ]⟩ = ⟨F [f ], φ⟩

za svako φ ∈ S (Rn). Slijedi F : S ′ (Rn) → S ′ (Rn) je neprekidno preslikava�e.
Konaqno, F−1 ima ista svojstva kao F i oqigledno F−1[F [f ]] = f za svako f ∈ S ′ (Rn) 2

Primjer 2.24 Furijeova transformacija delta distribucije δ0 mo�e se jednostavno izraqu-
nati:

⟨F [δ0] , φ⟩ = ⟨δ0,F [φ]⟩ = F [φ](0) =

∫
Rn

φ(x)dx = ⟨1, φ⟩

za svako φ ∈ S (Rn). Slijedi da je F [δ] = 1.

2.6 Konvolucija na S ′

Sada �emo definisati konvoluciju za f ∈ S ′ (Rn) i g ∈ S (Rn). U tu svrhu napomi�emo da
va�i ∫

Rn

(f ∗ g)(x)φ(x)dx =

∫
Rn

(g ∗ f)(x)φ(x)dx

=

∫
Rn

∫
Rn

f(y)g(x− y)φ(x)dydx

=

∫
Rn

f(y)

∫
Rn

g(x− y)φ(x)dxdy

=

∫
Rn

f(y)(g̃ ∗ φ)(y)dy

za sve f, g, φ ∈ S (Rn) zbog Fubinijeve teoreme, gdje g̃(x) = g(−x) za sve x ∈ Rn. Isti
zak	uqak va�i i ako f ∈ L1

loc (Rn) sa ⟨x⟩−Nf(x) ∈ L1 (Rn) za neko N ∈ N. Stoga definixemo:

Definicija 2.25 Neka su f ∈ S ′ (Rn) , i g ∈ S (Rn). Onda konvolucija f ∗ g ∈ S ′ (Rn) od f
i g je definisana sa

⟨f ∗ g, φ⟩ = ⟨f, g̃ ∗ φ⟩ za sve φ ∈ S (Rn)

gdje je g̃(x) = g(−x) za sve x ∈ Rn.
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Napomena 2.26 1. Ako je f regularna temperirana distribucija, onda gor�i proraqun
pokazuje da se definicija f ∗ g u smislu definicije 2.25 poklapa sa

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy za sve x ∈ Rn.

2. Mo�e se pokazati da je f ∗ g regularna temperirana distribucija takva da f ∗ g ∈
C∞ (Rn) i data sa

(f ∗ g)(x) = ⟨f, τ̃xg⟩ za sve x ∈ Rn,

gdje τ̃xg(y) = g(y − x) za sve y ∈ Rn.

Primjer 2.27 Neka je δ0 kao u primjeru 2.18. Onda

⟨δ0 ∗ g, φ⟩ = ⟨δ0, g̃ ∗ φ⟩ =
∫
Rn

g(y − 0)φ(y)dy

za sve g, φ ∈ S (Rn). Dakle δ0 ∗ g je regularna temporirana distribucija i

δ0 ∗ g = g za sve g ∈ S (Rn) .

Kao pos	edicu imamo narednu lemu.

Lema 2.28 Neka je f ∈ S ′ (Rn) , g ∈ S (Rn). Onda F [f ∗ g] = f̂ ĝ.
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Glava 3

Pseudo-diferencijalni

operatori

U ovoj glavi bavi�emo se pojmom pseudo-diferencijalnih operatora, �ihovom definicijom
i osnovnim svojstvima. Treba napomenuti da umjesto posmatra�a uobiqajene Hermanderove
klase pseudo-diferencijalnih simbola Sm

ρ,δ posmatra�emo specijalan sluqaj Sm
1,0. Pored

definicije, kao najva�nije poglav	e za da	i rad, izdvoji�e se poglav	e o adjungovanom
operatoru pseudo-diferencijalnog operatora, koji �e biti, ispostavi�e se, tako�e pseudo-
diferencijalni operator istog reda kao i polazni operator.

3.1 Simboli i osnovna svojstva

Definicija 3.1 Neka su m ∈ R, n,N ∈ N. Tada za 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 sa Sm
ρ,δ

(
RN × Rn

)
oznaqavamo vektorski prostor svih glatkih funkcija p : RN × Rn → C takvih da va�i∣∣∂αξ ∂βxp(x, ξ)∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β| (3.1)

za sve α ∈ Nn
0 , β ∈ NN

0 , gdje Cα,β ne zavisi od x ∈ RN , ξ ∈ Rn. Funkciju p nazivamo
pseudo-diferencijalni simbol, a m nazivamo redom simbola p.

Napomena 3.2 U prethodnom tekstu, definisali smo pseudo-diferencijalne operatore na
opxtiji naqin, iako �emo se najve�im dijelom rada baviti sluqajem kada je ρ = 1 i δ = 0,
tj. bavi�emo se prostorom Sm

1,0. Tada uslov (3.1) izgleda:∣∣∂αξ ∂βxp(x, ξ)∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|α| (3.2)

Na kraju ovog rada, tj. u pos	ed�em odje	ku, formulisa�emo opxtije teoreme koje se odnose
na proizvo	no ρ i δ.

Tako�e, definixemo i

27



S∞
1,0

(
RN × Rn

)
:=

⋃
m∈R

Sm
1,0

(
RN × Rn

)
i

S−∞
1,0

(
RN × Rn

)
:=

⋂
m∈R

Sm
1,0

(
RN × Rn

)
.

Naravno, ukratko zapisujemo Sm
1,0 umjesto S

m
1,0

(
RN × Rn

)
.

Napomena 3.3 U nastavku �emo se baviti sluqajem N = n.

Ako je p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) simbol, tada sa

p (x,Dx) f(x) := OP(p)f(x) :=

∫
Rn

eix·ξp(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ za svako x ∈ Rn (3.3)

definixemo �emu pridru�en pseudo-diferencijalni operator, gdje je f : Rn → C odgo-
varaju�a funkcija. Ako f ∈ S (Rn), onda f̂ ∈ S (Rn) i dakle p(x, ξ)f̂(ξ) ∈ S (Rn) u odnosu
na ξ za svako fiksno x ∈ Rn prema lemi 2.5. Stoga integral u (3.3) postoji i p (x,Dx) f je
dobro-definisano. U nastavku �emo pokazati da je p (x,Dx) : S (Rn) → S (Rn) neprekidno
preslikava�e. Ali prije nego xto doka�emo ovu qi�enicu, razmotri�emo neke primjere i
napraviti neka jednostavna zapa�a�a.

Primjer 3.4 Neka je p(x, ξ) =
∑

|α|≤m cα(x)ξ
α, x, ξ ∈ Rn, polinom po ξ reda m ∈ N0 sa

glatkim koeficijentima cα ∈ C∞
b (Rn) za svako |α| ≤ m. Tada p ∈ Sm

1,0 (Rn × Rn) i

p (x,Dx) f :=
∑

|α|≤m

cα(x)D
α
xf

za svako f ∈ S (Rn). Otuda je svaki linearni diferencijalni operator sa glatkim
i ograniqenim koeficijentima pseudodiferencijalni operator. Posebno Laplasijan ∆ =
∂2x1

+ · · ·+ ∂2xn
je pseudo-diferencijalni operator sa simbolom −|ξ|2.

2. Mo�e se pokazati da je japanska zagrada ⟨ξ⟩ :=
√
1 + |ξ|2 pseudo-diferencijalni simbol

reda 1. Poxto 1 + |ξ|2 je simbol od 1 − ∆, �egov pridru�eni pseudo-diferencijalni
operator

⟨Dx⟩ f =

∫
Rn

eix·ξ
√
1 + |ξ|2f̂(ξ)d̄ξ

mo�e se smatrati kvadratnim korenom od 1 −∆. Ukratko: ⟨Dx⟩ =
√
1−∆. Opxtije

qak va� ⟨ξ⟩m ∈ Sm
1,0 za svako m ∈ R i ⟨Dx⟩m = (1−∆)

m
2 .

Definiximo niz semi-normi Sm
1,0

(
RN × Rn

)
, koja je na prirodan naqin povezana sa famil-

ijom nejednaqina (3.2). Neka je

|p|(m)
k := max

|α|,|β|≤k
sup

x∈RN ,ξ∈Rn

∣∣Dα
ξD

β
xp(x, ξ)

∣∣ (1 + |ξ|)−m+|α| (3.4)

za svako k ∈ N. Ovdje
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sup
x∈RN ,ξ∈Rn

∣∣Dα
ξD

β
xp(x, ξ)

∣∣ (1 + |ξ|)−m+|α|

je najma�a konstanta Cα,β takva da va�i (3.2) za svako x ∈ RN , ξ ∈ Rn i fiksirano
α, β ∈ Nn

0 .
Napomenimo i da nije texko dokazati da je Sm

1,0 zajedno sa semi-normama Frexeov prostor,
tj. lokalno-konveksan prostor koji je kompletan i metrizabilan.

Napomena 3.5 U literaturi funkcija (1 + |ξ|) koja se pojav	uje u (3.2) najqex�e se zam-
je�uje sa ⟨ξ⟩ =

√
1 + |ξ|2. Ovo se mo�e uraditi bez promjene klase simbola jer va�i√

1 + |ξ|2 ≤ (1 + |ξ|) ≤
√
2
√
1 + |ξ|2

Prethodnu nejednakost �emo dokazati u lemi 4.2. Koriste�i ⟨ξ⟩ umjesto (1 + |ξ|), no-
tacija postaje nexto kra�a.

Propozicija 3.6 Neka je pj ∈ S
mj

1,0 (Rn × Rn) ,mj ∈ R, j = 1, 2 i neka je p(x, ξ) := p1(x, ξ)p2(x, ξ)

za svako x, ξ ∈ Rn. Tada p ∈ Sm1+m2
1,0 (Rn × Rn). Xtavixe, za svako k ∈ N0 postoji neko Ck

zavisno od k i n tako da va�i

|p|(m1+m2)
k ≤ Ck |p1|(m1)

k |p2|(m2)
k

Propozicija se lako mo�e pokazati korix�e�em Lajbnicove formule.
Jedan od glavnih rezultata ove glave je upravo s	ede�a teorema.

Teorema 3.7 Neka je p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) ,m ∈ R pseudo-diferencijalni simbol. Tada

p (x,Dx) : S (Rn) → S (Rn)

je ograniqeno preslikava�e. Preciznije, za svako k ∈ N postoji neko Ck > 0 takvo da

|p (x,Dx) f |k,S ≤ Ck|p|(m)
k |f |m+2(n+1)+k,S za svako f ∈ S (Rn)

Dokaz. Poxto f ∈ S (Rn) , f̂ ∈ S (Rn) zbog leme 2.9. Onda

sup
x∈Rn

|p (x,Dx) f(x)| ≤ sup
x∈Rn

1

(2π)n

∫
Rn

⟨ξ⟩−n−1
∣∣⟨ξ⟩−mp(x, ξ)

∣∣ ∣∣∣⟨ξ⟩n+m+1f̂(ξ)
∣∣∣ dξ

≤ 1

(2π)n

∫
Rn

⟨ξ⟩−n−1dξ|p|(m)
0

∥∥∥⟨ξ⟩n+m+1f̂
∥∥∥
∞

≤ Cm|p|(m)
0 |f̂ |m+n+1,S ≤ C|p|(m)

0 |f |m+2n+2,S (3.5)

prema lemi 2.9 i lemi 1.26, gdje Cm zavisi samo od m i dimenzije.
Da bismo procijenili izvode, izraqunavamo

∂xj
(p (x,Dx) f(x)) = ∂xj

∫
Rn

eix·ξp(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ

=

∫
Rn

eix·ξp(x, ξ)iξj f̂(ξ)d̄ξ +

∫
Rn

eix·ξ∂xj
p(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ

= p (x,Dx)
(
∂xjf

)
(x) +

(
∂xjp

)
(x,Dx) f(x),
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gdje smo primijenili teoremu 1.23 za razmjenu integracije i diferencira�e. Stoga ko-
riste�i (3.5), gdje prvo f zamijenimo sa ∂xjf i potom p zamijenimo sa ∂xjp, dobijamo

sup
x∈Rn

| ∂xj
(p (x,Dx) f(x) | ≤ C

(
|p|(m)

0

∣∣∂xj
f
∣∣
m+2n+2,S +

∣∣∂xj
p
∣∣(m)

0
|f |m+2n+2,S

)
≤ C|p|(m)

1 |f |m+2n+3,S (3.6)

Sliqno,

ixjp (x,Dx) f(x) =

∫
Rn

(
∂ξje

ix·ξ) p(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ
=

∫
Rn

eix·ξp(x, ξ)∂j f̂(ξ)d̄ξ +

∫
Rn

eix·ξ
(
∂ξjp

)
(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ

= p (x,Dx) (ixjf(x)) +
(
∂ξjp

)
(x,Dx) f

i stoga

sup
x∈Rn

|xjp (x,Dx) f(x)| ≤ C
(
|p|(m)

0 |xjf |m+2n+2,S +
∣∣∂ξjp∣∣(m−1)

0
|f |m+2n+2,S

)
≤ C|p|(m)

1 |f |m+2n+3,S (3.7)

iz (3.5), gdje je ∂ξjp(x, ξ) reda m− 1 i
∣∣∂ξjp∣∣(m−1)

0
≤ |p|(m)

1 prema definiciji semi-normi.
Koriste�i (3.6) i (3.7), matematiqkom indukcijom se lako mo�e dokazati da

sup
x∈Rn

∣∣xα∂βxp (x,Dx) f(x)
∣∣ ≤ Cα,β |p||(m)

|α|+|β| |f |m+2(n+1)+|α|+|β|,S

za x ∈ Rn i za svako α, β ∈ Nn
0 . Kako va�i

|p (x,Dx) f |k,S ≤ Ck|p|(m)
k |f |m+2(n+1)+k,S

to nam upravo dokazuje teoremu. 2

Konaqno, dokazujemo s	ede�u jednostavnu, ali va�nu nejednakost.

Lema 3.8 (Pitrijeva nejednakost). Neka je ⟨ξ⟩ =
(
1 + |ξ|2

) 1
2 bax japanska zagrada koju smo

u uvodu definisali i neka je ξ ∈ Rn. Tada za svako s ∈ R va�i

⟨ξ⟩s ≤ 2|s|⟨ξ − η⟩|s|⟨η⟩s, ξ, η ∈ Rn

Dokaz. Prije svega va�i

⟨ξ⟩2 =
(
1 + |ξ|2

)
≤ (1 + |ξ|)2 ≤ (1 + |ξ|)2 + (1− |ξ|)2 = 2

(
1 + |ξ|2

)
Zato, imamo da

⟨ξ⟩ ≤ (1 + |ξ|) ≤
√
2⟨ξ⟩ za sve ξ ∈ Rn (3.8)

U sluqaju s ≥ 0 nejednakost trougla implicira

30



1 + |ξ| ≤ 1 + |ξ − η|+ |η| ≤ (1 + |ξ − η|)(1 + |η|)

i dakle va�i

⟨ξ⟩S ≤ (1 + |ξ − η|)S(1 + |η|)S ≤ 2s⟨ξ − η⟩s⟨η⟩S

iz (3.8) za sve ξ, η ∈ Rn. Ako je s < 0, mo�emo koristiti prethodnu nejednakost sa
zamije�enom ulogom ξ i η uz zamjenu kada s sa −s da bi zak	uqili

⟨η⟩−s ≤ 2−s⟨ξ − η⟩−s⟨ξ⟩−s

odakle za proizvo	no s zak	uqujemo da va�i

⟨ξ⟩s ≤ 2|s|⟨η⟩s⟨ξ − η⟩|s|

2

3.2 Kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora: mo-
tivacija

Zbog teoreme 3.7, kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora p1 (x,Dx) i p2 (x,Dx) je
dobro-definisani ograniqeni operator

p1 (x,Dx) p2 (x,Dx) : S (Rn) → S (Rn)

Postav	a se prirodno pita�e da li je ovaj operator opet pseudo-diferencijalni opera-
tor, tj. da li postoji simbol p ∈ S∞

1,0 (Rn × Rn) tako da va�i

p (x,Dx) = p1 (x,Dx) p2 (x,Dx)

Ako je to sluqaj, interesantno je kako je simbol p(x, ξ) povezan sa simbolima p1(x, ξ) i
p2(x, ξ).

Ponaxa�e pseudodiferencijalnih operatora sa kompozicijom je od posebnog interesa za
raquna�e inverza ili barem za aproksimaciju inverza pseudodiferencijalnih operatora.

Izraqunajmo sada kompoziciju p1 (x,Dx) i p2 (x,Dx)formalno, zanemaruju�i sve tehniqke
potexko�e. Najprije,

p1 (x,Dx) g(x) =

∫∫
ei(x−y)·ηp1(x, η)g(y)dyd̄η

i

p2 (x,Dx) f(x)|x=y =

∫∫
ei(y−z)·ξp2(y, ξ)f(z)dzd̄ξ

Otuda dobijamo za g(y) = p2 (x,Dx) f |x=y
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p1 (x,Dx) p2 (x,Dx) f(x)

=

∫∫
ei(x−y)·ηp1(x, η)

(∫∫
ei(y−z)·ξp2(y, ξ)f(z)dzd̄ξ

)
dyd̄η

=

∫∫∫ ∫
ei(x−z)·ξe−i(x−y)·(ξ−η)p1(x, η)p2(y, ξ)f(z)dyd̄ηdzd̄ξ

Koriste�i smjenu x′ = y − x i ξ′ = η − ξ, dobijamo

p1 (x,Dx) p2 (x,Dx) f

=

∫∫
ei(x−z)·ξ

(∫∫
e−ix′·ξ′p1 (x, ξ + ξ′) p2 (x+ x′, ξ) dx′d̄ξ′

)
f(z)dzd̄ξ

Otuda formalno simbol za p1 (x,Dx) p2 (x,Dx) je

(p1#p2) (x, ξ) :=

∫∫
e−ix′·ξ′p1 (x, ξ + ξ′) p2 (x+ x′, ξ) dx′d̄ξ′ (3.9)

Ali glavni problem je xto ovaj pos	ed�i integral uopxte ne postoji u klasiqnom
smislu. Definisa�emo ga kao takozvani oscilatorni integral:

Os−
∫∫

e−ix′·ξ′p1 (x, ξ + ξ′) p2 (x+ x′, ξ) dx′d̄ξ′

:= lim
ε→0

∫∫
χ (εx′, εξ′) e−ix′·ξ′p1 (x, ξ + ξ′) p2 (x+ x′, ξ) dx′d̄ξ′,

gdje je χ ∈ S (Rn × Rn) sa χ(0, 0) = 1. U s	ede�em odje	ku dokazujemo da su oscila-
torni integrali dobro definisani za odgovaraju�e podintegralne funkcije. Xtavixe,
prikaza�emo nekoliko rezultata, koji �e opravdati naxe formalne proraqune.

3.3 Oscilatorni integral

U ovom poglav	u bavimo se oscilatornim integralom, kojeg smo ve� definisali, nekim
�egovim svojstvima i k	uqnim pita�em kada je taj integral dobro-definisan, tj. kada
limes u �egovoj definiciji konvergira. Tako�e ovaj integral �emo definisati na xirem
prostoru funkcija, tj.prostoru amplituda. Na kraju �emo se dota�i i Fubinijeve teoreme
za oscilatorne integrale.

Definicija 3.9 Prostor amplituda Am
τ (Rn × Rn) ,m, τ ∈ R, je skup glatkih funkcija

a : Rn × Rn → C takvih da∣∣∂αη ∂βy a(y, η)∣∣ ≤ Cα,β(1 + |η|)m(1 + |y|)τ

uniformno za y, η ∈ Rn za sve α, β ∈ Nn
0 . Xtavixe, neka je

|a|Am
τ ,k := max

|α|+|β|≤k
sup

y,η∈Rn

(1 + |η|)−m(1 + |y|)−τ
∣∣∂αη ∂βy a(y, η)∣∣ , k ∈ N

pridru�eni niz monotonih-rastu�ih semi-normi.
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Primijetimo da Sm
1,0 (Rn × Rn) ⊂ Am

0 (Rn × Rn).
Sada dolazimo do dobre-definisanosti oscilatornog integrala:

Teorema 3.10 Neka je a ∈ Am
τ (Rn × Rn) ,m, τ ∈ R i neka je χ ∈ S (Rn × Rn) tako da χ(0, 0) =

1. Tada

Os−
∫∫

e−iy·ηa(y, η)dyd̄η := lim
ε→0

∫∫
χ(εy, εη)e−iy·ηa(y, η)dyd̄η

postoji i jednak je

Os−
∫∫

e−iy·ηa(y,η)dyd̄η

=

∫∫
e−iy·η⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l

′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l a(y, η)

]
dyd̄η, (3.10)

gdje su l, l′ ∈ N0 odabrani tako da 2l > n+m i 2l′ > n+ τ i podintegralna funkcija je u
L1 (Rn × Rn). Konkretno, definicija ne zavisi od izbora χ i

|Os−
∫∫

e−iy·ηa(y, η)dyd̄η| ≤ Cm,τ |a|Am
τ ,2(l+l′), (3.11)

gjde je Cm,τ > 0 nezavisno od a.

Dokaz. Koriste�i Dα
y e

−iy·η = (−η)αe−iy·η i Dβ
η e

−iy·η = (−y)βe−iy·η za α, β ∈ Nn
0 , imao

⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l e−iy·η = e−iy·η i ⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l
′
e−iy·η = e−iy·η (3.12)

Poxto χ(εy, εη) ∈ S (Rn × Rn) za fiksirano ε > 0, mo�emo koristiti parcijalnu inte-
graciju i dobiti

Iε :=

∫∫
χ(εy, εη)e−iy·ηa(y, η)dyd̄η

=

∫∫
e−iy·η⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l (χ(εy, εη)a(y, η))dyd̄η

=

∫∫
e−iy·η⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l

′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l (χ(εy, εη)a(y, η))

]
dyd̄η

S druge strane, {χ(εy, εη)}0<ε<1 ≡ {χε(y, η)}0<ε<1 je ograniqeno uA0
0 (Rn× Rn) = C∞

b

(
R2n

)
,

limε→0 χ(εy, εη) = 1 uniformno na kompaktnim skupovima i limε→0 ∂
α
y ∂

β
ηχε(y, η) = 0 uni-

formno za (y, η) ∈ Rn × Rn ako (α, β) ̸= 0. Dakle postoje konstante Cα,β nezavisne od
0 < ε < 1 i a ∈ Am

τ tako da∣∣∂αy ∂βη (χε(y, η)a(y, η))
∣∣ ≤ Cα,β |a|Am

τ ,|α|+|β|⟨η⟩m⟨y⟩τ (3.13)

Xtavixe, poxto ⟨ξ⟩s ∈ Ss
1,0 (Rn × Rn),∣∣∂αη ⟨η⟩s∣∣ ≤ Cs,α⟨η⟩s−|α| (3.14)

Kombinuju�i (3.13) i (3.14), postoje konstante Cl,α nezavisne od 0 < ε < 1 tako da
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∣∣∣∂αη [⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l (χε(y, η)a(y, η))
]∣∣∣ ≤ Cl,α|a|Am

τ ,2l+|α|⟨η⟩m−2l⟨y⟩τ

Shodno tome, postoje konstante Cl,l′ nezavisno od 0 < ε < 1 i a tako da∣∣∣⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l
′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l (χε(y, η)a(y, η))

]∣∣∣
≤ Cl,l′ |a|Am

τ ,2(l+l′)⟨η⟩m−2l⟨y⟩τ−2l′ (3.15)

Ako sada odaberemo 2l > n + m i 2l′ > n + τ , tada ⟨η⟩m−2l⟨y⟩τ−2l′ ∈ L1 (Rn × Rn),
zbog leme 1.26. Otuda Lebegova teorema o dominiranoj konvergenciji, χ(εy, εη) →ε→0 1,
i ∂αy ∂

β
ηχ(εy, εη) →ε→0 0 za (α, β) ̸= 0 podrazumijeva

lim
ε→0

Iε =

∫∫
e−iy·η⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l

′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l a(y, η)

]
dyd̄η

Dakle, granica u definiciji oscilatornog integrala postoji i va�i (3.10). Xtavixe,
predstav	a�e (3.10) pokazuje da definicija ne zavisi od izbora χ. Konaqno, puxtaju�i da
ε→ 0 u (3.15), tada nam (3.11) slijedi iz (3.10) i leme 1.26. 2

Pos	edica 3.11 Neka je aj ∈ Am
τ (Rn × Rn) ograniqen niz tako da

lim
j→∞

∂αy ∂
β
η aj(y, η) = ∂αy ∂

β
η a(y, η) za svako y, η ∈ Rn

za sve α, β ∈ Nn
0 i neko a ∈ Am

τ (Rn × Rn). Tada

lim
j→∞

Os−
∫∫

e−iy·ηaj(y, η)dyd̄η = Os−
∫∫

e−iy·ηa(y, η)dyd̄η

Dokaz. Pretpostavke impliciraju da

lim
j→∞

⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l
′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l aj(y, η)

]
= ⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l

′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l a(y, η)

]
za sve y, η ∈ Rn. Xtavixe, (3.15) implicira∣∣∣⟨y⟩−2l′ ⟨Dη⟩2l

′ [
⟨η⟩−2l ⟨Dy⟩2l (χ(εy, εη)aj(y, ε))

]∣∣∣
≤ Cl,l′ |aj |Am

τ ,2(l+l′) ⟨η⟩
m−2l⟨y⟩τ−2l′ .

Poxto je niz aj ograniqen uAm
τ , |aj |Am

τ ,2(l+l′) ≤ C uniformno za j ∈ N. Otuda reprezentacija
(3.10) i Lebegova teorema o dominiranoj konvergenciji impliciraju tvrd�u pos	edice. 2

Primjer 3.12 Neka je u ∈ C∞
b (Rn). Tada a(y, η) = eix·ηu(y) ∈ A0

0 (Rn × Rn) i

Os−
∫∫

ei(x−y)·ηu(y)dyd̄η

je dobro definisan. Oscilatorni integral mo�emo izraqunati eksplicitno: Ako iz-
aberemo χ(y, η) = ψ(y)ψ(η), gdje ψ ∈ S (Rn) sa ψ(0) = 1, onda
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Os−
∫∫

ei(x−y)·ηu(y)dyd̄η = lim
ε→0

∫
ψ(εy)u(y)

(∫
ei(x−y)·ηψ(εη)d̄η

)
dy

= lim
ε→0

∫
ψ(εy)u(y)ε−nF−1[ψ]

(
x− y

ε

)
dy

= lim
ε→0

∫
ψ (ε (x− εy′))u (x− εy′)F−1[ψ] (y′) dy′

=

∫
u(x)F−1[ψ] (y′) dy′ = u(x)F

[
F−1[ψ]

]
(0)

= u(x)ψ(0) = u(x)

zbog teoreme 2.1 stava 5. i poxto limε→0 ψ (ε (x− εy′))u (x− εy′) = ψ(0)u(x) = u(x).
Tako�e smo koristili F−1[F [u]] = u za u ∈ C∞

b (Rn).

Lema 3.13 Neka je a ∈ Am
τ (Rn × Rn) ,m, τ ∈ R, i neka α ∈ Nn

0 . Tada

Os−
∫∫

e−iy·ηyαa(y, η)dyd̄η = Os−
∫∫

e−iy·ηDα
η a(y, η)dyd̄η

Os−
∫∫

e−iy·ηηαa(y, η)dyd̄η = Os−
∫∫

e−iy·ηDα
y a(y, η)dyd̄η

Dokaz. Prije svega napomenimo daDα
η a(y, η), D

α
y a(y, η) ∈ Am

τ (Rn × Rn) , yαa(y, η) ∈ Am
τ+|α| (R

n × Rn)

i ηαa(y, η) ∈ Am+|α|
τ (Rn × Rn). Stoga su oscilatorni integrali dobro definisani.

Dokazujemo samo prvi identitet poxto se dokaziva�e drugog vrxi na isti naqin. Xtavixe,
dovo	no je razmotriti sluqaj |α| = 1. (Onda opxti sluqaj slijedi matematiqkom indukci-
jom.)

Ako |α| = 1, onda yα = yj za 1 ≤ j ≤ n. Xtavixe, biramo χ u definiciji oscilatornog

integrala kao χ(y, η) = e−|(y,η)|2/2. Onda∫∫
χ(εy, εη)e−iy·ηyja(y, η)dyd̄η = −

∫∫
χ(εy, εη)

(
Dηj

e−iy·η) a(y, η)dyd̄η
=

∫∫
e−iy·ηDηj (χ(εy, εη)a(y, η))dyd̄η

Koriste�i Dηj
χ(εy, εη) = iε2ηjχ(εy, εη), dobijamo

Dηj (χ(εy, εη)a(y, η)) = χ(εy, εη)Dηja(y, η) + iε2χ(εy, εη)ηja(y, η).

Dakle ∫∫
χ(εy, εη)e−iy·ηyja(y, η)dyd̄η =

∫∫
χ(εy, εη)e−iy·ηDηj

a(y, η)dyd̄η

+ iε2
∫∫

χ(εy, εη)e−iy·ηηja(y, η)dyd̄η

Puxtaju�i limes ε→ 0 dobijamo prvu jednakost. 2

Konaqno, dolazimo do Fubinijeve teoreme.
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Teorema 3.14 (Fubinijeva teorema za oscilatorne integrale). Neka je a ∈ Am
τ

(
Rn+k×

Rn+k
)
,m, τ ∈ R, n, k ∈ N. Onda

b(y, η) := Os−
∫∫

e−iy′·η′
a (y, y′, η, η′) dy′d̄η′ ∈ Am

τ (Rn × Rn)

gdje je integracija u odnosu na Rk × Rk, i

∂αy ∂
β
η b(y, η) = Os−

∫∫
e−iy′·η′

∂αy ∂
β
η a (y, y

′, η, η′) dy′d̄η′ (3.16)

Xtavixe,

Os−
∫∫∫ ∫

e−iy·η−iy′·η′
a (y, y′, η, η′) dydy′d̄ηd̄η′

= Os−
∫∫

e−iy·η
(
Os−

∫∫
e−iy′·η′

a (y, y′, η, η′) dy′d̄η′
)
dyd̄η.

3.4 Dvostruki simboli

Kompozicija p1 (x,Dx) p2 (x,Dx), koju smo ve� izraqunali u prethodnom odje	ku, je primjer
pseudo-diferencijalnog operatora u opxtijem obliku, konkretno pseudo-diferencijalnog
operatora sa dvostrukim simbolom:

p (x,Dx, x,Dx)u =

∫∫∫∫
ei(x−x′)·ξ+i(x′−x′′)·ξ′p (x, ξ, x′, ξ′)u (x′′) dx′′d̄ξ′dx′d̄ξ

za u ∈ S (Rn), pri qemu se integrali moraju shvatiti kao iterirani integrali. Dakle
p (x, ξ, x′, ξ′) = p1(x, ξ)p2 (x

′, ξ′) ∈ Sm1,m2

1,0 (Rn × Rn × Rn × Rn) je definisan na s	ede�i naqin:

Definicija 3.15 Neka je m,m′ ∈ R. Prostor dvostrukih pseudo-diferencijalnih sim-

bola Sm,m′

1,0 (Rn × Rn × Rn × Rn) je prostor svih glatkih funkcija p : Rn×Rn×Rn× Rn → C
tako da ∣∣∣Dα

ξD
β
xD

α′

ξ′ D
β′

x′ p (x, ξ, x
′, ξ′)

∣∣∣ ≤ Cα,β,α′,β′(1 + |ξ|)m−|α| (1 + |ξ′|)m
′−|α′|

uniformno za x, ξ, x′, ξ′ ∈ Rn za proizvo	no α, β, α′, β′ ∈ Nn
0

Primijetimo da Sm,m′

1,0 (Rn × Rn × Rn × Rn) ⊂ A
max(m,m′,m+m′)
0

(
R2n × R2n

)
.

Tvrd�a o kompoziciji dva pseudo-diferencijalna operatora �e biti pos	edica s	ede�e
opxte teoreme:

Teorema 3.16 Neka su m,m′ ∈ R i neka je p ∈ Sm,m′

1,0 (Rn × Rn × Rn × Rn) dvostruki simbol.
Onda

pL(x, ξ) := Os−
∫∫

e−iy·ηp(x, ξ + η, x+ y, ξ)dyd̄η ∈ Sm+m′

1,0 (Rn × Rn)

Xtavixe, va�i asimptotski razvoj
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pL(x, ξ) ∼
∑
α∈Nn

0

1

α!
∂αξ D

α
x′p (x, ξ, x′, ξ′)

∣∣∣∣∣∣
x′=x,ξ′=ξ

u smislu da

pL(x, ξ)−
∑

|α|≤N

1

α!
∂αξ D

α
x′p (x, ξ, x′, ξ′)

∣∣∣∣∣∣
x′=x,ξ′=ξ

∈ Sm+m′−N−1
1,0 (Rn × Rn)

za sve N ∈ N0

Dokaz. Prije svega, neka ax,ξ(y, η) := p(x, ξ + η, x + y, ξ) za sve x, y, ξ, η ∈ Rn. Koriste�i
Pitrijevu nejednakost,∣∣∂αη ∂βy ax,ξ(y, η)∣∣ = ∣∣∂αη ∂βy p(x, ξ + η, x+ y, ξ)

∣∣
≤ Cα,β⟨ξ + η⟩m−|α|⟨ξ⟩m

′
≤ Cα,β⟨ξ + η⟩m⟨ξ⟩m

′

≤ Cα,β2
|m|⟨η⟩|m|⟨ξ⟩m+m′

Stoga ax,ξ(y, η) ∈ A|m|
0 i |ax,ξ|A|m|

0 ,|m|+2n+2
≤ C(1 + |ξ|)m+m′

. Dakle

|pL(x, ξ)| =| Os−
∫∫

e−iy·ηp(x, ξ + η, x+ y, ξ)dyd̄η |≤ C(1 + |ξ|)m+m′
(3.17)

zbog (3.11). Poxto p (x, ξ, x′, η) ∈ Am̃
0

(
R2n × R2n

)
, m̃ = max (m1,m2,m1 +m2), s obzirom

na (x, x′) , (ξ, η) ∈ R2n, tako�e imamo p(x, ξ+η, x+y, ξ) ∈ Am̃
0

(
R2n × R2n

)
u odnosu na (x, y), (ξ, η) ∈

R2n. Stoga mo�emo primijeniti (3.16) da zak	uqimo da

∂αξ ∂
β
xpL(x, ξ) = Os−

∫∫
e−iy·η∂αξ ∂

β
x [p(x, ξ + η, x+ y, ξ)]dyd̄η (3.18)

Kombinova�em (3.17) i (3.18) se dobija∣∣∂αξ ∂βxpL(x, ξ)∣∣
=| Os−

∫∫
e−iy·η∂αξ ∂

β
x [p(x, ξ + η, x+ y, ξ)]dyd̄η | (3.19)

≤ C(1 + |ξ|)m+m′−|α|. (3.20)

Da bismo dokazali asimptotiqku ekspanziju, koristimo proxire�e Tejlorovog reda:

p(x, ξ + η, x+y, ξ) =
∑

|α|≤N

ηα

α!
pα(x, ξ, x+ y, ξ)

+ (N + 1)
∑

|α|=N+1

ηα

α!

∫ 1

0

(1− θ)Npα(x, ξ + θη, x+ y, ξ)dθ

gdje pα(x, ξ, y, η) = ∂αξ p(x, ξ, y, η). Poxto
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pL(x, ξ) =
∑

|α|≤N

1

α!
Os−

∫∫
e−iy·ηηαpα(x, ξ, x+ y, ξ)dyd̄η

+ (N + 1)
∑

|α|=N+1

1

α!
Os−

∫∫
e−iy·ηηαrα(x, ξ, y, η)dyd̄η

gdje

rα(x, ξ, y, η) =

∫ 1

0

(
∂αξ p

)
(x, ξ + θη, x+ y, ξ)(1− θ)Ndθ

Zbog leme 3.13 i primjera 3.12

Os−
∫∫

e−iy·ηηαpα(x, ξ, x+ y, ξ)dyd̄η = Os−
∫∫

e−iy·ηDα
y pα(x, ξ, x+ y, ξ)dyd̄η

= ∂αξ D
α
y p(x, ξ, y, η)

∣∣
y=x,η=ξ

Stoga ostaje da se procijeni rα(x, ξ, y, η). Kao i na poqetku dokaza,∣∣∂βη ∂γy ((∂αξ Dα
y p
)
(x, ξ + θη, x+ y, ξ)

)∣∣
≤ Cα,β,γ2

|m|(1 + |θη|)|m|(1 + |ξ|)m+m′−|α|

≤ Cα,β,γ2
|m|(1 + |η|)|m|(1 + |ξ|)m+m′−|α|,

gdje Cα,β,γ ne zavisi od θ ∈ [0, 1]. Dakle {p(x, ξ+θ·, x+·, ξ)}0≤θ≤1 je uniformno ograniqeno

u A|m|
0 (Rn × Rn) kao amplitude za (y, η). Stoga zak	uqujemo rα(x, ξ, ·, ·) ∈ A|m|

0 (Rn × Rn) i∣∣∂βη ∂γy ((Dα
y rα

)
(x, ξ, η, y)

)∣∣ ≤ Cα,β,γ2
|m|(1 + |η|)|m|(1 + |ξ|)m+m′−|α|.

Ovo implicira

| Os−
∫∫

e−iy·ηηαrα(x, ξ, η, y)dyd̄η |

=| Os−
∫∫

e−iy·ηDα
y rα(x, ξ, η, y)dyd̄η |≤ Cα(1 + |ξ|)m+m′−|α|

zbog (3.11). Konaqno, izvodi ∂βξ ∂
γ
xrα(x, ξ) se procje�uju na isti naqin kao i ranije. 2

3.5 Kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora

U ovom poglav	u, mada nije va�no za nastavak ovog rada, �emo zavrxiti priqu o kompoziciji
pseudo-diferencijalnih operatora. Zbog toga, ne�emo davati dokaze s	ede�ih tvrd�i, koje
zainteresovani qitalac mo�e na�i u [1]. Prije svega, ako p ∈ Sm

1,0 (Rn × Rn), onda

p (x,Dx)u =

∫ (∫
ei(x−y)·ξp(x, ξ)u(y)dy

)
d̄ξ

= Os−
∫∫

e−ix′·ξp(x, ξ)u (x+ x′) dx′d̄ξ
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za sve u ∈ S (Rn).
Koriste�i ovu reprezentaciju i teoremu 3.14, lako dobijamo

p1 (x,Dx) p2 (x,Dx)u

= Os−
∫∫

e−ix′·ξp1(x, ξ)

(
Os−

∫∫
e−ix′′·ξ′p2 (x+ x′, ξ′)u (x+ x′ + x′′) dx′′d̄ξ′

)
dx′d̄ξ

= Os−
∫∫∫∫

e−ix′·ξ−ix′′·ξ′p1(x, ξ)p2 (x+ x′, ξ′)u (x+ x′ + x′′) dx′′d̄ξ′dx′d̄ξ

= Os−
∫∫∫∫

e−ix′·η−iy·ξ′p1 (x, ξ
′ + η) p2 (x+ x′, ξ′)u(x+ y)dx′d̄ξ′dyd̄η

= Os−
∫∫

e−iy·ξ′
(
Os−

∫∫
e−ix′·ηp1 (x, ξ

′ + η) p2 (x+ x′, ξ′) dx′d̄η

)
u(x+ y)dyd̄ξ′

= Os−
∫∫

e−iy·ξ′p1#p2 (x, ξ
′)u(x+ y)dyd̄ξ,

gdje smo jox koristili da η = ξ − ξ′ i y = x′ + x′′ i p1#p2 definisano kao u (3.9).

Teorema 3.17 Neka su pj ∈ S
mj

1,0 (Rn × Rn) , j = 1, 2 dva pseudo-diferencijalna simbola.

Onda postoji neko p1#p2 ∈ Sm1+m2
1,0 (Rn × Rn) tako da

p1 (x,Dx) p2 (x,Dx) = (p1#p2) (x,Dx)

Xtavixe, p1#p2 ima s	ede�u asimptotiqku ekspanziju:

p1#p2(x, ξ) ∼
∑
α∈Nn

0

1

α!
∂αξ p1(x, ξ)D

α
xp2(x, ξ)

u smislu da

p1#p2(x, ξ)−
∑

|α|<N

1

α!
∂αξ p1(x, ξ)D

α
xp2(x, ξ) ∈ Sm1+m2−N

1,0 (Rn × Rn)

za sve N ∈ N.

Dokaz. Neka je p (x, ξ, x′, ξ′) = p1(x, ξ)p2 (x
′, ξ′). Tada p ∈ Sm1,m2

1,0 (Rn × Rn × Rn× Rn) i
p1#p2(x, ξ) = pL(x, ξ). Stoga je teorema pos	edica teoreme 3.16. 2

Otuda je kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora opet pseudo-diferencijalni
operator. Konkretno,

p1#p2(x, ξ) = p1(x, ξ)p2(x, ξ) + r(x, ξ)

gdje r(x, ξ) ∈ Sm1+m2−1
1,0 (Rn × Rn).
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3.6 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog oper-
atora i (x, y)-forma operatora

Adjungovani operatori pseudo-diferencijalnih operatora, kao i forme opreatora, su poj-
movi koji �e nam koristiti prilikom dokaziva�a ogrniqenosti na Lp prostorima, xto je i
tema ovog rada.

Definicija 3.18 Neka A,A∗ : S (Rn) → S (Rn). Tada se A∗ zove adjungovani operator
operatora A ako

(Au, v)L2(Rn) = (u,A∗v)L2(Rn) za sve u, v ∈ S (Rn)

Adjungovani operator igra va�nu ulogu u problemima rjexava�a jednaqina, na primjer.
Nada	e, dokaza�emo da svaki pseudo-diferencijalni operator p (x,Dx) posjeduje svoj

adjungovani operator p∗ (x,Dx), koji je ponovo pseudo-diferencijalni operator (istog reda).
Sada raspisujemo adjungovani operator operatora p (x,Dx) :

(p (x,Dx)u, v)L2(Rn) =

∫∫
eix·ξp(x, ξ)û(ξ)d̄ξv(x)dx

=

∫∫
eix·ξp(x, ξ)v(x)dxû(ξ)d̄ξ

=

∫
û(ξ)

∫
e−ix·ξp(x, ξ)v(x)dxd̄ξ

gdje smo koristili Fubinijevu teoremu. Napomenimo da v, û ∈ S (Rn), xto impicira da
eix·ξp(x, ξ)û(ξ)v(x) ∈ L1 (Rn × Rn) s obzirom na (x, ξ).

Lema 3.19 Neka su p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) ,m ∈ R i v ∈ S (Rn). Tada

w(ξ) :=

∫
Rn

e−ix·ξp(x, ξ)v(x)dx ∈ S (Rn) .

Dokaz. Vidjeti [1], (str. 66, Lema 3.31) 2

Dakle, mo�emo koristiti (F [u], v)L2 = (2π)n
(
u,F−1[v]

)
L2 i dobiti(

p (x,Dx)
∗
v
)
(x) =

∫∫
ei(x−y)·ξp(y, ξ)v(y)dyd̄ξ. (3.21)

Ovaj operator je pseudo-diferencijalni operator u tzv. y-formi (tako�e nazivanoj R
formi), xto je poseban sluqaj operatora forme

p (x,Dx, x)u :=

∫∫
ei(x−y)·ξp(x, y, ξ)u(y)dyd̄ξ (3.22)

za sve u ∈ S (Rn), gdje p ∈ Sm
1,0

(
R2n × Rn

)
, tj.∣∣∂αξ ∂βx∂γy p(x, y, ξ)∣∣ ≤ Cα,β,γ(1 + |ξ|)m−|α|

za sve α, β, γ ∈ Nn
0 . Ovi operatori se nazivaju pseudodiferencijalni operatori u (x, y)

formi i p (x,Dx) se zove pseudodiferencijalni operator u x-formi.
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Kao i ranije dobijamo

p (x,Dx, x)u = Os−
∫∫

e−ix′·ξp (x, x+ x′, ξ)u (x+ x′) dx′d̄ξ

za sve u ∈ S (Rn).

Teorema 3.20 Neka p ∈ Sm
1,0

(
R2n × Rn

)
,m ∈ R. Tada p (x,Dx, x)u = pL (x,Dx)u za svako

u ∈ C∞
b (Rn), gdje

pL(x, ξ) = Os−
∫∫

e−iy·ηp(x, x+ y, ξ + η)dydη ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) .

Xtavixe,

pL(x, ξ) ∼
∑
α∈Nn

0

1

α!
∂αξ D

α
y p(x, y, ξ)

∣∣∣∣∣∣
y=x

u smislu da za sve N ∈ N0

pL(x, ξ)−
∑

|α|≤N

1

α!
∂αξ D

α
y p(x, y, ξ)

∣∣∣∣∣∣
y=x

∈ Sm−N−1
1,0 (Rn × Rn)

Dokaz. Koriste�i

u (x+ x′) = Os−
∫∫

ei(x+x′−y)·ηu(y)dyd̄η

iz primjera 3.12, dobijamo

p (x,Dx, x)u = Os−
∫∫∫∫

e−ix′·ξei(x+x′−y)·ηp (x, x+ x′, ξ)u(y)dyd̄ηdx′d̄ξ

= Os−
∫∫

ei(x−y)·η
(
Os−

∫∫
e−ix′·(ξ−η)p (x, x+ x′, ξ) dx′d̄ξ

)
u(y)dyd̄η

= Os−
∫∫

ei(x−y)·ηpL(x, ξ)u(y)dyd̄η.

Dakle, primjena teoreme 3.16 zavrxava dokaz. 2

Pos	edica 3.21 Ako p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn), tada adjungovani operator operatora p (x,Dx) je

p∗ (x,Dx) gdje

p∗(x, ξ) = Os−
∫∫

e−iy·ξp(x+ y, ξ + η)dyd̄η ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn)

Xtavixe,

p∗(x, ξ) ∼
∑
α∈Nn

0

1

α!
∂αξ D

α
xp(x, ξ)
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u smislu da za svako N ∈ N0

p∗(x, ξ)−
∑

|α|≤N

1

α!
∂αξ D

α
xp(x, ξ) ∈ Sm−N−1

1,0 (Rn × Rn)

Dokaz. Pos	edica je direktna pos	edica (3.21) i teoreme 3.20 2

Definicija 3.22 Neka p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn). Tada definixemo p (x,Dx) : S ′ (Rn) → S ′ (Rn)

sa

⟨p (x,Dx)u, v̄⟩ :=
〈
u, p∗ (x,Dx) v

〉
u ∈ S ′ (Rn) , v ∈ S (Rn)

Poxto S (Rn) ⊆ S ′ (Rn), va�no je primijetiti da, ako u ∈ S (Rn),

⟨p (x,Dx)u, v̄⟩ =
〈
u, p∗ (x,Dx) v

〉
= (u, p∗ (x,Dx) v)L2(Rn) =

∫
Rn

p (x,Dx)u(x)v(x)dx

za svako v ∈ S(Rn), tj. definicija p (x,Dx)u u smislu S ′ poklapa se sa prvom definici-
jom p (x,Dx)u za u ∈ S (Rn).
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Glava 4

Ograniqenost

pseudo-diferencijalnih

operatora na Lp prostorima

U ovoj glavi, ci	 nam je da doka�emo ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora
reda nula na Lp prostorima i kao xto je ve� reqeno, da�emo dva dokaza te teoreme. Kao
pripremu za prvi dokaz, dokaza�emo ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora reda
nula na L2 prostoru, kao i va�ne teoreme, kao xto su Kalderon-Zigmundova dekompozicija,
Mar�inkjeviqeva interpolaciona teorema, Lebegova teorema diferencijacije itd. Jedan
od va�nijih rezultata je svakako i teorema 4.21 koja nam govori o reprezentaciji pseudo-
diferencijalnih operatora preko �ihovog jezgra. Drugi dokaz, iako sa razliqitim pris-
tupom i idejom, tako�e �e se pozivati na teoremu 4.21. Za kraj prokomentarisa�emo neke
rezultate opxtije teorije ogreniqenosti pseudo-diferencijalnih operatora na Lp pros-
torima.

4.1 Ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora reda
nula na L2 prostorima

Glavni rezultat ove sekcije je upravo kao i naslov, s	ede�a teorema:

Teorema 4.1 Neka je p ∈ S0
1,0 (Rn × Rn). Tada se p (x,Dx) (definisano nad S (Rn)) mo�e

proxiriti do ograniqenog operatora p (x,Dx) : L
2 (Rn) → L2 (Rn).

Da bismo dokazali �e	enu teoremu, potrebno nam je prije toga, dokazati s	ede�e pomo�ne
leme.

Lema 4.2 Teorema 4.1 va�i ako p ∈ S−n−1
1,0 (Rn × Rn).

Dokaz. Ako p ∈ S−n−1
1,0 (Rn × Rn), onda je p(x, ξ) ∈ L1 (Rn) po parametru ξ i dakle
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p (x,Dx) f(x) =

∫
Rn

eix·ξp(x, ξ)f̂(ξ)d̄ξ =

∫
Rn

∫
Rn

ei(x−y)·ξp(x, ξ)d̄ξf(y)dy

=

∫
Rn

k(x, x− y)f(y)dy

za svako f ∈ S (Rn) zbog Fubinijeve teoreme, gdje k(x, z) := F−1
ξ 7→z[p(x, ξ)](z). Ova funkcija

zadovo	ava

|zαk(x, z)| =
∣∣∣∣∫

Rn

eiz·ξ∂αξ p(x, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ Cα|p|(−n−1)
|α|

poxto
∣∣∣∂αξ p(x, ξ)∣∣∣ ≤ |p|(−n−1)

|α| ⟨ξ⟩−n−1−|α| ∈ L1 (Rn) po parametru ξ. Slijedi∣∣∣(1 + |z|2
)n
k(x, z)

∣∣∣ ≤ C|p|(−n−1)
2n

i dakle

g(z) := sup
x∈Rn

|k(x, z)| ≤ C
(
1 + |z|2

)−n ∈ L1 (Rn)

Tada imamo

∥p (x,Dx) f∥L2(Rn) ≤ C

∥∥∥∥∫
Rn

g(x− y)|f(y)|dy
∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C ′∥g∥L1(Rn)∥f∥L2(Rn)

zbog (2.5). Sada je tvr�e�e pos	edica leme 1.10 poxto je S (Rn) gust u L2 (Rn) 2

Lema 4.3 Teorema 4.1 va�i za p ∈ S−m
1,0 (Rn × Rn) gdje je m > 0.

Dokaz. U ci	u dokaziva�a ∥p (x,Dx) f∥2 ≤ C∥f∥2 za f ∈ S (Rn), dovo	no je pokazati

∥p∗ (x,Dx) p (x,Dx) f∥2 ≤ C∥f∥2
poxto

∥p (x,Dx) f∥22 = (p∗ (x,Dx) p (x,Dx) f, f) ≤ ∥p∗ (x,Dx) p (x,Dx) f∥2 ∥f∥2
Ali, ako p ∈ S−m

1,0 (Rn × Rn), onda

p∗ (x,Dx) p (x,Dx) = p′ (x,Dx)

gdje p′ ∈ S−2m
1,0 (Rn × Rn). Stoga, koriste�i prethodnu lemu i matematiqku indukciju

mo�emo dobiti

∥p (x,Dx) f∥L2(Rn) ≤ C∥f∥L2(Rn)

za svako p ∈ S−mk
1,0 gdje je mk = (n+1)/2k, k ∈ N. Ovo dokazuje lemu poxto za svako m > 0

postoji neko k ∈ N takvo da −mk > −m. Ponovo dokaz tvr�e�a leme slijedi iz gustine skupa
S (Rn) u L2 (Rn), na osnovu leme 1.10 2

Konaqno, potrebno nam je i s	ede�a lema.
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Lema 4.4 Ako p ∈ S0
1,0 (Rn × Rn) i p(x, ξ) ∈ R za svako x, ξ ∈ Rn i ako F ∈ C∞(R), tada

F (p(x, ξ)) ∈ S0
1,0 (Rn × Rn).

Dokaz. Kao prvo, |p(x, ξ)| ≤ R za neko R > 0 i F je ograniqeno na kompaktnim skupovima.
Slijedi |F (p(x, ξ))| ≤ sup|z|≤R |F (z)|. Xtavixe,∣∣∂ξjF (p(x, ξ))∣∣ ≤ sup

|z|≤R

∣∣F ′(z)∥∂ξjp(x, ξ)
∣∣ ≤ C⟨ξ⟩−1,∣∣∂xj

F (p(x, ξ))
∣∣ ≤ sup

|z|≤R

∣∣F ′(z)∥∂xj
p(x, ξ)

∣∣ ≤ C.

Konaqno, procjena od
∣∣∣∂αξ ∂βxF (p(x, ξ))∣∣∣ za proizvo	no α, β ∈ Nn

0 mo�e se dokazati korix�e�em

matematiqke indukcije. 2

Dokaz. (Teoreme 4.1) Ako p ∈ S0
1,0 (Rn × Rn), onda |p(x, ξ)| ≤ M za svako x, ξ ∈ Rn, gdje je

M := |p|(0)0 ≥ 0. Zbog toga

p′(x, ξ) :=M2 − p(x, ξ)p(x, ξ) ∈ S0
1,0 (Rn × Rn)

i p′(x, ξ) ≥ 0. Sada neka F ∈ C∞(R) definisano sa F (t) = (1 + t)
1
2 za t ≥ 0. Tada

q(x, ξ) := F (p′(x, ξ)) ∈ S0
1,0 (Rn × Rn) i

q∗ (x,Dx) q (x,Dx) f = OP
(
F (p′(x, ξ))

2
)
f + r (x,Dx) f

=
(
1 +M2

)
f −OP(p(x, ξ)p(x, ξ))f + r (x,Dx) f

=
(
1 +M2

)
f − p∗ (x,Dx) p (x,Dx) f + r′ (x,Dx) f

za f ∈ S (Rn), gdje r, r′ ∈ S−1
1,0 (Rn × Rn) zbog teoreme 3.17 i pos	edice 3.21. Slijedi

∥p (x,Dx) f∥2L2(Rn)

≤ (p∗ (x,Dx) p (x,Dx) f, f)L2(Rn) + (q∗ (x,Dx) q (x,Dx) f, f)L2(Rn)

≤
(
1 +M2

)
∥f∥2L2(Rn) + (r′ (x,Dx) f, f) .

Poxto r′ ∈ S−1
1,0 (Rn × Rn), imamo ∥r′ (x,Dx) f∥2 ≤ C∥f∥2 zbog leme 4.3. Slijedi ∥p (x,Dx) f∥22 ≤(

1 +M2 + C
)
∥f∥22 za svako f ∈ S (Rn), xto implicira �e	eni rezultat budu�i da je S (Rn)

gust u L2 (Rn). 2

4.2 Singularni integralni operatori invarijantni na
translaciju

Sada �emo se baviti nekim osnovnim tvr�e�ima vezanim za singularne integralne oper-
atore na prostoru Rn. Ovi operatori se prirodno pojav	uju prilikom prouqava�a regu-
larnosti eliptiqkih i paraboliqkih jednaqina. Nax fokus �e biti na operatorima in-
varijantnim na translaciju, da bi u s	ede�oj sekciji prexli na operatore neinvarijantne
na translaciju. Najbitniji rezultati ove sekcije bi�e Kalderon-Zigmundova dekompozi-
cija, Lebegova teorema diferencijacije, kao i Mar�inkjeviqeva interpolaciona teorema.
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Iako va�ni rezultati, nama su k	uqni za dokaziva�e centralnog tvr�e�a ovog rada. Stoga,
govore�i o singularnim integralnim operatorima, zapravo razmatramo operatore oblika

Tf(x) = F−1[K̂f̂ ](x) za sve f ∈ S (Rn) (4.1)

koji zadovo	avaju s	ede�e uslove:

Pretpostavka 4.5 1. K̂ ∈ L∞ (Rn).

2. Postoji neko k ∈ L1
loc (Rn\{0}) tako da za svako f ∈ C∞

0 (Rn)

Tf(x) =

∫
Rn

k(x− y)f(y)dy za skoro svako x /∈ supp f (4.2)

i k zadovo	ava Hermanderov uslov∫
|x|>2|y|

|k(x− y)− k(x)|dx ≤ BK za svako y ∈ Rn (4.3)

za neko BK ∈ (0,∞).

Napomena 4.6 1. Prije svega, prema Planxerelovoj teoremi, lemi 2.14, odnosno pret-
postavci K̂ ∈ L∞ (Rn) operator T se proxiruje na ograniqeni linearni operator T ∈
L
(
L2 (Rn)

)
. Za proxire�e, (4.2) va�i za bilo koje f ∈ L2 (Rn) sa kompaktnim nosaqem,

xto se mo�e dokazati aproksimacijom sa C∞
0 (Rn) funkcijama.

2. T je translaciona invarijantna u smislu da T komutira sa translacijom, tj. Tτh =
τhT za svako h ∈ Rn, gdje (τhf) (x) = f(x+ h) za sve x ∈ Rn, poxto

T (τhf) = F−1
[
eih·ξK̂(ξ)f̂(ξ)

]
= τhTf za sve f ∈ R (Rn) .

Hermanderov uslov je neka vrsta uslova slabe integrabilnosti i glatko�e. Zadovo	ava
se npr. ako

|∇k(z)| ≤ C|z|−n−1 za svako z ̸= 0

zbog leme 4.7. Primjer jezgra, koji zadovo	ava pos	ed�i uslov, je k(z) =
zj

|z|n+1 , j =

1, . . . , n, koje je (do mno�e�a sa konstantom) jezgro takozvanih Risovih operatora ako
n ≥ 2 i Hilbertova transformacija ako je n = 1.

Lema 4.7 Neka je k : Rn\{0} → C neprekidno-diferencijabilna funkcija koja zadovo	ava

|∇zk(z)| ≤ C|z|−n−1 za svako z ̸= 0. (4.4)

Tada k zadovo	ava (4.3).
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Dokaz. Prije svega,

k(x− y)− k(x) = −
∫ 1

0

y · ∇k(x− ty)dt.

Stoga, ako |x| > 2|y|, onda

|k(x− y)− k(x)| ≤ sup
t∈[0,1]

|∇zk(x− ty)| |y|

≤ C|x|−n−1|y|
(4.5)

poxto |x− ty| ≥ 1
2 |x| za sve t ∈ [0, 1]. Dakle∫

|x|>2|y|
|k(x− y)− k(x)|dx ≤ C

∫
|x|>2|y|

|x|−n−1dx|y| ≤ C ′

uniformno za y ̸= 0. 2

Konaqno, primijetimo s	ede�u jednostavnu procjenu koja slijedi iz Hermanderovog uslova
(4.3), koja �e se koristiti za procenu "loxeg dijela" b Kalderon-Zigmundove dekompozicije
na pogodne kocke Qj :

Lema 4.8 Neka k ∈ L1
loc (Rn\{0}) zadovo	ava (4.3). Tada za svako a ∈ L1 (Rn) sa supp a ⊆ Q

i
∫
Q
a(x)dx = 0 ∫

Rn\Q̃
|k ∗ a(x)|dx ≤ BK∥a∥L1(Rn)

gdje Q̃ = Q2
√
n oznaqava kocku sa istim centrom kao Q i sa ivicama 2

√
n puta du�ine

ivica Q, slika 4.1.

Dokaz. Poxto k∗a komutira sa translacijama, uvijek mo�emo svesti na sluqaj da je centar
Q ishodixte. Primijetimo jox da kada x /∈ Q̃ = Q2

√
n i y ∈ Q podrazumijeva |x| > 2|y|.

Slika 4.1. Izbor Q̃ = Q2
√
n (za n = 2 ).
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Stoga ∫
Rn\Q̃

|k ∗ a(x)|dx ≤
∫
Rn\Q̃

∣∣∣∣∫
Q

(k(x− y)− k(x))a(y)dy

∣∣∣∣ dx
≤
∫
Q

∫
|x|>2|y|

|k(x− y)− k(x)||a(y)|dxdy

≤ BK

∫
Q

|a(y)|dy

xto dokazuje tvrd�u. 2

4.2.1 Kalderon-Zigmundova dekompozicija i Hardi-Litlvudov mak-

simalni operator

Poqnimo sa nekim oznakama: U nastavku neka je Λk = 2−kZk, k ∈ N0, i oznaqimo sa Dk, k ∈ Z
skup svih ,,dijadiqkih kocki" sa du�inom ivice 2−k xto znaqi kolekciju svih (zatvorenih)
kocki Q sa uglovima na susednim taqkama rexetke Λk. Xtavixe, neka D =

⋃
k∈Z Dk.

Konaqno, ako je Q proizvo	na kocka, onda Qα, α > 0, oznaqava kocku sa istim centrom
kao Q i ivice α puta du�e od ivice od Q. Xtavixe, ka�emo da se dvije kocke Q,Q′ ne
poklapaju ako |Q ∩Q′| = 0.1

Glavni rezultat ovog odje	ka je:

Teorema 4.9 (Kalderon-Zigmundova dekompozicija).
Neka je f ∈ L1 (Rn) i neka t > 0. Tada postoje disjunktni mjer	ivi skupovi F,Ω takvi

da je Rn = F ∪ Ω i

1. |f(x)| ≤ t za skoro svako x ∈ F ,

2. Ω =
⋃

j∈N Qj, gdje Qj , j ∈ N ⊆ N, su dijadiqke kocke koje se ne preklapaju i

t <
1

|Qj |

∫
Qj

|f(y)|dy ≤ 2nt (4.6)

Xtavixe, ako je f = g + b, gdje

g(x) =

{
f(x) ako x ∈ F,
1

|Qj |
∫
Qj
f(y)dy ako x ∈ Qj ,

onda

1. |g(x)| ≤ 2nt skoro svako u Rn,

2. b(x) = 0 za svako x ∈ F i
∫
Qj
b(x)dx = 0 za svako j ∈ N .

1Kada govorimo o dijadiqkim kockama, | · | �e oznaqavati mjeru.
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Dokaz. (Teoreme 4.9 prvi dio) Neka je C′
t za dato t > 0 skup svih Q ∈ D koji zadovo	avaju

uslov

t <
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx

i neka je Ct podskup svih Q ∈ C′
t koji su maksimalni u pogledu inkluzije u C′

t. Svaki
Q ∈ C′

t sadr�ano je u neko Q
′ ∈ Ct poxto

|Q| ≤ 1

t
∥f∥L1(Rn) za sve Q ∈ C′

t.

Da	e, ako Q ∈ Ct ∩Dk i Q ⊂ Q′ ∈ Dk−1, onda zbog maksimalnosti Q imamo da Q′ /∈ C′
t, tj.

1

|Q′|

∫
Q′

|f(x)|dx ≤ t

Xtavixe, poxto |Q′| = 2n|Q|, dobijamo

t <
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx ≤ 2n

|Q′|

∫
Q′

|f(x)|dx ≤ 2nt za sve Q ∈ Ct.

Dakle, Ct = {Qj : j ∈ N} gdje se Qj za j ∈ N ⊆ N0 ne preklapaju i (4.6) je zadovo	eno za
sve j ∈ N .

Sada, neka F := Rn\
⋃

j∈N Qj . Ako x ∈ F , onda 1
|Q|
∫
Q
f(y)dy ≤ t za svako Q ∈ D tako da

x ∈ Q. Dakle, ostaje da se doka�e da je |f(x)| ≤ t za skoro svako x ∈ F . U tu svrhu nam
je potrebna Lebegova teorema diferencijacije, koja je pos	edica procjene slabog tipa (1, 1)
takozvanog Hardi-Litlvudovog maksimalnog operatora, predstav	enog u nastavku. 2

Prije nego xto nastavimo dokaz teoreme 4.9, definixemo dijadiqku verziju maksimalnog
operatora Hardi-Litlvuda, odnosno za f ∈ L1

loc (Rn)

(Mdf) (x) = sup
x∈Q∈D

1

|Q3|

∫
Q3

|f(y)|dy za svako x ∈ Rn.

Tada je Md podlinearno preslikava�e iz L1 (Rn) u prostor mjer	ivih funkcija. Qak
ima s	ede�u slabu procjenu tipa (1, 1).

Lema 4.10 Postoji konstanta C koja zavisi samo od dimenzije tako da

|{x :Mdf(x) > t}| ≤
C∥f∥L1(Rn)

t

za svako t > 0 i f ∈ L1 (Rn).

Dokaz. Neka je dato t > 0 i f ∈ L1 (Rn). Xtavixe neka je

x ∈ Et := {y :Mdf(y) > t}

Tada postoji neka kocka Q ∈ D tako da x ∈ Q i

1

|Q3|

∫
Q3

|f(y)|dy > t
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Neka je k ∈ N0 takvo da Q ∈ Dk. Poxto Q
3 sastoji se od taqno 3n dijadiqkih kocaka sa

istom boqnom du�inom kao Q, postoji bar jedna kocka Q′ ∈ Dk sa Q
′ ∩Q ̸= ∅ tako da

1

|Q′|

∫
Q′

|f(y)|dy > t

3n
=: t′

Sada koristimo familiju kocki Ct′ = {Qj : j ∈ N} , N ⊆ N, konstruisanu u prvom dijelu
dokaza teoreme 4.9 sa t zame�enim sa t′. Onda Q′ ⊆ Qj ∈ Ct′ za neko j ∈ N i x ∈ Q ⊆ Q3

j .

Poxto je x ∈ Et bilo proizo	no , Et ⊆
⋃

j∈N Q3
j . Tako

|Et| ≤
∑
j∈N

∣∣Q3
j

∣∣ = ∑
j∈N

3n |Qj | ≤
3n

t′

∑
j∈N

∫
Qj

|f(x)|dx ≤ Cn
∥f∥1
t

poxto se (Qj)j∈N ne preklapaju. 2

Napomena 4.11 Uobiqajena verzija maksimalnog operatora Hardi-Litlvud je definisana
kao

(Mf)(x) := sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy za sve x ∈ Rn, f ∈ L1
loc (Rn)

gdje supremum preuzima sve kocke u Rn koje sadr�e x. Ali ova varijanta i dijadiqka
varijanta Md su uporedive u smislu da postoje konstante c, C > 0 takve da

c (Mdf) (x) ≤ (Mf)(x) ≤ C (Mdf) (x) za sve x ∈ Rn, f ∈ L1
loc (Rn) (4.7)

Zapravo, prva nejednakost sa c = 1 je oqigledna. Da bismo provjerili drugu nejednakost,
neka je Q′ kocka koja sadr�i x. Zatim postoji dijadiqka kocka Q ∈ Dk koja sadr�i x sa
2(k−1)n ≤ |Q′| ≤ 2kn. Dakle Q′ ⊂ Q3 i

∣∣Q3
∣∣ = 3n2kn ≤ 6n |Q′|. Stoga

1

|Q′|

∫
Q′

|f(y)|dy ≤ 6n

|Q3|

∫
Q3

|f(y)|dy

xto pokazuje drugu nejednakost poxto je Q′ sa x ∈ Q′ bilo proizvo	no.
Zbog (4.7) i leme 4.10 dobijamo

|{x :Mf(x) > t}| ≤ C∥f∥1
t

(4.8)

za svako t > 0 i f ∈ L1 (Rn), gdje C zavisi samo od dimenzije.

Pos	edica 4.12 (Lebegova teorema diferencijacije)
Neka je f ∈ L1

loc (Rn). Onda

f(x) = lim
|Q|→0,x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy za skoro svako x ∈ Rn.

Dokaz. Prije svega, bez gub	e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da f ∈ L1 (Rn). U suprot-
nom, zamje�ujemo f sa fR := f |BR(0) za proizvo	no R > 0 i dokazati rezultat za fR, xto
implicira tvrd�u za f .

Prvo pokazujemo da granica na desnoj strani postoji skoro svuda. U tu svrhu neka
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Rf(x) =

∣∣∣∣∣ lim sup
|Q|→0,x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy − lim inf
|Q|→0,x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy

∣∣∣∣∣ .
Oqigledno, Rf ≡ 0 za svako neprekidno f ∈ L1 (Rn). Sada neka je f ∈ L1 (Rn) i t > 0.

Tada za svako ε > 0 postoji neko neprekidno f ′ ∈ L1 (Rn) sa ∥f − f ′∥1 ≤ ε. Onda

Rf(x) = R (f − f ′) (x) ≤ 2M (f − f ′) (x)

i dakle

|{x : Rf(x) > t}| ≤ |{x : 2M (f − f ′) (x) > t}| ≤ C
∥f − f ′∥1

t
≤ C

ε

t
.

Poxto je ε > 0 bilo proizvo	no, |{x : Rf(x) > t}| = 0 i poxto je t > 0 tako�e bilo
proizvo	no, Rf(k) = 0 skoro svuda. Stoga

lim
|Q|→0,x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy

postoji za skoro svako x ∈ Rn. Da bismo dokazali tvrd�u pos	edice, definixemo

R′f(x) =

∣∣∣∣ lim
|Q|→0,x∈Q

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣ .
Sliqnim argumentima kao i ranije, zak	uqujemo da je R′f(k) = 0 skoro svuda. 2

Dokaz. (Teoreme 4.9 drugi 2). Ostaje samo da se doka�e da |f(x)| ≤ t za skoro svako
x ∈ F := Rn\

⋃
j∈N Qj . Prije svega, ako x ∈ F , onda za svako Q ∈ D sa x ∈ Q

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx ≤ t

Dakle, biraju�i niz Qk ∈ D sa x ∈ Qk i |Qk| →k→∞ 0, dobijamo |f(x)| ≤ t za svako x ∈ F
zbog pos	edice (4.12). Odmah slijede tvrd�e za g, b. 2

4.2.2 Mar�inkjeviqeva interpolaciona teorema

Dolazimo do pos	ed�e teoreme teorije singularnih operatora, u sluqaju kad su invarijantni
na translaciju, koja nam je potrebna za da	i rad.

Teorema 4.13 (Mar�inkjeviqeva interpolaciona teorema)
Pretpostavimo da je 1 < r ≤ ∞. Neka je T sub-aditivno preslikava�e iz L1 (Rn) +

Lr (Rn) u vektorski prostor mjer	ivih funkcija nad Rn, koje su slabog tipa (1, 1) i (r, r),
tj.

λ(t;Tf) := |{x : |Tf(x)| > t}| ≤ Cq

∥f∥qLq(Rn)

tq
(4.9)

za q = 1 i q = r ako je r ≤ ∞ i ∥Tf∥L∞(Rn) ≤ C∞∥f∥L∞(Rn) ako je r = ∞. Onda

∥Tf∥Lp(Rn) ≤ Cp∥f∥Lp(Rn) za svako f ∈ Lp (Rn)

i svako 1 < p < r, gdje Cp zavisi samo od C1, Cr, p, i r.
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Napomena 4.14 Imajmo na umu da va�i

λ(t; g) = |{x : |g(x)| > t}| ≤
∫
{x:|g(x)|>t}

|g(x)|q

tq
dx ≤

∥g∥qLq(Rn)

tq
(4.10)

za svako t > 0 i 1 ≤ q <∞.
Dakle, ako T ∈ L (Lq (Rn)), (4.9) va�i. Stoga (4.9) je slabiji uslov nego T ∈ L (Lq (Rn))
Za s	ede�i dokaz koristi�emo to da za bilo koje mjer	ivo g : Rn → K i 1 ≤ p <∞∫

Rn

|g(x)|pdx = p

∫ ∞

0

tp−1λ(t; g)dt (4.11)

Dokaz se mo�e na�i kao teorema 8.16 u [7].

Dokaz. (Teoreme 4.13) Prvo razmotrimo sluqaj r < ∞. Neka je f ∈ Lp (Rn) i razmotrimo
funkciju raspodjele λ(t;Tf), t > 0, definisanu kao gore. Za dato t > 0 definixemo f =
f1 + f2 pomo�u

f1(x) =

{
f(x) ako |f(x)| > t

0 inaqe

Onda f1 ∈ L1 (Rn) i f2 ∈ Lr (Rn) poxto∫
Rn

|f1(x)| dx =

∫
Rn

|f1(x)|p |f1(x)|1−p
dx ≤ t1−p∥f∥pLp(Rn)

i sliqno ∫
Rn

|f2(x)|r dx =

∫
Rn

|f2(x)|r−p |f2(x)|p dx ≤ tr−p∥f∥pLp(Rn)

Sada, poxto |Tf(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|, imamo

{x : |Tf(x)| > t} ⊆ {x : |Tf1(x)| > t/2} ∪ {x : |Tf2(x)| > t/2} .
Dakle

λ(t;Tf) ≤ λ (t/2;Tf1) + λ (t/2;Tf2)

≤ C1

t/2

∫
Rn

|f1(x)| dx+
Cr

(t/2)r

∫
Rn

|f2(x)|r dx

=
2C1

t

∫
{|f(x)|>t}

|f(x)|dx+
2rCr

tr

∫
{|f(x)|≤t}

|f(x)|rdx,

gdje smo koristili slab tip (1, 1) i (r, r) procjenu i (4.9). Sada kombinujemo ovu procjenu
sa (4.11). U tu svrhu mno�imo sve sa ptp−1 i integralimo na Rn po dt, tada na lijevoj strani
imamo ∥Tf∥pLp(Rn), a za desnu stranu izraqunavamo∫ ∞

0

tp−1t−1

(∫
{|f |>t}

|f(x)|dx

)
dt =

∫
Rn

|f(x)|
∫ |f(x)|

0

tp−2dtdx

=
1

p− 1

∫
Rn

|f(x)||f(x)|p−1dx
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poxto je p > 1 i sliqno∫ ∞

0

tp−1t−r

(∫
{|f |≤t}

|f(x)|rdx

)
dt =

∫
Rn

|f(x)|r
∫ ∞

|f(x)|
tp−1−rdtdx

=
1

r − p

∫
Rn

|f(x)|r|f(x)|p−rdx

poxto je p < r. Dakle konaqno

∥Tf∥Lp(Rn) ≤ Cp∥f∥Lp(Rn) za sve f ∈ Lp (Rn)

Konaqno, ako r = ∞, pretpostav	amo radi jednostavnosti da C∞ = 1. U suprotnom
zamijenimo T sa C−1

∞ T . Zatim koristimo isto cijepa�e od f kao i ranije, ali sijeqemo na
visini t/2 umjesto t. Stoga |Tf2(x)| ≤ t

2 poxto ∥T∥L (L∞(Rn)) ≤ 1. Dakle

{x : |Tf(x)| > t} ⊆ {x : |Tf1(x)| > t/2}

i λ(t, Tf) ≤ λ (t/2, T f1). Ostatak dokaza se radi kao i ranije sa samo prvim qlanom. 2

4.3 Singularni integralni operatori neinvarijantni na
translaciju

U ovom poglav	u generalizujemo rezultate o singularnim integralnim operatorima in-
varijantnim na translaciju iz prethodnog poglav	a na sluqaj koji nije invarijantan na
translaciju i sa vrijednostima funkcija u proizvo	nom Banahovom prostoru.

Nada	e neka je X0, X1 Banahov prostor i neka je T linerni operator koji zadovo	ava
s	ede�u pretpostavku:

Pretpostavka 4.15 Neka je T : Lp0 (Rn;X0) → Lp0 (Rn;X1) ograniqeni linearni operator
za neko 1 < p0 ≤ ∞, gdje su X0, X1 Banahovi prostori. Xtavixe, pretpostavimo da
postoji lokalno integrabilno jezgro k : Rn × (Rn\{0}) → L (X0, X1) tako da za svako
f ∈ Lp0 (Rn;X0) sa kompaktnim nosaqem

Tf(x) =

∫
Rn

k(x, x− y)f(y)dy za skoro svako x /∈ supp f

i to k zadovo	ava Hermander uslov∫
|x|>2|y|

∥k(x, x− y)− k(x, x)∥L (X0,X1)dx ≤ BK za svako y ∈ Rn. (4.12)

Sliqno prethodnom poglav	u, uslov (4.12) je pos	edica s	ede�eg jaqeg uslova:

Lema 4.16 Neka je k : Rn × (Rn\{0}) → L (X0, X1) lokalno integrabilna funkcija koja je
neprekidno diferencibilna po drugoj promjen	ivoj i zadovo	ava

∥∇zk(x, z)∥L (X0,X1)
≤ C|z|−n−1 za skoro svako x ∈ Rn, z ̸= 0 (4.13)

Tada k zadovo	ava (4.12)
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Dokaz. Dokaz je gotovo isti kao i dokaz Leme 4.7: Koristimo

k(x, x− y)− k(x, x) = −
∫ 1

0

y · ∇k(x, x− ty)dt

Stoga, ako je |x| > 2|y|, onda

∥k(x, x− y)− k(x, x)∥L (X0,X1) ≤ sup
t∈[0,1]

∥∇zk(x, x− ty)∥L (X0,X1)
|y|

≤ C|x|−n−1|y|

poxto |x− ty| ≥ 1
2 |x| za svako t ∈ [0, 1]. Dakle,∫

|x|>2|y|
∥k(x, x− y)− k(x, x)∥L (X0,X1)dx ≤ C

∫
|x|>2|y|

|x|−n−1dx|y| ≤ C ′

uniformno za y ̸= 0 2

Kao i prije, kao jednostavnu pos	edicu ovog pos	ed�eg uslova imamo s	ede�u L1-procjenu:

Lema 4.17 Neka je T kao gore ve� reqeno. Tada za svako a ∈ L1 (Rn;X0) sa supp a ⊆ Q i∫
Q
a(x)dx = 0 ∫

Rn\Q̃
∥Ta(x)∥X1

dx ≤ BK∥a∥L1(Rn;X0)

gdje Q̃ = Q2
√
n oznaqava kocku sa istim centrom kao Q i 2

√
n puta du�inu stranice

od Q. Slika 4.1.

Dokaz je identiqan dokazu Leme 4.8, samo zamje�uju�i |·| odgovaraju�im normama ∥·∥Z , Z =
X0, X1,L (X0, X1).

Analogno skalarnim funkcijama koje se definixu za f ∈ L1 (Rn;X) maksimalan opera-
tor je

(Mf)(x) = sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

∥f(y)∥Xdy,

gdje se supremum preuzima nad svim kockama Q ⊂ Rn koje sadr�e x. Xtavixe, Kalderon-
Zigmundova dekompozicija se mo�e izvrxiti na isti naqin jer se konstrukcija zasniva
samo na veliqini sred�e vrijednosti |f(x)|, ∥f(x)∥X , respektivno. Stoga se opet apsolutna
vrijednost | · | samo zamje�uje odgovaraju�im normama ∥ · ∥X . Onda imamo da se svi rezultati
prethodnog poglav	a direktno prenose na funkcije vektorske vrijednosti f ∈ L1 (Rn;X).
Konkretno, postoji slaba vrsta (1, 1)-procjene maksimalnog operatora

|{x ∈ Rn : |(Mf)(x)| > t}| ≤ C

t
∥f∥L1(Rn;X)

za svako t > 0 i Lebegova teorema

f(x) = lim
x∈Q,|Q|→0

1

|Q|

∫
Q

f(y)dy u X za skoro svako x ∈ Rn,
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gdje se koristi (kao u skalarnom sluqaju) da su neprekidne, integrabilne funkcije
f : Rn → X guste u L1(Rn;X). Koriste�i ovo, analogna verzija Kalderon-Zigmundove
dekompozicije koja je navedena u teoremi 4.9 va�i za f ∈ L1 (Rn;X) ponovo sa oqiglednim
zamjenama od | · | od ∥ · ∥X . Taqnije, imamo:

Teorema 4.18 Neka f ∈ L1 (Rn;X0), gdje je X0 Banahov prostor i neka je t > 0. Tada postoje
disjunktni mjer	ivi skupovi F,Ω takvi da Rn = F ∪ Ω i

1. ∥f(x)∥X0
≤ t za skoro svako x ∈ F ,

2. Ω =
⋃

j∈N , gdje Qj , j ∈ N ⊆ N, su dijadiqke kocke koje se ne poklapaju i

t <
1

|Qj |

∫
Qj

∥f(y)∥X0
dy ≤ 2nt.

Xtavixe, ako f = g + b, gdje

g(x) =

{
f(x) ako x ∈ F,
1

|Qj |
∫
Qj
f(y)dy ako x ∈ Qj ,

onda
1. ∥g(x)∥X0

≤ 2nt skoro vako u Rn,
2. b(x) = 0 za svako x ∈ F i

∫
Qj
b(x)dx = 0 za svako j ∈ N .

Na osnovu toga dobijamo naxe druge glavne rezultate:

Teorema 4.19 Neka je T kao u pretpostavci 4.15. Tada

|{x ∈ Rn : ∥Tf(x)∥X1
> t}| ≤ C1

t
∥f∥L1(Rn;X0) za svako t > 0 (4.14)

za svako f ∈ L1 (Rn;X0) ∩ Lp0 (Rn;X0). Xtavixe, T proxiruje na ograniqeni linearni
operator T : Lp (Rn;X0) → Lp (Rn;X1) za svako 1 < p ≤ p0.

Dokaz. Glavni korak sastoji u dokaziva�u (4.14).
Neka je f ∈ L1 (Rn;X) ∩ Lp0 (Rn;X) i neka je f(x) = g(x) + b(x) Kalderon-Zigmundova

dekompozicija od f prema teoremi 4.18 za dato t > 0. Lako zak	uqujemo da va�i

|{x : ∥Tf(x)∥X1 > t}| ≤ |{x : ∥Tg(x)∥X1 > t/2}|+ |{x : ∥Tb(x)∥X1 > t/2}|
i dovo	no je procijeniti svaki sabirak posebno. Primijetimo da va�i

t|Ω| = t
∑
j∈N

|Qj | ≤
∑
j∈N

∫
Qj

∥f(x)∥X0
dx =

∫
Ω

∥f(x)∥X0
dx ≤ ∥f∥L1(Rn;X0).

Da bi se procijenilo Tg, koristimo da ∥g(x)∥X1
≤ 2nt za skoro svako x ∈ Rn, f(x) = g(x)

za x ∈ F, t|Ω| ≤ ∥f∥L1(Rn;X0) i da T ∈ L (Lp0 (Rn)) :

|{x : ∥Tg(x)∥X1
> t/2}| ≤ 2p0

tp0

∫
Rn

∥Tg(x)∥p0

X1
dx ≤ C

2p0

tp0

∫
Rn

∥g(x)∥p0

X0
dx

≤ Cp0
t−p0

(∫
F

tp0−1∥f(x)∥X0
dx+ tp0 |Ω|

)
≤ Cp0t

−1∥f∥L1(Rn;X0)
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gdje smo koristili (4.10) za x 7→ ∥g(x)∥X0 .
Da bismo procijenili Tb, primje�ujemo Lemu 4.17 na bj(x) := b(x)χQj (x), j ∈ N , gdje

Tbj(x) =

∫
Qj

k(x− y)bj(y)dy za skoro svako x /∈ Qj

prema pretpostavci o jezgru k. Dakle, ako Q̃j = Q
2
√
n

j ,∫
Rn\Q̃j

∥Tbj(x)∥X1
dx ≤ BK ∥bj∥L1(Rn;X0)

≤ 2BK

∫
Qj

∥f(x)∥X0
dx

S druge strane, poxto b ∈ Lp0 (Rn;X0) ,
∑

j∈N bj i dakle
∑

j∈N Tbj konvergira u L
p0 (Rn;X0))

u b i Tb, respektivno (ako je N beskonaqan). Dakle

∥Tb(x)∥X1 ≤
∑
j∈N

∥Tbj(x)∥X1
skoro svuda

te tako�e ∫
Rn\Ω̃

∥Tb(x)∥X1dx ≤ 2BK

∑
j∈N

∫
Qj

∥f(x)∥X0dx ≤ 2Bk∥f∥L1(Rn;X0),

gdje Ω̃ =
⋃

j∈N Q̃j . Konaqno,

|{x : ∥Tb(x)∥X1 > t/2}| ≤ |Ω̃|+ 2

t

∫
Rn\Ω̃

∥Tb(x)∥X1dx ≤ C

t
∥f∥L1(Rn;X0)

poxto se sliqno kao za Ω dokazuje da t|Ω̃| ≤ C∥f∥L1(Rn;X0), qime se zavrxava dokaz (4.14).
Konaqno, primje�ujemo vektorsku varijantu Mar�inkjviqeve interpolacione teoreme, Teo-
rema 4.20 u nastavku, da zavrximo dokaz. 2

Teorema 4.20 (Mar�inkjeviqeva interpolaciona teorema)
Pretpostavimo da 1 < r ≤ ∞ i da su X0, X1 Banahovi prostori. Neka je T podaditivno

preslikava�e iz L1 (Rn;X0)+L
r (Rn;X0) na vektorski prostor jako mjer	ivih funkcija na

Rn sa vrijednostima u X1, koji je slabog tipa (1, 1) i (r, r) , tj.

λ(t;Tf) := |{x : ∥Tf(x)∥X1 > t}| ≤ Cq

∥f∥qLq(Rn;X0)

tq
(4.15)

za svako f ∈ Lq (Rn;X0), za q = 1 i q = r ako r < ∞ i ∥Tf∥L∞(Rn;X1) ≤ C∞∥f∥L∞(Rn;X0)

ako r = ∞ za neko Cq > 0. Tada

∥Tf∥Lp(Rn;X1) ≤ Cp∥f∥Lp(Rn;X0) za svako f ∈ Lp (Rn;X0)

za svako 1 < p < r, gdje Cp zavisi samo od C1, Cr, p, i r.

Dokaz. Dokaz u skalarnom sluqaju se gotovo doslovno prenosi na sluqaj vektorske vrijed-
nosti jer se procjene zasnivaju samo na veliqini funkcija Tf i f . Treba samo zamijeniti
| · | sa ∥ · ∥Xj za j = 0, 1.
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Alternativno, mo�e se primijeniti s	ede�i argument: Neka x0 ∈ X0 sa ∥x0∥X0
= 1

bude proizvo	no i razmotrimo preslikava�e Mx0 iz L1 (Rn) + Lr (Rn) u skupu mjer	ivih
(skalarnih) funkcija definisanih sa

Mx0
g(x) = ∥T (gx0) (x)∥X1

za svako g ∈ L1 (Rn) + Lr (Rn) .

TadaMx0
zadovo	ava uslove skalarne Mar�inkjeviqeve interpolacijske teoreme, tj. teo-

reme 4.13, sa konstantama nezavisnim od x0. Stoga za svaki 1 < p < r postoji neki Cp

(nezavisan od x0 ) takav da

∥T (gx0)∥Lp(Rn;X1)
= ∥Mx0g∥Lp(Rn) ≤ Cp∥g∥Lp(Rn) = Cp ∥gx0∥Lp(Rn;X0)

za svako g ∈ Lp (Rn). To implicira

∥Tf∥Lp(Rn;X1)
≤ Cp ∥f∥Lp(Rn;X0)

za sve jednostavne funkcije f : Rn → X0. Poxto su jednostavne funkcije guste u
Lp (Rn;X0), slijedi tvrd�a teoreme. 2

S	ede�a teorema �e nam biti potrebna u dokazu Lp ograniqenosti pseudo diferencijal-
nih operatora reda 0. Da bi �u dokazali bi�e nam potreban ve�i broj pomo�nih tvr�e�a.

Teorema 4.21 Neka je p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) ,m ∈ R. Tada postoji glatka funkcija k : Rn ×

(Rn\{0}) → C tako da

p (x,Dx)u(x) =

∫
Rn

k(x, x− y)u(y)dy za svako x /∈ suppu (4.16)

za svako u ∈ S (Rn). Xtavixe, za svako α, β ∈ Nn
0 , N ∈ N0, k zadovo	ava

∣∣∂βx∂αz k(x, z)∣∣ ≤

Cα,β,N |z|−n−m−|α|⟨z⟩−N ako n+m+ |α| > 0

Cα,β,N (1 + | log |z||)⟨z⟩−N ako n+m+ |α| = 0

Cα,β,N ⟨z⟩−N ako n+m+ |α| < 0

(4.17)

uniformno za x, z ∈ Rn, z ̸= 0. Posebno imamo

⟨p (x,Dx)u, v⟩S(Rn) =

∫
Rn×Rn

k(x, x− y)u(y)v(x)d(x, y),

za svako u, v ∈ S (Rn) za koje va�i suppu ∩ supp v = ∅ i Xvarcovo jezgro K ∈ S ′ (Rn×
Rn) od p (x,Dx) je glatka funkcija na {(x, y) ∈ Rn × Rn : x ̸= y}.

U nastavku nam je potrebna dijadiqka particija jedinice na Rn, koji se mo�e konstru-
isati na s	ede�i naqin: Neka φ0 ∈ C∞

0 (Rn) je takvo da φ0(ξ) = 1 za |ξ| ≤ 1 i φ0(ξ) = 0 za
|ξ| ≥ 2. Xtavixe, neka je φj(ξ) = φ0

(
2−jξ

)
− φ0

(
2−j+1ξ

)
za j ∈ N. Tada

suppφj ⊆
{
ξ ∈ Rn : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1

}
za svako j ∈ N, suppφ0 ⊆ B2(0)

i
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∞∑
j=0

φj(ξ) =

k∑
j=0

φj(ξ) = φ0

(
2−kξ

)
= 1

za ξ ∈ Rn i k ∈ N tako da |ξ| ≤ 2k. Stoga (φj)j∈N0
, je podjela cjeline na Rn podre�ene

dijadne prstenove
{
ξ ∈ Rn : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1

}
, j ∈ N, i B2(0)

Napomena 4.22 Nije texko dokazati da se asimptotiqno ponaxa�e funkcije f(ξ) kad
|ξ| → ∞ mo�e opisati uz pomo� ove podjele cjeline na alternativni naqin:

|f(ξ)| ≤ C⟨ξ⟩m ⇔ sup
ξ∈Rn

|φj(ξ)f(ξ)| ≤ C ′2jm za sve j ∈ N0

gdje m ∈ R i C ′ > 0 ne zavisi od j.
Oqigledno, φj ∈ S−∞

1,0 (Rn × Rn) poxto φj ∈ C∞
0 (Rn). Xtavixe,∑N

j=0 φj(ξ) = φ0

(
2−Nξ

)
→N→∞ 1 taqkasto za sve ξ ∈ Rn i∑N

j=0 ∂
α
ξ φj(ξ) →N→∞ 0 uniformno za sve ξ ∈ Rn ako α ̸= 0

poxto za svako ξ ∈ Rn postoje najvixe dva qlana razliqita od nule u sumama i

∂αξ φj(ξ) = 2−|α|(j−1)∂αξ φ1

(
2−j+1ξ

)
za svako α ∈ Nn

0 , j ∈ N. (4.18)

Stoga

∞∑
j=0

φj(ξ)f̂ = f̂ i

∞∑
j=0

φj (Dx) f = f u S (Rn)

poxto
∣∣∣∑N

j=0 φj(ξ)f̂ − f̂
∣∣∣′′
k,S

→N→∞ 0 za svako k ∈ N zbog Lebegove teoreme, gdje je | ·
|′′k,δ, k ∈ N ekvivalentan niz semi-normi S (Rn) xto je definisan u korolaru 2.8 zamjenom
∥ · ∥∞ sa ∥ · ∥2.

Uz pomo� dijadiqke dekompozicije dekomponujemo pseudo-diferencijalni operator kao

p (x,Dx) f =

∞∑
j=0

p (x,Dx)φj (Dx) f =

∞∑
j=0

pj (x,Dx) f (4.19)

za svako f ∈ P (Rn), gdje je pj(x, ξ) = p(x, ξ)φj(ξ) ∈ S−∞
1,0 (Rn × Rn) i niz konvergira u

S (Rn) poxto p (x,Dx) : S (Rn) → S (Rn) je neprekidno. Xtavixe, poxto pj(x, ξ) ima
kompaktan nosaq po ξ

pj (x,Dx) f =

∫
Rn

kj(x, x− y)f(y)dy (4.20)

gdje kj(x, z) = F−1
ξ 7→z [pj(x, ξ)] (z), sliqno kao u dokazu leme 4.2.

Lema 4.23 Neka p ∈ Sm
1,0 (Rn × Rn) ,m ∈ R i neka je kj(x, z) definisano kao gore. Tada va�i∣∣∂βx∂αz kj(x, z)∣∣ ≤ Cα,β,M |z|−M2j(n+m−M+|α|) za svako z ̸= 0, j ∈ N0 (4.21)

za svako α, β ∈ Nn
0 ,M ∈ N0, gdje Cα,β,M ne zavisi od j ∈ N0 i z ̸= 0.
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Dokaz. Prije svega,

zγ∂βxD
α
z kj(x, z) =

∫
Rn

eix·ξDγ
ξ

[
ξα∂βxpj(x, ξ)

]
d̄ξ

za svako α, β, γ ∈ Nn
0 . Sada pravimo direktne procjene gor�eg integrala. Prvo, integral

je sadr�an u lopti
{
|ξ| ≤ 2j+1

}
, koji ima zapreminu ograniqenu umnoxkom od 2nj . Drugo,

poxto je nosaq qak sadr�an u skupu
{
2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1

}
(gdje j ̸= 0 ) i c2j ≤ ⟨ξ⟩ ≤ C2j ako

2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1,∣∣∣Dγ
ξ

[
ξα∂βxpj(x, ξ)

]∣∣∣ ≤ ∑
0≤γ′≤γ

(
γ
γ′

) ∣∣∣Dγ′

ξ

(
ξα∂βxp(x, ξ)

)∣∣∣ ∣∣∣Dγ−γ′

ξ φj(ξ)
∣∣∣

≤ Cα,β,γ

∑
0≤γ′≤γ

⟨ξ⟩m+|α|−|γ′|χ{2j−1≤|η|≤2j+1}(ξ) · 2−j(|γ|−|γ′|)

≤ C ′
α,β,γ2

j(m+|α|−|γ|)

zbog procjene simbola na ξα∂βxp(x, ξ) ∈ S
m+|α|
1,0 (Rn × Rn). Stoga∣∣zγDβ

xD
α
z kj(x, z)

∣∣ ≤ Cα,β,γ2
j(n+m+|α|−M) bilo kada |γ| =M .

Uzima�e maksimuma za sve γ sa |γ| =M daje (4.21) i dokazuje lemu. 2

Konaqno dolazimo do �e	enog dokaza.
Dokaz. (Teoreme 4.21) Prije svega, zbog (4.19) i (4.20) imamo

p (x,Dx)u(x) =

∞∑
j=0

∫
Rn

kj(x, x− y)u(y)dy (4.22)

za svako x ∈ Rn, u ∈ S (Rn). (4.16) i (4.17) �emo dokazati tako xto �emo pokazati da

∞∑
j=0

∂αz ∂
β
xkj(x, z)

konvergira apsolutno i ravnomjerno u odnosu na (x, ξ) ∈ Rn × (Rn\Bε(0)) za svako ε > 0
funkciji k(x, z) zadovo	avaju�i (4.17)

Prvo neka 0 < |z| ≤ 1. Zatim podijelimo sumu na∑
2j≤|z|−1

∂αz ∂
β
xkj(x, z) i

∑
2j>|z|−1

∂αz ∂
β
xkj(x, z)

Da bismo procijenili prvi zbir, koristimo lemu 4.23 sa M = 0 i dobijamo

∑
2j≤|z|−1

∣∣∂αz ∂βxkj(x, z)∣∣ ≤ Cα,β

⌊ld(|z|−1)⌋∑
j=0

2j(n+m+|α|)

≤


Cα,β |z|−(m+n+|α|) ako m+ n+ |α| > 0

Cα,β

(
1 + | log |z|−1 |

)
ako m+ n+ |α| = 0

Cα,β ako m+ n+ |α| < 0
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gdje ld = log2. Za drugi qlan koristimo lemu 4.23 sa M > n+m+ |α| i procje�ujemo

∑
2j>|z|−1

∣∣∂αz ∂βxkj(x, z)∣∣ ≤ Cα,β |z|−M
∞∑

j=⌊1 d(|z|−1)⌋+1

2j(n+m+|α|−M)

≤ Cα,β |z|−(n+m+|α|)

Konaqno, ako |z| ≥ 1, biramo M > max(n+m+ |α|, N) u lemi 4.23 da zak	uqimo

∞∑
j=0

∣∣∂αz ∂βxkj(x, z)∣∣ ≤ Cα,β,M |z|−M
∞∑
j=0

2j(n+m+|α|−M)

≤ Cα,β,M |z|−M ≤ C ′
α,β,M |z|−m−n−|α|−N .

Stoga
∑∞

j=0 kj(x, z) konvergira apsolutno i uniformno u odnosu na (x, ξ) ∈ Rn×(Rn\Bε(0))
za svako ε > 0 funkciji k(x, z) zadovo	avaju�i (4.17). Koriste�i uniformnu konvergenciju
i (4.22), zak	uqujemo da (4.16) va�i za sve x ∈ Rn sa dist(x, suppu) ≥ ε za proizvo	no ε > 0.
Stoga (4.16) slijedi za sve x /∈ suppu. 2

4.4 Ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora reda
nula na Lebegovim prostorima (prvi dokaz)

U prethodna dva odje	ka skupili smo potrebne tvrd�e da bi dokazali s	ede�u teoremu:

Teorema 4.24 Neka je p ∈ S0
1,0 (Rn × Rn) i 1 < q < ∞. Tada se p (x,Dx) proxiruje na

ograniqeni linearni operator p (x,Dx) : L
q (Rn) → Lq (Rn).

Dokaz. Zbog teoreme 4.1 znamo da p (x,Dx) ∈ L
(
L2 (Rn)

)
. Xtavixe, zbog teoreme 4.21,

postoji jezgro k takvo da (4.16) va�i, a k zadovo	ava

|∂αx k(x, z)| ≤ C|z|−n−|α| za svako x ∈ Rn, z ̸= 0, |α| = 1

tj. k zadovo	ava (4.13). Otuda k zadovo	ava Hermanderov uslov (4.12) zbog leme 4.16.
Stoga p (x,Dx) zadovo	ava sve pretpostavke teoreme 4.19. Dakle, p (x,Dx) se proxiruje do
ograniqenog linearnog operatra

p (x,Dx) : L
q (Rn) → Lq (Rn) za svako 1 < q ≤ 2

Tvr�e�e za 2 < q <∞ dokazuje se dualnox�u, tj. koristimo to xto∫
Rn

p (x,Dx) f(x)g(x)dx =

∫
Rn

f(x)p∗ (x,Dx) g(x)dx za svako f, g ∈ S (Rn)

gdje je p∗ ∈ S0
1,0 (Rn × Rn) kao u pos	edici 3.21. Sada se p∗ (x,Dx) proxiruje do ograniqenog

linearnog operatora na Lq′ (Rn) prema prvom dijelu, gdje 1
q + 1

q′ = 1. Stoga
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∥p (x,Dx) f∥Lq(Rn) = sup
g∈Lq′ (Rn):∥g∥

Lq′

∣∣∣∣∫
Rn

p (x,Dx) f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

g∈Lq′ (Rn):∥g∥
Lq′=1

∥f∥Lq(Rn) ∥p∗ (x,Dx) g∥Lq′ (Rn)

≤ ∥p∗ (x,Dx)∥L (Lq′ (Rn)) ∥f∥Lq(Rn)

za svako f ∈ S (Rn) zbog teoreme 1.23. Dakle p (x,Dx) se proxiruje do ograniqenog lin-
earnog operatora na Lq (Rn). 2

4.5 Ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora reda
nula na Lebegovim prostorima (drugi dokaz)

Neka je p simbol. Tada, zbog teoreme 3.7, znamo da pseudo-diferencijalni operator OP (p)
preslikava Xavrcov prostor S u S neprekidno, pa va�i i sekvencionalna neprekidnost te
ako φk → 0 u S, tada OP (p)φk → 0 u S kada k → ∞.

Dolazimo do drugog dokaza ograniqenosti pseudo-diferencijalnih operatora reda nula
na Lp prostorima. Napomenimo da �emo iz tehniqkih razloga u (3.3) d̄ξ zamijeniti sa
(2π)−n/2ξ. .

Teorema 4.25 Neka je p simbol u S0
1,0. Tada OP (p) : Lq (Rn) → Lq (Rn) je ograniqeni lin-

earni operator za 1 < q <∞.

S	ede�i rezultat igra va�nu ulogu u naxem dokazu teoreme 4.25. To je poseban sluqaj
teoreme 2.5 u [8].

Teorema 4.26 Neka je m ∈ Ck (Rn − {0}) , k > n
2 , takvo da postoji pozitivna konstanta

B za koju

|(Dαm) (ξ)| ≤ B|ξ|−|α|, ξ ̸= 0

za svaki multi-indeks α za koji |α| ≤ k. Tada za 1 < q < ∞, postoji pozitivna
konstanta C, koja zavisi samo od q i n, tako da

∥Tφ∥q ≤ CB∥φ∥q, φ ∈ S

gdje

(Tφ)(x) = (2π)−n/2

∫
Rn

eix·ξm(ξ)φ̂(ξ)dξ, x ∈ Rn.

Sada mo�emo dokazoati teoremu 4.25.
Dokaz. (Teoreme 4.25) Neka je Zn skup svih n-torki u Rn sa cjelobrojnim koordinatama.
Zapiximo Rn kao uniju kocki sa disjunktnim unutrax�ostima, tj. Rn = ∪m∈ZnQm, gdje
je Qm kocka sa centrom m, sa ivicama du�ine jedan i paralelnim sa koordinatnim osa.
Oznaqimo sa Q0 kocku sa centrom u koordinatnom poqetku. Neka je η neka funkcija u
C∞

0 (Rn) takva da η(x) = 1 za svako x ∈ Q0. Za m ∈ Zn, definiximo pm sa
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pm(x, ξ) = η(x−m)p(x, ξ), x, ξ ∈ Rn

Oqigledno, OP (pm) = η(x−m)OP (p), i∫
Qm

|(OP (p)φ) (x)|q dx ≤
∫
Rn

|(OP (pm)φ) (x)|q dx, φ ∈ S. (4.23)

Poxto pm(x, ξ) ima kompaktan nosaq u x, iz Fubinijeve teoreme i zbog inverzne Furijeove
transformacije imamo

(OP (pm)φ) (x) = (2π)−n/2

∫
Rn

eix·ξpm(x, ξ)φ̂(ξ)dξ

= (2π)−n

∫
Rn

eix·ξ
{∫

Rn

eix·λp̂m(λ, ξ)dλ

}
φ̂(ξ)dξ

= (2π)−n

∫
Rn

eix·λ
{∫

Rn

eix·ξp̂m(λ, ξ)φ̂(ξ)dξ

}
dλ, (4.24)

gdje

p̂m(λ, ξ) = (2π)−n/2

∫
Rn

e−iλ·xpm(x, ξ)dx, λ, ξ ∈ Rn

Lema 4.27 Za sve muti-indekse α i pozitivne cijele brojeve N , postoji pozitivna kon-
stanta Cα,N , koja zavisi samo od α i N , tako da∣∣(Dα

ξ p̂m
)
(λ, ξ)

∣∣ ≤ Cα,N (1 + |ξ|)−|α|(1 + |λ|)−N , λ, ξ ∈ Rn

Dokaz leme 4.27, iako lak, bi�e dat kasnije. Ova lema i teorema 4.26 impliciraju da je
operator φ 7→ Tλφ, definisan na S od strane

(Tλφ) (x) = (2π)−n/2

∫
Rn

eix·ξp̂m(λ, ξ)φ̂(ξ)dξ (4.25)

mo�e se proxiriti na ograniqeni linearni operator na Lq (Rn). Xtavixe, za bilo koji
pozitivan cio broj N , postoji pozitivna konstanta CN takva da

∥Tλφ∥p ≤ CN (1 + |λ|)−N∥φ∥p, φ ∈ S (4.26)

Koriste�i (4.24)-(4.26) i nejednakost Minkovskog u integralnom obliku,

∥OP (pm)φ∥q = (2π)−n/2

{∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

eix·λ (Tλφ) (x)dλ

∣∣∣∣q dx}1/q

≤ (2π)−n/2

∫
Rn

{∫
Rn

|(Tλφ) (x)|q dx
}1/q

dλ

= (2π)−n/2

∫
Rn

∥Tλφ∥q dλ

≤ CN (2π)−n/2

{∫
Rn

(1 + |λ|)−Ndλ

}
∥φ∥q, φ ∈ S.
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Odabirom N dovo	no velikog, mo�emo dobiti jox jednu pozitivnu konstantu CN tako da

∥OP (pm)φ∥q ≤ CN∥φ∥q, φ ∈ S (4.27)

Dakle, prema (4.23) i (4.27)∫
Qm

|(OP (p)φ) (x)|q dx ≤ Cq
N∥φ∥qq, φ ∈ S (4.28)

Sada, predstav	amo OP (p) kao singularni integralni operator. Taqno, imamo

Lema 4.28 Neka je k kao iz teormene 4.21. Tada za svaki dovo	no veliki pozitivan cio
broj N postoji pozitivna konstanta CN takva da

|k(x, z)| ≤ CN |z|−N , z ̸= 0

Pretpostavimo za trenutak da va�i lema 4.28 i tako�e koristimo teoremu 4.21. Neka je
Q∗∗

m dvojnik od Qm, tj. Q∗∗
m ima isti centar kao Qm i ivice paralelne sa koordinatnim

osama i dvostruku du�inu ivice od ivica Qm. Neka je Q
∗
m druga kocka koncentriqna sa Qm

i Q∗∗
m tako da Qm ⊂ Q∗

m ⊂ Q∗∗
m . Xtavixe, pretpostav	amo da postoji pozitivan broj δ takav

da |x− z| ≥ δ za svako x ∈ Qm i z ∈ Rn −Q∗
m. Geometrija je ilustrovana s	ede�om slikom.

Slika 4.2.
Neka je ψ ∈ C∞

0 (Rn) takvo da

0 ≤ ψ(x) ≤ 1, x ∈ Rn

supp(ψ) ⊆ Q∗∗
m

i

ψ(x) = 1
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na okolini od Q∗
m. Zapiximo φ = φ1 + φ2, gdje je φ1 = ψφ, i φ2 = (1− ψ)φ. Onda

OP (p)φ = OP (p)φ1 +OP (p)φ2

Zapisujemo sa

Im =

∫
Qm

|(OP (p)φ) (x)|q dx

i

Jm =

∫
Qm

|(OP (p)φ2) (x)|q dx

Tada za svaki dovo	no veliki pozitivan cio broj N , nejednakost (4.28) implicira da
postoji pozitivna konstanta CN , takva da

Im =

∫
Qm

|(OP (p)φ1) (x) + (OP (p)φ2) (x)|q dx

≤ 2q
∫
Qm

|(OP (p)φ1) (x)|q dx+ 2qJm

≤ 2qCq
N ∥φ1∥qq + 2qJm (4.29)

Iz leme 4.28 i teoreme 4.21, postoji pozitivna konstnta C2N takva da za svako x ∈ Qm

va�i

|(OP (p)φ2) (x)| = (2π)−n/2

∣∣∣∣∫
Rn

k(x, x− z)φ2(z)dz

∣∣∣∣
= (2π)−n/2

∣∣∣∣∣
∫
Rn−Q∗

m

k(x, x− z)φ2(z)dz

∣∣∣∣∣
≤ C2N

∫
Rn−Q∗

m

|x− z|−2N |φ2(z)| dz. (4.30)

Neka je λ ≥
√
n+ 1. Onda postoji pozitivna konstanta Cλ,N , koja zavisi samo od λ i N ,

tako da

|x− z|−2N

(λ+ |x− z|)−2N
=

(λ+ |x− z|)2N

|x− z|2N
≤ Cλ,N (4.31)

za savko x ∈ Qm i z ∈ Rn −Q∗
m. Dakle, zbog (4.30) i (4.31),

|(OP (p)φ2) (x)| ≤ C2NCλ,N

∫
Rn−Q∗

m

(λ+ |x− z|)−2N |φ2(z)| dz, x ∈ Qm. (4.32)

Da	e, primje�ujemo to za sve x ∈ Qm i z ∈ Rn −Q∗
m,

64



λ+ |x− z| = λ+ |x−m+m− z|
≥ λ+ |m− z| − |x−m|

≥
(
λ−

√
n

2

)
+ |m− z|

≥ µ+ |m− z|, (4.33)

gdje je µ =
√
n
2 + 1. Zbog (4.32) i (4.33),

|(OP (p)φ2) (x)| ≤ C2NCλ,N

∫
Rn−Q∗

m

(µ+ |x− z|)−N |φ2(z)|
(µ+ |m− z|)N

dz, x ∈ Qm.

Nejednakox�u Minkovskog u integralnom obliku i Helderovom nejednakox�u imamo da(∫
Qm

|(OP (p)φ2) (x)|q dx
)1/q

≤ C2NCλ,N

{∫
Qm

∣∣∣∣∣
∫
Rn−Q∗

m

(µ+ |x− z|)−N |φ2(z)|
(µ+ |m− z|)N

dz

∣∣∣∣∣
q

dx

}1/q

≤ C2NCλ,N

∫
Rn−Q∗

m

{∫
Qm

(µ+ |x− z|)−Nq |φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq
dx

}1/q

dz

= C2NCλ,N

∫
Rn−Q∗

m

|φ2(z)|
(µ+ |m− z|)N

{∫
Qm

(µ+ |x− z|)−Nqdx

}1/q

dz

≤ C2NCλ,N

{∫
Rn−Q∗

m

(µ+ |m− z|)−Nq′/2dz

}1/q′

{∫
Rn−Q∗

m

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz

}1/q

Dakle, za bilo koji dovo	no veliki pozitivan cio broj N , postoji pozitivna konstanta
Cλ,N,q, koja zavisi samo od λ,N i q, tako da

Jm ≤ Cλ,N,q

∫
Rn−Q∗

m

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz (4.34)

Iz (4.29) i (4.34),

Im ≤ 2qCq
N

∫
Q∗∗

m

|φ(x)|qdx+ 2qCλ,N,q

∫
Rn−Q∗

m

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz.

Sumiraju�i sve m u Zn, dobijamo pozitivnu konstantu C, koja zavisi samo od n, q,N i λ,
tako da

65



∫
Rn

|(OP (p)φ) (x)|q dx

≤2qCq
N

∑
m∈Zn

∫
Q∗∗

m

|φ(x)|qdx+

2qCλ,N,q

∑
m∈Zn

∫
Rn−Q∗

m

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz

≤C
∫
Rn

|φ(x)|qdx+ 2qCλ,N,q

∑
m∈Zn

∫
Rn−Qm

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz

=C

∫
Rn

|φ(x)|qdx+ 2qCλ,N,q

∑
m∈Zn

∑
l ̸=m

∫
Ql

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz. (4.35)

Ali koriste�i isti argument kao u izvo�e�u (4.33), dobijamo

µ+ |m− z| ≥ 1 + |m− l| (4.36)

za sve z ∈ Ql i l ̸= m. Iz (4.36),∑
m∈Zn

∑
l ̸=m

∫
Ql

|φ2(z)|q

(µ+ |m− z|)Nq/2
dz

≤
∑

m∈Zn

∑
l ̸=m

1

(1 + |m− l|)Nq/2

∫
Ql

|φ2(z)|q dz

≤
∑

m∈Zn

∑
l∈Zn

1

(1 + |m− l|)Nq/2

∫
Ql

|φ2(z)|q dz

=
∑
l∈Zn

∫
Ql

|φ2(z)|q dz
∑

m∈Zn

1

(1 + |m− l|)Nq/2

=
∑
l∈Zn

∫
Ql

|φ2(z)|q dz
∑

m∈Zn

1

(1 + |m|)Nq/2

=
∑

m∈Zn

1

(1 + |m|)Nq/2

∫
Rn

|φ2(z)|q dz. (4.37)

Stoga, zbog (4.35) i (4.37)∫
Rn

|(OP (p)φ) (x)|q dx ≤

{
C + 2qCλ,N,q

∑
m∈Zn

1

(1 + |m|)Nq/2

}∫
Rn

|φ(x)|qdx

Poxto je S gust u Lq (Rn), slijedi da OP (p) mo�e da se proxiri do ograniqenog linearnog
operatora na Lq (Rn). 2

Sada dolazimo do dokaza lemi 4.27 i 4.28.
Dokaz. (leme 4.27) Neka je β proizvo	ni multi-indeks. Zatim, parcijalnom integracijom
i Lajbnicovom formulom,
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(−iλ)β
(
Dα

ξ p̂m
)
(λ, ξ)

=(−iλ)βDα
ξ (2π)

−n/2

∫
Rn

e−ix·λpm(x, ξ)dx

=(−iλ)βDα
ξ (2π)

−n/2

∫
Rn

e−ix·λη(x−m)p(x, ξ)dx

=Dα
ξ (2π)

−n/2

∫
Rn

{
∂βx e

−ix·λ} η(x−m)p(x, ξ)dx

=(2π)−n/2

∫
Rn

{
∂βx e

−ix·λ} η(x−m)
(
Dα

ξ p
)
(x, ξ)dx

=(−1)|β|(2π)−n/2

∫
Rn

e−ix·λ∂βx
{
η(x−m)

(
Dα

ξ p
)
(x, ξ)

}
dx

=(−1)|β|(2π)−n/2
∑
γ≤β

(
β
γ

)∫
Rn

e−ix·λ (∂γxη) (x−m)
(
∂β−γ
x Dα

ξ p
)
(x, ξ)dx.

Koriste�i svojstva η i qi�enicu da je p ∈ S0
1,0, mo�emo prona�i pozitivnu konstantu

Cα,β , koja zavisi od α i samo β, tako da∣∣(−iλ)β (Dα
ξ p̂m

)
(λ, ξ)

∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)−|α|, λ, ξ ∈ Rn

Lema lako slijedi iz ove procjene. 2

Dokaz. (leme 4.28) Posmatrajmo specijalan sluqaj za (4.17), kada je α = 0, β = 0 i m = 0.
Tada za proizvo	no N0 imamo

|k(x, z)| ≤ CN0
|z|−n⟨z⟩−N0 ≤ CN0

|z|−n−N0

Dakle, za N = n+N0 imamo �e	enu tvrd�u. 2

Napomena 4.29 Dokaz Lq-ograniqenosti pseudo-diferencijalnih operatora za 1 < q < ∞
dat u teoremi 4.25 zasniva se na teoremi 4.26. Za L2-ograniqenost mo�emo pru�iti jox
jedan samostalan dokaz. Zaista, za sve pozitivne cijele brojeve N , iz leme 4.27 dobijamo
pozitivnu konstantu CN tako da

|p̂m(λ, ξ)| ≤ CN (1 + |λ|)−N , λ, ξ ∈ Rn

Prema (4.25) i Planxerelovoj teoremi, dobijamo za sve pozitivne cijele brojeve N ,
pozitivnu konstantu CN takvu da

∥Tλφ∥2 = ∥p̂m(λ, ·)φ̂∥2 ≤ CN (1 + |λ|)−N∥φ̂∥2 = CN (1 + |λ|)−N∥φ∥2
xto je (4.26) za p = 2. Time se izbjegava upotreba teoreme 4.26.

4.6 Lp ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora
sa simbolima ni�eg reda

Sada �emo prokomentarisati fundamentalne teoreme ograniqenosti na Lp(Rn). Napomenimo
da sada posmatramo pseudo-diferencijalne simbole iz Sm

ρ,δ definisane kao u 3.1. Za poqetak
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spomenimo sluqaj p = 2. U [9], Hermander daje zanim	iv rezultat o L2 (Rn) i Lp (Rn)
ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora.

Teorema 4.30 Neka su 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 i a ∈ Sm
ρ,δ. Tada va�i

Ta ∈ L
(
L2 (Rn)

)
=⇒ m ≤ m0 = min

[
0,
n

2
(ρ− δ)

]
.

gdje je Ta pseudo-diferencijalni operator pridru�en simbolu a.

Hermander pokazuje da je obrnuto taqno ako 0 ≤ δ < ρ ≤ 1. Ali od strane Kalderona i
Veilankorta [11] imamo:

Teorema 4.31 (Kalderon i Veilankort). Neka su 0 ≤ δ < 1, 0 ≤ ρ ≤ 1 i a ∈ Sm
ρ,δ. Tada je

taqno obrnuto od teoreme 4.30, odnosno inkluzija Ta ∈ L
(
L2 (Rn)

)
va�i.

Sada �emo spomenuti teoreme vezane za ograniqenosti, ali kada je p opxte, tj. za 1 ≤ p ≤
∞ imamo s	ede�u teoremu.

Teorema 4.32 (Hermander [9]). Neka su 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1 i a ∈ Sm
ρ,δ. Tada

Ta ∈ L
(
Lp
(
Rd
))

=⇒ m ≤ −n(1− ρ)

∣∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣∣ ,
gdje je Ta pseudo-diferencijalni operator pridru�en simbolu a.

Poznato je da za p = 1 i p = ∞, obrnuto od Hermanderove teoreme ne va�i. Za 1 < p <∞,
C. Feferman je dokazao obratno tvr�e�e Hermanderove teoreme.

Teorema 4.33 (Feferman [10]). Neka su 1 < p <∞, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1 i a ∈ Sm
ρ,δ i neka je

mp = n(1− ρ)
∣∣∣ 12 − 1

p

∣∣∣. Tada va�i

Ta ∈ L (Lp (Rn)) ,

gdje je Ta pseudo-diferencijalni operator pridru�en simbolu a.
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Zak	uqak

U ovom master radu bavili smo se pita�em ograniqenosti pseudo-diferencijalnih oper-
atora na Lp prostorima, xto je od suxtinskog znaqaja za analizu i primjene ovih operatora
u razliqitim granama matematike i fizike. Tako�e, bavili smo se i uopxteno pseudo-
diferencijalnim operatorima i vidjeli neke �ihove ososbine. Naxa analiza obuhvatila
je prije svega ograniqenost pseudo-diferencijalnih operatora reda 0 na Lp, uk	uquju�i i
navo�e�e opxtijih teorema ograniqenosti pseudo-diferencijalnih operatora. Radoznali-
jim qitaocima za ovu temu preporuqujemo radove navedene u sekciji pod nazivom Literatura
koji dokazuju opxtije teoreme ograniqenosti.

Sama priqa o ograniqenosti na Lp prostorima mo�e se jox uopxtiti i time izuqavati i
na klasama simbola Sm

ρ,δ,λ gdje je λ glatka funkcija sa realnom vrijednox�u, koja zadovo	ava
dva uslova:

a) Postoji konstanta 0 ≤ σ ≤ 1 stakva da va�i 1 ≤ λ(x, ξ) ≤ C⟨x⟩σ⟨ξ⟩;
b)Postoji konstanta 0 ≤ δ < 1 takva da, za svaku ure�enu n-torku α i β, imamo∣∣∣λ(α)(β)(x, ξ)

∣∣∣ ≤ Cα,βλ(x, ξ)
1−|α|+δ|β|

za neku konstantu Cα,β . Funkcija λ se naziva funkcija te�ine. Zainteresovanim qi-
taocima preporuqujemo [6].
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