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Predgovor

Genetika nam pruza kljuéne uvide u nasledivanje, evoluciju i funkcionisanje zivih organizama, pa je
neiscrpan izvor interesovanja za konstantna istrazivanja. Jasno da genetska nasledivanja nisu uvek
deterministicki odredena, stoga stohasticki procesi igraju znacajnu ulogu u oblikovanju genetske
raznolikosti i evolucije.

Ovaj rad je posvelen razumevanju i proucavanju stohastickih procesa u genetici. Rad ¢e obuh-
vatiti pet kljuénih modela koji ilustruju primene pojmova i teorija iz stohastickih procesa kao sto su
Markovski lanci, martingali itd.

Videéemo da kod prva tri modela (Hardy - Weinberg, Wright - Fisher, Moran) posmatrana pop-
ulacija tezi da dostigne stabilno stanje i izgubi genetsku raznolikost. Kako je o¢uvanje genetske
raznolikosti u populaciji veoma vazno zbog toga Sto veta raznolikost moze pruziti populaciji veéu
sposobnost da se prilagodi promenljivim uslovima sredine ili da se nosi sa $tetnim efektima bolesti
ili drugih stresora, bitno nam je da znamo koliko brzo neka populacija tezi gubljenju genetske razno-
likosti. Pomoc¢u te informacije mozemo ”upravljati” populacijama posebno u o¢uvanju ugrozenih ili
retkih vrsta. Gubitak genetske raznolikosti, moze dovesti do povetanja rizika od bolesti i smanjenja
adaptabilnosti populacije. Stoga je proucavanje kako se genetska raznolikost odrzava ili gubi u pop-
ulacijama igra kljuénu ulogu u razumevanju evolucije i dugoro¢nog opstanka razli¢itih organizama.

Pored pomenuta tri modela, od klju¢nog znacaja za razumevanje evolucije i genetske promene u
populacijama su koalescentna teorija i Galton - Warsonov proces grananja. Koalescentna teorija se
fokusira na retrospektivno pracenje genetskih dogadaja unazad u vremenu, dok se proces grananja
bavi trenutnim procesima reprodukcije i nasledivanja u populacijama. Koalescentna teorija je
posebno korisna za analizu genetskog stabla, koje je graficki prikaz kako su geni nasledeni i kako se
razvijaju kroz generacije. Ovaj pristup omogucava istrazivanje genetske raznolikosti, efekata genet-
skog drifta i mnoge druge aspekte evolucije u populacijama. Galton - Watsonov proces grananja se
Cesto koristi za razumevanje Sirenja bolesti, populacija organizama, i drugih procesa.

Na samom pocetku rada u poglavlju Osnovni pojmovi ¢e biti opisani svi relavantni pojmovi iz
genetike i biologije koji ¢e se spominjati u toku rada. Takode, na slikovit na¢in ¢e biti opisani tipovi
nasledivanja. Dat je pregled osnovnih pojmova i teorema iz verovatnode i stohasticke analize, ali je
najvise obra¢ena paznja na pojmove koji se koriste u toku rada.

U poglavlju Hardy - Weinberg-ov model pravimo razliku izmedu genetske i genotipske ucestalosti
i na slikovit nacin se objasnjava pojam genetickog drifta. Dokazana su dva osnovna tvrdenja za
nasledivanje telesnih gena i time dolazimo do zakljucka da ovaj model opisuje stabilno stanje pop-



ulacije u kojem genetska raznolikost ostaje nepromenjena ako se ispunjavaju odredeni uslovi. Ovaj
model se Cesto koristi za analizu genetske ravnoteze u populacijama.

U poglavlju pod nazivom Moranov model je obraden teorijski model u populacijskoj genetici koji
se koristi za proucavanje dinamike alelnih frekvencija u populacijama. Iz same postavke modela
se vidi da je on relativno jednostavan model, ali sluzi kao pocetna tacka za razmatranje slozenijih
modela koji ukljuc¢uju selekciju, mutacije i druge faktore evolucije. Bice pokazano da u slucaju
posmatranja jednog lokusa sa dva alela koja se nasleduju, populacija tezi da postane homozigotna,
medutim vreme koje je potrebno za to je veoma veliko.

Sledeée poglavlje je Wright - Fisher model koji je idejno veoma blizak Moranovom modelu, pa
¢e slicne stvari biti i posmatrane. U pri¢u uvodimo i Markovske lance i povezujemo ih sa brojem
jednog alela u posmatranoj generaciji. Takode, bi¢e reci o brzini dostizanja apsorbcionog stanja,
pa to moze biti jedan nacin za poredenje ovog modela sa Moranovim. Pored toga, vide¢emo neke
zakljucke do kojih se dode daljom analizom ukoliko u pricu uvedemo razlic¢ite velicine populacije
koju mozemo posmatrati kao deterministicku veli¢inu ili kao slu¢ajnu promenljivu.

Nakon toga, prelazimo na poglavlje Koalescentna teorija ¢ija je osnovna ideja da se moze pratiti
kako se aleli iz razlizitih jedinki u populaciji "kolektivno vrac¢aju” na zajednickog pretka. To znaci
da se moze odrediti koliko generacija unazad je potrebno da se aleli iz dve ili viSe jedinki ”susretnu” i
postanu zajednicki. Naravno, u svakom trenutku, postoji slu¢ajnost u tome koji aleli ¢e biti preneti
na sledeéu generaciju. Pomocéu koalescentne teorije, moguce je konstruisati genetsko stablo koje
prikazuje evoluciju alela i identifikuje zajednicke pretke. Razdvoji¢emo diskretni i kontinuirano vre-
menski koalascent gde ¢e biti spomenute veoma bitne slu¢ajne promenljive kao Sto su: promenljiva
koja meri vreme koje prode do pronalaska pomenutog zajednickog pretka (mereno u generacijama),
visina koalescentnog stabla, ukupno grananje koalescentnog stabla.

Poslednji model o kome ¢e biti reci je Proces grananja. Razdvoji¢emo dva veoma sli¢na pristupa,
prvi je Galton - Watson model koji sve ¢vorove grananja posmatra jednako i drugi, proces grananja
sa viSestrukim ¢vorovima. Kod Galton - Watson procesa grananja posmatrace se broj jedinki u
jednoj generaciji kao slucajna promenljiva, za koju ée biti dokazano da ima priblizno geometrijsku
raspodelu. Bice pokazano koji su to trigeri za izumiranje ili ekspanzije populacije. U programskom
jeziku “R” su uradene dve simulacije Galton — Watsonovog procesa grananja, jedna u kojoj ée
Citava populacija izumreti, i druga u kojoj ¢e doéi do ekpanzija odredenih podpopulacija. Graficki
je prikazano kako izgleda raspodela broja jedinki u generacijama $to, ocekivano, priblizno li¢i na
geometrijsku raspodelu kao $to je teorijski i bilo pokazano. Detaljno je opisano $ta koja linija koda
predstavlja i zasto je bitna i sta bi se desilo ako bi se neki uslov izostavio ili napisao drugacije. Kod
procesa grananja sa viSestrukim ¢vorovima, naglasak je na samoj primeni modela koji na primeru
raka jajnika kod Zena utvrduje optimalni interval za sprovodenje preventivnih pregleda kako bi se
izbegle smrtonosne posledice.



Osnovni pojmovi

1.1 Osnovni pojmovi u genetici

Celija je osnovna jedinica grade i funkcije svih zivih bica. Celija se sastoji od:
e (Celijske membrane
e citoplazme
e organela

e jedra (nukleusa).

Celijska membrana obavija celiju, daje joj oblik, a kako je selektivno propustljiva uspostavlja
kontakte sa drugim celijama i vancelijskom sredinom i razmenjuje materije sa njima. Citoplazma
predstavlja unutrasnji sadrzaj ¢elije u kome se nalaze organele. Celijske organele su odeljci za obavl-
janje razlicitih funkcija unutar ¢elija kao Sto su sinteza proteina, ¢elijsko disanje, lu¢enje hormona,
kretanje ¢elije itd. Jedro predstavlja najznacajniji deo ¢elije i ima dve glavne funkcije: nosi genetske
informacije i koordinira aktivnost éelije. Jedro, pored ostalih stvari sadrzi hromatin (u periodu
¢elijskog ciklusa izmedu dve deobe, a u toku koga se éelija priprema za deobu, poznatiji kao in-
terfaza). Tokom ¢éelijske deobe dolazi do kondezovanja hromatinskih vlakana tako da ona postaju
samostalna telasca — hromozomi.

Hromozomi su koncaste strukture u jedru, na kojima se nalaze geni. Svaki gen ima odredeno
mesto na hromozomu. Broj hromozoma je stalan i karakteristican za svaku biolosku vrstu i naziva
se kariotip. U odredenim vrstama, hromozomi se javljaju u parovima i takve vrste se nazivaju
diploidne. Pored diploidnih postoje i haploidne (hromozomi se pojavljuju singularno), triploidne i
u opstem slu¢aju poliploidne vrste. Uglavnom ¢emo razmatrati diploidne vrste.

Telesne (somatske) ¢elije imaju diploidan (gre. diploos = dvostruk) broj hromozoma. Normalna
telesna celija ¢oveka ima 46 hromozoma ili dve garniture po 23 hromozoma, pri ¢emu jedna garnitura
potice od majke, a druga od oca pa se tako obrazuje 23 para homologih hromozoma. Kariotip Zene
sadrzi 23 homologa para hromozoma, od ¢ega su 22 para autozomni (telesni) hromozomi a jedan
par su polni XX hromozomi. Muski kariotip takode ima 23 para hromozoma, ali je homologih 22
para autozomnih, dok su polni hromozomi heterologi (razliciti) X i Y.

Polne ¢éelije ili gameti (kod ¢oveka su to spermatozoidi i jajna éelija) sadrze upola manji broj
hromozoma u odnosu na telesne ¢éelije, nazvan haploidan (gré. haploos = jednostruk). Broj hromo-
zoma u polnim c¢elijama ¢oveka je 23.



Geni se nalaze na hromozomima i to na tatno odredenom mestu nazvanom genski lokus. Geni
koji zauzimaju ista mesta na homologim hromozomima nazivaju se aleli. Aleli su razli¢iti oblici
jednog istog gena. Aleli jednog gena mogu medusobno da deluju jedan na drugi na tri osnovna
nacina, koji istovremeno predstavljaju i tipove nasledivanja:

e dominantno-recesivno nasledivanje

e nepotpuno dominantno nasledivanje

e kodominantno nasledivanje.

Naveséemo 3 primera koja ilustruju gore navedena tri tipa nasledivanja:

Primer 1.

Razmatra¢emo nasledivanje gena za visinu kod graska. Gen koji odreduje ovu karakteristiku
ima dva alela, obelezi¢emo ih sa T i t, gde T utice da biljka bude visoka, dok ¢ utice na to
da biljka bude ”patuljak”. Sada biljka graska moze da ima jednu od tri kombinacije na svom
homologom paru hromozoma: TT, Tt i tt. Kombinacije T7T i Tt rezultuju fizicki visokim
biljkama, dok jedino ¢t kombinacija daje ”patuljke”. Zakljucujemo da iako imamo tri kombi-
nacije, u stvarnosti imamo samo dva rezultata: visoku biljku i ona koja je ”patuljak”. Kako
je T alel onaj koji odreduje osobinu visine, njega zovemo dominantnim alelom, a ¢ nazivamo
recesivnim alelom.

Napomena: Tt = tT

Primer 2.

Gen koji odreduje boju biljke zevalice ima dva alela, R za crvenu boju i r za belu boju. Kaoiu
primeru 1, imamo tri moguée kombinacije genotipa: RR, Rr, i rr. Primeceno je da kombinacija
RR daje crvenu boju cvetova, rr daje belu boju, dok Rr daje rozu boju. Vidimo da 3 genotipa®
rezultiraju sa 3 fenotipa?, pa nemamo dominantan alel. U ovom slu¢aju kazemo da su aleli R
i r kodominantni.

Primer 3.

Sada ¢emo razmatrati nacin na koji se nasleduju krvne grupe. Gen koji odreduje krvnu grupu
ima tri alela: O, A i B. Imamo Sest mogu¢ih genotipa: 00, OA, OB, AA, AB i BB. Medutim,
postoje samo Getiri kombinacije fenotipa: L* (odgovara genotipovima OA, AA), L? (odgovara
genotipovima OB, BB), LY (genotip 00) i LA? (genotip AB). Ovde su 4 i B kodominantni
aleli, dok je O recesivan u odnosu na A i B. Odatle proizilazi Cinjenica da genotip OA se
manifestuje isto kao i genotip AA; OB kao i BB dok se genotip AB manifestuje u drugagiji
fenotip, u LAZ grupu. Ideja iza ovakvog nasledivanje krvnih grupa je sledeéa. Svaka osoba
pored antigena (na eritrocitima) ima i antitela u krvnoj plazmi. Antitela su proteini koji
se bore protiv antigena, dok su antigeni hemijska jedinjenja ¢ija prisutnost prisiljava telo da
proizvodi antitela kako bi se borilo protiv ovih antigena. Postoje dve razli¢ite vrste antigena
nazvane A i B koji mogu ili ne moraju biti prisutni u krvi. Osnovno pravilo je da organizam
nece proizvesti antitela koja bi se borila protiv svojih sopstvenih antigena. Ova cetiri tipa
fenotipova opisana gore odgovaraju krvi koja nema nikakve antigene, ili ima samo antigen A,
ili ima samo antigen B, ili ima i A i B antigene.

lgenotip - genska konstitucija nekog organizma koja moze da se odnosi na jedan par alela, (uzi smisao genotipa)
ili celovitu naslednu osnovu (sve gene koje taj organizam poseduje), §to predstavlja $iri smisao genotipa.

2fenotip - u sirem smislu: skup svih morfoloskih i fiziologkih svojstava po kojima se prepoznaje neki organizam i
po ¢emu se razlikuje od drugih organizama. Uzi smisao: kako se ispoljava samo jedna osobina.



U realnom svetu postoje mutacije, koje su glavni izvor geneticke raznolikosti. Na primer, raz-

motrimo autozomni gen sa dva alela A i a. Pretpostavimo da je genotip oca AA, a majke aa. Sledi
da svaka jedinka koja je njihov potomak mora dobiti alel A od oca i alel a od majke, $to znaci da
¢e biti genotip Aa. Medutim, u praksi postoji mala verovatnoca da se tokom formiranja gameta ili
zigota, alel A moze pretvoriti u a. Takva promena rezultira¢e u potomstvu sa genotipom aa. Tako,
alel A se moze mutirati u alel a, a alel a se moze mutirati u A.
Ponekad, alel mutira u nesto novo, neki drugi alel, koji trenutno ne postoji u populaciji. Ovo navodi
na pomisao kako je moguéi broj alela za gen teorijski veoma beskonacan, $to zapravo nije slucaj jer
su verovatnoée za nastanak ovakvih alela veoma, veoma male. Ako je ovaj novi alel dobar, potomci
¢e &iriti ovaj novi alel u populaciji. Ako je novi alel Stetan, on ée pre ili kasnije nestati iz populacije.
Ponekad, ovaj novi alel moze biti ne samo dobar, veé i povoljan za prezivljavanje, stoga ¢e ga pop-
ulacija dalje prenositi §to ide u prilog evoluciji.

Modele sa mutacijama i uticajem prirodne selekcije (evolucije) neéemo razmatrati u ovom radu
jer su veoma komplikovane za analizu, a osnovne zakonitosti svakog pojedina¢nog modela se mogu
pokazati i bez njihovog ukljuc¢ivanja.



1.2 Osnovni pojmovi stohastickih procesa

Sa {2 ¢emo oznacavati skup svih mogucih ishoda nekog eksperimenta, a sa w; @ = 1,2,... ¢emo
oznacavati elementarne dogadaje odnosno sve moguée ishode eksperimenta. Pod pojmom eksperi-
ment podrazumevamo dogadaj ¢iji ishodi nisu deterministicki odredeni.

Definicija 1.2.1. Proizvoljan podskup A skupa {2 naziva se slucajni dogadaj i on se sastoji od onih
elementarnih dogadaja koji imaju svojstvo kojim se dogadaj A definise.

Definicija 1.2.2. (aksiom o-polja) Podskup F skupa P(2) se zove o-polje odnosno o-algebra do-
gadaja iz §2 ako vazi:

1. ReF
2. AeF = AeF
3. ako Ay, As,...€F = U2 A eTF
Definicija 1.2.3. (aksiom verovatnode) Preslikavanje P : F — [0,1] takvo da vaZi:
e P(2)=1
o za Ay, Ay, ... € F takve da je A;NA; =0 ,i#j, i,j=1,2,... vazi:

() - 5o
=1 =1

zove se funkcija verovatnée (ili samo verovatnoéa) na prostoru (£2,F)

Uredena trojka (2, F, P) zove se prostor verovatnoca.

Borelova o-algebra na R je najmanja o-algebra koja sadrzi sve otvorene podskupove od R".

Definicija 1.2.4. Preslikavanje X : 2 — R je slu¢ajna promenljiva na prostoru verovatnoca
(2,5, P) ako za svaki Borelov skup S € B(R) imamo da X 1(S) = {w: X(w) € S} € F.

Definicija 1.2.5. Slucajna promenljiva X je diskretna ako je njen skup slika (skup vrednosti) pre-
brojiv.

Definicija 1.2.6. Neka je X proizvoljna slucajna promenljiva na (£2,F, P). Preslikavanje Fx : R —
[0,1] takvo da vaZi:
Fx(x)=P{X <x} x,€R

zove se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Definicija 1.2.7. Slucajna promenljiva X je apsolutno-neprekidna ako postoji nenagativna, integra-
bilna funkcija px(x), —oo <x < 00, takvo da:

P{X eS}= / px(x)dx, VS € B(R)
s
Funkcija px(x) se zove funkcija gustine raspodele slucajne promenljive X.

10



Definicija 1.2.8. Ocekivanje slu¢ajne promenljive X:

e kada je X diskretnog tipa je:
E(X)=> xP(X =x)
1 ono postoji akko suma apsolutno konvergira.

e kada je X apsolutno-neprekidnog tipa:

i ono postoji akko integral apsolutno konvergira.

Definicija 1.2.9. Disperzija slu¢ajne promenljive X je njen centralni momenat reda 2:

D(X) = 0?(X) = E((X - E(X))2>

Definicija 1.2.10. Neka je (£2,F, P) prostor verovatnoéa i neka slucajne promenljive A, B € F.
Neka je P(B) > 0. Verovatnoéa dogadaja A pod uslovom da se realizovao dogadaj B se naziva
uslovna verovatnodéa, obeleZava se sa P(A | B) i jednaka je:

P(AB)

P(A| B) = 515

Definicija 1.2.11. Slucajne promenljive X1, Xa, ... su nezavisne akko vazi:
Fixy,x) (61, 0n) = Fix, (x1) - - Fx, (xn)
Teorema 1.2.1. Neke bitne osobine ocekivanja:

e E(c) = c gde je c konstanta
o E(cX)=cE(X)

o Ako slucajne promenljive X1, ..., X, imaju ocekivanja tada vazi:

E(X_;X) = éE(Xi)

ako su pritom ove promenljive i nezavisne tada vazi:
n n
E<HX) =[[Ex)
i=1 i=1

Teorema 1.2.2. Neke bitne osobine disperzije:
e D(X)=E(X?) - E*X)
e D(X) =0« X =c gde je c konstanta
e D(cX)=c*D(X)

11



e D(X +¢) = D(X)

o Ako su X1, ..., X, nezavisne slu¢ajne promenljive i ako imaju disperzije, tada vaZi:
n n
p(>x) =Y pex)
i=1 i=1

Pomenuéemo neke osnovne raspodele diskretnog i apsolutno-neprekidnog tipa sa svojim ocekivanjima

i disperzijama.

Diskretne raspodele:

1. Binomna X : B(n,p) raspodela

P{X =k} = <Z)pk(1 —p)" "

2. Poasonova X : P(A) raspodela

3. Geometrijska X : G(p) raspodela

Apsolutno-neprekidne raspodele:

1. Uniformna X : U(a, b) raspodela

1
—— ,akox € (a,b
(px(x):{b—a o (a,b)
0 , inace
0 ,akox < a
Fx(x) = g:g ,akoa <x<b
1 ,akox > b
b
E(X):a+
2
N2
D(X):(b a)
12



2. Eksponencijalna X : €(\) raspodela

() Ae ™™ akox >0
x =
X 0 ,ako x <0
Fye(x) l—e™™ akox>0
:x =
X 0 , ako x <0
1
B(X) =~
(x) =1
1
D) = 5
3. Normalna X : N(m,c?) raspodela
L aem)?
x) = -e 20
=
1 x _ (t — 7271)2
Fx(x) = —— e 2t dt
x(x) oV 2r /—oo
EX)=m
D(X) =o?

Definicija 1.2.12. Slucajni (stohasticki) proces {X (t),t € I} (oznacava se jos i kao X¢) je familija
realnih slucajnih promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoéa (£2,F, P). Skup I éemo
zvati parametarski skup, a realni prostor RY skup stanja procesa.

Ukoliko je parametarski skup I prebrojiv, re¢ je o diskretnom slu¢ajnom procesu (zovemo ga jos
nizom ili lancem sluc¢ajnih promenljivih), u suprotnom proces je neprekidan. Stohasticki proces ima
dve promenljive (¢, w), gde ¢ € [tg,T] i w € {2, ali je praksa da se w izostavlja iz zapisa.

Ako je Xi,t € [to, T stohasticki proces, za svako fiksirano t - X; je slu¢ajna promenljiva koja ima
svoj zakon raspodele koji je odreden odgovaraju¢om funkcijom raspodele. Ovi jednodimenzionalni
zakoni raspodele nisu dovoljni za karakterizaciju stohastickog procesa, stoga je neophodno znati i
viSedimenzionalne zakone raspodela, odnosno kona¢no-dimenzionalne raspodele procesa.

Definicija 1.2.13. Konacéno-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa {X;,t € [to, T|} su date
sa:

Fy(x) = P{X, < x}
Ft1t2 (xl,x2) = P{th < :xl,th < DCQ}

Ftl,“.,tn (xl, ...,xn) = P{th < x1, ...,th < xn}

gde t,ty, ...ty € [to,T] ; x,x1,...,x, ERT in >1
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Konaéno dimenzionalne raspodele zadovoljavaju sledeée uslove:

1. uslov simetrije:
Ako je {41, ...,1, } permutacija brojeva 1,...,n tada je:

Ftil,---,tin (xila "'axin)) = Ftl-,-~~7tn (xla axn)

2. uslov saglasnoti:
Za m < n i za proizvoljne t,, 11, ..., tn € [to, T] vazi:

Fyootot

motm41,etn (xlv ey Ximyy OO, .oy OO) = Ftl,--~7t7n, (xl, -“axm)'

Teorema 1.2.3. (Kolmogorova fundamentalna teorema)

Za svaku familiju funkcija raspodela koje zadovoljavaju uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor
verovatnoéa (2,F, P) i na njemu definisan stohasticki proces {X¢,t € [to, T]} koji ima date funkcije
raspodela kao svoje konacno-dimenzionalne raspodele.

Definicija 1.2.14. Srednja vrednost procesa Xi,t € [to, T] odnosno ocekivangje procesa je preslika-
vanje mx : [to, T] — R:
mx (t) = m(t) = E(Xy).

Definicija 1.2.15. Autokovarijansna funkcija ili korelaciona funkcija stohastickog procesa je:

Kx(t,s) = K(t,s) = E((Xt —m() (X, - m(s))) -
= E(X:X,) —m(t)m(s).

Definicija 1.2.16. Uzajamna korelaciona funkcija procesa X; i Yy je:

Kxy(t,s) = E<<Xt - mx(t)) (}/a - mY(S))>-

Definicija 1.2.17. Disperzija stohastickog procesa X je:

Dx(t) = D(t) = Kx(t,t) = K(t,t) = B(X?) — (m(t))*.
Definicija 1.2.18. Koeficijent korelacije stohastickog procesa X je:
_ Kx(t,s) _ K(t,s)
 VDx()Dx(s)  vV/D(H)D(s)

Definicija 1.2.19. Posmatrajmo stohasticki proces {X,,n = 0,1,2,...} sa konacnim ili prebro-
givim skupom vrednosti. Niz sluéagnih promenljivih sa istim skupom stanja {x1,xa,...} zove se lanac
Markova ako za proizvoljno r € N, n > k1 > ko > ... > k,. vaZi takozvano Markovsko svojstvo:

ox(t,s) = p(t,s)

P{Xn = Xn, | Xkl :xkl,XkQ :Zxkz,...,XkT :xkr} = P{Xn = Xn ‘ Xkl = xkl}.

tj. wverovatnoéa da se proces (sistem) nade u stanju x, u trenutku n zavisi samo od stanja u
sadasnjem trenutku ki, a ne od stanja u proskim trenucima ko, ..., k;,
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Definicija 1.2.20. Verovatnoéa prelaza iz i-tog u j-to stanje u jednom koraku je:
n,n+1
pi,j = P{Xn+1 = I)Cj | Xn = DCZ}
Ako gore navedene verovatnole ne zavise od n, kazemo da je lanac (vremenski) homogen.

Matrica prelaska za jedan korak je:
P= [pi,j]@j'

Definicija 1.2.21. Verovatnoéa prelaska iz i-tog u j-to stanje u n koraka je:
pm-(n) = P{Xm+n = Xj | Xm = Xl}

Matrica prelaza za n koraka je:

Teorema 1.2.4. (Jednacine Chapmen Kolmogorov-a)

Za i, j,m,n = 0 vaZi:

pij(n+m) =" pik(n)pk;(m).
k=0

Gornja jednakost se u matricnom obliku moZe zapisati kao:
Pioim=P,-Pn V Pn=PFP, Pp_n, m>n
Primetimo da vazi:
m=1 = P =P
m=2 = P=P-P=P-P=P?
m=3 = Ps=P-P=P>.P=P3

P,=P"

Sa p;(n) oznacavamo verovatnocéu i-tog stanja u trenutku n. Pocetna verovatnoca i-tog stanja se
oznacava sa p;(0). Pomoc¢u jednakosti Chapmen Kolmogorov-a dobijamo da vazi:

Gde je p(k) = [p1 (), -, pa (k)]
Definicija 1.2.22. o Stanje x; je dostizno iz stanja x; ako postoje ng € N tako da je p; ;(ng) > 0

o Stanje x; je apsorbujuce ako je p;; =1

e Stanje x; je povratno ako Ing € N takvo da p; j(no) >0

Definicija 1.2.23. Nad prostorom verovatnoéa (£2,F, P) niz sigma algebri F1,Fo, ... takvih da

J1CFC...CF,CTFp1C...CT

zove se filtracija.
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Definicija 1.2.24. KaZemo da je niz sluc¢ajnih promenljivih &1, &2, ... adaptiran (prilagoden) filtraciji
F1,Fo, ... ako je &, Fp-merljivo za svakon =1,2, ...

Definicija 1.2.25. Niz £1,&s, ... slu¢ajnih promenljivih zove se diskretni martingal u odnosu na
filtraciju F1, Fs, ... ako:

1. &, je integrabilno za sven = 1,2, ...
2. Niz £1,&s, ... je adaptiran filtraciji F1,Fo, ...

3. E(&ny1 | Fn) = &, skoro sigurno n = 1,2, ... - martingalsko svojstvo

Teorema 1.2.5. (Doob-ova teorema za konvergenciju martingala).
Ako je (Xp)n>0 martingal sa sup, E|X,| < 0o, onda X,, konvergira sa verovatnocom 1 ka slucajnom
promenljivom X koja ima konacéno ocekivanje.
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Hardy - Weinberg-ov model

Posmatrajmo populaciju od N diploidnih jedinki i lokus sa genom sa dva alela A i a. Znac¢i imamo
ukupno 2N ovih gena. Obelezimo sada sa N; broj jedinki sa AA genotipom, N» broj jedinki sa
Aa genotipom, a sa N3 broj sa aa. Ucestalost genotipova je u stvari udeo jedinki sa odredenim
genotipom u ¢itavoj posmatranoj populaciji. Tako dobijamo:

Ny Ny N3
f=N 9=% =7

=f+g+th=1
Broj gena (alela) od iste vrste iznosi:

p=2N; + Ny za alel A
q = N2 + 2Nj3 za alel a

Vidimo da je ucestalost gena, odnosno alela, A i a redom:

_p _2N1+N2_ 1
T=3N T aw S tae
_q _N2+2N3_1
Y=5N~ —aN  297th
>z+y=1

Na primeru ¢emo pokazati da populacije sa razli¢itim genotipskim ucestalostima mogu imati
jednaku ucestalost gena. Ako imamo populaciju od 20 jedinki od kojih je 10 tipa AA, a 10 sa aa
genotipom. Vidimo da je genotipska ucestalost:

f:% ag:O ah:%

dok je ucestalost alela : z =y = %

Ako sada, u drugom slu¢aju, imamo opet populaciju od 20 jedinki gde njih 5 ima genotip AA, 10
Aa 15 aa. Sledi da je ucestalost alela jednaka kao i u prvom primeru, x =y = 5 dok je genotipska
ucestalost

_ 1
ah_z

D=

f=%79=
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Videli smo da je ovo pojednostavljen prikaz ¢injenice da u populaciji beskonac¢ne veli¢ine, gde se
jedinke razmnozavaju slucajno, genotipska ucestalost ostaje konstantna. U kona¢nim populacijama
¢emo videti da postoji geneticki drift koji dovodi do eliminacije heterozigotnih genotipova (Aa).
Osobine Markovih lanaca ¢e se promeniti ukoliko uklju¢imo postojanje mutacije gena. Napomena,
ovaj model u svoju analizu ne ukljucuje postojanje mutacija i prirodne selekcije.

Geneticki drift je promena u ucestalosti postojeée varijante gena (alela) u populaciji usled
sluc¢ajnog uzorkovanja organizama. Ako se od jedne velike populacije izdvoji manja grupa jedinki i
oformi novu populaciju, ona ne mora biti ista ve¢ se cak moze veoma razlikovati od mati¢ne popu-
lacije. Proces genetskog drifta moze se ilustrovati koris¢enjem 20 klikera koji predstavljaju jedinke
u pocetnoj populaciji. Polovina klikera u tegli je crvena, a polovina plava, pri ¢emu svaka boja
odgovara razli¢itom alelu jednog gena u populaciji. U svakoj novoj generaciji, organizmi se sluc¢ajno
razmnozavaju. Slu¢ajnom reprodukcijom ¢emo smatrati biranje jednog klikera iz originalne tegle
i stavljanje novog kliker iste boje u novu teglu. Ovo je potomak originalnog klikera, $to znac¢i da
originalni kliker ostaje u svojoj tegli. Ovaj proces se ponavlja sve dok se u drugoj tegli ne nade 20
novih klikera. Druga tegla ¢e sada sadrzati 20 potomaka ili klikera raznih boja. Osim ako druga
tegla ne sadrzi ta¢no 10 crvenih klikera i 10 plavih klikera, doslo je do promene u ucestalosti alela,
odnosno do genetickog drifta.

Slikovni prikaz ovog primera kroz par iteracija mozemo videti na slici, gde crne tacke na klikeru
predstavljaju onaj kliker, jedinku, koji je odabran da se preslika u drugu teglu, odnosno jedinku
koja ¢ée se razmnozavati i dati potomak u narednoj generaciji.

Kroz generacije n = 0, 1, 2... posmatramo ucestalost genotipova, f,, gn, hn, kao i ucestalost alela,
-Trm y?’E'
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2.1 Autozomni (telesni) geni

Teorema 2.1.1 (Hardi - Vajnbergov princip za autozomne hromozome). Posmatrajmo populaciju
sa dva pola gde se jedinke razmnoZavaju polno i slu¢ajno. Pretpostavimo dalje, da su jedinke ove
populacije diploidne i posmatrajmo autozomni (telesni) hromozom sa dva alela A i a. Tada vaZe
sledeca tvrdenja:

e ucestalost alela jednaka je iz generacije u generaciju

e bez obzira kako je izgledala inicijalna genotipska ucestalost, ucestalost genotipova AA, Aa, aa u
prvoj generaciji (n=1) pa na dalje postaje stacionarna i odredena samo pocetnom ucestaloséu
alela A i a, odnosno genetskom ucestaloscu.

Dokaz. Treba da dokazemo:
l.xpn=20iyn=9yon=1,2,3...
2. fa=fi gn=g1,hn=h1n=23..
3. f1,91 1 hy zavise samo od xg

Interesuje nas koja ¢e biti ucestalost genotipova u narednoj generaciji. Postavljamo uslov
slu¢ajnog razmnozavanja koje podrazumeva sledeCe: verovatnoca da se pojavi o X [ genotip u
narednoj generaciji gde je a genotip potekao od oca, a S od majke, jednak je proizvodu udela
genotipova « u populaciji muskaraca i 8 u populaciji zena. Kako pricamo o autozomima gde oba
roditelja imaju jednaku ulogu, nema potrebe da razdvajamo slucajeve aM x BF i M x oF. Za
oba slucaja ¢emo koristiti zapis a x .

genotip roditelja  v-¢a ovakvog parenja  v-Ca genotipa deteta

M: AAx AA 12 AA

M, - aa X aa h2 aa

My:  AAx Aa 2 fogo $AA+ 140
My : aa X Aa 2g0ho %Aa + %aa

M - AA X aa foho Aa

Ms : Aa x Aa gt lefAA + %Aa + %[aa

Vidimo da su razmnozavanja tipa M; ¢ = 1, ...,6 medusobno disjunktna, a njihova unija predstavlja
¢itav skup svih moguéih vrsta parenja, pa mozemo da koristimo formulu totalne verovatnoce:
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f1 = P(jedinka prve generacije ima AA genotip)

6
= Z P(jedinka prve generacije ima AA genotip | M;) - P(M;)
i=1

1
:f02 + fogo +193

2
= (fo + ;90>

:xo

[ V)

g1 = P(jedinka prve generacije ima Aa genotip)
1
= fogo +goho + foho + 598

22(f0 +;go) (;go-kho)

= 2x0Y0

hi = P(jedinka prve generacije ima AA genotip)

1
:h(Q) +hogo +Zg(2)

1 2
= h —_
<0 +290>
=y

Zakljucujemo da je ucestalost genotipova u bilo kojoj generaciji potpuno odredena genetskom
ucestalo§éu prethodne generacije, kakva god bila genotipska ucestalost prethodne generacije. Time
je dokazan deo pod rednim brojem 3.

Dalje, ucestalost alela A u prvoj generaciji je:

1
T :f1+§gl = 2§ + Toyo = To(To + Yo) = To

1 2
y1="hi+ 591 = Yo T ToYo = yo(zo + Yo) = Yo
Kako su 1 = x¢ i y1 = yo, znaci da ucestalost alela u novoj generaciji mora biti jednaka kao ona

u prethodnoj, ¢ime smo dokazali deo pod rednim brojem 1.
2. sledi iz fo = 22 = 22, nastavimo i za f3, fa,...,fn = x3. Analogno i za gy, hy O
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U ovako formulisanom modelu sem §to smo pretpostavili slu¢ajno parenje medu jedinkama, pret-
postavili smo i sledece stvari:

1. iskljucili smo moguénost mutacija

2. iskljucena je prirodna selekcija (svim genotipovima je data jednaka verovatnoéa prezivljavanja i
parenja; moguénost stvaranja novog genotipa zavisi samo od zastupljenosti genotipova roditelja
u ¢itavoj populaciji)

3. populacija je zatvorena, nema migracija

4. nema razmnozavanja izmedu dve generacije. Imamo nultu generaciju koja proizvodi prvu itd.

Da bi nas sistem slu¢ajnog razmnozavanja imao smisla, moramo pretpostaviti da je odnos muskih
u odnosu na zenske jedinke 1:1 i da je populacija beskona¢no velika.
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2.2 Nasledivanje gena na X hromozomu

Neka se sada gen ¢ije nasledivanje posmatramo nalazi na X hromozomu (polni hromozom) i neka on
ima dva alela A i a. Kako Zenska jedinka nasleduje i od majke i od oca X hromozom, ona ¢e imati
tri moguéa genotipa AA, Aa i aa, dok ¢e muska jedinka imati samo dva AY i aY (krace A i a).

Teorema 2.2.1 ( Hardi - Vajnbergov zakon za gene na X hromozomima). Neka je data diploidna,
dvopolna, zatvorena populacija koja se razmnoZava polno i slucajno. Pretpostavimo da nemamo
mutacija 1 da su svi genotipovi imaju jednaku verovatnoéu razmnoZavanja i preZivljavanja. Pos-
matrajmo prenos gena koji se nalazi na X polnom hromozomu, koji ima dva alela A i a. Ako je
inicijalna ucestalost muskih genotipova pg A+ qoa =1, a Zenskih uwAA+ 2v Aa+waa =1, tada
sledi da ¢e populacija dostic¢i ucestalost muskih, odnosno Zenskih jedinki redom:

aA+(l1—a)a
a? AA+20(1 —a)Aa+ (1 —a)’aa+ 1
gde je o = %(u+v)+%po.

Dokaz. Analogno kao i u Teoremi 2.1.1 interesuje nas koja ¢e ucestalost genotipova biti u narednoj
generaciji.

genotip roditelja  v-¢a ovakvog parenja v-Ca genotipa deteta
AA x A wpo SAA+ A
AA X a upg %Aa + %A
Aa x A 20p0 TAA+ A0+ 34+ da
Aaxa 2vqq ZliAa + Zliaa + Zl[A + lea
aa X A wpg %Aa + %a
aa X a wqo %aa + %a

Dakle, prva generacija zenskih jedinki ée imati tri genotipa sa verovatnocamas:

pop1 AA + (poqr + qop1) Aa + qogi aa =1

dok ¢e muske jedinke imati dva genotipa sa verovatnocama:

mA+qa=1

gdesupi=u+vig=1-pm
Nastavimo ovaj postupak dalje, i dobijamo da ¢ée n-ta generacija zenskih odnosno muskih jedinki,
redom, izgledati:

PnPn—1 AA+ (Pnn—1 + @npn—1) Aa + ¢ngn—1aa =1
Pn A+ qn a = 1
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gde Su Pn = Pn—1Pn—2 + %(Pn71(an2 + dn—1 +pn72) i dn = 1-— Pn
Kada uvrstimo formulu za ¢, u formulu za p,, dobijamo:

1
Pn = i(pn—l +pn—2)

Sta ée se desiti kada n — oo ?
1
Pn = i(pn—l +pn—2)

Neka je Op =Pn —Pn—-1 = Pn = 0n+Pn-1

1 1
= Qn +Pn—1 = 5Pn-1+ 5 Pn-2

2 2
1 1 1
Qp = ipn72 - §pn71 = _5 Qp—1
1 1/ 1 "
Ay = —§Ozn,1 = _5 _5 Qp_2 = ... = —5 (7))
= Pn=0p +Ppn1 =0 +Qn_1+pPp2=..=0p t0p_1+..+ a0 +Dpo=

n n—1 1 n k
! + (-1 bt (-1 +oo+po=po+an Y !
B (&) B Qo T ... 5 Qo T Gp T Po = Po T Qo 2 5

Pustimo da n — oo

[eS) k
lim p :po+aoz 1 =po+gao=gp1+1p0=1(u+v)+lpo
n—oo’ " P 2 3 3 3 3 3
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Moranov model

Posmatrajmo haploidnu populaciju koja ima dva genotipa, A i a. Na§ model ima slede¢u postavku:
iz trenutne generacije na slucajan nac¢in biramo jedinku koja se razmnozava bespolno, odnosno
odabrana jedinka stvara jedinku nove generacije koja ima identican genotip. U isto vreme, druga
slucajno izabrana jedinka iz iste populacije umire. Vidimo da je veli¢ina populacije konstantna.
Uvodimo oznake:

X, - broj A alela u n-toj generaciji
N - velicina populacije

Ako trenutna generacija ima ¢ jedinki sa A genotipom, onda ¢emo imati N — i jedinki sa a
genotipom, gde ¢ € 1,..., N. Verovatnoce prelaza su:

7 7
Pii-1 = Piit1 = <1 — N>

L\ 2 N
(AN L (oL
ro= () + (%)
Primetimo, p; ; = 0 ukoliko j ¢ i — 1,4,i + 1. Takode, jasno je da je poo = pn,n = 1 zbog toga

8to jednom kada alel A ili a nestane iz populacije, ne moze vige biti vra¢en. Stoga, stanja 0 i N su
apsorbujuca.

E(Xpy1 | Xp=1)=(i—1)psi—1 +ipii + (0 4+ 1)piiv1 =

b ) (8 (8 s )

Kako je E(X,41 | X, =1i) =1 sledi da je (X,),>0 martingal.
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D(Xpt1 | Xn:i):E(Xr2L+1 | Xn:i)_Ez(Xn+l | Xn=1i)=

Neka je t = min(X, = 0V X,, = N) vreme fiksacije, odnosno vreme nakon kojeg sve jedinke
imaju jednake genotipove. Kako je moguce dosti¢i apsorbciono stanje iz bilo kog pocetnog, imamo

= (i —1)pii—1 +%pii + (i + 1)*piip1 —
:(i—1)2% (1—;}
:(i—l)Z% (1—;}
:(i—l)Z% (1—&) —2%&(1—;\']

-N N

i i
:2.7 1_7
v(-%)

da vazi:

Neka je matrica P = [p; ]; ;. Zanimaju nas njeni karakteristi¢ni koreni uz pomo¢ kojih éemo
videti kojom brzinom se populacija priblizava apsorbcionom stanju u kojem ostaje zauvek, odnoso

()

it =

N

1— —

Z'>2>+(z'+1)2i

‘ (1—Z> (2—2i+1—-2+i+2i+1) =

Pt<oo | Xo=1)=1 VO<i<N

u genetici, videéemo kojom brzinom ¢e populacija postati homozigotna.

Lema 3.0.1. Neka je data matrica R = [r; ];; gde sur;; = (;), 0 <i,7 < N. Tada sledi da je

R~ =8 =[s;]i; gde su vrednosti s; j = (—1)"+J (;)

Dokaz.

N

[R-Slij = (;) (—1)F*9 (k>

k=0

Treba da dokazemo: R-S = E.

1.

1<J ‘

Posmatrajmo proizvod (;) (1;)

Ukoliko je k < ¢ sledi da je k < j pa je (];) =0.
Ukoliko je k < i sledi da je (}) = 0.

L=

Proizvod koji posmatramo je sada: (}) (k)
Ukoliko je k < i sledi da je (%) = 0.
Ukoliko je k > i sledi da je (}) = 0.
Ukoliko je k =i sledi da je (;) (%) = 1.
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3. 0>

Posmatramo sumu: fo:o () (=1)k+ (];)

Ukoliko ke k < j sledi da je () = 0.

Ukoliko je k£ > i sledi da je (}c) =0.

N it k! (i —Jj)! i_
DYy TRy A e R
e (i —j)! il P

Kakojei>j i i>k>j = i—k>i—j

= (Z_]>: Vk iZ>2k>j
i—k
N /i k
SN0
k=0 k J

Zakljucujemo da matrica R-S ima sve nule sem na dijagonali gde su jedinice, odnosno R-S = E. [

Lema 3.0.2. Matrica R~'PR = [a; ;] ima sledeée vrednosti:

(2 —1 (N —1
wim1- LoD (N i)

P Qi = = s i =020 ] #i,i+1

Dokaz. Obelezi¢emo elemente matrica R~!, P, R sa 44> Di,j, Ts,; Tedom, gde 4,5 =0,..., N.

Kako je P = [pry] =0 zal & k—1,k,k+ 1, element (i, ) matrice R~! - P - R, odnosno koriste¢i
prethodnu lemu, matrice S - P - R jednak je:

N

> Sik - (Pkk-1Tk—1.j T PrkTh s + Dhki17h41,5) (%)
k=0

Kako je s, = (—1)"**(}) vidimo da ¢ée s;; = 0 ukoliko je k > i.

Kako u jednacini sr imamo vrednosti ry_i;, 7%, j,7k+1,; Koje iznose (kj_.l), (’;),( redom,
vidimo da ukoliko je j > k 4 1 vrednosti ovih faktorijela ée biti 0. Sledi da j < k + 1, odnosno
k>j—1.

Imamodavazij—1<7 = j<i+1

Dakle, nasa suma iz ¥ izgleda ovako:

k+1
i)
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N
E Sik - (Phk—1Tk—1,j + Dk ,kTh,j + Phkt1Th+1,5) =
k=0
i
= E Sik * (Phok—1Tk—1,j + DhokTh,j + Phokt1Th41,5) =
k—j—1

-2 QRO OG04 )5 0-3) (7
-2 VR GO (G 5 095 (-0 (5

- S et (R (-5 [ = () ()] e ()

=j—

Primetimo da vazi:

G =G5 = (5)-0)-(G2)
(5720 (5 =00 - () 2 0)+ 0)+ (20) - 6)

Sada izraz iz ¥ ima oblik:

S (Q)x (-5) () 2 e ()0

Moze se pokazati da je taj izraz jednak nuli ukoliko je j < i. Znaéi da je j > ¢ u obe sume.
Ranije smo pokazali da je j < ¢+ 1, Sto nam daje da su jedine dve moguénosti za j, j =, + 1.

Naga matrica A ima vrednosti:
-1 21 = (1=
s () (L) =x (1-5)

aiit1 = (=1)* C)]if <1 B ]i[) (2 : 1




Teorema 3.0.3. Karakteristicni koreni matrice prelaza P Moranovog modela su

i1

N=1-——p

i=0,..,N

Dokaz. Dokaz sledi iz prethodne leme, kako je matrica R~! - P - R donja trougaona matrica, njeni
karakteristi¢ni koreni su vrednosti sa dijagonale. Takode, karakteristiéni koreni matrice Pi R~!-P-R
su jednaki, ¢ime je tvrdenje dokazano. O

Vidimo da su 0 i N apsorbciona stanja, zanima nas koliko vremena treba da se ova stanja
dostignu? Ovde ¢emo koristiti slucajnu promenljivu koja predstavlja vreme potrebno da se dode u
apsorbciono stanje.

HA =inf{n>0:X, € A}

Vidimo da je ovo najkrace vreme nakon koga je ¢itava populacija homozigotna, odnosno nakon
koga je alel a zauvek izgubljen. Ukoliko nemamo takvu populaciju pisemo inf {(}} = oo.

Sa kf = E(H* | X, = 1) ¢emo oznaciti oéekivano vreme potrebno da dodemo u apsorbciono
stanje ukoliko je inicijalna populacija imala i jedinki sa alelom A.

Kako se pojedinaci iz jedne generacije nasumi¢no odaberu za reprodukciju, a u isto vreme se
jedinka iz iste generacije zamenjuje potomkom druge, a ovaj proces se nastavlja dok sve jedinke ne
budu u potpunosti zamenjene, zaklju¢ujemo da je vreme izmedu tranzicija je slu¢ajna promenljiva
sa eksponencijalnom rapodelom. Sledi pojasnjenje:

1. Svojstvo nepaméenja: Verovatnoca tranzicije u svakom trenutku je konstantna i ne zavisi od
prethodne tranzicije. Ovo svojstvo je poznato kao svojstvo nepaméenja, sto je karakteristicno
za eksponencijalnu raspodelu.

2. Poasonov proces: Moranov model se moze shvatiti kao Poasonov proces, gde je verovatnoca da
se tranzicija dogodi u malom vremenskom intervalu proporcionalna duzini tog intervala. Ovo
je jos jedna karakteristi¢na osobina eksponencijalne raspodele.

3. Markovsko svojsto: Moranov model zadovoljava Markovsko svojstvo, $to znaci da verovatnoca
tranzicije zavisi samo od trenutnog stanja, a ne od prethodnih.

Ove osobine zajedno impliciraju da je vreme izmedu tranzicija u Moranovom modelu eksponen-
cijalno rasporedeno.

Populacija od N jedinki prema Moranovom modelu evoluira, kao $to smo rekli, eksponencijalnom
brzinom sa parametrom (];’ ) Ovaj model se zasniva na pretpostavci da se samo jedan pojedinac
bira za reprodukciju i da se jedan pojedinac bira za eliminaciju u svakom diskretnom vremenskom
koraku. Kako je populacija velicine N, tada postoji N(N — 1) razlicitih parova jedinki koje mogu
ucestvovati u interakciji reprodukcije i eliminacije u svakom koraku. Ovaj izraz se deli sa 2, poSto
svaki par dolazi u obzir tacno dva puta (npr. par (1,2) je isti kao i par (2,1)), pa dobijamo vrednost

od MQ_—D parova jedinki koje ucestvuju u ovoj razmeni.
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Teorema 3.0.4. Vektor ocekivanog vremena dostizanja apsorbcionog stanja k* = (lc;4 1€ )
je minimalno nenegativno resenje sistema linearnih jednacina:

Er=0 icA
k?ZI—szij'kf Z%A
jeA

Teorema 3.0.5. Ukoliko je ucestalost alela A u inicijalnoj populaciji p, onda je ocekivano vreme
za, apsorpciju priblizno jednako:

t(p) = —2(plog (p) + (1 — p)log (1 — p)).

Dokaz. Da bismo izracunali ocekivano vreme za apsorbciju Moranovog modela, prvo je potrebno
da izracunamo oc¢ekivani broj tranzicija fiksiranog diskretnog lanca do apsorbcije. Taj broj ¢emo
pomnoziti sa oc¢ekivanim vremenom izmedu tranzicija kako bismo dobili trazenu vrednost.

Koristimo prethodnu teoremu i imamo:

k’i=1+zpi]"kj=
P

i(N —1) i(N —1) 2 (N —i)?
R ey e SRy ol K

N? N?
i(N —i (N —1i 2i(N —1
= ]. + %kﬂ»l + %kifl + (1 - (n2)> kz
N2
= ki+172k’i+k¢_1 :*m Z‘Zl,...,Nfl.
Sada nam jos treba ocCekivano vreme izmedu tranzicija. Znamo da se tranzicije deSavaju sa
N(N —-1) C e y .. L . .
stopom ———= po jedinici vremena, Sto znaci da je ocekivano vreme da se jedna tranzicija desi
u jedinici vremena zapravo reciprocna vrednost, odnosno jednako je: m

Dakle, ocekivano vreme za apsorpciju je jednako

2 LN - R
ORI P s P

j=1 j=i+1

Zapisimo i kao ¢+ = pN i dobi¢emo da je:
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2 : N—i+N_1 iy 2 PN —pN Nz‘:l pN\
NN -1) j:1N*‘7 j=it1 N(N -1) j=1 N=j j=pN+1 7
IN pN 1_p N-1 P
N(N-1) .2ij+ 2 il
Jj=1 J=pN+1
5 pN N-1
=y (0P e 2 )R
j=1 j=pN+1

~ —2((1 —p)log (1 — p) + plog (p))

Poslednju jednakost (pribliznu jednakost), ukoliko je N veliko, ¢emo dobiti iz aproksimacije
Rimanovim sumama na podintervalima:

N—-1 N
1 1 N N

E f:/ daczln( )zln(>:—ln(p)
Vi pN+1x pN+1 pN

j=pN+1
PN N N
1 1 / 1 ( N )
—_— = =~ ~dr=In{——|=—-In(1-p)
j; N—j jzgvjﬂ J IN@a-p) T N(1-p)

Napomena: Granice integrala su odredene vremenskim intervalom u kojem se trazi o¢ekivano
vreme do apsorpcije. Ukoliko poc¢etno imamo ucestalost alela A u populaciji jednaka p, onda imamo
pN jedinki sa alelom A, a N(1 — p) jedinki sa alelom a. O
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Wright - Fisher model

4.1

Osnovni model

Hardi - Vajnbergov zakon iz prethodnog poglavlja ima dosta ogranicenja - slu¢ajnost proizilazi samo
iz slucajnosti razmnozavanja odredene generacije; smatra se da je populacija na kojoj primenju-
jemo ovaj model beskona¢no velika. Oc¢ito je da ovako konstruisan model ne moze da pokrije slucaj
genetickog drifta u populacijama konaé¢ne velic¢ine.

Postavka modela:

Populacija je diploidna, razmnozavanje je polno i slu¢ajno
Posmatramo alele A i a i genotipove AA, Aa i aa

Ucestalost genotipova je jednaka kod oba pola. Ako govorimo o hermafroditima', npr. biljkama,
jasno je da ovo ne predstavlja nikakvo uproscavanje sistema.

Velicina populacije je u svakoj generaciji u toku vremena konstantna i ima N jedinki. Ovo ocito
odstupa od realnosti pa mozemo interpretirati ovu postavku na sledeé¢i nac¢in: od ¢itave pop-
ulacije kojoj varira velli¢cina mi izaberemo N jedinki koje uzimamo u analizu modela. Vidimo
da slucaj u kome se veli¢ina populacije smanjuje nije pokriven ovim modelom.

posmatramo ucestalost gena a ne genotipova

Uvodimo sledeée oznake:

X, - broj A alela u n-toj generaciji n =0, 1, ..., 2N

= broj a alela u t-toj generaciji isnosi 2N — X,

Vidimo da je X,, diskretna slucajna pomenljiva sa binomnom raspodelom n =0,1,...,2N

) 1
Xn—Z = Xn+1B<2N,2]V>

= X = Xy, Xy, ..., X, je niz slucajnih promenljivih, a kako raspodela alela n + 1-e generacije
zavisi iskljucivo od raspodele alela u n-toj, X je takode i Markov lanac:

lThermafrodit - jedinka koja stvara i muske i Zenske polne éelije
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IN i\’ i \2NI
P(X,1=ilX, =)= (" ) [—) (1-—
Ko =% =0= (") (a5) (1~ 3v)
i,j=0,1,..2N

Stoga, matrica prelaza za jedan korak je P = [p;;] = P(X,,+1 = j|X,, = ¢). Dimenzije matrice P
su2N 4+1x2N +1.

Tako ovaj model nema tendenciju za usmerenu promenu u ucestalosti gena, slu¢ajni odabir jedinki
za razmnozavanje ¢e nakon nekog vremena dovesti do toga da sistem dostigne apsorbujuca stanja.
Kada se apsorbuju¢a stanja dostignu, genetska varijacija ¢e zauvek biti izgubljena. Vidimo da su
stanja 0 i 2N apsorbujuca, vazi:

lim X,, =0 VvV lim X, =2N
t—o0

t—o0

Ukoliko su karakteristi¢ni koreni matrice prelaza P \; ¢ =0,...,2N, kako imamo dva apsorp-
ciona stanja znamo: A\g = A1 = 1, dok su ostali karakteriisticni koreni razliciti.

Ako je broj alela A u inicijalnoj populaciji i (Xo = ¢) koje su verovatnoée da Markov lanac bude
apsorbovan u stanju 0, odnosno 2N? Obeleziéemo ove verovatnoce sa bg(i) i ban (i) redom.

Vidimo da sluc¢ajni proces (X,,)n>0 ima sledeéu osobinu:
EXp1 | Xp) =X, Vn
) J )
E(Xpy1 | Xn=j)=2N ;==

2
A kako govorimo o lancu Markova, imamo:

E(Xn+1 | X(),Xl, ,Xn) = Xn vn
Dakle, (X,,)n>0 je martingal za koji vazi E(X, | Xo = i) = i. Kako je martingal uniformno
ogranicen imamo:
E(hm Xn|X0:i) =
n—oo
E ( lim X, | Xo = z) =0-bo(i) + 2N - bon (i)
n—oo

A bo(i) =1 — —

= bQN(i): oN

-
2N
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Sada nas zanima kojim ¢e brzinom nasi lanci Markova dostié¢i apsorbciono stanje. Ovaj vremenski
interval predstavlja sluéajnu promenljivu koju ¢emo zvati vreme za apsorbciju. Kada govorimo o
genetici, ovo vreme zapravo predstalja vreme koje je potrebno kako bi heterozigoti, odnosno aleli Aa
u naSem sluc¢aju, u potpunosti nestali iz populacije.

Lema 4.1.1. Neka je 2 < r < 2N i neka je ag,aq, ..., a, niz brojeva razlicitih od nule. Tada sledi
da vektor v = (xo, 21, ..., xan) gde je Ty, =Y i_oa; - k' je nenula vektor.

Dokaz. P(k) = Y.i_,a;k" je polinom reda r < 2N i ima najvise r reSenja. Kako je z, = P(k) za
k=0,1,...,2N sledi da ne mogu svi x, biti istovremeno nule, tako da je v nenula vektor. O

Lema 4.1.2. Ako su 2 < r < 2N i ag,...,a, brojevi razli¢iti od 0 tada vazi da je vektor v =

- k!
(zg, ..., xan) nenula vektor gde je T, =Y _,a; - (=)

Lema 4.1.3. Za svaki broj k > 0 polinom x(x —1)-...- (x —i+ 1) gde je 0 < i < k predstavlja bazu
vektorskog prostora svih polinoma stepena manjeg ili jednakog sa k.

Teorema 4.1.4. Brojevi A\, 1 <17 < 2N su karakteristicni koreni Wright-Fisherova matrice prelaza
P, gde su A, definisani na sledeci nacin:

Ao=1 i /\,.:1(1— L )-...-(1—7‘*1) al<r<2N

2N 2N

1 0

1 1
Dokaz. Posmatrajmo dva vektora: vg = | .| ivy =

1 2N

Primetimo da su to da linearno nezavisna vektora dimenzija 1 x (2N + 1). Vaze jednakosti:

Pvg=v9g N Pvi =1

Kako je P matrica prelaza, zbir elemenata u svakoj vrsti (ili koloni) je 1, tako da je prva jednakost
jasna. Takode, znamo da j-ta vrsta matrice predstavlja binomnu raspodelu slucajne promenljive

B : (2N, ﬁ) iz cega sledi da vazi i druga jednakost.

U Markovljevim lancima, karakteristi¢ni koren 1 uvek odgovara apsorburaju¢em stanju. Apsor-
birajuca stanja su stanja u kojima se lanac zavrSava i vise ne moze preéi u bilo koje drugo stanje.
Kada je lanac u apsorbirajué¢em stanju, verovatnoca ostanka u tom stanju je 1, sto znaci da ce
karakteristi¢ni koren za to stanje biti 1. Kako mi imamo dva apsorbujuca stanja sledi da ¢e 1 biti
dvostruki karakteristi¢ni koren matrice prelza P.

= M=A1=1
Treba dokazati da Vr = 2,...,2N i v, nenula vektor vazi:
Pv, = M\,

Tada ¢e slediti da su A, karakteristi¢ni koreni matrice P
Formira¢emo v kao u lemi 4.1.2:

- !
v = (20, ...,Tan) gde su xp = D _gar- ﬁ
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v zadovoljava uslov Pv = A,v akko Vj =0,1,..2N

zz )
S ) (-5 e
SN () e

lOkl

22 2
EEW () R W 4
:iz 2N—l QN(QAIL)T(I?!—Z)! (ﬁv)k (1 2§v)2N—k"”

T (2(;N—)Z> <])i<25 —_zl) (2@ (12§§>2Nk
eN)! (g
TN ) <2N) S

N G )
= Arxj—;%mv_O!(m) s ay ()

Il
. HM

Napomena, vaze jednakosti:
il 2N o g j k—1 j 2N—k
Vk<l —=0 A —— 1-— = =1
= S0 y) (av)

Postavlja se pitanje kako da izaberemo vrednosti ag, ..., a,- da bismo dobili bas ono §to nam treba.
Koristiéemo lemu 4.1.3 iz koje imamo da Vr 0 < r < 2N postoje koeficijenti ¢, o, ¢ 1, ..., G pr
tako da vazi u nasem slucaju:

<2§V)T_T§cm~j(j1)-.-.~<jm+1>

ZapiSimo A, na malo drugaciji nacin:

1 r—1\ 2N -1 ON — (r — 1) (2N)! 1
AT:(l_zN) ""(1_ 2N>: oN IN ~ 2N - @N)
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= A\ = av 1 Cpy (%)
v s e Y& @N) : !
(#)+ () = Az; = )\T;al-(j 1 2 GN D) <2N> ap = 2 N ap- Z:Oq’m.i(j Y

- Iy (2N)! 5
> o = 5 [ S e ] g

_ |
m=0 m=0 Li= J m)
. (2N)!
= A\am :émalcl’m GN =) Ym=0,1,..,r (1)

Vidimo da ukoliko je m = r ova jednakost vazi za svaki izbor broja a, zbog toga $to je a, # 0
i zvog same definicije .. Posto vazi za svako a, uzimamo a, = 1. Zapisimo (1) na malo drugaciji
nacin:

N
)\7‘ m = AmCmm * m Taar v
tm = GmCm, (2N m) l;ﬂ‘”q 2N —1)!

(2N
(AT+)‘ cm = Z AIClom * 7o~ vy )

2N — 1)l
l=m+1
(2N
= m m "’ 2
A W +A Z_ZHC”CZ (2N —1)! @)

Kako je m > 2 A m < r sledi da je A, # A,,. Kako smo uzeli da je a,. = 1 iz jednacine
(2) mozemo odrediti sve a1, ...a, tako da su vrednosti za A, 1 < r < 2N karakteristi¢ni koreni
matrice prelaza P.

O

Najvedi karakteristicni koren matrice prelaza P koji nije jednak jedinici je Ao =1 — % koji je
u slucaju velikih populacija veoma blizu jedinici. 1z toga zaklju¢ujemo da, iako u ovakvom modelu
geneticka varijacija mora vremenom biti izgubljena usled gubitka jednog alela pa ¢e samim tim biti
dostignuto apsorpciono stanje, potrebno je mnogo vremena da se to desi. Sada nas zanima koje je
ocekivano vreme koje je potrebno da se dostigne apsorbciono stanje?

Veoma je tesko doci do eksplicitnog izraza za Cekivano vreme do apsorpcije, ali mozemo da
dobijemo dosta dobru aproksimaciju. Obelezimo ucestalost alela A u populaciji sa p = ﬁ i pret-

postavimo da oéekivano vreme do apsorpcije moze biti aproksimiramo funkcijom klase C?([0,1]),
oznagi¢emo tu funkciju sa t(p) € C?([0,1]). Znamo da vazi:

X,=i = B(2N
i > B(vgy)

= E(Xn+1|Xn:Z):2Nﬁ:’L
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. i i i(2N — i)
Var(X X, =i)=2N —  [1- -+ )=221"Y
ar(Xns1 | Xn =) 2 ( QN) 2N

Sada nam treba promena udela alela A u populaciji. To ¢e biti slu¢ajna promenljiva, koju é¢emo
obeleziti sa dp i koja je jednaka:

Xn
" =on TP
X, 1 1 1 1
= E(5P>:E<21v‘p) “on P ey = oy man ¢
X, 1 1 (2N —i 1
Var(s,) = Var (QN —p) = W-Var(Xn) = (2]\[)22N) = ﬁp(l —p)

Vidimo da je ocekivanje d, jednako 0, i varijansu koja je veoma mali broj sledi da je promena
veoma mala vrednost.

Koristiéemo teoremu kao i u Moranovom modelu, gde znamo da je k#* vektor ocekivanog vrema

potrebnog da dodemo u apsorpciono stanje ukoliko je inicijalna populacija imala i jedinki sa alelom
A. Takode, vazi:

k=14 pij- ki
p

gde je p;; verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stanje. Prema tome, izraz pijk]A predstavlja
ocekivano vreme potrebno da dodemo u apsorpciono stanje ukoliko smo iz i-tog stanja presli u
j-to.

Kako je funkcija t(p) € C? ([0, 1]) mozemo je razviti u Tejlorov red u okolini p:

= t(p):ZP(p—>p+5p)-(t(p+6p)+1)z

61’
2
~ %:P(p —p+0p) - (t(p) + 0, (p) + %”t” (p) + 1) —
= t(p) + £ (P)E(5,) + 57 ()E(D) + 1
Kako je
B@)=0 A Var(,) = B@) - F(5,) = B@}) = 5op(1 -~ p)

gornji izraz je jednak:

t(p) = t(p) + ﬁp(l —-p)t"(p) +1

p(1 —p)t"(p) = —4N

Ocigledno, ukoliko je p = 0 ili p = 1 to znaci da je ve¢ dostignuto apsorpciono stanje pa je
ocekivano vreme do apsorpcije u tom slucaju jednako 0. Zbog toga imamo pocetne uslove:
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t(0)=1t(1)=0
Dakle, resavamo diferencijalnu jedna¢inu drugog reda sa pocetnim uslovom:

s AN
p) = p(1—p)
£0) = t(1) = 0

AN 11
t :/—7d = —4N- (+)d = —4N - (Inlp| + In|1 — p|) + C
(p) i)™ P L ( p| + In| pl) !

= t(p) = / (— 4N - (ln|p\ +In|1 —p|> + C’1>dp =
= —4N(/ln|p|dp+ /ln\l —p\dp) +C1-p+Cy =
= —4N</ln(p)dp — /ln(l —p)dp) +Ci-p+Co
Resi¢emo [ In(p) parcijalnom integracijom:
u=In(p) = du= 1dp
b
dv=dp = wv=p
1
/ln(p) :uv—/vduzp-ln(p) —/};pdpzp%n(p) —p
Analogno, resavamo [ In(1 — p) parcijalnom integracijom, ali prvo uvedemo smenu:
l-p=m = —dp=dm
/Zn(l—p) = —/ln(m)dm: —m-Iln(m)+m=—-1-p)-n(1l—p)+ (1 —p)

Vra¢amo se na nas izraz za t(p):

t(p) =—4N(p~ln(p)—p+(1—p)-ln(1—p)+1—p> +Cip+Co =
= ~4AN(p-In(p) + (1 = p) - In(1 = p)) + C1p+ C

gde su C7 i C5 neke konstante koje ¢emo odrediti iz pocetnih uslova.

H0)=0 = (=0
t(l):() = Ci=0

Na kraju dobijamo da je o¢ekivano vreme do apsorpcije priblizno jednako:
_4N<2N (o) + (1= g) (1= 2]\7))
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4.2 W-F model sa razli¢itim velicinama populacije

Uvodimo moguénost promene veli¢ine populacije iz generacije u generaciju. Na$ model ¢e u n-toj
generaciji imati N,, jedinki, odnosno 2N,, alela.

Razmatrac¢emo dva sluc¢aja: onaj u kome je velicina populacije deterministicki odredena i onaj
gde je veli¢ina populacije slucajna promenljiva.

4.2.1 Deterministicki odredena veli¢ina populacije

Neka je (Np)n>0 niz pozitivnih brojeva gde sa N,, obelezavamo veli¢inu n-te generacije. Kao i ranije,

X, je broj alela A u n-toj generaciji. Ako je X,, = j, uslovna raspodela slu¢ajne promenljive X, 1

je binomna B : (2Nn+1, ﬁ) Vidimo da i ovde ne uti¢u prethodne generacije 0,1,...,n — 1 na
n

raspodelu slucajne promenljive X, 11, tako da pretpostavljamo da ¢ée (X, )n>o imati Markove os-

obine.

Posmatrajmo sluc¢ajnu promenljivu Y,, = 2)](\}’
n

Teorema 4.2.1.

1. (Yo)n>o je martingal 1 Y = lim,, o, Y,

2. Pretpostavimo da je P(0 <Yy <1)>0. Tada, P(Y =0VY =1)=1=akko ), Nin =00
Dokaz.

1. Kako je za date Xy, X1, ..., X,, uslovna raspodela slu¢ajne promenljive X,, 1 : B <2Nn+17 QXTT:L)

sledi da je Y,, martingal. Vidimo iz same formulacije Y;, da Y,, € [0, 1].
Koristi¢emo Doob-ovu teoremu za konvergenciju martingala koja kaze da ako je (X, )n>0 mar-
tingal sa sup,— 00 | X,| < 00 tada X, konvergira sa verovatno¢om 1 ka slu¢ajnoj promenljivoj
X koja ima konacno ocekivanje.
Imamo sada da je Y,, martingal i da Vn 0 < Y,, < 1 pa Doob-ova teorema za konvergenciju
martingala implicira da Y postoji sa verovatno¢om 1:

Y = lim Y,

n—oo

2. Prvo, primetimo sledeée, ukoliko imamo slucajnu promenljivu Z sa binomnom raspodelom,
Z : B(m,p) tada vazi:

E (Z (1 - i)) = %E(Z) - %E(ZQ)
= B(2) - —(D(2) + B*(2)
= %mp — —5 (mp(1 —p) + m?p?)



Kako Y,, = QXTn ,gde X141 : B <2Nn+1, 2XT") uz pomo¢ gore navedene jednakosti imamo:

Xn Xn X, X, 1
- 22 X, X 1-—
2N, 41 2N, 41 ~ 2N, 2N, 2N, 41

1
E(Yp1(1=Yos1 | X0, X)) =Yo(1-Y,) (1—
2Nn+1

Trazimo ocekivanje i od leve i od desne strane jednakosti i iskoristimo osobinu uslovne verovatnoce
E(E(X | Y)) =EX):

t

1
2J\Tn—i-l

E(Ypi1(1 = Ypy)) = (1 - ) E(Yn(1-Yy))

Dobili smo rekurentnu vezu iz koje sledi:

B(Y(1 - Ya)) = B(¥o(1 - ¥p) H(l—m) (%)

Koristicemo Teoremu dominantne konvergencije koja kaze: Neka je (X, )n>0 niz slucajnih
promenljivih koje skoro sigurno konvergiraju ka sluc¢ajnoj promenljivoj X. Pretpostavimo da
postoji slu¢ajna promenljiva Y takva da |X,,| < Y skoro sigurno za svako n i E(Y) < oo tada
sledi lim,, o F(X,) = E(X)

Sada u nasem slucaju, ako uradimo lim,_, leve i desne strane (%) imamo

E(Y(1-Y)) = E(Ys(1-Yp)) U ( )

PO<Yy<1)>0 = EY(1-Y)=0 & ﬁ( >=0

0<Y<1 =EY(1-Y)=0 & PY=0vY=1)=1
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4.2.2 Proizvoljna veli¢ina populacije

Sada ¢emo da posmatramo veli¢inu populaije u n-toj generaciji IV,, kao slu¢ajnu promenljivu. Pret-
postavi¢emo da za date (Xo, Np), ..., (X, Ny) 1 Np11 uslovna raspodela slu¢ajne promenljive X, 41

je B (2Nn+1, 2)](\/@”) Kao i ranije, posmatra¢emo sluc¢ajnu promenljivu y, = 2)](V Primecujemo:

Xn
E(Yni1 | X0y X, Ny, o Npy1) = E [ =25 | X, oo, Xy Noy ooy N1 | =
2Nn+1
1
- CE(X, X0, e Xy Noy . Nyp1) =
av o B | X 0, Nuy1)
1 Xn
= CON. - —
2N, "Tan,
_ Xn _
= o7 =
:Yn

Uz pomoé (%) dobijamo:

1
E(Ypi1(1=Yui1) | XoyooXn, Noy o :Npy1) =Y, (1= Y,) (1 —
2J\]’n—i-l

Dakle, (Y,,)n>0 je martingal i po Doob-ovoj teoremi za konvergenciju martingala Y = lim,, o Y,
postoji sa verovatno¢om 1.

Teorema 4.2.2.

1. Neka je U, =Y,(1-Y,) + Zk o 2Nk 1Yk( —Yi) = (Un)n>o je martingal.

2. Red )", Nl Y. (1 =Y,) konvergira sa verovatnodom 1.

Dokaz.
1.
n—1
E(U, | X0,y Xp,Nos .oy Npyt) = E (Yn(l —Y)+ > N Yie(1-Yy) | Xovn-,Xn,No,-..,NnH) =
k=0 +
=E(Y,(1-Y,) | Xo,...., Xn,No, ..., N, +1)+7§ 1 Yi(1 =) =
) ) b ) b) n 2Nk 1
k=0 +
1 o
=Y, 1(1-Y,1)(1-— - V(1 -Y) =
1( 1)( QN">+kZ_()2Nk+1 k(1= Yk)
n—2 1

:Ynfl(l_Ynfl)'FZQN -Yk(l—Yk):
— 2Nt

= (Up)n>0 je martingal.
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2. Kako su svi (Up)n>0 nenegativne slu¢ajne promenljive, po Doob-ovoj teoremi za konvergenciju
martingala U, konvergira sa verovatnoc¢om 1.
Y,(1 —Y,) takode konvergira sa verovatnoéom 1.

Sledi da Y7, Nl Y. (1 —Y,) konvergira sa verovatno¢om 1.

Teorema 4.2.3. AkoyeP(Zn 1N —oo)—l tada sledi P(Y =0vY =1)=1

Dokaz. 1z Teoreme 4.2.2 imamo da red > - Nl Y, (1 —Y,,) konvergira.

Kako je u nasem slucaju P (22021 NL = oo) = 1 moracde lim,_Y,(1 —Y,,) = 0 odakle sledi da

lijey =0ilijey =1. 0
Teorema 4.2.4. Neka je P(0 <Yy <1)>0

1. Ako Vn NLn < apn gde je (an)n konvergentan niz realnih brojeva, » .~ o, < oo sledi
PO<Y<1)>0.

2. Ako su¥n  Npy1 i (X, N,) je nezavisne sluéajne promenljive i suma ocekivanja sluéajnih
promenljivih NL konacna, >0 E (NL) < oo tada sledi PO<Y < 1) >0.

Dokaz. Pretpostavka P(0 < Yy < 1) > 0 implicira E(Y,,(1 -Y,)) >0 ,Vn.

Imamo da za svako n vazi:

1
E(Ypi1(1=Yui1) | XoyooXn, Noy . Npy1) = V(1= Y,,) (1 —
2Nn+1

Trazimo ocekivanje leve i desne strane jednakosti i koristimo osobinu uslovne verovatnoée E(E(X|Y)) =

E(X), kaoi to daje 1— 5 Niﬂ < 11 dobijamo:

E(Yis1(1 - Yoi1)) < E(Ya(1 - Y,)). (®)

Iz Teoreme 4.2.2 imamo:

U, = +Z YklfYk)
pa za bilo koje n < m imamo:
m—1 1
m—Un—Yn(1-Y,)-Y,(1-Y,)) = Yi(1-Y,
U = U = (L= o) = Yol = o) = 3 g ¥ill = i)

Sada ¢emo da trazimo ocekivanje od leve i desne strane jednakosti i iskoristi¢emo ¢€injenicu da je
(Un)n>0 martingal:
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Pustamo m — oo:

1 = S 1 . J—
E((Ya(1=Yy)) = lim E(Yn(1~Yn)) = ;E <2Nk+1 V(1 Yk)>

Koristimo Teoremu dominantne konvergencije i dobijamo:

1
2N 41

B~ o) - B (1= v) = Y B (i — H1 - 1)
k=n

1. Iskoristimo pretpostavku teoreme da je Vn Nin < ay, gde je (ap), konvergentan niz realnih

brojeva i (@):

1
2Nj 41

B(Ya(1 - Vo))~ BOY(L-Y) =3B ( Vil - V) =)
k=n

=1
< ; S+ B(Y(1 = Y)) =

00
1
< EY,1-Y,)) E 3Ok
k=n

Sada kako je E(Y,(1—Y,)) >0 Vn,a ) - o, <oco. Biramo n takvo da Y ;o apy1 <21
dobijamo:
E(Y(1-Y))>0

= PO<Y<1)>0

2. Koristimo (@) i dobijamo:

oo

B((Va(l - V)~ BY(1-¥) =3 E( !
k=n

2Nk+1

.manﬁ

oo

1
= kz:;LE (2Nk+1> E(Yr(1-Yy)) =

gE@Ml—Km'iiE(ﬂéH)

k=n

Kako kao pretpostavku imamo da je ZZOZO E (NL) < 00, biramo takvo n da Zzozn E (ﬁ) <
n +

1 i dobijamo:

E(Y(1-Y))>0
= PO<Y<1)>0
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Koalescentna teorija

Posmatra¢emo ovu teoriju u Wright-Fisher modelu. Ovaj osnovni model reprodukcije daje opis
evolucije idealne populacije i prenosa gena iz jedne generacije u drugu. Mi ¢emo, kao i uvek pos-
matrati jedan lokus sa dva alela i njihovo ponasanje kroz generacije. Ilustrovan prikaz modela u
haploidnoj i diploidnoj verziji, redom, prikazan je na slikama ispod:

1 2 3 4 IN
—— — —— ] —
1 2 3 4 IN

Slika 5.1. Haploidni model reprodukcije. Geni koji ¢ine trenutnu generaciju (donja linija) se na-
sumicno biraju sa zamenom iz prethodne generacije.

Females Males
1 2 N

/ﬁ

N

Slika 5.2. Diploidni model reprodukcije. Jedinka u trenutnoj generaciji (donja linija) nasumi¢no
bira, s zamenom, jedan od svojih alela iz zenske populacije i drugi alel iz muske populacije.

Radi lakseg uporedivanja haploidnog i diploidnog modela, mozemo pretpostaviti veli¢inu pop-
ulacije od 2N alela, sto odgovara N diploidnih ili 2N haploidnih jedinki. Dakle, haploidni model
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reprodukcije se modelira pretpostavljajuci 2N jedinki. U haploidnom modelu, svaki gen generacije
n+ 1 se dobija kopiranjem gena (alela) nasumiéne jedinke iz generacije n. Ovaj proces se nezavisno
ponavlja dok se ne izabere 2N gena (Slika 5.1). Svaki gen u generaciji n 4+ 1 ima jednog roditeljskog
gena u generaciji n. Gen u generaciji n ne mora imati potomke u generaciji n + 1 i ukoliko nema,
njegova linija je izumrla.

Diploidna reprodukcija kod vrsta sa odvojenim polovima pretpostavlja postojanje dve podpop-
ulacije - Zenske i muske - veli¢cine Ny i N,,, pri ¢emu je N = Ny + N,,, §to ponovo predstavlja 2N
gena. Svaka jedinka bira muzjaka (otac) i zenku (majku) iz muske odnosno zenske populacije iz gen-
eracije n. Unutar genotipa oca i majke, jedan od dva gena, odnosno alela, se bira sa verovatno¢om
0,5. Ova reproduktivna Sena je prikazana na Slici 5.2 Kao i u haploidnom modelu, svaki gen ima
jednog roditeljskog gena koji potice od muzjaka ili od zenke, ali ovde svaka jedinka ima dva roditelja.

Mi ¢emo pratiti poreklo dva alela jedne jedinke unazad kroz vreme u haploidnom i diploidnom
modelu. Postoje odredena ogranic¢enja u vezi sa tim koje roditelje gen (alel) moze izabrati u diploid-
nom u odnosu na haploidni model. U haploidnom modelu, svi geni biraju nezavisno jedni od drugih,
dok u diploidnom modelu drugi gen mora izabrati drugog roditelja u odnosu na prvi gen (ako je
prvi alel izabrao roditelja iz muske podpopulacije, drugi alel mora izabrati roditelja iz zenske pod-
populacije). Genealogki stabla u diploidnom modelu i haploidnom modelu su probabilisticki sliéna
za, velike vrednosti N, N¢ i N,,, zbog toga ¢emo radi prakti¢nosti razmatrati haploidni model.

Broj potomaka odredenog gena, i, u generaciji n predstavlja slu¢ajnu promenljivu. Njegova
raspodela se lako moze izraCunati, jer svaki put kada se stvara novi gen u generaciji n + 1, ima
verovatnotom =% da odabere roditelja i u generaciji n, i ovo uzorkovanje se ponavlja 2N puta s

ponavljanjem. Neka v; predstavlja broj potomaka gena i u generaciji n, ¢ = 1,2, ..., 2N, tada:

o= () (3 (-2

Ovo je primer binomne raspodele, B;(m,p), sa parametrima m = 2N i p = L Dakle, broj
gena koji poticu od odredenog gena ima binomnu raspodelu. Znamo i ocekivanu vrednost, kao i
varijansu:

1
E(vi):mp:2]\7~ﬁ:1

1 1 1

Da je srednja vrednost jednaka 1 je posledica konstantne veli¢ine populacije: Ako bi prosecan
broj potomaka gena bio veéi/manji od 1, populacija bi se poveéavala/smanjivala.

Kovarijanca broja potomaka za dva gena i i j je:

Cou(Vi, V;) = B(V; -V;) ~ E(V))- B(V;) = ~ 5
Koeficijent korelacije je:
_ 1
AL L M SO
DV)D(;) 15
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Dakle, V; i V; su gotovo nezavisni jedno od drugog u slucaju velikog 2N. Intuitivno, oc¢ekuje se
negativna kovarijansa (ili korelacija) jer ako gen i ostavi mnogo potomaka u narednoj generaciji, tada
se oCekuje da ¢e gen j ostaviti malo potomaka. To je zato $to je ukupan broj potomaka svih gena u
jednoj generaciji jednak 2N. Prirodno, ovaj efekat je izrazeniji u malim nego u velikim populacijama.

Ako je 2N veliko, tada slu¢ajna promenljiva v; ima priblizno Poasonovu raspodelu sa parametrom

Verovatnoéa da gen ne ostavi potomke je P(v; = 0) = e~ ~ 0,37, a otprilike 1 — e~ ~ 0,63
svih gena ima potomke. Dakle, u velikoj populaciji sa slu¢ajnim razmnozavanjem, danasnja (pos-
matrana) populacija potice od relativno malog dela gena nekoliko generacija unazad, otprilike 0, 63"
ako se posmatra n generacija unazad. Na primer, populacija veli¢ine 10 000 jedinki (odnosno 10 000
posmatranih gena, alela) potice od otprilike deset predaka (0.1% ukupne populacije) pre otprilike
petnaest generacija (10000 - 0,6315'% a~ 10). Poreklo preostalih gena (otprilike 10000 — 10 = 9990)
u precima populacije pre petnaest generacija nije prezivelo do danasnje generacije.

Slika 5.3 prikazuje Wright-Fisher model reprodukcije u populaciji veli¢ine 10 jedinki tokom pet-
naest reprodukcionih ciklusa, Sto odgovara Sesnaest generacija. Svaki gen je povezan sa svojim
prethodnim genetskim pretkom. Naravno, moguce je da je potrebno vise od Sesnaest generacija da
bi se pronasao prvi zajednicki predak svih gena (eng. MRCA - Most Recent Common Ancestor),
iako to nije slu¢aj u ovom primeru. U odredenoj generaciji sve jedinke koje poticu od prvobitnih N
¢e izumreti osim jedne (u sluc¢aju diploidnih jedinki, ovom Semom moZemo posmatrati rodoslov). Da
bismo to videli, uzorkujemo celu populaciju i pratimo njihovo poreklo unazad dok se ne pronade nji-
hov MRCA. Svi ostali geni (jedinke) iz pocetne generacije nemaju potomke u najnovijoj generaciji.
Kako je veoma tesko pratiti poreklo cele populacije unazad, samo se uzorak n (obi¢no je n mnogo
manje od 2N, tj. n << 2N) gena uzima iz trenutne populacije i interesuje nas genetsko poreklo tog
uzorka. Na slici 5.3 su slu¢ajno odabrana tri gena (1, 2 1 3) u trenutnoj populaciji i prikazane su
veze sa genima njihovih predaka.
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Slika 5.3. Genealogija tri sluc¢ajno izabrane jedinke oznacene brojevima 1, 2, 3. Pretci ovih jedinki
su oznaceni podebljanim linijama Sesnaest generacija unazad.

Kao i u prethodnim modelima, i u koalescentnoj teoriji je prisutna Markovljeva osobina mod-
ela. U genetici je prirodno pretpostaviti da verovatnoéa da se nesto desi (na primer, mutacija
ili pronalazenje zajednickog pretka) zavisi samo od trenutne situacije. U procesima gde se vreme
diskretno meri (na primer, u generacijama), Markovljeva osobina je blisko povezana sa geometri-
jskom raspodelom. Ako je vreme kontinuirano (na primer, mereno Stopericom), analogna raspodela
je eksponencijalna raspodela. Posmatrajmo povratak unazad u vreme gde u svakoj generaciji nas
zanima da li su se dva gena spojila sa zajednickim pretkom. Imamo verovatnoéu p za uspeh i 1 —p
za neuspeh. Jasno je da ovo predstavlja geometrijsku raspodelu. Neka je sa T obelezeno vreme koje
prode do prvog pronalaska zajednickog pretka dva gena. Vazi:

P(T=j)=@1-p)'p

Kod geometrijske raspodele vazi:

P(T>t2 | T>t1)=P(T>t2—t1)

Kada se gleda verovatnoca da ¢emo nadi zajednickog pretka dve jedinke (dva gena) posle vremena
to, pri uslovu da se prvi uspeh desio nakon t1, gledamo situaciju u kojoj smo ve¢ imali najmanje
t1 neuspeha. Verovatnoca da ¢ée se prvi uspeh desiti posle to, ukoliko je T' > t; ¢e biti ista kao da
smo krenuli od pocetka i imali 5 — t; eksperimenata bez uspeha, odnosno, tek da smo nakon tog
vremena pronasli zajednickog pretka dve jedinke. Ova osobina geometrijske raspodele predstavlja
manjak memorije.

Ukoliko bismo sada vreme posmatrali na sve finijoj lestvici vremenskih tacaka, nasa do sada ge-
ometrijska raspodela ¢e postati ekpsponencijalna. Eksponencijalna raspodela ima takode Markovsko
svojstvo: ako je T slu¢ajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom, a to > t; vazi:
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7P(T>t2,T>t17P(T>t2)7€7)\.t27 —A(tz—t1)
PT>ty | T>t)=— gttt = ot = o = e

=P(T >ty —11)

= P(T>t2 | T>t1):P(T>t2—t1)

Sada zelimo da predemo geometrijske raspodele, na eksponencijalnu. To ¢emo uraditi na sledeéi
nacin. T je kao i do sada slu¢ajna promenljiva koja predstavlja vreme koje prode do prvog pronalaska
zajednickog pretka sa geometrijskom raspodelom sa parametrom p Sto znaéi:

P(T>j)=(1-p)
Ako je p malo, T je obitno veliko i moze se meriti na manjoj vremenskoj skali. Pretpostavimo
da je M neki veliki broj takav da je A =pM it = ﬁ U kontekstu koelescentne teorije, M ¢e biti

reda veli¢ine 2N, p ¢ée biti reda veli¢ine 1/(2N), a j ée biti reda veli¢ine 2N. Zamenjujuéi (1 — p)’
kao:

dobijamo

5.1 Diskretno vremenski koalescent

5.1.1 Uzorak od dva gena

Zanima nas koja je raspodela vremena koje prode do pronalaska MRCA (poslednji zajednicki predak)
dva gena iz uzorka u haploidnom modelu sa 2N gena. Verovatnoé¢a da ova dva gena pronadu za-
jednickog pretka u prvoj generaciji je ﬁ - prvi gen moze slobodno izabrati roditelja, ali drugi gen

mora izabrati istog roditelja kao i prvi gen. Verovatnoc¢a da ova dva gena imaju razli¢itog roditelja
jel— 5k

Koristi¢emo oznaku T}, za vreme koje prode do pronalaska MRCA k posmatranih gena.
Kako je uzorkovanje u razlicitim generacijama nezavisno, verovatnoca da ova dva gena pronadu
zajednickog pretka j generacija unazad, koristed¢i istu logiku je:

1\t 1
P(Ty>§)=(1-— — i=1,2,...
(Tr > j) ( 2N> 5N J

Vidimo da slu¢ajna promenljiva T ima geometrijsku raspodelu sa parametrom ﬁ

Ocekivano vreme do MRCA je:

2 (15w ) =2

Dakle, isto kao i broj gena u posmatranoj populaciji.

49



5.1.2 Uzorak od n gena

Zanima nas koja je raspodela sluc¢ajne promenljive T;,, odnosno koja je raspodela vremena koje
prode do pronalaska poslednjeg zajednickog pretka uzorka od n gena.

Posmatrajmo prvo sledeée, koja je verovatnoéa da n gena ima m razlicitih predaka u prvoj
generaciji? Analogno kao i u slu¢aju kod dva gena, prvi gen moze slobodno birati roditelja od 2N
gena (jedinki); drugi gen mora odabrati razlicitog roditelja u odnosu na prvi, tako da on bira od
2N —1 jedinki; tre¢i gen bira od 2N —2 moguca gena i tako dalje. Zaklju¢ujemo da je ta verovatnoca
jednaka:

by a7 () () (o)

1=1

Koristi¢emo sledece jednakosti koje predstvljaju razvoje funkcija u Tejlorov red:

eZ:Zﬁ’ V.
§=0
oo
ln(l—x):—Z—_, ] <1TAz#1.
J
=1

J

Dakle, uz pomo¢ gore navedenih jednakosti, na$ izraz sada postaje:

Ftlale) - e ) S () - () ()

i=1 2N N2

Kako je ( ]\}_2) veoma malo, mozemo ga zanemariti. Ova aproksimacija zapravo znac¢i da

isklju¢ujemo moguénost da vise od jednog para gena nade zajednickog pretka u istoj generaciji.
Ako pretpostavimo da je n mnogo manji broj od N, ovo deluje veoma smisleno.

Zaklju¢ujemo da u posmatranoj generaciji, verovatnoca da se desi koalescencija, odnosno da pronademo
poslednjeg zajednickog pretka od n posmatranih gena (jedinki) je:

()aw

Odnosno, verovatnoca da ne dode do koalescencije je:

n\ 1
1_<2>2N

Ovo nam sluzi kako bismo konacno dosli do raspodele T, koja je priblizno geometrijska sa
parametrom (g)ﬁ

Vremena 75, ..., T, su nezavisne slucajne promenljive.
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5.2 Kontinuirano vremenski koalescent

Do sada smo vreme do koalescencije posmatrali u diskretnim jedinicama, sada zelimo da predemo
na kontinuirano. Da bismo dobili kontinuirani koalescentni proces, koristimo ¢ = ﬁ, gde je ¢ vreme

izrazeno u generacijama.
n
T, ~ Exp ( 2)

= PT,<t)=1—e (&)

Kontinuirani vremenski koalascent sa svojom raspodelom nam omogucéava lako racunanje nekih
vaznih veli¢ina u genealogiji, kao Sto su: visina koalescentnog stabla, veli¢ina grananja stabla, efek-
tivna veli¢ina populacije...

Posmatrajmo stablo prikazano na slici 5.4. Visina koalescentnog stabla je sluc¢ajna promenljiva
koju ¢emo obeleziti sa H, je n veli¢cina posmatranog uzorka gena (jedinki). Visina stabla predstavlja
sumu vremena koje je proteklo dok su se pretci u stablu razdvajali i koalescirali sve do poslednjeg
zajednickog pretka svih uzoraka, odnosno ova slu¢ajna promenljiva opisuje vreme potrebno da se svi
geni u uzorku vrate do njihovog poslednjeg zajednickog pretka.

Dakle, visina stabla H,, u koalescentnom stablu moze se modelirati kao suma nezavisnih ekspo-
nencijalnih slu¢ajnih promenljivih. Preciznije, ako imamo n gena, visina stabla se moze izracunati
kao:

H,=T+T3+..+T,

gde su T5,T5,..., T, nezavisne eksponencijalne slucajne promenljive koje predstavljaju vreme
koalescencije dva, tri, ..., n gena.

Slika 5.4. Razli¢iti vremenski periodi u koalescentnom stablu.

Primetimo da vazi:

E(Hn)zE(iZ:;Ti):i:E(Ti)Z i(iil):? " (ii1_1>:2(1_71l)

=2 =2 =2
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Var(Hy) = Var( Z Z Var(T, i 22 (17
=2 =2

Informacija o oc¢ekivanoj vrednosti visine koalescentnog stabla pruza nam uvid u evolutivni pro-
ces 1 vreme povratka gena do njihovog zajednickog pretka, Sto moze biti korisno za razlic¢ite analize
i istrazivanja. Na primer, ova informacija moze biti korisna za proucavanje migracija, istorije popu-
lacija, za procenu brzine evolucije, za procenu starosti uzorkovane populacije itd.

Izrazi koje smo izveli za ocekivanu vrednost i varijansu visine koalescentnog stabla pokazuju
da u kontinuiranom koalescentu mozemo bar formalno razmatrati beskona¢no velik uzorak, jer
beskonacan uzorak pronalazi zajednickog pretka u konaé¢nom ocekivanom vremenu:

E(Hw):2(1_;):2

Druga bitna stohasticka promenljiva je slu¢ajna promenljiva ukupnog grananja koalescentnog
stabla, oznacena kao L,,, koja predstavlja ukupnu duzinu svih grana koje se javljaju u stablu koales-
centnog procesa. Ova slucajna promenljiva meri koliko vremena je proslo od poslednjeg zajednickog
pretka svih n gena do dana$njeg trenutka. Ova promenljiva je suma svih vremenskih intervala
(grana) u kojima dolazi do spajanja genetskih linija.

Kao $to znamo, u koalescentnom modelu pretpostavlja se da se populacija razmnozava putem
slu¢ajnog odabira parova jedinki koji se medusobno ukrstaju, a potom se javlja koalescencija -
spajanje linija potomaka nazad na zajednickog pretka. Vreme do koalescencije izmedu dva gena ima
eksponencijalnu raspodelu sa stopom 1/2. Kako imamo uzorak od n gena, a vreme izmedu svakog
koalescentnog dogadaja je rasporedeno na opisan nacin, sledi:

_t
P(L,<t)=(1—¢ 2)"!

Ova promenljiva daje informaciju o trajanju i intenzitetu procesa koalescencije, odnosno o evo-
lutivnoj istoriji uzorka. Sluzi kao mera koliko genetskog porekla dele geni u uzorku. Veéa vrednost
L,, ukazuje na to da geni u uzorku imaju vise zajednickog porekla i da su blize zajednickom pretku.
S druge strane, manja vrednost L,, ukazuje na to da geni u uzorku imaju manje zajednickog porekla
i da su se razvijali nezavisno jedni od drugih. Najcesce se za ovu meru koristi oc¢ekivana vrednost:

ZZ E(T, Zz

n—1
1
72~Z; ~ 2log (n)
i=1

n n—1
Var(L ZQ Var(T, ZZQ 2_1 :4~Z%

1= =1 t

2
= n — oo = Var(L,) — 5772
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Tre¢a bitna slu¢ajna promenljiva za koalescentnu teoriju je efektivna veli¢ina populacije. Za
stvarnu populaciju ili neku model populaciju (na primer, diploidni Wright-Fisher model), veli¢ina
populacije koja najbolje aproksimira stvarnu populaciju (ili model) naziva se efektivna veli¢ina
populacije i obelezava se sa N.. Dakle, N, je broj genetski efektivnih jedinki koji bi imali isti uticaj
na genetsku strukturu populacije kao i stvarni broj jedinki. Ova mera uzima u obzir faktore poput
veli¢ine populacije, broja potomaka svake jedinke i nivoa meSanja medu jedinkama... Efektivna
veli¢ina populacije moze biti manja od stvarnog broja jedinki u populaciji, posebno u populacijama
koje su podlozne genetickom driftu ili imaju neproporcionalno razmnozavanje medu jedinkama.
Takode, moze varirati tokom vremena u zavisnosti od promena u populacijskoj strukturi. Postoje
razlic¢ite definicije ove mere, mi ¢emo koristiti onu koja se fokusira na genetsku strukturu populacije
u prethodnoj generaciji.

1

Ne=—
T 2P(Ty =1)

P(Ty = 1) je verovatnoéa da su dve slu¢ajno odabrane jedinke u prethodnoj generaciji direktni
potomci istog pretka. Drugim retima, to je verovatnoca da se dve jedinke nisu razdvojile ili se nisu
granale od zajednickog pretka u prethodnoj generaciji. Kada se bira jedna slu¢ajna jedinka iz pop-
verovatnoc¢a da su dve slu¢ajno odabrane jedinke direktni potomci istog pretka, potrebno je uzeti u
obzir oba moguca slucaja: da su obe jedinke potomci muske ili Zenske jedinke. Zato se u formuli za
N, deli sa 2.

Ako je verovatnoéa P(Ty = 1) veda, to znaci da je veca verovatnoca da su dve jedinke direktno
potomci istog pretka i da se populacija genetski manje razgranava, pa je samim tim i efektivna
velicina populacije manja jer manje jedinki doprinosi genetskoj raznolikosti populacije.

Druga mera koja se ¢esto koristi je:

E(T3)
2
Glavna razlika izmedu ove dve mere je ta da je u prvoj definiciji N, povezano sa prethodnom

generacijom, dok je u drugoj povezano sa brojem generacija do pronalaska najskorijeg zajednickog
pretka (MRCA).Za haploidni Wright-Fisher model, ove dve definicije se podudaraju:

N, =

1 1
= :N
2P(T, =1) 2-1/2N
E
(T) _2N _
2 2

Naravno, ako veli¢ina populacije varira tokom vremena, tada se ove dve definicije ne slazu jer
prva formula za N, zavisi od konkretne generacije na koju se fokusiramo.

N, =

N, =
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Proces grananja

6.1 Galton - Watson proces grananja

6.1.1 Teorijski deo

Proces grananja je fundamentalni koncept u populacionoj genetici koji opisuje kako se genetska
raznolikost Siri i menja tokom generacija. Ovaj proces se odvija kroz formiranje novih linija po-
tomaka iz postojec¢ih jedinki. On omogucava proucavanje evolucije, genetske raznolikosti i popula-
cionih struktura.

Zamislimo jedinke koje stvaraju potomke iste vrste: to mogu, kao i do sada, biti ljudi ili bakter-
ije, ali mozemo posmatrati proces grananja i kod neurona. Pocetni skup jedinki nazivamo nultom
generacijom. Svaki ¢lan nulte generacije rada odredeni broj potomaka, a skup svih tih potomaka
¢ini prvu generaciju. Clanovi prve generacije stvaraju drugu itd. Mozemo zamisliti ovo kao stablo
u kojem se svaka generacija grana u slede¢u generaciju, pa otuda i ovaj naziv.

Brojevi potomaka za posmatranu generaciju obelezeni sa &1, &, &3, ... za razli¢ite pojedince koji
su indeksirani, su medusobno nezavisne slu¢ajne promenljive. Takode, nezavisne su i od broja
potomaka pojedinaca iz ranijih generacija. Pretpostavka modela je da su identi¢no su distribuirani,
sa raspodelom p = (po, p1, P2, ...), Koja ostaje nepromenjena kroz generacije. Naravno, vazi:

oo
Zpi =1
=0

Obelezimo, kao i ranije, broj jedinki u n-toj generaciji sa (X, )n>0. Formalno, Galton-Watsonov
proces (X,,)n>0 sa raspodelom potomaka p = (po, p1, P2, ...) je diskretni Markovljev lanac ¢&ije vred-
nosti pripadaju skupu Z7T, a &ije verovatnoée prelaza u jednom koraku su date kao:

pij=PXpp1=j | Xp=1)=P& +&+..+&=j)=p}
gde je p§i i-ta konvolucijaska potencija raspodele p.

Fiksirajmo Xy = 1, i zaklju¢imo uz pomoé¢ gore navedenih pojmova da vazi:

Xn

Xn+1 = Z §;L+1

i=1
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Za razumevanje samog procesa, bi¢e nam interesantno da saznamo koja je oc¢ekivana veli¢ina n-te
generacije ( E(X,,) ), zatim varijansa. Drugo zanimljivo pitanje je: koja je verovatnoéa da X,, — 0
kada n — oo, kako X,, € ZT ova verovatnoéa predstavlja verovatnoéu izumiranja.

) p J ]

Standardan pristup Markovim lancima bi podrazumevao analize matrice prelaza, sto je u ovom
slucaju gotovo nemoguce, tako da su Galton i Watson pribegli drugacijoj analizi, koriste¢i funkciju

generisanja verovatnoce.
Definisa¢emo funkciju generisanja verovatnoce:

¢(s):2pk~sk, 0<s<1
k=0

qbn(s):E(SX”):ZP(Xn:k)-sk:Zpk~sk, 0<s<1
k=0 k=0

Sada mozemo izvesti:

Sni1(s) = B(s¥m) = 3 B(s™ | X, = j)P(Xn = ) =
7=0

_ ZE(S€1+62+...+fj)p(Xn =j) =

7=0

=3 BV P(X, = j) =
j=0

=D ($(s))P(Xy = j) =
j=0

= nr1(s) = dn(0(s))

Ova rekurentna relacija ¢e nam kasnije biti od znacaja.

Sada pretpostavimo da ukoliko je Xy = 1 da su ocekivana vrednost i varijansa broja potomaka
konaéne, odnosno:

EX))=m<oco A Var(X))=E(X,)?> - E(X})=0%<

Znamo,

Iz nase rekurentne veze imamo:

56



D(1) = 6,1 (B(1)6 (1) = 6,1 (16 (1) = (dn2(6(1))) ' (1) = 6, _o()(@ (1) = .. = (¢4'(1))"
Kako je: ¢ (1) = ¢, (1) = E(X1) =m

=  B(X,)=¢,(1) =m"

Ovo je intuitivno, kako je Xy = 1 sledi da je E(X() = 1. Imamo zadato da je E(X;) = m, a kako
je X1, kao 1 X5 slucajna promenljiva sa raspodelom p, svaki od ovih m potomaka iz prve generacije
daje potomke prema raspodeli p, tako da svako od njih daje m potomaka opet. Dakle, ocekivana
veli¢ina druge generacije je m2. Ovom logikom, o¢ekivana veli¢ina n-te generacije je m™.

oo ,akom >1
lim E(X,)=m"=4¢1 ,akom=1

n—oo
0 ,akom<1

Sada nas zanima varijansa.

Gn(s) =D P(Xn=k)-s* = ¢,(s)=> k(k—1)P(X,=k)-s"
k=0 k=0

Za s=1:

o, (1) = i k(k—1)P(X, = k) = E(X2) - E(X,) = BE(X?
k=0

= B(X2)=é,(1)+m"

»

Var(X,) = E(X?2) — B*(X,) = ¢, (1) + m" — m*"
= ¢ (1)=0*-m—m?
Kako bismo izracunali Var(X,), treba nam ¢, (1) koje nam je nepoznato. Pokusaéemo dobiti

ovu vrednost iz ranije izra¢unate rekurentne relacije.

d

Onls) = 60 1(6(5)) [

”» ”

Gu(s) = 1 (6() - (6/(9)) + 61(0() - (5

Za s =1, koristedi ¢(1) =1, ¢ (1) =m, ¢, _,(1) =m™ 1 i ¢ (1) = 02 — m — m? gore navedena
rekurentna relacija izgleda ovako:

»
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”» »

¢, (1) = ¢ ()m® + m" ! (0® + m? —m) =
= [¢p_o(V)m® + m" 2 (6* + m* —m) | m* + m" ! (0% + m? —m) =
=¢,_o()m* + (6 + m*> —m) (m" +m" ') =

= o (M (0% +m? —m) (P " m ) =

=(®+m*—m) (M + .. +m"")

Vratimo se na varijansu:

Var(X,) = ¢, (1) +m" —m?" =
= (02 +m? — m) (M2 4 +m" ) +m" —m =
=o'm" ' (m" T+ L m+ 1) +m (m =D (m" T+ A m+ 1) +m (1 - m") =

= m" tm" L m 1)
Kona¢no, dobijamo:

no? ,akom =1

Var(X,) = n
(Xn) {Uanl%__ll , akom # 1

Ono sto mozemo zapaziti je:
Ako je m = 1, ocekivana vrednost populacije se ne menja, ali varijansa raste linearno.
Ako je m > 1, otekivana vrednost populacije i varijansa rastu geometrijski.
Ako je m < 1, oc¢ekivana vrednost populacije i varijansa opadaju geometrijski.

Jedno od najbitnijih pitanja kod Galton - Watsonovog procesa grananja koja je verovatnoca
izumiranja familije (posmatrane populacije). Izumiranje predstavlja dogadaj da odredena generacija
nema potomaka.

Teorema 6.1.1. Za Galton-Watsonov proces grananja koji ima funkciju generisanja verovatnoce
@, verovatnoéa izumiranja q je najmanje reSenje jednacine ¢(s) = s na intervalu [0, 1].

Dokaz. Neka je:
gn = P(X,, =0) = P(X,, = Xp41 = Xpy2... = 0)

Primetimo da je ¢(s) = > p, prs® neopadajuéa funkcija po s na intervalu [0,1]. Tu éinjenicu
mozemo iskoristiti i uz pomo¢ indukcije pokazati sledece:

dn 2 Qn+1

e baza indukcije: n =1
Xo=1 = qdo = 0

1 =¢0)=P(X1=0)>0=qo
= @ =q

o indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da za n vazi: g, > ¢n—1, odnosno ¢(g,) = ¢(gn—1).
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o indukcijski korak: Dokazimo da vazi za n + 1
Gnt1 = ¢nt1(0) = ¢(9n(0)) = ¢(qn) = ¢(qn — 1) = ¢(Pn-1(0)) = ¢n(0) = gn
= dn+1 2 dn

Nas zanima verovatnoca q koja je jednaka:

g = lim P(X,=0)= lim g, = lim ¢(gu1) =& (lim gu1) =¢

n—oo n—oo

= q=¢(q) ,kada n— o

Dakle, moramo resiti slede¢u jednacinu da bismo nasli trazenu verovatnocu:

p(s)=s 0<s<1 ()

Sada smo pokazali da je verovatnoéa q resenje jednacine *. Ostaje nam jos da pokazemo da je
najmanje reSenje.

Neka je neko 7 takode resenje jednacine (*) tako da je m > ¢, Vn. S druge strane, ako
iskoristimo ¢injenicu da je ¢ neopadajuca funkcija vazi:

In = d(gn-1) < @p(m) =7
= qun ST

Sto predstavlja kontradikciju sa prvobitnom pretpostavkom.
O

Teorema 6.1.2. Za Galton- Watson-ov proces grananja sa sa raspodelom potomaka p = (po, p1, P2, ---)
vaZi da ako je pg > 0 onda s = 0 nije nikada resenje jednacine (*), dok je s =1 uvek jedno resenje.
Takode u zavisnosti od E(X1) = m vaZi sledece:

m <1 = wverovatnoéa izumiranja populacije je 1

m>1 = verovatnoéa izumiranja populacije je u otvorenom intervalu (0,1)
Teorema 6.1.3. Neka je p1 < 1. Tada vazi:
Vk>1 P(X,=k)—0 kada n — oo
P(X,—>o0)=1-¢g=1-P(X,,—0)

Iz prethodne teoreme smo izuzeli sluc¢aj kada je p; = 1 zato Sto tada vazi da je P(X, =1) =1
za sve n. Gore navedene teoreme tvrde sledeée: ukoliko jedna populacija koju posmatramo pocinje
od jednog pretka i m > 1, ona ima Sanse za prezivljavanje, odnosno nije za sigurno izumiranje te
populacije. Ako, dalje, ta populacija zaista prezivi, tada ona beskonacno raste. Pokaza¢emo da
populacija raste geometrijskom progresijom. (Ovo je tvrdio i kontroverzni demograf i ekonomista
engl. Thomas Robert Malthus - stanovnistvo ima tendenciju da raste eksponencijalno, dok su resursi,
npr. hrana, ograniceni i rastu linearno. Zbog toga rast stanovnistva premasuje raspolozive resurse,
hrane i zivotnog prostora, sto dalje dovodi do prirodne kontrole stanovnistva kroz faktore kao $to su
glad, bolesti, ratovi i nesigurnost.).
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Lema 6.1.4. Akoje 0 <m < oo ir € ZT vazi E(Xpyr | Xpn) =m"X,.
Dokaz. Dokaza¢emo lemu indukcijom po r:

e baza indukcije: r =1
Xn
E (Z gt | Xn> = X, E(&) =mX,
i=1

o indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da za r vazi:
E(Xpir | Xn)=m"X,

e indukcijski korak: Dokazimo da vazi za r + 1.
Koristi¢emo jednakost E(X) = E(E(X | Y)) i ¢injenicu da je X, Markov lanac:

E(Xn+r+1 | Xn) :E(E(Xn+r+1 | Xn+ra--~7Xn) | Xn) =
= E(E(Xn+7"+1 | Xn+?“) | Xn)
Koristicemo deo iz baze indukcije za n =n + r.
E(Xn+r+1 | Xn) = E(E(Xn+r+1 | Xn-&-f’) ‘ Xn) =
== E(an_;’_,,. | Xn) —
=mE(Xpir | Xp) =

=m-m"X,, =m"'X,

Poslednja jednakost je dobijena iz indukcijske hipoteze.

Pretpostavimo da je 0 < m < oo i defini§imo slu¢ajnu promenljivu

Xn
W,="2 n=0,1,2,..
m

T

Sada posmatrajmo uslovno oc¢ekivanje W, i iskoristimo prethodnu lemu i dobijamo:

Xntr 1 1 r Xn
EWnir | Wn):E<mnir | Wn) :W'E(Xnﬂ“ | Xn):W'm Xn = =Wn

Koristeci ¢injenicu da X, ima Markovsko svojstvo, mozemo zakljuciti:

EWnir | Wiy oo Wo) = E(Wiy | Wa) =W,

Iz cega zaklju¢ujemo da je W,, martingal.

Teorema 6.1.5. Neka je m # 0 tada vazi da niz slucajnih promenljivih (Wy,)n>0 konvergira ka
sluéagnoj promenljivoj W skoro sigurno. Ako je m > 1 i E(X?) < oo onda (Wy)n>0 konvergira u
prostoru Lo 1 vazi:

_ Var(Xy)  o°

m2—m mz—m

E(W)=1 A Var(W)
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Dokaz. Pokazali smo da je W,, martingal. Lako je zakljuciti da je W, > 0, pa vazi Doob-ova teo-
rema za konvergenciju martingala koja nam daje da (W,,),>0 konvergira sa verovatnocom 1 ka nekoj
slu¢ajnoj promenljivoj W koja ima kona¢no ocekivanje, E(W) < co.

U sluéaju da je m > 11 E(X?) < oo zZelimo pokazati da (W,,),>0 konvergira u prostoru Lo
odnosno da je sup { E(W?)} < oo

Var(W,) = EW?) - E*(W,,) =  E(W?)=Var(W,) + E*(W,)

B(W2) = Var(W,) — EA(W,,) = Var (i) LB (X) _

m
1 1, I
= —- - Var(Xy) + —m" =1+ Var(X)(1-m™")— < 00
m m m- —m
Ovo implicira da 1Lm W, = W u Ls.
Dalje, vazi:
Xn
EW) = lim E(W,)= lim FE (n> =1
n—00 n—00 m
. . _n 1 a?
Var(W) = lim Var(W,) = lim Var(X;)(1-m™")— = —
n— 00 n—00 m° —m m° —m

Dakle, 7):;% konvergira ka slucajnoj promenljivoj W sa verovatnoé¢om 1, odnosno

X, ~W . -m"
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6.1.2 Simulacija procesa grananja u R-u

U programu R ¢emo simulirati proces grananja za zadatu fiksnu raspodelu i vide¢emo graficki kako
je broj jedinki u n-toj generaciji, X,, rasporeden. Videcemo dva razli¢ita slu¢aja, jednan kada je
ocekivani broj jedinki u prvoj generaciji manji od jedan i drugi kada je veci od jedan.

Prvi slucaj koji ¢emo posmatrati je onaj u kome je ocekivani broj jedinki prve generacije manji od
jedan. To ¢emo osigurati zadavanjem fiksne raspodele. Ispod se nalazi slika koda simulacije kroz
koju ¢emo detaljno proéi.

) RStudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
o . o - . ~ Addins ~
@' simuladija branching procesa.R ==

SourceonSave | (L /- +Run | o Source -

Tibrary(ggplot2)

1
2
3
4 set.seed(0)
5 broj_simulacija <- 100000
6

potomci <- c(0:5)
& p <- c(0.65, 0.15, 0.07, 0.06, 0.04, 0.03) #fiksirana raspodela
9 m <- sum(p*potomci) #ocekivan broj jedinki u prvoj generaciji
10
11 tabela <- data.frame(c(l:broj_simulacija), 0, 0, 0)
12 names(tabela)[] <- c("Simulacija”, "broj_jedinki_nte_generacije”, "izumiranje_populacije"”, "broj_generacija" )
13
14

15 #simulacija branching process-a
16~ for (i in c(1:broj_simulacija)) {

17

18 populacija <- 1

19 generacija <- 0

20

21~ while (TRUE) {

22

23 populacija <- sum(sample(potomci,populacija,replace = TRUE,p))
24

25 #ukoliko populacije dostigne 0, prekini

26

27 - if(populacija==0){

28

29 tabelaShroj_jedinki_nte_generacije[i] <- populacija

30 tabelatizumiranje_populacije[i] =- 1

31 tabelathroj_generacijali] - generacija

32 break

33 ¥

34

35 generacija < generacija + 1

36 }

37

38

39 #procenat izumiranja u ovom uzorku

40 procenat_izumiranja <- mean(tabelasizumiranje_populacije)

41

42 Iqq;ﬂut (tabela) + geom_histogram(aes(x= broj_generacija), binwidth = 0.5) + xlab("ceneracija") + ggtitle("proces grananja")
43

44

431 [Top Level) & RSaript &

Funkeija set.seed(0) se koristi za postavljanje poCetnog stanja generatora sluc¢ajnih brojeva, a
broj u zagradi oznacava to pocetno stanje. Kada koristimo generatore slucajnih brojeva, u nasem
sluc¢aju to ¢e biti sample() funkcija, svaki put kada iznova pokrenemo kod, bitno je da imamo isto
pocetno stanje kako bismo osigurali doslednost rezultata novih simulacija.
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Promenljiva broj simulacija, je logi¢no, broj simulacija koji ¢emo raditi. Ovaj broj bi trebao da
je 8to veéi kako bi rezultati bili §to tacniji.

Potomci predstavljaju broj potomaka koji jedna jedinka moze imati. Ja sam stavila da je to
vektor 0,1,2,3,4,5.

Vektor p predstavlja sa kojom verovatnoéom ¢ée jedinka imati odredeni broj potomaka. U nasem
primeru ¢e bilo koja jedinka imati redom: 0, 1, 2, 3, 4 ili 5 potomaka sa verovatno¢om 65%, 15%,
™%, 6%, 4% i 3%. Sledi da je ocekivani broj jedinki u prvoj generaciji:

E(X1)=0-65%+1-15%+2-7%+3-6% +4-4% +5- 3% = 0.78

Vidimo da je E(X;) < 1 $to znaci da o¢ekujemo da ée u svakoj simulaciji populacija izumreti za-
uvek sa verovatnocom 1, sto ¢emo videti i kroz slucajne simulacije. U kodu smo E(X) obelezili sa m.

Formiramo tabelu pod nazivom tabela sa 4 kolone:
1. kolona - broj simulacije
2. kolona - broj jedinki n-te simulacije

3. kolona - izumiranje populacije, uzima vrednost 0 ukoliko je populacija prezivela i 1 ukoliko je
populacije u posmatranoj simulaciji izumrla

4. kolona - broj generacija koji je bio potreban da populacija izumre, ako izumre

For petljom prolazimo kroz broj simulacija i u svakoj simulaciji radimo slede¢e: kada po¢ne nova
simulacija, populaciju stavljamo na 1, a izumiranje populacije na 0 (populacija je ziva jer ima jednu
jedinku). Koristimo while uslov jer ne znamo koliko ¢emo jedinki u simulaciji imati, a za svaku
ho¢emo da radimo istu stvar. Naravno, mora¢emo imati uslov koji ée prekinuti ponavljanje kako ne
bismo usli u beskonaénu petlju. Intuitivno, ponavljanje bi prekinulo izumiranje populacije.

U while-u radimo sledece:

sample(potomci, populacije, replace = TRUE, p)

Uzimamo uzorak od promenljive potomci, odnosno biramo broj od 0-5 (koliko smo zadali da
jedinka moze imati potomaka). To radimo u skladu sa fiksnom raspodelom p i to za svaku jedinku
iz promenljive populacija. Uslov replace = TRUE nam daje da se broj potomaka u uzorku moze
ponavljati. Bez ovog uslova bi bilo nemoguée da dve generacije u populaciji (u jednoj simulaciji) u
posmatranoj generaciji imaju isti broj potomaka. Na primer, u prvoj generaciji imamo 1 jedinku,
koja da 3 potomka koji ¢ine drugu generaciju, bilo bi nemoguce da oni daju 1,0,1 potomaka bez
ovog uslova. Znamo da se jedinke razmnozavaju nezavisno jedne od drugih, tako da ovaj uslov ne
smemo da izostavimo.

Dalje, sumiramo generisani broj jedinki kako bismo dobili broj jedinki koji predstavlja novu popu-
laciju za uzorkovanje.

Ukoliko ¢itava populacija u jednom trenutku postane 0, Sto znaci da iz prethodne generacije ni
jedna od jedinki nije imala potomke, nemamo vise §ta uzorkovati, populacija je izumrla pa je logi¢no
da postavimo break uslov kako bismo izasli iz petlje.

Dakle, postavljamo
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if(populacija==0)
uslov u kome kazemo da se u i-ti red nase tabele upisSe:

e broj jedinki i-te generacije je nasa sumirana populacija (u ovom primeru ée biti 0 jer su svi
izumrli)

e u izumirangje populacije kolonu upisi 1
e u broj generacija upisi generaciju nakon koje je prekinuta while petlja

Ovaj uslov ¢ese proveravati nakon S§to zavrsimo uzorkovanje u odredenoj generaciji. Ako popu-
lacija nije izumrla, prelazimo na uzorkovanj u sledec¢oj generaciji i zbog toga broja¢ za generaciju
uvecavamo za 1. Nakon uvecavanja brojaca, ponovo ulazimo u while petlju i ponavljamo postupak.

Vazno je napomenuti da u ovom slucaju, kada je F(X;) < 1 nismo postavili ni jedan dodatan
uslov za izlazak iz while petlje zato Sto ¢ée svaka simulacija zavrsiti izumiranjem populacije nakon
nekoliko generacija. Ovo neée biti slu¢aj ukoliko je F(X;) > 1, ali o tome malo kasnije.

Sada ¢emo da iscrtamo sta smo dobili pomoc¢u funkcije ggplot kojoj zadamo podatke koje ce
iscrtati, u nasem slucaju ée iscrtavati nasu tabelu; aes funkcija definiSe estetiku grafickih elemenata.
Mi éemo zadati da podatke prikaze kao histogram. Histogram je u R-u graficki prikaz raspodele
numerickih podataka u diskrete intervale gde svaki interval broji koliko podataka spada unutar tog
intervala i iscrtava grafik.
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Videli smo u prvom slucaju da ¢e u svakoj simulaciji svaka populacija izumreti. Sada ¢emo simu-
laciju da uradimo za E(X7) > 1. To ¢éemo dobiti promenom raspodele. Kod je slican kao prethodni,
uz par izmena. Prva izmena je raspodela, sada ¢emo opet imati broj potomaka 0, 1, 2, 3, 4, 5 sa
verovatnocama 40%, 25%, 20%, 7%, 5%, 3% redom.

Medutim, ova izmena koda nije dovoljna. Teorijski smo pokazali kako ¢e postojati populacije koje
neée izumreti, veé ¢e se njihova velicina beskonacno poveéavati. To znaci da ¢emo u kodu morati
imati dodatan break uslov jer bismo u suprotnom usli u beskona¢nu while petlju. Moj dodatan uslov
¢e biti: ukoliko populacija prede 200 jedinki ja pretpostavljam da ¢e populacija preziveti i izlazim
iz petlje. Dodajem dodatan uslov:

else if(populacija > 200)
Ako je zadovoljen taj uslov u i-ti red naSe tabele pisem:

e broj jedinki i-te generacije je nasa sumirana populacija
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e u izumirangje kolonu upisujem 0

e u broj generacija kolonu upisuje se broj generacije u kome je broj jedinki presao broj 200,
odnosno ona generacija gde smo prekinuli uzorkovanje

) Rstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
LIRS = Addins -
O simulacia branching procesa R =

Source onsave | (4 S - =Run | = source
Jibrary(ggplot2)

1
2
3
4  set.seed(0)

5 broj_simulacija <- 100000
6

&

a

potomci <- c(0:5)
p <- ¢(0.4, 0.25, 0.2, 0.07, 0.05, 0.03) #fiksirana raspodela
m <- sum(p*potomci) #ocekivan broj jedinki u prvoj generaciji
10
11 tabela <- data.frame(c(1:broj_simulacija), 0, 0, 0)
12 names(tabela)[] <- c("simulacija”, "broj_jedinki_nte_generacije”, "izumiranje_populacije”, "broj_generacija" )
13
14

15 #simulacija branching process-a
16+ for (i in c(1:broj_simulacija)) {

17

18 populacija < 1

19 generacija <- 0

20

21~ while (TRUE) {

22

23 populacija <- sum(sample(potomci,populacija,replace = TRUE,p))
24

25 #ukoliko populacije dostigne 0, prekini

26

27 - if (populacija=—=0){

28

29 tabelasbroj_jedinki_nte_generacije[i] <- populacija
30 tabelasizumiranje_populacije[i] <- 1

31 tabelasbroj_generacija[i] <- generacija

32 break

33 3

34 - else if(populacija > 200){

35

36 tabelaShroj_jedinki_nte_generacije[i] <- populacija
37 tabelaSizumiranje_populacije[i] <- 0

38 tabelasbroj_generacija[i] < generacija

39 break

40 ¥

41

a2 generacija < gemeracija + 1

43 i

44

45

46 #procenat izumiranja u ovom uzorku

47 procenat_izumiranja <- mean(tabela$izumiranje_populacije)
48

49 ggplot(tabela) + geom_histogram(aes(x- broj_generacija), binwidth = 0.5) + xlab("Generacija") + ggritle("proces grananja")
50

51 I

S0:1 | (Top Level) & R Script =

Ovde sam jo§ izracunala promenljivu procenat izumiranja koja predstavlja procenat izumrlih
populacija u ovakvoj simulaciji i dobila sam vrenost 0.7654, odnosno procenat populacija koje su
izumrle je 76.54%. Kako sam simulaciju pokrenula vige puta mogla sam da vidim da li ée se ovaj
broj menjati i uvek je bio slican procenat. Ovu promenljivu sam takode izra¢unala i u prethodnom
kodu, ali kako je veé¢ vise puta ponovljeno, taj procenat je 100% jer ¢e svaka populacija u jednom
trenutku izumreti.

Slika koju ¢emo na kraju uzorkovanja dobiti je sledeca:
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Ono §to vidimo kod oba grafika je to da graficki prikazan broj jedinki u n-toj generaciji lici na
grafik geometrijske raspodele, kako smo ranije i teorijski pokazali.
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6.2 Proces grananja sa viSestrukim tipovima ¢vorova

6.2.1 Teorijski deo

Proces grananja sa viSestrukim tipovima ¢vorova i Galton-Watson proces grananja su dva razli¢ita
tipa procesa grananja, a razlikuju se po nekoliko kljuénih karakteristika.

e Tipovi ¢vorova:
U Galton - Watson procesu, svi ¢vorovi u procesu grananja su istog tipa. To znac¢i da svaki
¢vor moze imati istu stopu reprodukcije i istu raspodelu potomaka, dok u procesu grananja sa
viSestrukim tipovima ¢vorova, ¢vorovi se mogu podeliti u razlicite tipove ili kategorije. Svaka
kategorija ¢vorova moze imati svoju jedinstvenu stopu reprodukcije i raspodelu potomaka.

e Raspodela potomaka:
U Galton - Watson procesu, obi¢no se koristi Poasonova raspodela za broj potomaka svakog
¢vora, a ta raspodela je ista za sve ¢vorove. Kod drugog pomenutog procesa, raspodela broja
potomaka moze biti razli¢ita za svaku kategoriju ¢vorova. Na primer, jedna kategorija ¢vorova
moze koristiti Poasonovu raspodelu, dok druga moze koristiti negativnu binomnu raspodelu.

o Cilj:
Galton - Watson se obi¢no koristi za modeliranje procesa u kojima su svi ¢vorovi ekvivalentni,
kao $to je Sirenje epidemije. Proces sa viSestrukim tipovima ¢vorova se koristi za modeliranje
slozenijih procesa u kojima razli¢ite kategorije ¢vorova igraju razlicite uloge, kao $to su genetski
procesi ili evolucija razli¢itih vrsta.

e Primeri primene:
Galton - Watson proces se moze primeniti na modele Sirenja epidemije, gde svaka zarazena
osoba moze zaraziti druge s odredenom verovatnoc¢om. Proces sa viSestrukim tipovima ¢vorova
se moze primeniti u bioloskim modelima evolucije gde razlicite genetske vrste imaju razlicite
stope reprodukcije i interakcije.

U sustini, razlika izmedu ova dva procesa lezi u slozenosti i moguénosti razli¢itih tipova ¢vorova.
Proces sa viSestrukim tipovima ¢vorova je fleksibilniji i omoguéava modeliranje raznolikih populacija
¢vorova, dok je Galton - Watson proces jednostavniji i koristi se za modeliranje homogenih popu-
lacija.

Od sada, pa na dalje ¢emo pod proces grananja podrazumevati proces grananja sa visestrukim
tipovima cvorova, osim ukoliko nije drugacije naglaseno.

Ovaj proces grananja podrazumeva proces grananja sa mutacijom u kojem je X;(t) broj delija
tipa i u trenutku t. Celije tipa 4 radaju se brzinom (verovatnoéom) a; i umiru brzinom b;. Uvek
pretpostavljamo da je stopa rasta A; = a; — b; > 0. Kako bismo uzeli u obzir mutacije, pretpostavl-
jamo da jedinke tipa ¢ radaju jedinke tipa ¢ + 1 brzinom w;1.

Poc¢nimo proucavanje broja celija tipa 0, Xo (t), koji je proces grananja u kojem se svaka celija

rada stopom ag i umire stopom bgy. Sto se tice teorije Markovljevih lanaca u kontinuiranom vremenu,
matrica prelaza iz i-tog u j-to stanje ima oblik:
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ap-t ,akoj=1+1
Pij =<4bo-t ,akoj=i-1
0 , inace
Pretpostavlja se da je Xo(0) = 1. Kako svaka jedinka rada sa verovatnofom ag, a umire sa
verovatno¢om by imamo da vazi:
d

aE(Xo(t)) = o - E(Xo(1))
gde je Ag = ag — bg. Kako je E(X((0)) = 1 imamo:

E(Xo(t)) = e

Kao i kod Galton - Watsonovog procesa, interesovace nas verovatnoca izumiranja, gde ¢emo opet
koristiti funkciju generisanja verovatnoce.

Kako bismo izracunali funkciju generisanja verovatnoée ¢(s,t) = E(s%0()) koristi¢emo sledeéu
lemu:

Lema 6.2.1. J
%fﬁ(svt) = —(ao +bo)¢ + agd® + by = (1 — ¢)(by — ag)

Proof. Ako je h malo, tada je verovatnoca vise od jednog dogadaja u intervalu [0, h] veoma mala,
odnosno O(h?). Verovatnoéa radanja je priblizno agh, a verovatnoéa umiranja je priblizno bgh. U
slu¢aju kada nema Cestica, funkcija generisanja verovatnoée od Xo(t+h) ¢e biti jednaka 1. U slucaju
kada imamo dve cestice u vremenu h koje daju po dve nezavisne kopije procesa grananja, funkcija
generisanja verovatnoée od Xo(t + h) ée biti ¢(s,t)2. Dakle, imamo:

B(s,t + h) = aohg?(s,t) + boh + (1 — (ap + b0)> b(s,t) + O(h?)

d(s,t + h})} —¢(s,t) _ agd? (s, t) + by — (ag + bo) (s, ) + O(h)

Kada pustimo da i — 0 tvrdenje je dokazano. O

Moze se pokazati da je reSavanjem gore navedene jednacine dobijamo da je:

bo(s — 1) — e " (ags — by)
= Ao-t(

¢(s,1)

ap(s—1)—e aps — bo)

Pomocu funkcije generisanja verovatnoée mozemo pronaéi raspodelu koja joj odgovara:

Py = @ A pn:(l—oz)(l—ﬂ)ﬂ"_1 n>1

gde su:
o = boeko‘t — bo ﬂ _ aoe)“"t — Qg
CLO@)\.t — bo aoe’\'t — bo
1= o(st) = 1— bo(s —1) — ei\’\:t(aos —bo) _
ap(s — 1) — e (aps — bo)
Ao(s — 1)

ag(s — 1) — e (ags — by)
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Ukoliko stavimo da je s = 0 dobijamo sledeée verovatnoce:

bo — boei)\o.t
O't

P(Xo(t) =0) = p——
Ao

. . . . . A
Primetimo da ova druga verovatnoca konvergira eksponencijalno ka ch'

Teorema 6.2.2. Neka je ag > by. Kada t — oo tada et Xo(t) — Wy, gde je
b A
Wo = —80 + = Ay,
ao ao

gde je 6o “tackasta masa v 07, a Ag: € (&)

ag
To znaci:
bo _XAg
P(WOZO):G— P(WO>X|WO>O):€ ao
0
_ b

Obelezimo sa 2§ = {X(t) = 0, za nekot > 0}. Logi¢no, P(£2) = ao
Kako Wy = 0 € §2, prethodna teorema implicira da je Wy > 0 kada proces ne izumire.

22 {Xo(t) >0 Vt >0},
pa imamo:

A
limtﬁooef)‘o'th(t) 00 = VO : & <0> .
oo ao
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6.2.2 Primena: Rak jajnika kod Zena

Pocinjemo opisivanjem cetiri opsta stadijuma koji se koriste za klasifikaciju bolesti u klinickom
kontekstu:

1. rak ogranicen na jedan jajnik
2. rak zahvata oba jajnika ili se §iri na druga tkiva unutar karlice
3. rak se Siri na trbuh

4. rak se §iri na udaljene organe

Prema SEER! bazi podataka, raspodela stadijuma pri dijagnozi je (priblizno) 1.: 20%, 2.: 10%,
3.: 40% i 4.: 30%. Statistike prezivljavanja u periodu od pet godina, zasnovane na stadijumu pri
dijagnozi, iznose: 1.: 90%, 2.: 65%, 3.: 25%, 4.: 10%. Obzirom na ove statistike, sposobnost tacnog
otkrivanja bolesti u ranim stadijumima mogla bi zna¢ajno poboljsati verovatnocu za prezivljavanje
ove bolesti. Nas cilj je da procenimo optimalni period vremena ili interval za sprovodenje preven-
tivnih pregleda, kako bi se izbegle katastrofalne posledice. Konkretnije, to je vreme tokom kojeg je
primarni tumor dovoljno velik da ga je moguce otkriti ga transvaginalnim ultrazvukom, dok koli¢ina
metastaza nije znacajno poveéala Sansu za smrtnost.

Karcinom jajnika zapocinje kao tumor na povrsini jajnika ili jajovoda, koje nazivamo primarni
tumor. Metastaza se desava ili direktnim Sirenjem iz primarnog tumora na susedne organe, kao $to su
mokraéna besika ili debelo crevo, ili kada se ¢elije raka odvoje sa povrSine primarnog tumora putem
prelaska iz epitelnih u mezenhimske (EMT) éelije. EMT podrazumeva promene u svojstvima éelija,
ukljuc¢ujuci njihovu sposobnost da se odvoje od mati¢nog tumora, postanu pokretne, prodiru u krvne
sudove, 1 naseljavaju se na novim mestima u telu. Kada se ¢elije odvoje, plivaju u peritonealnoj
tecnosti kao pojedinacne celije ili visecelijski sferoidi. Zatim se ponovo pri¢vrséuju za omentum i
peritoneum i poc¢inju agresivniji metastatski rast. Mozemo stoga razmisljati o karcinomu jajnika kao
o tri opsta podsistema tumorskih éelija:

1. Primarni (éelije u jajniku ili jajovodu), tip 0.
2. Peritonealni (zive ¢elije u peritonealnoj tecnosti), tip 1.

3. Metastatski (éelije implantirane na drugim unutartrbusnim povrsinama), tip 2.

Da bismo parametrizovali model grananja, koristi¢emo podatke iz studije? koja je ispitivala po-
javu neotkrivenih karcinoma jajnika kod zdravih Zena koje su podvrgnute hirurskom postupku u
kojem se uklanjaju oba jajnika i oba jajovoda kako bi se sprecila mogucnost razvoja raka. Ova
procedura se obi¢no izvodi kod Zena koje imaju poveéan rizik od razvoja ovih vrsta karcinoma,
na primer, ako postoji nasledna predispozicija za ovu bolest ili ako su prethodno imale rak dojke.
Procenili su da karcinomi jajnika imaju dvofazni eksponencijalni rast sa A\g = 2111"2 iX = 21n2
mesecCno, tj. u ranom stadijumu vreme udvostrucenja veli¢ine raka je 4 meseca, dok je kasnije 2,5

ISEER (Surveillance, Epidemiology, and End Results) - baza podataka koje je program ameri¢ke nacionalne
agencije za rak (National Cancer Institute) koji prikuplja podatke o obolelima od raka i njihovom ishodu u Sjedinjenim
Americkim Drzavama. Ova baza podataka osnovana je 1973. godine i obuhvata informacije o dijagnozama raka,
le¢enju i ishodima pacijenata, ukljucujuéi prezivljavanje i smrtnost.

2Brown, Patrick O., and Chana Palmer. The preclinical natural history of serous ovarian cancer: defining the
target for early detection. PLoS medicine 6.7 (2009): €1000114.
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meseca. Stopa rasta A; se ne moze direktno proceniti iz ovih podataka, pa ¢emo je uzeti kao 0 kako
bismo dobili gornju granicu vremenskog okvira za efikasne preventivne preglede.

Nije moguce iz dostupnih podataka proceniti stope migracija u; i us. Izabrana je vrednost uy - us =
10~* kako bi se postigla saglasnost sa veli¢inama kao sto je veli¢ina primarnog tumora u trenutku
kada se dostigne stadijum 3.

Celije tipa 0 predstavljaju proces grananja koji raste eksponencijalno brzinom Ay > 0. Ne zanima
nas slu¢aj kada on izumire, tako da gledamo 2% = {Xo(¢) > 0 V¢ > 0}.
Od ranije znamo da:

limt%ooef’\o'th(t) = VO : € <>\0>
25, Qo
Vreme t predstavlja kolicinu vremena od trenutka kada je pocela pocetna mutacija koja je
zapocela tumor. Taj dogadaj je nemoguce posmatrati, pa tako pomeranjem pocetka vremena
mozemo pretpostaviti da je Xo(t) = e’ kako bismo se oslobodili Vj.
Tip 1 ¢elije napustaju povrSinu primarnog tumora brzinom wu; puta povrSine tumora. Ako je
71 = 2A0/3 imamo:

¢
E(Xl(t)) :/ uy Esett=8)gg =
0

N %111)\1 (et — M) =

1 Y1t
~ €
(’71 - >\1)

Posto su tip 1 ¢elije ¢elije koje plivaju u peritonealnoj te¢nosti i imaju manje pristupa hranljivim
materijama, prirodno je pretpostaviti da je Ay < ;.

X1(t)

Teorema 6.2.3. Ako je v1 > A1 > 0 sledi da je P (E(Xl(t))

>—>1kadat—>oo

U trenutku s mutacije u celije tipa 2 se javljaju sa verovatnocom ug %e“'s.

$o je trenutak u kome je verovatnoc¢a mutacije na celije tipa 2 jednaka 1.

()
S9 = —In
71 Uru2

Teorema 6.2.4. Ako je Ao > v1 > 0 = e~ (t=92) X0 (1) — Vy gde je Vy suma tacaka
1

Poasonovog procesa sa ocekivanom vrednoséu: p(x,00) = co-x Az,

1 (a2 A
az 2 g
Co —= — — F —_
*a (/\2 ) (/\2 >
Kako bismo mogli da izracunamo trajanje vremenskog intervala tokom kojeg preventivni pregled

moze biti efikasan, neophodno je da precizno definisemo njegova dva kraja. Sto se tice gornje granice,
definiemo vreme kada pacijent ulazi u treéi stadijum kao Th, gde je Ty = min{t : Xo(t) = 10%}.
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Ovde je kori¢eno veoma &esto pravilo da 10% éelija = lem® = 1 gram. Sto se tice donje granice,
fokusiramo se na detekciju putem transvaginalnog ultrazvuka, pa definisemo Ty = min{t : Xo(t) =
6.5- 107}, §to odgovara sferiénom tumoru preénika 0.5 cm. Ove definicije se baziraju na pribliznim
procenama detektabilnosti i ”znacajne” metastaze.

Da bismo dobili gore pomenuta vremena, koristi¢emo stope rasta koje imamo:

In2 2
Ao = % =0,1733 Ao = -In(2) = 0,2772

= 013 —65.107 = Ty In(6,5-107) = 103,8 meseci

~0,1733

Da bismo ”ugrubo” izracunali 15, ignoriSuéi slucajnost Xs, koristi¢emo gore navedenu formulu
za trenutak u kome je verovatnoéa mutacije do éelije tipa 2 jednaka 1 i parametre ujus = 107 i
v =0,1155

S2 In(1155) = 61,05

1
"~ 00,1155

1
—In(10%) = 74,76
A2

Sto znaci da ée od tog trenutka s, trebati priblizno 74,76 meseci da ¢éelije tipa 2 porastu do veli¢ine
10°.

Dakle, T, = 61,05 + 74,76 = 135,81 meseci
= Tp, — Ty =135,81—103,8 = 32,01 meseci = 2,67 godina
Ukljucujemo i slucajnost X5 i iz teoreme 6.2.4 imamo da vazi
Xy(t) ~ ere2(t=s2)
Naravno, umesto ¢, nas interesuje veli¢ina T5 pa gledamo kada je gornja jednaCina jednaka sa

10°.

1 10°
Ty ~ —In | —
= 2 52—1—)\271(‘/2)

Sada imamo da je naSe To = 135,81 — In (‘%)
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Nasa trazena vrednost intervala Ty — Ty ima distribuciju prikazanu na grafiku ispod.

Probability
0.6 -

0.5 d
0.4 d
03f
02}

0.1F

months
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Zakljucak

U ovom radu su istrazeni razlicite modeli koji se koriste u populacijskoj genetici i evoluciji kako
bismo bolje razumeli procese koji oblikuju genetsku strukturu populacija. Ovi modeli su alati koji
omogucavaju geneticarima, biolozima, epidemiolozima i drugim istraziva¢ima da bolje razumeju i
analiziraju genetske i evolucijske procese u prirodi i razvijaju strategije za oCuvanje raznolikosti i
kontrolu Sirenja bolesti.

Hardy - Weinberg-ov model nam pomaze da razumemo ravnotezu alelnih frekvencija u populaciji
pod pretpostavkom odsustva mutacija, selekcije i drugih faktora.
Moranov model i Wright - Fisher-ov model pruzaju uvid u efekte genetskog drifta i nasledivanja u
diskretnim i nepreklapajuéim generacijama.
Koalescentna teorija nam omogucéava da pratimo povratke unazad u vremenu i identifikujemo za-
jednicke pretke gena u populaciji.
Galton - Watson-ov proces grananja se koristi za modeliranje sluc¢ajnih procesa reprodukcije i
nasledivanja.

Svi ovi modeli imaju svoje prednosti i ogranic¢enja, ali zajedno nam omogucavaju dublje razumevanje
genetske evolucije i dinamike populacija.

Jedna stvar koja se mogla zaklju¢iti i kroz sam rad je da se nismo bavili efektima mutacije,
prirodne selekcije, migracija, ukljuc¢ivanje vise lokusa... Uklju¢ujuéi pomenute faktore u modele
populacijske genetike dobila bi se preciznija slika o tome kako se genetske osobine razvijaju tokom
vremena i vernije bi prikazivala realnost. Naravno, ova analiza je veoma slozena, evo nekih razloga
i zaSto.

Mutacije dovode do stvaranja novih alela, sto pove¢ava broj moguéih alelnih varijanti u populaciji.
To znaCi da se treba pratiti veéi broj alela i njihovih frekvencija, Sto povetava slozenost analize.
Analiza sa mutacijama moze ukljucivati vise genetskih lokusa koji su podlozni mutacijama. Svaki
lokus moze imati svoju vlastitu stopu mutacije i dinamiku alelnih frekvencija. Mutacije se desavaju
tokom vremena, pa je potrebno pratiti kako se nove mutacije uvode u populaciju, kako se Sire i kako
uti¢u na genetsku raznolikost tokom vremena.

Prirodna selekcija ¢esto zavisi od okoline. Promene u okolini mogu znaciti da ¢e se selekcija razlicito
odvijati tokom vremena ili na razli¢itim mestima. Razlicite osobine mogu biti podlozne razli¢itim
vrstama selekcije, uklju¢ujuéi pozitivnu, negativnu i neutralnu selekciju. Selekcija se desava tokom
vremena, pa je potrebno pratiti kako se genetske karakteristike menjaju tokom generacija. Postoji
pojam koji se naziva epistaza i on se odnosi na interakciju izmedu razlicitih gena, gde efekti jednog
gena zavise od prisustva ili odsustva drugog gena. Na primer, jedan lokus moze da ima alele koji
odreduju boju kose kod coveka. takode moze postojati gen za ¢elavost ¢oveka i za njega kazemo da

(0]



je epistatski u odnosu na gene za boju kose. Logi¢no, ukoliko ljudi oéelave, ovaj gen ¢e se jednako
ispoljiti i kod osobe koja je prvobitno imala plavu i kod osobe koja je imala smedu kosu.

Tako su modeli koji su ukljuceni u ovaj rad naizgled jednostavni i zbog gore pomenutih razloga
ne oslikavaju bas najvernije realnu sliku u prirodi, laki su za razumevanje i pruzaju dovoljno dobru

osnovu za dalju nadogradnju. Takode, predstavljaju lepu primenu stohastickih procesa u svetu oko
nas, §to je i bio cilj.

76



Literatura

10.

11.

. (Texts and Readings in Mathematics 40) A. Goswami & B. V. Rao, A Course in Applied

Stochastic Processes - Hindustan Book Agency, 2006

. Hein, Jotun, Mikkel Schierup, and Carsten Wiuf. Gene genealogies, variation and evolution:

a primer in coalescent theory. Oxford University Press, USA, 2004.

. Ewens Warren John. Mathematical population genetics: theoretical introduction. Vol. 27. New

York: Springer, 2004

. Skancke, Jorgen. Two models of population genetics. MS thesis. Universitetet i Tromsg, 2008.
. Etheridge, Alison. Diffusion Process Models in Mathematical Genetics.

. Tuckwell, Henry C. Elementary applications of probability theory. Chapman and Hall/CRC,

2018.

. Kimura, Motoo. The neutral theory of molecular evolution. Cambridge University Press, 1983.
. Ewens, Warren John. Population genetics. Springer Science & Business Media, 2013.

. Rajter—éirié, Danijela. Verovatnoéa. Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-matematicki fakul-

tet (2009).

Durrett, Richard, and Richard Durrett. Branching process models of cancer. Springer Inter-
national Publishing, 2015.

Brown, Patrick O., and Chana Palmer. The preclinical natural history of serous ovarian cancer:
defining the target for early detection. PLoS medicine 6.7 (2009): e1000114.

7



Biografija

Zovem se Milana Radmanovié¢, rodena sam 14. septem-
bra 1997. godine u Somboru. Zavrsila sam osnovnu $kolu
”Ivo Lola Ribar”, a potom i prirodno - matematicki smer
Gimnazije ” Veljko Petrovié¢”.

2016. godine upisujem osnovne akademske studije na
Prirodno - matematickom fakultetu u Novom Sadu, smer
teorijska matematika. Diplomirala sam 14, marta 2020.
godine sa prose¢nom ocenom 8,44. Iste godine upisu-
jem master studije na smeru primenjene matematike. Sve
ispite polozila sam u oktobru 2022. godine ¢ime sam stekla
pravo na odbranu master rada.

Od septembra 2022. godine zaposlena sam u RBA Banci,
a od maja 2023. godine u Raiffeisen Banci u Integrated
Risk Unitu.

78



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACLJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master rad
VR

Autor: Milana Radmanovié
AU

Mentor: dr Danijela Rajter - Ciri¢
ME

Naslov rada: Stohasticki procesi u genetici
NR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: s / en
JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija
VA

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

79



Godina: 2023.
GO

Izdavaé: Autorski reprint
1Z

Mesto i adresa: Novi Sad, Trg D. Obradovié¢a 4
MA

Fizicki opis rada: (6/84/11/0/10/0/0)(broj poglavlja/broj strana/broj literarnih citata/broj tabela/broj
slika/broj grafika/broj priloga)
FO:

Naucna oblast: Matematika
NO

Naucna disciplina: Stohasticka analiza
ND

Kljuéne reci: Hardy - Weinbergov model, Moranov model, Wright - Fisher model, Koalescentna
teorija, Galton - Watson proces grananja, Proces grananja sa visestrukim tipovima ¢vorova, aleli,
lokus, genotip, ucestalost, izumiranje, populacija, jedinka, potomak

PO, UDK

Cuva se: U biblioteci Departmana za matematiku i informatiku, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet u Novom Sadu
CuU

Vazna napomena:

VN

Izvod: U ovom master radu opisano je pet kljuénih modela u populacionoj genetici. Za svaki
model su navedene pretpostavke i najbitniji zakljuéci do kojih se dubljom analizom dolazi, kao i
mane jednog u odnosu na drugi (uporedivi) model. Kod prva tri modela (Hardy - Weinberg, Wright
- Fisher, Moran) posmatrana populacija tezi da dostigne stabilno stanje i izgubi genetsku razno-
likost, iako je za to potrebno mnogo vremena. Koalescentna teorija nam omogucava da pratimo
povratke unazad u vremenu i identifikujemo zajednicke pretke gena u populaciji. Proces grananja
se koristi za modeliranje slu¢ajnih procesa reprodukcije i nasledivanja. Data je simulacija Galton -
Watson procesa grananja u programskom jeziku ”R”, kao i primena procesa grananja sa visestrukim
tipovima ¢vorova za optimalno vremensko otkrivanje raka jajnika kod Zena.

17

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 22.09.2023.
DP

Datum odbrane:
DO

80



Clanovi komisije:
CK
Predsednik: dr Dora Selesi, redovni profesor Prirodno — matematickog fakulteta u Novom Sadu

Mentor: dr Danijela Rajter - C’Jirié7 redovni profesor Prirodno — matematickog fakulteta u Novom

Sadu
Clan: dr Sanja Rapaji¢, Prirodno — matematickog fakulteta u Novom Sadu

81



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCES
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:
ANO

Identification number:
INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master’s thesis
CcC

Author: Milana Radmanovié
AU

Mentor: dr Danijela Rajter - Ciri¢
MN

Title: Stochastic Processes in Genetics
TI

Language of text: Serbian (Latin)
LT

Language of abstract: s / en
LA

Country of publication: Republic of Serbia
CP

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2023.
PY

Publisher: Author’s reprint

82



PU

Publication place: Novi Sad, Trg D. Obradovic¢a 4
PP

Physical description: (6/84/11/0/10/0/0)(chapters/ pages/ quotations/ tables/ pictures/ graph-
ics/ enclosures)
PD

Scientific field: Mathematics
SF

Scientific discipline: Stochastic Analysis
SD

Subject/Key words: Hardy - Weinberg model, Moran model, Wright - Fisher model, Coalescent
theory, Galton - Watson branching process, Multi-type branching process, alleles, locus, genotype,
frequency, extinction, population, organism, offspring

SKW

Holding data: The Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science
and Mathematics, University of Novi Sad
HD

Note:
N

Abstract: This master’s thesis describes five key models in population genetics. For each model,
assumptions and the most important conclusions reached through deeper analysis are provided, as
well as the drawbacks of one compared to the other (comparable) model. In the first three models
(Hardy - Weinberg, Wright - Fisher, Moran), the observed population tends to reach a stable state
and lose genetic diversity, although it takes a very long time. Coalescent theory enables us to trace
backward returns in time and identify common gene ancestors in the population. Branching process
is used to model random processes of reproduction and inheritance. A simulation of the Galton-
Watson branching process in the ”R” programming language is given, as well as the application of
the multi-type branching process for optimal time detection of ovarian cancer among women.

AB

Accepted by the Scientific Board on: 22.09.2023.
ASB

Defended:
DE

Thesis defend board:
DB

President: dr Dora Selesi, Full professor, Faculty of Science, University of Novi Sad

83



Mentor: dr Danijela Rajter — Ciri¢, Full professor, Faculty of Science, University of Novi Sad
Member: dr Sanja Rapaji¢, Full professor, Faculty of Science, University of Novi Sad

84



