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Predgovor

Writing a book is an adventure. To
begin with it is a toy and an
amusement. Then it becomes a
mistress, then it becomes a master,
then it becomes a tyrant. The last
phase is that just as you are about
to be reconciled to your servitude,
you kill the monster and fling him
to the public.

Winston Churchill

Do 20-tih godina XX veka teorija parcijalnih diferencijalnih jednacina je bila
matematicka disciplina koja se bavila pre svega nalazenjem resenja jednacina koja
su bila C* funkcije, odnosno posedovali su odredenu diferencijabilnost u smislu
klasi¢ne analize, ovakva reSenja parcijalnih diferencijalnih jednacina danas nazi-
vamo klasicnim reSenjima. Potrebu za promenom perspektive uocili su matem-
aticari koji su se u ovom periodu bavili reSavanjem parcijalnih diferencijalnih
jednacina, pre svega u radovima italijanskih matematicara Levija i Tonelija.

Na scenu sredinom 30-tih godina XX veka stupa teorija o slabim reSenjima
parcijalnih diferencijalnih jednacina, sa ruskim matemati¢arom Sergejom Sobol-
jevljim, koji je prvi formalizovao ovakav pogled na parcijalne diferencijalne jed-
nacine, definiSu ¢i nove prostore funkcija koje danas nose njegovo ime i dokazao
utapanja izmedu njih i kona¢no uveo je pojam slabog izvoda i odredio Sta znaci
da je neka funkcija slabo reSenje odredenog problema parcijalnih diferencijalnih
jednacina.

Pojam slabih izvoda je dodatno usavrsio francuski matematicar Loran Svarc
u svom renomiranom radu La theorie des distributions iz 1950. godine, uvodec¢i
pojam distribucija koje danas nalaze Siroku primenu u teoriji parcijalnih diferen-
cijalnih jednacina.

U ovom radu potrudi¢u se da c¢itaocu priblizim ovakav moderan pogled na
parcijalne diferencijalne jednacine, koji su uveli Soboljev i Svarc, prelazeéi prvo
osnove vektorskih prostora integrabilnih funkcija da bih kona¢no definisao prostore
Soboljeva i na samom kraju, kao krunu celog rada, svu prethodno navedenu teoriju
primenio na jedan nelinearan problem.

Nelinearni problemi parcijalnih diferencijalnih jednacina, u trenutku dok ovo
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piSem su i dalje neistrazena oblast u matematici, veéinu stvari koje su poznate o
parcijanim diferencijalnim jednac¢inama ti¢u se linearnih problema, tako ¢etiri na-
jpoznatije i najistrazenije jednacine, transportna jednacina, jednacina provodenja
toplote, Laplasova jednacina i talasna jednacina, su sve linearne jednacine koje
opisuju odredene fizicke fenomene.

Ono §to je dosta manje istraZeno u teoriji jesu nelinearne jednacine, iako se
njima mnogo preciznije opisuju fizicki principi. Dakle, mozemo zamisliti ovo
kao jedan kantar, na jedan kraj stavljamo koliko precizno zelimo da neki fizicki
fenomen opiSemo na matematicki nac¢in preko odredene jednacine ili sistema jed-
nacina, dok na drugom kraju kantara treba da vagamo koliko je ta jednacina
operativna sa stanovista matematicke teorije i cilj je prona¢i adekvatan balans,
da jednacina verno opisuje fizicki fenomen, a istovremeno da je operativna sa
stanovista matematicke teorije.

U ovom radu bavim se jednim nelinearnim paraboli¢nim problemom, definiSem
Sta znaci biti slabo reSenje za dati problem te potom razmatram postupak trazenja
slabih resenja uz odredene pretpostavke za pocetni uslov i dokazujem jedinstvenost
tako dobijenog slabog resenja.

Da bih ovo uspesno ucinio, pre svega dajem detaljan pregled matematicke
teorije koja je potrebna za reSavanje ovakvog problema, $to se moze videti u prvih
pet glava. U prvoj glavi je dat kratak pregled standardnog univerzitetskog kursa
teorije mere i integracije, te su stoga sva tvrdenja navedena bez dokaza.

Druga glava u potpunosti je posveéena Lebegovim prostoimaa, gde je detaljno
obradena teorija Lebegovih prostora i dati su dokazi za veéinu tvrdenja, a tvrdenja
sa izostavljenim dokazom (zbog teZnje da rad ostane kompaktne sadrzine) imaju
referencu da zainteresovani ¢itaoc moze pronaci dokaz.

U trecoj glavi data je definicija distribucija, bez ulazenja u dubinu teorije, koja
je veoma bogata, da bih mogao da uvedem pojam slabog izvoda koji je znacajan
za dalji tok rada.

Cetvrta glava ima, pored naravno samog reienja problema, centralnu ulogu u
ovom radu. Tu sam dao pregled teorije prostora Soboljeva, opet zbog sazetosti for-
mata preSao sam samo deo veoma bogate teorije koji mi bio potreban za primenu
na reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Peta glava bavi se teorijom fiksne tacke, dokazujem teoremu o fiksnoj tacki
koja je potrebna za reSavanje problema koji sam obradio.

Konac¢no, kruna celog rada je Sesta i poslednja glava, kazu da najbolje se os-
tavlja za kraj, pa sam se toga i drzao. Glavni deo ovog rada jeste reSavanje jednog
nelinearnog paraboli¢nog problema, koji je jedna varijacija na standardnu, svima
dobro poznatu, toplotnu jednac¢inu. Definisao sam $ta zna¢i da je neka funkcija
slabo reSenje jednacine koju sam razmatrao, te sam demonstrirao jedan moguéi
pristup za reSavanje nelinearnih paraboli¢nih jednac¢ina na primeru date jednacine,
te konac¢no sam argumentovao i da je slabo reSenje kako sam ga konstruisao datim
postupkom, nuzno jedinstveno.
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Zahvaljujem svom ocu i majci koji su mi pruzali podrsku, uvek bili tu za mene
i verovali u mene kroz sve ove godine i uvek ¢u im biti zahvalan $to su od mene
napravili ¢oveka koji sam danas.
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Glava 1

Uvod

U uvodnom delu dajemo kratak pregled osnovnih definicija i tvrdenja teorije mere,
kao i Lebegovog! integrala koji je esencijalan pojam u daljem toku rada. Dokazi
svih ovih tvrdenja se obraduju u standardnom univerzitetskom kursu teorije mere
i mogu se pronaéi u [5].

1.1 Osnovi teorije mere

Centralni pojam teorije mere jeste pojam o-algebre i pojam merljivih skupova.

Definicija 1.1. Kolekcija A podskupova skupa X naziva se o-algebra ukoliko
zadovoljava uslove

(i) X, A
(ii) ako A,B € A onda A\B € A
(iii) ako {A;:i € N} C A onda |J,oy Ai € A

Dakle o-algebra je kolekcija podskupova nekog skupa koja sadrzi ceo skup i
prazan skup i koja je zatvorena za prebrojive unije i kona¢ne razlike. Za svaku
kolekciju skupova postoji najmanja o-algebra koja je sadrzi.

Teorema 1.1. Neka je X proizvoljan skup i F familija podskupova skupa X . Tada
postoji jedinstvena minimalna o-algebra koja sadrzi familiju F u oznaci o(F).

Jedna znacCajna o-algebra je ona o-algebra koja u sebi sadrzi topologiju odredenog
prostora, takvu o-algebru nazivamo Borelova? o-algebra.

Definicija 1.2. Borelova o-algebra na R™ u oznaci B(R™) je najmanja o-algebra
koja sadrzi sve otvorene skupove.

Sada uvodimo pojam mere skupa.

"Henri Léon Lebesgue (1845 - 1941) - francuski matematicar
2Emile Borel (1871 - 1956) - francuski matematicar
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Definicija 1.3. Prebrojivo aditivna funkcija p: A — [0, 00)U{oc} naziva se mera
na o-algebri A.

Definicija 1.4. Uredena trojka (X, A, 1), gde je X proizvoljan skup, A o-algebra
na X 1 pu mera, naziva se prostor mere.

Sada definiSemo Lebegovu meru na skupu R”, Lebegova mera je u suStini
uopstenje zapremine skupa iz prostora R? na prostor R™. Lebegovu meru prvo
definiSemo na paralelopipedima ¢ije su stranice paralelne koordinatnim osama te
ovu meru prosirimo na sve skupove na koje je to mogucée uraditi.

Definicija 1.5. Neka je B := [[, [a;,bi]. Definisemo vol(B) = []._, (b; — a;).

i=1 =1
Za proizvoljan skup A € R™ definisemo spoljnu meru

A*(A) :=inf {Z vol(B) : U je prebrojiv pokrivac¢ od A takav da B = H [a;, bz]} .
Beu i=1
Za skup A kaZemo da je merljiv po Lebegu ako za svaki skup S C R™ vazi
A(S) =N (SNA)+ N(S\A).

Kolekcija skupova koji su merljivi po Lebequ c¢ine o-algebru i konacno definisemo
AA) := X (A) za svaki Lebeg merljiv skup A.

Dalje éemo podrazumevati da su svi integrali dati kao integrali po Lebegovoj
meri na R" za odgovarajuce n.

1.2 Merljive funkcije

U ovom poglavlju uvodimo definiciju merljive funkcije i dajemo osnovna tvrdenja
vezana za merljive funkcije. Pomocu njih definiSemo Lebegov integral sto je pojam
koji ¢e biti od esencijalnog znacaja u daljem toku rada.

Definicija 1.6. Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom. Funkcija
f: X — R je merljiva u odnosu na A ako vazi {x : f(z) < ¢} € A za sve c € R.

Jedan ekvivalentan uslov merljivosti dat je preko Borelove o-algebre na R.

Teorema 1.2. Funkcija f je merljiva u odnosu na o-algebru A ako i samo ako
fYB) € A za sve skupove B € B(R).

Navodimo osnovne osobine koje poseduju merljive funkcije.

Tvrdenje 1.3 (Osobine merljivih funkcija). Neka su funkcije f, g i@ f, gden € N
sve merljive u ondnosu na o-algebru A. Tada

(i) Za svaku Borelovu funkciju ¢ : R — R funkcija ¢ o f je merljiva u odnosu
na A
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(i) Za sve a, B € R funkcija af + Bg je merljiva u odnosu na A
(iii) Funkcija fg je merljiva u odnosu na A
(iv) Ako je g # 0 onda je funkcija f/g merljiva u odnosu na A

(v) Ako postoji konacéna granicna vrednost fo(x) = lim f,(z) za sve x onda je
n—0o0

funkcija fo merljiva u odnosu na A

(vi) Ako su funkcije sup f, iinf f, konacne za svako x onda su merljive u odnosu
n

n
na A

DefiniSemo pojam jednostavnih funkcija na koje éemo se vratiti prilikom defin-
isanja integrala.

Definicija 1.7. Neka je A o-algebra na skupu X i neka su A,...,A, € A
disjunktni merljivi skupovi i ay,...,a, € R. Jednostavna funkcija je funkcija
f: X — R oblika

flx) =) aila(x),
i=1
gde je funkcija I, indikator skupa A.
Znacaj jednostavnih funkcija je u tome §to one aproksimiraju merljive funkcije.

Tvrdenje 1.4. Neka je A o-algebra na skupu X. Tada za svaku ogranicenu
A-merljivu funkciju f postoji niz jednostavnih funkcija f, koji konvergira ka f
uniformno na X. Stavise, moZemo birati da niz bude rastuci.

Navodimo jedan od znac¢ajnijih rezultata teorije mere, ¢uvenu teoremu Egorova?

koja se ti¢e uniformne konvergencije niza merljivih funkcija.

Teorema 1.5 (Egorov). Neka je (X, A, ) prostor sa merom p i neka je f, niz -
merljivih funkcija takvih da skoro svuda postoji konacna granicna vrednost f(x) =
lim f,(x). Tada za svako € > 0 postoji skup X. € A takava da p(X\X.) < e i da
n— o0

niz funkcija f, konvergira uniformno ka f na X..

Jos jedna znacajna teorema teorije mere jeste teorema Luzina? &iji rezultat nam
omogucava aproksimaciju merljivih funkcija neprekidnim funkcijama na kompak-
tnim skupovima proizvoljno velike mere.

Teorema 1.6 (Luzin). Neka je E C R"™ skup merljiv po Lebegu. Funkcija f : E —
R je merljiva ako © samo ako za svako € > 0 postoji kompaktan skup K. C F 1
neprekidna funkcija f., tako da A\(E\K.) <e i f = f. na K..

3 Imrrpuit @énoposuya Erépos (1869 - 1931) - ruski matematicar
*Hukondnn Hukomdesma Jlysma (1883 - 1950 - ruski matematicar)
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1.3 Lebegov integral

U ovom poglavlju definiSemo i dajemo osnovne osobine Lebegovog integrala koji
je centralni objekat u izucavanju Lebegovih prostora LP, a samim tim i prostora

Soboljeva® WhPp,

Razmatramo prvo slu¢aj nenegativnih jednostavnih funkcija. Neka je f(z) =
>or i aila,(z), za neke a; > 01 A; C R™ merljive po Lebegu. Tada definiSemo
Lebegov integral jednostavne funkcije f

f(z)dx = Z a;\(4;),
R™ i=1
gde A oznacava Lebegovu meru na R”.

Definisemo sada integral za proizvoljnu merljivu funkciju.

Definicija 1.8. Neka je f A-merljiva funkcija, gde \ oznacava Lebegovu meru na
R™ i neka je f(x) > 0 skoro svuda. Definisemo

f(x)dx := sup {/ o(z)dz : ¢ > 0 jednostavna funkcija i p(x) < f(z) skoro svuda}
Rn n

Ako je ova vrednost konacna za f kaZemo da je integrabilna. U opStem slucaju
za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako su obe funkcije f+ i f~ integrabilne i
definisemo

f(x)de = fH(x)dx — f(x)dx.
Rﬂ, Rn ]Rn
U nastavku slede osnovne osobine Lebegovog integrala

Tvrdenje 1.7. Neka je f, niz jednostavnih funkcija takvih da da je f, > 0 1

da vazi fp(x) < foy1(x) skoro svuda za sve n € N i da su integrali funkcija f,

uniformno ograniceni. Tada je funkcija f(x):= lim f,(x) integrabilna i vaZi
n—oo

f(z)dz = lim fn(x) de.
R n—00 Jpn
Tvrdenje 1.8 (Osobine integrala). Neka su funkcije f i g integrabilne. Tada

(i) |f| je integrabilna i vazi

f(x)dz
R

< [ [f(z)| dz.
RTL
(ii) Ako je f < g skoro svuda onda je

. f(x)dx < /n g(z) dx.

>Cepréit JIbpésua Cédostes (1908 - 1989) - sovjetski matematicar
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(iii) Za svaki merljiv skup A C R™ je funkcija f14 integrabilna i definiSemo
/ f(x)dx = f(x)4(x) dx.
A R"

(iv) Ako je f(x) > 0 za skoro svako x onda je

f(z)dx > 0.

]Rn

(v) Ako je |f(x)| dz =0 onda je f =0 skoro svuda
R
(vi) Za svako o, B € R funkcija aof + Bg je integrabilna i vazi

[ @@+ o) dr=a [ j@de+s [ go)an

R

Tvrdenje 1.9. Svaka merljiva ogranicena funkcija f je integrabilna na skupu
A C R" konacne Lebegove mere i vazi

/A f(x)dz

Znacajna osobina koju poseduje Lebegov integral jeste apsolutna neprekidnost.

< sup | f(x)[ A(A).

z€EA

Teorema 1.10 (Apsolutna neprekidnost Lebegovog integrala). Neka je f integra-
bilna funkcija. Tada za svako € > 0 postoji d > 0 takvo da

ako AM(A) < § onda / |f(x)| dz < e.
A

Slede najznacajnije teoreme o Lebegovom integralu koje se ti¢u prolaska grani¢ne
vrednosti kroz integral.

Teorema 1.11 (Bepo Levi® teorema o monotonoj konvergenciji). Neka je f, niz
integrabilnih funkcija takvih da je f,(x) < fo11(x) za skoro svako x za svakon € N.
Ako je

sup [ fu(z)dr < 00
neN JRrn

onda je funkcija f(x) = lim f,(x) skoro svuda konacna, integrabilna i vazi
n—oo

f(z)dx = lim folx)dx.
Rn

n—00 Jpn

SBeppo Levi (1875 - 1961) - italijanski matematicar
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Teorema 1.12 (Fatuova’ lema). Neka je f, niz nenegativnih integrabilnih funkcija
kojgi konvergira ka funkciji f skoro svuda i neka

sup | fo(z)dr < K < o0,
neN JRn

za neko K > 0. Tada je funkcija f integrabilna i vazi
fl@)de < K
Rn

Stavise
f(z)dx <liminf [ f,.(z)dz.
Rn

n—oo R

Posledica 1.1. Neka je f, niz integrabilnih funkcija i neka je g integrabilna
funkcija.

(i) Ako je f, > g skoro svuda i

liminf [ f,(z)dz < oo

n—o00 R
onda je funkcija liminf f, integrabilna i vazi
n—oo

/ liminf f,,(z) de <liminf [ f,(x)dx.
R

n N—00 n—00 R

(ii) Ako je f, < g skoro svuda i
limsup [ fu(z)dz > —oc0
n—oo JRn

onda je funkcija limsup f, integrabilna i vazi
n—oo

/ limsup f,(x)dx > limsup | f.(z)dx.

n—00 n—00 Rn

Teorema 1.13 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergnciji). Neka niz inte-
grabilnih funkcija f, konvergira skoro svugde funkciji f. Ako postoji integrabilna
funkcija ® takva da

|fn(2)| < |®(x)| skoro svuda za svako n € N

onda je funkcija f integrabilna i vaZi

f(x)dr = lim [ f,(z)dz,
R

n—00 Jpn

dodatno,

n—oo

lim |f(x) = fu(z)] dx = 0.
Rn

"Pierre Fatou (1878 - 1929) - francuski matematicar
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1.4 Korisne teoreme opsSteg karaktera

U ovom odeljku navodimo teoreme opsteg karaktera koje se obraduju na standard-
nim kursevima obi¢nih diferencijalnih jednacina i funkcionalne analize, a koje su
nam potrebne u nastavku.

Teorema 1.14 (Nejednakost Gronvola®). (i) (Diferencijalni oblik) Neka u €
C(0,T) i u diferencijabilna na (0,T) zadovoljava nejednakost

% < a(t)u+b(t) na(0,T),

gde su a,b € L'(0,T). Tada vaZi nejednakost

t
u(t) < efo a(S)dsu(O) + / b(S)efS a(r)drds
0

za sve t € (0,T).

(i1) (Integralni oblik) Neka u € C(0,T') zadovoljava nejednakost

t t
u(t) < u(0) +/ a(s)u(s)ds—l—/ b(s)ds mna (0,7T),
0 0
gde su a,b € L'(0,T) i dodatno vazi a > 0. Tada vai
¢
u(t) < U(O)efo a(s)ds +/ b(s)efs a(r)drds
0

za sve t € (0,7T).

Sledi jedan od najvaznijih rezultata funkcionalne analize koji nam omoguéava
trazenje relativno kompaktnih podskupova skupa neprekidnih preslikavanja izmedu
metrickih, odnosno vektorskih prostora.

Teorema 1.15 (Arzela’-Askoli'’). Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor i
(E, ||| g) Banahov prostor. Neka je A C C(X : E) skup neprekidnih preslikavanja
iz X u F koji zadovoljava sledece osobine

(i) A je kolekcija uniformno ekvineprekidnih funkcija, tj.

Ve>030>0:Ve,2' € Xd(z,2')<d = VfeA|f(x)— f@)],<e.

(ii) Za sve x € X zatvaranje skupa {f(z) : f € A} je kompaktan skup.

Tada je skup A relativno kompaktan.

9Cesare Arzela (1847 - 1912) - italijanski matematicar
0Giulio Ascoli (1843 - 1896) - italijanski matematicar
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Jos jedan veoma znacajan rezultat funkcionalne analize koji se ti¢e kompaktnih
skupova u odredenim slabim topologijama na Banahovim prostorima jeste ¢uvena
teorema Banah!!-Alaoglu'?.

Teorema 1.16 (Banah-Alaoglu). Neka je X Banahov prostor. Tada je zatvorena
jediniéna lopta u X', B = {2’ € X' : ||2'||y, < 1} *-slabo kompaktan skup, gde je
sa X' oznacen topoloski dual prostora X.

UStefan Banach (1892 - 1945) - poljski matematicar
2L eonidas Alaoglu (1914 - 1981) - ameri¢ki matematicar



Glava 2

Lebegovi prostori LP((2)

Lebegove prostore ¢ini kolekcija funkcija koje su u odredenom smislu integrabilne,
tako je L' prostor funkcija koje su integrabilne, L? prostor funkcija ¢iji kvadrat je
integrabilna funkcija i tako redom za sve p > 1.

U nastavku dajemo detaljno definiciju i osnovne osobine koje poseduju L”
prostori.

2.1 Definicija i osnovne osobine

Definicija 2.1. Neka je 1 < p < oo, Lebegov prostor LP(Q2), Q C R" je kolekcija
svih funkcija f : QQ — R za koje vazi

@ do <o

Lebegov prostor L>(2), Q@ C R™ je kolekcija svih funkcija koje su ogranicene skoro
svuda na €.

Od velikog znacaje nam je ¢injenica da ovakva kolekcija funkcija ¢ini jedan vek-
torski prostor sa poljem skalara R, Sto nam omogucava da sabiramo integrabilne
funkcije i ostanemo i dalje u istoj kolekciji.

Tvrdenje 2.1. L?(Q)) je realan vektorski prostor, za 1 < p < oo.

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo za slucaj 1 < p < oo, dok tvrdenje za p = oo
sledi trivijalno. Primetimo da vazi 0 € L?(Q2). Neka vazi f,g € LP(Q) i a € R.
Dokazimo da tada vazi af € LP(2) kao i f + g € LP(Q).

1° af € LP(Q)

[ lar@p de=lap [ 7@ do <o,

2° f+ g € LP(Q) Prvo, primetimo da iz konveksnosti funkcije |- " : R — R sledi
da za sve a,b € R vazi

j2
<

1 1
a4+ =b
a+2

1
P plP.
; af” + 5 10

1
2
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MnozZenjem sa 2P dobijamo da vazi
la + 0" <2°7 1 (|af” + |b]") .

Sada izvodimo zakljuc¢ak

/kﬂu#dxs/2%%uw+mmdx
Q Q
= 20! P+ g") d :
Lﬁﬂ+wn T < oo

Dakle, LP(2) zaista jeste vektorski prostor nad R. O

Kroz seriju tvrdenja pokazujemo da je LP normiran i kompletan realan vek-
torski prostor.

Definicija 2.2. Preslikavanje ||-[|,q : L'(©2) = RT U{0} definiSemo sa

wmmm:(AU@Wde,

za svako p € [1,00). Za p = oo definisemo preslikavanje ||| (g + L(2) —
R* U {0} sa

11| oo ) = eSSéSélpV(m)\ = inf{ sup |f(z)]: A(N) = 0}'

z€Q\N

Dokazimo prvo jednu tehnicku lemu koja ée nam biti potrebna za dokaz
narednog tvrdenja.

1 1
Lema 2.1. Neka su a,b> 0,1 <p < oo iq takvo da vazi — + — = 1. Tada vaZi:
p q

ab? bl
ab < — 4+ —.
b q

Dokaz. Funkcija In je konkavna, tj. —In je konveksna funkcija te vazi da je

a? bl 1 1
In|—+—)>-In(a”)+—-1n(d?) =1lna+ Inb = In(ad).
p q p q
a? bl
Kako je jos In monotona funkcija to vazi da je — 4+ — > ab. [

Nejednakost koju je dokazao Helder! 1889. godine predstavlja jednu od najz-
nacajnijih nejednakosti vezanih za teoriju integracije i vise puta u toku radu ¢emo
se podsecati date nejednakosti.

Ludwig Otto Hélder (1859 - 1937) - nemacki matematicar
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Teorema 2.2 (Nejednakost Heldera). Neka je 1 < p < oo i q takvo da vaZi

11 ‘ . L
5—1_6: 1ineka feLPige L. Tada fge L' i vaZi ||fgll;n < |fll0 19l -

Dokaz. Koristeéi prethodnu lemu dobijamo da vazi

@I gl 1 1f@F 1 1@
1oy 90 oy — P IS Ioy @119l 70y

(2.1.1)

Integracijom (2.1.1) nad Q i koriste¢i ¢injenicu da je Lebegov integral monoton
dobijamo da vazi

HCTRTCTRAY (1 @r 1 |g<x>|q)dx.

Q “fHLP(Q) HgHLq(Q) p ”f”ip(g) q HQHqu(Q)

Primetimo da je desna strana jednacine jednaka 1 te dobijamo

/Q F@19()] dz < 1| zmie 190 agey -

]

Slede¢a nejednakost, nam obezbeduje da su LP prostori normirani vektorski
prostori, a kasnije ¢emo dokazati i da su kompletni.

Teorema 2.3 (Nejednakost Minkovskog?). Neka p € [1,00) i f,g € LP. Tada
f+g€LPivazi:

</“|f+g|p dm); : (/Qlﬂp dl‘); + (/Q 9P dx);.

Dokaz. Za p = 1 tvrdenje trivijalno vazi. Primetimo da vazi

f @)+ g(@)]” < |f(2) + g(@) " (1 f(@)] +|g()]) -

o
Kako |f + g/ ' € L#7 = L' », to imamo prema nejednakosti Heldera

[ 150+ ) o< [ 1760+ gt ar)

+([1r@r dx)’l’

[ 150+ oo o < ([ 1+ oorp as)

+([1ar dx);.

?Hermann Minkowski (1864 - 1909) - nemacki matematicar
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Dakle, imamo sada

L5+ g do< [ 1)+ g dw>1; <( i@ dx);
+([loor dx)’i> |

Deljenjem obe strane jednacina sa ( [, |f(z) + g(z)[” dm)l_% dobijamo
([ 11+ swpr i) < ([ a) + ([loop ac)’
Q

Tvrdenje 2.4. Preslikavange |||, : L(2) — RT U {0} je norma na LP(S2) za
svel < p < oo.

Dokaz. 1° p # oo Homogenost sledi direktno iz osobina Lebegovog integrala, a
nejednakost trougla iz nejednakosti Minkovskog.

2° p = oo Homogenost i nejednakost trougla slede direktno iz osobina esncijalnog
supremuma. [

Dokazimo sada da Lebegovi prostori poseduju jos jednu znacajnu osobinu,
tacnije pokazimo da su prostori LP kompletni normirani prostori.

Teorema 2.5. LP(2) je Banahov prostor za svako 1 < p < oo.

Dokaz. 1° p # oo Neka je (f, :n € N) Kosijev® niz u prostoru LP(£2).
Odaberimo podniz datog niza (f,,, :k € N) takav da je zadovoljeno

ank+1 fnk” < 27% za sve k € N. Posmatrajmo rastu¢i niz funkcija g,,(z) =
|fm( |+Zk 1 ‘fnk+1 fnk( ) )
Il = Fu(@) + 20, (fagea (@) = fap(x)). Primetimo da za svako m € N, po
nejednakosti trougla vazi da je |f;,(z)| < gm(x) tj. ako dokazemo da ||gel|, < o0
odatle ¢e slediti da i || ]|, < [[gooll, < o0 odnosno

fl, € LP. Naime, po teoremi o monotonoj konvergenciji imamo da je

1gooll, = Tim Jigm]l,

hm (Hfm” +Zank+1 f"’cH)
< lim (Ilme +Z2 )

3 Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) - francuski matematicar

| N
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Dakle, g, € LP, pa samim tim i f/ € LP. Definisimo sada f := f/ . Primetimo
da je f! = f.. jer je suma teleskopirajuca te vazi f, (x) — f(z) za skoro svako
x. Dokazimo da ova konvergencija takode vazi u normi prostora LP.

() = fu@)” < (1f (@) + [ (@)D"
<27 (If @) + [fn(@)])
< 27 [goo ()] -

Sada moZemo primeniti Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji na | f(z) — f/ (x)[”

te dobijamo da || f — f,.[l, = 0 kada m — oo. Konagno, koristeci ¢injenicu da je
niz Kosijev dobijamo, za dato € > 0 i n dovoljno veliko

an - pr < an - fnm||p+ ||fnm - f”p < 5/2+€/2 = €.

Dakle, niz (f,, : n € N) jeste konvergentan i njegova granica je u prostoru LP.

2° p = o0 Ako je (f, :n € N) Kosijev niz u prostoru L>(£2) onda uniformno kon-
vergira na skupu Q\N, gde je N skup mere nula, te je granica niza ograni¢ena
funkcija skoro svuda te je u prostoru L. [

Za odredene vrednosti eksponenta su L” prosotri separabilni, naime vazi
Teorema 2.6. Skup Cy(R2) je gust u LP(Q) za 1 < p < 0.

Dokaz. Dokazujemo tvrdenje iz dva koraka, prvo pokazujemo da je skup
S:={s:Q — R: s jednostavna, merljiva i u ({z : s(z) # 0}) < oo} gust u L*(Q).
Ocigledno, S C LP(£2). Neka je f € LP(£2) i bez umanjenja opsStosti neka je f > 0.

Tada postoji rastuéi niz jednostavnih merljivih funkcija s, takvih da lim s, = f.
n—oo

Dalje, kako je s, > 0 imamo da vazi |f — s,|” < |f|’, a kako f € L to je |f| € L'
imamo po Lebegovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji da

lim/\f—sn]p /hm lf — s’ =
n—oo

Dakle, |[s, — f|[, — 0. DokaZimo sada da je Cp(f2) gust u S. Neka s € S'ie >0,
tada po teoremi Luzina (Teorema 1. 6) postoji funkcija g € Cy(Q2) takva da vazi
lgl < Islloc i p({z € Q:s(x) # g(x)}) < e. Sada imamo

lg — 5|2 = /|g—s|p
=/ lg —s|”
gF£s
<[ Aol +1sl
gFs
< / (sl + l15]1.0)"
g#s

<2%|lslle. €

Kako je € birano proizvoljno to kada ¢ — 0 dobijamo da je Cy(2) gust u S koji je
sam gust u LP(Q2) ¢ime je tvrdenje dokazano. O
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Posledica 2.1. Za 1 < p < oo, prostor LP(Q2) je separabilan.

Dokaz. Sledi iz ¢injenice da je Cy(§2) seprarabilan. ]

2.2 Konvolucija

Definisemo operaciju konvolucije koja ¢e nam posluziti da aproksimiramo integra-
bilne funkcije glatkim funkcijama, primenjujuéi molifikaciju.

Definicija 2.3. Konvolucija funkcija u i v data je preko integrala

wHo(z) = / “ul— y)o(y)dy.

Iz definicije sledi da je konvolucija komutativna operacija, a po nejednakosti
Heldera sledi da mozemo garantovati dobru definisanost ako v € L?, a v € L¥,
ovo takode vaziiza u € L'iv & L™,

2.3 Aproksimacije glatkim funkcijama
Elemente LP prostora mozemo aproksimirati proizvoljno precizno sa glatkim funkcija

i uz dodatne pretpostavke na domen mozemo ¢ak i tvrditi da te funkcije imaju
kompaktan nosac.

Definicija 2.4. Neka je J nenegativna realna funkcija takva da J € C§°(R™) koja
zadovoljava osobine

(i) J(x) =0 za |z| > 1;
(i1) J(x)dr = 1.
R”l
Za € > 0 definisemo funkciju J. = "J (g) Tada funkcija J. zadovoljava uslove

(i) Je € C°(R") ;

(ii) J.(x) =0 za |z| > ¢&;
(iii) Jo(z)dr = 1.
Rn”
Funkciju koja zadovoljava date uslove nazivamo molifajer, a konvoluciju
Tosu() = [ @yt

nazivamo regularizacija funkcije u.
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Funkcija koja nam moze posluziti kao molifajer je na primer

Ja)= e lel<l
0 |z > 1

gde je C' konstanta koju biramo tako da vazi

/n J(x)dz = /Bl@ J(z)dz = 1.

Teorema 2.7. Neka je u funkcija definisana na R™ koja je identiticki jednaka nuli
izvan skupa 2.

(i) Akou € L. (R"™) onda J.xu € C*(R");

loc

(ii) Ake uw € L, .(Q) i vaZi supp(u) € Q onda J. *xu € C(Q) ako je e <
dist(supp(u), 0Q);

(i1i) Ako u € C(Q) i G € Q onda lirré Jo xu(x) = u(x) i ova konvergencija je
e—

uniformna na G;

(i) Ako uw € LP(2) i p < oo onda J. xu € LP(Q) i vaZi || Jo*ull, < [lull, i

Elirél+ [ Je % u—wull, = 0.

Dokaz. (i) Tvrdenje direktno sledi iz jednacine

D J. xu(x) = Da/ u(y)Je(z — y)dy

n

— [ ul)D i = )y
=wux*x DJ.(x).

(7i) Sledi iz ¢injenice da je supp(u * J.) C supp(u) + B.(0).

(iii) Neka je G proizvoljan kompaktan podskup od 2. Kako je G kompaktan,
postoji > 0 tako da je G C B,(0). Dalje, kako je u neprekidna funkcija,
ona je i uniformno neprekidna na kompaktnom skupu B, .(0), tj. za svako
n > 0 postoji 6 > 0 tako da kada vazi |z — y| < § onda mora da vazi
|u(z) —u(y)| <n. Neka je x € G in > 0 proizvoljno. Onda biramo ¢ € (0, J)
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1 vazi

% u(z) — u(e)] =

[ e =)@y - (o)

[ wte-wair- [ wwway

< | |u(z —y) —ulz)| J(y)dy

R

_ /(0) lu(z —y) — u(x)| J.(y)dy

</ nJ-(y)dy = n.
-0)

Poslednja nejednakost vazi jer z € B,.(0) C B,,.(0)iz—y € B,..(0)ie < 4.
Kako je i bilo proizvoljno time po definiciji sledi konvergencija.

(iv) Ako u € LP(Q2) onda vazi
|4*umns/’4@MMx—wMy

p—1

= [ )T ) el dy

p—

S(RJL@M%>;(/;L@HM$—wV@0;
:(/;L@HMw—wV@){

gde smo u pretposlednjoj jednakosti koristili nejednakost Heldera. Sada
izvodimo zakljucak

nk*ummnzﬂﬂk*mdex

</(/ Je() lulz - )|pdy);p da
// y) lu(z — )’ dy dz
~ [ [ 1w utw =)l dudy = el

Dokazimo sada konvergenciju u normi prostora LP(2). Neka je n > 0 dato.
Kako je skup Cy(Q2) gust u LP(£2), biramo v € Cp(€2) takvo da [lu — v| 1, <
1. Prema gornjem razmatranju imamo i da || J. * u — Jo % || < 5. Zae
dovoljno malo je nosa¢ od J. *v—v ogranicen te po (iii) J.*v — v uniformno
te za dovoljno malo € vazi [|J. v — v|| 1,y < 7. Sumirajuéi imamo

[ Je % u — UHLP(Q) < | exu—Jox UHLP(Q) + [ e x v — U”Lp(ﬂ) + flu - UHL@ <1,



17 2.4. Duali prostora LP(f)

¢ime je dokaz zavrsSen.

Posledica 2.2. Skup C§°(Q2) je gust u LP(2) za p < 0o.

Naredna teorema je veoma znacajna u smislu da ako nademo gornju i donju
granicu za eksponente LP prostora u kojima lezi neka funkcija mozemo tvrditi i da
leZi u svim prostorima sa eksponentima izmedu najmanjeg i najveceg.

Teorema 2.8 (Interpolaciona nejednakost). Neka je 1 < p < ¢ < r < 0o i neka
vazi

1 6 1-0

qg D r
za neko 0 € (0,1). Akouw € LPNL", onda u € L7 i vaZi

0 1-0
llly < llully [l

1 1-6
Dokaz. Postavimo s := 0£ Primetimodajes>1idajel — - = u te je
q s r

Helderov par od s, s’ = . Sada po nejednakosti Heldera

q(1-0)

Jul = [ Ju(@)" ju()] " da
Q

< ([t ac) " ([t o) "

0 1-6
= [l 2 [Jul| 9.

2.4 Duali prostora LP({2)

Teorema koja nam opisuje duale prostora LP jeste ¢uvena Risova' teorema o
reprezentaciji, za dokaz pogledati [5] ili [6].

Teorema 2.9 (Risova teorema o reprezentaciji). (i) Neka je 1 < p < oo i neka
F € (LP(Q)). Tada postoji v € L (Q) takvo da za sve u € LP(Y) vaZi
F(u) = F,(u) = / u(x)v(x) dx.
Q
Stavise, [vll,, = IIFl, #. (LP(Q))" je izometricki izomorfan L¥ ().
(ii) Neka je p = 1 i F € (LY(Q)). Tada postoji v € L=(Q) takvo da za sve
u e LYQ) vazi

Flu) = Fy(u) = / w(@)o(z) da.

Q
Stavige, |v||, = ||F|l, tj. (LY(Q))" je izometricki izomorfan L=(Q).

“Riesz Frigyes (1880 - 1956) - madarski matematicar
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[
Kao direktnu posledicu dobijamo refleksivnost prostora LP za p ¢ {1,00}

Teorema 2.10. Prostori LP(Q) su refleksivni za 1 < p < 0.
Dokaz. Sledi po Risovoj teoremi o reprezentaciji za prostore LP zap ¢ {1,00}. [

Tvrdenje ovog tipa ne vaZi za L' prostore, naime on nije refleksivan jer je
njegov dual prostor L™, a dual prostora L* je &iri prostor od prostora L!.



Glava 3
Distribucije

Uopstene funkcije ili distribucije (poznate i kao Svarcove! distribucije) uvodimo
radi moguénosti trazenja izvoda funkcija koje nisu glatke, pa ¢ak ni neprekidne.
Ovakav tip izvoda, koji uvodimo nazvaéemo slabim izvodom.

Ideja je sledeca, posmatrajmo C*(R™) funkciju f i proizvoljnu C§°(R™) funkciju .
Tada primenom parcijalne integracije imamo da vazi
of oy

do = — = du,
R 89@80 o R” axz v

gde je ¢lan bez integrala jednak nuli, buduéi da ¢ ima kompaktan nosa¢. Na$
cilj je da ovakvo ponasSanje izvoda prenesemo na funkcije koje nisu nuzno klase
C'! niti neprekidne. Da bismo to mogli precizno definisati potreban nam je pojam
distribucija (uop$tenih funkcija).

3.1 Prostor D(R")

Prostor D(R™) je prostor beskona¢no diferrencijabilnih funkcija koje su jednake
nuli izvan nekog kompaktnog skupa, gde se topologija razlikuje od standardne
topologije zadate supremum normom na C§°(R").

Uvodimo prvo prostor glatkih funkcija koje su identicki jednake nuli izvan
(zatvorene) lopte datog poluprecnika.

Definicija 3.1. Prostor D,(R"™) sastoji se od beskonacno diferencijabilnih funkcija
koje su identicki jednake nuli na skupu R™\ B,.(0), gde je B,.(0) = {z € R : |z| < r},
gde je topologija data prebrojivom familijom seminormi

— ki ... 9k
pr(p) = max  max|dy - Oe(e)].

Sada uvodimo prostor D(R") kao uniju svih prostora D, (R")

Laurent Schwartz (1915 - 2002) - francuski matematicar
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Definicija 3.2. Prostor D(R") sastoji se od svih beskonacéno diferencijabilnih
funkcija sa ogranicenim nosacem tj. D(R") = U,y Dr(R") koji je snabdeven
seminormama

Plagy($) =Y ar max  max |D%()|,

|a|=0,...,ax k<|z|<k+1

gde za nizove {(ay) uzimamo sve nizove prirodnih brojeva.

Primetimo da su sve seminorme iz definicije dobro definisane za sve beskon-
acno diferencijabilne funkcije sa ograni¢enim nosac¢em, jer samo kona¢no mnogo
sabiraka u sumi je razli¢ito od nule.

Kako je topologija data ovim seminormama na prostoru D(R™) ¢esto neoper-
ativna (prostor D(R™) nije ¢ak ni metrizabilan, pogledati [6]), mi ¢emo preuzeti
sekvencijalni pristup, bez ulazenja dublje u topolosku prirodu prostora, gde pos-
matramo konvergenciju nizova u prostoru D(R").

Definicija 3.3. Niz funkcija (p;) C D(R™) konvergira ka funkciji ¢ € D(R"™) ako
su sve funkcije ; i ¢ identicki jednake nuli na istom kompaktnom skupu ¢ za svaki
multiindeks o imamo uniformnu konvergenciju D%p; = Dp.

3.2 Definicija i izvod distribucija

Distribucije, odnosno uopstene funkcije definiSemo na sekvencijalni nacin kao lin-
earna neprekidna preslikavanja prostora D(R™) u skup realnih brojeva snabdeven
standardnom topologijom.

Definicija 3.4. Prostor svih linearnih funkcionela F' na prostoru D(R™) takvih da
F(¢;) = 0 za svaki niz (¢;) koji konvergira nuli v prosotru D(R™) oznacavamo sa
D'(R™), a njegove elemente nazivamo distribucijama.

Oznaka D'(R™) opravdana je sledeé¢im tvrdenjem, za dokaz pogledati [6].

Teorema 3.1. Prostor D'(R"™) definisan gore je tacno topoloski dual prostora
D(R™).

Definisemo sada izvod distribucije.

Definicija 3.5. Neka je F' € D'(R™). Parcijalni izvod distribucije F' u oznaci
Oy, F je element D'(R™) dat identitetom

U daljem tekstu podrazumevacemo da su svi izvodi uzeti u distributivnom
smislu, ¢ak i kada radimo sa glatkim funkcijama. Za detaljan pregled teorije
distribucija pogledati [7]
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Prostori Soboljeva

Prostori Soboljeva, nazvani po ruskom matematicaru Sergeju Soboljevu, predstavl-
jaju veoma znacajne vektorske prostore koji su nasli iroku primenu u nalazenju
slabih resenja parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Glavna motivacija jeste smeStanje funkcija i izvoda tih funkcija u odredene
Lebegove prostore, da bismo osigurali integrabilnost, da mozemo traziti reSenja
jednacina u slabom smislu.

Definicija 4.1. Za pozitivan ceo broj m € Z7 i 1 < p < oo definiS§emo preslika-
vanje:

1/p
lallygmney = | 3 ID"ullq | 21 <p<oo
0<|a|<m
— (e
||u||Wm»°°(Q) = Oéﬂj;(m |D U||Loo(9) :

Definisemo i vektorske prostore na kojima je dato preslikavanje norma:

(i) WmP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) za 0 < |a| < m} gde je izvod uzet u
distributivnom smaslu;

(i1) Wy (Q) je zatvarange prostora C§°(2) u normi prostora WP ().

Naime, dato preslikavanje ne samo $to je norma na W™P(2), ve¢ je prostor
Wm™P(€)) snabdeven tom normom kompletan prostor.

Teorema 4.1. W"?(Q) je kompletan.

Dokaz. Neka je (u, : n € N) Kosijev niz u prostoru W™?(Q). Tada su za |a| < m
nizovi (D%u,, : n € N) Kosijevi u L?(£2) pa po kompletnosti prostora L”(2) postoje
funkcije u 1 ugpnq takve da u, — u i D*u,, — u, u normi prostora LP(2). Dalje,
kako je L*(Q2) C L}, () onda funkcije D®u,, i u, odreduju distribucije. Za svako
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¢ € Cs°(Q) vazi, po Helderovoj nejednakosti, za p’ = %

|D%un(p) — ua(p)| =

/Q (D un(z) — a(z))p(z) da

< / D% () — o (2)] | 9(2)] da

< llepll,y 1D — wall,, -

Dakle, D%u,,(¢) — uq(p) za svako ¢ € C°=0(). Po definiciji distrtibutivnog izvoda
imamo za svako ¢ € C°0()

ua(p) = lim D, () = lim (=1)1u, (D) = (=1)*u(D*p).

n—oo n—00

Dakle, u, = D*u gde je izvod uzet u distributivhom smislu na Q2 za sve |a| < m,
odnosno dobili smo da v € W™?(2), a kako vazi |[un, — ul|yymsq) — 0 to je prostor
Wm™P(€)) kompletan. O

4.1 Aproksimacija glatkim funkcijama

Cesto problemi koje reSavamo nisu uvek reSivi globalno na nekom odredenom
domenu, ali umemo da ih re$imo lokalno. Sledeéi rezultat nam opravdava ovakvu
tehniku resavanja problema, odnosno omogucéava nam spajanje lokalnih reSenja u
reSenje koje je globalno.

Teorema 4.2 (Particija jedinice). Neka je A C R™ proizvoljan skup i neka je
U kolekcija otvorenih skupova koji pokrivaju A tj. A C U,o,U. Tada postoji
kolekcija U funkcija ¢ € C§°(R™) koja zadovoljava:

ueld

(1) Za svako v € U i svako x € R™ vazi 0 < ¢(x) < 1;
(ii) Za K € A za sve sem konacno mnogo ¢ € ¥ vazi ¢ =0 na K;
(iii) Za svako ¢ € W postoji U € U tako da supp(y)) C U;

(v) Za svako x € A vaZi ) ey ¥(z) = 1.

Zelimo da ideju regularizacije funkcija koris¢enjem molifajera prenesemo sa LP
prostora na WP prostore, naime pokaza¢emo da svaku funkciju iz WP mozemo
aproksimirati glatkim funkcijama.

Teorema 4.3. Neka je J. standardna molifikaciona funkcija i neka je 1 < p < 0.
Ako uw € W™P(Q) i Qo C Q sa kompaktnim zatvorenjem unutar €, onda u® :=
Je % u — u u normi prostora WP (£)g).
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Dokaz. Prvo, primetimo da za sve |a| < m vazi da D*u® = J. * D*u. Zaista

D (z) = D° / J.(y)u(z — y)dy

= /Q Je(y) D" u(x — y)dy
= J. x D%u.

Sada kako D%u € LP(§2) D LP(£2) i birajuéi € dovoljno malo takvo da dist(£2, 0€2) <
e dobijamo da vazi D*u® = J. * D*u — D®u u normi prostora L?(£2y). Kako ovo
vaZi za sve |a| < m dobijamo da u® — w u normi prostora WP (). O

Rezultat koji smo upravo izveli nam daje aproksimaciju samo na relativno
kompaktnim podskupovima skupa 2, ovaj rezultat mozemo podié¢i na ¢itav skup
), birajué¢i skupove sa kompaktnim zatvorenjem koji pokrivaju €2 i sabirajuci
aproksimacije odgovaraju¢om particijom jedinice.

Ako pretpostavimo restriktivnije uslove na geometriju skupa 2, pre svega na
njegov rub 02, mozemo dobiti aproksimaciju funkcijama koje su glatke na €2 O €.

Teorema 4.4. Neka je skup Q2 ogranicen i takav da je 9Q C'. Ako u € W™P(Q)

za 1 < p < oo onda postoji niz funkcija up € C*(Q) takav da ur, — u u normi
prostora WP ().

Dokaz. Neka je tacka 2° € 9 proizvoljna fiksirana tacka sa ruba oblasti Q. Kako
je 0Q C! to postoji C! funkcija v : R*~! — R i realan broj r > 0 tako da vazi

QN B (2") = {z € B(2") : 2, > y(z1,...,T01) }

Definisimo V' := QN B (2°) i 2° := x+ Aee,, gde x € V, e, n-ti vektor standardne
baze R", a brojevi A > 0 ie > 0 su takvi da za sve x € V vazi da B.(z°) C
QN B, (z°) za sve x € V. Dalje definiSemo v° kao molifikaciju funkcije u° koja
je data vrednoséu funkcije u u tacki z¢, ovo je opravdano ¢injenicom da je tacka
x¢ dovoljno odmaknuta od ruba da je mozemo molifikovati sa J.. Dokazimo da
v® — u u normi prostora W?(V). Neka je aw multiindeks takav da |a| < m. Vazi
sledece

D" — DaU”Lp(v) < |ID%* — Da?ﬁ”y(y) + [|[D%u — DaUHLp(v) )

a oba ¢lana sa desne strane teze nuli kada € tezi nuli, prvi zbog molifikacije, a drugi
zbog neprekidnosti translacije. Neka je n > 0 dato. Kako je skup 92 kompaktan
to moZemo pronaci kona¢no mnogo tacaka z? tako da lopte iz gornjeg razmatranja
pokrivaju 0€), ozna¢imo odgovarajuée skupove sa V;, tada postoje funkcije v; €

C>(V;) takve da |lv; — ull,,, 1»(v), < 1. Biramo otvoren skup Vy € Q takav da  C

UY, Vi. Po .pre’FhodHOJ:'teoremi onc.la posto.j'i funkcijz?u Vo jcakva ||vo - ull,,,. Lo(V)o, §
n. Konstruisuéi funkciju v kao zbir funkcija v; koriste¢i odgovarajucu particiju

jedinice zavrsavamo dokaz. O
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4.2 Ekstenzije

Cilj ovog poglavlja je dobro definisati prosirenje funkcije iz prostora Soboljeva
W1P(Q2) na funkciju koja ée sada biti deo prostora W1P(R"). Tako deluje na prvi
pogled da uvek mozemo funkciju prosiriti da bude identicki jednaka nuli izvan
Q) stvar je mnogo suptilnija. Naime moze se desiti da prosirenje funkcije nema
dobro definisan slab izvod na 0f2, stoga treba pristupiti proSirenju sa malo vise
paznje. Ako pretpostavimo odredene uslove za skup {2 mozemo dobiti rezultate o
proSirenim funkcijama.

Teorema 4.5 (Teorema o ekstenziji). Neka je Q@ C R™ ogranicen i takav da OS2 je
C*. Tada postoji ogranicen linearan operator

E: W (Q) — WP (R™)
takav da za sve u € WP (Q) vazi:
(i) Eu = u skoro svuda u );

(i1) Eu ima nosa¢ unutar ogranicenog skupa V- O §);

(ii6) | Eullyro@ny < Cllullymg)-

Dokaz. Prvo, pretpostavimo da je u € C*(Q). Neka je fiksirano z° € 9.
Pretpostavimo prvo da u nekoj okolini z° vazi da rub 9Q skupa Q leZi u ravni
Z, = 0. Prema tome postoji otvorena lopta B sa centrom u z° dovoljno malog
radijusa tako da

Bt:=Bn{z,>0}C
B~ :=Bn{z, <0} C R"\Q

Definisimo
u(x x € BT
u(x) = (z) . .
=3u(zy, ..., Ty, —2y) +du(zy, ..., 201, —%) xEB
Dokazimo da @ € C*(B). Uvodimo oznake u™ := u|p-, u" := u|p+. DokaZimo da
je D*u™|(z,=0y = D*u" (s, =0} za sve a takve da o] < 1. Prvo primetimo da je
ut =u” na {z, =0} idajezasvei=12,...,n— 1 zadovoljeno u = u; na

{xn, = 0}. Pokazimo jo$ da vazi u} =wu, na {z, = 0}.

u, () =3u(z,..., Tn1, —2,) — 2u(T1, ..., Tn_1, —%)

Ubacivanjem x, = 0 u gornju jednakost dobijamo da za x, = 0 vazi v} = u, ,
Sto sa prethodnim razmatranjem nam daje da je u € C*(2). Takode po definiciji
u postoji konstanta C' takva da vazi

1@l < Clulyrogsy: -
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Razmotrimo sada slucaj kada ne postoji okolina z° tako da 0 leZi u jednoj
ravni. Tada moZemo nac¢i C'-difeomorfizam koji ¢e "izravnati" OQ u okolini
2°. Oznacimo taj difeomorfizam sa ® i neka je y = ®(z), tada je x = & 1(y) i

definigimo u/(y) := u(®~!(y)). Sada ponovimo gornje razmatranje za u’ i dobijamo
HUHWLP(B) <C Hu/||wl,p(3)+ .
Oznacimo W := ®~1(B), tada vracanjem u x koordinate dobijamo

||ﬂ||wl,p(w) <C ||U||W1,p(9) .

Kako je 99 kompaktan postoji konacno mnogo tacaka z? € 9Qtakvih da postoje
otvoreni skupovi W; i ekstenzije w; funkcije v na W; tako da 9Q c U, W..
Odaberimo otvoren W, € € takav da QJ",W; i neka je {{}, odgovarajuca
particija jedinice. Definiemo u = " &4;. Koristeéi gornje ocene dobijamo
konac¢no

‘EHWLP(]Rn) S C Hunl,p(Q)

i vazi daje nosa¢ ogranic¢en skup, i da €2 C suppu. Uvodimo sada oznaku Fu := .
Razmotrimo sada sludaj kada u ¢ C*. Kako u € W"P(Q) postoji niz funkcija
u, € C™(Q) koji konvergira ka u u normi prostora W1?(Q). Sada po linearnosti
operatora F i gornjim ocenama vazi

||Euk - EUlHWl,p(Rn) <C ||Uk - ulHWl»P(Q) .

Dakle, niz Euy je Kosijev te konvergira ka Fu. [

4.3 Nejednakosti Soboljeva

U ovom delu pokazujemo veoma vazna utapanja prostora W'P(2) u odredene
Lebegove prostore u zavisnosti od osobina oblasti €. Primetimo da iz W'? C L4
mozemo dovoljno puta primenivsi podskup dobiti da za proizvoljno m vazi W™P C
LY za neko q. U pocetku razmatrammo slucaj za 2 = R"™.

Teorema 4.6 (Nejednakost Galjardo!-Nirenberg?-Soboljev). Neka je 1 < p < n.
Definisemo p* = P Tuda postoji konstanta C' takva da

[l o @y < CHIVUl Loy
za sve u € CH(R™).

Dokaz. Dokazujemo prvo slucaj p = 1. Kako je nosa¢ od u kompaktan to vazi

Z;
U(CE’) :/ uxi(xlv"'7xi—17y7l7xi+17'"7$n)dyi7

—00

YEmilio Gagliardo (1930 - 2008) - italijanski matematic¢ar
Louis Nirenberg (1925 - 2020) - kanadsko-americki matematicar
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za sve 1 <1 < n, te dalje vazi

T
u()| S/ U, (T1, s Tim 1y Yis Ti1s - -+, Tn) | AYi
—0o0

< / IVu(zr, ..., Tic1, Yis Tigas - -+, Tn) | dys.
R

Variranjem koordinata i stepenovanjem sa ﬁ dobijamo

n =
nl SH(/ |vu(xla---,xi—layi7$i+17---7xn)’dyi) :
i=1 /R
Dobijenu nejednakost sada integralimo, prvo po x;
" i
|71 da S/ (/ |Vu|dyi)
/]R ' R H R
5o =
= |Vu|dy ) / (/ |Vul dy,;) dx
(foean) ™ [TT(] 1

=2

1

< (/R|VU|dyl>ll </ (/ IVu|dyZ)”11(”1) dx1>"1

7

_ (/R|Vu|dy1>ﬁ(//|vu|d%dml)

1=2

gde nejednakost sledi iz uopstene Helderove nejednakosti. Sada integralimo dalje
po - i slicno kao malopre dobijamo

/R/Rluln”l dayday < (//|Vu|dy1d;r2> (//dew)l%
< / / / |Vu|dyzd:v1dx2>

Ponavaljajuéi postupak za sve preostale promenljive dobijamo kona¢no

1

/ lu|»=Td"x < H (/ > / \Vu|dzy ... dx;1dyde;iq ... dacn)
Rn i1 R R
et
= (/ |Vul d”a:> .

Stepenovanjem sa % dobijamo tvrdenje za p = 1. Za dokaz kada je p > 1

p(n—1)

i primenimo ocenu koju smo malopre
n—p

posmatramo funkciju |u|” gde je v =
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dobili. Tada imamo

(/ M= d:z;) ' g/ IV |u|"| dz
n R’ﬂ

— / ™! V| de
p—1

<y (/ | O~ D5E da:) ’ (/ Vul? dx)p.

O

Sada dokazujemo tvrdenje bez ograni¢avanja na glatke funkcije, veé¢ za proizvoljne
funkcije iz prostora W1? za oblasti koje zadovoljavaju odredene uslove.

Teorema 4.7. Neka je £ ogranicen otvoren podskup skupa R™, i neka je rub OS2
Ch. Akojel <p<niu€& W(Q) ondau € L (Q) i vaZi ocena
[l Lo () < Cllullragey -

Dokaz. Kako je 9 C', postoji ekstenzija funkcije u EFu =: uw € W'?(R") takva
da @ = u na €, w ima kompaktan nosa¢ i vazi [|@||y1sgn) < C ||ullyr). Kako u
ima kompaktan nosa¢ postoji niz funkcija u,, € C5°(R™) tako da w, — u u normi
prostora W1P(R"). Po zakljucku prethodne teoreme imamo da vaZi

Hum - ulHLp*(Rn) S C ”VUm — vulHLP(R") R

za sve [,m € N. Dakle, niz u,, je Ko&ijev u normi prostora L?"(R") te po komplet-
nosti Lebegovih prostora imamo da u € LP" (R") i vaZi ocena

||EHLP*(R") <C ||VuHLp(Rn) :

Sada kako je w = u na skupu €2 imamo da vazi uzimajuéi restrikciju norme na
skup 2 C R"
”uHLP*(Q) <C “quLP(Q) <C HUHWLP(Q) :

]

Sada dajemo tvrdenje istog karaktera, ovog puta sa I/VO1 P prostorima. Sada
mozemo pristupiti sa opstijim uslovima za granicu domena 2.

Teorema 4.8. Neka je Q C R" ogranicen i otvoren skup i neka u € WyP(Q) za
1 <p<n. Tada vazi ocena

||UHLq(Q) <C HVU’HLP(Q) )
za sve q € [1,p*]. Specijalno vazi

”uHLP(Q) <C HVUHLP(Q) .
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Dokaz. Neka u € Wy P(2), onda postoji niz funkeija u, € C3°(Q) koji konvergira
funkciji v u normi prostora W?(Q). Sada funckije u,, mozemo produziti nulom na
R™\2 i primenom nejednakosti Galjardo-Nirenberg-Soboljev dobijamo kako za sve
U VaZi [[tn 1o ) < C[[Vn|1sq) da takode vazi [|u|| - ) < C[[Vull oo O

Slu¢aj p = n je poseban po tome Sto on predstavlja jedan patoloski slucaj.
Naime, za ocekivati je da po razmatranju od malopre, kako je p* = n”—f;
za p = n da imamo da za sve v € W'"(Q) vazi v € L*(), medutim postoje

kontraprimeri koji ovo tvrdenje demantuju, na primer birajué¢i skup 2 = Int B;(0)
i funkciju v = Inln <1 + ﬁ) dobijamo da u € W'™(Q), ali u ¢ L>®(Q), za dokaz
pogledati [2].

= o0

Dalje navodimo bez dokaza teoreme o utapanju prostora Soboljeva u odredene
Helderove prostore kada je p > n, za dokaz pogledati [2, 5.6.2].

Teorema 4.9. Neka je ) otvoren ogranicen podskup skupa R™ takava da je njegov
rub 0Q C'. Ako u € W'(Q) onda u € C¥'"» ().

Sumirajuéi rezultate prethodnih tvrdenja dobijamo kona¢nu teoremu o uta-
panjima prostora Soboljeva.

Teorema 4.10 (Nejednakosti Soboljeva). Neka je 2 ogranicen otvoren podskup
skupa R™ sa C' rubom i neka u € W™P(Q). Tada

(i) Ako mp < n onda u € L1(Q) gde je q dato identitetom % == — 2 4 vaZi

ocena

1 m
P n

[l Loy < Cllullymag) -
(ii) Ako mp > n onda u € C’m_[%]”(ﬂ), i vaZi ocena

lull g < Cllullwmna) »

%]’”(Q)
gde je

¢ N
cN

7:{[%}“—%7 oko

proizvoljan realan broj iz intervala (0,1), ako

T[S VIS

Za dokaz drugog dela tvrdenja pogledati [2, 5.6.3 Theorem 6|
Uzimajudéi odredene vrednosti eksponenta Lebegovog prostora dobijamo da su
utapanja Soboljeva kompaktna, naime vazi sledece tvrdenje.

Teorema 4.11 (Relih®-Kondrasov?). Neka je Q C R™ otvoren i ogranicen i da je
90 C'. Ako je 1 < p < n onda WH(Q) € LY(Q) za sve 1 < q < p*.

SFranz Rellich (1906 - 1955) - nemacki matematicar
4Bnamavmp Uocudosma Konmpamros (1909 - 1971) - sovjetski matematicar
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Dokaz. Kako je €2 ograni¢en skup on je kona¢ne Lebegove mere te za sve ¢ < p
po teoremi o utapanjima Soboljeva imamo da W?(Q) C L¢(Q) i vazi

||u||Lq(Q) <C H“HWLP(Q) :

Treba jo§ da pokaZemo da svaki ograni¢en niz u W'»(£2) ima konvergentan podniz
u L(). Oznalimo taj niz sa (u, : n € N). Vazi da je sup [[um[yrsq) < oo
meN

Po teoremi o eksteniji mozemo pretpostaviti da sve funkcije u,, imaju kompaktan

nosa¢ unutar nekog skupa V' > Q i da vazi sup ||tm||yy15(y < 00. Posmatramo prvo
meN

izglacane funkcije uf, := u, * J., gde je J. standardna molifikaciona funkcija. Sve
funkcije u;, imaju nosa¢ unutar V. Prvo dokazujemo da date funkcije konvergiraju
uniformno po m u normi prostora L(V).

&) = () = [ = 9)un )y @)

1 [ (x - y) () — () dy

en 15
_ /B @) ol = 2) — () dz
_ /Bl(o) J(2) /01 % (upn (2 — t22)) dt dy
= —¢ /Bl(o) J(2) /01 Vi, (z —tez) - zdt dy.

Dakle, integracijiom po skupu V' dobijamo da vazi

1
/|Ufn(5€)—um(fb’)| dw§€/ J(z)/ /|Vum(x—taz)||z\ dx dt dz
v B1(0) 0o Jv

1
ge/ J(z)/ /|Vum(w)| dw dt dz
B1(0) 0 \%
:e/ IV, (w)| dw.
1%

Dalje, kako je skup V ograni¢en i u,, € W'?(V) da vazi

[umy = tmll 1 vy S €[Vumll iy < eClIVUmll oy -
Dakle, kako u,, € W'(V) imamo da u, — u,, u normi prostora L' (V') uniformno
po m. Dalje kako je 1 < ¢ < p* po interpolacionoj nejednakosti imamo

0 1-0
g, — Um”Lq(v) < |Jup, — Um”Ll(V) [Juz, — umHLp*(v) 5

1;*9. Po nejednakosti Galjardo-Nirenberg-

gde je 0 odabrano tako da vazi % =0+

Soboljev imamo

0
[um — “mHLq(V) < Cllup, — UmHLl(V) :
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Dakle, konvergencija je uniformna po m u normi prostora L?(V') kada ¢ — 0.
Dokazimo sada da je za sve € > 0 niz (u$,) uniformno ogranicen i ekvineprekidan.
Neka z € V, tada

ru;«wrs(/’ Jo(x — y) [um(y)| dy
B:(z)
C
< ||J6||L°°(R”) HumHLl(v) < on < 00,

za proizvoljno m, odnosno niz (uZ,) je uniformno ogranicen za svako € > 0. Sli¢no,
dobijamo

C
<

Vug,| < IVIell poe @y ltmll vy < ot < 00,

te po teoremi srednje vrednosti dobijamo da je niz (ug,) niz ekvineprekidnih
funkcija za svako € > 0. Sada, kako je skup V kompaktan, po teoremi Arzela-
Askoli mozemo iz niza (ug,) izvuéi uniformno konvergentan podniz na V', koji
je dalje konvergentan u normi prostora L?(V'). Kako je dati niz aproksimacija
polaznog niza (u,,), a niz konvergira uniformno po m kaada ¢ — 0 znaci da i iz
polaznog niza (u,,) mozemo izvuéi konvergentan podniz u normi prostora L(V)

¢ime je dokaz zavrsSen. [

4.4 Slaba i jaka konvergencija nizova funkcija

U ovom odeljku dajemo op$tu teoriju o slaboj i jakoj konvergenciji u Banahovim
prostorima sa posebnim osvrtom na prostore Soboljeva i Lebegove prostore. Prvo
definiSemo jaku konvergenciju za proizvoljan Banahov prostor X.

Definicija 4.2. Neka je X Banahov prostor. Za niz elemenata x, € X kaZemo
da jako konvergira ili konvergira uw normi ka elementu x € X u oznaci

T — T

ako vazi
lim [l — ] = 0.

Primetimo da ako imamo jako konvegentan niz {z;},-, u Banahovom prostoru
X, ¢iji je limes © € X onda za svako y € X', gde je X’ topologki dual prostora X
vazi
lim (ay,y) = lim y(zy) = y(r) = (z,9) .

k—o0

Zaista, za € > 0 dato, moZemo pronaci k dovoljno veliko da [z — x|y < i, ti-
x/

mozemo pronaci dovoljno veliko k tako da vazi

() —y(@)| = ly(zr — 2)| < llyllx [lee —2flx <e.

Pokazimo primerom da obratno ne mora da vazi.
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Primer 4.1. Posmatrajmo Banahov prostor L?(R") za neko fiksirano n € N
i neka je f € L?*(R™) proizvoljno takvo da f # 0. Konstruigimo niz funkcija
fo(z) == k2 f(kx), € R", k > 1. Neka je g € L*(R") = [L*(R")] proizvoljno.

Tada za k > 1 imamo
_n z
/ k™2 f(z)g <E> dz

z _n
129 (3)] 4 < K5 15 paqam Il -

. fr(z)g(x) dz

[ Kot da

Skz—’%/

Pustajuci limes k£ — oo dobijamo

lim [ fi(x)g(z)dz =0

k—o0 Rn

za proizvoljno g € L?(R"). DokaZimo, medutim, da ne vazi f; — 0.

n

N /n <f (%))2 dz = Hin?(Rn)?

za svako k > 1, odnosno ne vazi f; — 0.

o= Oy = [ (@) do = [ 5 (1(ha))* o

Prethodni primer i razmatranje pre primera motivise nas da uvedemo novu
vrstu konvergencije u Banahovim prostorima.

Definicija 4.3. Neka je X Banahov prostor. Za niz elemenata xp € X kaZemo
da slabo konvergira ka elementu x € X u oznaci

T — T
ako za svako y € X', gde je X' topoloski dual od X wvaZi

lim <xk7y> = <$7y>‘

k—o0

Sli¢no, uvodimo dualni pojam slaboj konvergenciji

Definicija 4.4. Neka je X Banahov prostor takav da je X =Y’, gde je Y neki
Banahov prostor. Za niz elemenata x, € X kaZemo da *-slabo konvergira ka
elementu x € X u oznaci

IL‘LCE
k

ako za svako y € Y wvaZi

k—o00

Dokazimo sada znac¢ajno tvrdenje koje nam karakterise slabo i *-slabo sekven-
cijalno kompaktne skupove u Banahovim prostorima.
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Tvrdenje 4.12. Neka je X Banahov prostor i A C X ogranicen u normi prostora
X. Tada

(a) Ako je X refleksivan onda je A slabo relativno kompaktan;

(b) Ako je X =Y’ za neki Banahov prostor Y onda je A *-slabo relativno
kompaktan.

Dokaz. Kako je skup A C X ograni¢en postoji M > 0 takvo da
Ac{re X :|z|y <M} =:By.

(a) Kako je X refleksivan to je X = X” te po teoremi Banah-Alaoglua (Teorema
1.16) dobijamo da je B), slabo kompaktan u X, te je A C B); slabo relativno
kompaktan.

(b) Kako postoji Banahov prostor Y takav da Y’ = X to po direktnoj primeni
teoreme Banah-Alaoglua (Teorema 1.16) imamo da je By, *-slabo kompaktan
u X, pajei A C By *-slabo relativho kompaktan.

]

Posmatrajmo sada prostore Soboljeva i Lebegove prostore imajué¢i u vidu
prethodno tvrdenje. Naime za 1 < p < oo znamo da su prostori LP(€2) i W™P(Q)
za sve m € N, za 0 C R" refleksivni prostori, dok za prostor L>({2) je poznato da
L>*(Q) = (LY(R))" dobijamo sledeci rezultat.

Teorema 4.13. Neka je Q2 C R" za neko n € N. Tada

(1) Ako je 1 < p < oo i@ A C LP(Q) ogranicen, onda je A slabo relativno
kompaktan;

(i) Ako je 1 < p < oo, m € N i A C W™P(Q) ogranicen, onda je A slabo
relativno kompaktan;

(i1i) Ako je A C L>(S2) ogranicen, onda je A *-slabo relativno kompaktan.

Navodimo bez dokaza jedan od najve¢ih rezultata teorije Banahovih prostora
koja se ti¢e kompaktnosti u slabim topologijama na Banahovim prostorima. Gen-
eralizacije i dokazi ove teoreme su bili tema mnogih nau¢nih publikacija, a dokaz
se moZe pronaci recimo u [10, Chapter III].

Teorema 4.14 (Eberlejn®-Smuljan®). Neka je X Banahov prostor i A ¢ X. A
je slabo relativno kompaktan ako i samo ako je A slabo relativno sekvencijalno
kompaktan.

Dakle, imamo za prostore Soboljeva i Lebegove prostore sledeéi rezultat

*William Frederick Eberlein (1917 - 1986) - americki matematicar
SBurons JIbsosma [mymsan (1914 - 1944) - ruski matematicar
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Teorema 4.15. Neka je 2 CR" za nekon € N i neka je 1 < p < oco. Tada vazi:

(i) Svaki niz ogranicen uw normi prostora LP(Q)) poseduje slabo konvergentan
podniz;

(ii) Za sve m > 1 svaki niz ogranicen u normi prostora W™P(Q) poseduge slabo
konvergentan podniz.

Dalje dokazujemo jednu znacajnu teoremu, poznatu kao Aubin’-Lions® lema,
koja nam osigurava konvergenciju u normi za uniformno ogranic¢ene nizove funkcija.
Dokaz teoreme pociva na jednoj tehnickoj lemi ¢iji dokaz ovde izostavljamo, za
dokaz date leme i jo§ primena teoreme Aubin-Lions pogledati [9, Section 3.1.1]

Lema 4.1. Neka su Xy, X © X; Banahovi prostori takvi da se Xy, kompaktno
utapa v X, a X se neprekidno utapa u X1. Tada za svako n > 0, postoji konstanta
C, koja zavisi iskljucivo od 1 tako da za sve v € X vaZi

[ollx < nllvllx, +Cyllvllx, -

Teorema 4.16 (Aubin-Lions lema). Neka su Xy, X i Xy Banahovi prostori, takvi
da su Xo © X1 refleksivni. Neka se X kompaktno utapa v X, a X neprekidno
utapa v X1. Za svako p i q takvo da 1 < p,q < oo definiSemo

W = {'U, U € LP(O,T, X(]), Uy € Lq(O,T, Xl)} .
Tada se W kompaktno utapa u LP(0,T; X).

Dokaz. Neka je niz {uy},y uniformno ogranicen u W, tj. da vazi

HUNHLP(O,T;XO) + H(un)tHLq(O,T;Xl) < M. (4.4.1)

Dokazimo da postoji podniz datog niza koji konvergira u normi prostora L?(0,T; X).
Pre svega iz refleksivnosti prostora LP(0,7T; Xy) i (4.4.1) sledi da postoji podniz,
koji radi rasterecenja notacije i dalje oznacavamo sa {u,}, .y, 1w € LP(0,T; Xo)
takav da u,, — u, n — oo u prostoru LP(0,7"; X;). Uvodimo oznaku v, = u,, — u.
Dakle, dokazujemo da v,, — 0, n — 0o u normi prostora L*(0,T; X). Ako uvedemo
oznaku r := min{p, q}, onda je W C W' (0, T; X,), jer je po pretpostavki teoreme
Xy C X;. Po utapanjima Soboljeva, kako je dimenzija prostora [0, 7] jednaka 1, i
r > 1 imamo da se prostor W neprekidno utapa u C([0,77]; X;). Dakle, imamo da
je za svako t € [0, T
lon(B)]lx, < K,

za neku konstantu K, odnosno

lon (@)%, < K7,

"Jean-Pierre Aubin (roden 1939) - francuski matematicar
8 Jacques-Louis Lions (1928 - 2001) - francuski matemati¢ar
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a kako je skup [0, 7] kona¢ne Lebegove mere, to je konstantna funkcija K? inte-
grabilna po Lebegu. Dakle, ako pokazemo da za svako t € [0,T] [Jv,(t)|y, — 0,
n — 00, imamo po Lebegovoj teoremi da je

T
T oa(®)F vy = Jim [ )15, de =0,

odnosno dobijamo da v, — 0 u normi prostora LP(0,7"; X;). Dokazimo sada da za
proizvoljno ¢ € [0,7] vazi |lv,(t)]|x, — 0, n — oo.

v (t) = va(s) — /ts v, (1) dT. (4.4.2)

MnoZenjem (4.4.2) sa % i integracijom po promenljivoj s € [t,7] izvodimo

1 K 1 L
vp(t) = —— [ wvu(s)ds — —/ / vl (1) dr ds.
y=tJi Ji

v—1tJ

Primetimo da drugi integral mozemo zapisati u drugacijem obliku

/j/:v;(r)drds:/t’y (v — 1) v, (1) dr.
! ‘/jvn(s)ds

lon(®)ly, < ——
v ’ 1-1 /
/ 1 (), dr < (v = 00 o e,
t

v—1
1-1 /
S(y—t) « ”vnHLq(O,T;Xl)

<2(y—t)"0 M,

Dalje, izvodimo

.
4 / [ ()L, dr. (4.4.3)
X1 t

Kako vazi

to za svako € > 0 mozemo birati v dovoljno blizu ¢ tako da

Y , €
| ol dr <5 (4.4.4)
t

za svako n € N. Za tako odabrano + iz ¢injenice da v,, — 0, n — oo u L*(0,T; X,),

N
imamo da / v,(s)ds — 0 u Xy, pa kako je utapanje X, — X kompaktno i
t

Y
utapanje X — X; neprekidno to vazi / vn(s)ds — 0 u X te mozemo pronaci n
t

/t " on(s) ds

dovoljno veliko tako da

1
¥—1

g
—. 4.4.5
< (4.4.5)

X1
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Dakle, iz (4.4.3), (4.4.4) i (4.4.5) izvodimo da za n € N dovoljno veliko vazi

lon (@)l x, <
odnosno, vazi lim [[v,(t)[|y, = 0 za svako t € [0, 7], 8to smo i hteli da pokazemo.
n—oo

Dakle, imamo da v, — 0 u normi prostora L”(0,7;X;). Konaé¢no iz leme 4.1
imamo da za proizvoljno 1 > 0 vazi

HUnHLp(o,T;X) <7 ||UnHLp(o,T;XO) + Gy ||Un||LP(0,T;X1) :

Za ¢ > ( dato biraju¢i n = 33; vazi da postoji dovoljno veliko n € N tako da

. . ) ..
vall oor.xy) < 30> 0dnosno za n dovoljno veliko vazi

€ €
HUnHLP(O,T;X) < WM + CWQ_Cn =&
odnosno v, — 0, n — oo u normi prostora L?(0,7; X), tj. u, — u, n — 0o u
normi prostora LP(0,T; X). ]

4.4.1 Donja slaba poluneprekidnost normi na Lebegovim
prostorima i prostorima Soboljeva

Definicija 4.5. Za funkcionelu ® na Banahovom prostoru X kaZemo da je donje
slabo poluneprekidna ako za svaki slabo konvergentan niz x, — x u X vazi

liminf ®(zy) > ¢(z).
k—ro0

Dokazimo da norme na LP(£2), pa samim tim i norme na W"?(Q) poseduju osobinu
donje slabe poluneprekidnosti na svojim odgovarajué¢im prostorima, za p € (1, 00).

Teorema 4.17. Neka je 1 < p < o0 i Q2 C R". Tada je |||y donje slabo
poluneprekidno preslikavange.

Dokaz. Neka je niz {u},., C LP(Q) takav da uy — u € LP(2). Dokazimo da je
tn inf el o 0y > 1l ooy -
Kako je funkcija |- " : R — R konveksna to za sve x,y € R vazi
2" = Jy" > py [y~ (z — ).
Dakle, za skoro svako z € 2 vazi
[ur(2) " = [u(2)|” = pu(=) [u(2)[* (u(2) — u(2)). (4.4.6)

Integraleéi nejednakost (4.4.6) po z € £ dobijamo

[ @l e = [l == p [ a@) P ) - u() d:
» ( /Q w(2) u(2) P2 up(2) d (4.4.7)
_ /Q u(2) |u(2) P2 u(z) dz> |
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Dokazimo da u |[ul’ € [LP(Q)] = L71(f2). Naime vazi

_p_ _p_
JulaP 178, = [ )7 e = [ de = g < o

LT (Q)

Dakle, zaista u \u]piQ € [LP(Q)] = LP%(Q), te po slaboj konvergenciji u, — u u

LP(§2) imamo

liminf [ w(z) [u(2)["* ug(z) dz = i}EIolo /Q w(z) |u(2) P2 uk(2) dz

k—o00 Q
= / u(2) [u(2) [P u(z) dz.
Q
Sada, primenjujuéi lim inf na nejednakost (4.4.7) dobijamo
h]?_1>g1f HukHLp(Q) - HuHLp(Q) > 0,

odnosno, imamo
lilggglf HukHLP(Q) > ”uHLP(Q)‘

]

Posledica 4.1. Neka je 1 <p < oo, Q CR" im € N. Tada je ||||yymsq donje
slabo poluneprekidno preslikavange.

Dokaz. Direktno iz prethodne teoreme i definicije norme Soboljeva. [
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Teorija fiksne tacke

U ovoj glavi obradujemo jednu od mnogih teorema koje obezbeduju postojanje
fiksne tacke odredenog operatora, konkretno dokazujemo Sauderov! princip fiksne
tacke. U dokazu Sauderovog principa koristi se jos jedan princip fiksne tacke, koji
ovde navodimo bez dokaza.

Teorema 5.1 (Brauerov? princip fiksne tacke). Neprekidno preslikavanje F iz
n-dimenzionog simpleksa S u Banahovom prostoru B u sebe samog ima fiksnu
tacku.

Dokaz Brauerovog principa moze se pronaéi u literaturi na temu funkcionalne
analize ili teorije fiksne tacke, recimo u [3].

Teorema 5.2 (Sauderov princip fiksne tacke). Neprekidno preslikavanje kompak-
tnog konveksnog skupa Q2 C B, gde je B Banahov prostor, u sebe samog ima fiksnu
tacku.

Dokaz. Neka je € > 0 dato. Kako je €2 kompaktan on mora imati kona¢nu
e-mrezu, oznacimo elemente te mreze sa xi,Zs,...,T,. Ozna¢imo dalje sa
konveksni omota¢ elemenata xq,...,z,,. Zbog uslova teoreme vazi da je Qy C (2,
primetimo jo$ da je dimenzija od )y kona¢na, oznac¢imo sa n < m — 1. Primetimo
da se 2y moze izraziti kao unija n-simpleksa tako da vazi da su tacke zq,...,z,,
medu temenima tih simpleksa i da svaka dva simpleksa ili se ne seku ili im je
presek zajednicka k-dimenziona strana (k-simpleks). Dalje, napravimo potpodelu
svakog od tih sipleksa, dovoljno duboku da dijametri svih podsimpleksa budu
maji od €. Oznacimo dobijene simplekse sa Si,...,S5,. Po konstrukciji, kolekcija
temena svih ovih simpleksa ¢ini kona¢nu e-mrezu i ona sadrzi sve tacke zy,...,x,,
i svi ovi simpleksi se seku isklju¢ivo po zajednickim stranama manje dimenzije.
Posmatrajmo sada neprekidno preslikavanje F': 2 — ). Po kompaktnosti skupa
Q) sledi da je F' i uniformno neprekidno preslikavanje, tj. za sve € > 0 mozemo
pronaci § > 0 tako da ||z — y|| < ¢ implicira ||F(z) — F(y)|| < € za sve x,y € Q.

Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da su svi dijametri potpodele takode
manji i od d, u suprotnom pravimo dublju potpodelu da dijametri budu manji

! Juliusz Schauder (1899 - 1943) - poljski matematic¢ar
Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 - 1966) - holandski matematicar



Glava 5. Teorija fiksne tacke 38

od min{e, §}. Sada konstruiSemo preslikavanje F. : Qy — Qg koje je simplicijelna
aproksimacija preslikavanja F. DefiniSimo F; u temenima simpleksa Si,...,S,.
Neka je z jedno od temena tih simpleksa. Kako F'(z) € € i temena ovih simpleksa
¢ine e-mrezu, postoji neko teme z takvo da je || F'(z) — Z|| < €. Definisemo F.(z) :=
z.

Neka je sada = € {2y takvo da x nije teme niti jednog simpleksa iz potpodele.
Pretpostavimo da z € S, za neko k. Ozna¢imo temena od Sy sa zf,..., 2% +n i

izrazimo x u simplicijalnim koordinatama simpleksa S; na slede¢i nacin
n n
_ k. k k k_
T = E a;x;, a; >0, E a; = 1.
i=0 i=0

Defini§ emo sada F.(z) = ZafF6 (zf). Ako je simpleks Sj jedinstven onda
i=0

je ovako preslikavanje dobro definisano. Medutim ako = € S, N S, onda je po
konstrukciji # unutar s-dimenzionog simpleksa, tj. vazi da je z¥ !

= x; za ] =
1,2,...,s1 vazi
n n
T = Zafxf = Zaéxa
i=0 i=0
k

gde je a¥ = al = 0 za sve i ¢ {iy,is,...,i,}. Dakle, vrednost preslikavanja ne
zavisi od izbora simpleksa ako x pripada vise od jednog, te je preslikavanje dobro
definisano za sve x € )y. Po konstrukciji vazi da F. : g — g i da je neprekidno.
Po Brauerovom principu fiksne tacke sledi da preslikavanje F. ima fiksnu tacku
xe € o takvo da F.(x.) = z.. Neka su z,..., z, temena simplksa koji sadrzi tav
cku z.. Po konstrkciji vazi da je ||z; — z;|| < d te je |[|[F(z) — F(z;)] < e. Takode
po definiciji imamo da je ||F.(z;) — F(z;)|| < e dobijamo da je

v

1Fe(z) — Fe(z) || < |1Fe(zi) = F(z)ll + [ F(2:) = F(z) || + [[F=(25) — F(z)]| < 3e.

n
Dalje, x. mozemo izraziti u obliku z. = E aiz; 1 koristeéi da je x. = F.(x.)

i=0
dobijamo da je z. = Z a; F. (z;). Sada imamo
i=0
lze = Fe(z)| = || D a5 (e (2:) — F2 ()| <32 ) a5 = 3e.
i=0 =0

Kona¢no, koriste¢i da je ||z. — z;|| < § imamo ||F(z.) — F(z)| < € te izvodimo
nejednakost

[ze = Fao)ll < llwe = Fe(z) || + [ Fe(zi) = F(2) || + [ F(2e) = F(z)] < 5e.

Dakle, za svako € > 0 postoji x. €  takvo da je ||z. — F(z.)| < be.
Uzmimo niz brojeva €, — 0 i definiSemo z;, := z.,. Kako je 2 kompaktan i
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zatvoren mozemo bez gubljenja opstosti pretpostaviti da je niz x; konvergentan i
da x, — z* € Q. Sada kona¢no imamo

le* = F ()| < [la” = @l + llax — Fa)|| + [[F(zx) — F ()]

i sva tri sabirka sa desne strane teze nuli kada kK — oo jer je F' neprekidno. Dakle,
vazi x* = F(z*). O

Posledica 5.1. Neka je S C B zatvoren i konveksan, gde je B Banahov prostor
i IS — S neprekidno. Ako je skup F(S) C S relativno kompaktan onda
preslikavanje F ima fiksnu tacku.
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Postavka i reSenje problema

Posmatramo sledec¢i nelinearni pocetni problem

uw—V-(14+u*)Vu)=f, na(0,T)xQ
u(0,-) = ug na Q . (6.0.1)
Opu=0 na (0,77) x 02

gde je 2 C R? ograni¢en domen sa C! granicom, a f i ug su poznate funkcije.

Pretpostavimo da (6.0.1) ima reSenje u klasi¢nom smislu, i neka je ¢ €
CH([0,T] x Q) funkcija takva da (T, ) = 0. Tada mnoZenjem jednacine (6.0.1)
funkcijom ¢ i integrale¢i po skupu [0, 7] x © dobijamo

/OT/QthOdII:dt—/OT/QV-((l—i—u2) Vu)god:z:dt:/OT/Qfgod:L‘dt. (6.0.2)

Primenjujudéi formulu za parcijalnu integraciju na integrale s leve strane jednakosti

dobijamo da vazi
T
/ / uy dzx dt
o Ja

T t=T
/ /utgpd:rdt:/ugpdx —
0o Ja Q t=0
T
—/uogp(O,x) dx—/ /ugatd:z:dt
Q 0o Jo
kao i

/OT/QV.((1~|—u2)Vu)godxdt:/OT/(99¢(1+u2)Vu.ndadt
—/OT/QVSD- (1 +w?) Vu) dedt  (6.0.4)

—/OT/QW-«Hu?)vu) da dt.

Dakle, ubacivanjem (6.0.3) i (6.0.4) u jednakost (6.0.2) dobijamo da za klasi¢na
reSenja problema (6.0.1) vazi

/ /ugptdxdt—f—/ / 1+u Vu - Vgpdwdt—/uogoogv d,r—/ /fgodxdt

(6.0.5)

(6.0.3)
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za sve funkcije ¢ € C1([0,T] x Q) takve da o(T,-) = 0. Birajuéi niz funkcija
on € C([0,T] x Q) takvih da ¢, — xjoq za t € [0,T] i ubacivanjem u (6.0.2)
dobijamo

T T T
/ / UgX[o, dx ds — / / V- ((1 + u2) Vu) X[o,g dx ds = / / fX[o,g dx ds,
0o Jo o Ja 0o Ja

odnosno imamo

//utdxds—// ((1+ u?) Va) dmds—//fdxds (6.0.6)

te kako za prvi integral u (6.0.6) vazi

//utdxds—/ ut)do— [ wodo

i kako za drugi integral po teoremi divergencije vazi

//V 1+u Vu dxds-// 1+u Vu ndods=0
a0

78nu 0

/Qu(t) dm:/ot/gfdxds+/ﬂuodx. (6.0.7)

Dalje, ako odaberemo niz funkcija ¢, € C*([0,7] x Q) takvih da ¢, — xpqu za
neko t € [0,7] i ubacimo u (6.0.2) dobijamo

//u—d:z:d8+// (1+u? ]Vu| dxds—//fudxdt

Sada kako je u%* = 1-L(u?) dobijamo

1 ¢ 1 t
—/u(t)leli—l—/ /(1+u2) \Vu|® dads = —/ugdfc—l—/ /fudxds. (6.0.8)
2 Ja 0o Jo 2 Ja 0o Ja

Motivisani identitetima (6.0.5), (6.0.7) i (6.0.8) uvodimo pojam slabog reSenja
problema (6.0.1) na slede¢i nacin.

Definicija 6.1. Funkcijau € L*>(0,T; L*(Q))NL*(0,T; W12(Q))NL*(0,T; L3(Q2))

je slabo resenje problema (6.1) ako zadovoljava

/ /ugotdxdt+/ / (1+v”) Vu- Vapdxdt—/uogo(Ox dx—/ /fcpda:dt

za sve funkcije p € C1([0,T] x Q) takve da o(T,-) =0 na Q i vazi

/ ()dx—/uodx+//fd:vds

Q
1 t

/ dx-l—// 1-l-u |Vu| drds < —/u%dw—i—//fudxds,
2 Jg 0 Jo

za sve t € [0,T].

dobijamo konac¢no
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U odeljcima koji slede dokazujemo tvrdenje

Teorema 6.1. Za date funkcije ug € L*(Q) ¢ f € L*(0,T; L*(QY)) postoji jedin-
stveno slabo resenje jednacine (6.0.1) u smislu definicije 6.1.

6.1 Aproksimirani problem

Problem (6.0.1) aproksimiramo metodom Galjorkina'. Neka je {w;};°, ortonormi-
rana baza prostora L*(f2) i ujedno ortogonalna baza prostora W2(Q), za funkcije
w; mozemo birati reSenja problema

Aw = - \w, na )

o,w =0, na O
za detaljan pregled zasto je ovakav izbor opravdan pogledati [2, 6.5 Theorem 1]
i iz elipti¢ne teorije je poznato da vazi w; € C1(Q) N W2(Q). Uvodimo oznaku
X" := span {wi}le, gde span predstavlja skup svih linearnih kombinacija.

Neka je prirodan broj k£ € N fiksiran. Aproksimirani problem konstruiSsemo na

slede¢i na¢in. TraZimo funkciju u* = u*(t,z) € C([0,T]; X*) u obliku

k

uF(t,m) == af (t)wi(z) (6.1.1)

i=1

koja reSava slede¢i pocetni problem

2
<uf,wi>L2(Q) + <<1 + (u’f) ) Vuk, Vwi>L2(Q) = <fk7wi>L2(Q)

. (6.1.2)
<uk7 W;

>L2(Q)‘ = (U0, Wi) 120

za sve i = 1,...,k. Ovde aproksimiramo funkciju f sa nizom glatkih funkcija
fFe C>=([0,T] x Q), gde je sa f* oznadena regularizacija funkcije f sa standard-
nom molifikacionom funkcijom J% i vazi da f¥ — f, k — oo u normi prostora

L?(0,T; L*(Q)) i dodatno vaZi ||kaL2(O,T;L2(Q)) < [[fll 22007 12(0)» Pogledati Teo-
remu 2.7. Motivisani definicijom 6.1 uvodimo pojam slabog resenja aproksimira-
nog problema (6.1.2).

Definicija 6.2. Za funkciju v* € C([0,T]; X*) N Wbt>=(0,T; X*) kaZemo da je
slabo resenje aproksimiranog problema (6.1.2) ako zadovoljava

_/T<k kY dt+/T<(1+(k)2)vkv k> dt
0 u 7%015 L2(Q) 0 u u, ¥ L2(Q)

T
= /() <fk7 @k>L2(Q) dt + <u§’ (pk|t:0>L2(Q) ’

'Bopric I'purépuesma Tanéprun (1871 - 1945) - ruski matematicar
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gde je pF € C1([0,T]; X*) takvo da ©*(T,-) =0 dato sa

k
Mt ) = Z/Qcpwi dz w;,
i=1

za svaku funkciju p € C1([0,T] x Q) takvu da ¢(T,-) = 0.

Primetimo da za funkcije ¢* vazi da ©* — ¢ uniformno kada k — co. Naime,
kako je skup Q kona¢ne mere znamo da je C'(Q) C L*(Q) te za svako t, € [0, 7]
imamo da ¢|,_, € L*(Q2), odnosno za svako to € [0,T] mozemo ¢|,_, zapisati u
bazi prostora L*(€2), {w;};~, na sledeé¢i nacin

o0
§0|t:t0 = E / SO‘t:to w; dx w;.
i=0 /9

Dakle, za svako t, € [0,7] imamo da lim cpk‘ = ¢|,—y,,» odnosno imamo
li = hteli k
kl_{glo Oriltag% ‘90 %) ‘ 0, Sto smo i hteli da po azemo.

6.1.1 Uniformne ocene za reSenja aproksimiranog prob-
lema

U ovom odeljku izvodimo apriorne ocene za slaba reSenja aproksimiranog probleme
koje ¢e nam biti kasnije potrebne.

Posmatrajmo aproksimirani problem (6.1.2) i za svako i mnozimo (6.1.2) sa a¥ i
uzimamo sumu po ¢ =1,...,k

Zk: <ut,wZ 120 —I— Z << uk)2> VuF, Vw,->L2(Q)

Kako funkcije af(t) ne zavise od promenljive x dobijamo sledeéi izraz za gradijent
funkcije u*

k

k
Vi =V af(wi(x) =) af(t) V(). (6.1.4)

i=1 i=1

Iz linearnosti skalarnog proizvoda, (6.1.1) i (6.1.4) imamo da je (6.1.3) ekvivalentno

() oy + <(1 + (u) )Vu Vu > = (1" ") - (6.1.5)
(

Raspisujucéi po definiciji skalarne proizvode u (6.1. 5) dobijamo

/utu dl’-l—/ <1+ (uk)2> Vuk-Vukdx:/fkukdw,
Q 0 Q
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te kako je ufuf =

/li (uk)2 dx+/ ’Vuk’2 da:—l—/ (uk)Q‘Vuk‘2 dx:/fkukdx. (6.1.6)
Kako vazi
/ }Vukf dx > 0,
0
/ (u*)* |Vuk|* de >0
Q

iz (6.1.6) izvodimo zakljucak

1d 2
2 dt Huk(t)Hm(Q) < /ka“k dx < ka(t)HL2(Q) Huk(t)HLQ(Q)
1 ) o (6.1.7)
<5 (17O e + 1 O30 -
Po nejednakosti Gronvola (Teorema 1.14) iz (6.1.7) sledi
t
o0y < < (I Oy + [ IOy s) . 618
za sve t € [0,T]. Pomnozimo takode pocetni uslov sa a¥(0) i uzmimo sumu po
t=1,...,k islicno kao gore dobijamo
<uk(0),uk(0)>L2(Q) = <u0,uk(0)>L2(Q). (6.1.9)

Iz (6.1.9) primenjujuéi nejednakost Kosi-Svarca i nejednakost geometrijske i arit-
meticke sredine sledi

H“k«))H;(Q) = <uk(0)’uk(0)>L2(Q) = <“07Uk(0)>L2(Q)
1
< ||U0”L2(Q) Huk(O)HLQ(Q) < 9 (”uOHi?(Q) + Huk(o)Hiz(Q)> )
odnosno izvodimo zakljucak
||uk(0)||iz(ﬂ) < Jluoll32(qy - (6.1.10)

Sada vracajuci se na (6.1.8) i primenjujuéi (6.1.10) i uzimajuéi kvadratni koren
imamo

t
Huk(t)lle(Q) < \/g\/HuO”i?(Q) ‘|‘/0 ||fk(3)||i2(ﬂ) ds

t
2
< Ve ||uo||L2<m+\/ / 1F55) gy s |
0
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te kona¢no primenimo supremum po t € [0,7] da dobijemo

1l oz = N0 lim o2y < €1 <”“0”L2<m + ||f||L2<o,T;L2<Q>>) - (6.1.11)

Vrac¢ajudi se na (6.1.6) i integraleéi po t € [0, 7] dobijamo

/( da:+/ /\Vuk\ dmdt+/ / ) |Vt dmdtﬁ/OT/kau’“d:z:dt
+ [ (o) de

odnosno

T T T
/ /’Vukf dz dt +/ /(uk)2‘Vuk‘2 dxdtg/ /fkukdzz:dt+/ (uk(O))2 dz
o Ja o Ja 0o Jo Q
17 2 17 2
g—/ /(f"‘) da:dt+—/ /(uk) da:dt+/ugdx
2Jo Ja 2Jo Ja Q

2 1 2 2
<5 ||f||L2 orL2) T —T HukHLoo (0,TL2(2)) + ||u0HL2(Q)

(6111
< G (ol + 17120 ziz20)

tj. imamo da vazi

Ve |20 2y + 18V | o020y < Co (”“0HL2<9> +IIf ”LQ(o,T;Lm))) :

(6.1.12)
Sto zajedno sa ¢injenicom da je
k k
||u HL2(0,T;L2(Q)) < TH“ HLoo(o,T;m(Q))
i(6.1.11) daje
HukHLg oy < O3 <||U0HL2(Q) + HfHL2(o,T;L2(Q))> : (6.1.13)

Konaé¢no sumirajudéi (6.1.11), (6.1.12) i (6.1.13) dobijamo

||ukHL°°(0,T;L2(Q)) + Huk“LQ(O,T;Wl’Q(Q))

k k
+ HU Vu HLQ(O,T;LZ(Q)) <C <||U’0||L2(Q) + ||f||L2(O7T;L2(Q))> >

za odgovarajucu konstantu C.
Iz ocena koje smo do sada izveli imamo da vazi, uvodeéi oznaku

Q = C (ol 2y + 1Lz

||ukHLO<>(0,T;L2(Q)) < Q; (6.1.14)
HUkHLQ(QT;Wl,Q(Q)) <@ (6.1.15)
H“kvuk”m(o,T;L?(Q)) <@ (6.1.16)
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Izvedimo jo§ dodatno jace ocene. Kako je 2 C R? po utapanjima Soboljeva
(Teorema 4.10) je W2(Q2) < L%(Q), odnosno imamo da vazi

(6.1.15)

) S (70\W“k||Lz( < G, (6.1.17)

HukHL2(O,T;L6(Q) 0,T;Wh2(Q))

za odgovaraju¢u konstantu Cj, koja ne zavisi od k. Dalje, primetimo da je
uPVuk = 1V (u’“)2 te iz (6.1.16) sledi

V (uk)? <C 6.1.18
H (u ) L2(0,T5L2(Q)) 1@, ( )
kao i da iz (6.1.14) sledi direktno
k 2
< d.1
H(u ) Lo(0,T;LH Q) 2@, (6.1.19)

a iz utapanja Lebegovih prostora i (6.1.19) imamo
|y

i takode iz (6.1.18) sledi

Dgaﬁ@ﬂw < C5Q (6.1.20)

L2(0,T;L1( L>(0,T;L*())

v (uk)? <CHV k)2 < C:Q. 6.1.21

H (u ) L2(0,T;L1 () — ! (u ) L2(0,T5L2(Q)) @ ( )
Sada iz (6.1.20) i (6.1.21) imamo
k 2

< Cs0. 6.1.22

H(u ) L2(0,T;Wh1(Q)) 6@ ( )

Dalje, po utapanjima Soboljeva imamo da je W1(Q) — L%(Q), tj.

|y

a po utapanjima Lebegovih prostora sledi

(6.1.22)

< GRQ, (6.1.23)

< Cr| ()’

L2(0,T5L3 (Q)) L2(0,T;W11(Q))

(6.1.18)

v (ub)’ <CHV B2 < w0, 6.1.24
H (u ) LQ(O,T;L%(Q)) = (u ) L2(0,T;L2(Q0)) 10¢ ( )
te iz (6.1.23) 1 (6.1.24) imamo
k\ 2
, < COhQ. 6.1.25
H(u ) L2(0,;wh3 (@) @ ( )

Ponovo primenjujuéi utapanja Soboljeva i utapanja Lebegovih prostora iz (6.1.25)
dobijamo
(Con

< Ci3Q.
(6.1.26)

ey

ey

L2(0,T;L2(Q)) L2(0,T;L3(Q)) L2 (O,T;Wl’% Q)
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Imamo, kombinujuéi (6.1.18) i (6.1.26) i utapanja Soboljeva
|

Primenjujuci teoremu o interpolaciji Lebegovih prostora (Teorema 2.8) na (6.1.19)
i (6.1.27) za 6 = § izvodimo kona¢no zakljucak

| )’ < ||’ |y’

< C15Q. (6.1.27)

L2(0,T;Wh2(Q))

< Ci4 H (uk)2

L2(0,T;L5(Q))

[4 1-6

< CsQ. (6.1.28
Ty S 189 ( )

L3 (0,105 () Loo (0,711 (%))

6.1.2 Resavanje aproksimiranog problema metodom fiksne
tacke

Nacin na koji pristupamo reSavanju datog problema, jeste polazeé¢i od neceg
Sto znamo da reSimo, to je linearna paraboli¢na jednac¢ina. Glavna ideja je da
aproksimirani problem napiSemo kao problem fiksne tacke za odredeni operator
te pronalaskom adekvatnog kompaktnog skupa dobijemo fiksnu tacku po principu
Saudera, koja Ge ustvari biti reSenje problema, (6.1.2).

Posmatrajmo slede¢u linearizaciju aproksimiranog problema (6.1.2)

<uf’wi>L2(Q) +((1+@?) Vb, vwi>L2(Q) = (f*, wi>L2(Q)

, (6.1.29)
<uk7 wi>L2(Q) ’t:O = <u07 wi)LQ(Q)

gde je @ data funkcija. Raspisimo ¢lan ((1 + a?) VuF, Vwi>L2(Q).

((1+ @) Vu*, V) / (14 @%) Vu* - Vw; dz
Q

2@ —

k

— / (1 + ﬂ2) Za?(t)ij - Vw; dx

J=1

= Za;?(t)/ﬂ(l + @) Vw; - Vw; dx .

J=1

-~

=gi,;(t)

Primetimo da su funkcije g; ;(¢) dobro definisane i neprekidne ako vazi da @ €
C([0,T]; L*(£2)), i vaZi ocena

195 (t)| =

/ (1 + 112) Vw; - Vw; dx
Q

§/|1+ﬂ2‘|ij~Vwi| dx
Q

Q Q (6.1.30)

< 19050y V0 0y + max [V - V| [

< N + B8 ||a(t)H2L2(Q) )
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gde za svao i = 1,....k uvodimo oznaku §; := max,cq |Vw;|, §to je dobro defin-
isano jer w; € C'(N). Dalje, uzimajué¢i maksimum po ¢ € [0, 7] imamo iz (6.1.30)

<112
||9i,j||c([o,T]) < AjAi + BB HUHC([O,T];B(Q)) :

Primetimo da za proizvod (uf, wi>L2(Q) u jednacini (6.1.29) vazi
da
k ) _ i
<utawz>L2(Q) - dt
i uvodedi oznaku fF(t) := ( f*, wi>L2(m, dobijamo za sve i = 1,...,k
da¥ B

k y k
i W CIRCREHCL 6.1

af(O) = <u07wi>L2(Q) )
odnosno imamo sistem od k linearnih obi¢nih diferencijalnih jednacina, gde su
nepoznate funkcije a¥(t). Po teoriji obi¢nih diferencijalnih jednacina, pogledati
ai (t)
[8], ovaj sistem ima jedinstveno neprekidno resenje a*(t) = :
aj(t)

Kako je g;; € C([0,T]) zasvei,j = 1,...,k, ikako je funkcija f* neprekidna po
vremenskoj promenljivoj, tj. f¥ € C([0,T]; L*(Q)) dobijamo takode f¥ € C([0,T]).

k

Onda imamo da vazi dgg € C([0,T]) te za resenje jednacine vazi a* € C([0,T]),
odnosno imamo da u* € C*([0,77; X*).

Definigimo operator M : BY — B% koji funkciji & dodeljuje regenje u* problema
(6.1.29), gde je skup B% data sa

By = {v € C(0,T X" : 1 lloqo oy < B}

gde je R =C <||u0||L2(Q) + ||f||L2(0,T;L2(Q))>. Primetimo, ako @ € B% onda i u* €

B% 3to sledi sli¢no kao (6.1.11) izvodimo

k
HU HC([O,T];L2(Q)) S C (||u0”L2(Q) + ||f||L2(O,T;L2(Q))> )

za svaki izbor funkcije @, te moZemo uzeti 4 € Bf. Dakle, operator M je dobro
definisan. Dokazimo jo§ i da je neprekidan.

Tvrdenje 6.2. Operator M : B% — B¥ je neprekidan.

Dokaz. Neka 1, — @ u normi prostora C([0,T]; L>(©2)). DokaZimo da onda i
Uy, — u, gde je za svako m € N, u,, slika operatorom M funkcije u,,, a u je slika
od u, operatorom M, izostavljamo indeks k da rasteretimo notaciju.
Posmatrajmo jednacine

(e, wi) gy + (1 + @) Vu, Vi) o = (FF w0i) 1o (6.1.32)
() wi) 2y + (1 +G5) Vitm, Vi) ) = (FFw0i) 1) » (6.1.33)
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uz uslov

<u7wi>L2(Q) — <u07wi>L2(Q) = <um7wi>L2(Q) o’ (6.1.34)

zasve i = 1,..., k. Napravimo razliku (6.1.32) i (6.1.33) i pocetnih uslova (6.1.34)
za svako ¢ = 1,...,k, i dobijamo problem

(ur = (Um)y, i) 2y + (1 + @?) Vu — (1 4+ @2) Vg, Vw;) r2g) =0

(u— tm, wz‘)p(m‘tzo =0

Y

(6.1.35)

zasvei=1,..., k. Mnozimo (6.1.35) sa a;—a,, zasvakoi € {1,...,k} i sumiramo
po @

(e = (Um)y 0 = Um) 2y + ((1+3%) Vu = (1+ @) Vi, V(4 = ) ) 1 ) = 0.

Raspisujuci skalarne proizvode po definiciji imamo da vazi

/Q(u—um)(u—um)lt dac:—/QV(u—um)-((1+&2)Vu—(1—|—113n)Vum) dx.

Primetimo da je (u — ) (4 — Up,), = 12 (u — Up,)? 1 raspidimo integral sa desne

dt
strane

1d

S (v = up)’ dxz—/]Vu]Q dx—/az\Vu|2 d:z:—i—/Vu-Vumdx
2.dt Jg 0 Q 0

+/ﬂanu-Vumdac+/Vu-Vumd$+/ﬂ2Vu-Vumdx
Q Q Q

—/ |Vt |? dx—/ﬂfn|Vum|2 dx.
0 0

Jednakosti (6.1.36) dodamo i oduzmemo / 24, Vu - Vu,, dx da bi dobili
0

(6.1.36)

%% (U — Upm)” dx—/(u—um) Vu - Vumdx—/|Vu| dx — /1]2|Vu|2 dx
Q Q
/|Vum] dx — / W2, |V, |” d:z:+2/Vu-Vumd:c
Q

/umVum uVudzx.
Q
(6.1.37)
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Primenjujucéi nejednakost Kogi-Svarca na desnu stranu (6.1.37) dobijamo

1d /(u—um) dm</(u—um) Vu - Vumdac—/|Vu| da:—/~2|Vu\ dx

/|Vum| dx—/ 2 \Vu,|” da
+2\// 2 |Vul? dx\// 02, |V,|* dx
Q Q
+2\// Vu|? d:r:\// \Vtt,|? da
Q Q

g/(ﬂ—&m)QVu~Vumdx—/|Vu|2 dx—/&2|Vu\2 dx
Q Q Q

—/|Vum|2 dm—/ﬁfn|Vum|2 dx—k/|Vu|2 dz

Q Q 0

+/a2|vu\2 da:+/ |V, |? dx+/a;yvum12 dx
0 0 0

(6.1.38)

Kona¢no, integralaé¢i (6.1.38) po vremenskoj promenljivoj na skupu [0, ¢] i uzima-
juéi maksimum po ¢ € [0, T] dobijamo

1
— max / (u — up)? dz < maX|Vu Vum|/ ? dx dt
Q

2 0<t<T

< max |Vu - Vu,| dt max / (U — ,)? doz,
Q

0 e 0<t<T

odnosno imamo

T
[t = wmll o pory:02 () < \/2/0 max [V - V| dt ||t =t oo,z -
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T
Treba jos pokazati da je / max |\Vu - Vu,,| dt ogranic¢eno.
0 BAS

T k
/ maX]Vu V| dt = i max ;az YWw;(z Zamj YWVw;(z)| dt
T k
= max Zaz )am,; (1) Vw;(z) - Vw;(z)| dt
0 xe
i,7=1

< / "5 ) o 1) dt max [Vui(z) - Vi (2)]

1,j=1

1,j=1

< /]al ), (1)] dt max |V, (@) max [ Vo, ()
k

< ) T max fai(t) |am, (t)| BiB;
i,j=1
k

<T max |a;(t)| max ‘amj )‘ BiB;

| 0<t<T 0<t<T
7‘7 ~

NV TV
=y =0m;
< Tk max «; max «,,, max [3; max

1<i<k  1<j<k 7 1<i<k  1<j<k
N TV

=r(k,R)

B -

J/

Dakle,

Ju — Uch (0.75:22() =V 2UKT ||a — um”C([O,T];H(ﬁ))’

¢ime je dokaz zavrSen. O

Dakle, operator koji funkciji @ € B dodeljuje regenje u* € B% linearizovanog
aproksimiranog problema (6.1.29) je neprekidan, i imamo da u* € C1([0, T]; X*) N
B%. Dokazimo jos da je u* ograni¢eno u normi prostora C*([0, T']; X*), tj. dokazu-
jemo da je Hut ||C (0.T1L2(Q) < K za neku konstantu K. Prvo, primetimo da vazi

k

da * \da
o oo yanny = s | | z( z) e < e 3 |%

dt
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da;

7+, po (6.1.31) imamo

Ocenimo sada

k k
dai
i = ‘—Zaxt)gm(t) 4] <3 lag(0)] gig (O] + |£2 )]
j=1 j=1
(6.1.30) F 3
< Dl (W + BBy ) + mase | e (6
j:l 7 ~~
=Ky (k)
- )
< max |a; (O] S (A + BB 1a(0) 2oy ) + K5 (k)
1=Isk e (6.1.39)
k k
< Sl Y (A BB a0 ) + Kr(k)
=1 =1
J J
<5 (ktlulle oy @))
k
1
5 (k+ R) ()\j)\i + BjﬁiR) + K¢ (k) =: K’(k, R),
7j=1
::KIZ]C,R)
ondnosno Huf”c([O’T];LQ(Q)) <kK'=: K(k,R).

Sada imamo za svako & € B% resenje problema (6.1.29) u* € C([0,T]; X*)NB%
takvo da Huf”c([o T1.02() < K, gde je K konstanta koja zavisi isklju¢ivo od k i

R za svako k € N. Primetimo da je onda ovakvo u* i regenje (6.1.29) u slabom
smislu, za dato ¢ € C'([0,T] x Q) takvo da ¢(T,-) = 0, mnoZenjem (6.1.29) sa
J pw; dx i sumiranjem po i = 1,...,k te integracijom po ¢ € [0,7] dobijamo da
vazi

T T
[t a4 TV g

= /() <fk7 (pk>L2(Q) dt + <ulg’ SDk‘t:O>L2(Q) !

gde je ©* dato kao u definiciji 6.2. Dalje, kako je HufHC (0.71:L2() < K, dobijamo

H 2@ LlpSlC neprekidna sa

konstantom K, odnosno u* € Lip, ([0, T]; X*) N B%, sto Je klasa ekvineprekidnih
funkcija. Sada, po teoremi Arzela-Askoli sledi da je skup Lipy([0,7]; X*) N B%
relativno kompaktan unutar B%, te prema posledici teoreme Saudera o fiksnoj
tacki sledi da operator M ima ﬁksnu tatku unutar skupa B%, odnosno postoji
funkcija u* € C([0,T]; X*) takva da ||u*|| < R koja je slabo refenje problema

po teoremi srednje vrednosti da je funkcija Hu

2Rudolf Lipschitz (1832 - 1903) - nemacki matematicar
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(6.1.2) u smislu definicije 6.2 tj. vazi

T T
E k\2 k k
_/0 (s #4) 120 dH/o <(1+ (") )W Ve >L2<m at
T
= /() <fk7 (pk>L2(Q) dt + <u§’ (‘Dk|t:0>L2(Q) ’

gde je ¢* dato kao u definiciji 6.2. Takode, iz ocene (6.1.39) imamo da u* €
Whee(0,T; X*), odnosno u* € BE N W1e°(0,T; X*).

6.2 Konvergencija resenja aproksimiranog prob-
lema ka slabom reSenju

Polaze¢i od ocena koje smo izveli u odeljku 6.1.1 po Teoremi 4.15 postoji podniz
niza u* koji slabo konvergira, ozna¢imo slabi limes sa u i bez gubljenja ops-
tosti moZemo pretpostaviti da je bas u* taj konvergentan podniz, odnosno imamo
sledece slabe konvergencije

uf — u, u L*(0,T; WH(Q))
Vu® = Vu, u L*0,T;L*(Q)),

dok po konstrukciji imamo sledece jake konvergencije

Y= f uw L0,T; L*(Q));
ub = ug,  u L*(Q);
" =, uwCY[0,T] x Q).
Izvedimo sada jaku konvergenciju u* — u u nekom prostoru, da bismo to odradili

potrebna nam je ocena norme za wu;. Pretpostavimo da je 1 € C5°((0,T) x ),
onda iz jednacine imamo da vazi

/OT/Qufwdxdt:/oT/Qufzpkdxdt
= [ [ () v wotaears [ [ ot

T T
g/ /|Vuk~Vwk| d:cdt+/ /‘(uk)2Vuk-Vzpk‘ da dt
0 Q 0 Q

+/OT/Q|f’f¢k\ da dt

< HvukHLQ(O,T;LZ(Q)) IIVw”LQ((LT;IZQ(Q)) + kaHLQ(O,T;L2(Q)) ”wHLZ(OvT?LQ(Q))
+ H (uk)2

k
L3 0105 @) HV“ HLQ(O,T;L2(Q)) vaHLB(O,T;Lg(Q)) )
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gde je
k
PP = /wwi dx w;.

Sada, po (6.1.15) imamo da je HvukHLQ(O,T;LQ
£l 2072020 < Qs te iz (6.1.28) sledi

@) < Ci7 i kako je ||kaL2(0,T;L2(Q)) <

T
/0 /Qufw drdt < Cis |9 120 7.02(0)) T Cro IVl L2 0.122(0)) + C20 [V 1801500 »
(6.2.1)

te po utapanjima Lebegovih prostora iz (6.2.1) sledi

T
/0 /Qufdf dxdt < Cxn ’WHLS(U,T;H(Q)) + C2 HVwHLS(O,T;LS(Q)) + Cas ”vaLS(O,T;Lg(Q)) )

te kona¢no imamo da vazi

T
/ /Ufl/)dfl?dt < Cou ¥l s 0. rmrs0)) »
0 Q

odnosno vazi

< Cy. (6.2.2)

Huf HL*? (0,75 [W18(Q)]')

Po teoremi Relih-KondraSova (Teorema 4.11) imamo da se prostor W2(2) kom-
paktno utapa u prostore LP(Q)) za sve 1 < p < 6. Pronadimo odgavarujucéu
vrednost eksponenta p iz datog intervala da bismo imali utapanje iz LP(€) u
[W3(Q)]". Ako se W3(Q) utapa u [LP(Q)]’, onda vazi LP(Q) — [W3(Q)]’, a po
utapanjima Soboljeva, posto je 8 > 3 imamo da W8(Q) — C(Q), te kako je skup
Q) ograni¢en, onda W'#(Q) < LP(Q) za proizvoljno p, stoga odaberimo p = 2.
Dakle, imamo W'2(Q) — L*(Q) — [W"$(Q)]’, gde je prvo utapanje kompaktno.
Dakle, kako imamo sledece slabe konvergencije

uf =, w L0, T; WH(Q));

uf =y, L3(0,T; [WH(Q]))).
po teoremi Aubin-Lionsa (Teorema 4.16) dobijamo
uf —u,  uw L*0,T; L*(Q)). (6.2.3)

Dokazimo da imamo konvergenciju u normi u prostoru sa veé¢im eksponentom. Po

. . . 16 16
teoremi o interpolaciji (Teorema 2.8) za prostore L*(0,T; L*(2)) i L3 (0,T; L3 (Q2))
i uzimajuéi 6 = % dobijamo

k

[u* — @) = [ u*

0 k 1-6 _
L5(0,T;L5 - UHL2(O,T;L2(Q)) Hu - UHL?((),T;L%(Q)) )
pa iz ocene (6.1.28) i jake konvergencije (6.2.3) dobijamo

uk—>u, uL5(0,T;L5(Q)),
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te direktno sledi ) . .
(u*)” = w?,  wL2(0,T;L2(Q)). (6.2.4)

Neka je sada 1 € C3°((0,T) x Q). Posmatramo integral

/OT/Q(uk)2vuk.V¢da:dt:/oT/Q<<uk)2_u2> VitV da dt
T
+ / / w’Vut - Vi da dt.
0 Q

Uzimajuéi limes k — oo, iz (6.2.4) i uniformne ogranicenosti Vu* dobijamo da
prvi integral sa desne strane konvergira ka nuli, tj. dobijamo

T
lim/ /(uk)Qvuk-wdxdt 11m// u* -V da dt
k—oo /g Q
:/ /uQVu-Vz/Jda:dt,
0 Q

a kako vazi

/ / >Vt V¢dwdt<”

imamo slede¢u slabu konvergenciju

k

L%(O,T;L%(Q)) [Vu HL?(O,T;L?(Q)) IV 110071100
(uk)2 Vub = u*Vu  u L%](O, T; L%](Q))

Konac¢no, sumirajmo konvergencije koje imamo

(uk)2 Vut = u*Vu, u LI?O(O, T; LI?O(Q));

ub — u, u L°(0,T; L°(2));
"= f u L*(0,T; L*(Q));
uf — u, u L*(Q).

Dalje, kako ©f — ¢ u C*([0,T] x Q) dobijamo da sledeéi integrali konvergiraju

/ / 1+ Vu VP dwdt—>/ / 1+u)Vu Ve dz dt;
/ /ukgpfda:dt%/ /U(ptdl‘dt;
o Jao o Jo
T T
/ /fkgokdxdt%/ /fgpdacdt;
o Jao 0o Ja

/u’égpk((),a:) dw—)/uogo(o,x) dz,
0 0

kada k — oo, odnosno niz slabih reSenja aproksimiranog problema (6.1.2) konver-
gira ka slabom resenju polazne jednacine (6.0.1). Pokazimo da vaZe i nejednakosti
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iz definicije 6.1. Prvo, birajuéi niz test funkcija ¢, € C*([0,T] x Q) takvih da
©n = X[o,to] 2a neko ty € [0,T] dobijamo, za svako n € N

// 1+ Vu V(pndacdt—>/ / 1+u)Vu Ve, dz dt;

/ /uk (gofl)t dmdt—)/ /u(gpn)t dx dt;
o Ja 0o Ja

T T
/ /fkgofldxdt%/ /fgondxdt;

/uocpn(O x) dx —>/uogpn (0, ) dx,
0

kada k — 0o, odnosno za sve n € N imamo

T T T
—/ /u(gpn)t dxdt+/ /(1—|—u2) Vu-Vgondxdt:/ /fgondacdt
o Jao o Ja o Ja

+/uogon(0,x) dzx.
0

(6.2.5)
Kako je x[o,4,) funkcija iskljucivo po vremenu to je Vo] = 0, odnosno lim Ve, =
n—oo
0 i takode, kako izvod posmatramo distributivno imamo da je lim (¢,), = —0y, i
n—0o0

kona¢no lim ¢,(0,-) = 1. Dakle, pustaju¢i da n — oo iz jednacine (6.2.5) imamo
n—oo

/Qu(to)d:c:/Oto/gfdxds+/gugdx.

Primetimo da iz utapanja Soboljeva imamo da je zadovoljeno W7 (0, T; [W18(€)]) €
C([0, T); [WH(Q)]) te kako je u € Wh7 (0, T; [W'8(Q)]') imamo da je /u(t) dx
Q

dobro definisano za sve t € [0, 7).
Da bismo izveli drugu nejednakost, posmatrajmo jednakost (6.1.6)

/li (uk)Q dx—l—/ ‘Vuk‘z dm—i—/ (uk)2|Vuk}2 dx:/fkukdm

te integralimo datu jednakost po vremenskoj promenljivoj po skupu [0, ¢] za neko
t € [0,T] te dobijamo

t
/ da:—l—// 1+ ‘Vuk‘ da:ds——/(ulg)2dx+/ /fkukdxds,
Q 0o Ja

te iz donje slabe poluneprekidnosti norme prostora Soboljeva i Lebegovih prostora
(Teorema 4.17) i jake konvergencije uf — ug u L2(2) i f* — f u L*(0,T; L*(2))
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kada k — oo izvodimo zakljucak

1 ! 1
—/u(t)2dm —|—/ / (1+u?) \Vu|? deds < lim = uk(t)2dm
2 Ja 0 Jo 2

k—o0

+ hm// ‘Vuk’ dx ds
k—o00

zlim— ( )dac

k—o0

+ lim/ /fkukdxds
k—o00

1
:—/ugdx—l—/ /fud:z:ds,
2 Ja 0 Jo
odnosno vazi nejednakost

1 t 1 t
_/u(t)zdx—}—/ / (1+u?) \Vu|* dz ds < —/u%dm+/ /fudacds.
2 Ja 0o Ja 2 Ja 0o Ja

6.3 Jedinstvenost slabih resenja

Pretpostavimo sada da imamo dva slaba reSenja u; i us u smislu definiceije 6.1
problema (6.0.1). Tada vazi

T T T
/ /uigotdxdt:/ /ch- (1+u)) Vuid:vdt—/ /fgodxdt—/uogo(O) dzx,
0o Jo o Jao o Ja )

(6.3.1)

za sve test funkcije p € C1([0,T] x Q) takve da o(T) =0 za i =1, 2.
Pravimo razliku (6.3.1) za ¢ = 1 i ¢ = 2 dobijamo

T T
/ / (u1 — ug) @y do dt = / / Ve ((1+uf) Vug — (1 +u3) Vu) dadt.
0 Q 0 Q

(6.3.2)

Uzmimo sada za funkciju ¢ sledeée

ot ) = / t (ul(s,x) (s, 7) + %u:{’(s, z) — %u%(s,x)) ds.  (6.3.3)

T
Tada je
L 4 L s
v =ui(t,x) —ua(t, ) + §U1(t, ) — 5“2(15,56);
t
Vo = ((1+ u}) Vuy — (14 u3) Vus) ds;
T
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Iako ovakav izbor test funkcije nije sam po sebi C! funkcija, uzimajuéi regular-
izaciju ¢° funkcije ¢ dobijamo C'*° funkciju te pustajuéi da ¢ — 0 dobijamo da je
ovakav izbor test funkcije opravdan.

Ubacivanjem izbora (6.3.3) za test funkciju u (6.3.2) izvodimo sledece

/OT/Q<u1_u2> (ul—u2—|—§ui’—%u§’) d df =

:/T/ (14 u2) Vs — (1 + ) V) /Tt((1+u§) Vur — (14 1) Vup) ds do dt
/ /%% (/t 1+u§)vu1—(1+u§)vu2)ds)2dxdt

= 2/Q (o- (/TO((l—Ful)Vul (1+u§)vu2)d5>2> da

_ _%/Q (/0((1+u§) Vuy — (14 12) Vuo) ds)2 dz < 0.

T

S druge strane, kako je preslikavanje r — r + %73’ monotono to imamo da vazi

1 1
(u1 — ug) (u1 — Uy + gu:{’ — §u§> >0 (6.3.4)

r 1 1
/ / (up — ug) (u1 — Uy + gu‘;’ — gug) dx dt > 0,
0 Jo

te je

odakle sledi

1 1
/ / Uy — Us) (ul — Uug + 3u1 gug) dx dt = 0. (6.3.5)

Iz (6.3.4) i (6.3.5) izvodimo zakljuc¢ak

1 . 1 .
(up — ug) (ul — Uy + gu‘f — gug) =0, skoro svuda u [0,T] x €,

a kako je
1Lg 14 2
(up — ug) ul—ug—i—gul—qu =(up —ug)" [ 1+

1

3

1 us\2 3
:(ul—u2)2 (14—5((’&14—72) —l—zu%))

J/

(u% + urug + u%)

-~

>1>0

imamo da je u; = uy skoro svuda u [0,77] x Q.






Zakljucak

U ovom radu obradili smo jedan nelinearni paraboli¢ni problem parcijalnih difer-
encijalnih jednacina. Da bismo to uradili dat je detaljan pregled potrebne teorije
za pristupanje ovakvom tipu problema.

U uvodnom delu smo se podsetili poznate teorije koja se ti¢e Lebegovog inte-
grala, te smo u glavi 2 dali detaljan pregled teorije L” prostora.

U glavi 3 smo uveli pojam distribucije i definisali Sta znac¢i biti slabi izvod te
smo to odmah primenili u slede¢oj glavi koja se ticala prostora Soboljeva, koji
imaju centralnu ulogu u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Dokazali smo znacajna tvrdenja koja vaze za prostore Soboljeva, medu kojima
se moze izdvojiti ¢uvena teorema o utapanjima prostora Soboljeva.

Dodatno pokazali smo da se funkcije iz prostora Soboljeva uz odredene uslove
mogu aproksimirati glatkim funkcijama.

Takode smo dokazali teoremu o fiksnoj tacki pomoc¢u koje smo konstruisali
slabo reSenje resenje za dati problem.

Kona¢no u poslednjoj glavi smo se zabavili jednim nelinearnim paraboli¢nim
problemom. Problem je bio jedna nelinearna varijacija na klasi¢nu toplotnu jed-
nacinu, gde smo imali dodatni kvadratni ¢lan, koji je znatno promenio analizu
Citave jednacine, posto jednacina nije bila linearna. Uz date pretpostavke na reg-
ularnost pocetnog uslova i ¢lana jednacine koji ne zavisi od promenljive pristupili
smo reSavanju date jednacine.

Videli smo jednu moguéu tehniku resevanja nelinearnih paraboli¢nih jednacina,
aproksimacijom jednacine u konac¢noj bazi te reSavanjem linearizacije jednacine a
potom smo pokazali da niz ovakvih reSenja konvergira ka slabom reSenju po-
lazne jednacine. Konac¢no, jedinstvenost slabog reSenja pokazali smo argumentom
monotonosti.
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