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Predgovor

Ovaj rad je nastao kao posledica mog interesovanja za pronalaskom najaktuelnijeg dela
najsire i najvise istrazivane oblasti matematike - parcijalnih diferencijalnih jednacina, i
pronalaskom sto jace veze izmedu stanja u istrazivanju u danasnjem trenutku sa pitanjima
i temama koje su bile predmet interesovanja nau¢nika od kraja 19-tog veka. Jedno od
najosnovnijih i najvaznijih pitanja u teoriji PDJ koje afektira sve vrste jednacina, jeste
pitanje regularnosti njihovih resenja, kojim sam se, u sto sirem mogué¢em kontekstu, tj.
kontekstu potpuno nelinearnih PDJ, bavio u ovom radu.

Klasican primer ispitivanja regularnosti je XIX Hilbertov problem koji je postavljen
na drugom medunarodnom matematickom kongresu, kao jedan od 23 vodeca neresena
problema u matematici tog vremena. Pitanje glasi: Jesu li reSenja problema varijacija
uvek analiticka? Preciznije, da 1i su sva reSenja uniformno elipticnih varijacionih PDJ
uvek glatka? Ili, u originalu:

FEine der begriffiich merkwiirdigsten Thatsachen in den Elementen der Theorie
der analytischen Functionen erblicke ich darin, daf$ es partielle Differentialgle-
ichungen giebt, deren Integrale samtlich notwendig analytische Funktionen der
unabhdngigen Variabeln sind, die also, kurz gesagt, nur analytischer Losungen

fihig sind — David Hilbert (1900).

U savremenoj matematic¢koj notaciji, problem se moze formulisati na slede¢i nacin:

Hilbertov XIX problem (1900): Razmotrimo bilo koji lokalni minimizator
funkcionele energije oblika

E(w) ::/wL(Vw)da:,

pri ¢emu je L : R"™ — R glatko i uniformno konveksno i 2 C R™. Da li je tacno
da su svi lokalni minimizatori ovog problema glatki?

Na ovo pitanje dali su pozitivan odgovor, nakon mnogo godina, naucnici De Dordi u
radu [Gio57] i Nes u radovima |[Nas57] i [Nas58], u formi De Dordi-Nesove teoreme
koju ¢u dalje najvise koristiti u radu u obliku:

Teorema. Neka je v € HY(By) slabo resenje jednacine div(A(x)Vv) =0 u By, gde je
0 < Ad<A(z) <Ald. Tada, postoji neko a> 0 takvo da je v € CO’O‘(Bl/Q) i

[ollcoa(s, ) < Cllvllr2(s,),



skoro istovremeno i nezavisno jedan od drugog, za sta je De Dordi dobio Volfovu
nagradu E] 1990, a Nes Abelovu nagradu 2015. godine. Postoje spekulacije da je samo
jedan od njih dvojice resio XIX Hilbertov problem, da bi dobio Filcovu medalju za taj
dokaz.

S obzirom na poznati rezultat iz kompleksne analize, koji tvrdi da zato Sto realni deo
bilo koje holomorfne funkcije u(z,y) zadovoljava Laplasovu PDJ (glavni modelni pred-
stavnik svih elipti¢nih jednacina), funkcija mora biti realna analiticka, tj. moze se razviti
u stepeni red u okolini svake tacke u svom domenu, sto je vrlo korisna osobina u raznim
primenama. U daljem razvoju teorije regularnosti elipticnih PDJ, nastale na temeljima
gore navedenih rezultata, u najopstijoj formi, u nastojanju da ocuvaju sto vise korisnih
svojstava harmonijskih funkcija, naucnici su definisali elipti¢nost, valjanost i uniformnu
elipti¢nost za potpuno nelinearne elipti¢ne jednacine u formi F'(D?u, Vu,u,z) =0, jer ne-
maju sve jednacine varijacionu formulaciju u terminima funkcionele energije, pri cemu je
F:R™"™ xR"™ xR x 2 — R proizvoljna neprekidna funkcija, na sledeé¢i nacin:

o F je elipti¢na: Ako za bilo koje dve simetricne matrice A, B € R™*™ takve da je
A > B, vazi
F(A7p7u7x) Z F(B7p7u7'r)7

za bilo koje vrednosti p e R u € Riz € 2.

e F je valjana: Ako za bilo koje dve realne vrednosti u,v € R takve da je u > v, vazi
F(A7p7u7x) S F(B7p7u7x)7

za bilo koje vrednosti A € R™*" pe R" i x € Q.

o F je uniformno elipti¢na: Ako postoje 0 < A < A (elipti¢ne konstante), takve
da za svake simetricne matrice A,B € R™*"™ pri ¢emu je B > 0 (tj. pozitivno
semidefinitna), imamo

ABll < F(A+ B) = F(A) < A|[BJ|.

Posto su na R" sve norme ekvivalentne, mozemo izabrati bilo koju normu. Obi¢no
se, zbog pojednostavljenja racuna, uzima || B|| = trB.

Elipticnost je, kao sto ¢e ¢itaoci u nastavku rada videti, tatno ono sto nam treba da
dokazemo princip poredenja u najopstijoj formi kao direktnu posledicu principa maksi-
muma kao jednog od glavnih svojstava Laplasove jednacine i elipti¢nih jednacina uopste.
Takode, uniformna elipti¢nost implicira, u sustini, analogno kao u slucaju linearnih jednacina
(uopstenja Laplasove jednacine u divergentnom i nedivergentnom obliku), regularnost
resenja.

Za vreme mog dugog analiziranja ove tematike, prvo nailazim na tekst Luisa Sil-
vestrea [Sill5], koji je bio osnovno polaziSte za pisanje ovog rada. Sticajem okolnosti, u
neposrednoj proslosti, pojavile su se dve, po mom misljenju, vrlo znacajne i nedostajuce
monografije mladih i prominentnih autora (X. Fernandez-Real i X. Ros-Oton) koje ée os-
taviti veliki pe¢at u buduénosti u ovoj oblasti. Prvu [FR23| sam najvise koristio u ovom

Wolfova nagrada dodeljuje se od strane Volfove fondacije u Izraelu od 1978. godine u Sest disciplina
i smatra se tre¢om po znacCaju u matematici, posle Abelove nagrade i Filcove medalje.



radu, a drugu [FR24] preporucujem svima koji su zainteresovani za ovu temu i planiram
da je koristim u daljem radu ako budem nastavio da se bavim ovom tematikom.

U skladu sa svim do sada iznetim ¢injenicama u predgovoru, odlucio sam da koncipi-
ram rad na slede¢i nacin. U prvoj glavi uveo sam neke osnovne pojmove funkcionalne i
harmonijske analize, koji su neophodni za preciznu karakterizaciju regularnosti proizvoljne
jednac¢ine. Potom, u drugoj glavi, bavio sam se modelnim predstavnikom elipticnih
jednacina: Laplasovom jednac¢inom i njenim osobinama koje karakterisu sve elipti¢ne
PDJ, posebno isticuc¢i njihovu probabilisticku interpretaciju preko slu¢ajnog hoda, a sa
namerom da apostrofiram realnu motivaciju za istrazivanjem ovih jednacina. U trecoj
glavi, sa istom namerom, bavim se varijacijom problema sluc¢ajnog hoda, i verovatnosnom
interpretacijom potpuno nelinearnih elipticnih jednacina, postojanjem njihovih viskoznih
resenja, regularnos¢u njihovih resenja i navodenjem nekih jos uvek otvorenih problema
iz ove oblasti. U cetvrtoj glavi, osvréem se na nelokalnu verziju potpuno nelinearnih
elipticnih jednacina potpuno nelinearne integro-diferencijalne jednacine koje predstavl-
jaju najopstiji okvir u kojem se dalje razvija teorija regularnosti, postojanja i stabilnosti
viskoznih resenja.

Na kraju ovog dugackog i napornog predgovora, koji naizgled opisuje moju licnost,
zeleo bih da se zahvalim svim ¢lanovima komisije koji su imenovani za ocenu ovog rada,
prvenstveno predsednici komisije, dr Dori Selesi, na svoj posvecenosti, izrazito plemenitoj
licnosti i entuzijazmu u radu koji su mi dosta pomogli tokom Skolovanja, ¢lanu dr Sr-
boljubu Simi¢u koji mi je predavao Kineticku teoriju gasova u okviru predmeta Mehanika
neprekidnih sredina na master studijama i upoznao me sa Bolcmanovom jedna¢inom koja
upravo predstavlja najaktuelniju temu u teoriji regularnosti nelinearnih PDJ, i na samom
kraju mom mentoru, dr Marku Nedeljkovu, koji je najvise zasluzan za to sto ¢u se, kako
za sada stvari stoje, uopste baviti naukom i u istrazivackom radu posvetiti parcijalnim
diferencijalnim jednacinama.

Novi Sad, Septembar 2023. Marko Gogi¢
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Glava 1

Uvod

Neke parcijalne diferencijalne jednacine nemaju resenje u klasicnom smislu. Ne postoji
funkcija koja je dovoljno glatka da se racunanjem njenih parcijalnih izvoda odgovarajuceg
reda i uvrstavanjem u jednacinu dobije tacna jednakost. U nekim slucajevima resenja
postoje u uopstenom smislu. Uopstena reSenja parcijalnih diferencijalnih jednacina su
funkcije koje nisu odgovarajuce regularnosti (tj. nisu dovoljno glatke) i njihovi izvodi
mozda ne postoje. Pojam viskoznih resenja omoguc¢ava nam da shvatimo kako nedo-
voljno glatke neprekidne funkcije mogu da budu resenja elipticne parcijalne diferencijalne
jednacine. Standardna referenca za glavne rezultate u teoriji viskoznih resenja je Users
guide to viscosity solutions of second order partial differential equations |CIL92].

1.1. Neke osnovne osobine Soboljevih i Helderovih prostora
U ovoj sekciji ¢emo dati kratak pregled osnovnih osobina LP, Soboljevih i Helderovih
prostora, uz navodenje rezultata koje ¢emo koristiti dalje u ovom radu.

LP prostori. Za dato Q CR™i1<p< oo, prostor LP(Q2) je skup
LP(Q2) == {u je merljivona Q /Q lulPdx < oo}

To je Banahov prostor sa normom |[|ul| s := (/g |ulP)1/P.

Kada je p = oo, prostor L>(£2) je skup ogranic¢enih funkcija (do na skup mere nula),
sa normom ||u| 70 (q) = esssupg|ul.

Dobro poznat rezultat u ovoj postavci je Lebegova diferencijalna teorema. Pogledati
[EG92].

Teorema 1.1. Ako je u € LY(Q), tada za skoro svako x € Q imamo

1
r0 | By| JB.(x)

Ju(x) — u(y)ldy = 0.

Kada ovo vazi u tacki x € ), tada kazZemo da je x Lebegova tacka od wu.

Korisna posledica ove teoreme je sledece.



Posledica 1.2. Pretpostavimo da uw € LY(Q) i da je
/uvdx =0 za svako ve C(Q).

Tada je u=0 skoro svuda na €.

Parcijalna integracija. Fundamentalni identitet u izu¢avanju parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina je sledeca teorema.

Teorema 1.3 (Parcijalna integracija). Pretpostavimo da je Q2 C R™ bilo koji ogranicen
C' domen. Tada za proizvoljno u,v € C1(Q) vazi

(1.1) / Oyuvdx = —/ uc()ivdx—i—/ uvy;dS,
Q Q o2

gde je v jedinicni vektor normale na 02 11 =1,...,n.

Primetimo da kao direktnu posledicu dobijamo teoremu o divergenciji kao i prvi Grinov

identitet 5
/ Vu-Vudr = —/ uAvdx—l—/ u—vdS.
0 Q a0 Ov

Zahtevi regularnosti Teoreme mogu biti relaksirani. Na primer, dovoljno je da je
domen € LipSicov, dok su u,v € H*(Q) za gde je H' Soboljev prostor definisan ispod.

Soboljevi prostori. Za zadati proizvoljan domen 2 C R"™ i 1 < p < 0o, Soboljev
prostor WP(Q) &ne sve funkcije ¢iji (slabi) izvodi su u LP(2). Naime,

WhP(Q) = {ue LP(Q): du € LP(Q) za i=1,...n}.

Upuéujem ¢itaoca na knjige [Eva98; Brell] i za definiciju slabih izvoda i detaljan opis
Soboljevih prostora.

Nekoliko korisnih svojstava Soboljevih prostora su navedeni ispod (pogledati [Eva98]):

(S1) Prostori W1P(Q) su kompletni.
(S2) Inkluzija WHP(Q) C LP(Q) je kompaktna.
(S3) Prostor H'(Q) := W'2(Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(u,v)Hl(Q):/ﬂuv+/QVu-Vv.

(S4) Bilo koji ograniten niz {u;,} u Hilbertovom prostoru H'(2) sadrzi slabo konvergen-
tan podniz {ug; }, tj. postoji u € H(Q) takvo da je

(1.2) (uk;, V) () = (W,0) i) za svako v € HY(Q).
Dodatno, takvo u ¢e zadovoljavati

(13) Jull sy < it 1,

i posto se H'(Q) kompaktno utapa u L?(2) imamo da vazi

(1.4) lull 20 :jli{gloHUijL?(Q)-
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(S5) Neka je Q ograni¢en Lipsicov domen i 1 < p < oo. Tada postoji neprekidan (i
kompaktan za p > 1) operator traga iz W1P(Q) u LP(99Q). Za C° funkcije, takav
operator traga je jednostavno preslikavanje u — u|gq.

Zbog ovoga, proizvoljna u € H'(Q) funkcija ¢e biti oznacena preko svog traga u|gq
na 0f2.

(S6) Za 1<p < oo, C®(Q) funkcije su guste u Whr(Q). Stavise, ako je © ogranicen i
Lipsicov, C*(Q) funkcije su guste u W1P(Q).

(S7) Za 1 < p < oo, definiSemo prostore Wol’p(Q) kao zatvorenje C2°() na WhP(Q).
Slitno, oznaci¢emo sa H} () := Wol 2(Q) Kada je Q ogranic¢eno i Lipsicovo, to je

prostor funkcija u € W'P(Q) takvih da je u|gn = 0.

(S8) Ako ue€ WhP(Q), 1 < p < oo, tada za bilo koji subdomen K CC € imamo

u(z+h)—u(x)
|
7]

< O Vullz» (),
Lr(K)

za svako h € Bg, za 0 > 0 dovoljno malo.

Obrnuto, ako je u € LP(2), 1 <p< o0 i

u(x+h) —u(x)
Id

<C,

Lr(K)

za svako h € By, tada u € WHP(K) i [Vullppo) < C. Primetimo da ovo tvrdenje ne
vazi za p=1.

(S9) Za zadatu proizvoljnu funkciju u definisimo v = max{u,0} i v~ = max{—u,0}, tako
da je u=u" —u~. Tada, za bilo koje u € WP(Q) imamo da je u™,u~ € WP(Q) i
Vu = Vut —Vu~ skoro svuda na Q.
Specijalno, gradijent Soboljevih funkcija nestane skoro svuda na nivou skupova, tj.
Vu(z) =0 za skoro svako x € {u = 0}.

U ovom kontekstu navodimo slede¢u vaznu nejednakost.

Teorema 1.4 (Soboljeva nejednakost). Ako je p <n, tada je

1/p« 1/p
([ )™ <o [ rwupas)”, L1 L
Rn R™ D D n

za neku konstantu C koja zavisi samo od n i p. Specijalno, imamo neprekidnu inkluziju
WLP(R") C LP+(R").

Primetimo da kada p — n imamo da p, — oo. Medutim, u grani¢cnom sluc¢aju kada je
p = n, nije tatno da su W funkcije ograni¢ene. Ovo se moze pokazati ako izaberemo,

na primer, u(z) = loglog (1 + 316|> c WH(By). Ipak, u sluéaju p > n vazi sledeca teorema.

Teorema 1.5 (Murova nejednakost). Ako je p >n, tada

— 1/p
Sup|u(x)u(y)|§0(/ |Vu|pdac) , azl—ﬁ,
xFy |x_y|a Rm

za neku konstantu C koja zavisi samo od n i p.
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Specijalno, kada je p > n proizvoljna funkcija iz WP biée neprekidna (nakon sto je
potencijalno redefinisana na skupu mere nula). Dalje, u radu ¢ée biti koriséene i sledeée
nejednakosti na ograni¢enim domenima.

Teorema 1.6 (Poenkareova nejednakost). Neka je Q@ C R™ bilo koji ogranicen Lipsicov
domen i neka je p € [1,00). Tada, za bilo koje u € W'P(Q) imamo

/|U—UQ|pd$§CQ7p/ |Vul|Pdz,
Q Q

gde je uq = ﬁfﬂu 7

[ ludz < C’ép(/g|Vu\pdx+/{m|u|ag|pda>.

Konstante Cq p i C’ép zavise samo od n,p i ).

Helderovi prostori. Za zadato o € (0,1), Helderov prostor C%(Q)) je skup neprekid-
nih funkcija u € C(Q2) takvih da je Helderova semi-norma konacna,

|u(z) = u(y)]

(U] po.a(my = sup " < 00.
© z,yeQazy |z —y|*

Helderova norma je

HUHC’O@(Q) = ||u||L°°(Q) + [u]co,a(ﬁ)-

Za o =1 ovo je prostor Lipsicovih neprekidnih funkcija.

Uopétenije, za zadato k € Ni a € (0,1), prostor C**(Q) je skup funkcija u € C*(Q)
takvih da je slede¢a norma konacna

Huucha(ﬁ) = HuHck(ﬁ) + [DkU]CO,a(ﬁ)a
gde je
k: .
[l o) == Zl D7 | oo ()
]:
Primetimo da ovo daje inkluziju
c'>c% 5 Lip octoote s .o

Cesto ¢emo pisati [ull g0 () umesto ||uHCk,a(§)-

gesto se kao konvencija koristi sledeca notacija. Kada 3> 0 nije ceo broj, definiSemo
CB(Q) :=Ch(Q) gde je B=k+a, keN, ac(0,1).

Postoji mnogo svojstava i alternativnih definicija Helderovih prostora. U nastavku
navodim neka svojstva (bez dokaza) i definicije koje mogu biti koriséene u poglavljima
koja slede. Sva tvrdenja su validna za « € (0,1).

(H1) Pretpostavimo da je
oscp, (myu < Cor®  zasve Bp(x) C By,

gde je oscau :=supyu—inf 5 u.
Tada je u € C%*(By) i [u] go.0 7y < CCo, gde C zavisi samo od n i a.

4



(H2)

(H3)

(H4)

(H5)

(H6)

(H7)

Neka je g, := lBilr\ fBr(:p) u. Pretpostavimo da je
[t =g || Loo (B, (2)) < Cor®  zasve  By(xr) C Bi.

Tada je u € C%%(By) i [U]CO’O‘(E) < CC,, gde C zavisi samo od n i a.

Neka je ug == IBilr\ fBr(x) u. Pretpostavimo da je
1 1/2 _
<]B Jpw) |u— g, 2) < Cor® zasve By(r)C Bj.
T T

Tada je u € C%*(By) i [U]CO»G(E) < CC,, gde C zavisi samo od n i a.
Pretpostavimo da za svako x postoji konstanta C, takva da je

Ju—Cillpoo(B,(2)) < Cor®  zasve Bp(x) C Bi.

Tada je u € C%*(By) i [U]CO,Q(B—Q < CC,, gde C zavisi samo od n i a.
Pretpostavimo da za svako x postoji linearna funkcija l;(y) = ay + by (y — x) takva
da je

| =Lzl oo (B, (2)) < Cor®™t  zasve B,(z)C Bi.
Tada je u € C1*(By) i [Du]coﬂ(Bfl) < CC,, gde C zavisi samo od n i a.
Pretpostavimo da za svako x postoji kvadratni polinom P, (y) takav da je

v — PrllLoo (B, (2)) < Cor®™?  zasve B,(z) C By

Tada je u € C%>%(By) i [DQU]CO’Q(E) < CC,, gde C zavisi samo od n i a.
Neka je po € (0,1). Pretpostavimo da za svako = € B /2 postoji niz kvadratnih
polinoma (Py)gen takvih da

(1.5) = Pill oo (0)) < CopFt®)  a svako  keN.

o

Tada je u € C*%(By y) i [D2u]00,a(31/2) < CC,, gde C zavisi samo od n, a i po.

Pretpostavimo da je a € (0,1), [lu|poo(p,) < Co i
sup |u(z+h) +u(xa— h) —2u(z)] <C..
x€B1,x2+heB| ’h’

Tada u € C%%(By) i HUHCo,a(j) < CC, gde C zavisi samo od n i a.
Pretpostavimo da je a € (0,1), [|ul|poo(p,) < Co i

lu(x+h)+u(x—h) —2u(x)]|

|h|a+1 < Co.

sup
x€B1,x2+heBy

Tada u € CH*(By) i HUHcLa(Bﬁ) < CC, gde C zavisi samo od n i a.
Medutim, ovo svojstvo ne vazi kada je a = 0.

Pretpostavimo da je a € (0,1], [|u g (p,) < Co i da za svako h € By imamo
h) —

(1.6) HU(H h)a u@) <.,
Al CP(By_ )

pri ¢emu jeﬁ’o nezavisno od h. Pretpostavimo dodatno da a+ 5 nije ceo broj. Tada,
ue CH(By) i Uga+s(By) = CCy gde C zavisi samo od n,a i 3.
Ovo svojstvo ne vazi ako je a4+ 3 ceo broj.
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(H8) Pretpostavimo da u; — ug uniformno na Q C R™ i da je ||ui||ck,a(§) <C,, gde a €
(0,1] i C, je nezavisno od 4. Tada imamo da je ug € C**(Q) i

||u0||0k7a(§) <.

Vazan rezultat u ovom kontekstu je sledeéi specijalan slucaj Arzela-Askoli teoreme.

Teorema 1.7 (Arzela-Askoli). Neka je Q CR", a € (0,1) i neka je {fi}ieny proizvoljan
niz funkcija f; koji zadovoljava

Hfi”co,a(ﬁ) < (Cs.

Tada, postoji podniz fi; koji konvergira uniformno ka funkciji f € CO(Q).
Uopstenije, ovaj rezultat kombinovan sa (Hg) implicira da ako je
||ui||ck,a(§) < Co,
sa a € (0,1), tada podniz u;; ée konvergirati u C*(Q) normi ka funkeiji f € C*(Q)).
U nastavku navodim sledece korisne nejednakosti koje ¢e biti koriS¢éene u tvrdenjima
u radu.

Interpolacione nejednakosti u Helderovim prostorima. Za svako 0 <~v < a <
B <1isvako € >0 imamo

(1.7) ||U||Co7a(ﬁ) < CEHUHCO’W@) +5||U||Co,5(§)a

gde je C konstanta koja zavisi samo od n i . (Kada je v =0, C%7 bi trebalo da bude
zamenjeno sa L°). Ovo sledi iz interpolacijske nejednakosti

b—a

ooy < |Jull ., t= .
[ull ooy < llullcoq @ IIUIICO@(Q), -

Uopstenije, ([1.7]) vazi za Helderove norme viseg reda takode. Specijalno, koristicemo da
je za proizvoljno € >0 i a € (0,1)

IVl ey < Cellull ooy + eVl ooy
i
(18) lall ey = Nl < Cellull e + €Dl o y-

Upuéujem ¢itaoca na [GT77], Lema 6.35 za dokaz ovih nejednakosti.



Glava 2

Pregled Laplasove jednacine

Elipticne jednacine su, po definiciji, one koje imaju neka zajednicka svojstva sa Laplasovom
jednac¢inom. Poce¢emo sa kratkim pregledom svojstava resenja Laplasove jednacine: har-
monijskih funkcija. U ovoj glavi razmotricemo funkcije v : 2 — R, gde je 2 C R" proizvol-
jan otvoren i ogranicen skup. Dirithleov problem za Laplasovu jednacinu je

Au = 0 na £,

2.1
(2.1) v = f mna 0.

Grani¢ni uslov f treba da bude data funkcija. Dobro je poznato da je Dirihleov problem
resiv ako je f neprekidno i ako €2 zadovoljava uslov regularnosti spolja.

2.1. Interpretacija Laplasove jednacine: slucajan hod.

Koristan nac¢in da razmisljamo o Laplasijanu A je da primetimo da je to do na multi-
plikativnu konstantu jedini linearni operator drugog reda koji je translatorno i rotaciono
invarijantan. Zaista, Laplasijan mozemo posmatrati kao operator koji meri (infinitenzi-
malnu) razliku izmedu u u x i prose¢ne vrednosti u u okolini z, u sledetem smislu: za
proizvoljnu C? funkciju u imamo

. Cn 1
Bu(w) = limy o o [, oy —u(o)}

2 L ) — )y},

~ b2 B, @)

(2.2)

za neku pozitivnu konstantu ¢,. Ovo se moze pokazati, na primer, koris¢enjem Tejlorovog
razvoja u(y) u okolini z. Stavise, slicna formula vazi za integral po 0B, (x) umesto B, (z).
Pogledati, na primer, [DV21].

Razmotri¢emo sledec¢i slu¢ajan hod. Neka je r proizvoljan mali parametar. Po¢injemo
u tacki Xo =2 € 2. U svakom koraku, pomeramo se iz X u bilo koju tacku Xy, €
By (X}). Biramo ove tacke sa uniformnom raspodelom u lopti polupreénika r sa centrom
u Xji. Kad god se segment od X} do X1 presece sa 0f), zaustavljamo se u toj tacki na
rubu. Nas cilj je da izracunamo ocekivanu vrednost date funkcije f u toj tacki na rubu
o).



Ova ocekivana vrednost je funkcija u pocetnoj tacki x € Q i r > 0. Tu funkciju
oznacitemo sa u,(z). Naravno, ako potnemo sa tackom z € 0f2, tada bi slucajan hod
sve vreme ostajao u pocetnoj tacki i dobili bismo u,(x) = f(x). Ako potnemo u bilo kojoj
tacki z iz unutrasnjosti 2, vrednost u,(z) = u¥(Xy) jednaka je prosetnoj vrednosti u, u
tackama u koje dolazimo posle prvog koraka u,(X7). Dakle, pod uslovom da je r manje
od rastojanja izmedu z i 0f)

B 1
| Br| JBr(x)

ur () ur(y)dy.

Stoga, dobijamo
— dy = 0.
/r(w) ur(y) — ur(z)dy

Primetimo da ¢e funkcija u, za ovaj slucajan hod konvergirati ka resenju Laplasove

jednacine (2.1)).

Kao sto mozemo da zamislimo, postoji nekoliko varijanti ovog problema u zavisnosti od
pravila za sluc¢ajni hod i kriterijuma zaustavljanja. Shodno tome, postoji mnogo elipti¢nih
jednacina koje proizilaze iz problema u teoriji verovatnoce i stohastickih procesa.

Za kraj ovog odeljka da¢emo veoma poznatu verovatnosnu interpretaciju harmoni-
jskih funkcija. Nastoja¢emo da diskusija bude $to viSe opisna, da bismo dali intuiciju o
Laplasovoj jednacini u terminologiji stohasti¢kih procesa. U nastavku ovog rada bavi¢emo
se verovatnosnim interpretacijama potpuno nelinearnih jednacina.

Podsetimo se da je Braunovo kretanje stohasticki proces Xy, t > 0, koji zadovoljava
sledece uslove:

(1) Xo =0 skoro sigurno.
(2) Xy ima nezavisne prirastaje (nezavisan je od proslosti).

(3) Xy ima stacionarne prirastaje: Xiys — X je invarijantan u odnosu na translaciju
vremena (ne zavisi od s, tj. raspodela broja dogadaja koji se pojavljuju u bilo kom
vremenskom intervalu zavisi samo od duzine trajanja tog intervala, a ne od njegovog
polozaja na vremenskoj osi).

(4) X; ima neprekidne trajektorije (t — Xy je neprekidno) skoro sigurno.

(5) Xi je izotropno, tj. rotaciono simetri¢no u raspodeli.
Prethodne osobine zapravo odreduju stohasticki proces X; do na multiplikativnu
konstantu. Druga vazna osobina Braunovog kretanja je da je invariantno u odnosu
na skaliranje.

(6) 771X,2; ima istu raspodelu kao Xy, za bilo koje r > 0.

Kao sto ¢emo videti u nastavku, postoji jaka veza izmedu Braunovog kretanja i
Laplasovog operatora.

Ocekivana isplata. Dat je regularni domen 2 C R" i Braunovo kretanje X} koje
pocinje u = (tj. X =z + Xy), igramo sledeéu stohasticku igru: Kada proces X7 pogodi
rub 02 prvi put dobijamo #splatu g(z), zavisno od tacke pogotka z € 9Q (pogledati Sliku

21).



o082

Slika 2.1: Stohasticki proces X;* definisan na €2 koji pocinje u z do prve tacke pogotka na rubu
z € 0N.

Pitamo se:
Sta je ocekivana isplata?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje

= vreme prvog prodiranja X',

2.3
(2:3) E[g(X7)] (funkcija vrednosti).

u(z) :

Vrednost funkcije u(x) je po definiciji odgovor na pitanje iznad. Naime, to je o¢ekivana
vrednost od g u prvoj tacki gde X} prodire rub 052.

Da bismo pronasli u(z), pokusa¢emo da nademo vezu sa vrednostima u(y) za y # x.
Tada ¢emo videti da ovo zadovoljava PDJ za u i reSavanjem te jednac¢ine mozemo nadi

Zaista, hajde da razmotrimo loptu B,(x) C 2 sa r > 0. Za bilo koju takvu loptu mi
znamo da ¢ée proces X' pogoditi (pre dostizanja 92 po osobini (4)) neku tacku na rubu
0By (). Stavige, bilo koju tacku na rubu OBy (z) ¢e pogoditi sa istom verovatno¢om. To
je zato Sto je proces rotaciono simetrican (5).

Posto proces ima nezavisne (2) i stacionarne prirastaje (3), to znaci da

1
2.4 u(x) =
(2.4) (z) By Jos,

u(y)dy.

Opisno, to je zato sto kada proces pogodi rub 0B, (x) u tacki y, tada jednostavno
pocinje ponovo igru iz te tacke y. PoSto su sve tacke y € OB, (x) dostignute prvi put sa
istom verovatnoc¢om, tvrdenje vazi.

Kako to mozemo uéiniti za bilo koje x € Q i r > 0, zakljuéujemo da u(x) zadovoljava
osobinu jednakosti u srednjem. Stoga je u harmonijska funkcija i Au = 0.



étaviée, kako takode znamo da je u =g na 09 (posto kad pogodimo rub sigurno
dobijamo isplatu), tada u mora biti jedinstveno resenje

(2.5) Au = 0 na Q,
' w = g mna O

Upuéujemo zainteresovanog ¢itaoca na [Law10] za interesantan uvod u ovu oblast.

Ocekivano vreme pogotka. Slican stohasti¢ki problem ¢emo opisati u nastavku.
Uzmimo domen 2 C R" na kome je funkcija glatka i Braunovo kretanje X. Pitamo se:

Koje je ocekivano prvo vreme u kojem ée X[ pogoditi 0€2?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, argumentova¢emo kao ranije, koriste¢i da proces
mora prvi put pogoditi rub lopte B, (x) C 2. Zapravo ¢emo prvo oznaditi sa u(x) oc¢ekivano
vreme pogotka koje trazimo. Tada za bilo koju loptu imamo da ¢e proces X' pogoditi
(pre dostizanja 0f2) neku tacku na 0B,(z), i Stavise, bilo koja tatka y € dB,(z) bice
dostignuta sa istom verovatnocom. Stoga, ukupno o¢ekivano vreme u(z) ¢e biti o¢ekivano
vreme potrebno da se pogodi dB,(z) prvi put plus ocekivano vreme kada krenemo iz
odgovarajuce tacke y € 0By (z), sto je u(y). Drugim recima, imamo

1

u(z) =T(r)+ ] o

(y)dy.

Ovde je T'(r) ocekivano vreme prvog pogotka X} u rubu 0B, (z) - Sto, jasno, zavisi samo
od rin.

Sada, koriste¢i osobinu invarijantnosti skaliranja Braunovog kretanja, tj. 771Xz, ~
Xy, vidimo da je T'(r) = T(1)r? = ¢17? za neku konstantu c¢; > 0. Stoga, imamo

u(w) = err? + B Jog, "W
s T
i sredivanjem izraza nalazimo da je
11
=—— dy — .
C1 7”2 { ‘Br| 9B, U’(y) Y U(l’)}

Konaéno, uzimajuéi da r — 0 i koriste¢i (2) zakljué¢ujemo da je —Au = ¢ za neku kon-
stantu cg > 0. Kako je jasno da imamo u = 0 na 0, ocekivano vreme pogotka wu(z) je
jedinstveno resenje problema.

—Au = ¢ mna ()
(2.6)
u = g mna 0.

Razmatrajuéi heterogeni medijum (u kome je potrebno vise vremena za kretanje u nekim
oblastima nego drugim), vodeéi se istim argumentom vodi do problema

—Au = f(x) na Q
27) { u = 0 na 05,

za f > 0.
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2.2. Neka osnovna svojstva

Kada govorimo o postojanju, jedinstvenosti i regularnosti resenja Dirihleovog prob-
lema, tj. Laplasove jednacine sa grani¢nim uslovom, mozemo to posmatrati na tri ra-
zlicita nacina: integralnom reprezentacijom resenja, razmatranjem minimizatora integrala
energije i principom poredenja. Generalno, kod svih PDJ efikasan nac¢in za dokazivanje
postojanja i jedinstvenosti resenja je varijacioni metod. Zato ¢emo prvo izabrati taj nacin
posmatranja problema.

Postojanje resenja: varijacioni metod. Jedan od osnovnih nacina za konstrukciju
resenja Dirihleovog problema (1) je varijacionim metodom. Naime, razmatramo konvek-
snu funkcionelu

1
E(u) = 5/9 |Vu|?dz  medu funkcijama koje zadovoljavaju  u|pn = g,

i tada trazimo funkciju v koja minimizira funkcionelu - pogledati Teoremu u nas-
tavku za vise detalja o postojanju minimizatora. Primetimo da ¢e takav minimizator u
jasno zadovoljavati grani¢ni uslov © = g na rubu 02, dakle mi jedino treba da proverimo
dodatno da je Au =0 na ).

Ako je u minimizator, tada £(u) < E(u+ev) za svako v € C°(2). Kako za svako
fiksirano v takva funkcija u € ima minimum za ¢ = 0, imamo

4] —0.
ey (u+ev)
Dakle,
0=— €(u—|—5v)—i 1/ |V + ev|*da
o dé‘ e=0 N d€ 5:02 Q
d 1
(2.8) == 5_02/Q(\Vu|2+25Vu~VU—|—€2|VU|2|)dx
:/ Vu-Voudz.
Q

Stoga, ako je u minimizator funkcionele, tada
(2.9) /QVu -Vudr=0 zasvako veCX(N).
Ako je u dovoljno glatko (recimo, u € C?), tada moZemo parcijalnom integracijom
(Teorema dobiti da je
/QAuvdx =0 zasvako veC(Q).

Koristeci Posledicu [1.2] zaklju¢ujemo da je Au =0 na 2, kao Sto smo Zzeleli.

U slu¢aju da nemamo dovoljno glatku funkciju u, tada zakljucak gore naveden pokazuje
da bilo koji minimizator v od & je slabo resenje u sledecem smislu.
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Definicija 2.1. KaZemo da je u slabo resenje Dirihleovog problema kad god u €
Hl(Q):U’aQ =g
/QVu‘Vvda: =0 zasvako v€ HYQ).

Ouvde ulpq je trag (svojstvo (S5)) od u na OS.

Uopstenije, za dato f € L?*(Q), kazemo da u zadovoljava —Au = f na  u slabom
smislu kad god u € H'(Q) i

/QVU-Vvdx:/va za svako v € Hy(Q).

Konaé¢no, kazemo da je u slaba superharmonijska funkcija (slaba subharmonijska) na €2,
ili zadovoljava Au <0 na €2 u slabom smislu (Au > 0 u slabom smislu) ako je

/QVu-VvdeO (/QVu-VvdeO) za svako v € Hy(Q),v>0.

Primetimo da, ako HY(Q) 3> up — u € H'(Q) slabo na H'i L? 3 fr — f € L?(2) slabo na
L? su takve da Auy, = fi, na Q u slabom smislu, tada Au = f u slabom smislu takode (uz-
imajuéi granice u prethodnoj definiciji). Sli¢no, slab limes slabo (sub-)superharmonijske
funkcije je (sub-)superharmonijska funkcija.

Slede¢e dokazujemo:

Teorema 2.2 (Postojanje i jedinstvenost slabih resenja). Pretpostavimo da je 2 C R
proizvoljan ogranicen Lipsicov domen i da

(2.10) {we HY(Q):w|pq = g} # @.
Tada postoji jedinstveno slabo resenje Dirihleovog problema |2. 1|

Dokaz. POSTOJANJE. Neka je
1
0o := inf{Q/Q |Vw|2dx D we Hl(Q), wlgn = g},

odnosno, infimum &£(w) izmedu svih dopustivih funkcija w.

Uze¢emo niz funkcija {u;} takvih da je

1. u, € Hl(Q)

2. uk|39 =4d.

3. E(ug) — 05 kada k — oc.

Na osnovu Poenkareove nejednakosti niz {u} je uniformno ograni¢en na H'(€) i stoga
¢e podniz {ug; } konvergirati ka funkeiji u koja je strogo u L2(Q) islabo u HY(Q). Stavige,
zbog kompaktnosti operatora traga , imacemo da ug; loa — u|oq na L2(09), tako da
je ulaq = g. Dalje, takva funkcija u ¢e zadovoljiti € (u) < liminf;_, E(ug,) 1 stoga ¢e biti
minimizator funkcionele energije.
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Dakle, konstruisali smo minimizator u funkcionele energije £(u) zadovoljavajuéi graniéni
uslov u|pg = g. Prema argumentu iznad, za bilo koji minimizator v imamo da vazi
Posto je C° gusto u H(Q), sledi da vazi za svako v € H}(9) i stoga je to slabo
resenje

JEDINSTVENOST. Ako je u bilo koje slabo regenje (2.1)), tada za svako v € H{(£2) imamo

1

E(utv) = 5/9 |Vu+ Vo|dz

1 1
(2.11) = f/ \Vu|2d:c—i—/ Vu~Vvd:r;—|—f/ \Vo|?da

2JQ Q 2JQ

1
=E&(u)+0+ 5/9 \Vo|2dz > E(u),

pri ¢emu se stroga nejednakost dostize ako je v #Z 0. Stoga, ako je u resenje (2.1) tada je
jedinstveno.

Drugim recima, pokazali smo da je u slabo resenje (2.1]) ako i samo ako je minimizator
funkcionele £ i, StaviSe, minimizator takve funkcionele energije postoji i jedinstven je.

Napomena 2.3. Zanimljivo pitanje je ustanoviti skup mogué¢ih grani¢nih uslova g : 02 —
R takav da vazi Naravno, kada je € bilo koji ogranicen Lipsic domen, i g je
Lipsicovo, tada je lako pokazati da g ima LipSicove produzetke unutar €2 i da vazi (2.10)).
Medutim, ako je g veoma neregularna, tada se moze desiti da to nije trag ni jedne H"(£2)
funkcije, tako da ne vazi u ovom slucaju. Ispostaviée se da je pravi uslov za g
slede¢i: S obzirom na bilo koji ogranic¢en LipSicov domen (2 vazi ako i samo ako

B 2
/ / l9(x) g(yl)! ddy < .
ontoq |r—y|nt

Ostavljamo referencu na [Eva98] za vise detalja.

Jednakost u srednjem i Lijuvilova teorema. Ako je u harmonijska funkcija na
Q (t.j. Au=0na Q)i B,(x) CQ, tada

1 1
u(r) = 9B,] aBT(x)U(y)dS(y)z B Br(x)U(y)dy-

(2.12)

Jednakost u srednjem vazi isklju¢ivo za harmonijske funkcije. Nece vaziti za druge
elipticne jednacine. Postoje bitna svojstva harmonijskih funkcija koja proizilaze iz jed-
nakosti u srednjem. Jedno od njih je o njihovoj regularnosti.

Teorema 2.4. Svaka harmonijska funkcija je C°°. gtavz'§e, za svaki pozitivan ceo broj k
postoji konstanta C' (koja zavisi samo od k i od dimenzije) takva da ako je Au=0 u By,
tada je

C
max | D*u| < — max [u.
BT/2 T By

Ako zamenimo uslov Au = 0 sa nejednakoséu Awu > 0, jednakost u srednjem takode
postaje nejednakost.

Propozicija 2.5. Funkcija u: ) — R zadovoljava Au >0 na 2 ako svaki put kada je
By (x) C Q vazi

1
ulz) <
=151 Jnw

u(y)dy.

gtam'ée, desna strana je monotono rastuca po r, dokle god je B,(x) C Q.
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Obrnuto, ako u € C?(2) zadovoljava jednakost u srednjem, tada Au =0 na Q. Ovo
mozemo videti, na primer, koriSéenjem [2.3] iznad.

U stvari, jednakost u srednjem se moze koristiti za jos jednu (slabu) defini-
ciju harmonijskih funkcija koja zahteva jedino da je u lokalno integrabilno. Sli¢no, nije
tesko zakljuciti da odgovarajue svojstvo potice iz definicije slabe superharmonic¢nosti i
subharmoni¢nosti (pogledati Definiciju .

Ako je u slaba superharmonijska na  (Au <0 na 2 u slabom smislu), tada za svako
x €}

(2.13)

— u(y)dy  je monotono nerastuca za r € (0,dist(x,02)).
|Br| /Br(a)

(I monotono je nerastuca za slabe subharmonijske funkcije).

Stoga, definisaéemo (slabo) superharmoni¢nost i subharmoniénost za L}, funkcije:
kazemo da u € Lloc je superharmonijska na  ako (2.13)) vaZi za svako z € Q. Sli¢no,
kazemo da u € Lloc je subharmonijska na  ako je preslikavanje u (2.13) monotono
neopadajuce za svako x € Qi r € (0,dist(x,00)).

Sada ¢emo dati dve leme koje ¢e biti koriS¢ene u nastavku i koje uokviruju sadrzaj ove
teme. Prva lema kaze da tackasti limes niza superharmonijskih uniformno ogranic¢enih
funkcija je superharmonijska funkcija.

Lema 2.6. Neka je Q CR"™ i neka je {wy}nen niz uniformno ogranicenih funkcija wy, :
Q — R koji zadovoljava 1 koji tackasto konvergira ka nekom w : Q2 — R. Tada w

zadovoljava .

Dokaz. Neka je wo := w i definisa¢emo za n € NU{oo}, ¢ n(r) = ﬁfBr(x) Wn,
Primetimo da je ¢, »(r) nerastuée po r za sve n € N. Narocito, za dato 0 <71 <rp < Ry,
imamo da je @z n(r1) > @en(re) za n € N. Sada ¢emo pustiti da n — oo i koristiti da
wy, tackasto konvergira ka w da zaklju¢imo, prema teoremi o dominantnoj konvergenciji
(primetimo da je w,, uniformno ograniceno) da je ¢z oo(r1) > @u.co(r2). Tada w, =w
zadovoljava ([2.13)).

Druga lema pokazuje da superharmonijske funkcije su poluneprekidne sa donje strane.

Lema 2.7. Pretpostavimo da je w ograniceno i da zadovoljava na Q CR™. Tada
je w, do na skup mere 0, poluneprekidno sa donje strane.

Dokaz. Dokaz je standardan. Ako definisemo wq(z) := lim, ﬁ Jw (koji je dobro

definisan, posto je u proseku monotono nerastuéi), tada je wo(z) = w(x) ako je x Lebegova
tacka (Teorema [1.1)) i zbog toga wp = w skoro svuda na . Sada ¢emo razmotriti z, € €2,
i neka zp — x, kad k£ — oco. Tada, prema teoremi o dominantnoj konvergenciji imamo da
je

! / — i / < liminfwo(z)
—_ im w 1m1n wo(x
By (20)] JBu(ao) | kvoo |B 1Br(xi)| JBray) — koo ONE
za 0 <r< %dist(:vo,aQ). Sada, kada pustimo da r — 0 na levoj strani, dostizemo

wo(xo) < liminfwg(xy),
k—o00

14



pa sledi da je wg poluneprekidna sa donje strane.

Sa druge strane, dobro poznata teorema koja moze biti izvedena iz jednakosti u sred-
njem je klasifikacija globalno ogranic¢enih harmonijskih funkcija.

Teorema 2.8 (Lijuvilova teorema). Bilo koje ograniceno resenje jednacine Au=0 u R"
je konstantno.

Dokaz. Neka je u bilo koje globalno ograniceno resenje Au =0 u R”. Posto je
u glatka, cak iako u slabom smislu zadovoljava Laplasovu jednac¢inu, svaki izvod O;u
je dobro definisan i takode harmonijski. Stoga, zahvaljujué¢i nejednakosti u srednjem i
teoremi o divergenciji, za bilo koje x € R” i R > 1 imamo

Cn Y; C
— u(y)=—=d ‘ < —/ ul.
R, /331%(1’) ) Y| Y R™ JoBg(x) o

;T:L/BR(CU) o) =

Koriséenjem |u| < M u R™, nalazimo

Diu(n)] =

M
Du(z)| < %|8BR(x)|M - %|8B1|R”‘1M - % —0, kada R — oo,

Stoga je d;ju(x) =0 za svako z € R™ i u je konstanta.

Uopstenije, moze se cak dokazati rezultat klasifikacije za funkcije sa polinomijalnim
rastom. Za v € R, || oznacava ceo deo, Sto je najveéi ceo broj koji je manji ili jednak
od 7.

Propozicija 2.9 (Lijuvilova teorema sa rastom). Pretpostavimo da je u resenje Au =0
na R™ koje zadovoljava |u(zx)| < C(1+|z|7) za svako x € R™ i+ > 0. Tada, u je polinom
stepena najvise |7y].

Dokaz. Definisa¢emo up(z) := u(Rz) i primetimo da je Aur =0 na € R". Kao
u razmatranju prethodne leme funkcije su glatke, pa sa dodatnom pretpostavkom rasta
imamo

RF| D ull ooy, ) = 1D urll oo (B, 1) < Cllurllze s,y = Crllull L (py) < CR.
Specijalno, ako je k= |v] +1,

||Dku||Loo( ) < C,R'% = 0 kada R — co.

Br/2
To znaéi, D*u =0 na R" i u je polinom stepena k —1 = |7].

Princip maksimuma. Princip maksimuma tvrdi slede¢e: Ako je Au >0 na €, i

u € C(Q), tada:

maxu = maxu.
Q 99

Konkretno, takode izvodimo princip poredenja: ako je Au > Av na €2, i u <wv na 0, tada
u < v na celom domenu 2.

Kao sto ¢emo pokazati u nastavku, princip maksimuma zapravo vazi za bilo koje slabo
resenje u.
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Propozicija 2.10. Neka je 2 C R™ bilo koji ogranicen otvoren skup. Pretpostavimo da
u € HY(Q) zadovoljava, u slabom smislu,

—Au
U

0 na 9
0 na 0N

(AVARYS

Tada, v >0 na 2.

Dokaz. Primetimo da je —Au > 0 na §2 ako i samo ako je
(2.14) /QVu-Vvdx >0 zasvako v>0, ve H(Q).

Razmotricemo u~ := max{—u,0} i u™ := max{u,0}, tako da je v = u™ —u~. Prema
tvrdenju (S9) imamo da u® € H'(Q) kad god je u € H'(Q) i stoga moZemo izabrati
v=u">0u (2.14). Naime, uzimajuéi da je u™u~ =01 da je Vu = Vu"™ —Vu~, dobijamo

Og/ Vu-Vu*dx:—/ |Vu~|*dz.
Q Q

Posto je u™ |9 = 0 ovo implicira u~ =0 na €, Sto je u > 0 na Q.
Korisna posledica principa maksimuma je sledeca.

Lema 2.11. Neka je u bilo koje slabo resenje

Au = f na €,
u = g na Of.

Tada,
[l oo (@) < CUf o) + 119l oo (902))

za svaku konstantu C' koja zavisi samo od precnika od 2.

Dokaz. Razmotri¢emo funkciju

(L Nl zoe () + gl oo (a2))

u(z) =
Zelimo da dokazemo da je |G| < C na Q, za neku konstantu C' koja zavisi jedino od
prec¢nika od €.
Primetimo da takva funkcija @ resava
At = f na Q,
u = g mna 0,
sa [g] <1i|f[<1.

Izabra¢emo dovoljno veliko R tako da je Br D (). Nakon translacije mozemo uzeti
R = %diam(Q). U Bp razmotri¢emo funkciju

R2 — 2
2

w(x) +1.
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Takva funkcija w(zx) zadovoljava

Aw = -1 mna €,
w > 1 na Of).

Stoga na osnovu principa poredenja zakljucujemo da je
w<w na .

Posto je w < C (gde C' zavisi samo od R), zakljucujemo da je @ < C na ). Ponavljanjem
istog argumenta sa —u umesto 4, pronalazimo da je |a| < C na Qi to je kraj.

Konac¢no, drugi vazan rezultat koji sledi iz principa maksimuma je slede¢i. Ovde,
kazemo da (2 zadovoljava uslov unutrasnjosti lopte kad god postoji pg > 0 tako da svaka
tacka na 02 moze biti dodirnuta iz unutrasnjosti lopte polupreénika p, > 0 koja je
sadrzana u Q. To znaéi, za svako z, € 9) postoji By (Yo) CQ sa xo € 0B, (Yo)-

Nije tesko primetiti da bilo koji C? domen zadovoljava takav uslov, i takode bilo koji
domen koji je komplement konveksnog skupa.

Lema 2.12 (Hopfova lema). Neka je Q2 CR"™ bilo koji domen koji zadovoljava uslov

unutrasnje lopte. Neka je u € C(S2) bilo koja pozitivna harmonijska funkcija u QN By gde
u >0 na 02N By

Tada u > cod na QN By za neko ¢ > 0, gde je d(x) := dist(z,Q°).

Dokaz. Posto je u pozitivno i neprekidno na 2N Bs, imamo da je u > ¢; > 0 na
{d > po/2} N By za neko ¢q > 0.

Razmotri¢emo resenje Aw =0 na BpO\Bpo/2 sa w=0mna dB,, iw=1nadB, ;. Iz
pretpostavke teoreme moze se zakljuciti da je w > ca(po — |2|) na B, za neko cz > 0.

Koris¢enjem funkcije ciw(x, + ) kao subresenja u bilo kojoj lopti B, (z,) C 2N By o,
zakljucujemo da je u(z) > crw(zo +x) > c1c2(po — |2 — 2o|) > c1c2d u B, (). Uzimajuéi
da je ¢, = c1cg i koriS¢enjem prethodne nejednakosti za svaku loptu B, (x.) C 2N B /2
sledi rezultat.

v

/ To \/ Yo

Slika 2.2: v dodiruje u sa gornje strane u ., w dodiruje u sa gornje strane u ¥o.

Postojanje resenja. Princip poredenja. Videli smo jedan nac¢in da dokazemo
postojanje resenja Dirihleovog problema za Laplasijan koris¢enjem wvarijacione metode.
Sa ovakvim pristupom, pokazuje se u stvari postojanje slabog resenja u € H(Q).
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Sada ¢emo videti alternativni nac¢in da konstruisemo resenje: preko principa poredenja.

Sa ovom metodom moze se pokazati postojanje viskoznog resenja u € C(€2).

Za Laplasovu jednac¢inu, za ova resenja (slaba ili viskozna) moze se pokazati da su
C>°(9) i stoga se poklapaju.

Pocec¢emo sa definisanjem subharmoni¢nosti i superharmonicénosti u viskoznom smislu.
Vazno je napomenuti da u takvoj definiciji funkcija u jedino treba da bude neprekidna.

Definicija 2.13. Funkcija u e C(Q2) je subharmonijska (u viskoznom smislu) ako za svaku
funkciju v € C? takvu da v dodiruje u od gore u xo € Q (to znaci, v>u na Q i v(x,) =

u(wo)), timamo Av(zo) > 0 (pogledati Sliku[2.9).

Definicija superharmonicnosti za u € C'(£2) je analogna (dodiruje sa donje strane i vazi
Av(z) <0).

Funkcija u € C(f2) je harmonijska ako je i subharmonijska i superharmonijska u
viskoznom smislu definisanom iznad.

Ova definicija otigledno se poklapa sa onom koju znamo u slu¢aju kada u € C?.
Medutim, dozvoljava i funkcije koje nisu C?, na primer, u(x) = |z| je subharmonijska
i —|z| je superharmonijska.

Korisno svojstvo viskoznih subresenja i superresenja je sledece.

Propozicija 2.14. Maksimum dve subharmonijske funkcije je takode subharmonijska
funkcija. To znaci, ako suwuy i ug € C(§2) subharmonijske, tada je funkcija v :=max{ui,us}
takode subharmonijska. Pogledati Sliku

Slicno, minimum dve superharmonijske funkcije je superharmonijska funkcija.

;‘H\/m __ﬁ\/n“{”l’“g}
/ _. '." ‘-‘

Slika 2.3: Maksimum dve funkcije uy i us.

Dokaz. Sledi lako iz Definicije . Neka su up i ug € C(Q) dve subharmonijske
funkcije (u viskoznom smislu), tj. neka za svaku funkciju v € C%(Q) takvu da ¢ dodiruje
up U xo € Qi ug uyo €N od gore (to znadi, ¢ > uy i ¢ > ug na Qi () =up(xs) i
©(yo) = u2(yo), imamo da je Ap(xo) > 01 Ap(yp) > 0. Posto za funkciju v := max{uy,us}
imamo da je ¢ dodiruje od gore u nekoj od ove dve tacke, tvrdenje direktno sledi.

Stavise, vazi i sledece:

Propozicija 2.15. Neka je Q CR™ ogranicen domen, i pretpostavimo da u € C(S) zado-
voljava, u viskoznom smislu
—Au
u

0 na Q
0 na 0N

vV 1V

Tada je uw >0 na €.
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Dokaz. Nakon reskaliranja, mozemo pretpostaviti da je Q2 C Bj.

Pretpostavimo da u ima negativan minimum na §2. Tada, posto je u > 0 na 0f2, imamo
mingu = —0, za ¢ > 0, i minimum je dostignut na 2.

Sada ¢emo razmotriti slucaj kada je 0 < e <0 i v(x) := —k+(|z]? —1), za kK > 0 (to
je dovoljno ravan paraboloid).

Sada, primetimo da je u—wv > 0 na 0f2, i tada mozemo izabrati kK > 0 tako da je
ming (v —v) = 0. To znaci da moZemo pomerati paraboloid od ispod resenja v dok ne ga
ne dodirnemo, po pretpostavci, u unutrasnjoj tacki. Stoga, postoji x, € 2 takvo da je
u(wo) —v(zo) = ming(u —v) = 0. Zato, za tako izabrano «, funkcija v dodiruje u sa donje
strane u x, € 2 i stoga po definiciji viskoznog resenja, mora da vazi

Av(z,) <0.
Medutim, direktan proracun nam daje Av = 2ne > 0 na 2 Sto je kontradikcija.

Zahvaljujuéi ovim dvema propozicijama, postojanje (viskoznog) resenja Dirihleovog
problema moze biti pokazano na slede¢i nacin.

Neka je B
Sg = {v € C(Q) : v je subharmonijska, i v < g na 0§}

i definisa¢emo tackasti supremum

u(z) := sup v(x).
vESy

Tada moze biti dokazano da ako je € regularno i g neprekidno, tada v € C'(2) i Au=0
na Qi wu=gna dQ. Ovo je takozvani Peronov metod. Upuéujem Citaoca na [HL9T| za
kompletan opis metoda u sluc¢aju Laplasovog operatora.

U glavi 3. ¢emo detaljno proci kroz postojanje viskoznog resenja u uopstenijoj postavci
potpuno neliarnih elipticnih jednacina.

Kratak rezime postojanja resenja. Imamo dva potpuno razli¢ita nacina da kon-
struiSemo resenje: preko metoda energije, ili preko principa maksimuma (poredenja).

U prvom slu¢aju, konstruisano resenje pripada H'(€2), u drugom slucaju pripada C Q).

U bilo kom slu¢aju moze se dokazati da je u € C*°(Q2)NC(Q2) - dokle god su 2 i g dovoljno
regularni - i stoga u resava Dirihleov problem u uobicajenom smislu.
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Glava 3

Potpuno nelinearne elipticne
jednacine

Nelinearne elipticne PDJ drugog reda u svojoj najopstijoj formi mogu biti zapisane
na slede¢i nacin:

(3.1) F(D*u,Vu,u,z) =0, QCR"

Shvatanje pojma regularnosti resenja ovih jednacina postalo je glavni pravac istrazivanja
u teoriji PDJ od sredine 20-tog veka.

Ove jednacine se zovu potpuno nelinearne elipticne jednacine. Pored samog interesa
u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina, one nastaju i u teoriji verovatnoée (sto-
hastickom upravljanju, diferencijalnim igrama, pogledati u nastavku verovatnosnu inter-
pretaciju) i u geometriji. Zahvaljujuéi procenama éauderovog tipa iz klasicne teorije o
linearnim elipti¢nim jednacinama, pod prirodnim pretpostavkama zavisnosti od Vu, u i
x, regularnost za (3.1)) moze biti redukovana na razumevanje resenja u najjednostavnijoj
formi, gde sve zavisi samo od diferencijalnog operatora drugog reda, tj. Hesijana:

(3.2) F(D*u)=0 na QCR™

Zaista, neke od “perturbativnih” metoda koje se koriste za dokazivanje Sauderove procene
za linearne jednacine Y a;j(x)0;u = f(x) na Q C R™ koriste se i za potpuno nelinearne
jednacine takode. Zbog jednostavnosti, fokusiracemo se na izuc¢avanje jednacine ((3.2)).

U sledec¢im sekcijama diskutova¢emo uobicajena pitanja koja su od interesa u teoriji
elipticnih PDJ:

- Sta je elipti¢nost za resenja 1’
- Postojanje i jedinstvenost resenja.

- Regularnost resenja ((3.2]).

Necemo dokazivati sve glavne poznate rezultate ovog poglavlja, nego ¢emo dati pregled
onoga $to je poznato. Upuéujem ¢itaoca na poznate monografije [CC95] i [NTV14] za
vise detalja o ovoj oblasti.
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3.1. Varijacija problema slucajnog hoda

U sekciji diskutovali smo kako da izvedemo Laplasovu jednac¢inu iz problema
slucajnog hoda. U ovoj sekciji diskutova¢emo neke varijacije tog problema koje vode
do drugih elipti¢nih jednacina.

Podsetimo se da smo definisali slucajan niz tacaka = := Xg, X1, Xo,.... U sekeiji 2.1}
tacka Xy je proizvoljno izabrana sa unifomnom raspodelom u lopti polupre¢nika r oko
Xk

Ovde Zelimo da koristimo drugu raspodelu tacaka za izbor Xj,;. Mozemo ili da
izaberemo drugacije raspodele tacaka u B, (X}), ili drugaciji oblik oko X}, pri ¢emu biramo
Xj+1 sa uniformnom raspodelom. Nastavicemo sa poslednjom varijantom. Biramo X
u elipsoidu sa centrom u X i uniformnom raspodelom. Oznaci¢emo ovaj elipsoid sa
Er(Xy). Vrednost r je parametar skaliranja koji ¢ini da se F,(X}) $iri do tacke kada
r—0.

Kao i pre, oznaci¢emo sa u,(x) otekivanu vrednost funkcije f u prvoj tacki gde slucajni
hod pogodi granicu 9€). U ovom slucaju tacka x se odnosi na pocetnu tacku u slucajnom
hodu. Tada funkcija u, zadovoljava

— dy = 0.
Sy ) = @)y
Ako pustimo limit kad » — 0, dobi¢emo funkciju u koja je resenje jednacine
Zaij@ju = 0 na Q,
]

u = f mna 0.

Koeficijenti a;; zavise od oblika £, (x). Ako izaberemo drugaciji elipsoid E,(x) u svakoj
razli¢itoj tacki x, to bi vodilo do koeficijenata koji su zavisni od z.

> aij(z)du = 0 mna  Q,
ij

u = f mna 0.

Koeficijenti {a;;(z)} ¢e uvek biti pozitivne matrice. Ovo je ograniCenje svojstveno
konstrukciji.

Sada ¢emo razmotriti slede¢i optimizacioni problem. Recimo da mozemo da biramo,
u svakoj tacki z € €2, bilo koji koeficijent a;; iz date familije {af; : « € A}. Koliko veliku
vrednost u(x) mozemo da napravimo?

Ispostavlja se da postoji jedinstven izbor koeficijenata koji maksimiziraju vrednosti
u(z) za svako = € Q). Povezan je sa reSenjem problema

F(D?u) :=sup aj;Oiju = 0 mna Q.
o .
ij

u = f mna 0.
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Ovo se naziva Belmanova jednacina. Funkcija F' je elipti¢na u smislu Definicije [3.2
iz Sekcije [3.3] i data je kao supremum proizvoljne familije linearnih funkcija. Primetimo
da bilo koja konveksna funkcija je supremum familije linearnih funkcija, stoga ovaj model
vodi do bilo koje jednacine u formi F(D?u) =0 gde je F elipti¢na i konveksna (jednos-
tavna jednacina iznad je takode homogena prvog reda, ali to nije klju¢no za Belmanovu
jednacinu).

Uopsteniji model ukljucuje igru sa dva igraca. Ovde su koeficijenti izabrani iz dve
parametarske familije a%ﬁ . Prvi igra¢ bira «a tako da pokusa da maksimizira vrednost
u(z), onda drugi igra¢ bira vrednost § tako da pokuSa da minimizira vrednost u(x).
Optimalan izbor za oba igraca odgovara resenju slede¢e jednacine

F(D?u) ::iréfsupg a%ﬂaiju = 0 na
o .
ij

u = f mna 0.

Ovo se zove Isakova jednacina. U ovom slucaju F' je elipti¢na funkcija koja je infi-
mum proizvoljne konveksne funkcije. Bilo koja Lipsicova funkcija D?u moze biti zapisana
kao infimum konveksne funkcije. Zato nam model omogucava da realizujemo proizvoljne
jednacine oblika F(D?u) = 0 pri ¢emu je F elipti¢no.

3.2. Verovatnosne interpretacije potpuno nelinearnih
jednacina

U ovom poglavlju ¢e biti heuristicki opisane verovatnosne interpretacije potpuno ne-
linearnih elipti¢nih PDJ.

Pocetemo podsecanjem sledec¢e verovatnosne interpretacije harmonijskih funkcija:

Imamo Braunovo kretanje X}, koje zapocinje u x € €2, i funkciju isplate g : 02 — R.
Kada pogodimo granicu 02 (prvi put) u tacki z € 9€2, dobijamo isplatu g(z). Pitanje je:

Sta je ocekivana isplata?

Ispostavice se da je

Au = 0 na

u(z) == {oéekivana isplata} =E[g(X?¥)] zadovoljava
u = g na 0,

gde je 7 prvi trenutak u kom je Xj pogodilo 052.

Sada ¢emo videti uopstene ,,probabilisticke igre” koje vode ka uopstenijim elipti¢nim

PDJ.

Stohasticki procesi. Stohasticki proces X; je kolekcija prozvoljnih varijabli indeksir-
anih na osnovu parametra, koji ¢e ovde biti £ > 0, uzimajuc¢i vrednosti u prostoru stanja,
koje ¢e ovde biti R". Mozemo o njima misliti kao o cesticama koje se kre¢u nasumicéno u
R"™, sa vremenom ¢ > 0.
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Najpoznatiji i najvazniji stohasticki proces je Braunovo kretanje, koje smo ve¢ pom-
injali. Podseti¢emo se njegovih karakteristika:
(1) Xo =0 skoro sigurno.
(2) Xy ima nezavisne prirastaje (nezavisan je od proslosti).

(3) X; ima stacionarne prirastaje: Xiys — X5 je invarijantan u odnosu na translaciju
vremena (ne zavisi od s, tj. raspodela broja dogadaja koji se pojavljuju u bilo kom
vremenskom intervalu zavisi samo od duzine trajanja tog intervala, a ne od njegovog
polozaja na vremenskoj osi).

(4) X; ima neprekidne trajektorije (t — X; je neprekidno) skoro sigurno.

(5) Xy je izotropno, tj. rotaciono simetriéno u raspodeli.

Uopstenija klasa stohastickih procesa dobija se uklanjanjem pretpostavke (5).

Infinitezimalni generator. Infinitezimalni generator Fellerovogﬂ stohastickog procesa
X je operator L definisan da deluje na funkcije v : R” — R prema

(3.3) Lu(w) := lim Elu(z H?)] —ulz)

Uzima C? funkciju u i daje Lu.
Za Braunovo kretanje, imamo da je L Laplasijan A.

Uopstenije, pod pretpostavkama (1) — (2) — (3) — (4), infinitezimalni generator L e
biti elipti¢ni operator drugog reda u obliku

n n
(3.4) Lu = Z aijaijU‘FZbiaiu—FCU.
ij=1 i

Za $ta je infinitezimalni generator koristan?

Infinitezimalni generator stohastickog procesa enkodira sve informacije takvog procesa.
Zaista, klasi¢na je Cinjenica da definicija L vodi do formule

t
(3.5) Efu(z + X;)] = u(z) + E /0 Lu(z+ X,)ds.
(Ovo je analogno fundamentalnoj teoremi kalkulusa).

Sada mozemo da se vratimo na problem ,oc¢ekivane isplate”:

Neka je 2 C R™ fiksan domen i razmotrimo stohasticki proces (x + X;) koji zapoc¢inje u
x € Q i zadovoljava (2) — (3) — (4) iznad. Za zadatu funkciju isplate g : 9Q — R, dobijamo
sledece: kada X} pogodi granicu 0f2 prvi put u z € 052, dobijamo isplatu g(z) (pogledati

Sliku

Sta je ocekivana isplata?

IFellerov stohasti¢ki proces je proces Markova sa verovatnosnom tranzicionom funkcijom koja je aso-
cirana sa Fellerovom polugrupom.
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(8]

Slika 3.1: Stohasticki proces X} definisan u 2 sa pocCetnom tackom x dok ne pogodi prvu
tacku na rubu z € 912.

Naravno, ocekivana isplata ¢e zavisiti od x € 2. Za Braunovo kretanje, definiSemo
u(z) kao ocekivanu isplatu kada startujemo u x, E[g(X¥)], gde je 7 vreme prvog pogotka
0f). Tada, posto je Braunovo kretanje izotropno, u mora zadovoljiti jednakost u srednjem,
i stoga je u harmonijsko: Au =0 na €.

Sada, za uopstenije stohasticke procese, moramo koristiti . Zaista, definisemo u
kao ranije (ofekivana isplata) i primetimo da, ako je t > 0 dovoljno malo, tada je z + X;
i dalje unutar Q, i stoga je oCekivana isplata jednostavno jednaka sa E[u(z+ X3)] (do na
malu gresku), tj.

u(z) =Elu(x+ Xt)|+o(t) (zat>0 dovoljno malo),

gde navodimo o(t) zbog ¢injenice da x + X; moze potencijalno da lezi izvan 2, ¢ak i za
proizvoljno malo vreme ¢ > 0.

Sada, koristec¢i definiciju infinitezimalnog generatora (3.3), dobijamo da je

Lu(z) = lim Elu(z+ X)) —u(z) = lim @ =0.

t—0 t t—0 ¢

Stoga, za svako x € 2, dobijamo Lu(x) = 0. Jasno je da imamo u = g na 02, stoga u
mora biti resenje

Lu = 0 na £,
u = ¢ na 0.

Sumirano:

{ Ocekivana isplata za X3 } — { Dirihleov problem za L}

Nesto sliéno se moze uraditi da se reSe drugi verovatnosni problemi povezani sa Xy:
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- Sta je ocekivano vreme koje je potrebno da napustimo €2 ako startujemo u x?

—Lu = 1 na £
v = 0 na 0.

- Sta je gustina verovatnoce p(z,t) od X; u R"?
{atp— Lp = 0 na R"x(0,00),
p(-,O) = 5{x:0} na 0f).

Sledec¢e ¢emo videti Sta se desava kada imamo kontrolu, ili igru sa dva igraca. U tom
slucaju dobijamo nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu.

Optimalno zaustavljanje. Zapocetemo sa problemom optimalnog zaustavljanja.
Ovo je vrsta problema koja se vrlo ¢esto pojavljuje u matematickim finansijama.

Dat je proces Xy € R", mozemo odluéiti u svakoj instanci vremena da li da se zaus-
tavimo ili ne. Kada se zaustavimo, dobijamo isplatu ¢ (koja zavisi od tacke u kojoj smo
se zaustavili). Cilj je da otkrijemo koja je optimalna strategija tako da maksimizujemo
isplatu.

Sada ¢emo razmotriti proces x + Xy (startujuéi u z € R™) i isplatu ¢ € C2°(R™). Za bilo
koje zaustavno vreme 6, dobijamo isplatu E[p(x + Xy)] i stoga zelimo da maksimizujemo

u(z) := maxElp(z + X)]

medu svim moguéim zaustavnim vremenima ¢ (primetimo da je zaustavno vreme 6 za-
pravo slu¢ajna promenljiva, pogledati [Eval3] za vise detalja).

Da li mozemo da pronademo PDJ za u(x)?
Grubo govoredi, jedina vazna stvar koju ovde treba odluciti je:

Ako smo u z, da li je bolje zaustaviti se ovde i dobiti ¢(x), ili nastaviti i nadati se
boljoj isplati kasnije?

Hajde da pronademo PDJ za u:

- Prvo, posto se mozemo uvek zaustaviti (uzmimo 6 = 0), imamo u(x) > ¢(x) za svako
x € R™
- Drugo, posto uvek mozemo nastaviti na neko vreme (uzmimo 6 > t, > 0), imamo

da je u(z) > Elu(x 4+ X¢)] za t <t,. Ovo, kombinovano sa (3.4) i (3.5)), daje
Lu(z) <0 zasvako xe€R"™

- Trece, u ovim tackama gde imamo u(z) > ¢(x), jasno je da se netemo zaustaviti,
pa imamo u(z) = E[u(z + X¢)] +o(t) za t veoma malo, i stoga je Lu(x) =0 kad god
je u(z) > ¢(z).

PDJ za u je
u > ¢ na R"
—Lu > 0 na R" +— min{—Lu,u—¢}=0 na R"™
Lu = 0 na {u>¢},
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—Lu > ) everywhere u = @ everywhere

X

Lu=0in {u > ¢}

Slika 3.2: Problem prepreke.

Ovo je problem prepreke u R™ (pogledati Sliku .

Primetimo da jednom kada znamo w, znamo skupove {u = ¢} i {u > ¢} tako da imamo
optimalnu strategiju.

Kontrolisana difuzija. Sada ¢emo posmatrati drugaciji problem koji je prili¢no
slican optimalnom zaustavljanju.

Razmotrimo dva stohasticka procesa, Xt(l) i Xt(Q) sa infinitezimalnim generatorima L

i Lo respektivno. Neka je €2 C R™ domen, i neka je g: 02 — R isplata. Imamo istu igru
kao pre (dobijamo isplatu kada pogodimo granicu), ali sada imamo kontrolu: za svako

x € ), mozemo izabrati da se krecemo u skladu sa Xt(l) ili Xt(z).

Pitanje je tada:

Sta je optimalna strategija ukoliko zelimo da maksimiziramo isplatu?

(1)

Primetimo da se sada strategija sastoji od izbora izmedu X, i Xt(z) za svako z € ().
Kao i ranije, definiSemo

ule) == max Elg(X%)]

svi moguéi izbori a:Q0—{1,2}

(gde je 7 vreme pogotka ruba 0f2). Primetimo da za svako a: 2 — {1,2} imamo X},
proces koji moze da se menja od tacke do tacke.

Da li postoji PDJ za u?

Optimalni uslovi su:

(1)

- Prvo, kada smo u z mozemo jednostavno odluciti da nastavimo sa X, ’ i stoga je

u(z) > E[u(:c—i—Xt(l))] za svako x € Q. Ovo nam daje Liu(z) <0 za svako z € Q.
(2)

- Sli¢no, mozemo uraditi isto za X, i dobiti Lou(z) <0 za svako z € ).
- Konacno, ispostavice se da je ili

s Dy e s 2)
u(:v)—}g%E[u(aH—Xt )] ili u(:v)—}g%E[u(aH—Xt ],

posto u blizini « biramo ili Xt(l) ili Xt(z). Ovo znaci da je ili Lyu(z) =01ili Lou(z) =0

za svako x € ().
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Stoga, u zadovoljava

«— max{Lju,Lou} =0 na .

o o
=
o
=

ili Lyu=01ili Lou=0 na £,
Uopstenije, ako imamo familiju procesa Xj* sa a € A, tada PDJ za u postaje

(3.6) gleai({Lau}:O na .

Jos uopstenije, mozemo imati dva igraca, jednog koji zeli da maksimizuje isplatu i
drugog koji zeli da minimizuje isplatu. Postoje dva parametra, X;" b ,ac€ A, peBisvaki
igrac¢ kontrolise jedan parameter. Tada je optimalna isplata resenje PDJ

(3.7) Iﬁﬂéggléj{{L apu} =0 mna .

Jednacdina (3.6 iznad se zove Belmanova jednacina (stohasticka kontrola).
Jednadina (3.7)) iznad se zove Isaakova jednacina (diferencijalne igre).
Ove dve jednacine su potpuno nelinearne elipticne jednacine.

Zaista, pretpostavimo da imamo da vazi (3.6]) i da su infinitezimalni generatori Lou u
obliku

Lou= Y a(q)aiju, (e A)

5]) uniformno elipticnim: 0 < A\ d < (al('?))ij < AId. Tada, jednacina 1} postaje

glgj{{ ]z:la &Ju}—O na .

Ovo je nelinearna funkcija Hesijana D?u:
F(D*u)=0 na Q, sa F(M) —maX{Za }

Funkcija F': R™"™ — R je maksimum linearnih funkcija. Prema tome, F' je konveksno.

étaviée, F' je uniformno elipti¢no u smislu Definicije :

0 < A|V]| <m1n{ Z alf }<F(M+N) F(M <‘3§j‘{ Z oo }<A|\NH

za bilo koju simetri¢nu matricu N > 0 (koristimo da je max f +ming < max(f +g) <
max f 4+ maxg).

étaviée, bilo koja konveksna funkcija moze biti zapisana kao maksimum linearnih
funkcija (pogledati Sliku [3.3) pa vazi:
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Napomena 3.1. Bilo koja F': R™*™ — R koja je uniformno elipti¢na i konveksna moze
biti zapisana kao

F(M) = max {tr(A(a)M) —|—ca} (gde su ¢, konstante).

(Ako je F' homogeno stepena 1, tada nam ne treba c,.)

Narocito, svaka potpuno nelinearna uniformno elipticna jednacina
F(D*u)=0 na €,

pri cemu je F' konveksno, moze biti zapisana kao Belmanova jednacina

n
max{L,u} =0 mna Q sa Lju= Z agq)ﬁiju%—ca.
acA ig=1 J

Slika 3.3: Konveksna funkcija kao maksimum linearne funkcije

Konac¢no, za nekonveksne funkcije ispostavice se da vazi:

Zapazanje. Bilo koje F': R™"™ — R koje je uniformno elipticno (ne i neophodno
konveksno), moze biti zapisano kao

n
PO = iy 32 "M+ cos = iy (A PM) |

Ovo je zbog toga sto bilo koja LipSicova funkcija F' moze biti zapisana kao minimum
konveksnih funkcija, i konveksna funkcija moze biti zapisana kao maksimum linearnih
funkcija.

Narocito, svaka potpuno nelinearna elipticna jednacina
F(D*u)=0 na
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moze biti zapisana kao Isakova jednacina

n
%ggglgﬁ{Lagu}:O na  sa Laﬁu:ijglag?’m(?iju—l—cag.

Sumirano: Svaka potpuno nelinearna elipticna PDJ ima interpretaciju u kontekstu prob-
abilisticke igre.

Probabilisticka interpretacija PDJ.

Dirihleov problem

Ocekivana isplata — Lu = 0 na €,
u = g na 0.

Ocekivano vreme izlaza Dirihleov problem
(ili tekuci troskovi / —> {—Lu = f na

nehomogena okruzenja) v = 0 na O9N.

Toplotna jednacina

Distribucija procesa —
Ou— Lu=0.
Problem prepreke
Optimalno zaustavljanje —
min{—Lu,u—p} =0.

Potpuno nelinearna jednacina

Kontrolisana difuzija —
F(D?u) =0, F konveksno.

Potpuno nelinearna jednacina

Igra sa dva igraca —

F(D?u) =0.

Moze se takode razmotriti jednacina koja zavisi od z, ili sa izvodima nizeg reda. Sve
jednacine koje ¢emo proucavati u ovom poglavlju imaju verovatnosne interpretacije.
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3.3. Sta je elipti¢nost?

Postoje (najmanje) dva moguéa nacina da se definise elipti¢nost:

- Linearizacija jednacine.
- “Nametanje” principa poredenja.

Vide¢emo da su ova dva puta sustinski ista.

Definicija 3.2. Neka je F': R™"™ — R. KaZemo da je F elipticno ako za bilo koje dve
simetricne matrice A, B € R™*" takve da je A> B (tj. A— B je pozitivno semidefinitno)
1mamo

F(A) = F(B),
sa strogom nejednakoséu ako A > B (t.j. A— B je pozitivno definitno).

Laplasova jednacina Au = 0 odgovara sluc¢aju kad je F(M) =trM.
Za linearne jednadine (sa konstantnim koeficijentima)

n
> aijdiju=0,
=1

F je dato sa F(M)=tr(AM), gde je A= (ai;)ij. Ova jednacina je elipticna ako i samo
je matrica koeficijenata A pozitivno definitna. Stoga, poklapa se sa pojmom elipti¢nosti
za linearne jednacine.

Napomena 3.3 (Princip poredenja). Ako C? funkcija v dodiruje u € C? sa donje strane
u tacki zo (t.j. u > v svuda, i ako je u(zo) = v(2.); pogledati Sliku [3.4), tada sledi da je

Vu(zo) = Vo(z,), D?u(xs) > D*v(x,).

Zbog toga bismo za ove funkcije imali F(D?u(z,)) > F(D?v(x,)) ako je F elipti¢no. Ovo
je od esencijalnog znacaja kada dokazujemo princip poredenja.

Slika 3.4: Funkcija v dodiruje u sa donje strane u x,.

Propozicija 3.4 (Princip poredenja). Pretpostavimo da je F' elipticno i da je 2 C R"
ogranicena oblast. Neka su u,v € C?(Q)NCY(Q). Tada

v na  0S),

= u> Q.
F(D*v) na Q. t=tone

IN IV

{F(D%Z)L
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Dokaz. Posmatrac¢emo dva odvojena slucaja.
Slucaj 1. Pretpostavimo prvo da je F(D?u) < F(D?v) na € (sa strogom nejednakoséu).
Ako je zakljucak pogresan, tada bi funkcija v — v imala unutrasnji minimum unutar 2,

neka je to o € . Tada, imali bismo D?(u—uv)(xo) > 0. Zato je D?*u(z) > D?v(z,) i zbog
eliptiénosti F, ovo znaéi F(D?u(z.)) > F(D?v(zs)). Ovo je kontradikcija sa F(D?u) <

F(D?v) i zbog toga je u > v na (0.
Slucaj 2. Pretpostavimo sada F(D?u) < F(D?v). Tada mozemo definisati
u(w) = ul(w) +e(cq - |z?),
gde je cq > 0 konstanta takva da je cq —|z|?> > 0 na Q (podsetimo se da je € ograniceno).
Tada imamo % > u na 0 i D?*u = D?u —2eld. Stoga, zbog elipti¢nosti,
F(D?*a) = F(D*u—2eld) < F(D*u) < F(D?*v) na Q.

Prema Slucaju 1,

|
vV

v na  0f),

== u> Q.
{F(D2u) < F(D*%») na Q. t=vona

Ovo nam daje
u(x)+e(cq—|z*) >v(z) naQ.

Kada pustimo ¢ — 0 zaklju¢ujemo da je u > v na (2.

Dakle, videli smo da je elipti¢nost ta¢no ono sto nam je potrebno da bismo dokazali
princip poredenja. Videéemo da uniformna elipticnost (analogno slucaju kod linearnih
jednacina) implicira regularnost resenja.

Definicija 3.5. Neka je F': R™"™ — R. Tada je F uniformno elipticno ako postoje 0 <
A <A (elipticne konstante), takve da za svake simetricne matrice M, N gde je N >0 (tj.
pozitivno semidefinitna), imamo

AN < F(M+N)—F(M) < AN,
gde je |N|| :=tr(NTN)YY2) = tr(N) suma (apsolutnih vrednosti) karakteristicnih korena.
Napominjem da izbor matri¢ne norme u prethodnoj definiciji nije standardan. U R"”

sve norme su ekvivalentne i stoga mozemo da izaberemo bilo koju normu. Medutim, ova
definicija norme nam omogucava da izbegnemo konstante u budué¢im prora¢unima.

Naravno, uniformna elipticnost implicira elipti¢nost, u kvantitativnom smislu.

Za linearne jednacine, tj. F(M) = tr(AM), uniformna elipticnost je ekvivalentna
lzrazu

0<Md<A<AId,

kao i obi¢no.

Alternativni nacini da se vidi elipti¢nost su preko linearizacije jednacine:
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Pretpostavimo da F' € C! (sto nije uvek slu¢aj). Razmotri¢emo funkcije

oF
8ﬂﬂj
tj. prve izvode F(M) odgovarajuc¢ih komponenti M;; matrice M.

Fij(M) =

(M)7

Odmah mozemo primetiti da vazi:
F je uniformno elipticno <= 0<Xd < (Fj;(M));; <Ald, VM

<= linearizovana jednacina je uniformno elipti¢na.

Zbog toga, kad je F barem u C', uniformna elipti¢nost moze biti posmatrana kao
uniformna elipticnost linearizovane jednacine.

Uopsteno, uslov uniformne elipti¢nosti implicira da je F' LipsSicovo, ali nije uvek u
C'. Postoje, zapravo, vazni primeri jednacina F(D?u) =0 u kojima je odgovarajuce F
Lipsicovo, ali nije C'. U ovom slu¢aju, prethodna karakterizacija elipti¢nosti kroz izvode
F' i dalje vazi, podrazumevajuc¢i da su oni sada definisani skoro svuda.

Napomena 3.6 (Konveksna (ili konkavna) jednacina). Vazan primer potklase jednacine
F(D?u) =0 su one za koje je F konveksno (ili konkavno). Naime, F(M) kao funkcija
F:R™"™ — R je konveksna (ili konkavna). U ovom slucaju, jedna¢ina moze biti zapisana
kao Belmanova jednacina, kao

F(D*u) = Lou} =
(D) = max{Lqu} =0,
gde je {Lqa}aca familija linearnih operatora forme

n
R «
Lau = E aijaijU‘i‘Ca,
t,j=1

za familiju koeficijenata {a%}ae A uniformno elipti¢na, sa elipticnim konstantama A i A.

Primetimo da ako je u resenje F((D?u) =0, gde je F konveksno, tada je v = —u reSenje
G(D?*v) =0, sa G(M)=—F(—M) i stoga je G konkavno.

U nastavku ¢emo definisati Pucijeve operatore koji ¢e biti koriséeni kod viskoznih
resenja.

Pucijevi operatori. Unutar klase potpuno nelinearnih uniformno elipti¢nih opera-
tora sa eliptiénim konstantama X\ i A, ekstremalni ili Pucijevi operatori, oznaéeni sa M
i M™, su oni koji dostizu ekstremne vrednosti (sa gornje i donje strane). Alternativno,

svaki drugi elipti¢ni operator sa istim elipti¢nim konstantama odreden je u odnosu na njih
u smislu Definicije [3.7] ispod.

Definisaéemo M= na sledeéi nadin.

Definicija 3.7. Za zadato 0 < A\ < A, ekstremalni ili Pucijevi operatori sa elipticnim
konstantama X i A, MT :R™"™ - R, definisani su kao

M- (M) = { Z aij Z]} inf {tr(AM)}

)\Id<(aw)l J<AId Ad<A<AId
(35) ,
MT(M) = sup { > aijMij} = sup {tr(AM)},
)\]dg(aij)iijAld 1.1=1 )\IdSASAId
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za bilo koju simetricnu matricu M. To su uniformno elipticni operatori, sa elipticnim
konstantama X i A.

Narocito, iz definicije iznad imamo
ME(aM) = aM*(M), zasvako o >0.
Primetimo da je M* = /\/ljE AA Uopsteno, medutim, zavisnost elipticnih konstanti i
dimenzije bi¢e jasna u odgovarajucem kontekstu, i stoga ¢emo to izostavljati u notaciji.
Ponekad je jednostavnije definisati Pucijeve operatore preko karakteristicnih korena
odgovarajuc¢e matrice, odgovarajuce ponderisane elipti¢ne konstante, na sledec¢i nacin.

Lema 3.8. Pucijevi operatori definisani kao u (@ mogu biti ekvivalentno definisani kao

M™(M) =X Y i+ A Y i = MM — A

(3 9) w#i>0 ;<0
MEOD) =AY it A S = MM =AM,
wi>0 ©i<0

gde p; = pi(M) oznacavaju karakteristicne korene simetricne matrice M, matrice My i
M_ su takve da je My >0,M = M, — M_ i |A| = tr((ATA)1/?).

Dokaz. Dokaz sledi direktno koriS¢enjem sledeceg preuredenja nejednakosti koji
ukljucuje karakteristicne korene i proizvod dve simetri¢ne matrice A i B:

Z)\ (B) <tr(AB) <2/\ Ai(B)

=1
gde A\ (A) <--- < A\, (A) oznacavaju karakteristicne korene matrice A u rastu¢em redosledu
i A1(B) <+ <\ (B) oznacavaju karakteristicne korene matrice B u rastu¢em redosledu.

Iz definicije uniformne elipticnosti F’ (Deﬁnicija sledi da za date simetri¢ne matrice
M i N vazi
MN4 | = AN-[| < F(M + N) = F(M) < ANy || = A[N-],
gde je N=N;y —N_1i Ni >0. Stoga, prema Lemi vazi
(3.10) M~ (N)< F(M+N)—F(M)< M*(N).
Ako izaberemo M = 0 vidimo da je
(3.11) M™(N) < F(N)-F(0) < MT(N),

tako da su ovi operatori kao “najgori slucaj” sa donje i gornje strane - do na konstantu £'(0)
(Podsetimo se da su M¥ potpuno nelinearni uniformno elipti¢ni operatori sa elipti¢nim
konstantama A i A.)

Ako dalje pretpostavimo da je F'(0) =0 vide¢emo da ako je u resenje bilo koje jednacine
oblika F(D?u) = 0, tada vazi
(3.12) M™(D?*u) <0< MT(D%u).
Napomena 3.9. Jednacina (3.12) se naziva jednacina u nedivergentnom obliku sa ogranicenim
merljivim koeficijentima. Zaista, primetimo da za date proizvoljne uniformno elipti¢ne ko-
eficijente (a;;()); j bez pretpostavke o regularnosti za x, ako u € C? zadovoljava ¥ J a;j(x)0;ju,
li

tada vazi Sa druge strane, ako (3.12)) vaZi za neko u € C?, mogu se pronaéi neki
uniformno elipti¢ni koeficijenti (aij (7)), takvi da je 3, ;aij(x )@ju.
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3.4. Jednacine sa dve promenljive

Pre nego sto predemo na opstu teoriju postojanja i regularnosti za potpuno nelinearnu
jednac¢inu u R", prouci¢emo jednostavniji sluc¢aj: potpuno nelinearne jednacine u dve
promenljive.

Osnovna procena regularnosti u ovom kontekstu prati rezultate Nirenberga iz 1953.
godine |[Nir53], kao Sto ¢emo videti u nastavku.

Teorema 3.10. Neka je F : R**? = R uniformno elipticna sa elipticnim konstantama \
i A. Neka je u € C%(By) resenje

F(D*u)=0 na B;CR2
Tada

lullc2a(p, ) < CllullLoo(py),

za neke konstante o > 0 ¢ C' koji zavise samo od X\ i A.

Ideja dokaza je sledeca: definisa¢emo v := deu i diferencira¢emo jednacinu F(D?u) =0
po e, da dobijemo

2
(3.13) > aii(2)dijv(z) =0 na B C R2,
ig—=1

gde je a;j(z) == F;(D*u(x)) za i,j € {1,2}. Posto je F uniformno elipti¢no, imamo
age(x) > A > 0. Stoga, mozemo podeliti (3.13) sa age(z) da dobijemo

(3.14) a(x)011(z)v(x) +b(x)d12v(x) 4+ dagv(x) = 0,
za neke koeficijente

_ alg(x) + a9 (33) _ 2@12($)

o au(x) "
b(z) = as(x) oan(z)

 a(r)

Ako napisemo w := 0yv i diferenciramo ({3.14) po x, dobijamo
O1(a(x)0hw(z) +b(z)Ow(x)) + Orpw(z) = div(A(x)Vw) =0,

gde je

To znaci da je w reSenje jednacine u divergentnoj formi i A je uniformno elipti¢no, sa
elipti¢cnim konstantama koje zavise od A i A. Stoga, prema De Dordi-Nesovom rezultatu
iz radova [Gio57], [Nas57] i [Nas58], vazi djv = w € C**(By3). Posto se uloge
i £9 mogu zameniti i posto je v = deu (e € S"~1 je proizvoljno), zakljuéujemo da je u €
C?%(By ).

Sada ¢emo to formalno i dokazati. Ideja je predstavljena u redovima iznad, gde smo
koristili da u € C*. U realnosti mozemo koristiti samo da uw € C? pa nastavljamo sa
centralnim diferencnim koli¢nicima.
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Dokaz Teoreme [3.10lL Definisa¢emo

~u(z+h)—u(z)
o)==

€ C*(By_jp))

pri ¢emu je |h| < i. Posto je F' translaciono invarijanta, imamo
F(D*u(x)) =0, F(D*u(zr+h))=0 na Bi_jp-

Tada, prema fundamentalnoj teoremi kalkulusa za linijski integral

2
0= F(D*u(z+h)) — F(D*u(z)) = -21 aij(x)0ij (u(r 4+ h) —u(x)),
gde je )
aij(z) = /0 Fij(tD*u(z +h) + (1 — t) D*u(x))dt.

Posto je F' uniformno eliptitno, (a;;);; je uniformno elipti¢no (sa istim elipti¢nim kon-
stantama). To znaci, v € C’Z(Bl,| n|) je reSenje jednacine u nedivergentnom obliku

a11<I)811U($)%—2@12(I)8120(I)%—agz(m)ébzv(aﬁ =0 na lgl—whh

gde je ajp = agy i O12v = d9qv jer v € C?. Iz uslova elipti¢nosti, imamo 0 < A < agy(x) <A
i mozemo podeliti jednaéinu sa agg(z) da dobijemo

a(x)0nv(z) +b(z)oigv(x) +02v(x) =0 na By

Neka je

Provera da je A uniformno elipti¢na je pravolinijska, sa elipti¢cnim konstantama A/A i
A/ Neka jen € Cg(31—|h|) i primetimo da iz parcijalne integracije dobijamo:

8o v:/ 911 Oaav.
/Bl—lhl 271012 Bi 1711022

Stoga je

B a(x)011v(x) +b(x)012v(x)
/Bl|h Vn-A(x)Valv—/Bllhl Vn(x)_( 11 (s 12 >dx

)
:/B } l{ﬁln(a(x)(?llv—l—b(iv)alw)+3277312U}d5”

=/, O1n(a(x)011v + b(x)012v + Oav)dx
1—|h|

=0.
Dakle, 01v je resenje jednacine sa ograni¢enim i merljivim koeficijentima A(z) u divergent-

nom obliku. Stoga, prema De Dordi-Nesovom rezultatu |(teorema iz predgovora), znamo
da je Ojv € C* i

1010l oz, 1 < CllO (i, ) < CllOrullcon sy,

By/o
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(primetimo da moZemo da idemo od B; prema B;_j, u po istom rezultatu za dovoljno
malo |h|) za neku konstantu C' koja zavisi samo od A i A. Ako pustimo |h| — 0, na osnovu

(HT7)), imamo da je

I901ullcon(s, ) < ClOWILe(a,_ ) < Clorulcors,)

Bi/s
za neku konstantu C' koja zavisi samo od A i A. Na osnovu simetrije, ista nejednakost je

tacna za Oqv (i Da2u), pa je

lullc2a(p, ) < Cllulloram,)-

Primetimo da, prema interpolaciskoj nejednakosti (1.8 za svako £ > 0 postoji neko Cz >0
takva da je

[ullcri(p, ) < ellullcza(my) + Cellull L (B).

Sada, dokaz direktno proizilazi iz tvrdenja za regularnost linearnih elipticnih PDJ.

Stoga, kao sto smo videli, u dvodimenzionalnom slucaju prili¢no je jednostavno pokazati
apriori C%® ocene za reSenja potpuno nelinearnih jedna¢ina. Zahvaljujuéi ovim pro-
cenama, pomoc¢u neprekidnih metoda (pogledati |[GT77] ili [HL97]) moZe se zapravo
pokazati postojanje C>® resenja za Dirihleov problem.

Ipak, kao sto ¢emo videti, ispostavice se da u veé¢im dimenzijama “apriori procena”
vise nije moguca i potrebno je dokazati postojanje reSenja na drugi nacin, preko uvodenja
novog tipa slabih resenja - viskoznih resenja.

Ovo ¢éemo uraditi u narednoj sekciji.

3.5. Postojanje resenja

Prvo pitanje koje treba razumeti je postojanje resenja: za zadati odgovarajuc¢i domen
2 C R™ i odgovarajuéi granicni uslov g : 92 — R, da li uvek mozemo resiti sledec¢i Dirihleov
problem?
{F(D2u) = 0 na

u = g mna 0.

Primetimo da ovde ne mozemo konstruisati resenje preko minimizatorske funkcionele,
posto potpuno nelinearne jednacine u opstem slucaju ne proizilaze iz funkcionele energije.

Da bismo konstruisali resenje, imamo samo dve opcije:

- Da dokazemo “apriori procenu” i onda da iskoristimo metod neprekidnosti.
- Da iskoristimo princip poredenja i Peronov metod.

Metod neprekidnosti je razumno jednostavan za koriséenje, ali nam je potrebna C%®
ocena za resenja do granice. To je veoma tezak problem, i zapravo, uopSteno nemamo
C?% ocenu za ove jednacine u R™.

Stoga, treba da konstruisemo neku vrstu uopstenog pojma resenja: viskozna resenja.

Pravi koncept ovih resenja mora biti takav da imamo:
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» Postojanje resenja.
« Princip poredenja (i, narocito, jedinstvenost resenja).
 Stabilnost (tako da su limesi resenja isto resenja).

Primetimo da ako razmatramo samo C? reSenja, tada imamo princip poredenja (i to
je lako dokazati), ali mozda neéemo moci da dokazemo postojanje.

Sa druge strane, ako relaksiramo pojam resenja, tada ¢emo mozda moci lako da
dokazemo postojanje resenja, ali tada ¢e biti teze da dokaZemo jedinstvenost/princip
poredenja.

Pravi koncept uopstenog resenja je onaj dat u Definiciji[3.11]ispod, poznat kao viskozno
reSenje. Za subresenja u viskoznom smislu, ovaj pojam zahteva samo da je funkcija
poluneprekidna sa gornje strane (eng. USC), dok za superresenja u viskoznom smislu,
ovaj pojam moze biti proveren na poluneprekidnim funkcijama sa donje strane (eng.
LSC). Ovo je vazno za dokaz postojanja resenja.

Podseti¢emo se da za funkciju f kazemo da je poluneprekidna sa gornje strane u zo
ako je
limsup f(x) < f(zo).

r—To

Sli¢no, funkcija je poluneprekidna sa donje strane u z, ako je
liminf f(x) > f (o).
Upuéujem ¢itaoca na [Sill5] za lep uvod u viskozna resenja elipti¢nih jednacina.

Definicija 3.11 (Viskozna resenja). EI Neka je F : R™"™ — R uniformno elipticno, 1
razmotrimo PDJ

F(D*u)=0 na Q.

o Kazemo dau € USC(Q) je subredenje(u viskoznom smislu), i pisemo F(D?*u) >0,
ako za bilo koje ¢ € C*(Q) takvo da je ¢ > u na Q i (o) = u(w,), o € Q, imamo
F(D?(z0)) > 0.

e Kazemo dau € LSC(Q) je superresenje(u viskoznom smislu), i pisemo F(D?u) <
0, ako za bilo koje ¢ € C%(Q) takvo da je ¢ <u na Qi d(xo) =u(ws), 10 €, imamo
F(D%(x2)) < 0.

o Kazemo da u € C(Q) je redenje i pisemo F(D?*u) =0 u viskoznom smislu ako je i
subresenje i superresenje.

Primetimo da mozda postoje tacke z, € Q u kojima ni jedna funkeija ¢ € C? ne dodiruje
u u T (ni sa gornje ni sa donje strane). Ovo je dozvoljeno na osnovu prethodne definicije.

2Koncept viskoznog resenja je uveden 1983. od strane Krandala i P.L. Lionsa u istrazivanju jednacina
prvog reda. Kroz nekoliko godina, rad na viskoznim resenjima bio je fokusiran na jednacine prvog reda,
buduéi da nije bilo poznato da li uniformno elipti¢ne jednacine drugog reda imaju jedinstveno viskozno
reSenje (ili da li princip poredenja vazi za ova resenja). Princip poredenja za viskozna reSenja je kona¢no
dokazan 1988. od strane Jensena [Jen88| i u predstojeé¢im godinama koncept je postao vodeéi u analizi
elipti¢nih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

U 1994. P.L. Lions je dobio Filcovu medalju za svoj doprinos nelinearnim parcijalnim diferencijalnim
jednacinama, jedan od njegovih najve¢ih doprinosa je bio njegov rad na viskoznim reSenjima [Var94].

Kljuéni rezultati u teoriji viskoznih resenja slede iz [Jen88| i [CC95].
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Teorema 3.12 (Princip poredenja za viskozna resenja). Neka je Q2 € R™ bilo koji ogranicen

domen i F': R™"™ — R uniformno elipticna. Pretpostavimo da v e LSC(Q)) iv e USC(S2)
zadovoljavaju

(3.15) u>v  na 0N,

1

(3.16) F(D*u) <0< F(D*v) na Q wu viskoznom smislu.
Tada

Veé smo dokazali ovo za C? funkcije u u Propoziciji i dokaz je bio veoma jednos-
tavan. Za viskozna resenja dokaz je slozeniji.

Glavni korak u dokazu principa poredenja je sledeci.

Propozicija 3.13. Neka je Q € R™ bilo koji ogranicen domen i F': R™*"™ — R uniformno

elipticna. Pretpostavimo da uw € LSC(Q) i v e USC(Y) su ogranicene funkcije koje zado-

voljavaju 0 . Tada
M~ (D*(u—v)) <0 na Q,

gde je M~ definisano u Lemi .

Upuéujem ¢itaoca na [CC95], (Teorema 5.3) za dokaz ovakvog rezultata, gde se pret-

postavlja da u,v € C(Q). Isti dokaz vazi i pod pretpostavkom koju éemo ovde prezentovati.
Princip poredenja dobijamo iz prethodne propozicije i sledece leme.

Lema 3.14. Neka je Q € R™ proizvoljan ogranicen domen, i pretpostavimo da w € LSC()
zadovoljava

w>0 na 09,

M7 (D*w)<0 na Q.

Tada, w > 0 na Q.

Slika 3.5: Funkcija v klizi od dole dok ne dodirne w u tacki x,.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Propozicije 2.15] Zaista, primetimo prvo da nakon
reskaliranja mozemo pretpostaviti da je ) C By, i pretpostavimo da w ima negativan
minimum na 2. Tada, posto je w > 0 na J€, imamo mingw = —4d sa 6 > 0 i minimum je
dostignut na €.
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Sada éemo razmotriti 0 < e < § i v(z) ;== —k+¢e(|z|> —1), sa k > 0 (to je dovoljno
zaravnjen paraboloid).

Sada, primetimo da je v < 0 na 02 i mozemo izabrati x > 0 tako da v dodiruje w sa
donje strane u tacki unutar 2. Drugim rec¢ima, postoji x > 0 tako da je w > v na € i
w(zs) = v(xo) za neko z, € Q (Slika 3.5). Tada, prema definiciji viskoznog superresenja,
imamo

M~ (D) () <0.
Medutim, direktan proracun daje M~ (D?v) = M~ (2eId) =2 ne > 0 na Q, $to je kon-
tradikcija.

Sada kada imamo princip poredenja za viskozna reSenja, mozemo koristiti Peronov
metod da dokazemo postojanje resenja. To ¢emo i uraditi u nastavku, prateci [Sill5]

Primetimo najpre da za bilo koju ograni¢enu funkciju « na Q C R", mozemo definisati
gornju poluneprekidnu obvojnicu kao

u*(z) := sup{limsupu(zy) : xp — x},
k

gde je supremum izabran medu svim nizovima {2 3 xp — x. Primetimo da je u* naj-

manja funkcija koja zadovoljava u* € USC(2) i u* > u. Sli¢no, definisa¢emo donju pol-
uneprekidnu obvojnicu od u kao

(3.17) Uy () := inf{lirr}cinfu(xk) X — X}

Trebac¢e nam sledec¢a lema koja je uopstenje ¢injenice da je maksimum subresenja takode
subresenje.

Lema 3.15. Neka je F : R™"™ — R wuniformno elipticna, i neka je @ C R™ bilo koji
ogranicen domen.

Neka je (uq)aca familija subresenja: u, € USC(Q), i F(D?*ug) >0 na Q, za svako
a € A. Neka je

u(z) := sup uq,
acA
1 neka je
u*(z) ;= sup{limsupu(xy) : x — x}.
k—o00

Tada je u* € USC(Q) subresenje : F(D?*u*) >0 na 9.

Dokaz. Podeli¢emo dokaz u dva koraka.

Korak 1. U prvom delu smo dokazali da ako u* ima strogi lokalni maksimum u zo,
tada se mogu izdvojiti nizovi indeksa a; € A za k € N i tacaka z; € Q takvi da x — o,

Ugq, ima lokalni maksimum u z, i ug, (z5) = u* (o).

Prema definiciji u*(z,) mozemo izdvojiti niz indeksa (a;)jen, aj € A, i tacaka y; — xo,
tako da ug,(y;) — u* (o). Sada ¢emo dokazati da moZemo izdvojiti dalji podniz ay, := aj,
tako da zZeljeni zakljucak vazi.

Zaista, neka je r > 0 takvo da je u*(y) < u*(z,) za y € Br(xo)\{zo} 1 neka je p >0
tako malo da, ako K, := B,(2,)\B,(%), tada

maxu” < u*(zo) — 0,
p
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za neko 6 > 0.

Sada primetimo da za dovoljno veliko j, uq; < u*(zo) —3d/2 u K,. Drugacije, posto-
jalo bi jm — 00 i 2 takvo da ug;, (2m) > u* (7o) — /2 > maxy, u* + /2. Posto je K,
kompaktno, do na podniz z;, — zx za neko z, u K, takvo da

u*(200) > limsupug, (2m) > maxu®+4§/2.
m—oo O™ K,

Ovo je kontradikcija. Stoga, uq; < u*(z,)—9/2 u K, za dovoljno veliko j.

Neka je sada x; € By(z,) tacka gde se dostize maksimum wu,; u By(z,). Konkretno,
Ua; (Tj) > Ua; (y;) — u* (o), $to je uq,(rj) > u* (o) — /4 za dovoljno veliko j. Posto je
Ug; < u*(20) —9/2 u K, (ponovo za dovoljno veliko j), ovo implicira da je z; € By(zo).
To znaci da uy, dostize svoj maksimum u By (o), unutar B)(z,). Ponavljanjem ovog
argumenta birajuc¢i manje p > 0, moZemo izdvojiti podniz aj, := a;, da dobijemo Zeljeni
rezultat. Primetimo da z; — o i tada prema konstrukeiji uq, (25) > ua; (y;) — u* (o) tako
da je ug,(7j) — u*(7s). Ovo kompletira prvi deo dokaza. Primetimo da do sad nismo
iskoristili da je u, subreSenje.

Korak 2. Sada ¢emo nastaviti sa drugim delom dokaza, koji dokazuje lemu. Neka je
¢ € C? takvo da je ¢(xo) = u*(10) i u < ¢ u okolini z, (to znaéi da u— ¢ dostiZe lokalni
maksimum u ), pri ¢emu z, € Q. Razmatrajuéi da je ¢(z) = () + |z — 20|*, imamo
da u— ¢ dostize strogi lokalni maksimum u z,. Primenjujemo sada prvi deo dokaza sa
Vg = g — ¢. Tada postoji niz indeksa (ak)ken 1 tacaka zj — o tako da u,, — ¢ dostize
lokalni maksimum u xy, i g, (z) — u*(2s) (posto je ¢ neprekidno). Posebno, posto su
subresenja u viskoznom smislu, imamo

F(D*¢(xy)) 20 = F(D*¢(x.)) = F(D*¢(z0)) > 0,

Ugq,,

na osnovu neprekidnosti F' i D?¢. Stoga je u viskozno subresenje.
Sada mozemo dokazati postojanje viskoznih resenja. Da bismo to uradili, pretpostavimo
da je dat ogranicen domen 2 C R™ tako da
za svako z, € 99, tada postoji neko 1, € C%(Q) tako da
. 2
Ui (20) =0, Yilonfzo} >0, i MT(Dy,) <0na @,

gde se podseéamo da je M™ Pucijev operator definisan u (3.9) sa elipticnim konstantama,
A i A, Primetimo da, ako vazi (3.18), tada takode imamo da za svako x, € 9 postoji
neko ¢_ € C%(Q) tako da je 1 (o) =0, V—[o0)\ {201 <01

M~ (D*)_)>0na Q,

(3.18)

gde je 1_ jednostavno dato kao ¥_ = —.

Kasnije ¢emo pokazati da bilo koji ograni¢en C? domen zadovoljava (3.18)) za bilo koje
konstante 0 < A < A.

Napomena 3.16. U slede¢im rezultatima ¢esto ¢emo pretpostaviti da je F'(0) = 0.
Inace, ako je F(0) # 0, tada mozemo razmotriti uniformno elipti¢ne operatore Fy(D?u) :=
F(D*(u+t|x|?/2)) = F(D*>u+tId). Tada, F;(0) = F(tId) i mozemo izabrati t € R takvo
da je F(tId) =0. Zaista, ako F'(0) > 0, prema je Fy(0) = F(tId) < M*(tId) +
F(0) = tnA+ F(0) < 0 za t < 0 dovoljno negativno. Posto je F3(0) = F(0) > 0, na os-
novu neprekidnost Fy u t, dokaz je zavrSen za neko t € [—%,O). Slucaj F'(0) < 0 sledi
analogno.
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Teorema 3.17 (Postojanje i jedinstvenost viskoznog reSenja). Neka je F: R™"™ — R
uniformno elipticno sa elipticnim konstantama X i A i neka je Q CR"™ bilo koji ogranicen
domen takav da vazi i neka g € C(09).

Tada postoji (jedinstveno) viskozno resenje Dirihleovog problema

F(D*u) = 0 na Q,
u = g na O

Dokaz. Jedinstvenost sledi direktno iz principa poredenja, Teorema [3.12] . Zah-
valjuju¢i Napomeni pretpostavi¢emo da je F'(0) = 0. Dokaz postojanja sledi na
osnovu srednje vrednosti Peronovog metoda, kao sto ¢emo pokazati.

Sada ¢emo definisati skup svih subresenja kao

A={veUSC(Q): F(D*»)>0 na Q, v<g na 00N}

Sada ¢emo definisati tackasti supremum svih subresenja u A,

u(z) :=supv(z).
veA

Primetimo da posto konstantna funkeija —||g|| 90 pripada A, tako da je skup neprazan.
Primetimo takode da svi elementi u .A moraju biti ispod konstante ||g|| 90y na osnovu
principa poredenja i zbog toga je u ograniceno.

Definisa¢emo gornju poluneprekidnu obvojnicu

u*(z) = sup{limsupu(xy) : vx — x}.
k— o0

Primetimo da prema Lemi imamo F(D?u*) >0 na .

Strategija dokaza je sledec¢a. Prvo ¢emo dokazati da u* = g na 9. Ovo implicira da
u* € Aistoga je u* =wu. Kada je ovo zavrseno, definisa¢emo u, kao donju poluneprekidnu
obvojnicu od u i dokazati da je uy subresenje. Prema principu poredenja, ovo implicira da
je ux < w istoga je ux = u. Ovo znaci da je u neprekidno i da je istovremeno i subresenje
i superresenje kao sto smo trazili.

Korak 1. Zapocetemo dokazivanjem da je u* = g na 92 i da je u* neprekidno na 0f).
Naime, pokazali smo da za svako z, € 92 i svako zj, — x5 sa x, € €, vazi liminfy_, . u*(zy) =

lim supy, o0 u* (‘xk) = g(l'o).
Neka je € > 0 i definisa¢emo
w, = g(xo) —e+kep— = g(xo) —e — ks,

gde je izabrano dovoljno veliko k. > 0 (zavisi od ¢, ali takode i od ¢ i ), tako da jew; <g
na 092 i ¢ = —1p; funkcija data svojstvom (3.18) u z,. Takode ¢emo definisati

wl = g(xo) +e+ k)

gde je ke > 0 takvo da je wl > g na 9Q (bez umanjenja opstosti, biramo da budemo veliko
koliko je potrebno, mozemo pretpostaviti isto kao malopre).
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Na osnovu svojstava ekstremalnih operatora (3.8)), imamo M~ (D?w_ ) = k.M~ (D?*_) >
0i MT(D?>w}) =k M*(D?*);) <0 na Q. Narocito, na osnovu (3.11)), (podsetimo se da
je F(0)=0),
F(D*w)>0 i FD*w)<0 na

i w; € A. Primetimo da, na osnovu neprekidnosti ¢)_, za svako € > 0 postoji neko § > 0
takvo da je wZ > g(xo) —2¢ na Bs(z,)NQ. Ovo zna¢i da u* > w; > g(z5) — 2¢ na
Bs(z,) N, tako da ako z — x,, tada

liminfu(zg) > g(xo) — 2e.

k—o0
Sa druge strane, na osnovu principa poredenja, svi elementi u A su ispod wZ za bilo koje

e > (. Ponovo, na osnovu neprekidnosti ¥4, za svako € > 0 postoji neko § > 0 takvo da je
w < g(xo) +2¢ na Bs(z,) N, tako da ako xj — ., tada

limsupu(zg) < g(xo) + 2¢.
k—r00

Posto je € > 0 proizvoljno, imamo da ako x; — z., tada
lim u*(x) = g(xo).
k—o0

Stoga je u* = g na 0 i u je neprekidno na 9f). Narocito, imamo da je u* € A i (posto je
u* > u) u* =u. Ovo znadi da u € USC(Q) i F(D?u) >0 na Q.

Korak 2. Sada ¢emo pokazati da je u i superresenje. Da bismo to uradili, razmotri¢emo
njenu donju poluneprekidnu obvojnicu uy, (3.17) i dokazati da je F(D?u,) <0 na €.

Primetimo na pocetku da ako je u neprekidno na granici (na osnovu koraka 1), tada
je us = g na 0€). Pretpostavimo na osnovu kontradikcije da uy nije superresenje, sto znaci
da postoji neko . € Q takvo da za neko ¢ € C? imamo da je ¢(x0) = us(20), ¢ < uy, ali
F(D?¢(z5)) > 0.

Proglasavanjem ¢ = ¢ — |z — z|?, ako je neophodno, mozemo pretpostaviti da je ¢ < .
ako je x # x, 11 dalje imamo F(D¢(z5)) > 0. Primetimo da na osnovu neprekidnosti F' i
D?¢, imamo F(D?@) > 0 na B,(x.) za neko malo p > 0.

Sa druge strane razmotrimo ¢+0 za § > 0 i definiSimo ug := max{u,¢+J}. Posto je
P(x) < us(z) <u(w) za x # o, za dovoljno malo 0 > 0 imamo da je ¢5 < u izvan B,(o).

Primetimo sada da je us subreSenje posto se poklapa sa u izvan B,(z.) i da je to
maksimum dva subresenja na B,(z,). Ovo znaci da us € A i stoga je us < u. Medutim,
ovo znadi da je ¢+ 6 < wu svuda na € i stoga je ¢+ 9 < uy Sto je kontradikcija. Stoga, us
mora biti superresenje.

Prema tome, ponovo na osnovu principa poredenja, posto je u subresenje i u =uy, =g
na 02, dobijamo da je u, > u na ) Sto znaci da je u = u.

Stoga je u neprekidno, i subresenje i superresenje, i u = ¢ na 92. Ovim zakljucujemo
dokaz. Kao posledicu navodimo sledece:

Posledica 3.18. Neka je Q bilo koji ogranicen C? domen, i F : R™"™ — R uniformno
elipticna. Tada, za bilo koju neprekidnu funkciju g € C(0R2), Dirihleov problem

F(D*u) = 0 na Q,
u = g na O,
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Slika 3.6: Reprezentacija konstrukcije iz dokaza posledice
ima jedinstveno viskozno resenge.

Dokaz. Rezultat sledi iz prethodne teoreme, samo treba proveriti da li proizvoljan
C? domen zadovoljava (3.18)). Da bismo to uradili, treba da konstruisemo odgovarajuéu
barijeru u svakoj granicnoj tacki z € 0f2.

Primetimo da u svakom jednostavnom slucaju kada je {2 strogo konveksno, takva
funkcija ¢4 iz (3.18) moze biti jednostavno hiperravan sa tangentom na €2 postavljenom
na nultom nivou u datoj grani¢noj tacki, takva da je pozitivna na (2.

Uopsteno, posto je © ograni¢en C? domen, on zadovoljava uslov spoljasnjosti lopte
za neki uniformni radijus p > 0: to znaci, za svaku tacku z, € 992 postoji neka tacka
Zeo = 2(%0) € 21 lopta By(zz,) takva da je Bj(2z,) CQ°1 By(22,) N0 = {xo}. Pogledati
Sliku B.6]

Sada ¢emo konstruisati funkeiju ¢4 razmatranu u (3.18)) za C? domene. Razmotri¢emo
funkciju ¢ € R"\ B, za p > 0 dato na osnovu uslova spoljasnjosti lopte,

bla) = — ekl
za neko a > 0 koje je takode izabrano.

Primetimo da je

:U% r1xre2 ... T1Tn
2
2 Tox1 TS5 ... Ty
o1zl D2¢(a:) = —40?2 ) . +2ald = 2ald—4a’za”.
Tpry ... ... 22

Tada, za |z| > p imamo
ea\$|2M+(D2¢) < 2aM™(Id) —4042./\/1_(3ch) = 2anA —4042)\|x|2 <2a(nA — 2a)\p2).
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Specijalno, ako odaberemo o > % imamo
M(D*)) <0 na By,
Stoga, translacije od ¥ su dobri kandidati za funkciju ¥y iz (3.18)).

Neka je sada xo € 99 bilo koja tacka na granici, i uzmimo da je ¢4 (x) == 9 (z — 2z,).
Jasno je da je ¢4 (xo) =01 da je ¢4 (x) > 0 za bilo koje z € Q\{zo}. Sa druge strane, iz
diskusije iznad znamo da je M+ (D% ) < 0. Sledi da  zadovoljava (3.18]).

Napomena 3.19 (Lipsicov domen). Zapravo je moguce dokazati da (3.18)) vazi za bilo
koji ograni¢en LipSicov domen takode. Naroc¢ito, ovo garantuje postojanje viskoznih
resenja u takvoj klasi domena.

Kona¢no, imamo i sledece.

Propozicija 3.20 (Stabilnost viskoznih resenja.). Neka je Fy, niz uniformno elipticnih
operatora (sa elipticnim konstantama X\ i A) i neka je uy, € C(Q) takav da je Fy,(D?*uy) =0
na 2 u viskoznom smislu.

Pretpostavimo da Fj konvergira ka F uniformno nad kompaktnim skupovima i da
ur — u uniformno nad kompaktnim skupovima u ). Tada, F (D2u) =0 na Q u viskoznom
smislu.

Dokaz. Dokaz koristi istu ideju kao dokaz Leme |3.15]

~ Neka je 7, €21 ¢ € C? takvo da je ¢(zo) = u(zo) i ¢ <u na Q. Ako proglasimo
o(x) = ¢(x) + |z — 20|* imamo da u — ¢ dostiZe strogi lokalni maksimum u .

Neka je sada vy, := ug — ¢. Do na podniz, na osnovu Koraka 1 u dokazu Leme m,
postoji niz z3, — . takav da uy — ¢ dostize lokalni maksimum u zj, i na osnovu uniformne
konvergencije ug — u, takode imamo uy(x) — u(z,). PoSto su uy subresenja u viskoznom
smislu za operator F, imamo da je F,(D?¢(zy)) > 0. Sada, posto xj, — x, i F}, konvergira
uniformno ka F, dobijamo da, pustajuéi k — oo, F(D?¢(x,)) = F(D?*¢(z,)) > 0.

Konkretno, u je viskozno subresenje za F. Ako uradimo isto za —u, dobijamo da je u
viskozno resenje.

Napomena 3.21. Videli smo da za potpuno nelinearne jednacine F'(D?u) = 0 imamo pos-
tojanje, jedinstvenost i stabilnost viskoznih resenja. Isto moze biti uradeno za uopstenije
jednadine kao $to je F(D?u,z) = f(x), sa neprekidnim koeficijentima u z, pogledati
[CC95]. Medutim, kada zelimo da prouc¢avamo linearne jednacine u nedivergentnom
obliku

(3.19) > aij(z)0u(z) =0

sa ogranicenim koeficijentima, ispostavlja se da se viskozna resenja ne ponasaju tako
dobro, pogledati kontraprimer u [Nir53] (pogledati i [Caf+96]). Ovo je razlog zbog
kog, umesto da definiSemo viskozna reSenja za specificne jednacine oblika , ono sto
radimo je da kazemo da je u reSenje jednacine sa ograni¢enim merljivim koeficijentima (u
nedivergentnom obliku) kad god zadovoljava

M™(D*u) <0< M (D)
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u viskoznom smislu, gde je M* Puéijev ekstremalni operator (podsetimo se Definicije
3.7). Kao $to je objasnjeno u Napomeni , za C? funkcije u ove dve nejednadine su
ekvivalentne izrazu da je u reSenje za neke koeficijente a;j(x).

Rezime: Za viskozna resenje sada imamo sve $to nam je potrebno da bismo proucavali
pojam regularnosti:

- Postojanje resenja.
- Princip poredenja.
- Stabilnost u okvirima uniformnosti.

3.6. Regularnost resenja: pregled

U poslednjoj sekciji smo videli da za bilo koji (glatki) domen © C R"™ i bilo koji

(neprekidni) grani¢ni uslov g, mozemo pronaéi jedinstveno viskozno resenje u € C(£2)

Dirihleovog problema
F(D*u) = 0 na Q,
v = g mna Of.

Sada, osnovno pitanje je regularnost:

Ako u € C(By) je resenje F(D?u) =0 na By,
sta mozemo da kazemo o regularnosti u?

Da li je naredna implikacija tacna?

FeCo™
(3.20) uniformno je elipti¢no = e C*(By ).
F(D*u)=0 na B

Ovo je na neki nac¢in analogno Hilbertovom XIX problemu.

Regularnost za potpuno nelinearne jednacine: prvi rezultati. Pretpostavimo
da je u neprekidno na odgovaraju¢em domenu i da je F' € C*° uniformno elipticno. Tada:

F(D*u) =0 > 3" Fij(D*u)9;(0eu) = 0,
¢ ij=1

gde je

OF
F;; =
Y OMy;

izvod od F(M) u odnosu na M;;. Stoga, ako oznac¢imo
a;j(w) = Fyj(D%u(x)),
tada ¢emo imati

a;j(xz) je uniformno elipticno, 0 < Ald < (ai;(z));; < Ald,
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zahvaljujuc¢i uniformnoj elipticnosti od F'.

Oznacavajuéi sa

v = O,
Imamo
n
F(D*u)=0 = wv=0.u je reSenje > aij(2)05(0eu) = 0,
ij=1

gde je a;;(7) = Fy;(D*u(x)).
Sada, ako je u € C? (ili C%% ), tada koeficijenti a;;(x) su neprekidni (ili C%?) i odatle
dobijamo , na osnovu procene éauderovog tipa,

ueC?=a; € =0 =uecC? = ... 2uecC™,

gde koristimo argument unapredenja regularnosti, kao sto je to opisano u propoziciji koja
sledi.
u€C2’O‘:>aij EC’O’O‘:>uEC'3’O‘:>aij e = = uelC™.

Drugim rec¢ima, ovo sugerise sledec¢i rezultat.

Propozicija 3.22. Neka je F uniformno elipticna i C*°. Neka je u bilo koje resenje
F(D?u) =0 u By i pretpostavimo da u € C?. Tada, u € C™.

Dokaz. Ideja je predstavljena u tekstu iznad, ali je dovoljno koristiti da je v € C?
(u prethodnoj argumentaciji koristili smo da je u € C3). Da bismo to uradili, koristimo
inkrementalne koli¢nike.

Neka je u € C?(B1) i neka h € R" za dovoljno malo |h|. Primetimo da je F translatorno
invarijantno pa je

F(D*u(z))=0, F(D*u(z+h))=0 na Bj_.
Tada,
0= F(D*u(z +h)) — F(D*u(x)) = ‘21 aij(2)0ij(u(z+ h) —u(x)),
gde je ,
aij(z) = /0 Fyj(tD%u(w + h) + (1 — t) D*u(x) )dt

Ovo je fundamentalna teorema kalkulusa. Narocito, posto je F' uniformno elipti¢no,
(aij)ij je uniformno eliptitno (sa istim eliptiénim konstantama). Posto u € C? i F je

glatko, a;; je neprekidno. To znaci da je % resenje jednacine u nedivergentnom
obliku N (1) (=)
u(x+n)—ulx
> aij(a:)@“( ] ) =0 na Bj_p,,

i,j=1
za neke neprekidne i uniformno eliptiéne koeficijente a;;. Prema “apriori proceni” za
jednacine sa neprekidnim koeficijentima , znamo da za bilo koje o € (0,1) imamo

u(-+h) —uH
Al L>(B3/4)

Hu(-—l—h)—u‘
|

< cH < Ollull oz, )

CLe(By s)
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za neke konstante C' koje su nezavisne od h. Na osnovu osobina Helderovih prostora iz
uvodnog poglavlja, dobijamo da u € C%>%(B, /2) i arumentom pokrivanja v € C>® unutar
Bj.

Sada nastavljamo iterativno.
Posto je u € C? unutar By, imamo da je % € C%% unutar Bi_jp za svako h.

Posto je kao i I glatko, ovo implicira da a;; € C% ynutar B1_|h|- Ovo znaci da je U(J\r%

resenje nedivergentnog oblika jednacine sa Helderovim neprekidnim koeficijentima, i na

osnovu teoreme o Sauderovim procenama u nedivergentnom obliku, dobijamo uniformne

granice u C*“ normi za %, pa je u € C* unutar B;. MoZemo ponoviti ovaj

argument iterativno, kao sto je opisano u razmatranjima iznad, koriS¢enjem procena viseg
reda iz posledice Sauderove teoreme, da bismo dobili Zeljeni rezultat.

Ovo je slicno onome sto se desava u Hilbertovom XIX problemu: u tom slucaju garan-
tujemo C1 = C°.

Primetimo, medutim, da za potpuno nelinearne jednacine, “praznina koja mora biti
popunjena” (iz C° u C?) je “veéa” nego u Hilbertovom XIX problemu (iz H' u C1).

Sada, centralno pitanje na koje mora biti odgovoreno je:
Da li je ta¢no da su reSenja uvek C2?
Narocito, pitamo se da li viskozna resenja su uvek klasi¢na resenja ili ne, i stoga, da li

Dirihleov problem uvek priznaje klasi¢no resenje.

Regularnost potpuno nelinearnih jednacina. Vazno zapazanje u prethodnom
argumentu je sledece:

u je resenje v = O je reSenje szzl a;j(x)0;v =0,
F(D?u) =0 gde je a;j(z) = F;;(D?*u(x)).

Ovo znaci da su, barem formalno, izvodi bilo kog resenja bilo koje potpuno nelinearne
jednacine resenja jednacine sa ograni¢enim merljivim koeficijentima.
Ovo mozemo argumentovati ispravno posmatranjem slede¢ih inkrementalnih koli¢nika:

Podsetimo se iz (3.10) ekvivalencije

Fje uniformno elipti¢no

0
M (D*(u—w)) < F(D*u) — F(D*v) < MY (D*(u—0)),

gde su M* Pudijevi operatori. Stoga je
M™(D*(u(z+h) —u(x))) < F(D*u(z+h)) — F(D*u(z)) < MT(D?(u(x+h) —u(z))).
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Koriste¢i da je F(D?u) =0 i oznacavajuéi

~u(r+h)—u(r)
vp(x) = 7] )

dostizemo )
M*(D*vy) > 0 jednacina sa granicama
M_(Dzvh) < 0 merljivi koeficijenti

Sada je pitanje: u sluc¢aju jednac¢ine u divergentnom obliku dokazali smo

jednacina sa granicama
{J & — 0veC%  (Dzordz-Nes).

merljivi koef. div(A(z)Vv) =0
Da li postoji slican rezultat za jednacine u nedivergentnom obliku? Odgovor je DA.

Teorema 3.23 (Krylov-Safonov, 1979.). Neka su 0 < X\ < A elipticne konstante i v €

C(By1) bilo koje resenje jednacine
MT(D%)
M~ (D)

0 na B,

3.21
( ) 0 na B,

>
<

u viskoznom smislu. Tada

[0]lco.0(s, ) < Cllvllzees,)

za neko malo a >0 @ C' koje zavisi samo od n,\ i A.

Ovaj rezultat je dokazan u [KS79| (za klasi¢na resenja). Pogledati i [Moo19] za
noviji i jednostavniji dokaz i [SS21] za prosirenje rezultata.

Podsetimo se da (videti kraj sekcije, za, C? funkcije, je zapravo ekvivalentno
sa Cinjenicom da je v reSenje jednacine tipa Y=; ja;j(x)0;jv za neke uniformno elipticne
koeficijente. Ovo je razlog zbog kog zovemo jednacina u nedivergentnom obliku sa
ogranicenim merljivim koeficijentima.

Kao posledicu ovog rezultata dobijamo slede¢e. Pretpostavimo zbog jednostavnosti
da je F(0) =0, drugacije videti Napomenu [3.16]

Teorema 3.24 (Krylov-Safonov, 1979.). Neka je F' uniformno elipticno, F(0) =0 i u €
C(Bq) bilo koje viskozno resenje problema

F(D*u)=0 na B.
Tada,
[ullcres, ) < Cllull ooy

za neko malo a >0 @ C' koje zavisi samo od n,\ i A.

Dokaz. Na osnovu Propozicije (za v=0), funkcija u € C'(By) je resenje jednacine

sa ograni¢enim merljivim koeficijentima
MT(D?u)

M~ (D?u)

0 na Bj,
0 na Bj.
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Stoga je na osnovu Teoreme [3.23] v € C%* unutar B;. Sada, za § € (0,1] uzimamo

u(r+h)—u(x)
Uh(x) T |h|5 )

koja je (ponovo prema Propoziciji|3.13)) takode resenje jednacine sa ograni¢enim merljivim
koeficijentima
M+(D2Uh) > 0 na Bl—|h\7
M~ (D*v) < 0

Tada, ponovo na osnovu Teoreme |3.23, imamo

na B1_|h"

[onll Jo.ccBy o) < Cllonllzoe s, _ ) < Cllullesay)-

Prema H7 zakljucujemo da je

lullga+as, ) < Cllullcs(p,),
pri cemu vodimo racuna da a4+ /3 nije ceo broj i da je g < 1.

Koristeé¢i procenu za 3 = «,2c,--- ,ka dobija se C® regularnost u kona¢nom broju
koraka.

Napomena 3.25. Obratimo paznju na to da je:

« C% procena za ograni¢ene merljive koeficijente, prema Teoremi je najbolje sto
mozemo da dobijemo u dimenziji n > 3; pogledati [Saf87]

e U izvesnom smislu, Teorema je analogna rezultatu Dzordz-Nesa za jednacinu u
divergentnom obliku. Medutim, nije dovoljno da se dobije C? regularnost za resenja
potpuno nelinearnih jednacina.

Rezime: Tmamo F(D?u) =0 = u € C1* (za neko malo a > 0).
Stavise, u € C? = u € C*®. Medutim, jos nemamo ideju da li vazi implikacija
weCh™ 5 wec?

U dvodimenzionalnom slucaju, kao sto smo videli u Teoremi m (kao “a priori procena”),
ispostaviée se da moze da se uradi nesto bolje, i da su sva resenja u C>®. Ovo je zato
$to u R? resenja jednacine sa ograni¢enim merljivim koeficijentima nisu samo C%® nego
: o
iCh.

Kao posledicu imamo sledece.

Teorema 3.26. Neka je F : R?*2 — R uniformno elipticno i glatko. Neka je u € C(By)
bilo koje viskozno resenje jednacine

F(D*u)=0 na By CR%

Tada v e C°.

Ovo je kompletan odgovor na (3.20) u dve dimenzije.

U vise dimenzija, poznati rezultat zakljucen (nezavisno) od strane Evansa [Eva82] i
[Kry82| daje sledece.

20



Teorema 3.27. [Evans-Krylov, 1982] Neka je F proizvolina konveksni (ili konkavni)
uniformno elipticni operator, sa F(0) =0. Neka je u € C(B1) bilo koje viskozno resenje
jednacine
F(D?*u)=0 na By.
Tada,
lullc2ap, ) < CllullLoo(sy),

za neko o >0 1 C koje zavisi samo od n,\ i A. Narocito, ako je F' glatko, tada uw € C*°.

Upuéujemo ¢itaoca na [CS10] za kraéi dokaz ovog rezultata.
Stoga, za bilo koje reSenje (3.2)) sa uniformno elipti¢nim i glatkim F' imamo:

o Ako je u € C?, tada u € C.

o u€ CH uvek (Krylov-Safonov, 1979).

+ U dve dimenzije, u € C*> (Nirenberg, 1952).

» Ako je F konveksno, tada u € C*° (Evans-Krylov, 1982).

Pitanje: Sta se degava uopsteno?

Decenijama je bio otvoren problem da li su sva resenja C? ili ne. Pitanje je konaéno
dobilo odgovor od strane Nadirasvilija i Vladutsa 2000-te. [NVO07], [NVO0S|, [NV13].

Teorema 3.28 (Nadirashvili-Vladuts, 2007-2013). Postoje resenja jednacine koja
nisu C2. Ouvi kontraprimeri postoje u dimenzijama n > 5.

gtam’§e, za svako T >0, postoji dimenzija n i elipticne konstante X i A, takve da postoje
resenja u jednacine F(D?u) =0 pri éemu u ¢ CY7,
Upuéujemo na monografiju [NTV14| za detalje.

Nije poznato §ta se desava u R? i R*. Ovo je jedan od najznacajnijih otvorenih
problema u elipticnim PDJ.

3.7. Dalji rezultati i otvoreni problemi

Kao sto je objasnjeno iznad, jedno od glavnih otvorenih pitanja u odnosu na problem
(3.22) F(D*u)=0 na B;CR"

je sledece:
Neka je u proizvoljno refenje (3.22) u R3 ili R*. Da li vazi u € C??

Videli smo da uopsteno nije tatno da su resenja potpuno nelinearnih jednacina (u
dimenzijama n > 5) u C? pod pretpostavkom da je F jednostavno uniformno elipti¢no.
Konveknost je, sa druge strane, jak uslov pod kojim je C? regularnost dostignuta, sto
nazalost ne vazi u nekim vaznim primenama. Cak i sa ovim uslovom, i dalje je nejasno
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sta je optimalna regularnost resenja kada je F' konveksno i uniformno elipti¢no (ne nuzno
glatko). Teorema daje samo ,a priori” C*® regularnost za neko malo o > 0.

Ova zapazanja motivisu, sa jedne strane, prefinjenije izu¢avanje regularnosti (i veli¢ine
singularnosti) resenja uopstenih nelinearnih elipti¢nih jednacina, i sa druge strane, mo-
tivisu izucavanje optimalne regularnosti pod pretpostavkom konveksnosti.

Parcijalna regularnost. Podsetimo se da zahtev elipti¢nosti za F' implicira da je
F Lipsicovo. Pod malo strozom pretpostavkom da je F takode i C1, sledeéi rezultat o
parcijalnoj reqularnosti su dokazali Armstrong, Silvestre i Smart |[ASS12|

Teorema 3.29 ([ASS12]). Neka je F' uniformno elipticno i pretpostavimo dodatno da
F € C'. Neka je u e CY(By) bilo koje viskozno resenje jednacine .

Tada postoji neko € > 0 koje zavisi samo od n,\,A i zatvoren podskup Y C Bi sa
dimenzijom dimy Y. <n—¢ tako da je u € C*(B1\Y).

Ovde dimy oznacava Hausdorfovu dimenziju skupa, pogledati [Mat95]. Primetimo
da ako je dimy > <n—¢, tada > ima meru nula.

Ovaj rezultat je najpoznatiji rezultat iz parcijalne regularnosti za nekonveksne potpuno
nelinearne jednacine u dimenziji n > 3. Primetimo da nije poznato da li je veli¢ina skupa
singulariteta optimalna (mogla bi biti mnogo manja). étaviée, vazan otvoren problem je
ustanoviti da 1i isto tvrdenje vazi bez pretpostavke regularnosti za F € C1.

Optimalna regularnost kada je F' konveksno. Kada je F' konveksno i uniformno
eliptiéno, poznato je da su resenja (3.22) u C*® za neko malo o > 0. Ako F € C*,

argument unapredenja regularnosti koji proisti¢e iz procena Sauderovog tipa, tada daje
veCu regularnost za u, ali je potrebna i vec¢a regularnost za F. Sta se desava ako samo
zahtevamo da je F' konveksno i uniformno elipticno?

Posto je F' konveksno, izraz (3.22)) moze biti reformulisan kao supremum linearno
uniformnih operatora kao

(3.23) supL,u=0 na By CR",
acA

sto je poznato i kao Belmanova jednacina, gde svaki od operatora L, je linearno
uniformno elipti¢ni operator.

Pitanje koje ostaje otvoreno ovde je:
Sta je optimalna regularnost za resenja Belmanove jednacine?

U jednostavnijem modelu samo dva razli¢ita operatora, prethodna jednacina je
(3.24) max{Lju, Lou} =0 na B; CR"

Najpoznatiji rezultat u ovom smeru je dokazan od strane Kafarelija, De Silve i Savina u
2018, i uspostavlja optimalnu regularnost za resenja (3.23) u dve dimenzije.

Teorema 3.30 ([CSS18|). Neka je u bilo koje viskozno resenje na By C R?. Tada
lullc21(m, ) < Cllullzoesy),

za neku konstantu C zavisno od samo X\ 1 A.
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Pristup koris¢en u [CSS18| da demonstrira ovaj rezultat ne vazi u dimenzijama n > 3
i stoga ostaje otvoreno pitanje:

Neka je u proizvoljno resenje (3.23)) i n > 3. Da li je ta¢no da u € C*1?
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Glava 4

Nelokalne jednacine

Ova glava se fokusira na nelokalne jednacine. Dobar izvor za razne rezultate o
nelokalnim jednacinama je vikipedija [wik], naroc¢ito beleske sa predavanja koja su odrzana
na jednom letnjem kursu na Univerzitetu u Cikagu [Sil].

U prethodnim glavama diskutovali smo kako linearne i nelinearne elipti¢ne jednacine
mogu biti izvedene iz problema slu¢ajnog hoda kada skalarni parametar r konvergira ka
0. Jednacine koje ¢emo razmotriti u ovoj glavi ukljucuju takode one integro-diferencijalne
jednacine koje imamo pre nego sto pustimo r — 0. Elipti¢ne jednacine drugog reda su
ekstremni slucajevi nelokalnih jednac¢ina. U linearnom slucaju zZeleli bismo da prouc¢imo
jednacine koje su opsteg oblika

aijaijujtb-Vu—l—/Rn(u(:B%—h) —u(x)—h-Vu(z)lp, (h))K(h)dh=0 zasvako €L

Operatori sa leve strane se pojavljuju u teoriji verovatnote kao generatori Levijevih
procesa. Ti operatori su uopstenja difuzije ili Braunovog kretanja, sa prekidima. Ovi
slucajni procesi skacu sa tacke na neku drugu udaljenu tacku. Jezgro K opisuje frekven-
ciju ovih skokova.

Prirodno, mogli bismo da razmotrimo jednacine gde koeficijenti a;j, b ili jezgro K
zavise od . Mozemo takode izgraditi nelinearne probleme kao u Belmanovoj ili Isakovoj
jednacini, koji korespondiraju sa problemima u stohastickom upravljanju ili stohastickim
igrama.

Sa ¢isto analitickog aspekta, ovo su jedine jednacine koje zadovoljavaju globalni princip
maksimuma.

Da bismo ovo objasnili, da¢emo prvo neke definicije.
Definicija 4.1. Neka je F' proizvoljno preslikavanje koje skup ogranicenih i dva puta
neprekidno-diferencijabilnih funkcija C?(Q) na R™  slika na skup neprekidnih funkcija

C(2). Kazemo da je ovo preslikavanje elipticno ako za svake dve funkcije u i v koje
zadovoljavaju

max(u—v) =u(zg) —v(zg) >0  za neku tacku xg € €,
vazi da je Flul(zo) < F[v](xo).
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Specijalan slucaj su operatori sa kojima smo se upoznali ranije
Flu)(z) = F(D*u, Vu,u,),

pri ¢emu je F' eliptican i valjan, kao i ranije. Razlika je u tome sto je kod nelokalnih
operatora F' dozvoljeno da zavise od vrednosti funkcije u u svim tackama, a ne samo od
onih koje su u okolini z.

Dirihleov problem za nelokalne jednacine bi imao slede¢u formu

Fluy = 0 mna £,
u = f mna R"\Q

Primetimo da je grani¢ni uslov dat u ¢itavom komplementu domena jednacine €. Ne
bi imalo smisla da se daju grani¢ne vrednosti samo na 0€2. To je zato sto ¢e vrednosti
funkcije u izvan € uticati na vrednosti F[u] unutar Q. Sa aspekta modela u verovatnodi,
to je zato sto Levijevi procesi mogu iskociti iz domena €2 i sko¢iti na bilo koju tacku izvan.

Postoji stari rezultat Courrége-a [Cou65| koji kaze da su jedini linearni operatori koji
su elipti¢ni u smislu Definicije 4.1 oni koji su opsteg oblika
(4.1)

Flu)(z) = a;j(x)0;ju+b(z) -Vu—c(x)u—}—/Rn (w(x+h)—u(z)—h-Vu(z)lp, (h))K(z,h)dh.

Ovde za svako z € Q, a;;(x) je pozitivna matrica, b(x) je proizvoljan vektor, ¢(z) <0 i
jezgro K (x,h) > 0 mora zadovoljiti

(4.2) /WK(;p,h) min(1, |h[2)dh < +oc.

(Zapravo jezgro K (z,h) bi trebalo razumeti kao nenegativnu meru koja moze biti i nereg-
ularna.)

Uslov (4.2)) je ono $to garantuje da integral u definiciji F[u] konvergira ako je u
ograniteno i dva puta neprekidno-diferencijabilno, tj. w € C2?. Zaista, za dovoljno ve-
liko h

(w(x+h)—u(r)—h-Vu(x)lp (h)) =u(z+h)—u(x) je ograniceno.
Za malo h,
(u(z+h) —u(z) — h-Vu(z)1p, (h) = (D*u(x),h,h) = O(|h|?).
Izraz h-Vu(z) je ovde da obezbedi neophodno poniStavanje oko pocetka h = 0.

Nelinearnu verziju Courrége-ove teoreme su skoro objavili Giljen i Svab [GS12] pod
dodatnom pretpostavkom da je F[u] Frese diferencijabilan. Hipoteza kaze da su svi
nelinearni operatori F' oblika:

Flu](x) = min max Lapu(x),

gde je Ly familija linearnih operatora oblika .1 Zanimljivo je da su ovo operatori koji
odgovaraju uopstenoj Isakovoj jednacini koja je izvedena iz Levijevih procesa.

U nastavku sledi prirodna definicija viskoznog resenja.
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Definicija 4.2. KazZemo da funkcija u:R™ — R zadovoljava nejednakost Flu] > 0 na 2
(subresenje) u viskoznom smislu ako je u poluneprekidna sa gornje strane na Q i svaki
put kada postoji funkcija ¢ koja je C* u okolini x, ¢ > u na R™ i ¢(x) = u(x), tada
Fle](x) = 0.

Obrnuta nejednakost (superresenje) definisana je okretanjem svih nejednakosti. Resenje
je funkcija koja je subresenje i superreSenje u isto vreme.

Definicija je esencijalno ista kao one date pre. Jedini detalj koji treba razmotriti je
to da test funkcija ¢ mora biti definisana i zadovoljavati nejednakost ¢ > 0 u ¢itavom
prostoru R™, ali se jedino zahteva da je C? u okolini dodirne tac¢ke z. Ovo je zgodno jer
za sve prakti¢ne svrhe jedino treba da razmotrimo test funkcije ¢ koje su jednake sa u
van neke okoline z.

Teorija viskoznih reSenja i nekoliko rezultata regularnosti za klasi¢ne elipti¢ne parci-
jalne diferencijalne jednacine imaju prirodno prosirenje na nelokalne jednacine.

Laplasov operator je prvi primer klasi¢nog elipti¢nog operatora. U istom maniru, prvi
primer nelokalnog operatora je frakcioni Laplasijan. Za s € (0,1)g, definiSemo

Au(w) = ens [ (e + ) —u(x))|h|n1+28dh

U ovom slucaju izostavljamo korektivni uslov h-Vu(x)1 g, (h) zato sto je neparan i integral
bi bio 0. Bez obzira na to, ako je s > 1/2, ovaj uslov bi trebao da bude tu implicitno da
obezbedi konvergenciju integrala u blizini pocetka.

Ime je motivisano slede¢im identitetom nakon racunanja Furijeove transformacije
(4.3) Aru(g) = —[¢[*a(¢).

Konstanta ¢, s mora biti izabrana tako da vazi identitet iznad.

Kada s — 1, vra¢amo obic¢an Laplasijan. Ovde broj s treba posmatrati kao parametar.
Operator A® je nelokalni elipti¢ni operator reda 2s.

4.1. Regularnost

Kljuéni koncept u razvoju rezultata regularnosti za klasi¢ne elipti¢ne parcijalne difer-
encijalne jednacine je uniformna elipticnost. Za linearne jednacine, uniformna elipti¢nost
nam govori da su koeficijenti {a;;} uporedivi u svakoj tacki sa identickom matricom. Za
nelokalne jednacine mozemo definisati uniformnu elipti¢nost reda o € (0,2) zahtevajuéi
da su nasi operatori uporedivi sa operatorima frakcionog Laplasijana A9/2,

Razmotrimo linearnu nelokalnu jednac¢inu u obliku
/n(u(x +h) —u(z) — h-Vu(z)lp, (h)K (z,h)dh = 0.
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Da bismo pojednostavili nas zapis, napravi¢emo simetri¢nu pretpostavku K (z,h) = K(xz,—h).
Izraz h-Vu(x)lp, (h)K(z,h) je neparan u h i treba da da integral koji je 0. Refor-
mulisa¢emo jednacinu u

PV/ w(@+h) —u(@))K (z,h)dh =

lim R"\Bs(x)(u(z—{—h) u(z))K(z,h)dh =0

Posto integral moze da ima singularitet u pocetku, jedna¢inu moramo shvatiti u kontekstu
glavne Kosijeve vrednosti.

U ovoj tacki ima smisla da kazemo da linearna integro-diferencijalna jednacina ¢e biti
uniformno elipti¢na reda o € (0,2) ako je jezgro K(z,h) uporedivo sa jezgrom A®. To
znaci da postoje konstante A > X > 0 takve da

Cn,s Cn,s
4.4 A < K(x,h) <A—"—"—.
(4.4) p[pto = (z,h) < | |n+o

Iako ovaj izbor deluje prirodno, nekako je proizvoljan. Klasa nelokalnih operatora je
veoma bogata. Dok se jednacine drugog reda sastoje od matrica {a;j} € R"*" za svaku
tacku x, nelokalne jednac¢ine mogu imati jezgro funkcije K (x,-) u svakoj tacki x. Postoji
mnogo varijacija.

Dacemo slede¢u teoremu za nelokalne jednacine.

Teorema 4.3. Neka je u:R"™ — R resenje jednacine
PV/ u(x+h)—u(x))K(z,h)dh =0 za svako x € By.

Pretpostavicemo da je K(z,h) = K(z,—h) i da K zadovoljava ({.4]). Nemamo pret-
postavke reqularnosti za K u odnosu na x © h. Tada vazi sledeca procena:

||U|| a(B1 /) < CHUHL‘X’(R”)'

Konstanta o > 0 i C' zavise od X\, A, dimenzije n i . Qwve konstante degenerisu kada
o — 0, ali ne kad o — 2.

Definisemo L kao klasu nelokalnih operatora. Kazemo da L € Lg ako operator L ima
formu

Llu)(z) = PV Rn(u(x+ h) —u(x))K(h)dh,
pri ¢emu je K (h) = K(—h) i
Cn,o/2
|h|n—|—a

Cn,o /2
|h|n+a

A <K(h) <A

Koristeéi ovu klasu Ly definiSemo nelokalnu verziju Pucijevih operatora.

M£+0 [u](x) = sup{L[u|(z) : L € Ly},
ME0 [u](x) =inf{L]u](z): L € Lo}.

Za nelokalne jednacine ekstremalni operatori M + i M - igraju istu ulogu kao Pucijevi
Lo Lo
operatori za klasi¢ne elipticne jednacine. Naroc¢ito, mozemo reformulisati teoremu iznad

kao
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Teorema 4.4. Neka je u: R™ — R ogranicena funkcija koja zadovoljava sledece dve ne-
jednakosti u viskoznom smislu

ME [u](x) >0 na By,
0

M - [u](x) <0 na By.

Lo
Tada uw € C*(By3) za neko a >0 i
[ullcep, ) < Cllull Loomn).
Konstanta « > 0 1 C' zavise od A\, A, dimenzije n i 0. Qve konstante degenerisu kada

o — 0, ali ne kad o — 2.

Takode ¢emo koristiti ekstremalne operatore M + i M - da definiSemo uniformnu
Lo Lo

elipti¢nost proizvoljnog nelokalnog operatora.

Definicija 4.5. KazZemo da je nelokalni operator F' eliptican v odnosu na klasu Ly ako
za bilo koje druge dve funkcije u i v ogranicene na R™ i C? u okolini tacke x imamo

Me_[ol(z) < Flutv](z) = Flul(z) < Mag [v](2).

0

Koriste¢i ovu definiciju, mozemo dati slede¢u teoremu:

Teorema 4.6. Neka je F' nelokalni operator, elipticni u odnosu na Ly @ invarijantan u
odnosu na translaciju (tj. Flu(-+h)|(z) = Flu](x+h)). Ako je u:R™ — R ogranicena
funkcija koja zadovoljava

Flu]l =0 na By u viskoznom smislu,
tada u € C*(By) za neko o> 0. Stavise, vazi procena

[ull a9 < Cllull Lo @ny-

Ovde C' i a zavise samo od dimenzija i elipticnih konstanti \,\ i o.
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Zakljucak

S obzirom na mnogo Siri spektar primena i nastavljajuci prirodan tok razvoja teorije
regularnosti viskoznih resenja, poslednjih godina veliki broj istrazivaca u veoma znacajnim
univerzitetskim centrima usmerio se ka istrazivanju nelokalnih jednacina. Imajuci u vidu
da do sada najopstija forma PDJ u kojoj se pricalo o regularnosti, postojanju i stabilnosti
viskozih resenja predstavlja samo granicni slucaj nelokalnih jednacina, moze se konsta-
tovati da njihovo poznavanje sa teorijskog aspekta omoguc¢ava mnogo bolje upoznavanje
samih PDJ.

Pored teorijskog stanovista, sa prakti¢ne strane postoji mnogo primera gde nelokalne
jednac¢ine daju znacajno bolje modele u odnosu na parcijalne diferencijalne jednacine.
Pokusa¢u da navodenjem najznacajnijih primena motivisSem ¢itaoce da obrate Sto vise
paznju na istrazivanje u ovoj, zaista poprilicno aktuelnoj oblasti PDJ.

U finansijskoj matematici poseban znacaj zauzima izucavanje modela koji ukljucuju
procese sa skokom. Model odredivanja cena za americke opcije ukljucuje problem
prepreke koji je najpoznatiji primer problema slobodne granice, a koji se moze re-
formulisati u potpuno nelinearnu integro-diferencijalnu jednacinu.

o Algoritmi za redukciju Suma u nelokalnoj verziji obrade slike u stanju su da detek-
tuju obrasce na bolji nacin od onih modela koji su zasnovani na PDJ. Jednostavan
model za uklanjanje Suma je nelokalni srednji tok zakrivljenosti.

o Bolcmanova jednacina, ¢ije pitanje regularnosti za klasi¢na resenja jos uvek pred-
stavlja otvoren problem, modeluje evoluciju razredenih gasova i ona je u sustini inte-
gralna jednacina, koja se moze tumaciti kao nelokalna integro-diferencijalna verzija
neke potpuno nelinearne jednacine.

o U konformalnoj geometriji, konformno invarijanti operatori kodiraju informacije o
mnogostrukostima i oni ukljucuju frakcione stepene Laplasijana koji su karakter-
isti¢ni primeri nelokalnih jednacina.

Mislim da, s obzirom na veliki broj eminentnih autora poput Nirenberga, Kafarelijaﬂ
Krilova, Evansa i Figalija, koji su razvijali teoriju viskoznih resenja za potpuno nelinearne
elipti¢ne jednacine i na gore naveden veliki broj primena njihovih nelokalnih uopstenja u
privredne i komercijalne svrhe, ovu oblast mozemo smatrati izuzetnom presecnom tackom
kvalitetne akademske prakse i motivacije za istrazivanjem iz problema u svakodnevnom
zivotu.

1Luis Angel Kafareli, dobitnik Abelove nagrade ove 2023. godine
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(Partial Differential Equations) as an alternative to classical solutions when the function satisfying the
equation is not sufficiently smooth. This concept was initially introduced in[CIL92]. I extend this concept
to non-local integro-differential equations, which differ from traditional partial differential equations in
that, to determine their validity at a point, one must consider what happens at a distant point, as
opposed to merely examining a small neighborhood. The motivation for studying such equations comes
from real-life applications, primarily in the field of stochastic control (games), where these equations
arise as infinitesimal generators of certain stochastic processes, such as Levy processes. Another example
comes from fluid dynamics, specifically the Boltzmann equation, which is evidently non-local in nature.
Significant representatives of such equations include the Bellman and Isaacs equations. Even problems
like the minimal surface problem, which is part of the geometric theory of PDEs, exhibit this non-
local character, as does the obstacle problem. Since the Laplace PDE is a fundamental representative of
elliptic PDEs, their basic properties and solution methods are covered in the second section. This includes
discussions of harmonic functions and their properties, such as the mean value theorem, the maximum
principle, and related consequences. Next, I delve into the probabilistic or stochastic interpretation of
these equations and proceed in the third section to discuss specific interpretations for fully nonlinear
equations. In the third section, I address the comparison principle for fully nonlinear equations, and I
explore the existence of solutions, concluding with questions about the regularity of these solutions and
an overview of fundamental results known in the literature long before the introduction of the concept
of viscosity solutions. This topic naturally leads to addressing one of the problems posed by Hilbert at
the Second International Mathematical Congress in Paris in 1900: whether the solutions of variational
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independently by De Giorgi and Nash in the 1950s, essentially dealing with the regularity of nonlinear
elliptic equations or, more precisely, questions stemming from nonlinear variational analysis. In today’s
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energy functional smooth? By considering the regularity of non-local equations, where second-order
nonlinear elliptic equations represent only a special case, I provide a much broader and more general
context for this topic, which has been of particular importance in the PDE scientific community in recent
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stochastic theoretical standpoint, as well as in the search for new, more comprehensive interpretations of
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