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IIpearosop

Ilox mojmom kommakTudUKAITja TOAPA3yMeBa CE€ IPOITUPEIHE TOIOJIO-
IIKOT' ITPOCTOPa KOjU HHUje KOMIAKTaH JI0O KOMIIAKTHOT IIpocTopa. butan
YCJIOB je Ja je TOJIa3HU MPOCTOP I'YCT Y HOBOM IIPOCTOPY. Bpojum cy Ha-
YUHUA KOjUMa, ce MOXKe JiocTulin HaBeJsieHO mpornperme. CBakU 0] HUX, 3a-
IIPaBo, MpeJICTaB/ba KOHTPOJINCAIHE TadaKa IIPOCTOPa O ,,0eCKOHAIHOT dera’
JI0JIaBaIbEM MIPOCTOPY Ha oapeheH HAYWH THX ,,Tadaka N3 ODECKOHATHOCTH U
crpevaBameM Tor ,.0era”’. CaMo HeKe 0J1 KOMITaKTr(uKaIuja ieMo moMeny T,
a oy HajBehe BaykmocTw 3a Harmy mpuay he dutn Yex-CToyHOBa KOMITAKTH-
duxkarmja.

Jeran npruMep HEKOMIIAKTHOL IIPOCTOPA je PeasiHa IIPaBa ca yoOUdajeHOM
TOMOJIOTHjOM. AKO DUCMO TOj TIPaBOj JI0/IAH JeJIHY , TauKy Yy OECKOHAIHOCTH
KOjy hemo ozHavaBaTu ca 00, J0OWIN OMCMO MPOCTOP KOjU je KOMITaKTaH.
Pezynrar Te kommakTudukaiuje je KpyKHUIA - KOja je KOMIIAKTAH CKYTI,
Kao 3aTBOPEH W orpanutveH mojackyn HykanmoBe paBuu. Y 0OBOj KOMIIAK-
TudUKAIMjU, CBAaKM HU3 KOJU TeXKM y OECKOHAYHO Ha, peajiHoj IpaBoj he
KOHBEpPrupaTu ka Tadku oo. Jla ce mpubImKuMo MHTYHUIIUjU, OBaj MPOIEC
MO2KE Ce OIMCAaTH W Ha cJiejieNn HaYWH: HajIpe OrPAHMYINMO PeasiHy MpaBy
HA OTBOPEH MHTEPBaJ (—7r, T) HA Z-OCHU, & 3aTUM CaBHjeMO KpajeBe OBOI' MH-
TepBaJia y MO3UTUBHOM CMEPY Y-0Ce U ITIOMEPAMO UX jeJaH [IPeMa JIPYTroM CBe
JIOK He JI00MjeMO KPY2KHUILY Ca jeJTHOM TadKOM Koja Hegocraje. OBa Tadka oo
je Halta HOBa ,,TadKa y OeckKoHadHocTH . /lomaBameM Te Tadke JTOOUIU CMO
KOMIAKTHY KpyxKuuIy. OBaKBa KOHCTPYKIIAja HA3UBA CE KOMUGKTUPUKG-
yuja Aaexcangposa min KoMUGKTGUPUKAUUIG PEaite TGPABE JegHOM TUAYKOM.
3a Tomnosomku mpocTop X KOMIAKTU(MUKAII]Y AJTeKcaHIpoBa 03HAYABAMO
ca aX.

KovmnakTudukamuje y KojuMa je KOMIAKTAH IIPOCTOp Xay3maopdoB Ha3U-
BaMO komuakmugpuraeyuje Xaysgopga. OHe Cy oI BEIUKOD 3HAYAja 3a CJIe-
nehn HU3 3aKJbydaKa:

e Cpakm KOMIaKTaH IpocTop Xaysgopda je mpocrop TuxoHosa;
e Csaxu moTmpocTop mpocropa TuxoHoBa je, Takohe, mpocTop THXOHOBA;

e Cpaku mpocTop ca KoMmakTudukanujoM Xaysaopda je mpocrop Tu-
XOHOBA..



Baxxu u 06pryT0. CTOra, TOMOJIOMKY IIPOCTOP UM, KOMITAKTU(MUKAIIA]Y Xa-
y3nopda akko je TuxoHoBmeB. AKO je TO C/Iy4aj, OHJA TOCTOJU jeH-
CTBeHa, 710 Ha XoMeoMopduzam, ,Hajseha’ Xyzmopdosa KommakTuduKaimja
mpoctopa X kojy HasuBamo Yex-Cwioynosa xomtaxtugpurayuje. O3HaTa-
BaMmo je ca SX. IIpocrop SX mma ocobuHy jia cBaka HelpeKuHa (hyHKIja
f xoja mpecsiimkaBa X Ha Xayszmopdos mpoctop K Moxke OUTH HPOLIApPEHA
J10 HenpekuaHe (yHKIMje g Koja npecankasa X Ha K Ha jeIMHCTBEH Ha-
YMH, TAKO JIa je pecTpukIimja PYHKIMje g 3anpaBo GyHKIuja f.

Y oBoMm pajay hiemo ce yrumaBaoM dazupartu Ha Pw, Yex-CToyHOBY KOM-
nakTuUKaInjy CKyla w ca JUCKpeTHoM Tomosiorujom. [luss oBor paja je
JIATH yBOJL y 1pocTop fw, oxHocHo, CroyHoB npoctop Bysose anrebpe P (w)
- ayiredpe CBUX MOJCKYIIOBA CKYIIa W.

ITocToju HEKOJIMKO apryMeHaTa KOju Cy MOJCTAKJIN [TACake 0BOT paja. Ilpe
CBera, peIieHo je HEKOJIMKO BaXKHUX ITUTaba KOja Ce OJHOCE HA CTPYKTYDPY
mpoctopa fw, TaKo Ja €aJa MMaMO jaCHUjy CJIMKY TOr mpocrtopa. [lasbe,
pe3yiaTh KOju ce OHOCE Ha TMPOCTOP [Sw MMA]y MHUPOKY TMPUMEHY Y Pa3Ji-
YUTUM 0OJIacTHMa MaTeMmaruke. IIpocTrop Sw je MecTo Koje je MHTepecaHTHO
3a CyCpeT MCTPaKMBa4a U3 00JIACTU TOIOJIOTHje, TEOPUje CKYIIOBa, OECKOHA~
YHe KOMOMHATOpHUKe, ByoBUX ajiredpu, W 4akK MMOHEKAaJ TeopHuje OpojeBa u
aHaJIm3e.

Kako je riiaBam u3BOp 3a nucame oBor paja ouo [1], yriasaom hiemo crBapn
[IOCMATPATH U3 MEPCIEKTUBE jeTHOr Tomojora. Jlakie, je3uk KojuMm ce OBJIe
odpahamo je Torosonku, MehyTuM, Ha HEKOJUKO MECTa OUJIO je MPUPOIHEjE
KOpUCTHUTH je3uK BysoBux ajredbpu ymecto jesuka CTOYHOBUX IIPOCTOPA, I1a
hemo dutm cimobomHu fa ra m ynorpedumo. HamomMumbemMo mepCrekTuBy Ha
CaMOM TIOYETKY OBOT pajia Ja OUCMO JAJIH IUTAOILY UJIE]y O TOME IITa MOXKe
Jla O4YeKyje y HacTaBKy. JOI je/iHa JOJIaTHA HAIIOMEHa jecTe Ja HaM HUje
b J1a Oy/ieMo cacBuM KomiuteTHu. Hekonmko pesynarara Koju cy oj Beher
sHadaja ocrahe Oe3 jera/bHUX JT0Ka3a, WU ITaK, 0e3 J0Ka3a YOIIIITe, jep je
00JIaCT KOjOj IPHUCTyHaMo u3y3eTHO KoMmiuiekcHa. Ha pedepentie hemo ce,
YIJIABHOM, ITO3MBATU TaMO TJIe JajeMO 3aBpIIHe pe3yJiTare JIOKAJHOD IIPo-
0j1eMa 0 KOMe JIUCKYTYjeMO.

Crenehe ummenniie Cy HeKa Of BAaXKHUX Ca3HAma 0 KOJUX CE JONLIO Y
Be3W ca IIPOCTOPOM [w:

(1) KomnsucrentHo je na II-rauke He mocroje y nmpocropy fw \ w [3];
(2) Hexe, asnu He cBe Tauke npocropa fw \ w cy caabe II-rauke [4];
(3) Csaka Tauka npocropa fw \ w je c-Tauxa [6].

Pesynrar (1) HajuHTEpECAHTHUjH je OHUMA KOJU Ce DaBe TEOPHjOM CKYIIOBA;
(2) dacuuaupa Tomnosore; a (3) ce uperuinlie u ca Bynosum asredpama u ca
torosiorujom. C 003UpOM Ha HAIly EPCIEeKTUBY, MU NEMO JIUCKYyTOBATHU JIE0
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Koju ce onHOocu Ha TBpheme (2), a (1) u (3) ocraBipamo 1o crpaHu.

Ako ducMo TOKyIIaIN J1a JJAMO CJAUKOBUT IPHUKA3 IPOCTOPa KOjUM ce da-
BUMO, IPOCTOPa [w, OHJA OM TO MITJIEIAJI0 OBAKO: IPOCTOP Sw 3aMUCINMO
Ka0 JyJOBHUIITE C TPU IJIABE.

Axo pagumo y Mofiesry vy KOM Bakm Xurore3a KoHTuHyyMa, (eng. Continu-
um Hypothesis - CH), onya hiemo Bujiern camo npBy rjiaBy TOr 9y/IOBHIITA.
Ta raBa je macMmejana, cpjadHa, MHUJIA, U HACTOju Ja HaM ga ocehaj mpu-
jaTHOCTHU JOK PaJINMO ca OBUM MOjie/ioM. HemMa MHOTO OTBOpDEHUX MUTAA Y
BE3W Ca TMPOCTOPOM [Sw Koja ¢y ocTaja Oe3 OJroBopa, IMOJ MPETIOCTABKOM
na sBaxku CH. 3anpaso, yrimasHom ce He paju ca fw wim fw \ w, Bel ca
Bymosom asredbpom Koja 3a10BOJbaBa U3BECHO CBOjCTBO KOMILIETHOCTU KOje
kapakrepuiie BymoBy anredpy P(w)/fin. To je rema Iormasma 2. Y Tom
HOIVIABJBY Ce JIUCKYTYje o npocropuma fw u fw \ w, cBe BpeMe y3 MpeTIo-
CTaBKY [la Ba)Ku U XUIOTe3a KoHTuHyyMa. [lounmemo ca yBohemeM cBojcTBa
KOMILIETHOCTH Koje Kapakrepuiie P(w)/fin, a 3atum paaumo ca Bynosum
ajredpaMa Koje 3aI0BOJ/baBajy TO CBOjCTBO KoMmriuieTHocTu. llomro cmo y
Mojiesty y KoM tpusHajemo ersucteniujy CH, omga he rpancuruTHA HH-
JYKIja OUTH Iy2KUHE W1, U TOIITO y3uMaMmo y 003up Bysose asiredpe 1o
HaBEJIEHUM YCJIOBHMA, MOYXKEMO YBEK JIa HACTABUMO TPAHC(HUHUTHY WHIYK-
nujy cBe 710 wi. Tpeda npumernutu ma wurge y [lormasby 2 He KOpUCTUMO
CIENUjaJHy CTPYKTYPY IPOCTOpa [w, OCUM U3Y3€TKa - CBOjCTBA KOMILIET-
HOCTH IpocTopa fw \ w.

AKo pasuMo y MOsIesTy Y KOM Y3UMAaMO y 003U HETAIN]y XUToTe3e KOHTU-
HyyMa, cycperheMo ce ca ApyroM riaaBoM wdygosuinta Sw. Ta riasa he kon-
CTaHTHO IMOKYIAaBaTH Ja Hac 30yHM, U HUKaJda Hehemo Ommm y moryhaoCcTH
Jia TPOIEHUMO TOBOPY JIM UCTUHY min JiaxK. Ty rjaBy mpocropa Sw hemo
pasmarparu y Ilormasmy 3. Hohu hemo 10 3aksbydKa ja Cy CBH OCUM TPHU
pesyirara gooujenux y IlormaBby 2 KOH3UCTEHTHO HETAUTHHU.

Hakon unrama mpBa JBa IoIaB/ba, duTajal] he nmaru ocehaj ma je Sw
OJIBPATHO UYJIOBUIIITE, IOIITO he ce UCIOCTABUTH Ja CBa TBphema y Be3u
C THM IIPOCTOPOM IIOYWBA]y Ha ITOCEOHOM CKYIy TEOPUjCKUX IIPETIOCTABKIU.
Ira ce, 3ampaso, y npousBosbHoM ZFC mojeny, moxe pehu o mpocTopy
Bw?? Oaroeop Ha 0BO mHUTame je: mompuianvHo. Tpeha riapa nHarrer wyro-
BUIIITA j€ FheroBa IJIaBa IocMaTpaHna y npousBossHoM Mojeny ZFC. Y omrocy
Ha mpBe JBe TyiaBe, Tpeha rapa Jeyje MPUInIHO HejacHa, aJii HEKU HheHU
JIeJIOBU CYy WM3Y3€THO jacHH. AKO HEKO »KeJd Ja BUIM Oe3 HejacHONa OBaj
JIe0, MOpa Jia YJIOXKU U3y3eTHe HaIope, Ja W3MUIILJba Pa3He KOMOMHATODHE
aprymente. Y TOM CJydajy, TpedaJyio OM pa3MaTpaTu CIENHUjaJHa CBOjCTBaA
npocropa fw, a He camo riaodasHe ocodmue. O HeKMMa OJf pe3yaTara Koje
HaM IIpy2Ka morJen u3 npousBosbHOr ZFC Monena duhe peun y Ilorsiasisy 4
u ITornasmy 5.






Hatomena

OBOM TPHUIUKOM TMOCEOHY 3aXBaJHOCT U3paykaBaM CBOM MEHTODPY Jp
Bopumu Kyzemepuhy Ha mpy:KeHOM OrPOMHOM CTPIBEHY U OECKPAjHO] II0-
JIPIIIIN, YJI0KEHOM TPY/LYy U BpEMEHY, HeCEOUIHO IIPEHETOM 3HAY U BEJIUKO]
MOTHUBAIIJU 3& MUCAFHE€ OBOT PA/IA.

3axBajpyjeM ce u wiaHoBuMa komwucuje, 1p Bopucy [lodory u ap Mu-
gorty Kypusimhy koju cy cBojuMm caBeTnMa, KOpEKIMjaMa U CyrecTujaMa

JOIIPUHESIN JIa 0Baj paJl U3rjeaa MTo 00Jbe.

XBaja U MOjUM IpHUjaTe/bUMa W TOPOJUINA KOjU Cy UMAaJU JbyOaBH U
pa3yMeBama TOKOM YMTABUX CTYJ/Hja U UIIAK, OE3YCJIOBHO BEPOBAJIA Yy MEHE.

Pan mocsehyjem cBom Opary.

Maja






IToriiaBipe 1

YBO/,

Jla Ou ce pasymesia CyIITHHA OBOT paJjia, HEOIIXOIHO je 3HATH ejJleMeHTapHe
ctBapu y Be3u ca bysosum ajredpama n Hex-CtoyHOBOM KOMITaKTHMOUKA-
mjom. V3yserno nodpa u cBeobyxBaTHa TeopujcKa mojyora je [7], a daszuune
crBapu Ouhe HaBeleHEe M Yy OBOM PaIY.

1.1 Bynoe aaredpe

Ilocedan 3nagaj mely ypehennm cKymoBuMa MMajy OHU YHjU CBU KOHATHU
IOJICKYIIOBH, WJIN jOII BUIIE, CBU IIOJICKYIIOBHU, NMajy UHMUMYM U CYIIPEMYM.

Mpexka je ypehenn ckyn (L, <) y Kome 3a cBaka JBa eJeMeHTa a U b
nocroju inf{a, b} u sup{a,b}.

Tephewe 1.1.1. Axo je (L, <) mpeorca, onga inf M u sup M wocwoje 3a
cearxu Heupashu Konaunu uogekyt M cxyta L.

AKo 3a cBaKM MOJCKYT MpeXKe - YK/bydyjyiiu u mpa3aH CKyI u caM cKyt L,
[OCTOjU NHMUMYM U CYIPEMYM, TaJ1a TOBOPUMO O MOTIIYHOj (KOMILIIETHO])
Mpexku. Y3umajyhu y od3up ocodune OMHApHUX Oliepalinja, AepUHUIIE ce
MpeKa Kao ajaredapcka CTPyKTypa.

Hedunuiimja 1.1.2. Heka je L nerrpasuau ckyi, a A u V OuHapHe orepariuje
Ha meMy. Taza je ypehena tpojka (L,A,V) Mpexka (0IHOCHO Mpexa Kao
anrebapcka CTPYKTypa, ajaredpa), ako Bazke:

a) 3aKOHM KOMYTATHBHOCTH;

b) 3aKOHU acOIMjaTUBHOCTH;

C) 3aKOHU AIICOPIIIH]e.

Csaku ypeben ckyn (L, <) Koju je Mpexka, HCTOBPEMEHO je U MpexKa Kao
anrebapcka crpykrypa (L, A,V). Bunapue omepamnuje A u V cy y Mpexu
(L,<) penom mHODUMYM ¥ CyOPEMyM, a 3aKOHH HABEJEHU y JedUHUIUjH
M3HAJ Cy HbUXOBE OCOOMHE.



IlorsaBibe 1. ¥YBog

JIema 1.1.3. Axo je (L,A,V) mpeorca, onga je bunapra peaayuja <, gedu-
HUCAHG CQ

T <y axo u camo axo je TNy =T (1)
pesayuja Gopetika na L.
JIema 1.1.4. ¥V mpeorcu (L, N\, V) je x <y, ako u camo axo je x N y =Y.
JIema 1.1.5. V ognocy na topegax geunucan ca (1), ceaxu geouwaaru
aogery {x,y} mpeorce (L, A, V) uma undumym u cyapemym, Gpu wemy je:

inf{z,y} =2 Ay, sup{z,y}=yVa.

Hedununuja 1.1.6. Mpexa (L, A, V) je AMCTPpUOYTUBHA aKO BayKi OUII0
KOjU OJI UJIEHTUTETA:

(Ve,y,z€ L) xzV(yAz)=(xVy A(zVz)
(Vz,y,z€ L) xA(yVz)=(xAy)V(xAz).

Hedunumuja 1.1.7. Bynosa anredpal je anrebapcka cTpyKTypa, OTHO-
cHo, ypehena mecropka B = (B, A, V,—,0, 1), npu uemy je B HempasaH CKyII,
A u V cy dbuHapHe, — je yHapHa omepanuja, a 0 u 1 cy KoHCTaHTe, TaKo J1a
Baxke caemehm mmeHTHTETH:

bl:xANy=yAz
b2:zVy=yVzx

b3:xAN(yVz)=(@Ay)V(zAz
bd:xV(yAz)=(xVy A(zVz)

(KOMyTATUBHU 3aKOHN )

~—

(ucTpuby THBHY 3aKOHN)

b5raxnl=ux (ocobune myie n jeguHuIE)
b6 :xvV0==zx

b7z Az’ =0

e 0% 2 (oeobume soumaenera)
b9 : 0 # 1.

Akcuome W3HAJ JIaTe CY Y JIYAJHUM TAapOBUMA, OCUM IOCIEIEbe aKCUOME,
koja je camomyasua.? IIpu Tome je myasso TBpherme oHO Koje ce U3 garTor
TBphema 1001ja 3aMEHOM CBUX I10jaB/bUBaiba, je/IHe OUHAPHE OIepallje Ipy-
rOM W 0OpaTHO, W jeJHe KOHCTaHTe ApyroMm u odparHo. OUurienHo je ma y
kJsacu BymoBux ajaredpu Baxku cienehe mpaBuiio:

Ilpunnun ayannoctu 3a BysoBe anredpe - Axo ce nexo wepherve mo-
orce useectiv u3 axcuoma 61 - 69, onga ce u ogrosapajyhe gyanno wepherve
MODICE UBBECTUU U3 TWUT AKCUOMG.

'George Boole, enrnecku maremaruyap (1815-1864)

>Ta akcuoma 05e35eljyje ma eeMeHTH KOju oarosapajy KoucranTama 0 u 1 Symy pasin-
untn. Ako Om anredpa 3amoBosbaBasa cee akcuoMme 0l - 68 m —b9 : 0 = 1, omga ce JaKo
nokasyje Jia ou ta anredpa mMMaJia TAYHO jeJlaH eJIeMeHaT.
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1.1. Bymose anredpe

IIpumep 1.1.8 (Anredpa orBOopeHO-3aTBOpeHuX ckymnosa). Heka je
(X, 7x) Tomourommku mpoctop u Heka je Clopen(X) damumja cBIX OTBOPEHO-
zarBopenux ckynosa y X. Taza je crpykrypa (Clopen(X),N,U,, 0, X) By-
JIoBa ajiredpa.

Hedunnnuja 1.1.9. Heka je X mpomssosman ckymn. Ckym A C P(X) je
asredpa CKyIioBa aKo BaKH:

(1)0e ANX € A;

(2)ace A= X \a€ A4

B) (ae ANbe A)= (anbe AN aUbe A).

Tepbheme 1.1.10. Csaxa aatedpa ckytosa je u Byaosa aniedpa.

Tephemwe 1.1.11. V ceaxoj Byrosoj artebpu sasice caegehu ugenitiuiieu:
a):xAN0=0
rxvV1i=1

cxAN(zVy) ==z

o=

(3axonu atcoptyuje)

d:zV(xAy) ==z

e):xNr=x S

fizve=z (3ax0HU UGEMTLOWEHTHOCTIU,)
9):xh(yN2)=(@hy) Nz (3axonu acoyujaueHoCtuL,)
h):xV(yVz)=(xVy)Vz.

Bysnosa anredpa B je moTmyHa (KOMIUIETHA), KO je HOTIIYHA Kao Mpexa,
OJTHOCHO, KO CBaKW HEITPA3aH MMOJICKYT CKyTa 3 mMa CympeMyM U HHOUMYM.

IIpumep 1.1.12. Kao ocuosuu npumep Bysose anredpe yzuma ce Bysiosa
anredpa naprurusHor ckyna (P(A),N,U,, 0, A) upousso/bHOr HenpasHOr
ckyna A, y OIHOCY Ha CKYIIOBHE Ollepaliije IpeceK U YHU]y, ypehen nkiys3u-
jom. KoMmmieMeHT ¢BaKOT eleMeHTa TAPTUTHBHOT CKYTIA je IeroB CKYITOBHU
kommiemenT. OBa BysoBa asredpa je morimyHa.

IIpumep 1.1.13. Jom jeman nupumep bysose asredpe je anredpa Kojy odpa-
3yjy CBU KOHAYHM U KOKOHAYHU (YMjU je KOMILUIEMEHT KOHAYAH) IOJICKYIIOBH
ckyna N npupogaux dOpojeBa, y OIHOCY Ha CKYIIOBHE OIlepalifje IpecekK, YHU-
jy, KomIiemenT u yoouuajere koucrante () u N. Opa anredpa je nmpedpojusa
u Huje noriyHa. [IpedbpojuBocT oBe ajredpe je CKyMOBHO CBOJCTBO caMe KO-
JIEKIIHje.

IIpumep 1.1.14 (Anredpa perysnapHo-oTBopeHnx cKymoBa). Heka je
(X, 7x) monosomxku npocrop. Kaxkemo na je orsopen ckyn U, IOJCKyI CKy-
ma X, peryiapuo-orBopeH ako Baxku U = intx clx U. Kopucho je namo-
MeHyTH & je ckyt intx clx U perysapHO-OTBOpPEH 3a CBaKd OTBOPEH CKYII

X.
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

Ca RO(X) hiemo o3naunTu dhaMuinjy cBUX peryaapHO-OTBOPEHUX CKYIIOBa
y (X, 7x). Jake,

RO(X)={U C X : U je perynapHO-OTBODEH }.

Taza je crpykrypa RO(X) komiuterna Bynosa anredpa, oz cieaehum ore-
parnmjama:

UNV=UNV

U VYV =intx clx (UUV)

U =intx (X \U).

Bysosa asnrebpa ce Mmozxke jiepuHucaTH 1 Kao JucTpudyTuBHa Mpexka (B, A, V)
vy Ko0joj moctoje enementn 0 m 1, Tako 7@ 3a CBaKW eJeMeHT x € B mocrtoju
eleMeHT y € B Tako ma Baxku x Ay = 0u xVy = 1. Enmementu 0 u 1
Cy jEeIVMHCTBEHM, a OJATJIe CJIEIU U jeJUHCTBEHOCT €JIEMEHTa Y 3a JaTo .
Jeanakonthy x Ay = x yBomu ce pesamuja noperka (rz < y) Ha Bynosum
ajgredpamMa.

Hedbunuunuja 1.1.15. Bynosa nomanredpa B Bynose anredpe B je By-
JoBa anrebpa JeduHNCAHA Ha HEPasHOM IIOJCKyIy Bj ckyna B (Hocaua
anrebpe B), a omeparuje cy pecrpukimje Ha By oxrosapajyhinx omeparmja
u3 B. To 3na4uu ga je nHocad Bysioe nmomanredpe Henpa3Hu moACKy gate By-
JIOBe aJiredpe 3aTBOPEH 3a olepaliyje, yKbyayjyhu u HysiapHe Tj. KOHCTaHTe
0 u 1: one mopajy dutu ucre 3a 0de asredpe.

Jakuie, na 0u Helpas3HU MOACKYI ByioBe ajredpe mpencTaB/bao HeHY I10-
Jaaredpy, oH 1o JedUHUININJU MOpa OUTU 3aTBOPEH y OJHOCY Ha CBE TPHU
orepalije U CaJapxKaTu 00e KOHCTAHTEe. 3aTBOPEHOCT Ce MOXKe 00e30eIUTH 1
ca Mambe YCJI0Ba, Kao IITO CJIEJIA Yy HACTABKY.

Tephewe 1.1.16. Heupasan Gogekyt Byaose aaiedpe je rena Gogariedpa,
a%o je 3aMWB0OPEH iy OGHOCY HA YHAPHY U OUN0 KOJY 0g gee dunapHe ouepayuje.

IIpecek mpousBo/bHOT HEMPA3HOT CKyIa moaaaredpu mare Bymose anrpede
je, Takobhe, mogasredpa. 3aK/bydyjeMo Jia je u IpeceK CBUX mojajaredpu By-
JioBe ajirebpe B Koje cajzipxke el nojickyn C', 3aTBOpeH 3a omneparuje u3 .
Crora je To momasredpa jgare Bysose ajredpe n Kaxkemo Ja je OHa T'eHe-
pucana ckymom C. To je najmama momanredpa koja caapxu C. Emementn
ckyna C cy remeparopu J00ujeHe oJajredpe.

Ilormiymoct Bymose anredpe m HOTIyHOCT Ih€HE IOAATEOpPe HUCY HHU Y
KaKBO] B€3U, OJTHOCHO, CBaKa OJI (bUX MOYKE OUTH IOTIIYHA, & Jia OHA Jpyra
He Oyme. A m ako cy 00e MOTIIyHE, ODECKOHAYHU HH(PUMYMHU U CYIIPEMYMHI
HEe MOpajy ce TokjanaTu. I3 Tor pasJora, MOTIyHA MTOAAJIredpa MmoTiyHe
Bymose anrebpe B nedunmine kao meHa Bynosa noganredpa C, Taksa na
uadumym (y B) npoussosbHOr nojckyna u3 C npunaja C.
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1.1. Bymose anredpe

IIpumep 1.1.17. BysoBa anredpa KOHAYHUX U KOKOHAYHUX IIOJICKYIIOBA
IpedPOjUBOr CKyIla HUje MOTIYHA, a mojajredpa je mormyHe Byiose aiaredpe
ojroBapajyher mapTUTUBHOT CKyTIA.

Hedunuiuja 1.1.18. Oyukuuja f u3 Bysnose anredpe B y BysoBy anredpy
C je xomoMopduU3aM aKO je CaracHa ca CBUM OTeparyjaMa:

flxny) = f(x)A fly)
flzvy) = f(x)V fy)
f(=2) = =(f(2))
f(0) =
f(1) =

[MompasymeBamo na cy ormepariije y 0de ajaredpe o3HaUeHE UCTUM CHMOOJIU-
Ma.

Xomomopduzam u3 bysmose anredpe B y Bynosy anredbpy C koju je dujek-
ngja je msoMmopdusam.

XomoMopduzam u3 Bysose anredbpe B y BynoBy ajredpy C Koju je nHjeKImja
je yramname.

Ocnamajyhu ce na e MopranoBe 3akoHe, JIaKO JIOJA3UMO JIO cJiegeher
TBphema.

Tephemwe 1.1.19. Bujexyuja f us Byaose aniebpe B y Byarosy aniebpy C
je u3omopPusam aKo u camo kKo 3a cee T,y u3 B easrcu:

fo) ==(f(@) u flzny) = flz) A Fy)-

Baxku n nyanno tBpheme - 3a m3omopduzam BysnoBux aaredpu moBosbHO
je mocrojame OujeKImje carjiacHe ca orepargjama - u V.

Jomr jemam Ouran 3aKkJ/bydakK je 71a cy KoHadHe Bysose asiredpe nzomopdue
ca BynoBum asredpama napTUTUBHUX CKYIIOBA, & TO BayKU M 3a HEKe DECKO-
nagne Bymose anredpe. I[lopen Tora, duthy yiory urpa u cienche tBpheme
y Be3U Ca M30MOpP(MOUMHIMA.

Tephemwe 1.1.20. (CroyHoBa Teopema penpeseHtanuje 3a Bynose
anredpe) Csakxa Byaosa aaiedpa uszomopdra je ca togasiebpom Bynose
antebpe TapWUTUSHOT CKYTUQ.

Y neny koju ciemu yBoauMO uzejy o yiarpaduirepuma, Koja omoryhasa
pa3He KOHCTPYKIMje Y MaTeMaTUIKOj JIOTAIN, MATEMATUIKOj AHAJIU3U U TO-
MOJIOTHjU. ¥ OBOj CEKIWjU JI0JIa3U Ha IMPUMEHY JeMa 30pHa - Koja je jejaH
0] eKMBaJIeHATa aKCHOMe M300pa, O K0joj heMo HaKHaIHO TOBOPHUTH.

Hedbunnnuja 1.1.21. Iap (A, <) je mapuujanuo ypebeH ckyn uiam
napuujagHo ypebheme ako je <4 pesamuja moperka Ha ckyimy A. Ilap
(A,<4) je crporo maprujanHo ypebeme ako je <4 pesanuja crporor
[opeTKa Ha A.

13



IlorsaBibe 1. ¥YBog

Heduaunnuja 1.1.22. Iapuujannao ypehemwe (A, <4) je ImHEapHO ako cy
CBaKa JiBa eJeMeHTa yIOpeJInBa, Tj. aKo 3a IMPOU3BOJbHE a,b € A Baxku nam
a<agb umb<ya.

Hedunnmja 1.1.23. Heka je (A, <4) napuujanso ypeheme. 3a ckyn X C
A kaxkeMo Jia je yiaHar ako je ypeheme (X, <4) auHeapHO.

JIlema 1.1.24 (JIema 30pHa3). Axo je (P, <p) aapyujasno ypehen ckya y
KOME COAKY AGHAY, UMQ TOPHE 0Tpanudere, onga y P doctioju maxcumanrnu
enemen.

Jlema 3opna rapaHTyje IOCTOjarbe HerJIaBHOT yJiaTpaduiaTepa Ha IIPOU-
3BOJHLHOM O€CKOHAYHOM cKyIry. [lounmbemo ocHOBHUM JeduHUIT]aMAa.

Hedbunnunumja 1.1.25. Heka je B Bynosa asredpa. Tama Hempazan cky
1 C B HasuBaMoO maeaJt ako 3a CBako a,b € B Baxku cieuehe:

(1) 0 € I
(2)Ako a,be I,onmanaVbel;
(3)Akoa e ITub<a,oumaunbel.

Unean I Bynose anredpe B Hazusamo mpasu uaeast akko 1 ¢ I.

Hedunnuimja 1.1.26. Heka je I npasu umeas Bynose anredpe B. Hedu-
HUIIEMO CKYIIOBE:

ear~rbs (aNV)V(bAG) €T, 3aa,beB
OBaxo gara pesanuja a ~j b je penanuja eKBUBaJIECHIIA]E.

e Caa/I={beB:(anNb)V (bANd) €I}, 3aac B, o3HasaBamo Kiacy
ekBHBaJIeHNje eeMenTa a. Hekana hemo ymecro a/I nmcaru [a];.

o B/I ={a/I:ac B}.

Hedununuja 1.1.27. Heka je B Bynosa anredpa. Tama mHempazan ckyi
D C B masuBamo ¢dpurep ako 3a CBako a,b € B Baxu ciejehe:

(1)0¢ DwuleD;
(2)Ako a,b € D,onmau aANb € D;
(3)Akoa € Dua <b,oumaubec D.

Qunrep F Bysose anredpe B nasusamo npaBu duiarep akko 0 ¢ F'.

Ckyn I C B je nmean axko je ckyn I* = {a’ |a € I} durrep. Cxyn
I* mazuBamo u ayasauum duarepom uiaeana I. CindHO, 33 TPOU3BO/bAH
dunarep D hemo ca D* o3HavUaBATH HETOB AYaJTHU UAEAI.

*Max Zorn (1906-1993), amepryuKy MaTEMATHYAP HEMAIKOL IIOPEKJIA

14



1.1. Bymose anredpe

IIpumep 1.1.28. Heka je BB npoussospHa BynoBa anredpa, u Heka je a > 0.
Tasa je ckyn
Dy ={beB|a<b}

dunrep Bysnoee anrebpe B. D, 30BeMo jour u rjiIaBHUM (PUITEPOM TeHe-
pucannm ejiemenToM a. Ouarep Koju HUje TVIABHU je HETJIABHU (DUIITED.

Hedunurmja 1.1.29. Heka je B Bysoa anredpa, u Heka je X C B Hemnpa-
3aH. Kaxkemo ja ckynm X MMa CBOjCTBO KOHAYHOT IPECEKA - C.K.IT aKO
nH(PUMYM CBaKOI HEITPA3HOI KOHAYHOT mmojicKyna A ckymna X Huje jeqrak 0.

Tepmun xonauar Tpecex TOJa3U OTYAQ IITO je

inf {A4,., A} =A1N.NA,.
(P(X),9)

Nspaze obsmka a; A ag A ... A ap Ha3uBaMO KohauHum Gpeceyuma. CBaKU
duaTep UMa CBOjCTBO KOHAYHOI' IIpeceka. A ¢ Jpyre cTpaHe, CBaka (paMu-
Jidja ca C.K.II MOXKe Jla Ce JIONyHU J10 duiirepa.

3a ¢dunrep U Bynose anredpe B Kaxkemo Ha je yatwpaguaiiep ako je
MaKCUMAJIAH Y CMUCJY WHKJIY3Wje, OJJHOCHO, aKO He IMOCTOjU HEKU JIPYTHh
dunrep Bynose asnredpe B Koju je mpaBu HaJICKYIT CKyma U.

Hedunuimja 1.1.30. Ouirep U C B je Makcumasiu QUITEpP Wik yJi-
TpaduiiTep ako u camMo ako 3a cBaku puiarep  C B us U C ¢ caequ
Uu==a.

Tephemwe 1.1.31. Hexa je D guatiep Byrose aniebpe B. Caegehu uckasu
CY EKBUBANEHTIHU:

1. D je yawpaguniuep;
2. Va€eB)(ae DVd e D);
3. Va,beB)(avbe D=acDVbeD,).

Tephemwe 1.1.32 (Teopema o ynrpaduiarepy). Csaku dustiep Byrose
antedbpe B mooice ce Gpowuputiu go YAmPpaPUATLEDG.

Tephemwe 1.1.33. Hexa je B upoussomna Byaosa aniedpa u Hexa ckya
A C B uma ceojctico konaunol upecexa. Taga uwoctioju yastwpaguatmep D
Byanose aniebpe B, waxas ga je A C D.

Hedunuimja 1.1.34. Heka je B npoussospua Bysmosa airedpa.

e Ca st(B) hemo osnauasarn damminjy csux yiarpaduirepa Bysnose
ajiredpe B.
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

e Hexka je a € B npomssossro. Ca a* hemo o3nagaBatn haMuinjy CBUX
yarpaduirepa Bysose asnredpe B koju cajgpxke a.

Henocpeao ce nmposepasa Jja BaxKu:
e (aNb)* =a*Nb"
o (aVb)* =a"Ub%

(@) = st(B) \ a*;

° 0" =)

o 1% = st(B);

Tephemwe 1.1.35 (CroynoBa ayannoct). Heka je B upoussowna Byaosa
antebpa. Taga:

1. @amuruja Sp = {a* | a € B} tenepuwe wonorotujy na ckyuy st(B) y
Kojoj je st(B) wowanno neuosezan kKomukatian Xay3gopghos wWouoi0-
WKY TPOCTOP.

2. (B,A,V,—,0,1) = (Sg,U,Nn,, 0%, 1%).
Lpytum pevuma, ceaxa Byrosa aniebpa usomoppha je wexoj anrtedbpu
CKYTUOBGE.

3. By je Byaosa uogantedpa antebpe B axko je st(By) neupexugra cauka
apoctaopa st(B).

1.2 OpamHasmu u KapJauHaJINA

Y Teopuju CKyIOBa CKYIOBH Cy JATH aKCHOMATCKHU, Tj. FbUXOBO IIOCTOja-
e W OCHOBHA CBOjCTBA JATHU Cy oOaroBapajyhum opmMasnuM axcrmoMama.
3epmenio - DpeHKeJsl Teopuja CKymoBa ca akKCMOMOM mu3Gopa (eng.
Zermelo - Fraenkel set theory with the axiom of choice included - ZFC) je
CTAaHIAP/IHU OOJINK aKCHOMATCKe TeOpHje CKYIOBa, U KA0 TaKaB ce Hajderhe
y3uMa 3a ocHOBY MarTemaruke. Akcuome ZFC mome/bene cy y Buille rpyia,
a ol 3HavYaja Cy aKCHOME MOCTOjama, Ha OCHOBY KOjUX Ce J0Ka3dyje Ja
[IOCTOje pa3Hu KOHa4YHU cKynoBu. Mehy muma cy mocebHO MHTEepPECAHTHH:

(*) 0, {03, {0.{03}, {0,{03,{0,{0}}}, ...

Hedbunnmuja 1.2.1. Heka je z nocmarpanu ckyn. Ckyn z+ = z U {x}
HA3UBAMO CJIEAOEHUK CKYIIa .

Ha Taj mauun mozkemo nasbe gedunucaru u ciegdennka ckyna rt: ()T =

27T, OBa KOHCTPYKIIHja MOKe ce HACTABUTH y OECKOHATHOCT, & TO HAM OCH-
rypaBa akCHoMa OeCKOHAYHOCTH, joir jeana on akcuoma ud ZFC cucrema.
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1.2. Opaunaium u KapIuHAJII

Axcuoma 1.2.2. (Akcmoma deckonaunoctn) ITocroju ckyn = Koju 3a-
J0BOJbaBa ciiesehe yciose:

1) 0ex

(2) (Vaez)(a€x=aU{a}=at €ux).

Op, BaxkuocTu he Ham dutu u ciaeneha akcuoma.

Axkcuoma 1.2.3. (Akcuoma 3amene) Ako je x ckyn u S(u,v) ¢popmyia ca
CJIODOJIHUM TIPOMEHJBMBUM U, U TAKaB JIa 3a CBaku u U3 x Kiaaca {v]S(u,v)}
jecre ckym, Taja:

By) Bf :x = y) (Vu € z) fu) = {v]|S(u,v)}.

Hedbununuja 1.2.4. Ckyn r Ha3zmBaMO MHJYKTUBHUM aKoO:
1) e
(2) (Vaez)(a€x=aU{a}=at €ux).

Axkcrmoma OECKOHAYHOCTH HAM, 3alIpaBo, TOBOPU J& ITOCTOJU WHLYKTUBAH
CKYII.

IToctoje nmoackymoBu rope neUHUCAHOT CKYTIa &, KOjU 33/I0BO/baBa]y yCJIO-
Be (1) u (2) akcrome HeckoHaYHOCTH (Tj. MHAYKTUBHOT cKyta). [Ipecek cBux
TaKBUX IIOJICKYTIOBA, TaKohe, 3a/10BoJbaBa ucte ycjioBe. O3naunhemo Taj mpe-
CeK ca w.

Tephemwe 1.2.5. Heka je L metGpasna xaaca %oja cagpotcu UHGYKITUBHE
cryaose. Taga je (VL = w waxohe ungykueHu cKy.

Hakie, cBOjCTBO duliu uHgykWueaH 3aTBOPEHO je 3a mpecek. Moxke ce
[OKA3aTH Jia Cy eJIEMEHTH OJ W YIPABO CKYIIOBH HaBejeHH y (), u ja je w
jeTMHCTBEH TaKaB CKYII.

IMocnenuna 1.2.6. [loctwoju najmarey uHgyKIGUeHY, CKYT W (Y CMUCAY UH-
KAYy3UjE).

Ilorpedwno je medunncaru mojam 100po ypeheHor cKyma Koju he dutu Kpy-
ujaJiad 3a yBoherbe MmojMa OpIuHAIA.

8a mapmmjamo ypebhen ckyn (A, <4) xaxemo ma je m06po ypeben axo
CBaKW HeIpa3aH MoJCcKyl ckyna A mma munumywm. [Ipumep 106po ypehenor
CKyma je w.

Tspbewe 1.2.7. Peacyuja € ckylosHe TPUTGGHOCTIYU MG CEAKOM T € W
TenepuuLe ctpoto goopo ypeherve.

Tephemwe 1.2.8. (w, €) je cwpoio godbpo ypeherve.

Ocnamajyhin ce Ha akcmomy m3dopa, IOJA3UMO JIO TBPIEHE I8 C& CBAKHU
CKYII MOYKe JI0OOPO YPEIUTH.
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

Axcuoma 1.2.9 (Akcuoma usbopa (eng. Axiom of choice-AC)). 3a
cBaky damminjy {X; : ¢ € I} Hempas3HuX TOJICKYIOBa IOCTOjU Oap jejHa
dynkmuja msdopa, To ject dynknuja x : I — (J;c; X;, Taksa ma 3a cBako
i € I Baxu z(i) € X;.

ITocroju Buie ekBuBasieHaTa akcuome u3dopa. Mu oz, opes, geme 30p-
Ha, HaBOJIUMO JOII je/IaH HajIIO3HATHUjH.

Jlema 1.2.10 (Xay3;10pcb034 IPUHIAI MaKCUMAaJIHOCTH). V ceakom
HETPASZHOM TAPUUJAAHO Ypehernom CryTy TOCTOJU MAKCUMANAGH AAHAY,

Kako Omcmo KOMILJIETHO TIPUIIPEMUJIH TePeH 3a yBoheme opamHasa, Mo-
pamo 1mpBO pehm HemrTo 0 MHAYKIUju U pekypauju. [lpunnun mogykimje,
Ka0 CPEJICTBO 3a JIOKa3uBame TBphewma, u [Ipuniun pekypauje, Kao MeTona
3a KOHCTDPYKIIMjYy MaTeMaTUYKHX OOjeKaTa, Urpajy OMTHe yjore y mMarema-
TuakoM cBety. Jlahemo Kparak mpukas oBa JIBa IMPUHIIAIA Y CIIEINAjaJTHOM
cy4ajy, KaJla cy y IUTalkby WHIYKIHja U PeKyp3uja Ha CKYIly IIPUPOHUX
opojeBa. OBe ocobune 30pajaMo y BayKHA CBOjCTBA CKYIIA W, KAO MOCIIETUILY
YUEBEHUIIE J1a je TO HajMaml UHAYKTUBHU CKYIL.

Teopema 1.2.11 (Mugykuuja). Heka je (A, <) godpo ypehewe. Hexa je
X dogexyu ckyta A, waxas ga 3a céaxo a € A us (-,a)> C X caegqu ga
a€ X. Taga je X = A.

JIoKA3: IIpernocrasumo cynporso, Heka je A\ X nenpasan. Taja nocroju

a= Hglin(A\X)'

Henocpenno omasne caenn ga je (-,a) € X, na mo ycjioBuMma Teopeme 3a-
KJbydyjemMo Ja a € X, ITo je y CympoTHOCTH ca m3dopom ckyma A. Jlakie,
X =A. O

Teopema 1.2.12 (Pekypsmuja). Hexa je (A, <4) gobpo ypehere, u neka je
f apoussomna gynryuja ca gomernom P(Ax A). Taga toctioju jegunctusena
Pynruuja g ca gomenom A, warsa ga 3a ce6akxo a u3d A sasxrcu

(1) ga) = fg 1 (-, a)).

JIOKA3:
JenuHcTBEHOCT:

Hexka dbynkuuje g1 u go 3am080/baBajy (1). Uupyknujom mokasyjemo ja je
g1 = g2. Heka je a € A tako ma je g1 | (-,a) = g2 | (+,a). Tama je

g1(a) = f(g1 I (@) = f(g2 I (- @) = g2(a),

Felix Hausdorff (1868-1942), memauku MaTemMaTuaap

’(a) ={zlr € A AN x <aa}
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1.2. Opaunaium u KapIuHAJII

OJIaKJie Ha, OCHOBY TeOopeMe WHYKIIMje CJIeTu Jia je g1 = g2.

Ersucrenimja:
Heka je X ckyn cBux a € A 3a Koje mocTOju jeMHCTBEHA, (DYHKIHjA g, Ca
JIOMEHOM (-, @), TAKBA JIa 38 CBAKO T < 4 4 BaXKu

9a(®) = f(ga | (-, a)).
OpaBae mpow3uaasy J1a 3a Mpou3BoJbHE a,b € X, u3 b <4 a ciequ na je
9 =Ga | (-, D).

Yak u BHIIE O TOra, aKo nocroju M, = rréax(-, a), oHJA je
A

9a = (Moo |0 <aa}) U {{Ma, ga(Ma))},

a'y cyuporHoM je g, = (U{gp | b <4 a}). Ilpumerumo na cmo oBum 3ampaso
nokazasn Ja u3 (-,a) C X coenn na a € X, ofakiie Mo IpeTXoHOj TeopeMu
ciequ qa je X = A. Caza TpaxkeHy (hyHKIHU]y ¢ MOYXKeMO JedUHUCATH Ha
caenehy Havmn:

e Ako je A= (-,al], onna je

g% (Ul 1b e A} U {{a, flga))}:

e Ako A Hema MakCHUMyM, OHJIA je

9% ({ga | a € 4}).

O]

Hedunauuja 1.2.13. Kaxkemo 1a je cKyln A KOHAYaH aKo IIOCTOje N € w
u Oujeknmja f : A — n. Y CyInpoTHOM KaykeMo Ja je cKyn A SeckoHadaH.

Hedunuimja 1.2.14. 3a ckyn A kaxkeMo Jia je TPAaH3UTUBAH aKko je
CBaKW eJIEMEHT eJIeMeHTa cKyra A u caMm ejeMeHT ckyma A, Tj.

r€a NacA=xcA.

IIperxonua medununmja MoxKe ce eKBUBaJEeHTHO u3pehm m Ha ciemehun
HAYMH.

Hedbununmja 1.2.15. Ckyn A je TpaH3UTUBAH aKO je CBAKU EJIEMEHT
ckyna A yjenHo m moackym ckyma A, Tj.

(Va)(a e A= a CA).
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

IIpumep 1.2.16. Kao npumep TpaH3UTUBHUX CKYIIOBA MOXKE CE y3€TH OAalll

0,{0},{0,{0}}, nox {{{0}},{0},0}},{{0}} wucy rpansurusau cxymnosu.

Tephemwe 1.2.17. Csaxu eaementli ckytia w je WPAGH3UTTUBAH CKYT.
Tephemwe 1.2.18. Ckya w je WpaH3umUGaH cKy.
Tephemwe 1.2.19. Baorcu caegehe: Jw = w.

JOKA3: U3 TpaH3UTUBHOCTH CKyIa w cjean 1a je |Jw C w.
IIITo ce Tuue odpaTHe MHKIY3HUje, AKO T € W, OHJA 300T UHIYKTUBHOCTHU
CKyIla W MOpPa OUTH U
zU{z} € w.

Camaje xU{x} CJwu z € zU{z}, onaxie crequ na = € Jw. O

Ckyn w je jeman momen Ileanopux akcuoma. Ha cienehn Hauums cMo ckym
IPUPOIHUX OpojeBa JeUHUCAIN KAaO CKYIIOBE IIOMAJIO HEOOUIHO, ITPEKO CKY-
ma w. bpoj 1 je mpesicTaB/beH Kao eJleMeHT Opoja 2, OTHOCHO,KA0 F-eTrOB IO/I-

CKYII, KA0 W CBAKOI JPyror Beher mpupogHOr Opoja WT.:

0%«

1=0"oufo}=0u{0} = {0} = {0}
2=1F € 10{1} = {0} U {{0}} = {0,{0}} = {0, 1}
3=2" €20 {2} = {0, {0}} U {{0,{0}}} = {0. {0}, {0, {0}}} = {0, 1,2}

Hakite, ckyn npupogaux 0pojesa je, 3anpaso, N = w.
Crora, akcnomMa OeCKOHAYHOCTH 00e30elyje mocrojame CKyla MPUPOIHUX
opojesa y okBupy Teopuje ZFC.

Opausasinu opojeBu (KpaTKO OPAMHAJIIN) IPEJICTABIbA]Y YOIIITEHE PeJi-
HUX OpojeBa Upsu, gpyiu, Wpehu, ... 1 y BE3U Cy Ca MPOyKEIbeM TUHA Opoja-
Hba U HaJla/be, IPEKO HU3a MPUPOIHUX OpojeBa. Jlo mieje TaKBOT yOIIITEHa
npBu je morao KanTop kKoju je opauHaiHe OpojeBe MPUOJIMKHO OMKUCA0 KAO
,PE3YATGT aUCTIPATO8AILA, CBUT PYIUT c80jcthiasa godbpo ypehenor ckyua
ocuMm TOPETKaA HeTosUT eAeMeHaTia”.

OpauHaaau 6pojeBu ce MOTy TedUHUCATH Kao KJiace CBUX J100po ypehernux
CKyTIoBa 3a pesarujy ypehajuor uzomopduzmal. Ipyru nauus, Koju moTude
on ¢don Hojmana m xoju hemo, yriaBHOM, y3uMaTH 3a OCHOB, jecTe a ce
Op/IMHAJIHU OPOjeBU yBey Kao mocednu 100po ypehenu ckymnosu, Koju ce Ha

SVpehenn cxymosu (A,<4), (B,<p) cy ypebajuo mzomMophHH YKOIHKO HOCTOjX
Oujexnuja (obocTpaHo jesHO3HAUHO npeciuKasame) f 1 A — B rako ja Baxku

r<ays f(x)<p fly) (z,ycA).
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1.2. Opaunaium u KapIuHAJII

onpebenn HaumH 00pasyjy mosazehu ox mpasHor ckyma. Ociramajyhiu ce Ha
Taj HAYUH, YBOAUMO cjeaehy aeduHUInjy.

Hedbununuja 1.2.20. Ckyn « je OpIMHAI aKKO je (v TPAH3UTUBAH CKYII
1 aKo je 00po ypeheH pesanujom €.

IIpumep 1.2.21. Ilpasan ckyn (0) je npumep opaunasna. Takobe, 3a ma
KOjU OPJUHAJ (v, FherOB CJAeA0CHUK < + 1 je opamHaJI.

OpauHaaau Opoj je, mopes IPUPOIHUX OPOjeBa, M CKYIl w KOJU J0JIa3H
rocje CBUX npupomHux opojesa 1, 2, 3, ... . Sarum ciene w + 1, w + 2,
w+ 3, ..., rae je yommTe " = o + 1 df U {a}. C obzupom na penanumja
NpuInajama 10 JepUHANMJU Ha CBAKOM ODJWHAJY WHIYKYje CTPOTO JI00pPO
ypeberbe, 3a cBaKU OpIAMHAJ (¢ BayKu

a ¢ a.

Kopucrehn akcmomMy 3aMeHe HETIOCPEIHO Ce 3aK/bydyje J1a CBU OPINHAJ-
HU OpojeBU W+ n, 3a N < w

w,w+1, w+2, ..

qUHE CKYII. Y HAja TOI' CKYIIa Ca CKYIIOM W je HapeIHH OPJAMHAJIHU OpPOj Koju
ce 0OMYHO O3Ha4YaBa ca w -2 wm w + w. [lotom ciaene w-2+1, w -2+ 2,
w-2+4 3, ..., amocae wux gojas3u w - 3. Ha Taj Hauun pomasuMo 10 HU3a
OP/INHAJIHUX OpOjeBa:

w, w-2, w-3,...

[ToroBO, TPUMEHOM aKCHOME 3aMeHe 3aKJbyIyjeMO JIa TIOCIe CBUX IHhUX JI0-
JIa3M HOB OpAMHAIHE 6poj, T38. w?. Tlocie ce Gpojarbe CIIMYHO HPOIyIKaBa:
w2 w1 w42, Wt w, Wt e w w2, W w241, WPt
w-3, wrtw-4, o w?2, w3, WP wh o w? L, w®)a,

Csaxku 100po ypebher ckyn x ypebhajHo je nzoMopdaH TadHO jeTHOM OpIu-
HaaaoM Opojy « (y don HojmanosoMm cmuciy); o je T3B. OpAMHAIHYA OPOj
ckyma x. OpauHa M 3apaBo MPEJICTABIBbA]Y KAHOHCKY DEUPE3eHTAUUY TO-

Opo ypeheHnx cKymoBa.

Jlema 1.2.22. Hexa je a tupousdeonmu opgunas. Ceu esemeHtiy opguraia
«a cy waxohe opguHaAU.

Jlema 1.2.23. Hexa cy o u 8 opgurnasu waxeu ga je o C . Taga je uau
a=p uw o€ f.

Jlema 1.2.24. Heka cy o u B apoussonrnu opgunasu. Taga je uaru o C 3,
uau je B C a.

Jlema 1.2.25. Heka je A Upousomam cKyl “uju CY C8U eAeMEHTU OPgu-
naau. Taga je u cxya |J A opgunan.
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Conka 1.1: Crupasa opaunana. Buau [14]

IIperxomgaa pazMaTpama CyMUPajMo ciesiehoM TEOpEMOM.

Teopema 1.2.26. Hexa je na xaacu Ord ceuxr opgunara gedunucana Hu-

HapHa pesauuje < ca
a<fBeacCp

u Hexa je o < B axo a € B, wj. axo a < B u o # B. Taga sascu:

o < je gobpo ypehewe xaace Ord;

Axo je T upouseomar CKYyl “uju CY C6U eAeMEHTUU OPJUHANL, OHGA je

[ ]
opgunan Jz <-cyapemym ckyta x y xaacu Ord;

e 3a ceaxu opgunas o je usu o = Jo, uauw o =Ja + 1;

3a csaxu opgunans o je « < a+ 1 u usmehy o u o + 1 nema gpyrux

opguUHana;

e 3a ceaKu cKYU T TUOCWOJU OPJUHAN @ TWAKAE ga o & .

Opanaan « hemo 3BaTy rpaHUYHUM OpJuHAJIOM ako je o = [Ja. ¥ cy-
npotHoM je o = |Ja + 1, ma y ToM ciiy4ajy OpJinHAJ (v 30BEeMO U cJIejioe-
HukoM. Ha npumep, 0 u w cy rpanudHu opauHaid, a w + 1 je cjaeadeHuk

OpJIUHAJIL.

Teopema 1.2.27 (TpancdhunnTHa WHIYKIMja HA KJIaCH CBUX OpAU-
Hasna Ord). Axo je « C Ord u a # 0, onga o uma HajMary esement.
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1.2. Opaunaium u KapIuHAJII

Ca opaunajHIM OpOjeBUMA Ce TPAHC(UHUTHOM PEKYP3UjoOM JeDUHUAIITY U
oreparigje cadbupare, MHoIHCEHE, CTETLEHOBAME. ..

3a m3dpojaBaibe eeMeHaTa KOHATHIX CKYIIOBa KOPHUCTE Ce IPUPOIHA OPO-
jeru 1, 2, 3, ..., u ynopehuBame cKymoBa mpema OpOjy eeMeHaTa je eJeMeH-
TapaH W OYHIJIeIaH mocTymak. Kama je OeCKOHAYHOCT y MUTALY, WHTYHUIIA]a
ce Tyou. Y Be3u ca u3dpojaBameM ejeMeHaTa OECKOHATHUX CKYTIOBa, YBO/JIE Ce
T3B. KAPJAWHAJIHU OpojeBu i KapJAuHaau. KapawHaiu cy WHUIA]jaIHA
(don Hojmanosu) opaunasm.

Hedunnnuja 1.2.28. Ckyn A je ekBurnoreHTran (paBHOMohaH) CKyIry
B, y o3narm A ~ B, ako u caMo ako moctoju omjexrnmja f : A — B.

CanvyHo Kao OpJAWHAJIHA OPOjeBU, U KAPAWHAJIHUA OPOjEeBU MOI'Yy CE€ YBECTH
Ha BuIlle HaYnHa. Permumo, jegaa moryhHocT je 1a o Oye KJiaca CBUX eKBU-
MIOTEHTHUX CKymoBa. pyra je ja ce 3a KapauHaIHU OpPOj y3Me HAjMAFHU OF
cBUX MeD)ycoOHO eKBUIIOTEHTHUX OpAuHaJHuX OpojeBa y ¢don HojmanoBom
cmucity. Ha npumep, cBu opauHasn

w, w+1, w+2,...,

cy mehycodno papaomohnu. Hajmamu mehy muMma je w, ma je oH oaroBapa-
jyhu kapauuasnu 6poj (KapauHasHu 6poj CKylla w ce OOMYHO O3HAUABA Ca
Np).

Axkcuoma u3zbopa 0de3dehyje ma ce cBaku CKyI MoxKe J100po ypeautu. [lo-
cedHO, KaykeMo Ja je CKyln T Jod0po ypebeH opaumHasioMm a ako mocToju
dujeknyja f : o — x.

Hedunuimja 1.2.29. Heka je x npouzBospan ckyn. Kapaunaiaau 8poj
CKyIla T, y O3HAIU |Z|, je HajMarmu OPJIMHAJ KOJUM Ce CKYIl & MOXKe JI0OpPO
ypeauru. Crernujaano, OpJuHal « je KapauHAJ ako je o = |a.

IIpumep 1.2.30. Csu estemenTn ckyna w cy Kapaunaiau. [Ipumernmo na je

w Takohe KapjuHas, amu w + 1 HAUje, jep |w + 1| = w. Jeana ox moryhnx
omjeknuja necdrnmucana u3mely oBa aBa opawHAIA je TeUHUCAHA Ca:
o f(w)=0;

o f(n)=n+1,n€w.

CangHOM apryMEHTAIMjOM Ce MOKa3yje Ja 3a OMJIO KOju OECKOHAYAH OpJIu-
HAJI v Baxku |a + 1| = |af.

Kako ce cBaku cKyI Moxke J00pO ypeJInTH, U Kako je cBaku j100po ypehen
ckyn ypebhajuo nzomopdan HEKOM OpJMHAJLY, OHJIa CBAKHU CKYI MMa KapJiu-
nasan opoj (y don HojmanoBom cmuciy).

Teopema 1.2.31 (Kanrop). 3a cearu ckyu x je |z| < |P(x)|.
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

Kapnunan je KoHaYaH yKOIUKO je o < w, a y CYIPOTHOM je DecKoOHavaH.

Beckonaumne kapaunase hemo dere:kuTH MaJIUM TPYKUAM CJIOBHAMA, 8 KJIACY
cBUX KapauHaJja hemo oznHadaBaru ca Card. KanropoBa Teopema, 3ajeiiHO
ca moopom ypehenomihy opannaasia Ham 00e30ehyje caemehe:

3a ceaxu Kapgunaa K TOCTOJU HAJMAMU KAPGUHAA 6ehu 0 1oela, Y 03Ma-
uu K.

Hedbunuunuja 1.2.32. 3a kapauHas K KaxKeMo Ja je CJIIeTOEHUK aKO I0-
CTOjU KapIuHAJ A\, TaKO Ja je kK = AT. ¥V CyIpOTHOM 3a K KasKeMo Jia je
TPAaHUYHU KapIUHA.

Cse beckoHauHe KapamHaje pehamMo 1Mo BeJUYMHU y TPAHC(UHUTHU HU3
asneda na cienehn HaYMH:

o Ny =wp =w;
° Na—‘rl = Wa+1 = Nj;;

o N, =wy = U Ng, y caydajy rpanudnor opaunania 3.
BE
JBocTpyke o3HaKe 3a ucrTe CKymnoBe (N, U w,) yBeleHe Cy 300r pasiinke
Yy OPAWHAJHO] ¥ KAPJAWHAJIHO] apUTMETHUIN. ¥3 03HAKY N, IoIpa3yMeBa ce
KapIUHATHA aPUTMETHUKA, & Y3 O3HAKY W, OPJNHAJIHA APUTMETHUKA.

ITpumep 1.2.33. Axo je o Tpom3BOBAH OPIWHAT, OHIA je Noy1 ciremde-
HUK KapJuHaJ. Y C/Iy4dajy Kaja je ( TPDAHUYHU OpJMHAJ, N, je TPDaHuIHU
KapAnuHaJl.

Tepheme 1.2.34. Ckyu A je beckonauar axo U camo axo GoCWOju UHJeKUuuja
[ A— A xoja nuje cupjexuyuja.

IIpumep 1.2.35 (Ckyn npupoaHux dpojesa je deckonauan). [Ipecin-
KaBame [ : w — w maro ca f(n) = 2n je uHjeKIWja W HUje CHPjeKIHja, Ta
je, IIpeMa IIPEeTXOHO] TEeOpeMH, CKYIl IPUPOIHAX OpOjeBa ODECKOHAYAH CKYII.

[Ipuposuu OpojeBu Cy T3B. KOHAYHU KaPAWHAJM, JOK Cy CBU OCTAJIH
(momyt Vo, Np) Seckonaunu. CiudHO, U 3a CKyIl KayKeMO Jia je KOHAYaH
M SGeCKOHAYaH y 3aBUCHOCTH OJT FherOBOTI KapIMHAJIHOT Opoja.

Hedunuimja 1.2.36. 3a X,Y C w yBogumo cienehy o3Haky:
XCT'Y<|X\Y| <N

Hedunnuimja 1.2.37. Ckyn A je mpedpojuB ako u camMo ako je A ~ w,
To jecr |A| = .

Ckyn A je HajBuIe mpedpojus ako u camo ako je |A| < Ny, a Hempedpo-
juB ako u camo ako je |A] > Ny.
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1.2. Opaunaium u KapIuHAJII

Tephemwe 1.2.38. Axo je A beckonauwan cxkyu, onga je |A| > No. Apytum
pevuma, Ny je Hajmart 6eckoHaar KapguHaiHy Opoj.

Hedununuuja 1.2.39. Kapaunanuau 6poj |P(w)| o3nauaBamo ca c.

Hedunnrnmja 1.2.40. Heka je « kapmunan. Kaxkemo ga je ckyn A C K
KO(pUHAJIAH y Kk aKo 3a cBe £ < K MocToju HeKO o € A Tako 1a je £ < a.

Hedunuiuja 1.2.41. Hexka je x xkapannaia. KoduHamHOCT KapauHaJI-
HOT Opoja k je HajMarba KapIuHAJIHOCT KOMDUHAIHOL MOACKYIa K, Y O3HAIN

cf (k).
Ha mpumep, cf (w) = w; cf (k1) = kT, 3a k > w.

Hedunuiuja 1.2.42. Heka je X mpowsBosbaH CKyHI U HEKa Cy (v, k IPOU-
3BOJBHU KapauHau. Tama gedunuiemo ciegehe cKymose:

o [X]"={ACX:[A]=r}
o [X|SF={AC X :|A] <k}
o [X|<F={ACX:|Al <k};

<

e a~" =sup{a? : (\ je kapmuEan) u A < K}

Heka je n < w. Kaxemo na dhamuiauja cKymnosa § 3a/0BoJbaBa CBOjCTBO
n-rpeceka ako Baxku ja (|G # ) 3a cee G € [F]=".

Hajmamu oppuHaiinu 0poj Koju je HempedpOjuB y CKYIOBHOM CMUCITY, O/I-
HOCHO, ITPBU HEITPeOPOjUBU OPAUHAJI 03HAYABAMO Ca w1. 10 je cynpeMyM-
HajMambe TOPHE OIPAHNYIECHHE CKYIIa KOJU CAJIPXKU CBE MIPEOPOjUBe OPIIHAJIE,
VKBYyUIyjyhin um KoHaUHe opJmHAE. 3ampaBo, W je HAJMAU OPAWHAT KOjU
HUje y OMjeKIuju ca w.

w1 je TPAaHWYHU OPJIMHAJ, OJHOCHO, HE IIOCTOjU OpJWHAJl (x TaKaB Jia je
w1 = a+ 1. Kao u cBu opaunaanu d0pojeBu, u wi je 100po ypeheH cKyi, y
OJTHOCY HA peJIallijy CKYIOBHE HpunagHoctu €. KapauHa HOCT CKyna wi je
OIpBU HeNmpedpojuB KapAWHAJIHU OPOj - Ni.

Ersucrennyja ckyma wy MOXKe ce J0Ka3aTh 0e3 OCjambarba Ha aKCHOMY W3-
oopa.

ITpema KanrtopoBoj reopemu mmamo Xy = |w| < |[P(w)| = ¢. Honasnmo
JI0 IIATama J1a Jii nocToju ckyn A, takas ma je Ro < |A] < ¢, 1o ject, ja
je ¢ HajMamu HenpedpojuB KapauHaHu 0poj. Ty j1o7a3uMo J10 NperimTama
mojmoBa ¢ u Ny. Jla i je To jemro Te ncto? OBO je MOMEHAT KaJIa, JIOJIA3UMO
0 TToTpede 3a JeduHUCAbEM XHUIOTe3e KOHTHHyyMa. Vckas

He wocwoju ckya A wakas ga je Ny < |A] < ¢
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HasuBa ce Xumore3da koHTHHyyMa (eng. Continuum Hypothesis - CH).
OBaj mcka3s je mezaBucan o akcuoma teopuje ZFC. [pyrum peumma, Hu
MOCTOjarbe, HU HEMOCTOjalheé TAKBOT CKyma A He MOXKe J1a ce JOoKaxKke Ha
OCHOBY aKCHOMa TOI' CHCTeMa, I1a je OJHOC XWUII0Te3€ KOHTHHYYMa IIpeMa
TOM CHCTEMY jeJIHaK OIHOCY MeTOr EyKIMIOBOT MOCTy/IaTa IIPeMa CUCTEMY
akcroMma arcosryTae reomerpuje. lakae, u CH u = CH ce moxke momaru
cucremy ZFC, Tako ma mocroje:

¢ KanTopoBcKe Teopuje cKymoBa, y kojuma Baxku CH. Hazus noruue
ox, Tora mro je Kantop cmarpao na CH cienu uz ZFC. Konsucrent-
moct CH ca ZFC nokasao je Temen’ 1940. romume.

¢ HekanTtopoBcke Teopuje ckyrmoBa, y kojuma Baxku — CH. Konzu-
crearnoct ZFC u — CH ca nokazao je Koen® 1963. rogune.

1.3 UYex-CrtoyH kKoMmnakTudukaimja

KommnakTrocT je Tomosomnka ocoduHa Koja oMoryhasa MHOTe KOHCTPYKITH-
je y MareMaTHuKOj aHAJIM3K U JIPYTUM 0dJiacTuMa MareMaruke. Jecro ce (Ha
[puMep, IPU POy YaBarby HHTErpaJia) KOPUCTH YUEH-EHNUIIA /1A je HEIPEKUHA
peasiHa DYHKIMja OrpaHYeHa U YHU(MOPMHO HEIIPEKUIHA HAJ| KOMITAKTHIM
CKYIIOM, KaO 1 JIa Ha KOMITAKTHOM CKYILY JTOCTU2KEC MUHUMYM U MaKCHUMYM.

CnodosiHo roBopehu, KOMIIakKTHOCT oMoryhaBa 3aMeHy DeCKOHAYIHOI KOHa-
YHHUM.

Komnakrudurkanuje (0TBOpEHHX MOACKYIOBA PABHHU) je HPBH IIPOYYaBaO
Kapareomopu y KOHTEKCTY aHAJIUTHIKIX (DYHKITH]a; PAHUjE Cy CJIUIHU OOJIU-
I KOPHUITNEHN 38 Pa3JIUIUTe TEOPHje PeaHIX OpojeBa.

Hedunnnnuja 1.3.1. Heka cy (X,O0x) u (Y, Oy) Tonosiomku mpocropu u
xg € X mnpomsBosbHa Taudka. lIpecimkasame f : X — Y je HempekuaHoO
y TA4KM T( aKKO 3a cBaky okosmny V € Uy (f(xg)) mocroju okomuna U €
Ux (zo) Taxsa ma je f[U] C V.

Hedunurmja 1.3.2. IlpeciukaBame f : X — Y je HEeIIpeKUuIHO aKKO je
HENPEKHUIHO y CBaKOj Tayku T € X.

Tephewe 1.3.3. Ilpecaukasare f : X — Y je HempeKUaHO aKko je
UHBEP3HA CAUKG CEAKOT OWEOpeHol ckyta y Y otweopen ckyt y X, wWj.

(VO < Oy) (ffl[O] c Ox)

Hedunnnuja 1.3.4. Heka cy (X,0x) u (Y,Oy) Tonosomku nupocropu.
IIpecimkasame f: X — Y je orBopeHno akko O € Ox = f[O] € Oy.

"Kurt Godel (pob. 1906), aMepuaky MaTeMaTHIap ayCTPHjCKOT TIOPEKIIa
8Paul J. Cohen (pol). 1934), aMepraxn MaTeMaTHIap
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Hedunnnnuja 1.3.5. Heka cy (X,0x) u (Y,Oy) TONOJOMKHA IPOCTOPH.
[Ipecimkasame f: X — Y je 3arBopeHo akko F' € Fx = f[F] € Fy.

Hedbunuiuja 1.3.6. Ilpeciukasame f : X — Y Tomosomkor mpocropa
(X, Ox) y ronosoniku mpocrop (Y, Oy ) je xomeomopduszam (TONOJIOMIKI
msomopdmzanM) aKko je f HempekuaHa Omjekmmja m axko je f1: Y — X
HENpEeKUHO. Y TOM CJIydajy KaxKkemo Ja cy romosomku npocropu (X, Ox)
u (Y, Oy) xomeomopdunu u mmmenmo (X, Ox) =~ (Y, Oy).

Hedunurmja 1.3.7. [Ipeciukasame f : X — Y je TOmoJioImKo morama-
e aKKO je cupjektusHa pectpukimja f [x: X — f[X] xomeomopdusam,
rze je f[X] norupocrop npocropa Y.

[Toranama cy HajuHTEpECAHTHUja AKO Ce KOPUCTHU Da3a MUHUMAJIHE MOTyhe
KapIuHATHOCTH. 3aTo yBoamMo cienehy medwunwummjy, Koja je 3acHOBaHA
Ha, YUIHEHUITN JIa [TPOM3BOJbHA HEMpa3Ha Kjaca KapAUHAJIHUX OpOjeBa MMa

Hedunnnnuja 1.3.8. Texkuna ronosnomikor npocropa (X, Ox) je kapau-
HaJIHA OpPOj
w(X) = min{|B| : B je 6aza rononoruje O}.

Pazmorpuhemo jomr neke kiace mpecnkaBarma, Koja he nam OuTu o1 3HA-
4Jaja y HaCTaBKYy IIpHUYe.

[Torsnemajmo caspiena npeciukaBama. CaBpIlleHa IpecInKaBama Cy
mocedaH THUI HENPEKMTHUX [TPECIUKaBaba MeDy TOIMOJIONIKUM ITPOCTOPUMA.
Ta npeciukapama cimaduja cy o xomeomopduszama, ajand Cy JT0BO/BHO jaKa
JTa 09yBajy HEKe TOIOJIOIIKE OCOOMHE KOje HUCY YBEK OUyBaHe HEIPEKUTHUM
[IpeCINKaBaBUMa, Kao IITO je, Ha IIPUMED, CBOjCTBO JIOKAJTHE KOMIIAKTHOCTH.

Heduunuuja 1.3.9. Heka cy (X,0x) u (Y,Oy) Tononomku npocropu,
u Heka je w : X — Y HelnpeKuHO, 3aTBOPEHO, CUPJEKTUBHO IIPECTUKABa-
mwe Takpo ga je (Vy € Y) (77 ![{y}] je xommaxTno y X). Taza 7 nazupamo
CaBPIIIEHO TIPECJINKABAE.

Hdedununuja 1.3.10. Henpekunny cupjexnujy f : S — T HazuBamo He-
CBOJJBUBO MPECIUKABAIE aKO 3a CBaKM 3aTBopeH ckym A, A C S, A# S
Baxu f[A] #T.

Y TOIOJIOMIKMM MIPOCTOPUMA Cy MOTYNHOCTH pa3/iBajarba Tavdaka OTBOPE-
HAM CKyHoBHMAa paszyimanute. VlcTo BaxKu 3a pas3jiBajarbe TauKe U 3aTBOPEHOT
CKyTIa KOJU je He CaJIpyKU, KAa0 U 3a pa3/Bajame JIBa JUCjyYHKTHA 3aTBOPEHA
ckyma. Bohenn tume, mahemo Heke kKiracuduKalimje TOMOJIOMKIX IPOCTOPA,
Tako3BaHe akcmoMme (CBOjcTBa) cemapaunmuje.

Hedunnnuja 1.3.11. 3a ronosomku npocrop (X, O) kaxemo 1a je:
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e Ty-mipocTop axko
Ve,y e X30 € O (|0ONn{x,y} =1)

e T -mmpocTOop aKkKo
Ve,ye X (x #y=30€ 0O (x €0 Fy))

e Ts-mpocTop nimm Xay3aopdoB akKo
Ve,ye X (x #y= 301,02 € O (x € O1 Ay € O2 AO1 N0y =10))

e peryjapaH HPOCTOP aKKO
VF ¢ F V:L’EX\F 301,02EO(xEOl/\FCOQ/\OlﬂOQZQ))

e Ts3-mpocTop aKkkKo
perynapaH + T1-mpocTop

e HOpMAaJIaH IIPOCTOP aKKO
VF, Fy € F (F10F2=@:>301,02 cO (Fl CcCO1 NFy,CcOy A
01 N0y = @))

e T -mipocTOp aKkKo
HOpMaJiaH + 77-mmpocTop

¢ KOMIIIETHO-PETyYJIapaH IPOCTOP aKKO
VFEeF Vee X\ F 3f: X —[0,1] (f je nenpexuma A

f(@) =0 fIF] = {1})

° T3%-npoc'rop aKKO
KOMILIETHO-peryaapan + 11-mpocTop.

Tomosomku npocTop je T1-TpocTOp aKKO Cy CBU CHHIVITOHU 3aTBOPEHU
CKYTIOBH.

Tephemwe 1.3.12. Baowcu:
T4:>T3% =T = T = T = Tj.

Hedunnnuja 1.3.13. Tomnomku npocrop (X, O) je

¢ KomMmnakTan akko je Xay3m0p@oB 1 CBAKU OTBOPEHU ITOKPUBAYT CKYTIa
X caapKu KOHaYaH ITOTIIOKPUBAY.

¢ Hu3oBHO KOMIaKTaH aKKO CBaKM HU3 y CKyly X MMa KOHBEPreHTaH
[IOJTHUS.

e IIpedpojuBo KOMITAKTAH aKKO CBAaKH OECKOHAYAH IIPEOPOjUB IOI-
CKYII cKymna X MMa TadKy HArOMIJIABAIbA.

o JIunaesedoB MpPoOCTOp akKoO je T53-IIpoCTOP M aKO CBaKW OTBOPEHH
MOKpUBad mpocTtopa X cajapKu MpedpojuB MOTIOKPUBAY.
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Teopema 1.3.14 (Teopema o noranamy). Hexa je X upoctiop Tuxonosa
weorcune k. Taga ce X wmoorce ymouuwmu y [0, 1]7.

(Bugern [11], Teopema 21. 5), crp. 169.)

Hedunurmja 1.3.15. 3a TomoJ0MKA TPOCTOP KaXkKeMo Ja je Kpajibe He-
MOBE3aH aKO je 3aTBOPEIHE CBAKOT FHETOBOT OTBOPEHOT CKYIIA, TAKODe OTBO-
PEeH CKYII.

Hedununmja 1.3.16. Ckyn HazuBamo F,-cKyIr ako ce OH MoXKe IIpeJIcTa-
BUTH KaO IPEdPOjuBa yHUja 3aTBOPEHUX CKYIIOBA.

Hedunurmja 1.3.17. Ckyn HazuBamo G§-CKYM aKO ¢e OH MOXKe IIPEeJICTa-
BUTHU KaO MPeOPOJUB MPECEK OTBOPEHUX CKYTIOBA.

Hedunurimja 1.3.18. 3a TOMOJIOMKA TPOCTOP KarXKeMo Ja je Da3uYIHO
HEIIOBE3aH aKO je 3aTBOPEIhe CBAKOr HeroBor F, OTBOPEHOr CKyIla, TaKkohe
OTBOPEH CKYIIL.

CBaku Kpajibe HelmoBe3aH TOMOJIONIKA MPOCTOP jeé W OA3WYHO HElOoBEe3aH.
ObpHyTO HE MOpa 1a BaXKH.

Hedunurmja 1.3.19. Kommakran, moTmyHo Henmope3aH Xay3a0pdoB mpo-
crop HasuBaMo CroyHOB mpoctop. Ako je B Bysosa anredpa, oHma mpo-
crop yarpaduiarepa st(B) wasusamo Croynos npocrop Bysose anrebpe B.

Axko je X xommaxrTaH mpoctop, ouga CTOYHOB IIPOCTOP PEryIapHO-OTBOPEHUX
cKymoBa odesexkaBamo ca EX,

EX = st(RO(X)).

[Torro je RO(X) xommuterna Bysosa asredpa, ciaeau na je EX kpajie He-
noBe3aH npoctop. IIpoctop EX kapaxrepurre u cieneha ocoduHa:

EX je jemmHCTBEH Kpajibe HEMOBE3AH IPOCTOP 33 KOjU ITOCTOjU HECBOIJHIUBO
caBpIIeHo npecankaBame T BFX — X,

Y Tom cayyajy npocrop EX HazuBaMo NpOjeKTUBHU IMOKPUBAY IIPOCTOPA
X. OummpHuje o 0BOM 110jMy MoxKe ce ponahin y [20].

Jorrt jeman mojaM Koju je y Be3u ca KOMIAKTHOIINY, & O BEJIMKOT je 3Hadaja
3a TEKCT, jecTe KOMUGKTUPUKAIUUIQ.

Hedunurmja 1.3.20. Axo je Y xommaxran npocrop u ¢ : X — Y xXomeo-
Mopduo noraname X y Y takso ga je ¢[X] =Y, ouna nap (Y, ¢) Hazusamo
KoMIakTuduKaimja mpocropa X.

Ca C(X) osnauaBamo damMuanjy cBux KoMmnakrudukamja Ha X.
Axo npocTop X MozKe J1a ce TOTONM y KOMIAKTaH IPocTop Y, Tj. ako mo-
croju xomeomopduzam f : X — M ua nornpocrop M = f[X] npocropa Y,
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IlorsaBibe 1. ¥YBog

taga je nap (f[X],if), rae je i noraname ckyna M y M, komnaktudukay-
ja mpoctopa X . Kako cBaku ITpoCcTOp KOju MOXKe J1a Ce TTOTOITH Y KOMITAKTaH
IIPOCTOP MMa KOMIAKTU(UKAIN]Y, MOTY Ce IOKa3aTh HeKa TBphema Koja
HABOJINMO.

_ _ _ . _ 1
Tspheme 1.3.21. Touorowru tpoctiop X je upoctiop Tuwonosa(135) axxo
ce Mootce TOWOTUU Y HEKU KOMUAKTUAH TPOCTLOP.

Tephemwe 1.3.22. Csaxu upociiop Tuxornosa uma xomuaximugurayujy (Y, c)
wako ga je w(Y) = w(X).

YV wmacraBky, noa kommnakTudukanujom X HeheMo cMaTpard caMo Iap
(Y, ¢), Beh Takohe u KommakTaH nmpoctop Y y Koju ce X MOXKe IpecIuKaTh
Kao ryct npocrop. Kommakrudukanujy npocropa hemo odudno odesekaBa-
1 cumoosmma cX, ¢; X, aX uTHa. rme cy ¢, ¢; U ¢ CHMOOJIH 38 XOMEOMOPQHO
notarrarbe X y oarosapajyhy kommaktudukamnmjy. Crora, Kaja KOMITAKTH-
dukaImjy mocMaTpamMo Kao IpocTop, yBeK hemo 3uaTu Koje je XoMeoMopdHO
noTarame kopuiitheno. Ha mpumep, 3a kommaktudukanujy ¢X mpocropa X
MMaMO:

c: X — cX;
¢ [x: X — ¢[X] je xomeomopduszam;

c[X] =eX.

Axo je ¢X komnakTudukanmja KoMmakTHOr npocropa X, oHja je c[X]| =
X u ¢ je xomeomopduzam. Omarie, 3a cBake jaBe KomnakTuduxamnuje c1 X u
o X KoMImakTHOT ripoctopa X, npeciaukaBame f : c1 X — co X je xomeoMmop-
dmsam u f(c1(z)) = ca(x) 3a cBako € X. YBomumo cienehy nedununyjy.

Hedunniuja 1.3.23. ExBuBajIeHTHOCT JiB€ KOMIAKTU(PUKAINAJE C] U C
npocropa X moapasyMmeBa ja udMmehy ¢ X u co X 1mocToju xomeoMopduzam
f:c1X — X Takas ga je focy = co.

Jaxe, duimo Koje JBe KOMIAKTU(UKAIMje KOMIIAKTHOT IIPOCTOPA Cy €KBU-
BaJienTHe. CienujasiHo, OUIo Koja KOMIAKTU(UKAIN]a KOMIAKTHOL IIPOCTO-
pa X je ekBuBasienTHa KoMmakTudukanuju (X, idx ), Kojy naentudukyjemo
ca caMUM TTPOCTOPOM X .

Jlako ce MOXKe yTBPAUTHU Jia je eKBUBaJIEHIMja KOMIAKTUDUKAIITja Pesia-
II1ja eKBUBAJICHIIT]E.

Yecro hemo maeHTH(MUKOBATH €BKUBAJEHTHE KOMIAKTH(MUKAIIjE - OMUJIO
KOja KJIaca €eKBUBAJIEHTHUX KOMIIaKTUUKaIja he ce cMarpaT Kao 1moje/u-
HaYHA KOMIAKTU(MUKAII]ja, OJHOCHO, KA0 IIPOU3BOJbHA, KOMIIAKTUMUKAII]A
Yy OBOj KJIaCH €KBUBAJICHITH]E.

Cana hemo nedunucaru pesanujy noperka (ypebheme) na davummju C(X).
Kaxemo ma je coX < ¢ X ako mocroju HEIPEeKWHO IpeciauKaBame f :
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1.3. Yex-CroyH KOMIAKTUDUKAIIjA

c1X — cox Tako ja je foc; = co. HApyrum peunma, HejemHakocT co X < 1 X
3HA4M Jia ce ¢1 X MOXKe JIa ce PECJUKATH Ha co X Ha Taj) HAUYWH Ja Ce CBaKa
TavuKa MpocTopa X , MOCMATPAHOT Ka0 MOTIPOCTOP U 01 ¢1 X U 01 ca X , CJIUKA
Ha camy cebe. Pemamuja ” <7 je penamuja noperka na davuanju C(X).

Tephewe 1.3.24. Komuarwugpurayuje c1 X u coX apoctiopa X cy exsu-
sasenttite axko je c1 X < coX u o X < c1 X.

Vpehemwe "< 7y damMmiinju CBUX KOMIAKTHMUKAIN]Aa HEKOT MIPOCTOPA
nedunncao je Jlyoen.

Hedunurimja 1.3.25. Heka je ¢X xkommakTudukaiuja mpocropa X. Ckym
c¢X \ c[X], onnocuo, ckyn Tavaka y Kojuma ce ¢X pasiukyje ox c[X| HasuBa
ce ocTaTak KoMImakTtudukamnuje cX.

Hexke xace mpocropa TuxoHnoBa MOTY ce KapaKTepUCATH OCOOMHAMA, OCTAT-
ka koMmraktudukanuja. Caja jajeMo TakBy KapakKTepHu3alujy 3a JIOKAJHO
KOMIIAKTHE IIPOCTOPE.

Tephemwe 1.3.26. 3a ceaxu upoctop Tuxornosa X caegehu ycarosu cy exsu-
BANEHTHU:

o [lpoctiop X je n0KaAHO KOMTUAKTLAN.

e 3a ceary womuakmugpurayujy cX upocwmopa X, ocmawmak cX \ c[X] je
satmeoper y cX.

o [loctuoju xomuaxwupurauyuje cX upoctwiopa X, WaK6a ga je oChATUaK
cX \ c[X] sameopen y cX.

Cuaeneha Teopema mpescrasba BaxkHy ocoduny damuinje C(X) cBux KoMm-
rmakTudukaimja mpocropa X .

Teopema 1.3.27. Csaxa netupasna wowgpamunuja Cy C C(X) uma najma-
e Topree olparusere (Y crkaagy ca ypeherwem gedunucanum ma damuiugu

C(X)).

IMocnenuna 1.3.28. 3a csaxu apocwiop Tuxonosa X, y gamuauju C(X)
woctwoju Hajeehiu eaementt (y cxaagy ca ypeherem gePurucarum Ha Woj
Pamuruju).

Hedunnnuja 1.3.29. Hajsehu enement y C(X) nasusa ce Hex-CroyHoBa
KoMnakTudukaimja npocropa X WIH MaKCUMAaJIHA KOMIAKTADUKAIT]A
npocropa X u osHadasa ce ca 3X.

Ilocrojame najsehe xommaktudukanuje jorr 1937. rogwHe cy yTBpIWIN
Yex u Croyn. Ilpeu ox nBa ayropa neduHHCAO je MAKCUMAJIHY KOMITAKTHU-
dukanyjy, a 1a/bu pa3Boj Te uieje mojaBibyje ce n y TuXOHOB/HEBUM CIIUCUMA
u3 1930. rogune. Tagammu HUXOBU PaJIOBH, 3ajeaHo ca pagoBuma CToyHa
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n3 1948. ronune, cagp:ke PpyHIAMEHTAJIHE PE3YJITaTe O KOMIIAKTU(PUKAIIAU
6X.

Panu nojeanocrapiberma hemo mpoctop X MOUCTOBETUTH €A HOTIIPOCTOPOM
c[X] duno koje komnakTudukanuje ¢X ox X, oxHOCHO, TpeTHocTaBuheMo
nma je X nmorupocTtop duso Koje komnakTudukanuje cX . IlpecinkaBame mpo-
cropa X y xommakTuduxamujy cX o3uHadaBahemo ca c. M3jennauaBame
(nnentuduramuja) X u ¢X omoryhasa Ham Ja JMUCKyTYjeMO O MPOIIApPe-
by IPeCcInKaBama u3 mpocropa X Ha IeroBe KOMIIAKTHMUKAIIT]e.

Teopema 1.3.30. Csaxo neuperxugro tpecaurasare f : X — K xomusetHo-
petyaaprot Xayagopgosor upoctiops X Ha rxomUax@aHn upocwop K mo-
olce ce UPOWUPUTIY HG JeGUHCTHBEH HAYUH O HETPEKUGHOT TPECAUKABATHA
Bf:BX — K.

Axo ce c8aKx0 HETUPEKUGHO TPECAUKABAIE KOMUACTLHO-PETYAapHOT Xay3gop-
Posor upoctwiops X Y KOMUAGKWAH TPOCTLOP MONCE HEUPEKUGHO TPOULUPU-
Wy ne Kombaxmupurauujy aX og X, onga je aX exeusaseniina Hex-
Cioyno60j Komuaxmupurayuju apoctuiopa X .

IIpecnukaBame [ f momenyTo y ropmoj Teopemn HasnBamo CTOyHOBA eK-
crensuja dynkiuje f. Yecro ce HanoMumbe J1a je 0COOMHA MPOIUPEHa jacHA
3a jeJIHy KJacy MpoCTopa - mpocTop fw, momTo je To CTOYHOB IIPOCTOP
Ha ckyny P(w). Mehyrum, 3a npocrope X, npu yemy je X npousBoJ/bHO, Ta
ocobMHa HEje Dalll TaKO OYUIJIe HA, JeJI0M 300r Tora mro To Huje CTOyHOB
upoctop Bysose anredpe.

Xay310pdoBu IPOCTOPH KOjU MMAjy 0a3y CACTABJ/bEHY OJT OTBOPEHO-3aTBOP-
eHNX CKYyIIOBa HA3WBAjy ce HyJsa-AuMeH3moHajnu. M3 pazsora mojemmnocra-
BJbE€IbA, mocMarpahieMo yriiaBHOM jaKo HYJIa-JAWMEH3MOHAJIHE IIPOCTOPE.
To cy onu npocropu X 3a koje je SX HyIa-JUMEH3UOHAJHU [IPOCTOP, UJIH
eKBHUBAJIEHTHO, OHM mpocTopu X 3a koje je X wmcroBerHO ca CTOYHOBUM
npocropoM Bysose asnredpe B(X) koja ce cactoju o CBHX OTBOPEHO-
3aTBOPEHUX IOJICKyIoBa mpocTtopa X. Ilpumerumo jorr jga je y ToM ciy-
1qajy moctojabe CroyHoBe ekcrensmje Sf 0 K0Ojoj cMO M3HA AUCKYTOBAJN
HECIIOPHO, NOMTO ersucrenrmja f uMiummnupa jga B(K) moxe na ce yronu

y B(X).

[Iperxonmo nasesena reopema (1.3.30) maje maM unTaB Hu3 HOCaeauIA. Y
HACTABKY, 32 CBE TOIIOJIONIKE IIPOCTOPE KOje PasMaTpaMoO IPeTIOCTABUIeMO
J1a Cy KOMILIETHO-Pery/IapHu U Xay3apodoBu.

Hedunurnmja 1.3.31. Kaxemo ja cy A u B moTnyHo pa3aBojeHU mO/I-
CKYMIOBH Y TOIOJIOIIKOM IIPOCTOPY X AKO ITOCTOjU HENpPeKuIHa (DyHKIja

f:X —[0,1] raksa na je f[A] = {0} u f[B] = {1}.

Ilocaenuma 1.3.32. Ceaxu uap GoWUYHO Padgeojenux Gogekyuosa Tuxo-
HOBWHEBOT UPOCTOPa X uMa GUCJYHKTIHA 3aTeapatsa y BX .
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Ilocaenuma 1.3.33. Csaku uap GuCjyHKGHUT 3GMEOPERUL UOJCKYTOBA
HOPMAAHOT Tpoctiopa X uma qucjynkiling 3ateaparea y BX .

ITocaenuna 1.3.34. 3a ceaku otweopeno-3attisopen Gogekyt A Turonosme-
607 upocwiopa X 3atweaparee A og A y fX je owsopero u 3amw60peHO.

Heka cy X u Y Tuxonosmesu npocropu, a cX u ¢'Y xomnakrudukammje
on X u Y pecrnekTuBHO, n HeKa je f : X — Y HeNpeKuaHO mpecinKaBaibe.
Ako nocroju menpekuaHo npeciaukasame F i cX — 'Y takso ga je F(z) =
f(x) 3a x € X, onga kaxemo ga ce X MOxkKe HENPEKHUJHO MPOIIUPUTH HA
komnakTudukanuje cX u Y, a F HasupaMo mpoluupeme ol [ IIPeKo
cX m Y. Opa momudukanuja mojMa IpoHIMpera JOMyIITa jeJHOCTABHY
dopmynamnmujy cienehe Baxkue ocodune Yex-CToyHOBE KOMIAKTH(DUKATIH]E.

Tephemwe 1.3.35. 3a csaky xomtaxwudurayujy Y Turonosmesor upo-
cwmopa Y u cearxo ueupexugho upecauxasare f : X — Y Tuxonosmesor
apoctwopa X y apoctwop Y , GocWoju Heuperugho upowupere F: B X — aY .

Tephewe 1.3.36. Axo wowapoctiop M Turonosmesor tpoctiopa X uma
ocobuny ga ce ceaka weupexugha gynryuja [ M — I moorce Heupexugro
apowupuitiu nag X , onga je saieaparse M og M y BX womuaxtiudurayuja
og M exsusasentina ca BM. Axo je M wew y X, onga je X = M.

ITocneauna 1.3.37. 3a ceaxu Turonosmes upoctiop X u upoctiop T wa-
xag ga je X CT C X umamo ga je BT = pX.

[Ipobiemu Bezanm 3a Yex-CroyHoBy KOMIaKTHbUKANM]Yy Cy Mehy HajuH-
TepeCaHTHUJUM POOJIEMUMa, OIIITe Torojoruje. Heku o muUx, HApPOIUTO
pobJiemMn Be3aHu 338 Jex-CTOYHOBY KOIMMAKTU(MUKAIA]Y JUCKPETHUX IIPO-
cTOpa, BeoMa Cy OJIMCKH Teopuju cKyroBa. Komnakrudukaruja X Moxe ce
OJIPeINTH Ha BUIIIE HAYMHA U UMa, JOCTa UHTEPECAHTHUX OCOOUHA KOje MOTY
OWTH MpUMEhEHE 33 KOHCTPYKIINA]Yy MHOTUX 3aHUMJbUBUX IIPUMEpa, KA0 U 3a
JOKa3UBalbe HEKUX TEOPEMA.

VY nacrtapky npoydaBamo Uex-CToyHOBe KOMIIAKTU(DUKAIN]E JUCKPETHUX
IPOCTOPa, MPBEHCTBEHO KOMMIAKTU(MUKAIM]Y [Sw, MPU d9eMy je w MPOCTOp
TO3UTHUBHUX TEJINX OPOjeBa ca JUCKPETHOM TOIIOJIOTHjOM.

Y ToMm cayuajy je, 3a cBaky maty GyHKIHjy f:w — w, CToyHOBa €KCTeH-
suja Bf : fw — Bw gedunucana ca f(r) = {A € P(w): f~1[A4] € X}. Jlako
ce yodaBa Ja je

Bf(p) =q axko (VP €p)f[P]€q akxo (VQ € q)f'[Q] € p.
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IlorsgaBibe 2

IIpocTopu fw n fw \ w y3
npernoctaBky jda Baxxku CH

Y 0BOM 01e/bKy TIocMaTpaleMo Kako ce moHamajy npoctopu Sw u fw \ w
y3 mpernocTaBKy ja Baxku CH.

Ha ducmo morym ga 3ahemo ayds/be y MaTepujy Koja je Tema OBOT pa-
J1a, HEOIXOHO je yBecTu ojpehene mojMore Koju he Ham Outm o1 3HAUYAja
Kao aJlaTH 3a JaJbu paJ, ca Pw.

Wnean xkoHaYHUX IOACKYIIOBa O w odesexkaBahemo ca fin, g0k he ce
oz, o3aakoM P(w)/ fin noppasymesaru Bysosa anrebpa Kojy qobujamo Ha
ckynom P(w). IIpu Tome hemo 3a ckynose A, B € P(w) pehu ja cy ekBu-
BasieHTHN akko AAB € fin. (AAB = (A\ B)U (B\ 4))

Kao mro je Beh mamomenyTo Sw 3armpaBo mnpejictaB/ba CTOYHOB IPOCTOP
Hag ckynoM P(w). Hakie, fw = st(P(w)). Tauxe mpocropa fw mory ce
TOMCTOBETUTH Ca YATPpaUITEPUMA CKYTIa w. PasinKyjemMo jiBa THIIA yATPa-
dunrepa: ryiaBHe yaTpaduiiTepe u HerjiaBHe yiarpadwuarepe. [lpsu
KOPECIIOHIUPajy C€a TadkaMa IIPOCTOpa w, a JPYyTH ca Tadkama MpoCcTopa

Pw \ w.

e 3a n < w, wieHrudukyjemMo n ca TadkoM npocropa (yiarpaduirepom)
CBUX CKYIIOBa KOJU ra cajipxke, omHocHO, ca {A € P(w) : n € A} €

st(P(w)).
Haxiie, Tauke nmpocropa [fw \w HA3MBAMO HETVIABHU yATpadUITEPH.
Mozke ce mokazaTu u Ja je Taj npoctop xomeoMopdan ca CTOyHOBUM

upocropom Ha P(w)/ fin:
Pw \ w = st(P(w)/fin)
e 3a A C w yBOAMMO CKyTI

A*={r e pw\w: A€ x}
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A={zr€pw:Acx}

Jacuo je na je xkonexknmja {A* : A € P(w)} 6aza npocropa fw \ w u jga
je xonekmmja {A : A € P(w)} basa npocropa Sw. Takobhe ce Bumu na
je, 3ampaso, fw \ w = w*.

[IpocTop w* MpUByKao je 0CTa MaXKIbe MOCTEIBUX TeKaIa 1 MHTEPECAHTaH
je 3a u3yJaBame.

Jlema 2.0.1. a) AxojeV C w beckonauan ckyi, onga je V. zomeomopdro
ca Bw.

6) Axo cy VW C w beckonaunu ckytosu, onga je VN W* = 0 axxo
Vnw|<w.

Hedbunurnmja 2.0.2. Tauky z npocropa X nHasuBamo II-tauka ako je
IIpeceK IPedpPojuBO MHOI'O OKOJIMHA Ta4vKe T TakKohe OKOJIMHA TadKe .

3a npoctop X, ca X* hemo o3HayaBaTu ocTaTakK KOMNaKTUdUKaIIje
X\ X.

Hedunuinja 2.0.3. Heka je U C X orBopen ckyn. Tama medwurumemo
Ex(U) ckyna U
Ex(U) = BX \clgx (X \U).

Mozkemo 3amasutn jga je Ex(U) orBopeH cKyml, W Jia BaxKu peJialja
Ex(U)NX = U. Konekija {Exz(U) : U C X je orBopen} je 6aza To-
nojioruje HaJi mpocropom [SX.

Hedbununmja 2.0.4. Heka je U C X orBopen ckym. Tamga jgeduHUIIIEMO

ckyn U’ cxkyma U
U’ = Ex(U) N X*

Jlema 2.0.5. Hexa je X wnopmanaan Gpoctop, a Y C X 3sawmeopen y X.
Taga sasicu clgxY = BY.
V @om cayvajy easrcu u caegeha jegraroct

daxY \Y =Y*.

Hedunnunuja 2.0.6. Heka je (A4, <4) napuujasnno ypeheme. 3a ckyn X C
A KazkeMo Jia je aHTUJIAHALL aKO Cy CBaKa JIBa PA3/IMUNTa eJIeMEeHTa CKYyIIa
X meymopeanBa, OHOCHO 3a CBAKO T,y n3 X He BaXKU HU & < 4 ¢, HU Y <4 .

Anrunanan X je MaKcMMaJIaH ako He ITOCTOjU aHTUJIAHAIL Y Takas I je

XCY,X#Y.

Hedunuimja 2.0.7. Aarmwranan X je jak aHTH/IaHAIL aKO HUKOja JIBA
esleMenTa 3 X HeMajy 3ajeJHUYKO J0e OrpaHmdene y X:

Ve,ye X)(z#y=-(Fz€ X)(z<zANz<y)).
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2.1. Kapaxkrepusanuja Bymnose anredpe P(w)/ fin

Hedunuiuja 2.0.8. [Taprujaamno ypehen ckyn X 3a710B0/baBa yCJIOB IIpe-
S6pojuBor sanna u jom kaxemo ,X je ccc” (eng. Countable chain conditi-
on) ako je CBakW jak aHTHJIAHAI] cKyna X npebpojus.

Hedunurimja 2.0.9. Heka je f : X — [ HenpekwHO TIpECIUKABAIHE.
Hyma-ckyn npocropa X je 6mio xoju ckym odmmka f~[{0}]. Kommaement
HyJIa-CKyIla Ha3WBaMO KOHYJIa-CKYTI.

2.1 Kapaxkrepuzamuja BysoBe asredpe P(w)/ fin

Hexka je B Bynosa anredpa, u veka cy F,G C B. Pehu hemo n1a F < G ako
za cee F' € [F]<¥, G' € [G]<¥ Baxu V F' < NG’

Hedunuimja 2.1.1. Heka je B Byrnosa anredpa. Kaxemo ma B 3agoBo-
masa ycios Hy, axo 3a cee F € [B\ {1}]=¥, u ce G € [B\ {0}]=* Takse
na je F' < G, mocroju eement = € BB rakas na Baxu F < {z} < G.

JIema 2.1.2. Byaosa aatebpa P(w)/ fin 3agosomasa ycaos Hy,.

JoKA3: Jloka3 moummemo mmokazyjyhu ciremehe momohuo tBpheme:

Cras: ,Axo A € [P(w)/fin]=¥ u {0} < A, onga Gocmoju y € P(w)/fin
waxeo ga je {0} < {y} < A.”

Bamcra, osnaunMo A Kao Hu3 {a, : n < w}, u oznaunmo ca C, € [w]*
IIpeJICTaBHUKA eJIeMeHTa G, 3a CBe N < W.

Bupamo unykimjom Tadke y,, 3a cBe n < w, TaKBE JIa

yn € [ Ci\{y0, 91, Yn-1}-

0<i<n

Osnaj npecek je curypso Henpasan. 3amro? Kaxko je {0} < A, cienu na je
3a cBaku Konauan mojckyn X ckyma A wucnymeno {0} < AX. To 3uaum
na hie mpecek KOHAYMHO MHOTO TIPEJICTABHUKA, eJleMeHaTa CKymna A yBek Outu
beckonadan, oguocuo, {0} < inf (| C; y P(w)/fin. daxne, upecek C; 3a
0<i<

0 < i < n je BeckoHAdAH, Ia Kaja N3OAIMMO KOHAMHO MHOTO H3aDpAHHX
Tavaka y;, 3a 0 < ¢ < n, MOpa ocTaTu dapeM HEKa TavKa Yy TOM ITPECEKY.

OsnaumMo ckym TakBux Tadaka ca Y = {y, : n < w}, U HeKa je y eJeMeHT
ckyma P(w)/ fin, Koju Kopectiorupa ca Y. 3amnpaso, y je Kjaca eKBUBAJIEH-
mje u3 P(w)/ fin, auju je jeqan npejcraBHuK Y .

Tpeda jom nokasaru ga je {0} < {y} u {y} < A.

Ilomrro y Y mma deckonadno mel)ycoOHO pa3inmyduTux Tadaka, OH1a he cu-
rypuo ouru {0} < {y}.

CkynoBu Cp, n < w, Cy NPEJCTABHUIA €JIEMEHATa Up,N < W, U3 KOJUX
ce cacroju ckyn A. 3a mpousBosbHHX KoHa4HO MHOrO Ci,,...,C,, IpeMa
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[Morsassbe 2. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja Baxku CH

koucrpykmuju 3HaMo 12 je Y \ (Cpy N .. N Crp) € {Y0, - Ymax{ni,.ne} ) -
ITocmarpanu ckyn Y je TakaB Ja je 3a CBaKO Ny < W CaMO KOHAYHO MHOIO
tagaka u3 Y wHujey Cp, . Hakmre, Y C Cp, N...N Cy,, Kao MTO je U Tpedasio
MTOKA3aTH.

Mozxemo 3axsbyunta ga {y} < A.

Opnnocuo, {0} < {y} < A.

Caga ce Bpahamo m0Kagy jeme.

Nzabepumo F,G € [P(w)/fin]=%, Takse na 1 ¢ F, 0 ¢ G u F < G.

Axko VF mwim AG miocToje, OHJIa JIAaKO JT0JIa3UMO J0 TPasKeHOr &, Kopucrehn
nmomMohiHO TBpheme Koje CMO yIpaBO MOKA3ad. 3aTO MPETIOCTABAMO J1a TO
HUje CIydaj.

Yeomgumo cieneha asa vuza: F' = {f, :n <w} u G ={g, :n <w}. Tocy
HU30BU YUjU Cy €JIEMEHTH TAYHO eJiIeMeHTH cKyroBa F u G.

Bes ymamema onmTocTi, MOKEMO TPETIOCTABUTH o BaxKu ciaenehn mope-
JlaK:
fo< fi<fo<..mgo>g1>g2>..

Ba cBako n < w m3abepumMo Heke npejcraBHuke Ay, B, € [w]|* Husza f,,
OJIHOCHO G,
NMunyknujom no k < w, dupamo Tavuky dp < w, TAKO Ja BaXKH

dee () B\ (U Aiu{do,...,dx—1})

0<i<k 0<i<k
7 03HaIUMO ca D CKym cBUX TakBux dy, k < w,
D = {dy : k < w}.
Honarno, nebunnmemo u ckyn A’ = |J (Ax N N Bi).
k<w 0<i<k

Crasumo u C = A’ U D. Taga hie 6urn u C € [w]“, u jour:

(1) ako n < w, onya |A, \ C| < w,

(2) ako m < w, orza |C'\ Bp| < w.

Hexka je jorr u x eement ckyna P(w)/ fin, koju kopecriongupa ca C'. JIako ce
youasa yia u3 (1) u (2) caenu ono mro je u rpebaso nokazaru, F < {x} < G,
Ha NCTH HAYMH Kao y JOKa3y IMOMONHOr TBphema. O

Hedununuja 2.1.3. Heka je B Bynosa anredbpa. Kaxkemo na B 3amoBo-
spaBa ycioB R, ako 3a cse menpasue F € [B\ {1}]=%, G € [B\ {0}]=,
H € [B]=¥ Taxse na je

(1) F <G,
(2) (VF € [F]<¥) (VG € [G]<¥) (Yh € H)((h £ VF) A (AG £ h))
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2.1. Kapaxkrepusanuja Bymnose anredpe P(w)/ fin

[IOCTOjU €JIEeMEHT T € B TakaB Jia BaxKu
(3) F <{z} <G,
(4) Vhe H)((hLx N (z £ h)).

Jean o1 TyIaBHEX pas3Jiora KOju HaM OJIaKIIaBa PaJ| ca IPOCTOPOM w™, 1O
npetmoctaBkoM sia Baxku CH, jecte mema Kojy HABOIMMO y HACTABKY.

Jlema 2.1.4. Axo Byaosa aniebpa B 3agosomasa ycaos H,,, onga B 3ago6o-
pa6a U Yycaos R, .

JToKA3: Heka cy F € [B\ {1}]=%, G € [B\ {0}]=¥, H € [B]=¥ taxsu 1a
3a10B0/baBajy ycsose (1) u (2) uz nperxozne pedununyje.

Yeomumo cienehe mmsose: F' = {f, :n < w}, G = {gp : n < w} n
H = {h, : n < w}. 3a ceaxo h € H u 3a cBaku KoHauaH ckyn F € [F]<¢
mvamo ga je (VE) A h # 0.

Cagna hemo na ckynose {0} u {f’: f € F} U {h,} upumenuru Cras koju
cMo TIokasaan y okBupy Jleme 2.1.2, 3a cBe n < w, W HOCJEAMIHO heMoO

nodutu na nocroju enement dy, € B\ {0}, 3a cBe n < w, Takas ma
(1) dp<hyu (Vf €F)fAdp=0sdy < ).
Ha cimvan mauns moxemo nponahu e, € B\ {0}, 3a cee n < w, Takas ja
(2) {en} <G u e, ANhy, =0.

AKo T0BOJBHO TTAXKIBUBO 0j1abepeMo d, U €, MOYKEMO HAMECTHUTH Ja BasKN
en Ndm =0, 3a cBe n,m < w. Cama hemo 3a cBe N < w geduHUCATH jOIT U

}n:fn\/en u []n:gn/\d;@.

ITpumernmo ga 3a cBe n,m < w umamo 1a vV fi < A gj.
0<i<n 0<j<m
Ocnamajyhu ce na H,,, Moxxemo mponahu ejremenT x € 3 TakaB /1a 3a CBe
n,m < w
V <x< A g;.
ogignfZ -7 = ogjgmgj

Jlako ce mpoBepaBa Jia je 0BO x OaIll OHO KOje CMO TPaKUJIH. O
IMocnenuna 2.1.5. Byaosa anriedpa P(w)/ fin 3agosomasa ycaos R,.

Cajta 1071a3UMO JI0 TJIABHOT pPe3yJITaTa OBe CEKIIhje.

Heka je B Bynosa asrebpa, u neka je A C B. Taga ((A)) C B o3na-
yaBa mogaJiredpy Bysose anredpe B, renepucany ckymom A.

Teopema 2.1.6. Axo je B Byaosa astedpa kapgurasHoCTiu HAjeuwe ¢ Koja
3agosomasa ycaoe Hy,, onga je B usomoppro ca P(w)/ fin.
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JloKA3: Heka cy B u £ Byrose airedpe koje 3a0BosbaBajy ycios H,,, Ta-
kBe 1a |B|,|€] < ¢. Ocnamajyhu ce na CH, moxxemo B 3anmcatn Kao Hu3
{bo : @ < w1} u & Kao Hu3 {ey : @ < wy}. OBue mu je CH SurHa jep, Ge3
CH, ne ducmo ca curypHOIIy 3HAJIHA KOje Cy JIy>KUHE HU30BH.

Bes rydutka ommroctu, npernoctaBumo fa je eg = 0 u by = 0. Tpancdu-
HUTHOM WHIYKIIHjOM, 33 « < w1, KOHCTpyncaheMo mpedpojuse momaaredope
By, C Bué&, C& uusomopduszam o, : By — &4, Tako 11a

(1) by € By m ey € &y,
(2) axo je B < o, onma Bg C By, £ C €4 1 04 1B,=0g.

Hexka je By = {0,1}, & = {0,1} u meka o¢ : By — &y, aedunnucano na
yoOnvajeH HaduH.

[Tpernocrasumo na cy Bg, g u og nedbunucann 3a cse f < a < wi 1 Ja
3a/10BOJbaBajy HaseseHe yciose (1) u (2).

Hakie, y3uMaMm jeJlaH 1O jelaH ejaeMeHaT HU30Ba {by : a < wi} u {eq :
a < W1} ¥ OPaBUM Jlajby KOHCTPYKIM]Y ¥ 3aBHCHOCTH O] TOTa TJie MU Ce TH
YIAHOBU HU30Ba HAJIa3€ y OJHOCY Ha IOJATedpe M3TEHEPUCAHE CBAKUM O]
IbHX.

Konkperno, ako b, € | Bg n e € |J &g, onna medunmumemo cTpykrype
[B<a

B<a
Bo= UBg, Ea= UEsumo,= U 0.
B<a B<a B<a
Ako To Huje cirydaj, OHJla IIPETIIOCTABUMO J1a, Ha npuMmep, by ¢ |J Bg = F.
B<a
Heka je 0 = |J 0. O3naunmo game naprunumje davmamje F na crexehn
B<
HAYUH: “

foZ{f€ftf<ba}, flz{f€f:5a<f}, .FQZ.F\(]:oU.Fl).

Y Fo he vm Outu cBu onm enementn u3 |J Bg Koju cy Kmaca ncnosn by. Y
<«
JF1 he Mu OuTH CBUM OHU €JIEMEHTU U3 UﬂBﬁ KOjU Cy KJjaca m3Hal by. Y Fo
<o
he Outu OHHU MpeocTan eJIEMEHTH U3 ﬁU Bg xoju aucy uu 'y Fo, nu 'y Fi.
<«

Kaxko je o0 mzomopduszam - guysa HoﬂpenaK, a no Jlemn 2.1.4 Bynosa aj-
rebpa &£ 3a510BoJbaBa U yCJIOB R,,, OHIA MOCTOju ejieMeHT € € £ TakaB Jia
je o[Fo] < {e}, {e} < o[Fi], u 3a cBe é € o[Fz] Baxknhe na oHnm Hu-
cy ynopeausu ca e, 1j. € £ eune £ é. Axo cama craBumo o(by) = e u
o(bl)) = €, onna npecsmkaBame o MOXKe Jla ce MPOIIUPHU J10 n30Mopbhu3Ma
& ((FU{bal)) = ((olF] U{ed)).

Ako eq ¢ ((o[F] U {e})), onga nonaspamMo 11eo MOCTYIAK KOJH CMO M3HA/T
HABEJIM, C TUM IOTO yMECTO 0 KOPHCTUMO 0 !, W TPasKuMO OPUIHHAJ W3
mogasiredpu o1 B koju he ce caukaT y e, jep MOpaMo HAMECTUTH J1a HAM O
Oyze nzomopdusam, 0JIHOCHO OUjEKIHja, CAMUM TUM U ,HA’ IPECIUKABAE.

Tume cMmo KoHCTpyHcann mogaiaredpe By U £, KA0 U AIIPOKCUMAIH]Y HU30-
Mopduzma uzmehy B u &.
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2.2. Tomouiomka kapakrepusanuja BA P(w)/ fin

Iaxkie, 3ak/byayjemo ja cy bysose anredbpe B u £ melycobno nzomopdHe.
[To Tlocaemumu 2.1.5, To 3Ha4u na cy ode Bynose anredpe B u £ nzomopdne
u ca P(w)/fin. O

Hamnomena 2.1.7. Ilpumerumo na he caka Bysmosa anredpa koja 3a10Bo-
JpaBa yciaoB H,, mMaTn KapAWHATIHOCT HajMambe C.

2.2 Tomosiomka kapakrepusanuja BA P(w)/fin

Y 0B0j cekiuju hemo jlaTu TOIMOJIOIIKU MIPEBOJ, OCHOBHUX PE3YJITATa KOjU
ce osiHOCE Ha Kapakrepusanujy Bysose anredpe P(w)/ fin.

Hedunurimja 2.2.1. Heka je X mnpocrop. Iloackym A C X HasuBa ce
C*-yTOoIbeH CKYII IpocTopa X ako BaxKM Ja CBAKO HEIPEKUIHO IIPEC/Id-
kaBamwe [ : A — [0, 1] MoxKe 112 ce IPOIUPH JI0 HEIPEKUIHOT [IPECINKABAA
f:X —=10,1].

Hedbunuiuja 2.2.2. Ilpocrop X masusa ce F-mpocTop ako je cBaxwm
KOHyJ1a-cKyIl ipoctopa X yjeano u C*-yToiubeH cKyn mpocropa X .

Hedbunnnnuja 2.2.3. Heka je (X, Ox) ronosomku mnpocrop. Kaxkemo na
X 3aJ10BOJbaBa YCJOB HNpedpojuBor JiaHHa - ,X je ccc”’, ako je cBaka KO-
JIEKITMja JUCJYHKTHUX OTBOPEHUX HEIPA3HUX IOJCKYIIOBa IIpocTopa X Iipe-
Opojuba.

Jlema Koja ciein y HACTaBKY CyMHUpa HEKe pejieBaHTHE uHOpMAaIuje y
Be3u ca F'-mpocropuMa.

JIema 2.2.4. (a) X je F-upoctuop axxo SX F-upoctiop.

(b) Hopmanar upoctiop X je F-upociop axko ceaka ¢6a gucjynklina
owmsopena Fy-togekyua upoctiopa X UMy GuCiyHKIHG 3GUE0PeHa,
y X.

(c) Csaxu basuuro netiosesan upocimiop je F-upoctmiop.

(d) Cesaxu satmeoper Gotwupocitiop Hopmaarol F-tpoctiopa je, warohe, F-
UPOCOP.

(e) Axo F-upoctiop X 3ago6omasa ycaos Upedpojucot Aanya, onga je Taj
UPOCTLOP KPAJre HeUOBE3AN.

JIOoKA3: (a) Bamasmmo gumsenuity ja je ckyn X 3anpaBo C*-yTOIIbEH CKYIT
npocropa SX, mro Ham rapauaryje Tepheme 1.3.35.
Kpenumo ox Tora ma je X F-upocrtop. To 3Haum ma je cBaku KOHYJ/Ia-
ckyn npocropa X wmcroBpemeno u C*-yromspen ckyn y X. Crhenu sa
CBAKO TIPECINKaBarbe f Koje CIMKa HEeKH OJ] THX KOHYJIA-CKYTIOBA Y WH-
repsas [0, 1] Moxke Ja ce mpommpu 10 IpeciuKaBama Koje fie dnran
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[Morsassbe 2. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja Baxku CH

(b),

upocrop X caukaru y uarepsad [0, 1].

He mopa myxHO j1a Baxku Jia je CBaKé KOHYJIa-CKyI mpocropa (X
yjesnno u nogckyn rpocropa X. ITocmarpajMo Takas cirydaj. ¥Y3MHUMO
HekH KoHyJa-ckyn A npocropa X 3a xoju Baxum A € X. To name
UMILIAIIPA Jia IOCTOju npecinkasambe ¢ : fX — [0,1], 3a Koje Baxkn
g 1[{0}] = BX \ A. axse, mocToju mpeciuKaBame ¢ Koje CIHKa Y
{0} cBe enemente npocTropa fw, OCUM OHUX KOjU HMPHUNAIA]y CKyIy A.
AN X bduhe konyna-ckyn y mpocropy X. Ilocmarpajmo cajga pecTpuk-
nujy npecinkaBama ¢ Ha ckyn X. Jlodujamo cienehe mpeciukaBambe:
g lx: X —[0,1], Takso 1a je g [{0}] = X \ (AN X) = X \ A. [Tocma-
tpanu ckyn ANX je, 3ampaso, C*-yTommben ckyn mpoctopa X . Jlakie,
npeciaukaBame [ Koje cauka ANX MoXkKe ce TPOIMUPUTH HA IATAB CKYI
X.

[Tommro cy ckynoBu A u X obDa orBOpeHH, IpecinkaBame f je Herpe-
kuaHo U HAa X U A, ma ce f moxke mpommputn Ha X U A.

A xako je X C*-yromsben y SX, oHJa ce Ta MPeC/IUKaBamba MOTY IIPO-
HIMPUTH U JI0 Ipec/nKaBamba Koja he neo X caukaru y uarepsad [0, 1].
3ak/bydyjeMo Ja Cy IoJIa3HM KOHYJIA-CKYIOBU yjeano u C*-yTorubenn
y BX. Cnenu na je u X F-mpocrop.

Ba jpyru cMmep oBor jiokasa, noriegaru y [17], Teopema 14.25.

(¢) Tpusujasuo.

Y oBoM Jeity JoKa3a uckopucrunhemMo Kapakrepusarmjy gary o (b).
Heka je X mopmasan F-npocrop. Heka je X' zarBopen mormpocTop
npoctopa X . Tpeda nmokazaru 1a je mormpocrop X' Takohe F-mpoctop.
Vamumo neka asa Fy-ckyna A, B mornpocropa X'. lakne, A, B C X'.
Tpeba mokazaru ;18 OHUM UMajy JMCjyHKTHa 3aTBopema y X', U Ja je
X' nHopmaJsian pocTop.

IMomro je A,B C X' C X, onga cy ckynosu A, B Fy-cKynoBu u y
npocropy X. 3a X 3mamo na je Hopmasian F-mpocrop, ma ckymosu A
u B nmajy nucjyakTHa 3aTBOpema y X, caMum TuM uy X'

C obzupom j1a je X’ 3aTBOpPEH MOTIIPOCTOP HOPMAJHOT IPOCTOpa X , OH-
11a je u norupocrop X', trakohe, nopmasan. ITozusajyhu ce jomr jeaaom
Ha Jieo oBor TBphema nogx (b), 3akpydyjemo ga je u X' F-upocrop.

[IpumeTnmo 1a je MOBOJBHO MOKA3ATH Ja JAUCjYHKTHU OTBOPEHM IIOI-
CKyIIOBH IIpocTopa X MMajy IHMCjyHKTHAa 3aTBOpema. EBo 3amro. Heka
BaXKW JIa CBaKa JIBa JINCjJyHKTHA OTBOPEHA CKYyIla MMajy JUCjYHKTHA 3a-
TBOpema. [la su je Tajia 3aTBOpEmE CBAKOT OTBOPEHOT CKYTIa OTBOPEH
ckyu? IlpermocraBumo na auje. Heka 3a Heku orBopen ckym U, 3aTBo-
pemse U Huje orBopen ckym. To 3Haun 1a mocToju & € U TaKo Ja CBaKa
okosmHa V Tauke x mMa HempasaH mpecek ca X \ U. To name 3maun
r € X\U, omnocno x € UN X \U. Hakne, UN X\ U # 0, mro je y
KOHTPAIUKIIMJU Ca TIOJIA3HOM ITPETIIOCTABKOM.

42



2.2. Tomouiomka kapakrepusanuja BA P(w)/ fin

Heka cy U,V C X orsopenu n gucjyaktau. Kako je X F-mpocTop Ko-
ju je u ,cec” (a momro je X HopMmasiaH, oHJa je m X U cemapaduiian),
na mMoxkeMmo nponalin rycre kouyna-ckynose U CU u V/ C V. U' n
V' cy nu C*-yrommenu ckynosu y X, na dynkuuja f: U' UV — [0,1]
nedunncana ca f(z) =0,akoz € U, u f(x) =1, ako € V', moxke na
ce npormupu Jio ipeciukasamba f @ X — [0, 1]. Tlomro je U C f_l[{O}]
nV C ?71[{1}]7 3aK/bydyjemo Ja saxu U NV = ().

O

Cnenehin HaBoM J1ajy TOITOJIONIKU IPEBOJ ycjioBa H,,.

Jlema 2.2.5. Hexa je X xomUax@ar HYsa-guUMeH3UOHAAHU Tpoctmop. Cae-
geha wephera cy exsusareHiling:

(1) B(X) 3agosomasa ycaos H,.

(2) X je F-upoctuop u ceaxu neupasar Gs-ckyt apoctiopa X uma decko-
HAWHY YHYWPAUHOCT (YHYWPawuoctl WaK6UT CKYTo6a je beckonauar
cKYyw).

JIOKA3:

(1) = (2) ¥ oBom cmepy gokasa kopuctuhemo Jlemy 2.2.4 (b).
[Torro je mpocrop X kommakTan (1 1), OH je M HOpMaJIAH.
Heka cy U u V nsa oopena F,-ckyna y X taksa ga je UNV = (). Ilo-
IITO je ¥y KOMIIAKTHOM, HyJIa-MMEH3UOHATHOM IPOCTOPY, CBAKH OTBO-
per F,-cKyn yHHuja IpedpojuBO MHOI'O OTBOPEHO-32TBOPEHHUX CKYIOBA,
MOKEMO HAIMCATH:

U=U, n V=1V,

n<w nw
npu uemy cy U, u V,, OTBOpeHO-3aTBOPEHN CKYIIOBH 3a CBe N < w. 10

naspe 3uaqan ga je Uy € B(X) nu X\ V,, € B(X), 3a cBe n < w. Taxobe,
kako je U NV = (), Baxku u

Up, U...UUp, C(X\ Vi) N N(X\ Vi),

3a CB€ M1,y ...y M, M1y ..., M.

Hakme, {U, :n <w} <{X\V,:n<w}yB(X).

IMomro B(X) samosossasa ycios H,, mocroju W € B(X) rakas aa
U,CWazaceen<w,uWCX\V,3an<w.

[Tpumerumo na je W oTBOpEHO-3aTBOPEH CKYII.

Cana mmamo

UCWuVCX\W u WAX\W =0,
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na je X F-upocrop npema Jlemn 2.2.4 (b).

Heka je cama B menpazan Gs-ckyn y X. Tana je B = anWn, rJe cy
W,, orBOpenu cKymnosu 3a cse n < w. Kako je B # (), onga nocroju
x € B, onnocuo, © € W, 3a cBe n < w.

IIomro je X mysa-amMeH3WOHAJIAH IIPOCTOP, 38 CBAKO N < W MOCTOjI
W/ Koju je OTBOPEHO-3aTBOPEH CKYII 3a Koju je x € W) C W,.

Cana je {0} < {W) : n < w} y B(X), na npema H, mocroju ckymu
W' e B(X) 3a koju je {W'} > {0} u W C W] 3an < w.

[Momrro je W' orBopen ckyn, Baxku ga je W’ C inf(B), a nomro je
{W'} > {0}, W’ je Geckonauan ckyI.

(2) = (1) Osmaj cmep je TpuBHjaJIaH.

O
Ilocaenunia 2.2.6. Hexa je X apocitiop. Caegeha wepherva cy exsueanreni-
HO:
(1) X ~ w*,

(2) X je komuaxtar nyaa-gumenduonasiu F-apoctiop weotcune ¢ y kom
cearu wetpaszar Gs-ckyl uma Heckonauwhy YHYTPAUrbOCT.

HoKA3: Cnenu mupekto u3 Teopeme 2.1.6 u Jleme 2.2.5. O

Komnakran myna-muMeH3noHaJ HE F-TPOCTOp TEXKUHE ¢ y KOM CBAaKU He-
npasaH (G g-CKyIl UMa OeCKOHAUYHY YHYTpaIlkhocT HasuBamo mmpoctop Ila-
poBudeHKa. [IpeTxoana mocsenna HaM roBOpH Ja je, IO, IIPETIIOCTABKOM
na axxu CH, w* jenmHCTBEH, 10 Ha XOMeoMopduszaMm, mpoctop IlapoBuuen-
Ka.

Tlocnemumia 2.2.6 je BeoMa Ba)kaH pe3yJITAT, IOMITO je KJjaca IIPOCTOPa
IIapoBuyenka MOMPUINIHO BEJIUKA.

Hedbunniuja 2.2.7. IIpoctop X je JIoOKaATHO-KOMIIAKTAH aKO CBaKa Ta-
9Ka mpocropa X mMa 0a3y Koja ce CacTOju O KOMIAKTHHUX CKYIIOBa.

Naxko stokaiHa KOMITAKTHOCT OMOTyhyje OpojHe KOMIAKTHE OKOJIMHE Y CBa-
KOj TAYKM JIOKAJTHO-KOMIIAKTHOT TIPOCTOPA, 38 BeNUHY MPOCTOPA jeé JOBOJBHO
nponahu 10 jeJIHy TaKBY OKOJIMHY y CBAKOj TA4YKHU.

Teopema 2.2.8. Xaysgopgos tupoctiop X je A0KAAHO-KOMUGKTLAH GKKO 3G
ceaky Wavky apoctiopa X UOCTOJU KOMUAKTTHE OKONUHG.

13 ropme Teopeme ciienu na je CBaKM KOMIAKTaH Xay3710pdoB IIPOCTOP
VjeIHO M JIOKAJIHO-KOMIIAKTaH.

Hedbununimja 2.2.9. IIpocrop X je o-KOMIaKTaH aKO Ce MOXKE 3aIIUCATH
Kao yHHja IpedpPOojuBO MHOI'O KOMIIAKTHHX CKYIIOBA.
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2.2. Tomouiomka kapakrepusanuja BA P(w)/ fin

Csaku o-KOMIIakTaH mpoctop je u Jluumeaedos mpocTop.

Teopema 2.2.10 (TumeoBa teopema o npomupemy). Heka je X nop-
Mmanar apoctop, u Hexa je F C X sameopen uowupoctiop. Hexa je f
neupexugro upecaurasarve ud F y R uau 1. Taga Goctoju netperugro tpe-
caukasare ¢ uz X y R uau I, wakso ga je ¢(x) = f(x), 3a ceée x € F.

Jenna om KJByIHUX TeopeMa 3a UCIIUTHBame Ipoctopa [lapoBuienka jecte
VIIPABO OBa KOja CJIeIU y HACTaBKY.

Teopema 2.2.11. Hexa je X A0KGAHO-KOMTUGKTLAH, T-KOMTUGKTAH U He-
Kombax@ar Gpoctmop. Taga je X* F-Gpoctiop u ceaxu wetpasan Gs-ckyt
apoctiopa X* uma deckonaumny YHYWPaULHOC .

JloKA3: Heka je FF C X* u meka je F' neku on F,-cKymosa.
Heka je npecimkaBame f 3amaro ca f : F' — [0, 1] HenpekuHo.

ITpema [21], ako je X JsrokayHO-KOMIAKTaH pocrop, X * je sarBopen y SX.
X je o-KOMITaKTaH, I1a Ceé MOYKE 3AIUCATU Kao MpedpojuBa yHUja KOMITAKT-
HUX CKYIIOBA.

[Tomrro je ckyn F dam F, y X*, To 3naun mga ce F' Moxke 3ammcaTy Kao IIpe-
OpojuBa yHHja 3arBOpeHux cKyrnoBa y X*. Kako snamo ma je X* 3arBopen
y BX, onzma cy ckynoBu F' 3aTBOpeHH My mpocTopy SX.

Jakie, 3ak/pydyjeMo Ja je ckyi F mpedpojuBa yHHUja 3aTBOPEHUX CKYIIOBA
y mpocropy SX, amu momto je BX M KOMIIAKTAaH IIPOCTOP, OHJA Cy TU CKY-
o u KomnakTHu y $X. To cienu u3 dumeHHIle Jia je 3aTBOPEH CKYI Y
KOMITAKTHOM IMIPOCTOPY W KOMIIAKTAH CKYII.

Axo ozmaunmo ca Y = X U F, 3uajyhu na cy u X u F npebpojuse yuuje
KOMITAKTHUX CKYIIOBa, MOXKEMO YOUHTH Ja je yHuja Y Takohe mpedpojusa
VHUja KOMITAKTHUX CKYIOBA Tj. 0-KOMIIAKTHO. Y je W HOPMAJIaH IIPOCTOP,
jeép HOPMAJIHOCT je HacJe/lHa MPEMa 3aTBOPEHUM ITPOCTOPHMA.

Kako je ckyn F' 3arBOpeH y Y, MOXKeMO Ce MO3BaTH Ha 1HIEOBY TeopemMy
o mporupemy 2.2.10, Ha OCHOBY KOje IpecuKaBame f MOKEMO HTPOITUPUTH
1o npeciukasama f Y — [0,1]. CraBumo 2 je g pecTpuKIHja TOT TIpe-
cruKaBama, ¢ = [ |x. Cama, g MOXKeMO Jia HPOITHPUMO JO IIPECIHKABAIbA
7: X — [0,1]. IlomTo je ounryenso aa je g [p= f, Bumumo 1a je f =g | x-
TparkKeHo mpoInupemne QyHKuje f.

Heka je S C X* menpaszan Gs-ckyi. Iomro je ckyn {U’ : U orsopen y
X} daza mpocropa X*, jacHo je ma hiemo 3a cBe n < w nponalin orBopene
ckynose U, C X, TakBe 1a je

U1 CUpm 0# (U, CS.

n<w

(MaJta manomena: OBJie ce nojpasyMeBajy 3aTBopema y upocropy X, jep je
ceaku U, C X.)
Bnamo ma je X JIOKAJIHO-KOMIIAKTAH U O-KOMIIAKTAH, & I'a MOXKEMO 3alld-

caru Ha caemehn naunn: X = |J K, upu gemy je cBaku K, KOMIIAKTaH W,
n<w
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[Morsassbe 2. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja Baxku CH

mrasuile, ceaku KomrakTan ckyn K C X cajpxkal je y HeKoM K.
3a cBako n < w dmpamo Henpazan orsBopen ckyn V, C U,, Takas Ja je

V, KoMmakTan ckym u V,, IHUCjYHKTHO ca cKymoM K.

Hasbe, dupamo V' na caenehn maqum: V = |J V.
n<w

Ba cBe n < w, V' \ U, nMa KOMIIAKTHO 3aTBOpEHE HAJl CKynoM X, OJIaKJie je

V'c U, CSs.

n<w

Honarno, V' # () nokje rox V Hema KOMIAKTHO 3aTBOpeme y X.

Ocraje jom ma ce nmokaxke ja V' Huje KoHAYAH.
MzabpahieMo nHAyKIMjoM DECKOHAYHO MHOTO Tadaka y V.
Heka je m1 = 1, onja mocroju tauka x1 € V', jep V{ C V.
IIpernocraBumo na cy matu OpOjeBU My, ..., My, U TAUKE T1, ..., Ty KOjE CY
CBe pazjmuuTe U CBe cajpxkaHe y ckymy V', m npurom Baxku z; € V/, 3a
i<nuV!CV’' 3acsen.
WNunekc my41 je Takas ja je Wl U...u Wn C K, - Cama dupamo Tauky
Tpi1 € V) 3a KOjy 3HAM JIa je Pa3JUdnuTa OJi CBUX IIPETXOJHUX TAadaKa

Mn+41"

T1, ey T, jEP je Vip, U .UV, C Ky,

ma1 Bjor je Vip o\ UCJYHKTHO ca Koy, .

O

Caza hemo peICTABUTH MHTEPECAHTHY TOTIOJIOIIKY TIOCIEIUITy PaHUje Ta-
e Teopeme 2.1.6.

Teopema 2.2.12. Hexa je X Hyaa-guMen3uoOHast, AOKGAHO-KOMUGKTLAH,
O -KOMUAKTAH U HexomMTaxian Gpocthop Wescune wajeuwe ¢. Taga cy X*
U W ToMeoMmopgpr.

HoxkA3: Tlomro je X nyna-aumensuonasuu Jlunnemedos npocrop, X je
OHJIa jaKO HyJIa-IMMEH3MOHAJIHY IIPOCTOP M MMa HajBHIIIE ¢ = ¢ OTBOPEHO-
zarBopennx ckymoa. Ciemu ma je X™* HyIa-TMMEH3MOHAJHN KOMITAKTAH
npocTop TexkuHe HajBuire ¢. Ako ce mozoBemo Ha Teopemy 2.2.11 u Jlemy
2.2.5, moxkemo 3aksbyuntu ja B(X*) 3amososbasa ycios Hy,. Ocnamajyhn
ce jomr u ua Teopemy 2.1.6, nosasumo 70 Tora ga cy B. anredpe B(X™*) u
P(w)/fin nzomopdue, a Kao mocaeauiyy Tora uMamo Ja cy, no CTOyHOBO]
nyastnoctd, X ¥ u w* xomeomopdHU. O

2.3 HenpekuaHe ciuke nmpocropa w*

YV oBoM oj1e/bKy DaBHheMO ce KapaKTepU3aIllijoM HEIIPEKUIHUX CIUKA IIPO-
cropa w*.

Teopema 2.3.1. Hexa je B Byaosa aatedpa KapguHasHOCTIU HAJEUWE W1 .
Taga B mootce ga ce ywouu y P(w)/ fin.
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2.4. 3aTBOpEHM MOTIPOCTOPH IIPOCTOpa [Sw

JOKA3: Y 0BOM /10Ka3y KOPUCTUMO aIICOIYTHO UCTY TEXHUKY KAO V JIOKA3Y
wjenuor cmepa” Teopeme 2.1.6, w3z By P(w)/fin. O

ITo CroynoBoj ayamuocru (Teopema 1.1.35), Teopema 2.3.1 je ekBuBaJsieHT
TpreH)y a je CBaKMN KOMIIaKTaH U HYJIa-JUMEH3UOHAJIHU IIPOCTOP TE2KNHE
HajBHUIIE w1, 3AITPABO, HEMTPEKUIHA, CIUKa TTpocTopa w*. To masme pesynrupa
MUTakeM J1a JIU UCTU 3aKJ/byYaK BaXW M O€3 IPETIIOCTaBKe Jia je MPOCTOP
Hyna-aumensnonaau. To he, 3ancra, u dutn caydaj, mro he ce u BumeTn y
TeOpeMU y HACTABKY.

Jlema 2.3.2. Hexa je X womuaxtan Gpoctop wWexrcune k. Taga Goctoju
KOMUAKTUAH, HYAG-JUMEHSUOHANHY TPOCTLOP Y WeNHCUNE K, KOJU MOdHCE Ja
ce apecaura cupjexyujom Ha Gpoctiop X .

J1okA3: Heka je B € [RO(X)]® rako na je B da3a npocropa X, u Heka je
€ = ((B)) € RO(X). Ilpumernmo ga Baxu |E| = k.

Tama moxemo ma omabepemo Y na cienehu maunu (kopucrehu Teopemy
1.1.35): Y je Croynos npocrop Bynose nomamnredpe E. O

Teopema 2.3.3. Csakxu KoOMUGKWGH TPOCTLOP WEHCUHE HAJEUULE W1 Je He-
UPEKUGHA, CAUKA TPOCTHOPa w™ .

JloKA3: Heka je X KOMIakTaH MPOCTOP TEXKWHE W), U HEKa Y HUCIIYHABA
ycJioBe m3 mperxoaHo HaseeHe Jleme. Ako Sucmo ce cama mos3sasm Ha Te-
opemy 2.3.1, onga ducmo B(Y) morim na ,yronumo’ y npocrop P(w)/ fin.
[Mocaenuuano, y3 Croynosy ayasnnocr (Teopema 1.1.35), MoxkeMo j1a TBpu-
MO Ja w* MoxKe Ja ce IpecanKa Ha Tako m3adpano Y QYHKIHUJOM Koja je
cUpjeKIuja. O

ITocaenuna 2.3.4. Csaku KOMUAKWGH TPOCTLOP WEHCUHE HAAJEUWE C je
HETPEKUGHA CAUKG TPOCTLOPaG w™.

2.4 3aTBoOpeHU IOTIIPOCTOPM MpocTopa [w

Y 0BOM 0JIe/bKy JalieMO TOIOJIOIIKY KapaKTepu3allujy 3aTBOPEHUX ITOT-
IIPOCTOpa IpocTopa Sw.

AKko je X 3aTBOpEH IOTIIPOCTOP IPOCTOPa Sw, OHJa X MOpa OUTH TeXKUHE
HajBumre ¢ u, tTakohe, X Mopa OWTH HyJIa-TUMEH3WOHAJHU KOIMAKTAH [-
npocrop, ysumajyhin y obsup Jlemy 2.2.4 (d). ohu hemo so Tora nma, mogm,
CH, oBu ycyioBu Hucy camo morpedu, Behi u 10BOJbHH.

Hedunuiuja 2.4.1. Heka je X npocrop. Ilonckyn B C X nasusa ce Il-
CKYTI aKO BaKd Ja je mpecek mpedpojuBO MHOIO OKOJIMHA CKymna B Takobhe
okoJinHa o1 B.
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Hedunuimja 2.4.2. Heka cy X u Y kommakTHu npocropu. Heka je A C
X 3zarBopen ckym u Heka je f : A — Y HenpekuumHa cupjekuuja. Tama
KOJIEKITH]Y

B={f"{]:yeY}u{{z}:zec X\ 4}

30BEMO HEITPEKHAHA JeKoMMo3umuja ckyna X.

Hexommozunuonu npocrop X /B oznagasahemo ca X Us Y.
Axo je mpecimkapame 7 @ X — X Uy Y J1eKOMIIOBUIMOHO IIPEC/IHKAaBAm-E,
OH/la MOXKeMO noucroserutu Y u mw[A].

Jlema 2.4.3. Hexa cy X u Y xomuaxttiunu F-apoctiopu. Hexa je A C X
sawmeoper Il-cxyu, u Hexa je gynxuyuja f: A — Y netupexugha cupjexuyuja.
Taga je X Uy Y F-upoctiop.

JI0oKA3: Heka cy U n V' gucjynkrau orsopenn Fi-nojackynosu og X Ur Y.
ITomro je mpocrop Y F-mpocTop, OHJA MOXKEMO Jia TBPJIUMO JIa BayKH
UnYy)n(vVvny)=0.

Heka cy E u F 3arBopene Gs-okommue on (UNY) u (V NY) pegom, Takse
na je ENF = (. Tana cy ckynosu U \ E u V' \ F 1ucjyHKTHH, OTBOPEHU
F,-niofckynioBu cKytia X, Ipu 4emy 0da Ta CKyIla HEMAjy IPECEK Ca CKYIIOM
A. Kako 3namo ga je X F-npocrop u aa je ckyu A sampaso Il-ckyn, Baxkuhe

caenehe:

1. (U\E)N(V\F) =0,

2. (TNEYUIV\F))NA=0.

Ha ocnosy (1) u (2) zaksmydyjemo U NV = ().
Caza hemo ce ocspuyTn u na Jlemy 2.2.4 (b), Ha OCHOBY Koje cjieiu Jia je
upoctop X Uy Y F-npocTtop. O

Hedunurmja 2.4.4. Ckyn A je ryct y X ako u caMo aKO CBaKU HEIIPA3aH
OTBOPEH TOACKYT ckyma X mMMa Helpa3aH MpeceK ca cKymoM A.

Hedbunurmja 2.4.5. Ckyn A je Hurjge ryct y X ako U caMoO aKO CBa-
KU Helpa3aH OTBOPEH IOJCKYN cKyma X CaJIp:KU Helmpa3aH OTBOPEH CKYII
JHCjYHKTaH ca A.

Jlema 2.4.6. Hexa je X xomuaxiiar Upoctop ca CBOJCTULBOM (G C8AKU He-
upasar Gs-ckyt uma deckonauny ynytwpawrocts. Axo je A C X sattieopen
u Hulge el ckyd, u axo je gynxuyuja f : A — Y wnetpexugha cupjexuyuja,
onga u upoctiop X Uy Y waxohe uma c60jcl60 ga C6AKU 1e106 HEUPA3aH
Gs-cxytd uma deckonayny YynyhpauLrboCT.

Hedunnnmja 2.4.7. 3a opaunan o, W(«a) je TOIOJOMNIKA IIPOCTOP JaT
Ha ckyny {f : 8 < a} upm demy je Tomosioruja reHepucaHa HamMUIIjOM
{(B,a): B <~ < a} ujom naxu (8,7) = {6: 8 < 6 < ).
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2.4. 3aTBOpEHM MOTIPOCTOPH IIPOCTOpa [Sw

Jlema 2.4.8. w* cagpotcu nuige tyctw 3awsopen I-cxyu A, xoju je xomeo-
Mmopgar ca w*.

HoKA3: Hajupe, nponajumMo HeKH TPOCTOP KOjU je HyJIa-TUMEH3UOHAJIHH,
JIOKaJIHO-KOMIIaKTaH, 0-KOMIIaKTaH, Te2KNHE ¢ 1 HEKOMIIaKTaH. TaKaB je, Ha
npumep, w X W(w; + 1). O3uaunmo ra ca Z. I[lo Teopemu 2.2.12, npocrop
w* MOXKEMO J1a TIPEJICTABUMO WIeHTUGUKYjyhn ra ca jeJHuM OJ HeMy XO-
MeoMOp(HUX IIpocTopa, dakie ca Z*. Cama hiemo mokymaru jga npoHalemo
ojroBapajyhu moJickym y mpocTopy Z*.

IMocmarpajmo A = (w x {w1})*. Tpusujanuo Baxku A ~ w*. lame, us
qnmeHnIe Ja je wy Il-tauka mpocropa W(wy + 1) ciaenn na je u ckyn A
[I-ckym. JacHo je ma je oBakas m3abpan cKynm A u HUTZE T'YCT CKYTI. O

Teopema 2.4.9. Hexa je X apoctiop. Caegeha wepherva cy exeusareniing:

1. X je xomTaxmar, HYAa-gumerduorasty F-tpoctiop Wesrcure Hajeuwe
c)

2. X moorce ga ce ,ywotuu” y fw Kao 3aWeopeH UOWUPOCTOP,
3. X wmootce ga ce ,ymouu” y w* xao nuige wycw, 3aweoper 1I-ckyd.

JokA3: Nmmmukamuje (2) = (1) u (3) = (2) ¢y TpuBujaiHe, Tako Ja je
JIOBOJBHO J1a ce mokazke Ja (1) = (3).

Hakse, KpeHUMO o7 Tora sa je X KOMIIAKTaH, HyJa-TuMeH3uoHA HI F-
mpoctop TexkuHe HajBuire ¢. [lo mperxomno Hasenenoj Jlemm 2.4.8 Moxkemo
na nponabhemo Hurge rycrt 3arsoper ll-ckym A y mpocropy w*, Koju je xo-
meomopdan ca w*. Honarno, no3usajyhu ce ua [locaemumy 2.3.4, mocroju
HenpekuaHa cupjekimuja f : A — X. OOparumo caja maxKiby Ha ciaenehu
JIeKOMIIO3UIIMOHU HIpocTop: Z = w* Uy X.

[Tommro je f HenpekujaHa cUpjeKiuja, BUAUMO Jia jeé MPOCTOP Z TEXKWHE ¢
1 JIa je IpOCTOp Z HyJIa-JINMEH3NOHAJIAH.

Ckyn X moxkemo ja ugentudukyjemo ca w[X|, npu uemy je 7[X] C Z.
[Tpumeruliemo ja je kommiemenT o 7| X| y nmpocropy Z 3amnpaBo UCTH Kao
KoMILTeMeHT cKyma A y mpoctopy w*. Tlomrro je Kommaement ckymna A oTBo-
PEH CKYII, OHJIa je OTBOPEH M KOMIUIEMEHT CKyna X (OJHOCHO, KOMILIEMEHT
on w[X], a X u w[X] cmo Beh moucroBermim).

Kako je mpecek mpedpojuBo MHOTO OKOJIMHA o1, A Takohe OKOJIMHA, OHIA TO
paxku u 3a w|X| = X. Jakne, X je II-ckym.

Kako je A murge rycr ckyn, ouna u 7[X] = X mopa durn takohe Hurme
IyCT.

Bakspyuayjemo, ckyn X je Hurge ryct 3arsopen Il-ckyn mpocropa Z.

Axo ce ocsionumo Ha Jleme 2.4.3 u 2.4.6, 107a3UMO 10 TOra Ja je Z KOM-
makTal F-tipoctop y koM he cBaku HempazaH (G§-CKyIl UMaTH OECKOHAUHY
yuyTparmtmbocT. Ctora, ako jormr yamemo y oo3up u llocmemaumy 2.2.6, omma
BUIUMO Ja je Z ~ w™. O]
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Hedunuimja 2.4.10. Heka je B Bysosa amredpa. Kaxemo ma je ajre-
Opa B caabo mpedpojuBo komiuterHa anrebpa (eng. weakly countably
complete - WCC) akko je Croynos npocrop Bysose anredpe B yjeano u
F-upocrop.

IIperoueno Ha jesuxk BymoBux anredpu, nmamo ciemehe:
BysioBa anredpa B je WCC Bysosa anredpa axko

(VB,C € [B]=*) Taxse ma (Vb € B)(Ve € C)(bAc=0)
(Ja € B)(Vb € B) (Ve € C)rako ga Baxu b < a < c.

Cnenelia Teopema KOjy HABOIUMO je AIlCOIyTHA aJredapcka IOCIeIUIa
Teopeme 2.4.9.

Teopema 2.4.11. Hexa je B Byaosa antedbpa. Caegeha wephera cy exsu-
BANEHTUNA:

1. B je WCC wu |B| <,
2. B je xomomoppra cauka artedbpe P(w).

Ilocnenuma 2.4.12. Csaxa WCC Byaosa aniedpa xapgurasHoctin Haj6U-
We € je TOMOMOPPHA cAuka KomTretline Byaose aarredpe.

CaJta cjtein MHTEPECAHTHO TBpheme 3a Koje Huje Heomxoana CH.

Teopema 2.4.13. Hexa je X xomuaxt@ian kpajree nelo6edar Gpoctop wWe-
otcune najeuwe ¢. Taga ckya X moorce ga ce ,yWotu” y Gpocop Pw.

JIOKA3: Moxkemo na npernocrasumo 1o Teopemu o noranamy (1.3.14) na
je X C I, upu yemy yoOM4YajeHO BazKu

I =[0,1]. Kako je npocrop I cenapabuian [21], oHia OCTOjU HEIPEKUHA
cupjexuuja f : fw — I°.

Ilocmarpajmo pecrpuknujy g = f [g-11x]. ¥Y3MuMoO 3aTBOpeH ckyn Z C
f71[X], Taxkas ma je g [z: Z — X HeCBOIJLUBO MpecanmKaBame. Eramcren-
ujy TakBOr ckyna /Z rapantyje Ham Jlema 3opua 1.1.24, Kojy MOxKeMO
[IPUMEHUTHU HAKOH IITO opehaMo 10 HAa OOPHYTY MHKJIY3Hjy CBE 3aTBODEHE
IIOJICKYTIOBE CKymia f ! [X] Koju ce cupjeKTHBHO CHMKajy Ha CKym X .

Hame, TBpauMo 1a je h = g [z xomeomopduzam. ¥ Ty cBpXy, nzadepu-
MO JIBe pazjimante Tadke r,y € Z. I[Iponaliumo y npocropy Z mucjyHKTHE
oTBOpeHo-3aTBopene okouue U u V Tadaka x u y, penom. Kako je h mHecBo-
JIJBUBO TIpEC/INKaBambe, ouhe

h(z) € int h[U], h(y) € int h[V], int A[U]Nint h[V] = 0.
Ako y3MeMo y 003Mp CBe Tope HAIMCaHO, Kao U (pakT Ja je cKyn X Kpajimbe
HETIOBE3aH, J0Ja3UMO JI0 3aKJbydIKa Jia je

int A[U] Nint A[V] = 0.

Kpajmwa mocseauna je ynpaso oHO mro Ham je u Tpebaio: h(x) # h(y). O
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2.5. Il-tauke m HEXOMOIE€HOCT IIPOCTOPA W™

2.5 II-tauyke m HEXOMOI'€HOCT ITpocTopa Ww*

[Turame xoMoreHOCTH TPOCTOpa W MHOrUMa je OWJI0O MHTEPECAHTHO 3a
n3yvaBambe.

Hedunuiuja 2.5.1. IIpoctop X je XOMOTreH ako 3a CBaKe JIBE TAYUKE ( U
b mpoctopa X Baxku jia moctoju xomeomopduzam mpocropa X KOju CJIMKa
jeIHy Tauky Ha JIpyTYy.

I'pybo pedeno, mpodiieM XOMOTE€HOCTH 3aIlPaBO IPEICTaB/ba OJTOBOP HA
MATAbE JIa JIU Cy CBE TAYKE TOIIONIKU HA UCTU HAYUH CMEIITEHE Yy MPOCTO-
py-

IIpocTop w jecTe xoMoOreH, MOK 3a w* He MOXKEMO Ca CUTYPHOIIINY TO TBP/IU-
tu. IIpupoano ce namehe Mucao ja i je, U MO KOJUM yCJIOBUMA, U IIPOCTOP
w* xomoreH. /lokazahiemo ma, mom mpermocraBkom na Baxku CH, To nelie ou-
T cay4daj. Pynua je To mokazao nanazehu [I-tauky y mpocropy w*, u Tauky
y w* koja Huje Il-tauka. Camum TuMm, Hemoryhe je Hahu xomeoMmopdusam
jesiHe Ha IpyTy 300r TOrA.

Teopema 2.4.9 rapanTyje ma, moja mpermocTaBkoMm ga Baxku CH, mocroju
[I-rauka y mpoctopy w*. Kama du cBe Tauke mpoctopa w* dumie Il-tauke,
OHJTa OM KOMIIAKTHOCT TOT IIPOCTOpa UMILIAIIAPAJIa J1a je w* KOHa4YaH, a To
ounrJiesino Huje cay4aj. Crora, w* cagapxxku u [I-Tauke u Tadxe Koje TO HUCY,
Ima, MOXKEMO Jla 3aKJbydIuMo Jia rnpoctop w* uuje xomoren mox CH. Taxobe,
ucriocrasuhie ce ja w* Huje xomoren Hu y ZFC.

Jlema 2.5.2. [lpociiop w* He mooice ce GOKPUTY Ca w1 HUIGE TYCTMUT CKY-
1064a.

J0KA3: Heka je {Dy : o < w1} dammimja w; HATJE TYCTHX HOJICKYIIOBA
mpocTopa w*.

Axko ce npucerumo Jleme 2.1.2 wim Teopeme 2.2.11, moxkemo nponahin a-
mmwjy {Cy, @ @ < w1} HENpasHUX OTBOPEHO-3aTBOPEHUX IOJCKYIIOBA IIPO-
cTopa w*, Tako Jia 3a CBe o < W] BaXKMU:

1. ConNDy =0,
2. ako je 3 < «, onya Baxu C,, C Cpg.

Crora, dujo koja Tauka mpeceka || C, He npumaga |J D,.
a<wi a<wi

Onma je |J Do € w*. O

a<wi

Ilocaeauna 2.5.3. Ilpociop w* cagporcu Il-twavxe.

JTokA3: Heka je A= {U \ U : U C w*je orBopen Fy-ckyn}. Ilo Xunoresu
KOHTHHYyMa, Mopa ja oyze |A| < w;. Kopucrehn Jlemy 2.5.2, umamo ja je
w*\UA # 0 u cBaka tauka oBako 3anucanor ckyma je II-tauxa. O
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[Morsassbe 2. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja Baxku CH

3a cBake jgBe ll-tauke x,y € w*, mox CH-mpermocTaBKOM, MOCTOjU ayTO-
xomeoMopdmzam h : w* — w*, takaB ma je h(x) = y, u ce Il-tauke cy
ToHOJIOmKY ucre. [21]

C 003upoM Ha pe3yJITare ¢ IOYETKa OBOI' OJEJbKA, JOJA3UMO 10 JUIEME JIa
sin ¢y [I-rauke u Tauke Koje Hucy II-Tauke jeIMHU TUIIOBU TadaKa y IPOCTO-
py w*. HIunemy he pemmTy mpuda Koja cjaeau, Tae BUANMO 1 je CTPYKTypa
pocTopa w* UIaK MaJjo IMapeHOJUKH]a.

Hedunnimja 2.5.4. Tauky x npocropa X nazuamo cjaada II-tauka axo
3a cBaku npedpojus ckyn F' C X \ {z} Baxu na = ¢ F.

Teopema 2.5.5. 1. Iocwoju caaba I-wavka y apoctwopy w* xoja Hugje
II-wavxa,

2. Hoctwoju wavkae © € W* wakxea ga je

(a) sa nexu upedpojue cxyu F C w* \ {z} eaorcu ga v € F,

(6) 3a cearu upedbpojus guckpewian ckyt D C w* \ {x} sasrcu ga

x¢D.

JokA3: Heka je M Bynosa anredpa Jleder-mep/puBux MmojcKyoBa CKyrta
[0,1] u meka je N mumean myna-ckynosa. Osmaunmo ca B = M/yr. Osako
sazara Bynosa asnredpa uma cieneha csojersa: [B| = ¢ u B je xomiuieTHa
anrebpa. Crora, X = st(B) (Teopema 1.1.35) je jesan Kpajie HemoBe3aH
KOMIIAKTaH METPUYKH MTPOCTOp Texkuue ¢. 3a ckyn M € M, N-knacy ekBu-
Bastennuje oznadasahemo ca [M].Tana cy {x € X : [M] € 2} da3uu ckynosu
tonosioruje Ha X. Ilox oznakom A mojpasymesahemo Jlederosy mepy.

CraB 1 Ako je ckyn D C X mpebpojuB, oHsa je D Hurme ryct cKyi.
N3abepumo npoussosbhau ckyn M € M rakas na A(M) > 0, u yBeaumo
3 D = {d, : n < w}. Tauke d,, oakBor CToyHOBOI mpOCTOpaA Cy
zanpaso yirpaduiarepu Byrose anredpe B, ma nocroju enement M, €
B Takas ja

1. [M,] € d,,
2. AM(M,) < 2727 \(M).

(Ako esemeHT yanTpaduaTepa MOJEJIUMO HA KOHATHO MHOTO Jie-
JIOBa, TAYHO jeJlaH OJ JejioBa omhe y yarpaduirepy. Y3MHUMO
M’ = 10,1]. Taga, MmoxkeMO Jia ra IOJIEJUMO HA KOHAYHO MHOI'O
JIeJIOBa, TaKO Jia je CBAKHU JIE0 MEPE Marbe Off 277% - A(M). To ce
MOXKe YPaJUTH TaKo IITO CBaKW cjenehm mesmmo Ha Ha IBa jel-
Haka JeJa, [1a CBaK{ Ha jOLI ABA, ..., JOK HE HUCHAIHY JO0BOJHHO
masu. Ilomro je M’ y ynrpadunrepy d,, oHIa jeJaH Takab Jeo
Mopa ouru y dy,.)
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2.5. Il-tauke m HEXOMOIE€HOCT IIPOCTOPA W™

Cras 2

Cras 3

CrasB 4

Cana Bugumo na je xoneknumja {x € X : [M \ U M,] € x} nenpazan
n<w

orBopen nojckyn ckyna {x € X : [M] € =}, xoja ne caapxu {d, : n <
w}.

Ckyn X je ccc.
Heka je A C M npoussosbHa HEIPeOPOojuBa KOJIEKIHja CKYIIOBa 34 Koje
Bakn A(A) > 0 3a cee A € A, 1ok je dbamvuinja

{{ze X :[Alezx}: Aec A}

JUCjyHKTHA 110 maposuMa. Heka je U mpedbpojuBa oTBOpeHa da3a mpo-
cropa [0, 1], Koja je 3aTBOpeHa 3a KOHaUHE yHHje U HeKa 3a cee U € U
Bazku ciienehe:

AU) = {A€ A: NANT) > %/\(U)}.

Backyn A € A, mocroju kommakTan ckyn K C A takas 1a je A(K) > 0.
3a Tako mzadbpano K mocroju enement damuianje U € U npu yemy je
K CU u MK) > 3AU). Hake,

U A(U) = A
veu

Qammnjy A cmo dupasu Tako j1a Oyie Hempedpojusa, 0K 3a U 3HAMO
na je npedpojusa basza npocropa [0, 1]. Tlomro je yuuja ceux A(U) mo
ceuM U jennaka damminju A, onna ako du cako A(U) duno npedpo-
juBo, Tajga ou A duna mpedpojuBa yHUja MpedpPOJUBUX CKYIOBA, IITO
je memoryhe. Crora, mopa ma mocroju ejgement U € U TakaB 1a je
A(U) menpedpojus ckyn. Mehyrum, 10 je y KOHTPAJIUKIUJU Ca JATOM
nedbununmjom damuiuje A(U).

IlocToju dbammauja D Kojy UmHE ¢ HUTAE TYCTU HOACKYHOBU
mpocropa X, TakBa Jla CBAaKM HUTE T'YyCT TMOJACKYyNn cKyna X
caapku ejieMeHT damuianje D.

[Tormro 3ramo 7a je mpocrop X Texkuue ¢, ociamajyhu ce Ha Cras 2,
JIOBOJBHO je m3adparu 3a damuanjy D KOJeKujy CBUX HUTJE T'yCTUX
3aTBOpeHuX (G §-CKyIOBA.

IlocTroju Tauka x € Y*, npu yemy je Y = w x X, Tako ga

1. z je II-tauka mpocTtopa Y*,
2. ako je D C w x X mpou3BOJbAaH HUTJIE TYCT CKYMH, OHJIA je

ITo nuperxonnoj crasnum, ysumajyhu y od3up Xwuroresy KOHTHHYyMa,
noctoju dhavmuirja £ Kojy UnHe w HUTJE TYCTHA HOJCKYIIOBH IIPOCTOPA
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[Morsassbe 2. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja Baxku CH

Y, TtakBu ma cBakW HUTZE T'yCT TOJCKYII CKymHa Y CaJapKU eJIeMEHT
damvuimje €. [lozuBajyhu ce na Teopemy 2.2.12 mosazumo 10 Tora nia
je Y* =~ w*, a Jlema 2.5.2 HaMm rapaHTyje TIOCTOjambe TadKe

reY™\ (U{E* Ee&tu U{U\ U :U C Y¥je orBopen Fy-ckym}).

OBze cMO ce OCJIOHWJIM Ha TO Ja je 3a cBako F € &£ ckyn E* C Y*
nurge ryct. OBaKO KOHCTPYHUCAHO T je DAlll OHO KOjeé CMO W TPAXKUJIM.

Hame, kako je mpoctop BY Kpajie HElmoBe3aH KOMIIAKTAH METPUUKH
IIPOCTOD TEXKWHE ¢, OHJIA Taj MPOCTOP MOXKE J1a Ce , yTomum Y w* Kao
sarBopen I[I-ckym, mo Teopemu 2.4.9 (3). Ako Kpenemo o Tora ja je
x € BY, kao y CraBy 4, n ako uaentudukyjemo ckyn 8Y ca Il-ckymom
y npoctropy w*, ouma CrtaB 1 u 2 3ajeHO UMILIUITUPA]Y J1a je X cjaada
[I-rauka koja Huje [I-Tauka, Kako y MpoCTOpPY W™, TaAKO U y IPOCTOPY

BY.

OBuM cMo 3aBpimIna 1oka3 Tephema mox 1.
Hoxka3z mesa Tephema mox 2. mMa caudaH TOK, C TUM IITO OUCMO CKyIl X
3aMEHIJIN ITPOjeKTUBHUM TOKpuBadeM KaHTOpoBOr cKytia. O

Hamomena 2.5.6. Teopewma 2.5.5 duhe Tauna u y ZFC-momeny, mofm HeKIM
KOMILIMKOBaHUJUM apTryMEHTHMA..
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Ilorsgaasibe 3

IIpocTopu fw n fw \ w y3
npernocrtaBky aa Baxku —CH

Y oBoM moriaBby BuieheMo Kako ce mpocTopu Sw U w™ MoHAIAjY v pas3/iu-
YUTHM MOJIEJIMMA Y KOjuMa Baxku Heranuja Xwumorede koTuHyyma (—CH).
Csu CH pesyirarn u3BejieHN y MIPETXOJHOM TIOTJIABIBY OBJI€ Cy KOH3UCTEHT-
Ho HeTaunu, ocuM Teopeme 2.5.5, koja je ucrunura u y cBakom ZFC-mozeiry.

Hajpe yBomuMo Heke 01 OCHOBHUX KapJAMHAJHAX KapaKTEPUCTHUKA TOIIO-
JIomKux 1mpocropa. [IpBeHcTBeHO nedUHUIIEMO KapakKTep Tadyke M KapakK-
Tep mpocTopa.

Hedunnnuja 3.0.1. Kapakrep tauke p € X, y oznamu x(p, X), je kap-
JUHAJHU OPOj JaT ca:

X(p, X) = min{|B| : B je da3a okosmHa Tavuke p}.

Hedunnunuja 3.0.2. Kapakrep npocropa X, y osuamu x(X), je kap/u-
HaJIHI OPOj JaT ca:

X(X) =sup{x(p,X) :p € X} +w.

3aTuM J0JIA3UMO JI0 KapAWHAJIHUX (DYHKIHja KOje MPEJCTaB/bajy IIPHU-
POJHO VOIINTEHe TeXKWHE TOIOJIOMIKOr mpocTopa. TakBa je, Ha mpumep,
T-TE€XKWHA TOIOJIOIIKOT IIPOCTOPA.

Hedunuimja 3.0.3. Heka je V koJiekiuja Hepa3HUX OTBOPEHUX CKYTIOBA
pocropa X . AKo 3a cBaKH Helpas3aH OTBOPEH HOJCKyT R mpocropa X Baxku
na nocroju V€ V takas jga je V C R, onja KoJiekiujy V Ha3uBaMo m-5asa
npocropa X.

Hedunnnuja 3.0.4. m-texxumna npocropa X, y oznamu mw(X), je kap-
JUHAJHU OPOj JmaT ca:

mw(X) = min{|V|: V je m-6a3a mpocropa X }.
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[Morsassbe 3. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja saxku ~CH

CaJta yBOIUMO M HEKe Kap/uHaJHe QYHKIIje Koje ce Das3mpajy Ha JIOKaJ-
HUM TOIOJIONIKAM CBOjCTBUMA.

Hedunniuja 3.0.5. Heka je V Koseknuja HEIpa3HUX OTBOPEHUX CKYIIOBA
mpoctopa X, n Heka je Tauka p € X. AKO 3a CBaKy OTBOpEHY OKOJHHY R
Tavuke p Baxku fa nocroju V € V takas ma je V C R, onma KoJjexkiujy V
Ha3MBaMO T-0a3a OKOJIMHA TadKe p.

Hedunnnmja 3.0.6. m-kapakrep tauke p € X, y oznamu 7(p, X), je
KapJIuHAJHI OPOj maT ca:

7m(p, X) = min{|V| : V je m-baza okosmna Taduke p}.

Hedunnnmja 3.0.7. m-kapakrep npocropa X,y oznamnu 7(X), je Kap-
IUHAJIHU OpOj J1aT ca:

m(X) =sup{n(p,X):pe X} +w.

IIpu msrpaamu MaTeMaTuvdke Teopuje, IPUCYTHA je U Ueja O TUPEKTHOM
npou3BoLy cTpykrypa. PopMupameM JIUPEKTHUX TPOU3BOAa oAroBapajyha
Teopuja o mocrojehnx modmja HOBe MOEse, IIITO Jaje TyO/bh YBUI Y CaMy
TEOpHjy U MPOILINPYje IeHy npuMmeHy. Tako ce u ¢popMupameM AUPEKTHAX
[IPOM3BO/Ia MO3HATUX TOIOJIOIIKIX CTPYKTYPa [I00Mjajy HOBE.

Hedunnmja 3.0.8. Heka je {X; : i € I} damuiuja HenpasHux CKymoBa.

Ca []X; osmagaBamo ckyn csux dyukmuja f : I — |JX;, TakBux ma je
iel el
f(i) € X;, 3a cBe i € I. OBaj cKyIl 30BeMO AUPEKTAH MPOU3BOL, (haMumje

ckynosa {X; : 1 € I}.

Panu nojennocrasipema HoTannje, GYHKIN]Y X, KOja je eJIEMEHT IIPOU3BOJIA

[1X;, osmagaBamo u ca © = (x; : i € I). Ilpurom, ymecro (i) oduvHO
el

numemo x;. Hox = = (z; : ¢ € I) e nompasymeBamo Ja je 1O Heka ,,[-
topka’, Beh dynkimja, onHocHo, ckyn ypehenux naposa {(i,x;) : 1 € I}. ¥V
CKJIaJTy Cca MPETXOTHUM JOTOBOPOM O HOTAIIUJU je

[[Xi={(zi:icl):Viel(zc X))
el

IIpumernmo ga Axcroma uzbopa rapaHTyje Ja je IPOU3BOJ, HEIPA3HUX CKY-
[I0Ba, HEIIPA3aH.

Hedbunumnuja 3.0.9. Heka je [[X; nmpousBon dpaMmuinje HepasHUX CKY-
el
noBa. 3a j € I KaxXeMo Ja je IIpeciImKaBame 7; Mpojeknmja Ha X; axo je
7j: [1Xs — X, rakso na je m;(f) = f(j) 3a cee f € [[X;.
icl iel

Y HE30BHOj HOTanmju, 38 = = (z; : 1 € I) € [[X; je mj((z; : ¢ € I)) = ;.
iel
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3.1. Kapaxkrepuzanuja BA P(w)/ fin, 11

Hedunnnnuja 3.0.10. Heka cy (X;, O;), i € I, Tonosomku npocropu. To-
nostorujy Ha || X; reHepucany moada3om
i€l
P = {r;'[U]:i€I,U je orsopen y X;}

Ha3WBAMO TOIOJIOI'Hja TPOU3BO/Ia WK TomoJjioruja TuxoHoBa.

3.1 Kapakrepuzauuja BA P(w)/fin, 11

Inasuu pesynrar Onpespka 2.1, mperouen y Teopemy 2.1.6, Huje uctuHUT
10/, TIPETIIOCTBAKOM JIa He BaXXM XWIIOTe€3a KOHTHHYYMa. 3alpaBo, cama
Teopema 2.1.6 mpesncrasba damn ekBuBajienT CH.

Teopema 3.1.1. CH je exsusaseniuina wephery ga cy cee Byrose arredpe
KaAPJUHAALHOCTIU € Koje 3agosomasajy ycaos H,, mehycobro uzomopdne.

JoKA3: Jloka3 majemo Ha jesuky Tomojoruje. Komncrpyucahemo msa mpo-
cropa [TapoBuuenka koju He mory dutu xomeomopduu mox ~CH.

IIpumep 1 IIpocrop ITapoBuuenka S Koju caap>Ku TadyKy p 3a KOjy je
X(pa X) = Wwi.
Op panumje 3nmamo ga je w* mpoctop IlaposBmuenka. Ywurajyhu Jle-
My 2.2.5, youaBamo ga mnocroju wi-Hu3 {Cy : a < wi} OTBOPEHO-
3aTBOPEHMX IOJICKYTIOBa IMpocTopa w* TakBux fa je Cn, C Cg 3a B <
a < wi. Heka je P = () Cy, u weka je S = X/P daxrop-upocrop

a<wi
U3BEJCH U3 IIPOCTOPa X, Yy OOoHOCY Ha peﬂaumjy eKBI/IBaﬂeHHI/Ije rae

je cBaka Tadka KJjaca 3a cede, OCHM Tadaka ckyma P - mux mocMma-
TpamMo Kao jemuy kiacy. llo Jlemm 2.4.3, S mopa dutu F-mpoctop.
Ckyn w* ciauka ce Ha S KOJIMIHUIKUM ITPECIUKABAHEM, a OHO je He-
IIPEKUJIHO, OTBOPEHO U 3aTBOPEHO, IIpecjnKaBa 0a3y Ha 0a3y, U UyBa
HYyJTa- TUMEH3UOHAJIHOCT. HOH_ITO je TaKBO IIpeCJINKaBabe U HEIIPEKU/Ha
cupjekinja, OHO YyBa u KoMnakTHocT. Jlakie, u S je, Takohe, mpocTop
[TapoBuyenka.

Axo 3aMucIIMO J1a Cy ¥ KOJUIHUIKOM IIPOCTOPY CBE Tadke n3 P Ko-
JIanicupaHe y jejHy Taduky Tj. p = P, oHja je, ouursesno, X (p, S) = wi.

IIpumep 2 IIpocrop ITapoBudenka T TakaB ga je w(x,T) =c3a cBe z € T.
Nzadepumo T' = (wx2°)*. Tlomrro je mpocTop w X 2¢ HyJ1a- IMMEH3HOHAJIAH,
JIuunenedos ipocTop TexkuHe ¢, u mpocTop 1’ je Takohe HyIa-TMMEH3NOHAJIAH
u Texkune ¢. Ciaenu na je, mpema Teopemu 2.2.11, mpocrop 1" darr mpo-
crop ITapoBuuenka.

Osznaummo ca m, a-mpojeknujy 2° — 2, 3a a < ¢. Cama, 38 a < ¢ u
1 < 2 pmecdunuiemo

K(a,i) =T N (w x 7o [{i}]).
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[Morsassbe 3. Ipocropu fw n fw \ w y3 npernocraBky ja saxku ~CH

[Tpumernmo na je K (o, 1) HenpasaH OTBOPEHO-3aTBOPEH IIOJCKYII IIPO-
cropa T, u na je K(«,i) = K(d/,i') ako u camo ako je a =o' n i =1'.
YBomgumo cienehy wHotanujy

K={K(a,i):a<ci<?2}.

CraB CBaku IIpeceK wi-pa3jnyuTux cKyloBa damuianje K mMma mpa-
3HY YHYTPAIIIHbHOCT.

HoBosbHo je, 350r cumerpuje, nokazaru camo ga ckyn I = (| K(«,0)
a<wi

UMa HEMPa3Hy YHYTPAIIHOCT. lIpeTmocTaBuMo CyIpoTHO, Ja IIPETX0/I-
HO HaBejieHO HHuje Tadno. Tasa mocroju orBopeHo-3aropenu ckyn U C
Blw x 2°) makaB ga je ) # UNT C I. 3a cBako o < wj CKYyI
U\ (w x 7, [{0}]) je xommaxTan moackynm mpoctopa w X 2. Ilomrro
npecek U N (w X 2°) uMa OTBOPEH OKPUBAY, OHJIA MCTH HUje KOMIIAK-
TaH, CTOra, MOCTOjU 11e0 OpOj Ny 3a Koju Baxku ) # U N ({ny} x 2°) C
{na} x 75 [{0}]. Ha ocHOBY cBera IpeTXOHO HAITHCAHOT, OCTOJH €O
6poj n Takas na je ckyn A = {o < wy : ny = n} deckonauan. MebhyTum,

razga je {n} x () 7, [{0}] ckym mpocropa {n} x 2¢, koju nma Henpasmy
acA
VHYTPAIIEOCT, IITO je Y KOHTPAJIUKIIJH Ca ITOJa3HOM IIPETIIOCTABKOM.

Bpahamo ce koucrpyxkimju npumepa. Bupamo npoussossao x € 1. He-
ka je U m-Daza okosmua tadke r. Pammwmja F = {K € K : z € K}
je kapauaasHocTH ¢. 3a cBaku ckyn K € F mnocroju U(K) € U rakso
na je U(K) C K. Ouga je |U| > |F| = ¢, jep mam CraB u3HaL rOBOPH
naje {|K e K:U(K)=Ul|} <w,3acsaku ckyu U € U. Creau na je
m(x,T) = ¢, jep je Beh mosnaro ma je Texkuna npocropa 1’ HajBuie c.

O]

Topmu pesynrar mamehe jenno mnrepecantrno nurame: Ha au je CH eku-
BasieHT TBphemwy (*) ma BysoBe anredpe KapjuHAJIHOCTH ¢ KOje 3a10BOJba-
Bajy yciaoB H,, nmajy nsomodpHa KoMmiuierupamwa? OBO mUTame Cy Hajupe
pasmarpasu Bpoepman u Bajc, [22], koju cy nmokasanu ja (x) unak Huje
ZFC-reopema. IMocsennano, J. Mun u Bumjame cy yrepaniu, (23], na u3
(*) caemn ma je ¢ < 2¢1. Mehyrum, ocrasio je HepaszjalimeHo jga jim (x) Baxku
akko CH.

3.2 Tomosomka KapakTepu3anuja BysioBe ajre-

ope P(w)/fin, 11

Opnespak 3.1 roBopu ga je Ilocienuma 2.2.6, 3amnpaso, eksuBajent ca CH.
WNaxko je memosnarto ma ym je Teopema 2.2.12 exsuBasentna ca CH, mako
ce nokasyje ga ucra auje ZFC-teopema. Y nokazy Teopeme 3.1.1 mokazaju
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3.2. Tomouomka kapakrepusanuja Bynose anredpe P(w)/ fin, 11

cMo s1a, u3Mel)y ocrasor, mpocrop (w X 29)* caJp:Ku HelpasaH Npecek wi
OTBOPEHO-3aTBOPEHNUX CKYIIOBa IIPAa3HE YHYTPAITHOCTH.

Jenan o/ OCHOBHUX KOMOWHATODHHX IIPUHIIAIIA TEOPHje CKYIIOBa KOjU je
nezapucan o ZFC je Maprunosa akcuoma. OnHocu ce Ha DeCKOHAYHE Kap-
JITHAJIE Marbe OJ1 ¢ U TBPJIM JIa CE€ OHU IIOHAIIAjy Kao Ng.

Axkcuoma 3.2.1 (MA). MA(k): Heka je P mapiujanno ypehen ckyn koju
je ccc, u meka je D dpamMmimja OTBOpPEHUX I'yCTHX MTOJACKYIIOBA CKyma P Tako
na je |D| < k. Taga nocroju dunrep F na ckymy P, takas ga je FND # (),
3a cBaku ckyn D € D.

MA nHaMm TBpau Jia 33 CBaKu KapauHajHu 0poj k < ¢, MA (k) Baxu.

V mapenom onesbKy Buyehemo na u u3 MA +—CH cienu j1a cBaku Hernpa-
3aH MPECEK W] OTBOPEHO-3ATBOPEHIX MOJCKYITOBA MPOCTOPa w* WMa Hempa-
3Hy yHyTpaImocT. Kao mocienuiry Tora nMmamo 3aksbydax ja n3 MA +-CH
caienn 1@ pocropu (w X 2°)* u w* Hucy xomeomopduu. OBaj aprymeHT Huje
JIOBOJbAH JIa Ce JIOKaXKe Jia MPOCTOpH momyT (w X 2¢)* Hucy xomeomopdHI
ca w*. Mehytum, MA + —CH rapantyjy 1a ako je X JTOKaJIHO-KOMITAKTaH,
0-KOMITAKTaH, HEKOMITAKTAH TTPOCTOP MPedpPOjuBe T-TeKUHE, OHJA CBAKU He-
Ipa3aH MpeceK Marbe 0] ¢ OTBOPEHHX IMOJICKYTIOBa TpocTopa X * mMa Hempa-
3HY yHYTpaBIIHOCT. Jlakie, 1ak mako je mpoctop X M3y3€THO OJM3aK MPO-
CTOPY W y TOMOJIOMIKOM CMHUCJIY, OIEeT HE MOYKEMO TBPJUTH J[a Cy IPUTOM U
X* n w* xomeomopdHM.

Teopema 3.2.2. Kouzuctenno je ga upocttiopu w* u (w x W(w + 1))*
HUCY TOMEOMOPPHU.

JIOKA3: VY [3] ce mMoxke BujeTH /@ je KOH3MCTEHTHO Ja Cy CBU XOMEOMOD-
duzMu mpocropa w* MHIYKOBAHN OMjEKIMjaMa w, OJHOCHO, 38 CBaKHU ayTo-
xomeomopduzam h : w* — w* mocroju mepMyTanyja T @ W — W TAKO Ja
h = pn [,+. Ilokazahemo na je 3a cBaky mepMyTanujy 7 CKyla W, CKYII
pUKCHIX Tadaka IpecauKaBama (7 je OTBOPEHO-3aTBOPEHH IOJCKYIT IIPO-
cropa fw. Ilocimeauna Tora ou Omia ma je ckyn (pUKCHUX Tadaka B [
HUCTOBPEMEHO U OTBOPEHO-3aTBOPEHU IIOACKYI IIPOCTOPa w™.

Heka je 7 : w — w nepmyranuja, u Heka je p € w* (puUKCHA TAYKa IPECIn-
KaBamwa 7. YBoxumo ckyn F Ha ciepehn naunn: E = {n < w: m(n) = n}.
Axo E € p, oHza Tauka p MMa OTBOPEHO-3aTBOPEHY OKOMHMHY E Koja ce ca-
croju oj1 bukcHUX Tadaka ckyna 3w. (w(r) = x, 3a cee ¥ € F)

Baro mpermocraBumo 1a E ¢ p. dedunummmo ckyn F = w \ E. Kako 3a
cee n € F Baxku 7(n) # n, JaKo MOXKEMO TIOJeJiuTu CKyn F' Ha jBa jeia,
Fy u Fy rako na w[Fy] N Fy = 0 u w[F1] N F} = (. Be3 ymamema ommrocTy,
neka je Fy € p. Taga je w[Fy] € Br(p), omaxie je p # S7(p), mro je KOHTpa-
JUKIAja. 3aK/ByIyjeMo J1a je CKyIl (PUKCHUX TadakKa IIPOCTOpa (37 OTBOPEH,
OJTHOCHO, OTBOPEHO-3aTBOPEH.
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Ha ducnmo y osaxsom IlesraxoBom mozerty nmokazanu ga w* u (wx W(w+1))*
HHCY XOMeOMOP(hHH, JTOBOJBHO je Jia MOKAXKEeMO Jia MOCTOJH &yTOXOMEOMOP-
duzam h npocropa (w x W(w+ 1))* takas na ckyn Fix(h) dukcHux Tadaka
Ipec/jmKaBama h Huje OTBOPEHO-3aTBOpPEH. ¥ Ty CBpXY, Heka cy B, F C w
JIBa KOMILJIeMEeHTapHa OeCKOHAYHA CKYyIla U HeKa je 7 : w — w IepMyTaluja
rakBa ja je 7[E] = F (mro 3uaun u «w[F| = E).

Hedunumemo npeciukasame f:w X W(w+1) - w x W(w+1) na caenehu
HAYUH:

f(<n7m>) = (n,w(m)), (m € w),
f({n,w)) = (n,w).

Osmnaunmo ca h pecrpukijy h = Bf [(uxw (ws1))+- JlaKo ce moxe yountn
Ia Baxku u ciaenehe
Fix(h) = (w x {w})",

mrro 3uaqn Ja Fix(h) HUuje OTBOPEHO-3ATBOPEH CKYII. O

3.3 Henpekuane ciauke npoctopa w11

ocnenuna 2.3.4 nuje ZFC-pesynrar. Kynen je nmokazao (Bumau |5, oxespin
12.3 u 12.7) na y mozeny (opMupaHoM j0/aBambeM wo KoeHOBUX peaHux
OpojeBa, He ITOCTOjU Wo-HU3 IIOACKYIIOBA IIPOCTOpa w Koju je C*- crporo
onazajyhn, e je X C*Y < | X \ Y| < N,.

Baxkmo je maBectu u ciemeha asa tBphema, Koja cy mocseanria Maprumnose
aKCHUOME.

Tephemwe 3.3.1 (P(c)). Axo je A damuauja Koja cagporcu mare og ¢ Gog-
cryuosa upoctiopa w, wakeux ga 3a cee B € [A]<Y saocu |\ B| = w, waga
aocwoju beckonavan ckyt B C w wakxas ga 3a cee A € A sasrcu |B\ Al < w.

Tephemwe 3.3.2 (5(¢)). IIpewuocimiasumo ga cy Pamuruje A u B damuruje
Koje cagpoice marve 0g ¢ UOGCKYuosa UPocwopa w, Wakeur ga 3a cée A € A
u F € [B]<Y saorcu |[ANNF| =w. Taga tocwioju beckonavar ckyt C C w,
waxas ga 3a cee A € A saorcu |CNA| = w, u 3a cee B € B saorcu |C\B| < w.

Cajta Mmoxkemo Jia ipehemo Ha reHepaJsuzanujy Teopeme 2.3.3.

Teopema 3.3.3. Csaxu xomuakiian Upoctwiop WeENHCUHE Mate 0 C je He-
TPEKUGHA, CAUKG TPOCTHOPa w™ .

JloKA3: Heka je Y KOMIAKTHM TPOCTOP TEXKUHE K, NPU 4UeMy je Kk < C.
Moxkemo ma mpermocTaBuMO Ja je Y, 0e3 yMamema OIIITOCTHA, HUTIAE I'yCT
nozickyn tpocropa [0, 1], Tlomro je k < ¢, onma je [0,1]" cenapabusan
POCTOD, I1a CTOra, MOXKeMo Ja 1poralemo npedpojus rycr ckyn D C [0, 1]
KOjU je TUCjyHKTaH ca Y .
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3.3. Henpekwupae ciauke npocropa w*, 11

Heka je £ orBopena 6a3a npocropa [0, 1], Koja je 3arBopeHa 3a KOHAYHE
yHuje, u 3a Kojy Baxku |E| = k. ¥YBemumo jomr u cienehe nse damminmje
CKYIIOBa

A={END:E€&ENENY #0},

B={END:Ec&ANY CE}.

Jlako youaBamo ja davuauje A u B 3a/10BojbaBajy NOYETHE MPETIIOCTABKE
tBphema S(¢). Hocmeauano, moxkemo nponahu mogckyn J C D takas ja

1. [ANJ| =w,3acBe A€ A,
2. |J\ B| <w, 3acse BeB.

Heka je Z = Y U J. Tepoumo 1a je ckynm Z KOMMIakTaH u j1a je J rycT
CKYTI M30JI0BAHUX Tadyaka CKyma Z. Ako Ou Ta mpeTrmocTaBKa OWJIa TadHa,
OHJA je Z KOMIAKTUdUKAIMja IPOCTOPA W, IITO Ja/be UMILIUIUPA 113 je Y
HEIIPEKUJIHA CJINKA IIPOCTOpa w’.

Axoje E€Eu ENY # 0, onga je END € A, na ciequ na je EN.J
deckonagan npecek. Omarie, ckyn J je rycry Z.

Heka je x rpanmuna tatka ckyna J, Koja He TpHUIaJa TOM CKymy. Kako
je € daza koja je 3aTBOpeHa 3a KOHAYHE yHHUje, U KAKO je Y KOMIIAKTaH
CKYII, TIOCTOje JTUCjyHKTHU cKynoBu Fg, 1 € £, 3a koje Baxu ¥ C Fg u
x € Fy. Ha ocHoBy cBera mammcasor, douhe Ey N D € B, mro y3 ropmwy
CTaBKy 2. JI0OBOJM JI0 3aK/byuka Ja je J \ Ey konauan ckyn. Mehyrum, ckym
FE4 cagpxku OecKOHAYHO MHOI'O Tadaka CKyna .J, IITO je KOHTPaIUKIIH]a.

3ak/bydyjeMo Jia je Z KOMIIAKTaH CKyI U Ja je J JUCKpeTaH y IpOCTOpy
Z. O

lopma Teopema orBapa nuTame Ja Jim u3 MapTrUHOBE aKCHOME JTUPEKTHO
cJIeU J1a je CBAKM KOMITAKTAH IIPOCTOP TEXKWHE ¢ HEIPEKUIHA CJUKa IIPO-
cropa w*. Ucnocrasuhie ce j1a To HUje ciry4ayj.

Hexka je X npocTop Koju je KOHCTpycaH Ha Ha4uH ujieHTH4YaH Kao y Teope-
mu 2.5.5, nakie, CtoyHnoB mpoctop ca Bymosom anredpom Jleder-mepsbuBux
nozckynosa ckyna [0, 1]. Huje mopedeno ma sm je nmpocrop X HenpekuiHa
canKa ckyna w*. VI3 rodasiaux cBojcraBa mpocropa X Huje moryhe gohu 110
TOr 3aKJbyUKa, jep je Beu [2] y ZFC-momeny KOHCTpyHCAO IPUMEDP IIPOCTOPA
KOju Cy BeoMa caudHu 1npoctopy X © KOju Cy, y3 TO, HEIPEKUJIHE CJINKE
ckyma w*.

Ilokazano je m jia je cBaKM HOpMaJaH KOMIAKTAaH IPOCTOD HEIPEKU]IHA
ciauka ckyna w*. Benumko nurame y oBOj obyiacTé Koje je jorr yBeK ocTa-
JIO OTBOPEHO je Ja JI je CBAKW MPedPOjUB KOMIIAKTAH METPUIKU IIPOCTOP
HEIPEKU/JIHA CJINKA CKymna w™.
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3.4 3arBopeHU MoTIIpocTOpu Hmpoctropa Lw, 11

Y omebKy 2.4 mOKa3aHO je Ja ce CBAKM KOMIIAKTAH HYyJIa-IMMEH3NOHATHU
F-nipocTop TeX)uHe ¢ yTama y MpocTop [w, IMOJ MPETIOCTABKOM Jia BaXKHU
CH. JIybspoM aHam30M J0JIa3U ce J0 pasMarparba cieaeher TBphemba.

Tepheme 3.4.1. FE : Ceaxu komtakiar HYsa-gumeH3uorastu F-apoctiop
Mootce ga ce Ywhouu Yy Hexy Kpajroe Heto8e3ar Upoctiop.

IIpumerumo na mperxoHO TBpheme Ha je3uky BysroBux ajredpu 3ampaBo
nmozpasymeBa ja je ceaka WCC BysioBa asmedbpa xoMOMOp(MHA CJIMKa KOM-
mwietHe Bymose asnredpe.

3roauo je pamdiannTu TBpheme FE na ciieneha nsa: FE = FB + BE.

Tepbheme 3.4.2. FB : Csaxu xomtax@an Hyra-gumenduonasnu F-apoctiop
MOoHCE ga ce YWoTUu Y Heku 0a3UYH0 HeT06e3aH UPOCTLOP.

Tephemwe 3.4.3. BE : Csaxu 6a3uuno netose3ar KoMUGKWAH UPOCTLOP
MODKCE ga ce YWoUU Y HEKU Kpajre Helose3aH UPOCTLop.

V ome/bKy 2.4 ¢cMO TOKa3aJIu, CIIENHjaIHo, Ja ce pecTpukimja TBphema FE
Ha mpocrope TexkuHe ¢ ciaxe ca CH. Ban /layen u Bam Musn cy koHcTpy-
ucamu [24|, nox npernocraskoM ja je MA + ¢ = wg, IpuMep KOMIIAKTHOT
HyJ1a-TUMeH3noHAJTHOT F-ipocTopa V' TexkuHe ¢, KOju He MOXKe Jla ce YTOIN
HU y jemaH Oa3smvHO HemoBe3aHn mpoctop. Kao mocrmemuiia Tora mosiasu 3a-
kbydak Ja Hu FE, au FB aucy ZFC-reopeme. Bpio masio ce ucrpakuBasio
o tBphemwy BE, mehyTum, nozuaro je ga ce HYex-CroyHOBa KOMIIAKTH(OUKA-
nuja omyio xor ll-mpocropa yrama y Kpajibe HemoBe3aH mpoctop. Kpajmu
3ak/by4dak je ma Teopeme 2.4.9, 2.4.11 u Ilocmemuma 2.4.12 He BaxKke IO
HPETIOCTABKOM 112 je MA + ¢ = ws.

3.5 II-tauke u HexoMoOreHocT nmpocropa w”, II

Tommuama yHaza, oTBOPEHUM MIPOOJIEMOM C€ CMATPAJIO MUTamke 1a Jju 11-
TadKe y IIPOCTOpPY w* MOry /a Oyay KOHCTPYHUCaHe 0e3 Kopuihema JT0MaTHIX
ckym-Teoperckux xurore3a. Ha kpajy, [llenax je moxazao jia je KOH3UCTEHT-
HO ga II-tauke He mocroje y mpocropy w*, [3]. Crora, uu ITociequna 2.5.3
He Moxe Baxkutu y ZFC. Y HapegHuMm norsaspuMa duhe pedu o Tome na
w”* HHUje XOMOTeH IIPOCTOP.

Teopema 2.5.5 Baxku y ZFC.
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Ilorsgasibe 4

ITapujamaa ypehema
ImpocTopa [w

Y TnmaBu 4 xounenTpucaheMo ce Ha pa3juvunTa HapIlujajHa ypehema Ha
KOMIaKTHhUKaIuju Sw, Koja ce MOI'y KOPUCTUTH IIPU JTOKA3UMAa, & U3BECHHI
npoctopu Hucy xomorenu. ITormro ce Yex-CroyHoBa KOMIakTuduKaImja Ha
W MOKe IIOCMaTPaTH Kao MIPOoCTop yaTpaduiarepa Ha w, ypehema Koja hemo
IIOCMATPATH Y OBOM JIeJIy paja Cy, 3a1paBo, ypehema Ha yarpaduirepuma.
[Tokazahemo ma moctoje mBa yarpaduarepa Ha w kKoju cy Pymun-Kucnep
HEYIIOPEINBH.

4.1 Pynun-Kucnaep ypebemwme Ha nmpocTopy Sw

3a cBaky maty dyHKIHjy f @ w — w u weny CroynoBy ekcreusujy SBf :
Bw — Pw nako ce youasa Jia je

Bf(p) =q axko (VP €p) f[P]€q akxo (VQ € q)f'[Q] € p.

Iedunniremo pesaiujy eKBUBAJIEHIIAje ~ HA TPOCTOPYy [fw Ha cienehn Ha-
9UH:

P ~ ¢ aKKO IIOCTOjU IlepMyTanuja 7 : w — w ca fm(p) = q.

Jacmo je 71a je oBako yBeJieHa peJialyja ~ 3anCTa peJialija eKNBaJIeHIIn]e.
Hexka cy p,q € fw. YBoaumo cirenehy norammujy:

p < ¢ akko nocroju f € w* rtako xa je Bf(q) = p.

Teopema y macTtaBky, uuju J10ka3 Hehemo odpabhuBaTu, cymupa pejieBaHTHE
nadopMaIije Koje aajy Bely uamely penamumja ~ u <.

Teopema 4.1.1. Hexa je p,q,7 € fw. Taga sascu:
1. p=p;
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[Tornasmwe 4. Ilaprumjanna ypehema mpocropa Sw

2. akojep 2 quq=Xr, waga jep X r;
3. axo jep = q uq=Xp, Waga je p ~ q.

IIpumernmo ma Teopema M3HAJ IIOKa3yje /1A je KOJUIHUYIKA pejIaruja, Jie-
dbunncana ca < #a dakTop-cKyny Sw/. mapuujaaHo ypeheme.

Penaruja < Ha kommakTudukanymju Sw ce Hasusa Pynun-Kucaep ypeheme
Ha fw. AKo je p € fw, oHza je ckyn {q € fw : ¢ < p} eKBUBAJIEHTAH CKYILY

{Bf(p): f €},

U CTOra, MMa KapIUHAJHOCT HajBuUIle ¢, momTo je |w*| = ¢. la jm 3a cBaky
TauKy p € fw MOCTOj TauKa ¢ € [w, TakBa aa Baxu ¢ A p? Y 0BOM TpeHyT-
Ky HAM HEJOCTaje ajaT Ja OMCMO OJIFOBOPHJIM HA OBO MUTAFLE, TIOIITO jOITT
YBEK HUCMO JonuH 10 3ak/pyununx ZFC-pesysnrara y Besu ca Sw KOMIIAK-
TU(hUKATIJOM. 3aIpaBo, HUCMO YTBP/WIA YaK HUA KapIUHATHOCT ITPOCTOPA
Pw. Onpeauhenmo Hajupe |Sw|, ma ducmo Jaiam oAroBOp Ha HHUTARE KOje ce
HAMETHYJIO U3HAI.

JIema 4.1.2. (a) Hocwoju gamuruje {Aq @ a < ¢} beckonawnur Gogeky-
aosa cryta w, Waxea ga 3a o < 3 easrcu ga je Upecerx AnNAg Konavan.

(b) Hoctuoju damuauja {{AS AL) : o < ¢} @aposa gucjyxntanuz Gogexy-
woea ckyta w, WaKea ga 3a ceée xonauwne ckytose F C ¢ u 3a cee
pynxyuje f: F — 2 saorcu ga je upecer | Aé(a) beckoHaaH.

acF

(c) |Bw| = 2%, u gogatuino, axo je A C Pw upedbpojuso beckonauan, onga je

|A| = 2°.

JIOKA3: (a) 3a caku upanuonasas opoj r € R nzadbepumo HU3 paroHaI-
Hux Opojesa S(r) koju kKouseprupa Ka . Pamminja {S(r) : r je uparmo-
HAJIAH } OYUIVIEHO 33/[0BOJbaBa yCJIOBe JieMe 1oj (a), OCHM IITO ce He
CaCTOjU OJT TIOJICKYTIOBA, CKyTIa w, Beh 0T TPedpOojuBO MHOTO PAITMOHAI-
HuxX ckymoBa. Mehyrum, uzmehy momenyTa mBa CKyIla IIOCTOjU OUjeK-
nyja, ma Taj CJIydaj He MpecTaB/ba podsem. Pemmmo, mocMmarpajMo
npeciankaBame h : Q — w Koje je dujeknmja. Taga hie u npeciukapame
h:P(Q) — P(w) 3amaro ca h(A) = h[A] € w Guru Sujexumja. Ha 1aj

Ha4YuH J001ujaMo PaMUIn]y MOACKYIIOBa W.

(b) Heka je {A, : a < ¢} damMuimja noACKymoBa CKyIa w Koja 3a0BOJbaBa
yeaose jieme 11071, (a). 3a cBako a < ¢, J1epUHUIIMO

Bl ={Fcw]™:FNA,#0}, un Bl = [w]~¥\ B

Caku npecex Bgl Nn..N ng N Bél N..N Bél je deckonauan. 3amro?
Bazkn

By, N..NB) ={Few”: FNAy #0AN..AFN Ay, #0}
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4.1. Pymun-Kucsnep ypeheme Ha mpocropy Sw

By N..NBs ={F e : FNAg =0A..ANFNAg =0}

Ceaxu Ag, \ (Ag, U...U Ag,) je beckonauan Ha OCHOBY Jiesia oBe Jleme
HoJ @), Ia MOYXKeMO u3adparn DecKOHavYHO MHOrO cKynosa F' (Ha Oec-
KOHAYHO MHOT'O HAYWHA).

Osaxo 3anata bavmmmja {(BY, Bl) : a < ¢} ucnymasa ycose Tpaske-
He damvumje y Jlemu moz (b), ocum 1mrro Huje JeduHICAHA HA CKYITY W,
Beh Ha npedpojusom ckyIty [w]<“. MehyTum, Hu y 0BOM ciryuajy, Ta qu-
mennra nehe mpeacraBmpaT TPodJEM, jep MOCTOju OujeKImja m3mehy
wu [w]<v.

(c) Hexa je {{A% AL) : a < ¢} bammmja maposa MICjyHKTHIX HOJCKYTIO-
Ba CKyIla w 3a KOjy Baxku xunoresa u3 Jleme mox (b).
Heka je mara dynxmuja f € 2°. Mzadepumo Tauxy py € [w, Ta-
KBy Jna je {Ag(a) :a < ¢ C py. OHO WITO je ouMIVIETHO je na
|Bw| > {py : f € 2} = 2° Tomro je |P(w)| = 2¥ = ¢, n momro
je cBaku yarpaduirep mpocropa (w 3ampaBo HEKH IMOACKYI CKyIa
P(w), orma yarpaduirepa mpocTopa fw MOXKe OUTH HAjBHUIIE OHOJIU-
KO KOJMKO MMa IOJCKYIoBa cKyma P(w), To jecr 2¢ = 22°. Crora je
|Bw| < 2°. Baksbyuyjemo ma mMopa dutn |fw| = 2°.
Tephewe u3 ose Jleme nox (c¢) caga ciaennm u3 Teopeme 1.5.2 [1] u
TBphema J1a cBaKu MpedpojuB OECKOHAYAH IIPOCTOP CAIPIKU IIPedpPOjuB
OeCKOHAYaH JIMCKPETaH IIOTIIPOCTOP.

O]

Jloka3 Koju cMO yrpaBo BUJeIU Jiaje HaM jiBe dutHe mHMopMmanuje. Han-
Me, KOMOMHATOPHU apryMEHTH Cy BaXKHU aKO Cce m3ydaBa MpocTop Sw Oe3
JOJATHUX XUIOTE3a, U 32 N3yYaBalbe N3BeCHUX (haMUINja MOJICKYIIOBA CKY-
ma w jegHocTaBHHUje je He aedUHUCATA WX JUPEKTHO HA CKyIy w, Beh Ha
oarosapajyheM mpedpojuBOM CKyITy, KOJUM je Yy J1aTOj CHTYalldju JaKIIe Oa-
pararu.

Caja ce Bpahamo Ha nuTame: AKO je jgara Taduka p € Sw, 1a JId IOCTOjU Ta-
dka ¢ € fw Taksa xa je ¢ 2 p? Kako je [{g € fw : ¢ < p}| < cu |fw| = 2°, 1o
Jlemn 4.1.2 (¢), oroBOp Ha MUTABE je IPUIMIHO jeHOCTABAH - TAKBA TATKA
q noctoju. Xajme Jia joIl MaJo KOHKPETU3YjeMO IMUTAIbe: aKo je JaTa TadkKa
p € w*, Ia M Taja MoCTOju Tauka ¢ € w TakBa qa Baxu p A g u q A p?
Opxrosop Ha oBO muTame jorn yBek Huje mosnar. [loxg CH-mpermocraBkoM,
JIAKO je YOUJBHUBO Ja je 0JIroBop HoTBpAaH, aau y ZFC, oaroop je Hemo3HAaT.
MebhyTum, OHO IIITO jecTe MO3HATO je J1a ITOCToje DapeM TadKe P, ¢ € Sw TaKBe
najep A quq A p, u rakBe Tauke NeMO KOHCTPYHCATH y HACTABKY OBOL
0JIEJbKA.

Hedbunnnuja 4.1.3. Heka je F C P(w) duiarep unju HUjeaH eJeMeHT HU-
je konauan. Unnexcupama davmmmja {(A?, ALY : i € I'} maposa mucjyrkTamX
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MIOJICKYTIOBA CKYIIa w HA3WBa Ce He3aBHCHA dpaMujnja ¢ od03upomMm HaA F
ako je 3a cBako o € [[|<¥, f€2°u F € F ckyn F'N A{(Z) DecKOHAUAH.
1€o

Hexka CF o3nauaBa (puyirep KOKOHAUHUX MOJCKYIIOBA CKYIIA W.

Jdema 4.1.4. Hocwioju nezasucna gamuruja {{A% AL) :a < ¢} C P(w) c
ob3upom na CF.

JIokA3: oka3 cienu Ha ocHoBy Jleme 4.1.2 (b). O

Heka je A C P(w) damummmja ca cBojcrBoM KoHaaHOr npeceka. Ca (A)
hemo oznagasaTu dpuaTep Ha W KOjHU je remepucaH cKymoMm A.

JIlema 4.1.5. Hexa cy gatuu duattiepu F,G C P(w), u Upelitoctluasumo
ga je {(AY ALY : i € I} mesasucna gamuauja c obsupom na F, kao u c
ob3upom ma G. 3a ceako f € w¥ wocwmoju wonauwan cxyu J C I u Gogekys
A C w maxas ga je {{AY, ALY 1 i € I\ J} mesasucna damuruja ¢ 0b3upom
na (FU{A}), xao u ¢ obzupom na (G U {w\ f~A]}).

JloKA3: DukcupajMo TPOU3BOJbHU MHIEKC a € 1.

e Cayuaj 1: {(AY, A}) :i € I\ {a}} je nesaBucna davummja ¢ 0dz3upom
ma (G U{w\ f[AQ]}).
V oBoMm ciyuajy mMoxkemMo omadparu na je A = Ag u ga je J = {a}.
Jacwo ce Bum ma cy To damm onn A u J Koje cMO TpaKuIm.

e Cayuaj 2: Cse ono mro auje Cayqaj 1. .
[ocroju konauan mnaexcun ckyn K C I\ {a} u dynkuuja f € 25 u
exemenT G € G Tako na je

() INAY nGn @\ 4] <w.
ieK

Caza msdepnumo ckymose A n J ma crenehn mawmm: A = w\ A%, J =
KU{a}. Jacno ce Bumm 1a je {(AY, Al) : i € I\ J} nezaBucna bavmimja
¢ obsupom Ha dunrep (F U {A}), ma npeocraje ja ce moKaxke ja je
{(AY, Al) i € I\ J} nesasucua dbammiuja u ¢ 063upom Ha dbuITEp
(GU{w\ f7YA]}). ¥V Ty cBpxy, Hexa je L C I\ J KoHauaH CKyT 1 HeKa
je g € 2. Mzabepumo mpoussosban enement damvmuje Gy € G. Taa

N4 NG (w\ £ A = NAD N Gon 1A
€L i€l
> N4 N Af(") N(GoNG)N f1AY,
€L ieK

a 1o (*) 1 mpernocTasmy ¢ oueTka ja je {(AY, Al) : i € I'} nesasucna
damvmmja ¢ 0d3upom Ha duirep G, OBaj mpecek je DecKOHAYAH.
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4.1. Pymun-Kucsnep ypeheme Ha mpocropy Sw

O]

Konaumo, mosrazumo 10 HajBakKHUjer pe3yJsiTaTa OBOT OJIC/bKA.
Teopema 4.1.6. [loctwioje wauke p,q € Pw Wakse ga 6aHCU P ﬁ quq ;ﬁ p.

JToKA3: TIpema Jlemn 4.1.4 mocroju mesasucha davmmmja {(A% ALY : a <
¢} € P(w) c obsupom Ha CF. Heka je nuz {f, : 1 < a < ¢} enymeparmja
ckyna w¥ mayxwue ¢. TpancUHUTHOM UHIYKITHjOM 110 v heMO KOHCTPYHUCATH
Fa, Go 1 Ko C 2%, Tako 1a je

1. Fo u G, cy dbunrepn Ha CKyIy w U {(AS,AQ : £ € Ko} je HezaBucHA
damunja ¢ 003upoM Ha Fu, Kao U Ha Gy ;

2. Kop=2u Fyp=Gy=CF;
3. Ako je k < a, oaA je Fry C Fu, Gx C Gy 1 Ky C Ky
4. 3a cBako « duhe |24\ ICy| < |af - w;

5. 3a cako a > 1 mocroje cxynosu A, B C w taxsu ga {A,w\ f;1[B]} C
Fou {B,w\ fHA]} C Ga.

IIpernocraBuMo 8 MMaMO KOMILIETHDPAaHy KOHCTPYKIHjY 3a cBe Kk < «,
a < ¢. Onadepumo npeceke Ha ciaenehn wHauun: K = (K, G = U Ge 1

r<la r<la

F = U Fx. lIpumernmo ga je npema 4., |K| = ¢, u npema 1., {<A(§)’A%> €€
r<o
K} je vesaBucHa dammimja ¢ 063upom Ha duirep F, Kao U ¢ 003UPOM Ha

dunrep G. [Ipumenuhemo jorn u Jlemy 4.1.5 npa myrta. Jeanom uva F, G, K
u fo na nodujemo F', G/ K'\ J, a apyru nyt va G, F', K'\ J u f,. Jlako ce
JI0J1a31 JI0 KOHCTpyKIinje dbunrepa Fq, Go u Ky, KOjU IPUTOM 33I10BOJHABA]Y
CBe HaBeJieHe cTaBKe ox 1. 10 5.

Heka je tauka p € Sw npomupemwe |J F, 1 Heka je Tayka ¢ € Sw mpomiu-
a<e

pewe |J Go. IIpema 5., 3aksbyuyjemo fa ciaenn ga Baxu p A quq A p. O
a<c

Hamomena 4.1.7. Tauke p u ¢ naBenene y nperxoanoj Teopemu 4.1.6 Ha-

3uBajy ce =<-Heymnopeause. [[puMeTnMo W TO Ja aKO BayKU Jla Cy TadKe

P, q € fw =<-HeyIOpeIUBe, OHJA 00€ U p U ¢ IPHUIIAIA]y CKYIy w™.

Jla ducmMo 0BO BHJE/IH JIOBOJBHO je TOKA3aTH Ja je 1 = p 3a CBe yarpaduii-

repe p € fw. (Kaga ou, 6e3 ymamema ommrrocru, dwio p € fw \ w*, onna

ou duso p < q.)

Heka je npeciukaBame f : w — w garo ca f(m) =n 3a cee m < w. Taza je

3a cBe A C w:

wm f1(A) =w € p (ako n € A),
wi f1(A) =0 ¢ p (ako n ¢ A).

Haxkme, f cBemoun ma je n = p.
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[Tornasmwe 4. Ilaprumjanna ypehema mpocropa Sw

4.2 Pynun-®posmk ypebheme Ha cKymy w*
Pynun-®ponmk ypeheme C ma ckyny w* medpununmre ce Ha ciemehn magumm:
p C g akko mocroju yraname h:fw — w* Tako ga je h(p) =gq.

Beza m3mehy oBor ypehema n Pymua-Kuciiep ypehema o kom je duimo peun
y Onemky 4.1 nara je y caenehoj jgemn.

Jlema 4.2.1. Axo je p,q € w* u axo 6ascu p C q, onga je u p = q.

JIoKA3: Heka je h : fw — w* yraname maro ca h(p) = ¢. Kako je h[w]
JCKPETaH IPOCTOP, OHa noctoju Hu3 C), TOJCKYIIOBa CKyIa W TaKaB /1 32
cBe N < W BaXKu:

1. h(n) € Cy;
2. ako je n < m, onja je C,, N Cy, = 0.

Homajyhn ckyn w \ U C) cxkynmy Cp MOXKeMO IIPETIIOCTABUTH Ja je HU3
n<w

Cy 1 n < w} maprunuja ckyna w. JednHummmo npecinkaBame g w — w
p ] y p g
ca
g(k) =n, za ke€C,.

Heka je g : fw — Pw CroyHOBa eKCcTeH3Wja MpecankaBama ¢. TBpIuMo
na je Bg(q) = p. Yammmo ckyn Q > ¢ npomssossro. Ckyn {n : h(n) € Q}
MOpa, JIa IPHUIIAJIa TAYKK P, TIOIITO je h HEMPEKUTHO MPECINKABAIE, U3 Yera
crema na p € h1[Q] = h™1[Q] u Baxku h(p) = ¢q. Haxme, w N A~ Q] € p.
MebhyTum,

{n:h(n) € Q} CglQ

Crora, 3akspyuayjemo na g[Q] € p. locaequano, Bg(q) = p, mro je u Tpedao
HOKa3aTH. ]

ITocaenumna 4.2.2. Axo je p,q € w* u axo sasrcu p = q u q C p, onga je u
p~gq.

JlokA3: Jokas caenn u3 Jleme 4.2.1 u Teopeme 4.1.1 (c). O

Jlema 4.2.3. Axo je p,q,r € W* u axo saxcu p E q u q T r, onga je u
pCr.

JIokA3: Heka je f : fw — w* yramame naro ca f(p) = ¢, 1 caumdHO, HEKA
je g : fw — w* yramame naro ca g(q) = r. O3HauuMo ca h KOMIOBUIW]Y
h=(g] f(,Bw)) o f. Taga je nmpeciimkaBamme h, Takohe, yramame Koje je 1aTo
ca h(p) =r. O
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4.2. Pymun-®posmk ypeheme Ha ckymy w*

[Tpumernmo ga Iocaenuna 4.2.2, Jlema 4.2.3 u Teopema 4.1.1 (c¢) yka3yjy
HA TO JIa je KOJMYHUYKa pesanuja dedunncana ca C na fw/. mapuujaaHo
ypebeme.

Cajta hemo mokazaTy Ha TpuMepy ja cy ypehema < m T mohHm ajatu 3a
n3y4daBaibe IIpocTropa Sw.

Jlema 4.2.4. Hexa je tpecaurasarse gattio ca f : w* — w* zomeomoppudam
u Hexa je ¢ € w*. Taga je

{fpew" :pCgp={pew":pE f@)}
JoKA3: Jloka3 jemMe je TpUBUjaIAH. ]
Cajta cmo y moryhiHocTH J1a JIaMO NTPBU JI0Ka3 Jia IPOCTOP W™ HUje XOMOT€eH.
Teopema 4.2.5. Ckyu w* Huje xomoreH.

JIokA3: Heka je D = {d, : n < w} AucKperaH MOJCKYI IpOCTOpa w*.
Onadepumo npoussosbHy Tauky € D\ D. Ckyn D je C*-yTommen ckym
npocropa w* ([1], Teopema 1.5.2), na je onna D = BD. IlomTo je w* 3aTBO-
pen, Baxu D C w*. Hexka je A= {y € D\ D : 3 xomeomopduzam f :w* —
w* mako ma f(z) = y}. Uzabepumo npeciukasame h : w — D nedunncano
ca h(n) = d, u uexa je Sh : fw — D CToyHOBa eKCTeH3Hja TOT IIpecjnKa-
Barba.

Axo je y € A, onzia je jacro ma Mopa durn (Sh) "1 (y) C y. [pumenom Jle-
Me 4.2.3 monasumo 1o Tora ga je (8h)~!(y) C z. IMomTo je Sh mHjeKTHBHO
npecjuKaBabe, a Ha ocHoBy Jleme 4.2.1 3namo ja je [{q € fw: q C z}| <,
3akspydyjemo ga je |A| < c. ¥V Jlemn 4.1.2 (¢) mokazanm cmo nga je |fw| = 2°.
Kaxo 3D =~ fw, moskemo nponahn 2¢ tauaka ckyma D \ A. O
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IlorsgiaBsibe 5

CranenujagHe Tadyke IIpocTopa

bw

Y oBoMm norsiaBsey mocMmarpahemo Heke crienujajine Tadke y dex-CToyHOBO]
KOMITAKTH(DUKAIM]U CKyTia Tpupoaaux dpojeBa. OHe cy BaykHe jep, usmely
oCTaJIor, CBeJIoYe Jla OBa KOMIaKTH(HUKAIMja HHUje XoMoreH mpocrtop. Ha
npuMep, nokazahiemo j1a oBa komnaktudukanyuja y ZFC cagpxu ciaady I1-
Ta4Ky, IMTO he OUTHU MOKa3aHO KO3 TBphema.

Hajope cmo, mox mpermocraBkoMm ga Baxku CH, Bumenm ma moctoje 1I-
Tauke u ciade ll-tatuke y mpocropy w*, u ma Taj mpocTOp HUje XOMOTEH O]
M ycaosuMa. Hakon Tora, y OzemKy 3.5 cMo Kazaan 7a JI0Ka3 HEXOMOTe-
HocTHu ckyna w* Huje nocrojan y ZFC. ¥V macraBky paja gar je mokas y ZFC
na npocrop w* uHuje xomoren (Ozesmak 5.2). Mehyrum, 1aj moka3s je camo
II0Ka3a0 Ja w* HUje XOMOIeH, aJii HUje OJrOHEeTHYO u 3ainTo To Huje. lusmb
OBOT' 3aBPIITHOT JIejIa PaJa jecTe Ja MPeICTABU HEKOJIMKO ,CIIeINjATHUX  Ta-
Jaka Ipocropa w*, majyhin TuMe n MCTHMHCKHU JOKAa3 3aIlTo w™ HHUje XOMOI'eH
IIPOCTOP.

5.1 TexHuuyka rmocraBkKa

[umb oBOT Ofle/bKA jecTe Jia ce TIOCTABU U JIOKaYKe TEXHUIKA TI03a/INHA KOja
he mam KacHuje oMoryhnTu /18 KOHCTPYUIIIEMO HEKE OJI CIEIHjAJTHIX TadaKa
cKyIa w*.

Hedunuiuja 5.1.1. Heka je X rommakTan Kpajibe HEIOBE3aH IIPOCTOP,
u ueka je C = {C), : n < w} HU3 HENpa3HUX, 110 HAPOBUMA JMCjyHKTHUX,
OTBOPEHO-3aTBOPEHHX MOJICKYNOBa IpocTopa X . YBeaumo o3naky Z = X \
UC. Homarno, Heka je npeciukaBame [ : Z — Y HENPEKHUJHA CUPjEKIUja 1
Heka je ckyn B C Z 3aTBOpeH.

Ba 1 < n < w, ungekcupana dbavuanja {A4; : i € [} 0TBOPEHO-32TBOPEHUX
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[Tornasme 5. Crernujaane Tagke mpocropa [Sw

HOJICKYTIOBa IpocTopa X je TavuHO n-moBe3aHa ¢ 0o3upom Ha (B, f) ako je
3a cse 0 € [I]"
fl[AinB] =Y,

€0
u aKo je 3a cee o € [I]"F!

i€o

Nunexcupana davminja {A;, : i € I,1 < n < w} 0TBOPEHO-3ATBOPEHIX

HOJICKYIOBa mpocTopa X je MoBe3aHM cucTeM ¢ 003upoMm Ha (B, f) ako je:

1. damumnnja {A;, : @ € I} rauno n-noBesana ¢ ob3upom Ha (B, f), 3a cBe
n < w;

2. Aijp CAipi1,3acBen <wmucsei€ I

WNunekcupana dpavumimja {Afn el 1<n<w,j€ J}jelxJ nesaBucna
noBe3aHa dammimja ¢ 0d3upom Ha (B, f) ako je:

1. {Afn :1€ 1,1 <n <w} noBesanu cucreM ¢ 003upoM Ha (B, f), 3a cBe
jed;

2. flN(N Ag’nv)ﬂB]:Y, saTe[J|V, jer,1<n;<wmuo;e[I]™.
JET €0y J

AKo je narTo npeciuKaBame f : w — w, 03HAUNMO f = [f [+ . YBeauMo y
nperxoany geduannyjy 5.1.1 na je X = fw, u na je Cp, = {n}, 3a ce n < w.

Y Tom ciy4ajy moJia3zumo 1o ciienehe jeme, Koja je o BeJIMKOr 3HAYaja 3a
OBy TE€MAaTHKY.

Jlema 5.1.2. [loctoju ,konauro Gpema jegar” Gynruuja m:w — W U € X ¢
HE3A6UCHA TOBE3AHA PAMUAUIA OTLBOPEHO-3ATUBOPEHUT TOGCKYTOBA UPOCTLO-
pa fw ¢ 0b3upom na (w*, 7).

JTokA3: Heka je mar ckyn S = {(k,g) 1k € w A g € PP(k)P®)}. Unenu-
dbuxyjmo ckym S ca mpocTopom w u JAepUHUIIIMO TpecTuKaBame T : S — w,
npu demy je m((k,g)) = k. JacHo je na je m KoHauyHa Ha jegaH QYHKIH]A.
Cana, 3a cee X,Y € P(w) u n < w gedunummmo u

A, ={(k.g) €S:|g(Y Nk)|<n A XNkeg(Ynk)}
Jlako ce Moxke younTH na je paMuianja
{E}?,n X ePw),l<n<wYePw)},

3a KOjy BaXKH Ja je E}gn 3aTBOpEE haMumje A}/(,n y mpoctopy (.S, yupaso
OHA KOjy je u TpedaJio ja mponabhemo. O
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5.1. TexHnuka mocTaBKa

Hedunurmja 5.1.3. Heka je mar npocrop X. 3arsopen mormpoctop A C
X masuBa ce k-OK mornpocrop ako Baxku ja 3a cBaku uu3 {U, : n < w}
okosimHa cKyna A nocroju Hu3 {V, : @ < Kk} okonmHa ckyna A Tako Ja je 3a
cBako 1 > 1 3a Koje je je a1 < ag < -+ < oy < K,

) Vai € Un.

1<i<n
Tauka z € X nasusa ce k-OK rauka ako je {zx} k-OK ckyn npocropa X.

Heduunuuja 5.1.4. Heka je mar npocrop X. Heka je Y = {U, : n < w}
daMminja OTBOPEHUX ITOJCKYIIOBa IpocTopa X . 3aTBOpeHU HOACKyH Z C
UU \ UU masuBa ce Jiel CKyTI ¢ 0d3upoM Ha U, aKo BaxKn [Ja je 3a CBaKy
okosmmHy V u3 ckyna Z ckyn {n < w: V NU, = 0} xonagan.

Caﬂa CMO J01IJIA J0 KJbYYHOI' J1€Jia OBOI' IIOTJIaBJ/ba.

Teopema 5.1.5. Hexa je X xombaxtian, kpajrwe HeTo6e3aH UPOCTOp We-
orcune ¢ u neka je C = {C, : n < w} Hu3 HeUPA3NUT, TO UAPOBUMA
JUCJYMKTIHUL, O0WBOPEH0-3anBopeHuUL Togekytosa Upoctiopa X. Hexa je
Z = UC\UC. Axo je A C Z set ckyia c obsupom na C u axo je Y
HEUPEKUGHA CAUKG TPOCTLOPa w™, onga Goctwoju 3ateopenu ckyt B C A xo-
ju je ¢-OK cxyt Gpoctopa Z u Hag Kojum GOCTLOJU HECBOGHUBH CUPJEKUUIA
K0ja 14 cAuKG Ha ckyh Y .

JTokA3: Kako je [JC orBopeno-zaTsopen ckyn mpocropa X, 6e3 ryourka
ommrrocty, npernocrasuMo 2 je |JC = X. JleduHUMIMO mpecnKaBame
f:UC = weca f(x) = n akko = € C),. Heka je 8f : X — pw CroyHosa
eKCTEH3Mja MPEeCInKaBama f.

Kaxko je npocrop X F-mpocrop, onga je JC = B(UC). Heka je mpecimu-
KaBame T : W — W ,,KOHA4YHO IpeMa jegan” dyHkImja kao y Jlemu 5.1.2 u
mexa je {ES, :a < ¢, 1 <n <w,B < c}cxcnesaucaa nosesana bammmja
OTBOPEHO-3aTBOPEHHX IOJCKYIOBa IpocTopa fw ¢ 003upoM Ha (w*,7), Ta-
koDhe, kao y Jlemm 5.1.2. JlomaTHo, HeKa je garo mpecjaukaBame ¢ : w* — Y
KOje je HeIpeKUIHa CUP]EKIn]a.

Hedurnmmmo npeciukasamwe h: Z — Y cah=go7mo (Bf [z) u upume-
TUMO J1a je (baMunja

{Afm:a<c,1§n<w,6<c},

npu wemy Baxku ma je A3 = Bf1[EP |, nesasucna nosesama dbammiu-
ja ¢ odsupom Ha (A, h). To MoxkeMO Ja TBPAUMO HA OCHOBY TOra INTO je
Bf(A) = w*. Hame, Heka je Hu3 {Z, : v < ¢ A +y HapaH OPJUHAI} EHY-
Mepalja paMuInje CBUX OTBOPEHO-3aTBOPEHHUX MOJACKYIOBa pocTopa X H
Heka je Hu3 {(Syn, 1 n < w) 1 7y < ¢ A <y HemapaH OPAUHAI} €HyMepaIli-
ja CBUX HHM30Ba HENPAa3HUX OTBOPEHO-3aTBOPEHHX IOJCKYIIOBa ImpocTopa X
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[Tornasme 5. Crernujaane Tagke mpocropa [Sw

KOju 3a/10BOJbaBajy cienehy nHKIy3uUjy:
Symt1 € Sy \ U Ci
i<n

IIpernocraBuMo ma ce cBaku HU3 10jaBJbyje KobUHAIHO MHOTO myTa. H-
JYKIIAJOM 10 7y KoHCcTpyuiemo Fy u K., Tako Ja je:

1. F, C A je zarBopen ckym, K, C ¢, n {AB ra<cl<n<wfBe K.}

je He3aBHCHa HOBe3aHa GaMUInja ¢ 003upoM Ha (Fy, h);
2..Kb =2%mn fb Zifh
3. axo je v < v, ouga Baxku [, O F, n K, C K,;

4. ako je vy TpaHUYHM OpAWHAJ, oHxa Baxku F, = (| F, u K, = [ K,;
vy vy

5. 3a cBako v, K \ K41 je KOHaYaH CKYII;
6. 3a caku mapan v, uin je Fyi1 C Z, wmn je h(Fy11 N Zy) #Y;

7. 3a cakm HemapaH 7 3a koju je F, C ()] S,,, mocroje orBopeHo-
n<w

3aTBOopeHe okosmmHe D., ckyma Fy i1, rae je a < ¢, Tako Ja 3a CBaKO
n>lnmoa <ay <--- < ay <t BaxH Jla TOCTOJU M < W TaKaB JIa

(Dyay NN Dsya, )\ Syn € | G

i<m

QukcupajmMo ¥ < ¢ U mpernocraBuMo na cy Fy, K, KOoHCTpyucanu 3a CBe
v < 7. Koncrpyncahemo Fyqq1 u Kyqq.
Hajupe mpernocraBumo na je v mapan opjauHas, u jgebunummumo 1 =
F,NZ,. Axo je
(A ca<cl<n<wfcK,}
He3aBUCHA ToBe3aHa (damminja ¢ obsupom ua (T, h), Moxkemo uszadbparu
Fyi1=Tn K,1 = K,. Axo 1o Huje cirydaj, onza je

hEy N 2y V() 42)] #Y

BET aEop

3a Heko 7 € [K,|<

n

“ ng <wmnog € [¢|"8. Tama ducmo dupamm K1 = K \T,

F’Y+1:F"/m ﬂ( m Agng)'
BeT afog

Hecymmuso, Fy11 m K41 cy ynpaBo OHI KOje CMO U TPasKHJIN.
AKo je 7y HemapHO, U aKO HOCTOjH N < w TaKo xa je Fy\ Sy, # 0, rana Supa-
Mo oy = Fym Ky = K. Y caygajy na je F, C () S,n, dukcapahemo
nw

p € Ky nduparn K1 = K, \ {#}. Onza, 3a cBako o < ¢, JiepuHnIIEMO
Dya=( |J AN Sm),

1<n<w
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5.1. TexHnuka mocTaBKa

u oupamo Fyi1 = () Dyo N F,. Tepaumo na cy Tako dupann Fy 1 n ous
a<c

(Do : @ < ¢) Damn oHE KOju HaM 1 Tpedajy.

Hajope npumerumo na je csaku cKyn D., OTBOpEHO-3aTBOPEH IOMITO je
3aTBOPEHE OTBOPEHOI' CKyTia pocTopa X .

Ja ducmo BepudUKOBAJIN YCIOB 7. C MOYETKa Jejia OBOT J0Ka3a KOju ce
OJIHOCH HA WHJYKIIN]Y, KPDEHUMO OJ HOpeTKa a1 < g < -+ < ap < ¢ U
O3HAYTUMO

T = (Dyay NN Dya,) \ Syn-

Jacuo je ma he san =106utu T =0, jep je Dyq, C Sy1. Crora, npermocra-
BuMO Ja je n > 1. Cama hemo jgokasatu moMohHE cTaB.

Cras: T C Agm—l N...nA°

apn—1-
Nzabepumo = € Dy, N--- N D,q, U OPETIIOCTABUMO Ja BaxKn

WS ﬂ Agiki N Syki,

1<i<n

npu demy je k;, > n 3a #Heko 1 < 75 < n. Kako je SVkio C Sy, cremu ma
x¢T.

CaJta niperniocTaBUMO J1a je

ve () AL, NS,
1<i<n

npu demy je k; < n 3a ce 1 < ¢ < n. Kako je Acﬁuki C Agin_l 3a CBe

B

a;n—1°

1<i<ncremmmze (| A
1<i<n
Jakie, MOXKeMO 3aKJbyUIUTH 114 je

T= (qu A---N Dvan) N (X \ Svn)

=( N (U 45,nSw)n(X\Sm)

1<i<n 1<k<w

Cse 110 caJla UMILTAIUpPa Ja 3a HeKo m < w Baxku uHkaysuja T C | C;,
i<m
nomTo je dgaMuuja {Agm_l : 1 <i < n} rauno (n — 1)-noBe3aHna.
Konaumo, ma ducmo yTBpanan u yciaos 1. w3 jesa q0Ka3a KOjU ce OTHOCH
Ha UHIYKIU]jy, TIPUMETHMO 12 je Do 2 Sy, N Agn 3a CBaKo N < W.

Cana odenexxumo ca B = Q F,. Tepmmvo 1a je ckyn B oHaj KOju cMO U
y<c

rpazknmu. Ha ocroBy 1. Baxku h[F,| =Y 3a cBe v < ¢, u crora, kopucrehu
3. u kommakTHOCT 1poctopa X, duhe h[B] = Y. U3 craske 7. umamo ja je
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[Tornasme 5. Crernujaane Tagke mpocropa [Sw

ckyn B ¢-OK ckym mpocropa Z, ma je caMuM THM JIOBOJBHO ITOKA3aTH JIa je
pecauKaBambe h [ p HECBOIJBUBO.

Heka je B’ C B oarosapajyhu 3arsopen ckyn. Taga he, 3a Heko mapHO
v < ¢, durn 3amoBosbena uukiysuja B’ C Z, u jenmakocr B\ Z, # 0.
I3 ycnosa 6. Buau ce ga je h[Fy11 N Zy] # Y. Kako je B' C F,11 N Zy,
3akspydyjeMo ga je h[B'] # Y, ogHocHo, pecTpukimja npeciaukasama h [p
j€ HeCcBOIJbUBA, (DYHKIIH]ja. ]

5.2 KomnakTudukamnuja npocTtopa w

Y oBom ozesbKy Ouhie moKa3aHO Ja MOCTOjU KOMIIAKTUMUKAIII]A YW IIPO-
cTopa w, TakBa Ja Yw \ w Huje cenapabuian, aau jecre ccc. OBa KOMITaK-
tudukanuja he OUTH HEONXOIHA 32 KOHCTPYKIIN]Y HEKOJUKO CIICIH]jaJTHUX
TagakKa IIpocTopa w™.

Heka je P = {f € w¥ : 0 < f(n) < n+1 3acBe n < w} u Heka je
N={fln:feP AN n< w} Hebunummmo u ckyn 7' = {w € N¥ :
dom(mw(n)) =n+1 3acse n < w}. Heka je Cs = {t € N : s C t}, 3a cBe
s € N u Heka

Cr = U Cr(n), 3acse weT.
n<w
Younmo ga je N\ Cr deckonauan 3a cse 7. Heka je B majmama Bysosa
nogasredbpa ox P(N) koja cagpxku A = {Cr :m € TFU{N\ C; : m € T}.
ITpumernmo na je {{s} : s € N} U{Cs : s € N} C B. Heka yw o3HauaBa
CroynoB npoctop Bynose anredbpe B. Caeau 1a je yw KOMIAKTUPUKAII]A
upedpojusor guckperHor npocropa {{B € B: s € B} : s € N} Koju MoxkeM0
noucroseruty ca w. O3naanmo ca X = yw \ w.

Jlema 5.2.1. [Ipoctiop X nuje cetiapadunar Gpoctmop.

JIoKA3: Heka je {p, : n < w} cKkyn npedpojuBo MHOrO CJIODOIHUX YJITpa-
dunrepa Bysose anredpe B. Ba cBako n < w mocroju m(n) Tako ga je
dom(7(n)) = n+1, mpu yemy Cr () € pn. [locmarpajmo ckyn N ma cienehn
Haana: N = {s € N : dom(s) < n} UJ{Cs : dom(s) = n + 1}. OBo Baxku
3a cee n < w. Cama je {p € X : N\ C; € p} Henpazan OTBOPEH CKyII
npocropa X ¥ JUCjyHKTaH je ca {p, : n < w}, a TaKaB CKyIl CMO U XTeJIH JIa
rponahemo. O

QaMmInja CKyIIOBa Ha3WBa ce IMOBe3aHa (paMUJIMja akKo BaKU Ja CBaKa
moTaMuInja KapIUHAJIHOCTH HAjBUINE 2 MMa HEIPA3aH MPeceK.

QaMmja CKyIIOBa Ha3WBa Ce o-IIOBe3aHa paMUJIMja aKO BaXKU 3 Ce
OHA MOKE IPEJICTABUTH KAO yHHUja MPEOPOjUBO MHOTO MOBE3AHUX MOT(aMM-
Jamja.

Moxke ce youmTm ma mpoCTOp KOjU MMa O-IIOBE3aHY 0a3y 3a10BOJbaBa U
ccc.

76



5.3. Cuade Il-tauke ckymna w*

Jlema 5.2.2. Ilpoctiop X uma o-tGosezany 06a3y.

JIOKA3: [osospHO je mokazaru ja je {B € B : |B| = w} = U B, upn
new

yeMy 3a CBaKO 7 CBaKa JiBa CKyla ajredpe B, nMmajy OeCKOHAYAH IPECEK.
Y ToMm mmiby, 3a CBako j € w u cBako § € N 3a koje je 25 — 1 < dom(s)
HedUHAIIIEMO

B(j,s)={BeB:3IK € [T|™ A L€ [T), upu uemy s € ﬂ CxN
neK

(VN \Cr € [B“}.
meL
Kako 3a cBaku ckyn B € B 3a koju je | B| = w nocroju ckyn D € [B] xoju
je KOHa4YaH Ipecek ejlemenara n3 A, 1 Kako OUJI0 KOju OeCKOHAYAH TIOJCKYTI
ckyna N cajipKu eJieMeHTe TPOU3BOJ/bHO BEJUKUX JOMEHA, OHJA CJICIU JIa
je

{B € B:|B| :w}:U{B(j,s) :jEw, sE€N, 2j—1<dom(s)}.

Dukcupajmo nameke j u s € N ca 2j — 1 < dom(s).
Axo je {Boy, B1} C B(j,s), onna nocroje ckynosu K; € [T]<% u L; € [T}
TaKBH Ja je 3a CBe ¢ < 2

seDi= [ Cxn [V N\Cr€[Bi]”.
TeK; TeL;

Cana nedunumemo unaykimjom no n > dom(s) dyukmujy h € P takBy Ja
je
{h [n: dom(s) <n} C DyN Dj.

IIpBa daza - dom(s): Heka je h [qom()= 8- Tama h [qom)€ Do N Di.
[Tpermocrasumo a je nedunucano npecaukasate h [, Ha dom(s) < n,
Tako ma je h [,€ Do N Dj.

Hpyra daza - n + 1: debunummmo h [, kKao HU3 ejgemeHara ckymna [N
Ha JIoMeHy 1+ 1 Koju mpejicraBiba eKCTeH3ujy h [, 1 3a Koju Baxku h [,41¢
{m(n) : m € Lo U L1}. OBa nedununuja je modpa, jep nocroje n + 2 Husa
ckyma [N ma momeny n + 1 Koja mpecraBibajy npomupene dyuknuje b [, u
jep Baxku |LoUL1| < 25 < dom(s) + 2 < n+ 2. laksne, h [p+1€ DoNDy. O

5.3 Cuaabe II-tauke ckyma w*

Y oBoM oge/bKy mokasahemo j1a CKyl w* caJp:Ku HajMarbe JIBa THUIa, CJIa-
onx Il-rauaxka.

Hexka je mar mpoctop X. Ilogckyn F' C X masuBamo cjad II-ckym ako
Baxku na je F'N D = () 3a cBe npedpojuse ckynose D C X \ F.
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[Tornasme 5. Crernujaane Tagke mpocropa [Sw

Hedbunniuja 5.3.1. Kosekiujy menpaszHux, 10 IapoBUMa, JIUC]YHKTHUX,
OTBOPEHUX CKYIOBa mpocropa X Ha3WBaMo HeJiyJiapHa dpaMuiinja CKy-
moBa.

Hedunnnuja 5.3.2. IHenymapuocr npocropa X, y osuamu cel(X), je
KapIuHAJHU OpOj maT ca:

cel(X) = sup{|V| : V je neaynapna damuauja npocropa X} + w.
Jlema 5.3.3. Hexa je gatw upoctop X u weka je S C X. Taga:

1. Axo je ckya S wi-OK cxya, onga je ckyu S u caad Il-cxyt apoctmopa
X;
2. Axo je cxyu S k-OK crya, apu wemy je cf (k) > wi, u S nuje Il-crya,

onga eastcu cel(X) > k.

Joka3: 1. Uzabepumo uu3 F = {t, : n <w} C X \ S. Iomro je ckym S
w1-OK ckym, moxkemo fa nponahemo koseknujy {Us : § < wq} okonmna
cKyma S TakBHUX Ja 3a cBe & < &g < -+ < &, < w) Baxwn

(+) N Ue € X\ {tn).

1<i<n

Ako je Us N F # () 3a cBe £ < wi, OHIA IIOCTOjH HENPEOPOjUB CKYII
A Cw un <w3axoju jet, € [ Us Mehyrum, oBo je ounriemno
£eA

KOHTPaIUKIHja ca ().

2. Heka je F,, C F,, C X \ S nu3 oTBOpeHnx cKyInosa npocropa X, rje je
n < w, 38 KOJU BaKu

Nzadepumo bavmmnjy {Ug : & < Kk} okonmua cKyma S Tako Jia 3a CBe
&1 <& < --- <&y < K BaXN

m U, QX\FT@

1<i<n

[Tomrro je cf (k) > wi, umamo moryhuocr na uzabepemo ckyn A € [k]”
u uHAeKe n < w takas ga je Us N F, # ), 3a cBe £ € A. Tazna je

B:{UgﬂFn:EEA}

damMminja K OTBOPEHUX MOJCKYIIOBa MpocTopa X TaKBUX J1a je CBAKHU
IIPeceK M O IbUX, 3alIPaBo, Mpa3aH CKyIl. TpanchUHUTHOM WHITYKITH-
joMm, 3a cBako { < k sedunucaliemo Maxcumasino nordgamvunujy Ge € B
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5.3. Cuade Il-tauke ckymna w*

Tako 1a je NGe # 0 u G # Gy, 3a cBe ) < £ < k. Ako je G, nedunncan
3a cBe 1 < & < K, OHJIa N3aDepuMo

BeB\ |JG,.

n<§

Takas ckyn B mocroju nomro je |G,| < n —1 3a ce n < . Iorda-
mugjy Ge hemo dupaTu Tako ja oHa Oyje MaKCHMaJIHa IOThaMuImja
dammmje B koja campxku ckyn B u mMma Hempasan npecek. Qamumja
{NGe : £ < K} ce cacToju 01 K 110 TAPOBUMA, JIUCJKYHKTHIAX HEIIPA3HIX
OTBOPEHUX IOJICKyTIoBa 1pocropa X, omakie je cel(X) > k.

O

Tlocaenumna 5.3.4. Hexa je x € X wi-OK wauka. Taga je x caada [I-wayuxa
apoctiopa X .

Caﬂa JA0JIa3UMO OO0 KJBYYHOT' JeJia OBOI' OJe/bKa.

Teopema 5.3.5. Heka cy gawu ckytosu A = {x € w* : x je ¢ — OK}
u B = {x € w* : x jecraba H-wawka u v € C\ C, apu wemy C C
w* sagosomwasa ccc}. Taga A# 0, B# 0 u AN B =0.

JTokA3: la je A # () cnemu nupektHo u3 Teopeme 5.1.5, a 1a Baxku
AN B =0 cneqn uz Jleme 5.3.3 (b). Ilpeocraso je jom ga ce mokaxke na
B # (). ¥ mumy Tora, Heka X OyJie ccc HecellapadHIaH ocTaTaK IIPOCTOPa W,
Kao 1mTo cMo KoHctpyucamm y Oneipky 5.2. [lpumernmo na je kommakrudu-
Kaluja jeHe tadke a(w X X ) npocropa w X X HEIPeKuHA CIUKa IIPOCTOPA
w*. Omatie, mo Teopemu 5.1.5, mocroju 3arBopen ¢-OK ckyn Z C w* u ne-
ceosybuBa cupjexnuja f @ Z — a(w x X). Heka je Z, = f~[{n} x X], 3a

cBe n < w. Kako je npecimkasame f HecBombuBo, ouja Baxu ( |J Z,) = Z.
n<w
Hexka je 7 : w x X — X mpojeknuja u Heka je 4 MakCUMaJHA TUC)YHKTHA

damvminja cenapadmIHIX OTBOPEHO-3ATBOPEHUX IOJCKYIIOBA IpocTopa X .
ITomro je X ccc ckym, mehyruMm, Huje cenapaduian, ouga je JU # X. Ilo-
CTIeUIHO, MOXKEMO m3adpaTu HempasaH OTBOpeHo-3aTBopeH ckym C C X
koju je mucjyukrtan ca |JU. Moxe ce yountn na je C Hurmge cenapaduiian
ckyn. 3a cBaku upebpojus ckyn D C |J Z,, weka je {Ch(D) : n < w}

n<w
MaKCUMaJIHA ,ZLI/IijHKTHa CbaMI/IJII/Ija HEIIPpa3HUX OTBOPEHO-3aTBOPEHUX IIO/I-

ckytnoBa ckyma C', Tako Jia

U Cu(D) U (z[f(D)] N C) = 0.

n<w

Hedunanmumo jorr u

F(D) = {J f{Ufn} x Gi(D)]

n<w i<n
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uF=N{F(D):D e [fwx X]]=*}.

Moxemo mpumeruTn fa je F jem ckym, ¢ odsmpom ma {f~![{n} x X] :
n < w}. Kako je X F-mpocrop, Koju je 3aTBOPeH y w*, a npeciukasambe f
HECBOJJbUBO, I1a je CAMUM THUM CKYII 4 CCC, OHJIa C€ MOYXKe 3aKJbyIuTH JIa je
ckyn Z kpajie HenosesaH. (Jlema 2.2.4) Ocnamajyhu ce na Teopemy 5.1.5,

TBPAMMO J1a moctoju Tavdka ¢ € S = Z \ |J Z, koja npunaga ckymy F u
n<w
koja je ¢-OK Tauka ckyma S.

Cras: Axo je D € [ U Z,]%, ouna x ¢ D.
n<w
ITo xoucrpyknuju, F'(D) je 0oTBOpeHO-32TBOPEH OTIPOCTOP mpocropa | J Zp
n<w
KOju je nucjyHKTaH ca D. Z je Kpajie HEloBe3aH, I1a je

FD)Nn({J 2.\ F(D)) =0.

[Tomro je x € F (D), 3akmyuyjemo na x ¢ D.
Ha ocuoBy craBa, Buaumo 1a je x ciada II-rauka mpocropa w*. ]

Ilocaeaumnia 5.3.6. Ilpoctiop w* cagporcu caade II-wWanxe.

YV Teopemnu 5.3.5 joun jeaHoM CMO HOKa3aJIH JIa IPOCTOP w™ HHUje XOMOI'EH.
OBaj /0Ka3 je CaCBUM JpyTraduju OJf MPETXOTHOT KOjU je JIAT, jep CMO ce
OCJIamaJIU Ha TOTIOJIONIKA CBOjCTBA KOja MMajy HEeKe OJI TavdaKa IIpocTopa w’.
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MaKTUPUKAIIJU CKyIla npupogHux opojesa. Iloxm KonTunyym xumoresom,
JaTa je jenHa Kapakrepusanuja Bysose anredpe P(w)/ fin, Kao u jeaHa Ka-
paKTepu3aIrja TOMOJIOIIKOI IIPOCTOPa w™, MPOCTOpa HEerJIABHUX yaTpaduiI-
Tepa Ha mpedpojuBoM cKyiry. [IpejcraBiber je u gokas3 jma w* HUje XOMOreH
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MapTuHOBa aKCHOMa UMILIAIIAPA Ja je CBAKM KOMIIAKTAH [IPOCTOP TEXKUHE
Marbe 0J] KOHTUHYYyMa HEIPEKU/IHA, CJIUKa w™.

VBenena cy nBa mpenypehema Ha TPOCTOPY [Sw — MPOCTOPY CBUX YJITPa-
dunrepa HA IPEdOPOjUBOM CKYILy, KOjU je, ca oaroBapajyhom TOIOIOrmjoM,
jemua mpesentanuja Hex-CroyHoBe KOMIakTUUKAIUjE CKYIa TPUPOTHIX
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