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Predgovor

Cilj ovog rada je da istrazi primenu Bejzove logisticke regresije u kontekstu ocenjivanja
kreditnog skoringa. Kreditni skoring igra klju¢nu ulogu u finansijskoj industriji, a najpre u
bankarstvu. On omogucava kreditnim institucijama procenu kreditnog rizika potencijalnih
klijenata.

U uvodnom delu rada bi¢e pruzen pregled osnovnih pojmova vezanih za kreditni rizik kao i
pregled i istorijat modela kreditnog skoringa. Nakon toga bi¢e predstavljeni osnovni principi
logisticke regresije kao najces¢e metode modeliranja kreditnog skoringa.

Drugi deo rada uvodi principe Bejzove statistike i zaklju¢ivanja kao i teorijske osnove za
njihovu primenu u logistickoj regresiji. Uvode se teorijske osnove Monte Karlo lanaca
Markova, probablisti¢kih metoda neophodnih za Bejzovu logisitéku regresiju.

Ono $to sledi su predstavljanje i opis podataka klijenata koji su koris¢eni za modeliranja. Nakon
toga bice prikazani modeli dobijeni pomocu standardne logisticke regresije kao i model dobijen
Bejzovom logistickom regresijom.

Na kraju ¢emo izloziti zakljucke iz naSeg istrazivanja i uporediti performanse modela dobijenih
na dva pomenuta nacina. Takode ¢emo diskutovati o prednostima i ograni¢enjima primene
Bejzove logisticke regresije u ocenjivanju kreditnog skoringa. Potencijalne smernice za dalja
istrazivanja ¢e naposletku biti navedene.

Izuzetnu zahvalnost dugujem svom mentor Prof. dr Zagorki Lozanov — Crvenkovi¢ za pruZzenu
priliku za mentorstvo, kao 1 za sve savete, pomo¢ tokom izrade rada, i za prenetu ljubav prema
statistici 1 statistickom modeliranju tokom svih godina studija.

Iskoristio bih priliku da se zahvalim svojoj majci ocu i bratu za nesebi¢nu podrsku tokom svog
Skolovanja. Posebno bih ovaj rad posvetio svojoj porodici: supruzi Bojani i tek rodenom sinu
Bogdanu koji svakodnevno predstavljaju neiscrpnu inspiraciju i daju podstrek svemu $to radim.



1. Uvod

Cilj ovog rada je da istrazi potencijalnu primenu Bejzove logisti¢ke regresije u ocenjivanju
kreditnog skoringa klijenata banke.

U uvodnom delu rada pruzen je pregled osnovnih pojmova vezanih za kreditni rizik, pregled i
istorijat modela kreditnog skoringa, kao i diskusija 0 metodama modeliranja skoringa.

Nakon toga u drugom delu predstavljeni su osnovni principi standardne logisticke regresije
kao naj¢es¢e metode modeliranja kreditnog skoringa.

Tre¢i deo rada uvodi principe Bejzove statistike i zaklju¢ivanja kao i teorijske osnove za
njihovu primenu u logisti¢koj regresiji. Bejzova logisti¢ka regresija predstavlja kao prirodno
prosirenje standardne metodologije, koja inkorporira prethodne informacije radi poboljSanja
tacnosti procene parametara. Istice se klju¢na karakteristika u tretiranju koeficijenata regresije
kao slucajnih promenljivih, uz uzimanje u obzir informacija iz uzorka (verovatnoca
pojavljivanja podataka) i prethodnih saznanja. ObjaSnjena je metodologija koriS¢enja MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) metoda radi uzorkovanja iz posteriornih raspodela parametara
modela procene posteriorne distribucije.

Ono $to sledi u narednom delu je predstavljanje samih podataka koji su koriSéeni za
modeliranje, opis, vizuelizacija 1 statisti¢ki pokazatelji koriS¢enih promenljivih. Predstavljena
je 1 podela inicijalnog skupa na skup na kome ¢e se primenjivati standardna logisticka regresija
1 na skup na kome ¢e se primenjivati Bejzova logisticka regresija, koja koristi priorna znanja o
koeficijentima modela iz standardnog modela.

Cetvrti deo rada predstavlja model dobijen standardnom logistickom regresijom, zajedno sa
statistiCkim ocenama parametara i metrikama koje pokazuju kvalitet modela 1 prilagodenost
modela podacima kao $to su Gini i KS, tacnost, osetljivost, preciznost modela i drugi
pokazatelji. Nakon toga je predstavljen i model dobijen Bejzovom logistickom regresijom i
dato je poredenje modela sa modelom standardne logistic¢ke regresije na testnom skupu,
nezavisnom od skupova na kome su prethodni modeli razvijani. Svo modeliranje i manipulacija
podacima radena je kroz porgramski jezik Python.

Na kraju su izlozeni zakljucci iz istrazivanja i diskutovano je o prednostima i ogranic¢enjima
primene Bejzove logisticke regresije u ocenjivanju kreditnog skoringa. Potencijalne smernice
za dalja istrazivanja su naposletku navedene.



2.  Kreditni rizik

"Kredit je ugovorni sporazum po kojem Klijent - zajmotrazioc (duznik) prima novac od

zajmodavca (poverioca) uz dogovor da u utvrdenom roku taj novac vrati." *

Kada finansijska institucija odobrava kredit zajmotraziocu, ona obavlja svoju fundamentalnu
funkciju: prihvatanje kreditnog rizika. Uspeh banke leZi u njenoj sposobnosti da predvidi i
kvantifikuje ukupan rizik. Bankovni menadzment se suocava sa Sest temeljnih rizika: kreditni
rizik, rizik likvidnosti, trzi$ni rizik, operativni rizik, regulatorni rizik i rizik ljudskog
faktora.[10]

Kreditni rizik je rizik spremnosti i mogucnosti duznika da izmiri obaveze prema banci
delimic¢no ili u potpunosti prema uslovima iz ugovora kojim se reguliSu obligacioni odnosi u
vezi odredene finansijske transakcije. Dakle, ovaj rizik potencijalno ima dva izvorista:

e subjektivnu spremnost 1 volju duznika da odgovori svojim obavezama iz obligacionog
odnosa sa bankom i

e objektivhu moguénost da izmiruje obaveze prema banci iz ostvarenog prihoda ili na
drugi, za banku prihvatljiv nacin.

Re¢ je o dve podjednako vazne komponente kreditne sposobnosti duznika, koje daju specifi¢cnu
dimenziju ovom riziku.[12]

Kreditni rizik banke predstavlja verovatno¢u da banka nece biti u stanju da naplati svoja
ukupna potraZivanja po osnovu glavnice duga i po osnovu ugovorene kamate §to za posledicu
ima oslabljen kapital banke i negativan uticaj na finansijski rezultat banke.

Kreditni rizik je suStinski rizik koji prati svako bankarsko poslovanje, a upravljanje njime
predstavlja osnovu za uspesno delovanje banke. Ideja o kreditnom riziku je postojala od samih
pocetaka bankarstva, jer pozajmljivanje novca drugoj strani uvek nosi mogucnost da sredstva
nece biti vracena. Iz tog razloga, prepoznata je potreba za efikasnim upravljanjem ovim rizikom
kako bi se izbegle negativne posledice po bankarsko poslovanje, te su se preduzimale razlicite
aktivnosti u skladu sa tim. U proslosti, mehanizmi za upravljanje kreditnim rizikom bili su
primitivniji u odnosu na danasnje, ali su ve¢ tada bankarske institucije prepoznavale znacaj
ovog rizika.

Danas, banke su obavezne da identifikuju, mere i procenjuju kreditni rizik na osnovu kreditne
sposobnosti duznika, kao i na osnovu kvaliteta sredstava obezbedenja koja se koriste
(kolaterala). Upravljanje kreditnim rizikom postalo je mnogo sofisticiranije, uz primenu
naprednih analitickih metoda i tehnologija. Cilj banaka je da pravilno procene rizik svakog

1 1http://www.nbs.rs/internet/cirilica/glossary.html



zajmoprimca kako bi smanjile Sanse za potencijalne gubitke i osigurale stabilnost svog
poslovanja.

Kreditna sposobnost duznika se odnosi na njegovu sposobnost da uredno servisira obaveze
prema banci 1 vrati ih u ugovorenom roku. Osim §to sluze kao pokri¢e poverioca (banke) u
slucaju neizvrSenja obaveza, sredstva obezbedenja takode predstavljaju podsticaj duzniku da
kredit otplacuje prema ugovoru. Postojanje sredstava obezbedenja umanjuje kreditni rizik,
ukoliko se sredstvo obezbedenja moze lako realizovati, odnosno ukoliko je lako utrzivo.
Sredstva obezbedenja su Siroko prisutna u praksi i koriste se kao instrumenti zastite od
kreditnog rizika.

Najcesci oblici sredstava obezbedenja ukljucuju sledece:
e ZaloZno pravo na imovinu:

Banka moze traziti zalog na imovini duznika, kao $to su nekretnine, vozila, oprema ili drugi
vredni predmeti. U slu¢aju neplacanja, banka ima pravo da proda zaloZenu imovinu kako bi
nadoknadila nenaplaceni dug.

e Hipoteka:

Hipoteka je poseban oblik zaloznog prava koji se odnosi na nekretnine. Banka postaje
hipotekarni poverilac i ima pravo na prodaju hipotekarno zaloZene nekretnine ako duznik ne
izmiri obaveze prema banci.

e Bankarske garancije i akreditivi:

Banka moZe izdati garancije ili akreditive u korist duZnika, Sto pruZa dodatno obezbedenje
drugoj strani u poslovnoj transakciji. Ovo osigurava isplatu u slucaju da duznik ne ispuni svoje
obaveze.

e Zalog novca ili vrednosnih papira:

Banka moze zahtevati zalog u novcu ili vrednosnim papirima kao obezbedenje za odobreni
kredit. Ukoliko duznik ne ispuni obaveze, banka moze naplatiti sredstva sa racuna ili prodati
zalozene vrednosne papire kako bi povratila sredstva.

e Licne garancije:

Ponekad, banka moze traziti licne garancije od drugih lica kao dodatnu sigurnost za odobreni
kredit. To znaci da ¢e treca osoba biti odgovorna za vra¢anje duga ukoliko duznik ne bude u
mogucnosti.

Kori$¢enje sredstava obezbedenja moZe smanjiti rizik za banku jer pruza dodatnu sigurnost u
slucaju neplacanja. Medutim, vazno je da banke pazljivo procenjuju vrednost 1 likvidnost
obezbedenja kako bi bili sigurni da ¢e biti u mogucnosti da povrate sredstva u slucaju potrebe.
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U nekim situacijama, vrednost obezbedenja moze varirati 1 podloZna je promenama na trzistu,
Sto bankama zahteva pazljivo prac¢enje kako bi odrzale adekvatnu zastitu od kreditnog rizika.

Metodologija utvrdivanja kreditnog rizika nalazi se u sredi$tu kreditne analize, a osnovna ideja
kreditne politike banke je minimizacija kreditnog rizika i maksimizacija profita. Prioritet banke
je sposobnost pokrivanja nastalih gubitaka na osnovu plasiranih kredita. Cilj je adekvatno
kontrolisati izloZenost riziku i pratiti eventualna pogorSanja, preduzimajuci preventivne mere
kako bi se nepovoljne situacije sprecile.

Efikasan sistem upravljanja kreditnim rizikom ima klju¢ni uticaj na eliminaciju vecine
problema prisutnih u bankama. Upravljanje kreditnim rizikom se sprovodi primenom razli¢itih
metoda, ukljucujuéi postavljanje limita, pazljivu selekciju kreditnih zahteva, diversifikaciju
plasmana i koris¢enje odgovarajucih sredstava obezbedenja za plasmane.

Zastita od kreditnog rizika postaje jo$ znacajnija u periodima ekonomske nestabilnosti ili
finansijskih kriza. U takvim vremenima, banke posebno obracaju paznju na adekvatno
upravljanje rizikom i primenu odgovarajuc¢ih mera kako bi sacuvale svoju stabilnost 1 sigurnost
poslovanja.

Upravljanje kreditnim rizikom je slozen i dinamiCan proces, zahtevajuéi stalno pracenje i
prilagodavanje u skladu sa promenama u ekonomskom okruZenju i trziSnim uslovima. Njegova
uspeSna primena obezbeduje bankama vecu stabilnost i poverenje kako klijenata, tako i
investitora.

Kreditni rizik se moZe posmatrati na nivou pojedina¢nih plasmana, na nivou klijenta/duznika i
na nivou celokupnog portfolija. Na nivou pojedinac¢nih plasmana, banka moZze preduzeti sledece
korake kako bi umanjila kreditni rizik:

e Definisanje vremenskog perioda kreditiranja:

Postavljanjem jasnog vremenskog okvira za vracanje kredita, banka smanjuje mogucnost
zastoja u placanju 1 osigurava povracaj sredstava u predvidenom roku.

e Procena kreditne sposobnosti duznika:

Banka treba pazljivo proceniti kreditnu sposobnost potencijalnih duznika, uzimaju¢i u obzir
njihove finansijske podatke, istoriju kreditnih transakcija i druge relevantne faktore. Ovo
omogucava da se odobre krediti samo onima koji su sposobni da ih redovno servisiraju.

e Postavljanje kreditnog limita duznika:

Definisanjem maksimalnog iznosa koji duznik moze pozajmiti, banka smanjuje potencijalne
gubitke u slucaju neplacanja ili nesolventnosti duznika.

e Kontrola koriS¢enja kredita:

Banka moZe postaviti odredene uslove i ograni¢enja u vezi sa namenom kredita kako bi
osigurala da se sredstva koriste u skladu sa dogovorenim uslovima.
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o Obezbedenje povracaja kredita:

Trazenje adekvatnog sredstva obezbedenja, kao Sto su zalozi, hipoteke ili bankarske garancije,
povecéava Sanse za povracaj kredita ¢ak i u sluc¢aju neplac¢anja duznika.

Na nivou portfolija banke, umanjenje rizika se postize primenom razliCitih strategija:
e Limitiranje veli¢ine kredita prema vrsti korisnika kredita:

Banka moze postaviti maksimalne granice za iznos kredita koje ¢e odobravati odredenoj grupi
klijenata, Sto pomaze u diversifikaciji rizika.

e Restrikcija odobravanja kredita za pojedina regionalna podrucja:

Banka moze postaviti ograni¢enja na odobravanje kredita za odredena geografska podrucja
kako bi smanjila koncentraciju rizika na odredenim trzistima.

e Polaganje depozita:

Banka moze zahtevati odredeni nivo depozita od klijenata pre odobravanja kredita, ¢ime se
smanjuje broj kreditnih zahteva i povecava sigurnost portfolija.

Ove strategije pomazu bankama da odrZe zdrav i stabilan portfolio, minimizirajuéi potencijalne
gubitke 1 osiguravaju¢i dugoro¢nu odrZivost poslovanja.

Da bi se adekvatno procenio kreditni rizik, koriste se razli¢iti parametri koji pomazu banci da
predvidi ocekivane gubitke u slu¢aju neizvrSenja obaveza klijenta.

Jedna od jednostavnijih formula koja sumira najvaznije paramtre kreditnog rizika je sledeca:

EL = EAD * PD x LGD

Ovi parametri su klju¢ni za razumevanje i upravljanje kreditnim rizikom i predstavljaju sledece:
1. EAD (Exposure at Default):

Ova vrednost predstavlja izloZenost banke u trenutku neizvrSenja obaveza klijenta. U sustini,
to je iznos glavnice kredita, zajedno sa pripadajuéom kamatom, koje banka jo§ uvek nije
naplatila kroz proces amortizacije kredita u trenutku kada klijent prestane izvrSavati svoje
obaveze.

2. PD (Probability of Default):

Verovatnoca neizvrSenja obaveza je numericka vrednost koja oznacava Sansu da klijent nece
otplatiti tri dospela mese¢na anuiteta. Ovaj parametar predstavlja procenu verovatnoce da ¢e
klijent postati nesposoban da ispuni svoje obaveze prema banci.

3. LGD (Loss Given Default):

12



LGD predstavlja procenat gubitka koji ¢e banka pretrpeti ukoliko Kklijent ne ispuni svoje
obaveze i dode do neizvrSenja obaveza. Ovaj parametar odrazava koliki deo iznosa glavnice
kredita ¢e banka izgubiti u slu¢aju da dode do neplaéanja.

Pravilna procena i upravljanje ovim parametrima omogucava banci da bolje razume rizik i
pravilno prilagodi strategije i uslove kreditiranja. Kroz analizu ovih parametara, banka moze
donositi informisane odluke o odobravanju kredita, postaviti odgovarajuce uslove i obezbediti
adekvatno obezbedenje kako bi smanjila potencijalne gubitke i osigurala stabilnost svog
portfolija.

NeizvrSenje kreditnih obaveza duznika obi¢no podrazumeva kasnjenje od 90 dana sa
materijalno znacajnim iznosom duga. U praksi, "materijalno znacajan iznos duga" moze se
tumaciti kroz dva glavna pristupa: apsolutni i relativni prag materijalne znacajnosti.

Apsolutni prag se odnosi na apsolutnu vrednost duga, dok relativni prag usmerava paznju na
odnos duga u odnosu na ukupne finansijske resurse duznika. Vazno je napomenuti da se ove
definicije mogu razlikovati od drzave do drzave i zavise od regulativa i praksi u bankarskom
sektoru u svakoj od njih. Takode, smatra se da je duznik u neizvrSenju obaveza ukoliko prekrsi
neku od zastitnih klauzula u kreditnom ugovoru, §to automatski pokrece pregovore izmedu
banke i duznika. U suprotnom, banka ima pravo da zahteva da duznik odmah vrati celokupan
dug. Vazno je napomenuti da ova definicija neizvrSenja obaveza od 90 dana sa znacajnim
iznosom duga predstavlja najcesce koriS¢enu definiciju u bankarstvu.

Kreditni proces zapocinje primanjem kreditnih zahteva od kompanija ili pojedinaca (fizickih
lica). Ti zahtevi prolaze kroz proceduru koja ima za cilj adekvatnu analizu kreditnog rizika.
Banka se oslanja na razlicite izvore informacija relevantnih za ocenu kreditne sposobnosti,
ukljucujuéi podatke koje podnosi trazilac kredita, interne baze podataka banke, kao 1 spoljne
izvore informacija koje banka prikuplja. Interne baze podataka su posebno vazne jer pruzaju
istorijske podatke o sli¢cnim klijentima ili sliénim kreditnim proizvodima, kao 1 informacije o
prethodnoj saradnji s traziocem kredita. Na osnovu svih prikupljenih informacija, banka donosi
kreditnu odluku u vidu odobrenja ili odbijenice, sa ciljem da proceni stepen kreditnog rizika i
time se zastiti.

Kreditna analiza je klju¢ni proces koji banka obavlja prilikom odobravanja kredita traZiocu, s
ciljem utvrdivanja njegove kreditne sposobnosti i procene stepena kreditnog rizika. Svaki
odobreni kredit nosi odredeni nivo kreditnog rizika, pa banka mora jasno definisati koliko rizika
moze prihvatiti u svojoj kreditnoj politici. U danasnjem savremenom bankarstvu, proces
kreditiranja postao je kompleksniji nego ranije. Znacaj koriséenja vise izvora informacija za
traZioce kredita, posebno za kompanije, lezi u potrebi za verifikacijom 1 proverom tacnosti
podataka putem razliitih izvora informacija. Povezivanjem 1 ukrStanjem ovih informacija,
banka obezbeduje bolju procenu kreditne sposobnosti i smanjenje rizika pri odobravanju
kredita.

Savremeno bankarstvo koristi dva kljuéna pristupa za ispitivanje kreditne sposobnosti
klijenata:
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e Kilasi¢na kreditna analiza (kvalitativni pristup):

Ovaj pristup podrazumeva detaljnu analizu finansijskih izvestaja i poslovnih performansi
trazioca kredita. Banka paZljivo procenjuje istoriju placanja, bilanse, izveStaje o dobiti i
gubicima, kao i druge relevantne finansijske pokazatelje. Prouc¢avanjem ovih informacija,
banka sti¢e opisnu ocenu rizika klijenta, pruzajuci detaljan uvid u njegovu sposobnost da
redovno izmiruje obaveze. Ovaj kvalitativni pristup omogucéava bankama da dublje razumeju
sve aspekte kreditne sposobnosti klijenta, kao i eventualne izazove s kojima se suocava.

e Kreditni skoring/rejting model (kvantitativni pristup):

Ovde se koriste sofisticirani kreditni skoring ili rejting modeli koji se oslanjaju na kvantitativne
podatke i statisticku analizu. Modeli koriste veliki broj razli¢itih parametara, ukljuc¢ujuéi istoriju
kreditnog ponaSanja, ukupne prihode, zaduzenost, godine poslovanja i mnoge druge faktore
kako bi izra¢unali numericku ocenu rizika za svakog klijenta. Ova kvantitativna procena
omogucava objektivno i precizno merenje verovatnoce neizvrSenja obaveza klijenta. Banka
koristi ove modele da bi na osnovu statistickih podataka brze i efikasnije donela kreditne

odluke.

Klasi¢na kreditna analiza, koja i dalje ima primenu prevashodno prilikom odobravanja kredita
ve¢im kompanijama, sastoji se od temeljne analize finansijskih izvestaja kako bi se dobio opis
rizi¢nosti traZioca kredita. Ova analiza obuhvata detaljnu procenu poslovnih aktivnosti, istorije
poslovanja, broja zaposlenih, odnos sa povezanim licima, ponudenih sredstava obezbedenja,
analizu platnog prometa, saradnju sa drugim bankama, strukturu prihoda, klju¢ne finansijske
indikatore, vlasni¢ku strukturu trazioca kredita 1 rukovodstva, kao i imovinu u njithovom
vlasnistvu. Takode, analizira se promena ovih faktora u najmanje dva poslednja finansijska
1zvestaja.

Klasi¢na kreditna analiza zasniva se na subjektivnoj proceni kreditnog analiticara, koji koristi
svoje znanje i iskustvo kako bi ocenio kreditnu sposobnost traZioca kredita. Medutim, ovaj
pristup je poznat po tome Sto zahteva znacajan vremenski 1 finansijski angazman, a oslanjanje
na subjektivne stavove analiti¢ara moze dovesti do razli¢itih ocena.

U cilju poboljSanja i ubrzanja procesa donoSenja odluka, kao i smanjenja zavisnosti od
subjektivnih faktora, banke su se okrenule razvoju kreditnih skoring modela. Ovi modeli koriste
kvantitativne parametre kako bi automatski izracunali ocenu kreditnog rizika za svakog klijenta.
Ovaj napredniji pristup omogucava brzu i precizniju ocenu kreditne sposobnosti i doprinosi
efikasnosti i objektivnosti u procesu donosenja kreditnih odluka.

Kreditni rejting je termin koji obuhvata razli¢ite kriterijume kojima se procenjuje kreditna
sposobnost duznika da redovno servisira kredit. Ova ocena ukljucuje formalne kriterijume
zasnovane na kreditnoj istoriji pojedinca ili kompanije, ali i apstraktne faktore poput reputacije
ili zivotnih navika fizi¢kih lica ili ugleda kompanija. Cak i politika nestabilnost drzava moze
biti deo kreditnog rejtinga. Primenom rejting modela, vazno je razlikovati eksterne i interne
kreditne rejtinge.
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Eksterni kreditni rejting obezbeduju Agencije za kreditni rejting, od kojih su najpoznatije:
"Moody's Investors Service", "Standard & Poor's", "Fitch Group" i "Dominion Bond Rating
Service". Ove agencije nezavisno procenjuju kreditni rizik duznika i dodeljuju ocene na osnovu
informacija koje prikupljaju i analiziraju. Ove ocene sluze kao referenca za investitore i
kreditore da procene pouzdanost duznika.

Interni rejting modeli, s druge strane, su razvijeni od strane samih banaka i koriste se za
procenu kreditnog rizika njihovih Kklijenata (ili potencijalnih klijenata). Ovi modeli su rezultat
dugogodisnjeg iskustva i podataka koje banke imaju o svojim klijentima. Banka koristi interne
kriterijume kako bi procenila rizik svakog klijenta pojedina¢no i donela odluku o odobravanju
kredita.

Eksterni 1 interni kreditni rejting zajedno pruzaju sveobuhvatnu sliku o kreditnoj sposobnosti
duznika. Eksterni rejtingi pruzaju nezavisne i standardizovane ocene, dok interni rejting modeli
omogucavaju bankama da prilagode procenu rizika u skladu sa njihovim specifi¢nim potrebama
1 internim podacima. Oba pristupa igraju klju¢nu ulogu u upravljanju kreditnim rizikom banaka
1 obezbedivanju stabilnosti u finansijskom sektoru.

Kreditni skoring i metode ocenjivanja kreditnog skoringa

Kreditni skoring i samo njegovo modeliranje, bilo da su razvijeni interno ili eksterno, se Siroko
primenjuju u kreditnoj industriji. Skoring modeli saZimaju relevantne informacije o
zajmotraziocu ili klijentu banke i1 predstavljaju ih kroz niz poredanih kategorija (skorova) koji
predvidaju ishod. Skor potroSaca je numericki prikaz njihovog procenjenog rizika u datom
trenutku. Ovi modeli omogucavaju brzo, efikasno 1 objektivno donoSenje kreditnih odluka
zasnovanih na iskustvu banke i/ili celokupne finansijske industrije.

Kreditni skoring modeli koriste se u razliCite svrhe, ukljuCujué¢i upravljanje rizikom,
odredivanje adekvatnih cena kreditiranja, smanjenje gubitaka, evaluaciju novih programa
kredita, ubrzavanje procesa odobravanja kredita, osiguravanje dosledne primene kreditnih
kriterijuma 1 povecanje profitabilnosti.

Ovi modeli se razvijaju statistickom analizom 1 odabiranjem karakteristika korisnika kredita
koje se smatraju povezanim sa kreditnom sposobnos$cu. Razli¢ite metode tretiranja podataka
koriste se za kreiranje skorova, od vrlo jednostavnih modela sa malo ulaznih podataka koji
predvidaju jedan ishod, do vrlo slozenih modela sa viSe ulaznih podataka koji predvidaju vise
ishoda.

KoriS¢enje skoring modela omogucava efikasnost, ali ne sme da zameni neophodnu
dokumentaciju za odobravanje kredita ili osnovne kreditne kriterijume. Neispravno, nepravilno
ili lose razvijeni skoring modeli mogu izazvati probleme u selekciji klijenata i upravljanju
potrazivanjima, §to moze dovesti do povecanog kreditnog rizika, smanjenja profitabilnosti 1
otezanog poslovanja banke.

Dobro vodeni skoring modeli moraju biti pazljivo razvijeni, implementirani, testirani i
odrzavani, jer mogu znacajno uticati na razliite faze zivotnog ciklusa kredita. Banka treba
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redovno da validira modele i prilagodi ih u skladu sa promenama u kredithom okruZenju.
Takode, ocekuje se da se skoring modeli primenjuju u skladu sa relevantnim zakonima i
propisima.

Napredak u tehnologiji i analitickim alatima omogucava bankama da sve efikasnije procenjuju
kreditni rizik i donose informisane odluke. Analiticki modeli, uklju¢uju¢i metode kreditnog
skoringa i statistiCke analize, pruzaju sveobuhvatniji uvid u kreditnu sposobnost duznika. Pored
toga, bankarske institucije takode koriste i ekonomske indikatore, makroekonomske projekcije
I ostale relevantne podatke kako bi bolje razumeli rizike sa kojima se suocavaju.

2.1 Istorijat kreditnog skoringa

Kreditni skoring sustinski predstavlja problem klasifikacije, gde se aplikanti svrstavaju u
razli¢ite grupe. Prema Thomasu [21], tehnike statisti¢ke klasifikacije su zapocele kada je Fisher
(1936) razvio jedan od prvih uspe$nih modela za klasifikaciju tri razli¢ite vrste cveta iris. On je
koristio merenja razliitih karateristika cveta kako bi razlikovao njegove tri vrste. Zatim je
Durand [6] prvi prepoznao da ove statisticke tehnike klasifikacije mogu biti primenjene za
klasifikaciju dobrih i losih kredita. Pre toga, kako navodi Thomas [21], finansijske institucije
su donosile odluke o odobravanju kredita subjektivno.

Uvodenjem kreditnih kartica tokom 1960-ih, pocela je da se shvata korisnost kreditnog
skoringa. Zbog velikog broja ljudi koji su aplicirali za kreditne kartice, automatizacija postupka
obrade kreditnih zahteva se €inila kao jedino reSenje. Kada su finansijske institucije uvele
kreditne skoring modele, primetile su da su ovi modeli daleko efikasniji od prethodnih
(subjektivnih) metoda odlucivanja. Rezultat je bio da su, kako Thomas [21] navodi, stope
nesolventnosti pale za 50% ili viSe.

U 1980-ima, uspeh kreditnog skoringa kod kreditnih kartica doveo je do toga da su finansijske
institucije pocele da koriste skoring metode 1 za druge proizvode, kao $to su gotovinski krediti,
stambeni krediti i poslovni krediti.

Sa razvojem racunara i njihovom sveprisutnom primenom u svakodnevnom zivotu, tokom 80-
ih godina proslog veka, omogucena je implementacija linearnog programiranja i logisticke
regresije u skoring modele. U poslednjim godinama, kombinacija standardnih metoda sa
tehnikama vestacke inteligencije 1 neuronskih mreza postala je sve zastupljenija.

Godinama unazad, primarni cilj razvoja i koris¢enja kreditnih skoring modela bio je
razlikovanje dobrih od loSih plasmana kako bi se minimizirao rizik ulaganja u loSe klijente.
Medutim, ovaj cilj se danas modifikovao u postizanje maksimalnog profita za finansijske
institucije na svakom odobrenom kreditu.[6]
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2.1.1 Tradicionalni skoring modeli

U delu koji sledi, dat je pregled tradicionalnih skoring modela, koji se smatraju pionirskim
koracima u modeliranju kreditnog skora.

e '"'5C" model

Tradicionalni model "5C" postavlja pet osnovnih kriterijuma za kreditnu analizu ("5 Cs of
Credit"[16])

- Karakteristike trazioca kredita (Character)

Procena karaktera duznika obuhvata analizu li¢nih osobina, poslovnog ugleda i rukovodstva
trazioca kredita. Ova procena predstavlja subjektivnu ocenu finansijske institucije, koja se
temeljno analizira kako bi se utvrdila poslovna reputacija, vrsta delatnosti i pravni status
trazioca kredita. Cilj je identifikacija odgovornosti, integriteta i tacnosti u izmirivanju obaveza
1 doslednosti u vodenju poslovnih knjiga. Na osnovu ovog procesa zakljucujemo spremnost i
zelju trazioca kredita da adekvatno servisira svoje obaveze koje proizilaze iz odobrenog kredita

- Kapacitet ili sposobnost otplate (Capacity)

Pre odobravanja kredita, finansijska institucija mora identifikovati najmanje dva jasno
razdvojena 1 nezavisna izvora otplate kredita. Ovi izvori mogu ukljucivati dobit, prihod od
prodaje imovine, prihod od prodaje akcija ili sredstva dobijena od drugih finansijskih
institucija.Prilikom analize kapaciteta trazioca kredita, potrebno je pazljivo analizirati njthovu
dobit, ocekivanu buducu dobit (uzimajuéi u obzir obim poslovanja i njegovu prirodu), postojeci
dug 1 strukturu troSkova. Na osnovu ovih informacija, zaklju¢ujemo o sposobnosti trazioca
kredita da otplati svoje kreditne obaveze na osnovu aktuelnih prihoda koji ¢e biti generisani
tokom perioda ugovorene otplate kredita.

- Kapital ili imovina duznika (Capital)

Kapital predstavlja jedan od izvora kojim duznik moze otplatiti kredit, stoga je kreditni
analitic¢ar u procesu finansijske analize duzan da adekvatno proceni njegovu stvarnu vrednost.
Kapital traZioca kredita odraZava neto imovinu, §to je jedan od pokazatelja finansijskog stanja
u prethodnom periodu. Neto imovina se dobija kao razlika izmedu ukupnih sredstava i ukupnih
obaveza. Na osnovu kapitala trazioca kredita, banka ograni¢ava iznos kredita koji moze da
odobri 1 uslove pod kojima ¢e kredit biti odobren. Veci iznos stalnog kapitala predstavlja manji
kreditni rizik za banku. Kako bi se zastitila od rizika koji proizilazi iz neta¢nih finansijskih
izvestaja, neophodno je da revizori koji su izvrsili pregled pruze pozitivno misljenje. Ovo
omogucava finansijskim institucijama da donose informisane odluke o odobravanju kredita i
utvrde potencijalni kreditni rizik koji nosi trazilac kredita.

- Kolaterali ili ostala sredstva obezbedenja (Collateral)
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Zaloga ili kolateral predstavlja stvarno sredstvo koje banka zahteva kao obezbedenje od
kreditnog rizika, a takode sluzi kao sekundarni izvor otplate kredita. Kolateral obi¢no
predstavlja uslov za odobravanje kredita, pri ¢emu je neophodno pruziti jasne dokaze o
vlasni$tvu nad tim sredstvima, jedinstvenu identifikaciju i dokazanu trzi$Snu vrednost.

Kako bi se banka zastitila od moguceg gubitka, praksa je da se uzima odredeni procenat trzisSne
vrednosti kolaterala, $to je jasno definisano kreditnom politikom banke. Na taj nacin, u sluc¢aju
da duznik ne moze izmiriti kreditne obaveze, banka ima pravo da proda kolateral kako bi se
obezbedila naplata duga.

Kolateral pruza dodatnu sigurnost banci i smanjuje kreditni rizik, omoguéavajuci bankama da
odobravaju kredite uz povoljnije uslove i kamatne stope, jer imaju siguran nacin da se zastite u
slu¢aju da duznik ne ispuni svoje obaveze.

- Uslovi u okriZenju i poslovanju (Conditions)

Ekonomski uslovi okruzenja mogu imati znacajan uticaj kako na trazioca kredita, tako i na
banku. Nepovoljni ili promenljivi makroekonomski uslovi mogu dovesti do veéih gubitaka i
ugroziti sposobnost trazioca kredita da izmiri svoje kreditne obaveze. Stoga je veoma vazno na
pocetku proceniti trenutne trziSne uslove i situaciju na trzistu kojoj je izlozen trazilac kredita,
identifikovati potencijalne konkurente ili prilike za zaposljavanje u preduzecu.

Buduc¢i uslovi poslovanja trazioca kredita takode treba da se uzmu u obzir, posebno u odnosu
na rokove vracanja kredita. Za kratkoro¢ne kredite, lakSe je proceniti trendove buducih promena
i njihovih efekata na poslovanje preduzeca. Medutim, $to je period kreditiranja duZi, to je teze
realno sagledati buduce trZi$ne kretanja.

U svakom slucaju, banka mora pazljivo analizirati sve ekonomske uslove i faktore koji mogu
uticati na sposobnost trazioca kredita da otplati kreditne obaveze. Ovo je kljucno za donoSenje
informisane odluke o odobravanju kredita i za smanjenje rizika za banku.

Od svih karakteristika kreditne sposobnosti, najveci znacaj se pridaje prvom karakteru - volji
traZioca kredita da redovno servisira svoje dospelu obaveze prema banci. Banka moZe odobriti
kredit 1 komitentu ¢ija je kreditna sposobnost na granici prihvatljivog, ali u takvim slu¢ajevima
preuzima veci rizik i moze traziti placanje vece kamate nego $to je uobicajeno. U praksi, kada
banka odobrava kredit rizi¢nijem traziocu kredita, ona uzima jaka sredstva obezbedenja kako
bi umanjila kreditni rizik koliko god je to moguée. Obezbedenje moze biti u vidu imovine ili
nekih drugih vrednih sredstava koja se koriste kao garancija da ¢e banka biti nadoknadena u
slucaju da trazilac kredita ne izmiri svoje obaveze. S obzirom na veci rizik koji nosi ovakva
vrsta kreditiranja, banka ima pravo da postavi stroze uslove i trazi dodatne garancije kako bi se
zaStitila od potencijalnih gubitaka. To ukljucuje i moguénost naplate vece kamatne stope kako
bi se kompenzovao povecani rizik.

e Beaver-ov model
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Prvi statisticki modeli su bili univarijantni, obi¢no bazirani na ratunovodstvenim podacima.
Beaver [2] je prezentovao svoj model koji koristi kombinacije finansijskih pokazatelja I
uporeduje takve pokazatelje trazioca kredita sa standardima u industriji u kojoj trazilac kredita
pripada.

Beaver je svoj model za procenu finansijskog neuspeha bazirao na sledeca tri pokazatelja:

tok novca

°
ukupna imovina

Cist prihod

ukupni dugovi

tok novca

ukupni dugovi

Beaver je za svaki pojedinacni pokazatelj izraCunao grani¢nu vrednost, a na osnovu tog
rezultata, klasifikovao trazioce kredita u grupu potencijalno uspesnih ili potencijalno
neuspeSnih. Ako je finansijski pokazatelj bio iznad propisane grani¢ne vrednosti, trazilac
kredita je svrstan u grupu potencijalno uspesnih, dok je ako je bio ispod grani¢ne vrednosti
svrstan u grupu potencijalno neuspe$nih. KoriS¢enjem univarijantnih modela koji ukljuc¢uju
samo jedan pojedinacni pokazatelj, zaklju€ivanje je bilo izuzetno tesko i ogranic¢eno.

e Z-skor model

Z-skor model je kreirao Edward Altman, koriste¢i standardnu linearnu regresiju. Kao nezavisne
promenljive, Altman je koristio 30 finansijskih pokazatelja, ali usavrsavanjem modela dosao je
do finalnih pet indikatora:

tekuca aktiva

1. X 1=
ukupna aktiva
zadrzani dobitak
2. X2 = )
ukupna aktiva
operativni dobitak
3. X3 = P 3
ukupna aktiva
4 X, = trzisna vrednost glavnice
) 4 knjigovodstvena vrednost ukupnog duga
prihod od prodaje
5. X5 =

ukupna aktiva

19



Zavisna promenljiva, koju je Altman nazvao Z-skor predstavlja skor kreditnog rizika koji meri
uspeh ili neuspeh trazioca kredita u otplati odobrenog kredita. Ocenjene koeficijente za svaku
promenljivu dobio je na osnovu analize uzorka koji je uklju¢ivao 33 uspesna i 33 neuspesna
preduzeca. Opsta formula Z-skor modela je sledeca:

Z = 0.012X; + 0.014X, + 0.033 X5 + 0.006 X, + 0.010 X5
Granice za promenljivu Z su sledece:

e Zona bankrotstva: Z < 1.81
e Sivazona: 1.81 £ Z2<2.99
e Bezbednazona:Z<2.99

U zavisnosti od delatnosti trazioca kredita postoje i posebne Altmanove formule koje ne¢emo
navoditi.

Nakon Z-skor modela, Altman, Haldeman i Harayanan su razvili ZETA model. Glavni cilj ovog
modela bio je analizirati i testirati klasifikaciju preduzeéa na one koja ¢e bankrotirati i one koja
neée. Na pocetku su analizirali 27 promenljivih, ali kona¢ni ZETA model je uklju¢ivao samo 7
promenljivih. U poredenju sa Z-skor modelom, ZETA model se pokazao preciznijim u
predvidanju neuspesnih preduzeca 2 do 5 godina pre nego Sto zapravo bankrotiraju, dok su za
prvu godinu tacnost oba modela gotovo jednaka.

2.2 Tipovi kreditnog skoringa

Danas, sve veci broj banaka koristi viSe vrsta kreditnih skorova kako bi procenile bonitet
pojedinaca ili pravnih lica. U ovom delu predstavljamo razli¢ite skorove koji se ¢esto koriste u
finansijskoj, a pre svega u bankarskoj industriji. Tradicionalno, svaki skor i model su se smatrali
odvojenim alatima za procenu kreditne sposobnosti. Medutim, primec¢uje se trend integrisanja
ovih modela 1 skorova tokom celog Zivotnog ciklusa racuna odnosno finansijskog
proizvoda.[21]

Ako posmatramo podatke koji se koriste u njihovom razvoju postoje 2 vrste kreditnih skoring
modela:

1.  Genericki kreditni skoring modeli

Ovi kreditni modeli se baziraju na podacima kreditnih biroa, koji raspolazu veoma velikom
bazom podataka o kreditnoj istoriji klijenata. KoriS¢enjem takve baze podataka primenom
razli¢itih metoda kreiraju se kreditni skoring modeli koji obuhvataju one karakteristike
potencijalnih klijenata koje najbolje predvidaju buduce ponasanje u otplati kredita.
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Najpoznatiji i naj¢esce korisceni skorovi kreditnih biroa nazivaju se FICO skorovi. Ovi skorovi
poticu iz modeliranja koje je zapocela kompanija Fair, Isaac and Company (sada poznata kao
Fair Isaac Corporation) (Fair Isaac), odakle i naziv "FICO" skor.

FICO skorovi uzimaju u obzir podatke u pet oblasti kako bi odredili kreditnu sposobnost
zajmoprimca: istoriju placanja, trenutni nivo zaduzenosti, vrste koriS¢enih kredita, duzinu
kreditne istorije i nove kreditne ra¢une[11]. Da bi se odredili kreditni skorovi, FICO razli¢ito
vrednuje svaku od pomenutih kategorija, za svakog pojedinca. Medutim, generalno, istorija
placanja ¢ini 35% skora, iznos dugovanja ¢ini 30%, duzina kreditne istorije 15%, novi krediti
10%, a miks kredita 10%.[11] Opseg FICO skora je izmedu 300 i 850 gde veéi broj poena
predstavlja vec¢i kreditni rizik.

2.  Kreditni skoring modeli prilagodeni korisniku

Bazirani su na podacima o klijentima (ili potencijalnim klijentima) konkretne finansijske
institucije. Dakle, razvijaju se zasebno za svaku finanansijsku instituciju (banku). Procedure
zasnovane na statistickim metodama se primenjuju na podatke koje banka poseduje, gde se
izdvajaju one karakteristike klijenta koje su znacajne za otplatu kredita ili njegovo ponasanje
uopsteno.[23]

Zavisno od namene neki od tipova kreditnog skoringa su:

e Aplikativni skoring model

Aplikativni skoring ukljucuje dodeljivanje vrednosti prediktivnim varijablama u toku aplikacije
za kredit, pre donoSenja odluka o odobravanju kredita. Tipi¢ni aplikativni podaci ukljucuju
stavke poput duzine zaposlenje, duzine vremena boravka na trenutnoj adresi, naCina stanovanja
(podstanar ili sopstveno prebivaliste) i nivo prihoda. Najcesce se bodovi dodeljeni vrednostima
varijabli sumiraju gde se dobija aplikativni skor klijenta (moguce je da za razliCite kreditne
proizvode klijent ima razlicit skor). Rezultati aplikativnog skora, pored odluke o odobravanju
kredita mogu odrediti i uslove kredita (maksimalni odobreni limit itd.).

e Bihevioralni skoring model (modeli ponasanja)

Ovi modeli se koriste za interno rangiranje klijenata koje se dobija na osnovu istorijskih
podataka dostupnih za pojedina¢nog klijenta iz prethodne saradnje sa bankom. Ovakvi modeli
pomazu pri oceni kreditnog rizika jer je banka ve¢ upoznata sa ranijim ponaSanjem klijenta.
Podaci dobijeni ovakvim modelom se mogu koristiti i pri odobravanju plasmana, prilikom
racunanja rezervisanja kao i za proces naplate.

e Skoring model za predvidanje bankrota

Ova vrsta modela sluzi za predikciju koji klijenti ¢e najverovatnije bankrotirati. Svrha ovakvih
modela je sprovodenje radnji koje mogu minimizovati potencijalni gubitak.
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e Skoring modeli za detekciju prevare (fraud modeli)

Skoring modeli za detekciju prevare nastoje da identifikuju racune ili aplikacije za kredit sa
potencijalnom prevarnom aktivnoS¢u. Prevara i dalje ostaje rasprostranjena najvise u industriji
kreditnih kartica, pa zatim ke$ kredita, sa posebnim akcentom na kredite plasirane putem
digitalnih kanala. Otkrivanje potencijalnih prevarnih aktivnosti moze pomoc¢i u identifikaciji i
kontroli gubitaka, kao i pomoc¢i rukovodstvu u razvoju kontrola za spre¢avanje prevare.

Otkrivanje prevare je od sustinskog znacaja jer moze zastititi banku od neovlas¢enih transakcija
i finansijskih gubitaka. Kroz analizu transakcionih uzoraka i neuobicajenih obrazaca ponasanja,
skorovi za detekciju prevare pomazu u identifikaciji racuna koji zahtevaju dodatnu proveru.
Osim toga, ovakvi skorovi omogucavaju finansijskim institucijama da razvijaju sofisticirane
strategije za spreCavanje prevare, uklju¢ujuéi dinamicke promene u autentifikaciji transakcija i
automatsko obavestavanje korisnika o sumnjivim aktivnostima na njihovim ra¢unima.

Vazno je naglasiti da je prevencija prevare konstantan izazov zbog evolucije tehnika
prevaranata, stoga je upotreba naprednih analiti¢kih alata klju¢na komponenta efikasnog
upravljanja rizikom prevare u bankarskoj industriji.

e Skoring modeli za projekciju pla¢anja

Ovi modeli koriste interne podatke u banci u cilju rangiranja klijenata obi¢no po relativnom
procentu duga koji ¢e se otplatiti. Neki modeli predvidaju procenat otplate duga, dok drugi
klasikuju verovatno¢u otplate duga. Rezultati ovog modela se obi¢no koriste u pocetnim i
srednjim stupnjevima delikvencije.

e Skoring modeli odziva (response modeli)

Modeli za ocenjivanje odziva koriste se za upravljanje troSkovima akvizicije novih klijenata.
Identifikacijom potencijalnih klijenata koji ¢e se najverovatnije odazvati, banka moze
prilagoditi svoje marketinske kampanje kako bi ciljala upravo tu grupaciju. Istovremeno, banka
izbegava troSenje marketinskih sredstava na potencijalne klijente za koje je manje verovatno da
¢e uspostaviti saradnju sa bankom.

e Skoring modeli za optimizaciju prihoda

Ova vrsta modela se primenjuje kako bi se maksimizovali prihodi uzimajuéi u obzir nivo rizika
koji nosi svaki klijent. To znaci da se za klijente sa niskim rizikom da nece ispunjavati svoje
obaveze nude nize kamatne stope, dok se za klijente sa visokim rizikom povecavaju kamatne
stope. Ovakav pristup omogucava banci da optimalno upravlja svojim portfoliom, nagradujuci
pouzdane klijente povoljnijim uslovima, dok istovremeno kompenzuje veci rizik sa viSim
kamatama za one klijente kod kojih postoji veca verovatnoca neizvrSenja obaveza.

e Attrition scoring

Skoring modeli za predvidanje prekida saradnje sa bankom pokusavaju da identifikuju
potrosace koji su najverovatnije skloni zatvaranju svojih racuna, prevodenju rac¢una u neaktivan
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status ili znaCajno smanjenju njihovih preostalih salda. Identifikacija takvih klijenata
omogucava upravi banke da preduzme proaktivne mere kako bi na efikasan nacin zadrzala te
klijente i nastavila saradnju. Ovi modeli prevashodo imaju za cilj zadrzavanje dobrih klijenata
banke.

e Skoring modeli za naplatu

Ovi modeli se kako bi se utvrdile strategije naplate, dodeljivanje redosleda za naplatu,
dodeljivanje redosleda za automatske pozive, kao i postupci saradnje sa agencijama za naplatu
i sli¢no. Ocena naplate se obi¢no koristi u srednjem i1 kasnom stadijumu kasnjenja placanja.

2.3 Metode kreditnog skoringa

U svetu finansija, razvoj kreditnih skoring modela ima dugu istoriju. Pocéetak je bio obelezen
tradicionalnim metodama kao §to su analiza diskriminante i logisti¢ka regresija. Ove metode su
se dokazale kao dragocen alat za procenu kreditne sposobnosti klijenata. Analiza diskriminante
je fokusirana na identifikaciju klju¢nih faktora koji razdvajaju dobre i loSe klijente, dok
logisticka regresija modelira verovatnoc¢u ishoda na osnovu vise varijabli. Ovi pristupi su dugo
bili i moze se re¢i da i dalje jesu standardni izbor u bankarskom sektoru zbog svoje
interpretabilnosti 1 mogucénosti da se analiziraju uticaji razli€itih faktora na donoSenje odluka.

U poslednjim decenijama, razvoj tehnologije i dostupnost velikih koli¢ina podataka (big data)
doneli su novu eru u oblasti kreditnog skoringa. Modeli kao $to su stabla odlucivanja i
neuronske mreZze postali su sveprisutni.[23] Stabla odlucivanja pruzaju fleksibilnost i
sposobnost rada sa kompleksnim podacima. Ona konstruiSu hijerarhijske odluke na osnovu
serije pitanja i kriterijuma. Sa druge strane, neuronske mreze koriste duboko ucenje da
identifikuju obrasce i veze u podacima. Njihova sposobnost da prepoznaju kompleksne obrasce
daje im prednost u analizi podataka visokih dimenzija.

Razlikovanje izmedu parametarskih 1 neparametarskih modela je takode vazno. Parametarski
modeli, kao Sto su logisticka regresija 1 analiza diskriminante, pretpostavljaju odredenu
funkcionalnu formu i estimiraju parametre te funkcije. Ovi modeli su laksi za interpretaciju, ali
su podlozni pretpostavkama o raspodeli podataka. Nasuprot tome, neparametarski modeli, kao
Sto su stabla odluc¢ivanja i neuronske mreze, ne pretpostavljaju odredenu funkcionalnu formu i
imaju vecu fleksibilnost u radu sa razli¢itim tipovima podataka. Medutim, njihova sloZenost
¢ini ih teZim za interpretaciju.

U sustini, dok su tradicionalni modeli kao analiza diskriminante i logisticka regresija i dalje
znacajni 1 koriste se, moderni pristupi poput stabala odlu¢ivanja i neuronskih mreza donose
novu dubinu 1 Sirinu analize. Bankarski sektor sve viSe prepoznaje vaznost ovih naprednih
metoda u pravovremenom i tacnom donoSenju odluka o kreditnoj sposobnosti klijenata.
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U nastavku je pregled naj¢es$¢ih metoda za razvoj kreditnih skoring modela:
e LogistiCka regresija

Logisticka regresija je klasicna metoda koja se Siroko koristi u modeliranju kreditnih skoringa.
Ova tehnika omogucava predvidanje verovatnoce da ¢e se odredeni dogadaj (kao Sto je
neizvrSenje obaveza) dogoditi na osnovu karakteristika klijenata.

Osnova logisticke regresije je logisticka funkcija, koja transformiSe linearnu kombinaciju
ulaznih karakteristika u vrednost izmedu 0 i 1, koja se interpretira kao verovatnoca (Slika 1).
Ulazne karakteristike se mnoze sa odgovaraju¢im tezinskim koeficijentima, koji se
prilagodavaju tokom procesa treniranja modela kako bi se postigla Sto bolja predikcija. Ovi
tezinski koeficijenti predstavljaju stepen uticaja svake karakteristike na krajnji rezultat.

P(®

..
4
1
+
+
Y

o
) ]
e
N
—
(W}
[
[
—
] |
o

Slika 1 — Logisticka funkcija
Izvor: Gorica Gvozdi¢, Primenjena logisticka regresija

Prednost logisticke regresije leZi u njenoj interpretabilnosti. Kako se svaka karakteristika
vrednuje svojim tezinskim faktorom, moguce je analizirati kako svaka karakteristika doprinosi
konacnoj oceni klijenta. Ovo je posebno vazno u finansijskom sektoru gde transparentnost
odluka ima klju¢nu ulogu.

Uprkos izazovima, logisticka regresija ostaje vazan alat u kreditnom skoringu zbog svoje
interpretabilnosti i sposobnosti da pruzi razumne rezultate ¢ak i sa manje podataka.
Kombinovanje logisticke regresije sa drugim tehnikama moze dodatno poboljsati tacnost i
predikciju modela.

Napomenimo da u ovom poglavlju nismo predstavljali matematicke osnove logisticke regresije,
jer je to tema jednog od narednih poglavlja.
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e Analiza diskriminante

Analiza diskriminante je klasi¢na tehnika klasifikacije koja se ¢esto koristi za predvidanje
bankrota kod korporativnih klijenata. Osnova ove metode je stvaranje linearnih diskriminatnih
funkcija koje pomazu razdvajanju razlic¢itih grupa klijenata, kao $to su dobri i losi klijenti, na
osnovu njihovih karakteristika. Ove funkcije se zasnivaju na dostupnim podacima o klijentima
i oblikuju se kao linearne kombinacije tih podataka. Rezultat analize diskriminante, poznat kao
diskriminacioni skor, ukazuje na ocekivanu verovatnocu da ¢e klijent ispoStovati svoje
finansijske obaveze, pri ¢emu visi skor implicira ve¢i rizik. Cilj ove metode je maksimizirati
razlike izmedu razli¢itih grupa klijenata, dok se istovremeno minimiziraju varijacije unutar
svake grupe. Vazno je napomenuti da rezultati ove analize ne mogu direktno da se tumace kao
verovatnoce, ve¢ se koriste za relativno rangiranje klijenata i uporedivanje njihovog rizika.

e Stabla odlucdivanja (Decision trees)

Jos jedan izuzetno koristan metod u razvoju modela kreditnog skoringa su stabla odlucivanja
(Slika 2). Ova tehnika, takode poznata kao drvo raspodele ili stabla klasifikacije, pruza Siroku
primenu u analizi podataka. Stabla odlu¢ivanja su modeli koji se sastoje od niza if- then-else
(ako-tada-u suprotnom) uslova, koriste¢i se za klasifikaciju slu¢ajeva u razlicite grupe.

Osnovna ideja ovog metoda je da se pocetni skup podataka podeli na manje grupe u skladu sa
nezavisnim promenljivama. Na primer, za binarnu klasifikaciju, svaki ¢vor stabla odgovara
odredenom uslovu 1 deli podatke na dve podgrupe. Kroz ovaj proces, posmatranja se krecu
nanize kroz drvo, u skladu s uslovima donoSenja odluka, sve dok se ne dostigne krajnji ¢vor
koji predstavlja klasifikaciju za to posmatranje.

Stabla odluc¢ivanja su posebno korisna zbog svoje sposobnosti razumevanja i interpretacije veza
izmedu promenljivih. Ona takode mogu raditi sa neprekidnim promenljivima 1 ve¢ postoje¢im
kategorijalnim promenljivima. VaZno je napomenuti da se sve nezavisne promenljive tretiraju
kao kategorijalne, §to predstavlja klju¢nu razliku u odnosu na parametarske modele.
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Slika 2 — Primer stabla odlucivanja

Izvor: https://www.simafore.com/how-to-use-decision-trees-for-credit-scoring-part-3-of-4/

lako stabla odlucivanja pruzaju razumljive rezultate 1 moguénost interpretacije, ona takode
mogu biti sklona preprilagodavanju (overfitting) podacima za obuku. Ovo znaci da se model
moze preterano prilagoditi trening podacima i imati smanjenu sposobnost generalizacije na
nove podatke. Kako bi se to resilo, ¢esto se koriste metode kao $to su ograni¢enja dubine stabla
i upotreba viSe stabala (poput Random Forest-a) za stvaranje boljih i pouzdanijih modela za
predvidanje kreditnog rizika.

e Random forest

Random Forest (Slika 3) je dalji korak u evoluciji metoda kreditnog skoringa i predstavlja
svojevrsno poboljSanje u odnosu na stabla odlu¢ivanja. Ova tehnika se zasniva na konceptu
konstruisanja viSe stabala odluc¢ivanja i kombinovanja njihovih rezultata kako bi se postigla
bolja predikcija.

Zamislite da se svako stablo odlucivanja konstruiSe na drugaciji nacin, koristeci razliCite
podskupove trening podataka i neke nasumicne uslove za svaki ¢vor. Kada se svi ovi modeli
kombinuju, efikasno se smanjuje tendencija preprilagodavanja (overfitting) i poboljsava se
generalizacija modela. Time se postize bolja sposobnost modela da se nosi sa novim,
nepoznatim podacima, kao i da bolje identifikuje klju¢ne veze izmedu promenljivih. U odnosu
na Cistu upotrebu stabala odlu¢ivanja, Random Forest donosi viSe pouzdanosti i stabilnosti u
rezultate. To je zato Sto se, uzimajuci u obzir razli¢ite nacine konstrukcije svakog stabla, model
lakSe prilagodava razli¢itim tipovima podataka i sloZzenim relacijama medu promenljivama.
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Dodatno, Random Forest takode moze rukovati sa ve¢im brojem nezavisnih promenljivih, bez
potrebe za pretpostavkama o njihovoj raspodeli. Ovaj algoritam se takode koristi za reSavanje
problema neprekidnih i kategori¢kih promenljivih.

U sustini, Random Forest je kao tim stru¢njaka koji donose nezavisne odluke, a zatim
kombinuju svoje odgovore kako bi se postigla najbolja moguca odluka. Ova tehnika pruza
stabilnost, preciznost i sposobnost tumacenja rezultata, ¢ineci je snaznim alatom u razvoju
modela kreditnog skoringa. Medutim, potencijalni izazov u primeni Random Forest-a za
kreditni skoring moze biti teze tumacenje rezultata, buduci da kombinacija viSe stabala Cesto
dovodi do kompleksnih modela ¢ija interpretacija moze biti zahtevnija.

Estimator: 0 Estimator: 1 Estimator: 2 Estimator: 3

Slika 3 — Primer za Random Forest

Izvor: https://brunaw.com/slides/rladies-dublin/RF/intro-to-rf.html#1

e Gradient Boosting

Gradient boosting je moc¢an algoritam masinskog ucenja koji se ¢esto primenjuje u modeliranju
kreditnog skoringa. Ovaj algoritam funkcioniSe tako Sto kombinuje vise slabijih modela
(ensamble tip modela kao i pomenuti random forest) kako bi se formirao jedan snazan model.
Glavna ideja iza gradient boostinga je da svaki novi model pokusa popraviti greske koje
prethodni modeli nisu uspeli ispraviti.

Postupak gradient boostinga pocinje od izgradnje osnovnog modela, Cesto se koristi
jednostavna tehnika poput stabla odlu¢ivanja. Nakon toga, analizira se kako su se ovaj model
ponasao 1 gde su greSke nastale. Novi model se zatim gradi sa ciljem da ispravi ove greske.
Vazno je napomenuti da svaki novi model ne zamenjuje prethodni, ve¢ ga dodaje i doprinosi
ukupnoj preciznosti.
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U kontekstu kreditnog skoringa, gradient boosting se moze primeniti na razli¢ite na¢ine. Na
primer, moze se koristiti za poboljSanje preciznosti postojecih skoring modela, posebno ako se
primecuje da postoje odredene greske ili nedostaci u modelima. Takode, gradient boosting
moze efikasno raditi sa velikim i kompleksnim skupovima podataka, §to ga ¢ini pogodnim za
analizu velikih portfolija klijenata.

Prednost gradient boostinga je u tome §to moze obuhvatiti nelinearne veze i interakcije medu
razlicitim karakteristikama, S§to moze biti kljuéno za preciznije predvidanje kreditne
sposobnosti klijenata. Medutim, kao i1 svaka metoda, i gradient boosting ima svoje izazove.
Potrebno je vreme i trud za podeSavanje parametara kako bi se postigao optimalan rezultat
(Slika 4). Takode, zbog kompleksnosti algoritma, postoji opasnost od preprilagodavanja
(overfitting) podacima.

S
I
S S
+ |+
S S
'.|._
______ .
lterations

Slika 4 — Gradient Boosting algoritam

Izvor: https://medium.com/swlh/gradient-boosting-trees-for-classification-a-beginners-quide-
596b594al4ea

e Neuronske mreze

Neuronske mreze su mocan alat inspirisan bioloskim nervnim sistemom. One su alternativna
metoda parametarskim tehnikama sa mnogo prednosti. One pruzaju fleksibilniji dizajn 1
sposobnost modeliranja kompleksnih odnosa izmedu faktora. Osim toga, neuronske mreze
omogucavaju objektivan pristup bez inherentnih pretpostavki koje karakteriSu parametarske
modele. One su takode netransparentne, $to znac¢i da njihove odluke nisu lako interpretirane, ali
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upravo to omogucava ‘hvatanje’ nijansiranih i sloZzenih veza medu nezavisnim i zavisnim
promenljivim.

Sistem neuronskih mreza sastoji se iz tri osnovna sloja parametara: ulaznih, skrivenih i izlaznih
(Slika 5). Ulazni parametri obraduju pocetne karakteristike kroz slojeve skrivenih parametara.
Ovi skriveni parametri koriste funkcije aktivacije, kao $to su hiperbolic¢ka tangenta ili logisticka
funkcija, kako bi pravilno utezili informacije pre nego $to se proslede izlaznim parametrima.
Kroz ovaj proces, kreiraju se mnogi ¢vorovi koji omogucavaju otkrivanje slozenih nelinearnih
veza medu podacima.

SHERI'VERI SO

Slika 5 — Primer neuronske mreze

lzvor: http://pc.pcpress.rs/tekst.php?id=9688

Iako neuronske mreZe imaju mnoge prednosti, vazno je uzeti u obzir i njihove nedostatke. Za
uspesno postavljanje i treniranje neuronskih mreZa, potrebna je znacajna koli¢ina podataka 1
tehnicko znanje. Takode, zbog njihove netransparentnosti, interpretacija rezultata moze biti
sloZena, Sto moze predstavljati problem u okruZenjima gde je razumljivost odluka od sustinskog
znacaja.

e Bejzove metode

Bejzove metode pruzaju mocan okvir za modeliranje i analizu rizika u kreditnom skoringu.
Bejzova statistika temelji se na Bejzovoj teoremi, koja omogucava azuriranje verovatno¢a na
osnovu novih informacija. U kontekstu kreditnog skoringa, Bejsove metode mogu biti korisne
jer omogucavaju inkorporiranje a priori znanja i iterativno azuriranje modela kako novi podaci
postanu dostupni.[17]

Bejzova logisticka regresija predstavlja jedan od pristupa koji kombinuje Bejzovu statistiku sa
klasicnom logistickom regresijom. U ovom pristupu, po¢injemo sa a priori raspodelom koja
opisuje nase pocetno znanje o modelu. Nakon toga, kroz iterativni proces, azuriramo ovu
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raspodelu na osnovu novih podataka pomoc¢u Bajesove teoreme. Ovo omogucava modelu da
evoluira kako se sticanje novih informacija povecava.

Prednost Bejzove logisticke regresije je ta Sto moze efikasno rukovati sa malim uzorcima
podataka i Sirokim spektrom promenljivih. Takode, ovaj pristup moze obuhvatiti nesigurnosti

.....

Primena Bejzoovskih metoda u kreditnom skoringu omogucava bolju integraciju a priori
informacija o klijentima, kao i stalno azuriranje modela kako se nova saznanja sticu. Ovo je
posebno korisno u situacijama gde su dostupni podaci ograniceni i gde zelimo da modeliramo
rizik na temelju svih dostupnih informacija.

Vazno je napomenuti da primena Bejzovskih metoda zahteva duboko razumevanje Bejzove
statistike i odgovarajuce tehni¢ke vestine. Osim toga, kao i svaka metodologija, i Bejzove
metode imaju svoje ogranic¢enja, ukljucujuci potrebu za izborom odgovarajucih prior raspodela
i sloZenosti racunanja.

U sustini, Bejzove metode pruzaju sofisticiranu i prilagodljivu platformu za modeliranje rizika
u kreditnom skoringu, omoguc¢avajuci bankama da donose bolje informisane odluke na osnovu
sveobuhvatnih informacija i azuriranih analiza.

Napomenimo da u ovom poglavlju nismo predstavljali matematicke osnove Bejzovog
modeliranja, jer je to tema veceg dela ostatka rada.

Razna istrazivanja su uporedila metode u kreditnom skoringu. Altman i saradnici [1] su
analizirali neuronske mreZze u poredenju sa linearnom diskriminantnom analizom (LDA) 1
utvrdili da je LDA dala bolje rezultate. Desai i saradnici [4] su, koriste¢i set podataka kreditne
unije, pokazali da se neuronske mreze pokazuju bolje od LDA, ali ne znatno bolje od logisticke
regresije. U studiji Komorad-a [13], logisticka regresija je uporedena sa neuronskim mrezama
kao Sto su viSeslojni perceptron 1 neuronske mreze sa radijalnom baznom funkcijom. Ovi
modeli su trenirani na podacima iz francuske banke 1 pokazalo se da su neuronska mreza
viSeslojnog perceptrona i neuronska mreza sa radijalnom baznom funkcijom dale veoma sli¢ne
rezultate, dok je logisticka regresija bila najefikasnija.

Logisticka regresija je esto koriS¢ena metoda za izradu skoring modela. Ona spada u §iru klasu
generalizovanih linearnih modela (GLM), §to je Cini fleksibilnom. Medutim, neuronske mreZe,
kao Sto su viSeslojni perceptron i neuronske mreze sa radijalnom baznom funkcijom,
predstavljaju sloZeniju alternativu logisti¢koj regresiji. Ove mreZe mogu bolje modelirati
nelinearne odnose u podacima, §to je Cesto prisutno u kreditnom skoringu.

Jo§ jedan napredan pristup u kreditnom skoringu je Bejzov pristup. Ovaj pristup omogucéava
azuriranje modela kako stizu nove informacije. Ovo je korisno jer se modeli u realnom svetu
suocavaju sa promenama tokom vremena. Bejzov pristup omoguc¢ava modelima da se prilagode
novim uslovima i poboljSaju performanse tokom vremena.
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Bejzov pristup u kreiranju kreditnih skoring modela je jedna od centralnih ta¢aka ovog rada i
u nastavku ¢e biti vise re¢i o njemu.

2.4 OgranicCenja i izazovi kreditnog skoringa

Kreditni skoring modeli omogucavaju bankama koje ih primenjuju da pruze povoljnije uslove
za kreditne proizvode dobrim klijentima (onima koji imaju znacajnu imovinu i dobru kreditnu
istoriju). Ovo se postize uz nize troSkove za banku u poredenju sa tradicionalnim metodama
odobravanja kredita.[23] Postoje argumenti kako za, tako i protiv upotrebe kreditnih skoring
modela. Sa jedne strane, skoring proces ¢ini kreditnu analizu efikasnijom i1 ubrzava celokupan
postupak. Takode, eliminisanje subjektivnosti koja moze postojati kod ru¢ne procene kreditnih
referenata doprinosi objektivnosti i doslednosti u odlu¢ivanju. Medutim, s druge strane, skoring
modeli mogu propustiti uzimanje u obzir odredenih jedinstvenih karakteristika koje bi ru¢no
ocenjivanje mozda uocilo. Ovo se posebno odnosi na specifi¢ne situacije koje se teSko uklapaju
u uobicajene modele i1 obrasce. Uprkos tome, skoring modeli ostaju vazan alat za bankarski
sektor, omogucavajuci brze donosenje odluka sa smanjenjem rizika i troSkova.

Neke od prednosti kori§¢enja kreditnih skoring modela su sledece:

e Smanjuje se operativni rizik — process je automatizovan i rizik greske kreditnog
referenta je minimizovan.

e Kreditni skoring modeli su objektivni, konzistentni i efikasni, u smislu da je pristrasnost
kreditnog analitiara otklonjena, moguénost njegove greske pri manuelnom radu ( u
smisli ovog dela posla) otklonjena i sam referent ima viSe vremena za ostale aktivnosti.

e Kreditni skoring modeli su relativno jeftini. Potreban je manji broj kreditnih referenata,
Sto utiCe na manju cenu koStanja kredita za banku.

e Zadovoljstvo klijenata je vece usled efikasnijeg 1 brzeg procesa obrade kreditnog
zahteva

e Kako kreditni skoring modeli odreduju verovatnoc¢u da li ¢e klijent kasniti po otplati
kredita ili ne, cenu kredita je moguce prilagoditi riziku klijenta. Na ovaj nacin banka
povecava profit, a dobrim klijentima Salje pozitivan signal.

e Banka je u mogucénosti da odredi koli¢inu kredita koju ¢e plasirati u skladu sa kreditnom
politikom banke. Definisanjem grani¢ne rizi¢nosti klijenta (izrazena verovatnoom
neservisiranja obaveza po kreditu) banka je u moguénosti da kontorliSe trziSnu
aktivnost.
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e Kreditni skoring modeli su relativno jednostavni za shvatanje i interpretaciju.
Metodologija koja se koristi za izradu modela je takode lako shvatljiva. Jednostavnost
skoring modela koji se najces¢e koriste je delom nametnuta potrebom za objasnivoscéu
modela menadZmentu banke.

Kreditini skoring se moze racunati pomocu generickih modela, polu-prilagodenih modela ili
prilagodenih modela. Kada se pravilo dizajniraju, modeli su obi¢no pouzdaniji od subjektivnih
metoda (ekspertsko misljenje kreditnog analiti¢ara). Medutim, razvoj i implementacija skoring
modela, kao 1 njihova revizija, nose sa sobom inherentne izazove. Ovi modeli nikada nece biti
savrSeno tacni i korisni su samo ako ih korisnici u potpunosti razumeju. Dodatno, greske u
konstrukciji modela mogu dovesti do netacnog ocenjivanja, Sto moze rezultirati odobravanjem
rizi¢nijih racuna nego §to je planirano i/ili neuspehom u pravilnom prepoznavanju i reSavanju
povecanog kreditnog rizika unutar portfolija kredita. Greske u konstrukciji mogu varirati od
osnovnih formula, preko pristrasnosti uzorka, do korisé¢enja neprikladnih prediktivnih varijabli.

Neki od nedostataka primene skoring modela, koji postavljaju svojevrsne izazove su:

e Tokom vremena, modeli naj¢es¢e degradiraju. Ukoliko se grupacija klijenata za koju se
primenjuje skoring model promeni u odnosu na uzorak na kome je model razvijan,
model ¢e imati slabiju prediktivhu mo¢.

e Da bi se razvio model potrebno je imati veliki broj uzoraka. Takode potrebno je odvojiti
i uzorak za validaciju modela koji je nezavistan od razvojnog skupa.
Razvojni skup treba da sadrzi dovoljan broj kako ‘dobrih’ tako i ‘loSih’ klijenata.
Ove definicije zavise od same zavisne varijable modela, npr. za aplikativne modele to
su najcesce klijenti koji su kasnili 90 dana u kontinuitetu i materijalno zna¢ajnom iznosu
u period od godinu dana nakon odobrenje kredita. NajceSce je ovakvih klijenata daleko
manje nego ‘dobrih’, §to u uslovima ekstremno malog broja takvih (Sto se joS zove i low
default portfolio) predstavlja izazov za modeliranje, jer modeli zahtevaju dovoljnu
koli¢inu ovakvih klijenata da bi mogli da ‘ue’ iz podataka.

e Verovatnoce neizvrSenja obaveza, koje su izracunate putem internih kreditnih skoring
modela, ne mogu se koristiti za procenu rizika na trziStu. Ako Zelimo proceniti rizi¢nost
klijenta na trZiStu, postoje javno dostupne informacije o kreditnom rejtingu putem
rejting agencija genericki kreditni skoring modeli (o kojima je bilo reci. Verovatnoca
neizvrSenja obaveza je interni podatak koji ukazuje na verovatnocu da ¢e klijent kasniti
sa placanjem za odredeni kredit za koji je podneo zahtev.

e Jedan od znacajnih problema u kreditnom skoringu je problem inferencije odbijanja
(reject inferencing). Mok [15] objasnjava da potpuni podaci postoje samo za prihvaéene
aplikante Vazno je napomenuti da rizik od nesolventnosti odbijenih aplikacija nije
poznat, budu¢i da se performansa kredita aplikacije ne moze posmatrati kada je
odbijena. Budu¢i da su prihvaceni aplikanti ve¢ prosli kroz postojeci skoring model,
imamo pristrasne podatke. Bilo bi bolje izgraditi model gde su svi prihvaceni ili gde se
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prihvatanje vrsi potpuno sluéajno i gde se posmatra njihovo ponasanje [15]. Medutim,
to nije izvodljivo za banke. Zato se koriste metode inferencije odbijanja kako bi se
reSio ovaj problem pristrasnosti. Ovaj postupak zasniva se na odredenim
pretpostavkama o tome kako bi se odbijeni aplikanti ponasali da su bili prihvaceni i
nastoji umanyjiti pristrasni uzorak samo prihvacéenih aplikacija. Ovaj proces se koristi
kako bi se izbeglo troSenje znacajnih resursa i potencijalno stetne posledice odobravanja
zajmova potrosacima koji bi inace bili odbijeni samo u svrhu poboljSanja modela.

Razvijeni kreditni skoring modeli primenjuju se samo na kategorije klijenata koje su
bile ukljucene u procesu njihovog razvoja. Na primer, ako banka planira da pruza
kreditne kartice penzionerima, ali koristi kreditni skoring model koji je stvoren na
osnovu podataka koji ne ukljucuju penzionere, taj model nece precizno razlikovati dobre
1 loSe klijenate. Ovo se deSava zbog nedostatka relevantnih podataka za odredenu
kategoriju Klijenata u samom razvojnom uzorku modela. Kako bi model bio efikasan za
odredeni tip klijenata, potrebno je ukljuciti raznovrsne informacije i karakteristike tih
klijenata u proces razvoja modela. Inac¢e, model neée pruziti tacne i pouzdane rezultate,
¢ime se smanjuje njegova prakti¢na primenljivost i sposobnost za donoSenje ispravnih
odluka.

U sli¢énom tonu, tokom perioda snaznog ekonomskog rasta ili ekonomskih fluktuacija,
modeli se mogu pokazati nedovoljno sposobnim da predvidaju performanse zaduzenih
lica u posebno ako istorijski period posmatranja kori§¢en za modeliranje nije obuhvatao
takve ekonomske uslove. Postoje razli¢ita ponasanja koja mogu uticati na efikasnost
modela tokom recesijskih vremena. Jedno od njih je da potroSaci mogu prioritetno
izdvajati sredstva za otplatu obezbedenih dugova (npr. stambenih kredita) pre nego za
dugove po gotovinskim kreditima ili kreditnim karticama. U teSkim vremenima, to
moze ostaviti banku koja drzi dugove potroSaca na kreditnim karticama npr. kao jednog
od poslednjih kojima ¢e biti placeno, ako uopste bude plac¢eno. Jedan od nacina da se
ovo predupredi je stres testitranje (stress testing).

Stres testiranje u modelima kreditnog skoringa predstavlja proces ispitivanja stabilnosti
modela pod ekstremnim ekonomskim scenarijima. Ova tehnika omogucéava procenu
ponaSanja modela tokom kriznih uslova 1 identifikaciju slabosti. Stres testovi otkrivaju
kako bi se model ponaSao u recesiji, visokoj nezaposlenosti ili likvidnosti, itd. Ova
praksa doprinosi boljem upravljanju kreditnim rizikom i odlu¢ivanju u nestabilnim
uslovima.
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3. LogistiCka regresija

Logisti¢ka regresija (ranije pomenuta) je statisticka metoda koja se koristi za modeliranje i
predvidanje verovatno¢a dogadaja koji imaju binarni ili kategoricki izlaz, kao §to je "da" ili
"ne", "uspeh" ili "neuspeh". Ova metoda se koristi u mnogim disciplinama, ukljucujuci
finansije, medicinu, ekonomiju, marketing i drustvene nauke.[8]

Osnova logisticke regresije je logisticka funkcija, poznata i kao sigmoidna kriva, koja se koristi
za transformaciju linearne kombinacije nezavisnih promenljivih u raspon verovatno¢a izmedu
01 1. Parametri logisti¢ke regresije se procenjuju tako da se model prilagodi podacima, ¢ime se
omogucava predvidanje verovatnoc¢a pripadnosti odredenoj klasi ili kategoriji.

Vaznost logisticke regresije lezi u njenoj sposobnosti da se nosi sa slozenim medusobnim
odnosima izmedu promenljivih i da pruza razumljive rezultate. Model moZe biti interpretiran
kroz koeficijente, koji ukazuju kako na usmerenost (zavisnih promenljivih u odnosu na
nezavisne) tako ina isnagu veze izmedu zavisnih i nezavisnih promenljivih. Ova interpretacija
omogucava donosiocima odluka da razumeju faktore koji uti¢u na verovatnocu ishoda.

U sustini, logisticka regresija je mocan alat za modeliranje i predvidanje verovatno¢a dogadaja
u okruzenjima gde imamo binarne ili kategoriCke izlaze. Njena primena pruza dublje
razumevanje odnosa medu promenljivima i pomaze u donosenju informisanih odluka.

3.1 Poreklo logisticke funkcije

Poreklo logisti¢ke funkcije seze u 18.vek, kada je engleski ekonomista Tomas Robert Maltus u
svom radu "’An essay on the principle of population as it affects the future improvement of
society’’ 1zneo krajnje zabrinjavajuce zapazanje. Naime, primetio je da se broj stanovnika na
Zemlji konstantno povecava kao 1 potreba za osnovnim resursima kao Sto su hrana 1 voda.
Maltus tvrdi da se i koli¢ina resursa povecava, ali aritmetiCkom progresijom, dok povecanje
broja stanovnika Zemlje prati geometrijsku progresiju. Kako geometrijska progresija za bilo
koju konstantu veéu od 1 moZze davati vece vrednosti od bilo kog aritmetickog niza, posle
dovoljnog broja ¢lanova, neminovno ¢e do¢i do situacije kada ¢e zavladati oskudica. Popularno
se ovaj hipoteticki dogadaj naziva i demografska (Maltusova) katastrofa (Slika 6). Ovim
rezonovanjem Maltus dolazi se do zakljucka da treba smanjiti prirastaj stanovnisStva i ne samo
da treba prevenirati glad kugu 1 sli¢ne posasti vec ih treba 1 podsticati.
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Slika 6 — Maltusova katastrofa

Izvor: Gorica Gvozdi¢, Primenjena logisticka regresija

Osnovni Maltusov model

Pretpostavimo da u nekom trenutku t, na Zemlji zivi p(0) stanovnika. U sledecem
vremenskom trenutku koji posmatramo veli¢ina populacije je p(1) =rp(0), gde je r
koeficijent geometrijske progresije.

Dalje, neka je stopa prirastaja A = y — §, gde je y konstanta koja predstavlja brzinu radanja u
jedinci vremena, a § brzinu umiranja u jedinici vremena.

Ako sa p(t) ozna¢imo broj stanovnika u trenutku t, onda je on posle nekog vremenskog
intervala At jednak:

p(t + At) = p(t) + Ap(t)At
Znajuci definiciju izvoda dobijamo slede¢u diferencijalnu jednacinu:

p'(t) = Ap(t)

p(0) = po
Resavajuéi ovu ODJ dobijamo:
dp(t)
——— = Adt
p(t)

nlp®)|=At+c

p(t) = e*e’
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p(t) = Cet
Kada primenimo pocetne uslove dobijamo da je reSenje diferencijalne jednacine:

p(t) = poe*t
Gde je p, broj stanovnika u po¢etnom trenutku posmatranja. Iz reSenja se vidi da populacija

raste eksponencijalno sa vremenom.

Modifikacija Maltusovog modela

...all models are approximations. Essentially, all models are wrong, but some are useful.
However, the approximate nature of the model must always be borne in mind ... George E.P.Box

Imajuéu u vidu navedeni citat, i ¢injenicu da su modeli samo nase nesavrSeno shvatanje
realnosti, postajemo svesni njihovih potencijalnih manjkavosti. S tim u vezi, i Maltusov
populacioni model je imao svoje kriticare.

Pjer Fransoa Verhlust (1804-1849) je unapredio model, naglasavaju¢i da nijedna sredina ne
moze podrzavati neogranic¢en broj jedinki. Prema njemu, rast populacije bi trebalo ograniciti do
neke maksimalne fiksne vrednosti koja je karakteristicna za posmatrani sistem. To je poznato
kao maksimalni nosivi kapacitet sredine, oznacen sa K. OgraniCeni resursi usporavaju rast
populacije, te populacija tezi ka tacki zasi¢enja. Osim toga, stopa radanja i umiranja nisu
konstantne ve¢ se menjaju vremenom, i to je opisano preko sledeceg:

y(@) = Yo — le(t)
5(t) = 6o + 61p(t)
Yo >8>0,  y,8 >0

Opisane jednacine podrZzavaju smanjenje brzine radanja odnosno povecavaju brzinu umiranja
sa porastom populacije.

Inicijalni (ujedno i najvedi) prirastaj oznaci¢emo sa a, gde je
a=yo,— 9
Sada vazi da je prirodni prirastaj
At) = (¥ — 80) — (v, + 61)p(t) = a— bp(t)
gde smo sa b oznacili b = y; + §;

Maltusova jednacina sada ima oblik

p'(6) = A(O)p(t)

36



p'(t) = ap(t) — bp*(t)

b
p't)=a (1 - ap(t)> p(t)

1
() =a (1 - Ep(t))p(t)

a>b>0, p(0) = py

Populacija P u pocetku raste eksponencijalno sa stopom rasta a, ali se taj rast smanjuje kako
a_

se populacija priblizava maksimalnom (nosivom) kapacitetu sistema b . Matematicki

takvo ponasanje mozemo modelirati logistickom jednacinom:

dp(t) p(t)
3 - ap(t)(1 - T)

p(0) = p,

Odnosno vazi da kada ja populacija P mala u odnosu na kapacitet K, populacija se ponasa
prema Maltusovom populacionom modelu. Kada se populacija priblizi maksimalnom
kapacitetu, tada izraz u zagradi teZi nula §to usporava rast populacije. Kada resimo jednacinu:

dp(t) p(t)
DL T 1——-2
7 — w1 -—7)
1
j—pdp =at+c
r(1-x)
K_
ln| |= —at —c¢
p
|K—p — p—atg—c
p
K
——1=Ce™
p
PO =13 Cemm

Vidimo da kada t — oo funkcija p(t) — K. Opste reSenje ove jednacine je logisticka funkcija.
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Konstantu C dobijamo iz po¢etnog uslova:

© K c K —p,
= = =
p Po 1+C Do

Kriva P(t) ima oblik slova S i naziva se logisticka kriva ili sigmoida (Slika 7). Ovaj model je
kompleksniji i realisti¢niji Maltusov model, ali kao i svaki model ima nedostatke.

populacia

A

__.-”
IogistiZka-kriva

VIreme

Slika 7 — Sigmoida

Izvor: Gorica Gvozdi¢, Primenjena logisticka regresija

3.2 Sigmoidna funkcija

Sigmoidna funkicija ili sigmoid je funkcija €iji grafik je kriva karakteristicnog oblika koja
podseca na latini¢no slovo ‘S’. Najcesée se misli na standardnu sigmoid funkciju ili standardnu
logisti¢ku funkciju ¢ija je jednacina:

P(t) =

1+et
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Ova funkcija je reSenje sledece diferencijalne jednacine:

P pa-»p
;- PaA-p)

1
P(O) ZE

Opstije, ova funkcija je najces¢i prestavnik familije funkcija sledeceg oblika:

1

PO = e

gde je a parameter (Slika 8).

1 /
0.5 —a=0.5 i
—a="1
a=2
O - -
-0.5 1
_1 2 2
-10 -5 O 5 10

Slika 8 — Familija sigmoidnih funkcija

Izvor: https://www.slideshare.net/Devansh16/sigmoid-function-machine-learning-made-simple

Sigmoidne funkcije imaju domen na celom skupu realnih brojeva, a skup vrednosti je otvoreni
interval (0,1). Zbog ove osobine skupa slika sigmoidna funkcija je pogodna za predstavljanje
verovatnoce.

Ako posmatramo standardnu logisticku funkciju, kao Sto rekosmo ona moze predstavljati
verovatnocu dogadaja u zavisnosti od promenljive t koja se definiSe kao linearna kombinacija
viSe faktora:
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t=pB,+ P1x1 + -+ Bix, gde su 5,,i = 1...k regresioni koeficijenti. Oni odreduju u kojoj
meri i u kom smeru ¢e promena odgovarajuc¢eg im faktora uticati na verovatno¢u pojave koju
opisuju.

3.3 UopSteni linearni modeli (GLM)

Uopsteni linearni modeli (generalized linear models) su $iroko kori$¢en koncept u statistici i
masinskom ucenju koji generalizuje klasi¢ne linearno-regresione modele kako bi se obuhvatile
razliCite distribucije zavisne promenljive i razliiti tipovi veza izmedu nezavisnih i zavisnih
promenljivih. Ova fleksibilnost GLM-ova omogu¢ava modeliranje Sirokog spektra problema
koji prevazilaze ograni¢enja klasi¢ne linearno-regresione analize.

- Osvrt na linearnu regresiju

Linearna regresija se koristi za predikciju vrednosti neprekidne zavisne promenljive y kao
linearne kombinacije nezavisnih promenljivih x = (x4, ... x,).

U univarijantnom slucaju linearna regresija se moze predstaviti na sledeci nacin:
W= bo + by x;
yi ~N(w;, €),

gde i predstavlja indeks instance. Model pretpostavlja normalnu raspodelu greske. To se moze
uociti sa slike ispod:

40



Slika 9 — Linearna regresija

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab

Kao $to primecujemo zavisna promenljiva ima fiksnu varijansu na svakom nivou nezavisne
promenljive.

Kao sto se moglo i pretpostaviti, linearna regresija premda ima veliku primenu, nije pogodna
za regresije svih vrsta podataka.

Posmatrajmo sledeci primer.

Posmatra se broj neispravnih proizvoda (Y) u zavisnosti od broja senzora (X) kao nezavisnom
varijablom. Grafikon rasipanja izgleda kao na slici ispod:
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Slika 10 — Dijagram rasejanja (scatter plot)

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab

Postoji nekoliko problema ukoliko bismo Zeleli da zavisnost modeliramo linearnom regresijom:

- Vezaizmedu X 1Y ne izgleda linearno, mozZe se re¢i da li¢i na eksponencijalnu zavisnost
- Varijansa od Y ne deluje konstantno, ve¢ deluje da se povecava kako se X povecava

Kao §to smo rekli, X predstavlja broj proizvoda, dakle u pitanju je pozitivan broj i X je

diskretna promenljiva. U linearnoj regresiji zahteva se da zavisna promenljiva ima normalnu
raspodelu.

Model koji bi bio vise pogodan ovom primeru je model Poasonove logisticke regresije.
Upravo je pomenuta regresija primer uopstenih linearnih modela (GLM).
GLM se sastoje iz 3 komponente:

1. Komponente slu¢ajnosti

Ova komponenta vezuje se za raspodelu verovatnoée zavisne promenljive. Po pretpostavci
GLM realizacije zavisne promenljive Y; Y5, ... ¥, su medusobno nezavisne i poti¢u iz pomenute
raspodele. Realizacije od Y mogu biti dihotomne (binarne, sa samo dva moguca ishoda) tada
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zavisna promenljiva Y ima binomnu raspodelu ili se realizacije mogu dobiti prebrojavanjem
tada zavisna promenljiva ima Poasonovu raspodelu.

Komponenta sistemati¢nosti

Predstavlja lineranu kombinaciju nezavisnih promenljivih koje opisuju zavisnu promenljivu i

parametara:

By + Brx1 + -+ Brxy

Ovakva linerana kombinacija se naziva linearno predvidanje (linearni predictor), i promenljive
x; ne moraju biti linerano nezavisne.

2. Funkcija veze (Link funkcija)

Funkcija veze kao $to samo ime kaze, povezuje komponentu slucajnosti i komponentu
sistemati¢nosti. Ona predstavlja neku funkciju g(-) tako da vazi:

gu) = Bo + Brx1 + -+ Prexy

gde je u = E(Y), za zavisnu promenljivu Y.
Funkcija g(+) je monotona i ne mora da bude linearno preslikavanje.

Vratimo se na prethodni primer. Adekvatan nacin za opisivanje zavisnosti zavisne 1 nezavisne
promenljive moze biti Poasonova regresija.

Poasonova regresija je specijalni slu¢aj GLM gde su pomenute 3 komponente prikazane na slici
ispod.

Link function Linear predictor
In )‘z — b() e blilfz'

y; ~ Poisson(\;)
Probability distribution

Slika 11 — Poasonova regresija - komponente

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab
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Poasonova raspodela se koristi za modeliranje podataka gde se radi o prebrojavanju.

Ima samo

jedan parametar koji predstavlja i srednju vrednost i standardnu devijaciju raspodele. To znaci
da $to je veca srednja vrednost, to je veca i standardna devijacija. Ovo mozemo videti i na slici

ispod.

0.3 4 - -

—

0 10 20 0 10 20 0 10

Poisson distribution with mean=1, 5, 10

Slika 12 — Poasonova raspodela za razlic¢ito A

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab

Nakon primene Poasonove regresije rezultati izgledaju kao na sledecoj slici.
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Slika 13 — Poasonova regresija - vizualizacija

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab
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Kriva predstavljena ljubi¢astom bojom predstavlja predvidanje Poasonove regresije. Dodat je i
stubiCasti dijagram funkcije gustine verovatno¢e Poasonove raspodele kako bi se jasno
prikazala razlika u odnosu na linearnu regresiju.

Kriva predvidanja je eksponencijalna funkcija kao inverzna funkcija logaritamske link funkcije
(Slika 14). Iz ovoga je takode jasno da je parametar za Poasonovu regresiju izraCunat pomoc¢u
linearnog prediktora garantovano pozitivan.

In )\? — b() —+ bla‘:i
& A\ = exp(bo + bix;)

Inverse of log link function

Slika 14 — Link funkija za Poasonovu regresiju

Izvor: https://towardsdatascience.com/generalized-linear-models-9cbf848bb8ab

Predstavimo jo§ 2 primera uopStenih linearnih modela.

e Obicna linearna regresija

Obicna linearna regresija modelira kako srednja vrednost neprekidne zavisne promenljive
zavisi od skupa objasnjavajucih promenljivih, gde indeksira svaku posmatranu vrednost:

W = Bo + Bix;

o Komponenta slucajnosti

Zavisna promenljiva ima normalnu raspodelu sa o¢ekivanjem p 1 konstantnom varijansom

a2,

o Kompomenta sistematicnosti

Koristi se linearni prediktor oblika g, + B1x; gde X moze biti kako neprekidna tako i diskretna.
Moze se prosiriti na viSestruku linearnu regresiju, gde se koristi viSe nezavisnih promenljivih.

Takode, same nezavisne varijable mogu biti transformisane (In (x) na primer) pod uslovom da
se kombinuju sa koeficijentima parametara linearno.
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-Link funkcija — Identi¢no preslikavanje kao najjednostavniji oblik link funkcije:
9g(EY)) =E(Y)
e Binarna logisti¢ka regresija

Binarna logisti¢ka regresija modeluje kako odnos Sansi "uspeha" i "neuspeha" (odds ratio) za
odgovarajucu binarnu promenljivu zavisi od skupa objasnjavajucih promenljivih:

T;

11— = Bo + B1x1 + Box; + - + ﬁpxp
l

o Komponenta slucajnosti
Zavisna promenljiva ima Bernulijevu raspodelu sa verovatno¢om uspeha E(Y) =

o Kompomenta sistematicnosti
Isto kao i za linearnu regresiju.

e Link funkcija

gEX) =g(m =In =
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4. LogistiCki regresioni model

Regresione metode su sastavni deo vecéine analize podataka €iji je cilj da se odredi veza izmedu
zavisnih i nezavisnih promenljivih. Cilj je na¢i model koji je najbolje prilagoden podacima, a
ujedno je interpretabilan (objasnjiv) i ekonomican, kako u smislu prikupljanja podataka tako i
u smislu rac¢unske slozenosti kori§¢enih algoritama.[8]

Logisticka regresija se pored predvidanja zavisne promenljive u odnosu na vrednosti nezavisnih
promenljivih koristi 1 za procenu rangiranja nezavisnih promenljivih po vaznosti uticaja na
zavisnu promenljivu, kao i za procenu efekata interakcije izmedu zavisnih promenljivih.

Zavisna promenljiva u logistiCkom regresionom modelu je diskretna, najc¢eS¢e binarna, dok se
u redem broju javlja koriS¢enje zavisne promenljive sa viSe od dve kategorije. Ona u praksi
moze predstavljati da li je odredeni tretman delovao na pacijenta, da li je pristigao mejl spam,
da 1i je odredeni proizvod fali€an ili ne, da li je klijent banke izmirio dugovanja prema istoj i
sli¢no. Nezavisne promenljive mogu biti kategorijalne, neprekidne kao i kombinacija pomenuta
dva. Vazno je pomenuti da u logisti¢koj regresiji ne postoji pretpostavka o raspodeli nezavisnih
promenljivih. Zavisnu promenljivu oznacavac¢emo sa Y, dok nezavisne oznaavamo sa X.
Praksa je da se vrednosti zavisne promenljive kodiraju sa 0 i 1. Na primer posmatrani mejl je
spam — 1, posmarani mejl nije spam — 0.

U regresionom modelu klju¢no je odrediti oekivanu vrednost zavisne promenljive za datu
vrednost nezavisne promenljive, u oznaci E(Y/x). Kako je zavisna promenljiva dihotomna
(moze imati dve vrednosti), za uslovno o¢ekivanje vazi: 0 < E(Y/x) < 1.Promenau E(Y/x)
po jedinici promene za x postaje progresivno manja kako uslovna sredina postaje bliza 0 ili 1.

Kako je zavisna promenljiva dihotomna i uzima vrednosti 0 i 1, recimo da ista uzima vrednost
1 sa verovatno¢om 7, a vrednost 0 sa verovatno¢om 1 — m, tj.

Y=(1ET[ 71T)

Slu¢ajna promenljiva Y/x ¢e takode uzimati vrednosti 0 i 1, sa verovatnocama

1 —n(x), m(x) redom, tj. Y|x = (1 E . 71T)

Kako nas interesuje oCekivana vrednost od Y za dato x, izraCunajmo je:
E(Y|x)=0- (1 - n(x)) +1-7n(x) =n(x)

Zbog ovoga, ubuduce ¢emo koristiti oznaku 7(x) za prikazivanje uslovne sredine od Y za dato
x kada se koristi logisti¢ka raspodela.

Poseban oblik regresionog modela koji koristimo je:
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eBotXi Brxk

m(x) = 1 + eBotZkBrxk

Kod logisticke regresije, vrednost rezultuju¢e promenljive za dato x mozemo izraziti kao Y|x =
m(x) + €, gde je ¢ greska koja ima binomnu raspodelu. Objasnimo i zasto.

Promenljiva ¢ moZe uzeti vrednost —m(x) i 1 —m(x) i to vrednost —m(x) uzima kada
promenljiva Y|x uzme vrednost 0, a vrednost 1 — (x) uzima kada Y'|x uzme vrednost 1.

Kako slu¢ajna promenljiva Y|x uzima vrednost 0 sa verovatno¢om 1 — m(x), a vrednost 1 sa
verovatno¢om 1(x), sledi da ¢e 1 € uzeti odgovarajuce vrednosti sa tim verovatnocama, tj.

_f —n(x) 1-m(x)
€= (1 —1(x) (x) )

Dakle, ¢ zaista ima binomnu raspodelu sa sredinom E(¢) = 0 i varijansom:

Var(e) = n(x)(l — n(x))

4.1 Logit model

Iz do sada navedenog, jasno je da se u slucaju jedne nezavisne promenljive odnos izmedu
verovatno¢e T 1 nezavisne promenljive x moZze predstaviti preko logistickog regresionog
modela, koji se predstavlja preko S-krive, pomenute sigmoide ( Slika 15).

¥ -
o ; s1glt)
_:_;ngr]_ e 10

Slika 15 — Sigmoidna kriva

Izvor: Gorica Gvozdi¢, Primenjena logisticka regresija
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Uodljivo je da verovatnoca postepeno raste sa porastom vrednosti nezavisne promenljive po
stopi rasta i da je ograni¢ena sa 0 odozdo i sa 1 odozgo. Stopa rasta verovatnoce raste do sredine
sigmoidne krive gde nakon toga postepeno opada kako vrednost verovatnoce ide ka 1.

Verovatnoca  se moze predstaviti formulom:

eﬁo+ﬁ1x

Model moze biti uopsten za slucaj kada postoji viSe nezavisnih promenljivih i onda izgleda
ovako:

e[)’0+[31x1+[32x2+~~+ﬁpxp

T = P (Y = 1|X1 = x1:X2 = Xz: ,Xp = Xp) = 1 N eﬁ0+ﬂ1x1+ﬂ2x2+m+ﬁpxp
Ova jednakost se naziva logisticka regresiona funkcija. Ona nije linearna po parametrima
B;,i = 0..p, ali se moZe linearizovati odgovarajucom logit transformacijom. Tada vaZi:

1

1—-m= P(Y = O|X1 = xl’XZ = X3, . ;Xp = Xp) = 1+ eﬁo+ﬁlx1+ﬁ2x2+m+ﬁp‘xl’

Dalje imamo da je:

Vs
= eﬁo+ﬁ1x1+ﬁ2x2+“'+ﬁpxp

1-m

Ako na prethodni izraz primenimo prirodni logaritam na obe strane dobijamo:

Vs
In 1—n = ﬁ0+ﬁ1xl +ﬁzX2 +“‘+ﬁpxp

Ova jednakost se naziva logit i ona je linearna po komponentama g, ,i = 1... p . Primetimo

jo$ da vrednost od 7 pripada intervalu [0,1], dok se vrednost logita kre¢e od (—oo, +0), pa je
logit funkcija najprikladniji izbor za link funkciju.

4.2 Slaganje logistickog modela sa podacima

U linearnoj regresiji polazni metod za ocenjivanje regresionih parametara je metod najmanjih
kvadrata. U tom metodu, biramo one vrednosti regresionih koeficijenata, koje minimiziraju
sumu kvadrata odstupanja registrovane vrednosti za Y od predvidene vrednosti dobijene na
osnovu modela (Slika 16). Pod uobi¢ajenim pretpostavkama za linearnu regresiju, metod
najmanjih kvadrata daje ocene sa mnoStvom pozeljnih statistickih svojstava. Medutim, kada se
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metod najmanjih kvadrata primeni na model sa dihotomnim ishodom, ocene vise nemaju te iste
osobine.

Least Square Method

a y=mx+ b

*I': llepedunia GJD

bserved Walue

Slika 16 — Metod najmanjih kvadrata

Izvor: https://collegedunia.com/exams/least-square-method-mathematics-articleid-7402

Kada je u pitanju logisticka regresija za ocenjivanje regresionih koeficijenata najcesce se koristi
metod maksimalne verodostojnosti -ML (maximum likelyhood). Ovaj metod daje vrednosti
za B;, i=0... p, koje maksimiziraju verovatnocu dobijanja registrovanog skupa podataka.
Utvrduje se verodostojnost (verovatnoce) registrovanih podataka za razliCite kombinacije
vrednosti regresionih koeficijenata, za razliku od metode najmanjih kvadrata. Ovaj metod
zahteva numericki iterativni postupak izracunavanja.

Da bismo opisali ML metod, potrebno je da se upoznamo sa funkcijom verodostojnosti
(likelihood). Ovo je funkcija regresionih koeficijenata u oznaci L(B), gde je B =
(ﬁo,ﬁl,...,ﬁp) I pomenute parameter smatra nepoznatima dok vrednosti nezavisnih

promenljivih uzima kao date.

AKo zavisna promenljiva ima slede¢u raspodelu Y: ( 1 0 3{) ,tada izraz:

GPotBix1itBaxgit+Bpxp;

1 PotP1xtitFoxpt+hpxp;

n(x;) =

za proizvoljnu vrednost 8 = (8, B, ...,ﬁp), daje uslovnu verovatno¢u P{Y = 1|x;} = m(x;)
I P{Y =0Jx;} =1 —m(x;), gde je x; = (1, %14, X5 o Xp; )y i =1 .m0
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Za one parove (x;,y;) gde je y; =1 doprinos funkciji verodostojnosti je 7(x;), a za one
parove (x;,y;) gde je y; = 1 doprinos funkciji verodostojnosti je 1 — m(x;).

Dakle, za par (x;, y;) doprinos funkciji verodostojnosti je dat slede¢im izrazom:
1-vy.
n()i(1 - m(x)) "

S obzirom da je pretpostavka da su registrovane vrednosti nezavisne, funkcija verodostojnosti
je dobijena kao proizvod gornjih izraza.

1(B) = [T, m(x) (1 — m(x)) " (1)

Verodostojnost se moze zapisati u ekvivalentnom obliku i kao:

P .
_ (x;) Vi
L(B) = 1_[ (m) (1-n(x))

i=1

m(x;)

1-m(x;)

gde se izraz naziva Sansa(odds) za P{Y = 1|x;} i jednak je

m(x;) _ ePotBaxaitBaxyit+Bpxp; eXiPB

1- T[(Xi) -

odnosno verodostojnost predstavlja funkciju registrovanih vrednosti zavisne i nezavisnih
promenljivih i nepoznatih parametara.

Radi jednostavnosti obi¢no se koristi logaritam ove funkcije, tj. logaritam verodostojnosti:

p

L) =Inl(B) = ) [inm(x) + (1= y) Inm(xp)]

=1

odnosno:

14
L) = ) [yxiB —In(1 +%6)]
i=1

Ocene parametara trazimo tako da maksimiziraju funkciju verodostojnosti. Da bismo nasli g =
By By B) koji maksimizira funkciju L(B) diferenciratemo L(B) u odnosu na g =

By By ,Bp) 1 dobijene jednacine ¢emo izjednaciti sa nulom, odnosno vazi:
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OzaL_(m:i AW @)
B L ltenp )

i=1

Ove jednacine su nelinearne po = (B, B4, -, B p), pa se reSavaju nekim od iterativnih

numerickih postupaka.

Jedan od najceS¢e koriScenih iterativnih postupaka za reSavanje jednacine (2) je Njutn-
Rapsonov (Newton—-Raphson) metod.[8] Radi lakSeg rada sistem (2) ¢emo napisati u
ekvivalentnom matricnom zapisu, odnosno vazi:

dL(B)
=X —
3B v-r)
1 X11 1p
xiB 1 x, - x
glejep =P{Y =1} =n(x) =m =—— ix=[. [ . 7
1+e”i . . .
1 1 Xop
Neka je W = diag(p;(1 — p;)), odnosno:
7T1(1 - T[l) M 0
w = : :
0 o (1 —1y)
odakle sledi da je:
O°LB) _ iy
apz

Neka je B vektor podetnih aproksimacija za svako B, tada je prva iteracija Njutn-
Rapsonovog postupka:

a2L(B©@)\ ' aL(B©)
po = B(O)Jr(_ 9p®? ) 9p©

Odnosno:
B = pO 4 (erm)x)‘le(y — p(®)
Svaku ! + 1 iteraciju dobijamo:

gD = g 4 (X’W@X)'lx’(y —p®)
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Vrednost koja se dobija kao resenje ovih iteracija naziva se ocena maksimalne verodostojnosti

i oznacava se sa f = (B, B, ...,Bp).

4.2.1 Testiranje znacajnosti koeficijenata regresionog modela

Nakon ocene koeficijenata logistickog regresionog modela, koraci koji slede se uopsteno
odnose na ocenjivanje znacajnosti promenljivih u modelu. Ovo obi¢no ukljucuje formulisanje
i testiranje statistickih hipoteza za odredivanje da li su nezavisne promenljive u modelu
znacajne odnosno u zna¢ajnoj meri povezane sa rezultuju¢om promenljivom. Pitanje koje ovde
postavljamo je sledece: Da li nam model koji sadrzi promenljivu, govori vise o rezultujucoj
promenljivoj nego model koji ne sadrzi tu promenljivu?[8]

Odgovor na ovo pitanje je dobijen uporedivanjem registrovane vrednosti rezultujuce
promenljive sa predvidenom vrednosti pomocu svakog od dva modela; prvi sa, 1 drugi bez te
promenljive. Ako su predvidene vrednosti na osnovu modela koji sadrzi odredenu promenljivu
"bolje", ili ta¢nije u nekom smislu, nego vrednosti koje su predvidene na osnovu modela koji
ne sadrza tu promenljivu, tada kazemo da je promenljiva u modelu znacajna.

4.2.1.1 Test koli¢nika verodostojnosti

Poredenje registrovane i predvidene vrednosti dobijene iz modela koji sadrZi nezavisnu
promenljivu i modela koji je ne sadrZi, je bazirano na logaritmu funkcije verodostojnosti. Pri
tome se smatra da je registrovana vrednost zavisne promenljive ona predvidena vrednost koja
se dobija 1z zasi¢enog modela. Zasi¢en model je onaj model koji sadrzi toliko mnogo
parametara koliko ima podataka. [8]

Za poredenje registrovanih sa predvidenim vrednostima na osnovu modela koristimo funkcije
verodostojnosti:

l
D=-2mlZ (3)

Ovde je lc-verodostojnost fitovanog modela, dok je [,-verodostojnost zasi¢enog (saturated)

. L . - S
modela, dok se izraz l—f naziva koli¢nik verodostojnosti.

Z

Koristili smo -2In da bismo dobili veli¢inu ¢ija nam je raspodela poznata, tako da ovu
statistiku moZemo Koristiti za testiranje hipoteza.

53



Kori$¢enjem izraza (1) izraz (3) postaje:

D=2 (%) + -y (=) @
i=1

gde je 7, = 7, (x;)
Statistika D, u jednakosti (4), se naziva odstupanje (deviance).

U cilju procenjivanja znacajnosti nezavisne promenljive, uporedujemo vrednost D za model
koji sadrzi nezavisnu promenljivu i model koji je ne sadrzi. Promena u D koja nastaje zbog
ukljucivanja nezavisne promenljive u model je data sa:

G = D (model bez nezavisne promenljive) - D (model sa nezavisnom promenljivom)

Kako obe vrednosti D imaju isti imenilac (verodostojnost zasi¢enog modela), G se moze se
izraziti kao:

c < verodostojnost modela bez nezavisne promenljive )
=—<4In - ; P
verodostojnost modela sa nezavisnom promenljive

Kada je u pitanju univarijabilni slucaj lako se pokazuje da kada promenljiva nije u modelu
maksimalna verodostojnost od S, je In % gdejen, =X y;,an, = n—ny, dok je
0

predvidena vrednost konstantna i iznosi % U tom slucaju vrednost G je:

GEGN

G=-2In =
11'1=1T[(x1)yi(1 - T[(xl))

odnosno

G =2 {Z [yiInGx) + (1 = y) In7Gx)] = [y In(ny) +np In(n) — nin(n)]

i=1

Pod hipotezom da je £8; jednako nuli, statistika G ima hi-kvadrat raspodelu sa jednim
stepenom slobode.

Kada je u pitanju multivarijabilna logisticka regresija, test koli¢nika verodostojnosti za
ukupnu znacajnost k koeficijenata za nezavisne promenljive u modelu je izveden na isti nacin
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kao 1 u univarijabilnom slucaju. Jedina razlika je da su fitovane vrednosti za model, 7,
bazirane na vektoru 8 koji sadrzi k + 1 parametar. Tada G ima hi-kvadrat raspodelu sa k
stepeni slobode pod nultom hipotezom da je svih k koeficijenata nagiba za nezavisne
promenljive u modelu jednako 0.

4212 Wald-ov test

Jos§ jedan od pristupa ispitivanju zna¢ajnosti koeficijenata jeste da koristimo test koji povezuje
koeficijente sa njihovim standardnim greskama. Wald test predstavlja koli¢nik ocene

maksimalne verodostojnosti koeficijenta # sa njegovom standardnom greskom Sp 1 statisticki
ima priblizno standardnu normalnu raspodelu N (0,1) pod hipotezom da je § = 0 . Kvadrat
ove Z statistike za univarijabilni slu¢aj ima priblizno y? raspodelu sa jednim stepenom
slobode. Odnosno Wald statistika za univarijantni slucaj je:

_k.
Z=:N(OD)

B
2,2
A

Test statistika koli¢nika verodostojnosti i Wald statistika daju priblizno iste vrednosti kad su
u pitanju veliki uzorci, pa ako je neka studija dovoljno obimna nije bitno koju statistiku
koristimo, medutim ako su uzorci malog obima statisitke mogu znacajno da se razlikuju i
pokazano je da je test statistika koli€nika verodostojnosti u ovakvim situacijama tacnija.

Waldova test statistika za multivarijabilni slucaj je:
St o115 i ! D
w=B'[Var(B)] B=B&XVX)B

i ima y? raspodelu sa k + 1 stepenom slobode pod pocetnom hipotezom da je svaki od k + 1
koeficijenata jednak nuli. Statistiku za samo k koeficijenata nagiba dobijamo kad
elimini§emo B, iz vektora B kao i odgovarajuce redove, odnosno kolone iz X'VX .

Wald-ov test Cesto ima nedostatak da se ne odbacuje nulta hipoteza iako su koeficijenti
znacajni tako da je preporucljivije koristiti test koli¢nika verodostojnosti.

4.2.2 Intervali poverenja za parametre logistickog regresionog
modela
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Nakon testiranja znacajnosi koeficijenata interpretiracemo testiranje intervala poverenja za
parametre koji nas interesuju. Prvo razmatramo intervale poverenja za univarijabilni slucaj.

Baza za konstrukciju intervala ocene je ista statisticka teorija koju smo koristili za
formulisanje testa za zna¢ajnost modela. Intervali poverenja ocene za nagib i odsecak su
bazirani na njihovim odgovaraju¢im Wald testovima. Krajnje tacke za 100(1 — a)% interval
poverenja za ocenjeni koeficijent nagiba su:

B, F 21_a/2SF, (5)

a za odsecak (intercept):

B; + Z1-a/25F, (6)
gde je sa Sz oznaCena ocena standardne greske (zasnovane na modelu) za odgovarajuéu

ocenu parametra, a z;_,/, je gornja tacka standardne normalne raspodele.

Logit je linearan deo logistickog regresionog modela, i1 kao takav podseca na fitovanu pravu u
linearnoj regresiji. Ocena za logit je

g(x) = Bo + B1x
Ocena varijanse za ocenjeni logit zahteva koris¢enje varijansu od sume varijansi. U tom
slucaju je :

Vdr(m) = V’a\r([/fg) + xZV/Er(f?z) + 2xC/o\v(,f?;,/ﬁ\1) (7)
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Krajnje tacke za 100(1 — a)% interval poverenja za logit (na osnovu Wald statistike) su:
9(x) F z1-0/28 500

gde je S 5 pozitivan kvadratni koren varijanse ocene u (7).
Ocena za logit i njegov interval poverenja su osnova za ocenu fitovanih vrednosti, u ovom
slucaju logisticke verovatnoce i njenog intervala poverenja. Konkretno, koriS¢enjem dobija se
ocena za logit:

G
) =T aw

Krajnje tacke 95% intervala poverenja za verovatnocu su dobijene iz odgovarajuéeh krajnjih
tacaka intervala poverenja za logit. Tako da su krajnje tacke za 100(1- a)% interval
poverenja (baziran na Wald-ovom testu) za fitovanu vrednost:

oI F21-0/2555;

14 e@wtzl-a/zsg’(;)

Fitovana vrednost izracunata u (8) je analogna odgovarajuc¢oj taki na pravoj dobijenoj
linearnom regresijom, U linearnoj regresiji svaka tacka na fitovanoj pravoj predstavlja ocenu
proporcije zavisne promenljive u populaciji sa kovarijatom x.

Kad je u pitanju multivarijabilni slu¢aj, odnosno viSestruka regresija, ratunanje
intervala poverenja za koeficijente se izvodi na isti nacin kao i za univarijabilni slu¢aj iznad.
Kod racunanja intervala poverenja za logit koristimo istu osnovnu ideju kao 1 kod
univarijabilnog slucaja sa tom razlikom da sada imamo vise izraza ukljucenih u sumiranje.

Opsti izraz za ocenu logita koji sadrzi p kovarijati je:

gx) = BE + le1 + ,ézxz + -+ B;xp

odnosno:
gx)=xB

gde je B = (Bo, P, -, Bp), a X = (X0, %1, ..., Xp) je konstantni vektor gde je x, = 1 (vrednost
pridruzena intercept-u)

Tada vazi da je:
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p p p
Var(gGo) = ) xpvar()+ ). ) 2xCov(Bo i)
j=0

j=0k=j+1
U matri¢nom obliku dobijamo:
Var(g(x)) = x'(X'VX) 1x

Dalje izraCunavanje se vrsi analogno univarijabilnom slucaju.

4.2.3 Interpretacija ocenjenog logisticCkog modela

Osnovna pretpostavka je da je logisticki regresioni model prilagoden podacima, odnosno da je
fitovan i da su promenljive u modelu znacajne, tj. da su odgovarajuci regresioni koeficijenti
razli¢iti od nule.

Interpretacija fitovanog modela predstavlja izvodenje zakljucaka na osnovu ocenjenih
koeficijenata u modelu. Postavlja se pitanje S§ta nam ocenjeni koeficijenti govore o pitanjima
zbog kojih je i zapoceto istrazivanje? Prilikom interpretacije modela posmatra se vise aspekata
problema a to su: odredivanje funkcionalne veze izmedu zavisne i nezavisne promenljive kao i
stepen jaCine te veze, kao 1 definisanje odgovarajue jedinice promene za nezavisnu
promenljivu.

Kao $to smo videli, vezu izmedu zavisne 1 nezavisne promenljive u logistiCkom regresionom
modelu daje logit funkcija, tj.

m(x)
=In ——~—
gt =In — ©
U logistickom regresionom modelu sa jednom nezavisnom promenljivom koeficijent nagiba 5,
predstavlja promenu u logitu po jedinici promene nezavisne promenljive, tj. :

= Bo + B1x1 + Boxz + -+ Bpx,

B, =9(x+1)—g(x)

Slucaj kada je nezavisna promenljiva u logistickom regresionom modelu dihotomna predstavlja
osnovu za druge slucajeve i podrazumeva da nezavisan pronmenljiva moze uzeti dve vrednosti.
Ovaj slucaj je u domenu naSeg interesovanja. U naSem sluc¢aju neka je nezavisna promenljiva
kodiranasa O1i 1.

Kako koeficijent by predstavlja stopu promene zavisne promenljive po jedinici promene
nezavisne promenljive, vazi da je:

58



g(1) —g(0) = (Bo + B1) — Bo = b1

Da bismo mogli interpretirati dobijeni rezultat uve$¢emo pojam odnos Sansi (0dds ratio), koji
daje meru povezanosti nezavisne promenljive sa ishodom.

Sansa je odnos verovatnoca da se dogadaj desi prema verovatnoci da se dogadaj ne desi.

Sansa da je zavisna promenljiva uzela vrednost 1, kada nezavisna promenljiva uzme vrednost
1je:

P(r=1x=1)  =(1)
P(y=0|x=1) 1-n(1)

Kada nezavisna promenljiva uzme vrednost 0, Sansa da je zavisna promenljiva uzela vrednost
1je:

P(y=1x=0) (0
P(Yy=0|x=0) 1-m(0)

Odnos Sansi (unakrsni odnos $ansi), u oznaci OR, je definisan kao odnos ove dve Sanse, tj.

(1)
_ 1—-n(1) 8
OR—W (8)
1 —m(0)

Mogucée vrednosti verovatno¢a se mogu predstaviti tablicom 2X2 na slede¢i nadin:

Rezultujuéa Nezavisna promenljiva (X)
promenljiva (Y) — =0
=1 1 efoth 0 ePo
y= n(1) 1+ oPothr 71()_1_}_6[;0
=0 1 1) = 1 1 _ 1
y_ _T[() 1+eﬁ0+ﬁ1 —H(O)—1+eﬁ0
Ukupno 1 1

Tabela 1 — Vrednosti nezavisne i zavisne promenljive

59



Ova tabela opravdava to §to se odnos Sansi OR jo$ naziva i unakrsni odnos Sansi, jer vidimo da
se OR dobija kao odnos unakrsnog proizvoda elemenata na glavnoj dijagonali date tabele i
elemenata na sporednoj dijagonali.

Zamenom izraza iz tabele u (8) dobijamo:

eBotB1
1 + eBotB1
1
1+ ePotha
- ebBo eBo

1+ ebo
1

1+ ebo

eﬁo"‘ﬁl

OR = eh

Ovim dobijamo uvid u jednostavnu veza izmedu koeficijenta i odnosa Sansi.

4.3 Metodologija gradenja modela logistiCke regresije

Prethodna poglavlja bavila su se nastankom 1 motivacijom za nastanak logisticke regresije, kao
1 statistickim osnovama za njenu teoriju. lako se u teorijske svrhe navode primeri sa manjim
brojem nezavisnih promenljiih, u realnim primenama se koristi i viSe destina pa ¢ak i stotina
nezavisnih pormenljivih koje se inicijalno razmatraju.

Kriterijumi za ukljucivanje promenljivih u model mogu varirati od jednog problema do drugog
10d jedne naucne discipline (ili sfere primene) do druge. Gradenje statistickog modela ukljucuje
teznju ka modelu sa §to manjim brojem promenljivih koji ipak objasnjavaju podatke. Vise je
razloga za teznju za manjim brojem promenljivih. MoZemo re¢i da je jedan razlog to Sto ce
model sa manjim brojem promenljivih biti numericki stabilniji, promenljive ¢e najverovatnije
biti manje korelisane i sli¢cno. Ukoliko je viSe promenljivih uklju¢eno u model, ocene
standardne greske postaju vece, i model postaje vise zavisan od registrovanih podataka. Drugi
aspekt teznje je sa biznis strane. Manji broj promenljivih zahteva manje operativnog rada za
ekstrakciju podataka, kreiranje samih promenljivih i monitoring samog modela.

Postoji nekoliko koraka koje moZemo pratiti kao pomo¢ pri izboru promenljivih za logisticki
regresioni model. Postupak za izbor modela je prili¢no slican onom Koji se koristi u linearnoj
regresiji.

Koraci koji se sprovode pri modeliranju se mogu podvesti pod tri skupa: sredivanje podataka,
univarijantnu i multivarijantnu analizu.
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-Sredivanje podataka-

Pre svega smatramo da imamo podatke, najées¢e u tabelarnom obliku koji sadrze sve
promenljive koje dolaze u obzir za kreiranje modela logisticke regresije. Pored samih
promenljivih koje se koriste za modeliranje tu su i pomoéne promenljive koje koje mogu
sluziti da identifikuju odredenu instancu (red u tabeli) koris¢enog skupa ( na primer IMBG
osobe, ime prezime), vremenske promenljive koje mogu predstavljati datum ili vreme
registrovanja posmatranog dogadaja ( datum aplikacije za kreditni proizvod, godina izrade
nekog proizvoda i sli¢no).

Podatke koje inicijalno posedujemo nisu savrseni 1 skoro uvek sadrze odredene manjkavosti,
nelogi¢ne vrednosti (jedan od primera su outlieri), nedostajuce vrednosti i sli¢no.

Koraci koji se u ovoj fazi su sledeci:
- Vizuelizacija podataka

Savremeni programski jezici i statisticki alati pruzaju pregrst nacina da se podaci predstave
vizuelno (histogrami, pie chart-ovi, bar plotov-i, box plotov-i i slicno). Premda se odluke o
tretmanu podataka zasnivaju na statistickim vrednostima i pokazateljima, vizuelizaicija je
koristan metod za uocavanje pravilnosti u podacima trendu kretanja promenjive kroz vreme i
sli¢no.

- Tretman outlier-a

Outlier je podatak koji se primetno razlikuje od ostalih. Oni najcesce predstavljaju greske u
merenju ili rezultat loSe prikupljanje podataka. Postoji viSe tehnika za detekciju outlier-a.
Najcesce koriS¢ena posmatra 25-procentni (q25) i 75-procentni (q75) kvartil i definiSe inter-
kvartilni razmak (IQR- interquartile range) kao razliku pomenuta dva. Po ovom nacinu
detekcije, one vrednsosti promenljive koje su manje od g25- 1.5 * IQR i one koje su veée od
q75 + 1.5 * IQR se smatraju outlier-ima. Takve vrednosti se najée$¢e zanemariju ili se smatraju
nedostaju¢im vrednostima. Napomenimo da treba imati u vidu prirodu podataka ida na osnovu
toga treba oceniti Sta su stvarni outlier-i, bez obzira §ta je sistem detekcije prikazao.

- Tretman nedostajucih vrednosti

Nedostajuce vrednosti u podacima predstavljaju izazov koji retko zaobilazi ijedan realan skup
podataka. Mnogi su razlozi za postojanje istih: nedostupnost podataka, faktor ljudske greske pri
unosu podatka 1 slicno. Veliki broj statistickih postupaka ne trpi postojanje nedostajucih
vrednosti u podacima, ili u najmanju ruku zahteva jasno grupisanje takvih vrednosti pod
jedinstvenom oznakom u okviru jedne promenljive.

Kada je u pitanju tretman nedostajuc¢ih vrednsosti naj¢esce se koristi nesto od sledeceg:

- Uklanjanje redova sa nedostaju¢im vrednostima: U ovom slucaju, redovi u kojima
nedostaju vrednosti se jednostavno izbacuju iz analize. Pri koriS¢enju ovog postupka
morate biti pazljivi da ne izgubite previSe podataka i da ne uvedete pristrasnost u
analizu.

61



- Zamena nedostaju¢ih vrednosti: Ovde se nedostaju¢e vrednosti zamenjuju
odgovaraju¢im vrednostima, kao Sto su srednje vrednosti, mediane ili modalne
vrednosti za numericke varijable, ili najcesce koris¢ene kategorije za kategoricke
varijable.

-Univarijantna analiza-

Ovo je analiza koja se fokusira samo na jednu nezavisnu promenljivu u odnosu na zavisnu
promenljivu, bez uzimanja u obzir drugih nezavisnih promenljivih. U univarijantnoj analizi
logisticke regresije, istraziva¢ posmatra kako se promena jedne nezavisne promenljive (npr.
starost) odnosi na verovatnoc¢u ili log-odds da ¢e se dogoditi odredeni dogadaj (npr. kupovina
proizvoda). Ovo je osnovna analiza koja pomaze razumevanju pojedinacnih uticaj svake
nezavisne na zavisnu promenljvu.

-Multivarijantna analiza-

Ovde istraziva¢ razmatra vise od jedne nezavisne promenljive istovremeno u modelu logisticke
regresije. Ovo je vazno jer omogucava analizu uticaja viSe faktora zajedno na zavisnu
promenljivu, uzimanje u obzir medusobnih interakcija izmedu tih faktora. U multivarijantnoj
analizi logisticke regresije, istraziva¢ pokuSava identifikovati kako razli¢ite nezavisne
promenljive zajedno uti¢u na verovatnocu ili log-odds dogadaja od interesa. Ova analiza
omogucava bolje razumevanje kompleksnih veza izmedu faktora i ciljne promenljive.

4.4 Metode za logisti¢ku regresiju

Nakon primene univarijantne analize dobija se skup promenljivih koje su kandidati za fitovanje
modelom logistiCke regresije

Bilo koji postupak za izbor ili eliminisanje promenljivih iz modela je bazirana na statistickom
algoritmu koji proverava znacajnost promenljivih, te ih ukljucuje ili iskljuuje iz modela na
osnovu utvrdenog pravila odlu¢ivanja. Znacajnost promenljive je definisana pomocu statisticke
znacajnosti njenog koeficijenta. Statistika koja je koriS¢ena zavisi od pretpostavki modela. U
linearnoj regresiji korak po korak je koriS¢en F test, jer je pretpostavka da greSke imaju
normalnu raspodelu. U logistickoj regresiji pretpostavka je da greske imaju binomnu raspodelu,
a znacajnost je ocenjena putem hi- kvadrat testa kolicnika verodostojnosti. Dakle, u bilo kom
koraku procedure, najvaznija promenljiva, u statistickim terminima je ona koja prouzrokuje
najvecu promenu u logaritmu verodostojnosti za model koji sadrzi promenljivu u odnosu na
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onaj koji ne sadrzi promenljivu (to jest onaj koji bi trebalo rezultirati najveCom statistikom
koli¢nika verodostojnosti, G).

Naves¢emo nekoliko algoritama za izbor finalnih promenljivih u logistickom postupku.

Stepwise — ‘Korak po korak’ metod izbora promenljivih gradi logisticki model u
koracima, pocevsi od pocetnog modela bez ulaznih promenljivih u jednacini osim
odsecka (intercept). U svakom koraku se evaluiraju ulazne promenljive koje joS nisu
dodate modelu, a ako najbolja od tih ulaznih varijabli zna¢ajno doprinosi prediktivnoj
mo¢i modela, ona se dodaje. Pored toga, ulazne varijable koje se trenutno nalaze u
modelu se ponovo procenjuju kako bi se utvrdilo da li se bilo koja od njih moze ukloniti
bez znacajnog odstupanja od modela. Ako je tako, uklanjaju se i proces se ponavlja sve
dok se vise ne mogu dodati/ukloniti varijable da bi se poboljsao model ili smanjio broj
promenljivih u modelu. Na kraju se generi$e konac¢ni model.

Forwards — ili metod unared metod pocinje bez ulaznih promenljivih u pocetnom
modelu, (samo odsecak), a promenljive se mogu samo dodati u model. U svakom
koraku, ulazne promenljive koje jo§ nisu u modelu se testiraju u smisli koliko bi one
doprinele modelu i najbolja od tih promenljivih se dodaje modelu. Kada se vise ne moze
dodati promenljiva ili najbolja kandidat promenljiva ne proizvodi dovoljno veliko
poboljsanje u modelu, generise se kona¢ni model.

Backwards — ili metod unazad pocinje sa svim ulaznim promenljivama u po¢etnom
modelu, a promenljive se mogu samo ukloniti iz modela. Ulazne promenljivekoje malo
doprinose modelu uklanjaju se jedna po jedna sve dok nijedna promenljiva vise ne moze
biti uklonjena bez znac¢ajnog smanjenja kvaliteta modela, ¢ime se dobija kona¢ni model.
Backwards Stepwise — Postepeni odabir unazad ukljucuje pocetak pristupa unazad, a
zatim potencijalno dodavanje promenljivih ako se kasnije ispostavi da su znacajne.
Proces se sastoji od naizmeni¢nih izbora najmanje znacajne promenljive za izbacivanje
zatim ponovnog razmatranja svih ispuStenih varijabli (osim poslednje izbaCene) za
ponovno uvodenje u model. To zna¢i da se moraju izabrati dva odvojena nivoa

znacajnosti za brisanje iz modela i za dodavanje u model. Drugi nivo zna¢ajnosti mora
biti strozi od prvog.

Postoje 1 drugi algoritmi ali se mahom zasnivaju na nabrojanim. Predstavi¢emo algoritam koji
¢e biti koriS¢en u prakticnom delu rada, a predstavlja izvesnu modifikaciju backwards
algoritma.

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo ukupno m nezavisnih promenljivih.

Korak (1):

Pocinjemo sa fitovanjem modela koji ima svih m nezavisnih pormenljivih i odsecak.Svaka

promenljiva koja ima p vrednost ve¢u od 0.05 (najcesce korisc¢eni prag) se izbacuje iz modela.
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Pokre¢e se model logisticke regresije bez izbacenih pormenljivih i evidentiraju nove p
vrednosti za promenljive preostale u modelu. Ukoliko ne postoje promenljive ¢ija je p vrednost
veca od 0.05 prelazi se na korak(2). U suprotnom ponavlja se korak (1)

Korak (2):

Izracunava se AIC ( Akaike informacioni kriterijum modela) trenutnog modela. AIC nagraduje
gof (goodness of fit) modlela (koji procenjuje funkcijom verodostojnosti), ali takode ukljucuje
penal koja je rastuca funkcija broja procenjenih parametara. Kazna obeshrabruje overfiting, $to
je pozeljno jer povecanje broja parametara u modelu skoro uvek poboljsava gof.

Od preostalih promenljivih bira se ona sa najve¢om p vrednosti i ona je kandidat za izbacivanje.
Ukoliko je AIC modela bez posmatrane promenljive ve¢i od AIC a dosadasnjeg modela,
promenljiva se vra¢a u model i dobija se finalni model. U suprotnom promenljiva se izbacuje.
U slucaju izbacivanja promenljive ponavlja se korak 1.

4.5 Ocene kvaliteta modela logistiCke regresije

U ovom delu ¢e biti predstavaljene osnovne metrike koje govore o kvalitetu dobijenog modela
primenom logisticke regresije, ali se upoSteno mogu primeniti na bilo koji model klasifikacije.

Rezultat logisticke regresije je verovatnoca da ocenjena instance uzima 1 kao vrednost zavisne
promenljive. Pored verovatnoce najc¢esce je potrebno dati i ocenu zavisne promenljive j koja
kao i realizovana vrednost zavisne promenljive uzima vrednost 0 ili 1. Potrebno je postaviti
prag c (treshold) ili u domenu kreditnog skoringa ova prag se zove PD cut-off.

Uzecemo da vazi da je § = 1 ukoliko je 7; > c tj. y = 0 ukoliko je 77; < c. Postoji viSe na¢ina
da se odredi optimalni PD cut-off, a mi ¢emo ga odrediti na na¢in da je stvarna default stopa na
uzorku jednaka predvidenoj default stopi. Ukoliko je stopa defaulta na uzorku d %, c ¢e biti
(100-d) postotni percentil reallizovanih verovatnoca.

Kada smo odredili Sta su vrednosti zavisne promenljive predvidene modelom uvedimo pojam
matrice konfuzije (confusion matrix). Ona predstavlja tabelu sa 4 razliCite kombinacije
predvidenih i stvarnih vrednosti. (Slika 17)
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Actual Values

Positive (1) Negative (0)

Positive (1) TP FP

Negative (0) FN TN

Predicted Values

Slika 17 — Matrica konfuzije

Izvor: https://towardsdatascience.com/understanding-confusion-matrix-a9ad42dcfd62

Interpretacija je sledeca

True Positive - stvarno pozitivni: Model je predvideo pozitivan ishod i to je ta¢no.

True Negative - stvarno negativni: Model je predvideo negativan ishod i to je tacno.

False Positive — lazno pozitivni (Greska tipa 1): Model je predvideo pozitivan ishod i to nije
tacno.

False Negative — lazno negativni: (Greska tipa 2): Model je predvideo negativan ishod i to
nije tacno.

Postoje 4 znacajne metrike koje se mogu dobiti iz matrice klasifikacije: Odziv - Recall,
Preciznost - Precision, Ta¢nost - Accuracy i F skor ili F metrika.

Odziv se moze tumaditi na sledeé¢i nacin: koliko je pozitivnih slu¢ajeva detektovano
modelom.
TP

Recall = ——
CCAt = TP Y FN

Preciznost se moze tumaciti kao odnos broja stvarnih pozitivnih slucajeva i broja predvidenih

pozitivnih slucajeva.
TP

p . . —
recision —TP T FP
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Tacénost meri udeo tacno predvidenih slucajeva, sveukupno.
TP+ FN

A -
CeUracy = Tp Y FP+ TN + FN

Tesko je uporediti dva modela sa malom precizno$¢u i visokim odzivom ili obrnuto. Da bi bili
uporedivi, Koristi se F-skor ili F-metrika. Ona pomaze u merenju odziva i preciznosti u isto
vreme. Koristi harmonijsku sredinu umesto aritmeticke sredine tako S$to vise kaznjava
ekstremne vrednosti (sledi iz nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine).

2 * Recall * Precision

F — measure = —
Recall + Precision

Navedimo 2 vazne metrike Siroko rasprostranjene u oceni kvaliteta modela logisitcke regresije
a posebno modela u domenu kreditnog skoringa. U pitanju su Gini koeficijent i KS (Kologorov-
Smirnov) statistika.

Gini koeficijent prikazuje koliko dobro razvijen model razlikuje dobre od losih sluc¢ajeva kao i
efikasnost razvijenog modela.

Ginijev koeficijent meri stepen razdvajanja izlaznog rezultata modela. Gini koeficijent daje broj
izmedu 0 i 1, pri éemu 0 oznacava savrSenu nasumic¢nost, a 1 ukazuje na savrSeno razdvajanje
(a time i savrSenu diskriminatornu mo¢ modela). Da bi se ilustrovao mehanizam Gini
koeficijenta, obi¢no se koristi kriva kumulativnog profila taénosti (CAP), koja je kumulativni
prikaz procenta ukupnih slu¢ajeva naspram procenta detektovanih pozitivnih vrednosti zavisne
promenljive. Dijagonalna linija na slici predstavlja liniju savrSene slucajnosti. Ovo je
ekvivalentno nasumi¢nom dodeljivanju rezultata (predvidanja) zapaZanjima i zatim merenju
koliko dobro predvidaju ciljnu promenljivu. Slika (Slika 18) ilustruje da tacke dalje od
dijagonale odgovaraju visokoj diskriminatornoj moci. Gini koeficijent poredi povrsinu izmedu
krive 1 prave (A) sa celokupnom povrsinom trougla iznad prave (A+B).
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100%

50%

Cumulative defualt rate
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0% 25% 50% 75% 100%
Rate of population sampled

Slika 18 — Gini koeficijent - ilustracija

Izvor: Originalni grafik autora

KS statistika je definisana kao maksimalno rastojanje izmedu kumulativne raspodele dobrih i
losih slucajeva (Slika 19), sa predvidenim rezultatom (verovatno¢om) na x-osi. Stoga se moze
tumaciti kao mera razdvajanja izmedu dobrih 1 loSih sluc¢ajeva. Formalno, statistika KS je data
formulom:

KS = |F(G) — F(s|B)]|

Gde F(G) i F(B) predstavljaju kumulativne raspodele dobrih i loSih slu¢ajeva.
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Izvor: https://www.analyticsvidhya.com/blog/2019/08/11-important-model-evaluation-error-metrics/

U praksi su prihvatljive vrednosti za Gini > 50% dok je za KS> 40% prihvatljivo.
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5 Bejzov pristup logistickoj regresiji

5.1 Bejzova statistika

U osnovi Bejzove (Bayes), statistike je Bejzova teorema, koja se lako izvodi, ako se poznaje
pojam uslovne verovatnoce.[23]

Primer:

Svake godine oko 18250 ljudi u Srbiji dozivi sr€ani udar. Prema popisu iz 2016. godine, u Srbiji
ima 7.057.000 ljudi, dakle, verovatnoc¢a da slucajno izabran stanovnik Srbije dozivi sr¢ani udar
u narednoj godini je priblizno 0.3%. Medutim, niko od nas nije slu¢ajno izabran stanovnik
Srbije. Lekari izdvajaju brojne faktore rizika za sréani udar: pol, starost, nivo holesterola, krvni
protisak 1 sliéno. Ako posmatramo muskarca od 45 godina, pusaca, sa normalnim krvnim
pritiskom, kolika je njegova verovatnoc¢a sréanog udara? Da li dati uslovi menjaju verovatnocu
od 0.3% ?

Dakle, trazi se uslovna verovatno¢a dogadaja A, pod uslovom da se desio dogadaj B.

P(AB)
P(4)

P(A|B) =

Znaci, ako je osoba pusac, kolika je verovatnoca da doZivi sréani udar? Medutim, moze se
postaviti 1 obrnuto pitanje: ako je neko doziveo src¢ani udar, kolika je verovatnoca da je pusac?
Ovakva pitanja se Cesto pojavljuju prilikom dijagnostifikovanja bolesti nekom medicinskom
metodom tj. testom. Ako postoji bolest, kolika je verovatnoéa pozitivnog testa i obrnuto, ako je
test pozitivan, kolika je verovatnoca postojanja bolesti?

Englez Tomas Bejz (Thomas Bayes 1701-1761) bio je sveStenik Prezbiterijanske crkve,
religijske denominacije koja je progonjena zato Sto je odbila da podrzi Englesku crkvu. Malo
je poznato o njegovom zivotu. Publikovao je dva rada tokom svog Zivota. Jedan je bio iz
teologije, a drugi ("An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a Defense of the
Mathematicians Against the Objections of the Author of the Analyst"), je bio odbrana Njutnovo
infinitezimalnog racuna od kritike biskupa Berklija (George Berkeley, 1685-1753). Ovaj drugi
rad je bio toliko impresivan de je bio izabran u Kraljevsko Drustvo (Royal Society).

Medutim, njegovo najznacajnije otkrice je objavljeno posle njegove smrti. "An Essay towards
Solving a Problem in the Doctrine of Chances™ u "Philosophical Transaction of the Royal
Society of London”, Stampano je zahvaljuju¢i Ricardu Prajsu (Richard Price) 1763.godine.

Naime, tokom Cetrdesetih godina X VIII veka, Tomas Bejz dosao je do genijalnog otkric¢a koje
danas nosi njegovo ime. Ovo je kasnije ponovo nezavisno otkriveno od strane poznatog
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francuskog matematicara, Pjera Simona Laplasa (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827), koji je
istom otkri¢u dao moderni matematicki oblik i nau¢nu primenu.

U vreme kada je Bejz ziveo pojam verovatnoce jedva da je i postojao. Jedina primena tog pojma
bila je u kockanju, a i1 tu se primenjivala jedino na osnovna pitanja, kao S§to je verovatnoca
izvlacenja Cetiri asa u jednoj ruci u pokeru ili verovatnoc¢a vezana za bacanje kockica za igru.
Bejz je izveo formulu za racunanje uslovne verovatnoée dogadaja "posle" pod uslovom "ranije,
pre". Verovatnocu da padne Sestica ako je kocla ispravna. Verovatnoca posledice ako se desio
uzrok.

Ali, formula je posedovala unutra$nju simetriju. Bilo je moguce izracunati verovatnoc¢u "pre"
pod uslovom "posle". Ako je pala Sestica, koja je verovatnota da je kocka ispravna?
Verovatnoc¢u uzroka ako se desila posledica. Ovo se u to vreme ¢inilo potpuno besmisleno, pa
Bejz nije nastavio istrazivanje.

Na konceptualnom nivou Bejzov sistem je bio dosta prost: Ljudi imaju svoje subjektivno
misljenje, verovanje o nekom dogadaju i to predstavlja prvu, priornu verovatnoéu tog
dogadaja. Zatim, ljudi modifikuju svoja misljenja, verovanja u skladu sa objektivnim
informacijama, odnosno:

Pocetna verovanja + skora$nji objektivni podaci = nova, poboljSana verovanja.

On je uveo i specifi¢ne termine kojima je obrazloZio svoju argumentaciju:

(1) prior - verovatnoca pocetnog verovanja

(2) izvesnost - verovatnoc¢a drugih hipoteza ukoliko se u obzir uzmu novi objektivni podaci,
(3) posterior - verovatno¢a novog revizovanog verovanja.

Ono $to je danas poznato kao Bejzovska statistika ima svoje uspone i padove od 1763. Iako su
Bejzovski metod preuzeli Laplas i drugi vodeci probabilisti njegovog vremena, taj metod je u
devetnaestom veku bio veoma kritikovan i osporavan, jer nisu znali kako da se izbore sa
priornim verovatno¢ama.

Osim $§to je Bejzovo ucenje bilo osporavano, bilo je i raCunski veoma izazovno sve do kasnih
osamdesetih 1 devedesetih godina, kada su postali dostupni moéni racunari i razvijeni novi
racunarski metodi, kao $to su Markovljevi lanci Monte Karlo (MCMC). Interesovanje za
Bejzovu statistiku je eksplodiralo, Sto je rezultiralo ne samo intenzivnim istrazivanjem
Bejzovske metodologije, ve¢ i njenom primenom u razli¢itim oblastima kao S$to su astrofizika,
meteorologija, medicina, arheologija, kriviéno pravo, psihologija, sport, politika (izbori) 1 borba
protiv terorizma.
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5.1.1 Poredenje sa frekvencionistiCkim pristupom

Tokom vremena, razvila su se dva osnovna pristupa verovatnoci i statistickom zakljuc¢ivanju:
frekvencionisticki 1 Bejzovski. Frekvencionisticki pristup je bio dominantan u 20. veku, a
temelji se na proceni verovatnote dogadaja putem ponavljanja eksperimenata pod istim
uslovima. Ovde se verovatno¢a smatra objektivnom 1 nezavisnom od subjektivnog
verovanja.[23]

S druge strane, Bejzovski pristup posmatra verovatno¢u kao stepen licnog verovanja pojedinca
u tacnost nekog iskaza. Ovde se verovatnoca tumaci kao kvantifikacija nesigurnosti. Primeri
ukljucuju procenu krivice optuzene osobe, uspeh akcija na berzi, tatnost odgovora studenata na
testu, ili efikasnost leka na pacijenta.[23]

Bejzovski pristup mozZe se smatrati generalizacijom frekvencionistiCkog. Oba pristupa imaju
svoje prednosti i mane. Frekvencionisti¢ki pristup moze dovesti do razli¢itih zakljucaka u
zavisnosti od obima uzorka, dok Bejzovski pristup omogucava dodeljivanje verovatno¢a samim
hipotezama 1 tretira neodredenost na drugaciji nacin. Ova dva pristupa se razlikuju u tome Sto
frekvencionisticki govori 0 varijabilnosti, dok Bejzovski govori o neodredenosti.

5.1.2 Bejzovska verovatnoca

Posmatrajmo iskaz "u Srbiji zivi viSe od 10 miliona ljudi”. Za nekoga, ko zivi u Srbiji,
verovatnoc¢a da je ovaj iskaz tacan je 0. Ali, neko, ko ne zna nista o Srbiji, bi ovom iskazu
dodelio verovatnocu 0.5.

Dakle, razliciti ljudi mogu imati, davati razliite verovatnoce istim iskazima. To je prirodno,
jer mogu imati razlicite informacije ili razli¢ite pretpostavke o iskazu.

Sustina Bejzovske statistike je da, kada su dostupne nove informacije, (neki podaci),
verovatnoc¢a se menja, tj. "apdejtuje” (Tabela 2 Slika 20). Pocetna, "priorna" verovatnoca
iskaza, hipoteze je P(H). Ako se dobije nova informacija A, nova, aZurirana, apdejtovana,
verovatno¢a je P(H|A). Ako se dobije i informacija B, nova verovatnoca je P(H|AB). Ove
verovatnoce se racunaju po Bejzovoj formuli:

P(H) = P(D | H)
P(D)

P(H | D) =
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P(H) Pocetna verovatnoda, "pior"

Verovatnoca da se dobiju podaci ako je

P(D1H) hipoteza ta¢na, verodostojnost, likelihood

Verovatnoca da se dobiju podaci, bez obzira na hipotezu,

P(D) "magrinalna verodostojnost

P(H | D) | AZurirana verovatnoca, "posterior"

Tabela 2 — Elementi Bejzove teoreme
Y
P(B|A) = P(A)
P(B)
r

Evidence

Posterior

U
P(A|B) =

Slika 20 — Elementi Bejzove teoreme

Izvor: https://benjaminwhiteside.com/2020/10/25/bayes-theorem/

5.1.3 Bejzovske ocene parametara

Naucne hipoteze se obi¢no izraZavaju pomocu raspodela verovatnoca za podatke koji se
posmatraju. Ove raspodele verovatno¢a zavise od nepoznatih veli¢ina koje se nazivaju
parametri i oznacavaju sa 6. Na primer, o¢ekivana vrednost, proporcija, medijana, standardna
devijacija mogu biti nepoznazi parametri.

U frekvencionstickom pristupu verovatnodi i statistickom zakljuc¢ivanju postavljaju se hipoteze
0 parametrima, a parametri se smatraju za fiksirane konstante. Zaklju¢ivanje se vrSi na osnovu
p -vrednosti, uvode se intervali poverenja.

U sustini Bejzovog statistickog zakljucivanja je proces aZuriranja (update) necijeg verovanja
(prior) o pojavi koja se posmatra u svetlu ocenjivanja izvesnosti, (evidence), pomocu Bejzove
teoreme i na taj nacin formiranja novog verovanja (posterior). Ovde se parametri smatraju za
slu¢ajne promenljive, sa unapred datom raspodelom (prior). Svo znanje o parametru koje se
trenutno poseduje izrazava se preko raspodele verovatnoc¢a, "prior distribution"- priorne
raspodele:
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p(6)

Kad su dostupni podaci y, informaciju koju oni sadrze o parametrima populacije se izrazava
kao verodostojnost "likelihood", koja je proporcionalana raspodeli opserviranih podataka ako
su dati parametri modela, Sto se zapisuje kao:

p(y|6)

Ova informacija se sada kombinuje sa priornom raspodelom verovatno¢a, da bi se dobila
azurirana ,,posteriorna raspodela“ na kojoj se zasniva Bejzovsko zakljucivanje. Posteriorna
raspodela se dobija primenom Bejzove teoreme.

©1y) = p(0) *p(y | 6)
P Y = T b@) *p(v 1 6)d6

Takode, imamo da je posteriorna raspodela proporcionalna prouzvodu priorne raspodele i
verodostojnosti:

p(01y) xp(®)«p(y|06).

Verodostojnost (likelihood) obi¢no se odreduje tako Sto se prvo izrac¢una "raspodela
uzorkovanja" (sampling distribution) - p(y | 8) = P(D | 6), koja predstavlja verovatnoc¢u
podataka ako je odredeni parametar poznat. Ova raspodela uzorkovanja se bazira na podacima
koji su ve¢ prikupljeni. Zatim, kako bismo dobili verodostojnost, koristimo tu raspodelu
uzorkovanja i zamenjujemo konkretne podatke (D) u nju. Drugim recima, verodostojnost je
verovatnoca da su konkretni podaci koji su nam dostupni generisani iz te raspodele, s obzirom
na vrednost parametra 6.

U sustini, verodostojnost je nacin da kvantifikujemo koliko su nasi konkretni podaci uskladeni
sa odredenim parametrima, koriste¢i verovatnocu raspodele podataka pod tim parametrima.

U slucaju diskretnih priornih raspodela hipoteze o parametru mogu biti 6 = 2,0 =3 ...,0 =
5...Slede¢i Bejzov princip, svaki od ovih iskaza ima neku priornu verovatnocu, P(6 = 2),
odnosno P(6 =3)..P(6 =5). Moze se kazati da parametar ima priornu raspodelu
verovatnoca.

Ako su registrovani podaci x = 2, potrebno je odrediti posterioru raspodelu verovatnoca:

PO=1)«P(x=2160=1)

PO=11x=2)=

P(x =2)
Po-31x-p- POZD 21023

1.3.(.9=5)*P(x=2|9=5)
P(x =2)

PO=51x=2)=
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U slucaju neprekidnih priornih raspodela i raspodela verodostojnosti, stvari su mnogo
komplikovanije. Polazi se od priorne raspodele

p(6)

Kad su dostupni podaci y, informaciju koju oni sadrZe o parametrima populacije se izrazava
ko verodostojnost "likelihood", koja je proporcionalana raspodeli opserviranih podataka ako
su dati parametri modela, $to se zapisuje kao

p(y16)

Ova informacija se sada kombinuje sa priornom raspodelom verovatnoca, da bi se dobila
azurirana ,,posteriorna raspodela‘“ na kojoj se zasniva Bejzovsko zakljucivanje. Posteriorna
raspodela se dobija primenom Bejzove teoreme.

_p@) +p(y10)
p(y)

p(61y)

Ovde se p(y) dobija tako da je p(6) * p(y | 8) raspodela verovatnoca, to jest kao
normalizacija:

jg p(6) * p(y | 6)do.

Konacno,

@1y - PO P00
P Y =T 00) «p(y 1 6)d0

p(@1y) xp(@)+p(y|8) tojestposterior < prior X likelihood.

Na slici ispod (Slika 21) se vidi kako se priorna znanja o raspodeli promenljive mogu pormeniti
znajuci nove informacije.
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Slika 21 — Primer priorne i posteriorne raspodele

Izvor: Z.L. Crvenkovié¢: Bejzova statistika

Teorijski, posteriorna raspodela (raspodela parametara nakon $to su uzeti u obzir podaci) uvek
postoji, ali za realne i kompleksne modele, analiticki proracuni ¢esto postaju izuzetno teski ili
¢ak nemoguc¢i. Krajem osamdesetih i devedesetih godina proslog veka, razvijeni su metodi Koji
omogucavaju generisanje uzoraka iz ove posteriorne raspodele. Danas se Cesto koriste Monte
Carlo metodi Markovskih lanaca za ovo generisanje, poznati kao Markovljevi lanac Monte
Karlo (MCMC).

Postoji mnogo razloga za usvajanje Bejzovog pristupa i metoda, a primene se pojavljuju u
razli¢itim oblastima. Mnogi se opredeljuju za Bejzovski pristup zbog njegove filozofske
doslednosti.[23] Neke osnovne teoreme sugeriSu da je jedini nacin da se donesu dosledne i
ispravne odluke koris¢enje Bejzovskog pristupa. Drugi ukazuju na logicke probleme unutar
frekvencionistiCkog pristupa koji se ne pojavljuju u Bejzovskom. S druge strane, priorne
raspodele u Bejzovskom pristupu su subjektivne - svako ima svoje prethodno verovanje i
informaciju. Mnogi statisti¢ari to smatraju glavnim nedostatkom Bejzovskih metode.
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5.2 Bejzova logisticka regresija

Bejzovo zakljucivanje za model logisticke regresije zahteva priorne raspodele za parameter
modela. Wilhelmsen [22] i Ziemba [24] koriste normalnu raspodelu parametara predstavljenu
na slede¢i nacin:

n(B) = N(.B()ir 0-12) (9)

Posteriorna raspodela je srazmerna proizvodu priorne raspodele i verodostojnosti, 7(f | y) «
L(y | B)r(B). Dakle iz izraza, (1) 1 (9), imamo:

2
0, . BBy
7B 1) < 1,21~ p) I, —exp (‘u> o

2
27[01-

2

M, p)i-p) il — xp( (ﬁj_ﬁz‘”))

J

B ly) = (50
5o T, Y Ha-pp) =i [T, — xp( BiPo >dﬁ

(11)

kada u obzir uzmemo faktor normalizacije.

Ovakav oblik posteriorne raspodele, jednacina (10), sugeriSe da prior nije deo konjugovane
porodice raspodela (conjugate family). U stvari, ne postoji konjugovani prior za Bejzovski
model logisticke regresije. Normalizaciona konstanta, integral u imeniocu, ne moze se
izraCunati eksplicitno. U ovakvoj situaciji, potrebno je koristiti simulacione metode kako bismo
dobili posteriorne raspodele parametara. Metode Markovljevih lanaca Monte Karlo
(MCMC) se koriste, gde se generiSe Markovljev lanac sa stacionarnom raspodelom koja
odgovara posteriornoj raspodeli vektora .

5.3 Monte Karlo metode

Simulacije su znatno prosirile obim Bejzovog zaklju¢ivanja. Metode Markovljevih lanaca
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Monte Karlo (MCMC) omogucavaju uzorkovanje iz nestandardne distribucije. Prema tome,
Bejzovo zaklju€ivanje se moze izvesti u Sirokom spektru oblika posteriorne distribucije, na
primer jednacina (11). Ideja je da se generiSe Markovljev lanac ¢ija je grani¢na (stacionarna)
raspodela jednaka posteriornoj raspodeli. Ovaj odeljak ¢e opisati tehnike simulacije, pruziti
uvod u Markovljeve lance, a zatim objasniti ulogu i svrhu Markovljevih lanaca Monte Karlo.

U Bejzovom zakljucivanju, potrebna je simulacija za procenu integrala. Da bi se to uradilo,
neophodno je da se mogu generisati nasumi¢ni (random) podaci. Generisanje slucajnih
promenljivih i sve druge Monte Karlo metode se oslanjaju na generisanje uniformnih slu¢ajnih
promenljivih na intervalu (0,1).

Polazna tacka za definisanje slu¢ajnih pormenljivih je generisanje slucajnih brojeva na intervalu
0,2).

Prema Kroese [14] dva odli¢na generatora koji imaju veoma dobre performanse su:
« Combined multiple-recursive generatori.
» Twisted general feedback shift register generatori.

Sre¢om, savremeni programski jezici koriste veoma dobre generatore pseudo brojeva.
Programski jezik Python koris¢en za praktican deo ovog rada koristi Mersenne Twister
generator, koji je jedan od nakori$¢enijih 1 ujedno najtestiranijih generatora.

5.3.1 Generator slu¢ajnih promenljivih

Dva uobicajena generator slu¢ajnih promenljivih su metod inverzne transformacije (inverse
transform method) i accept-reject metod.

5.3.1.1 Metod inverzne transformacije

Ovaj metod se uvodi na sledeé¢i nadin:

Neka je X sluCajna promenljia sa funkcijom raspodele (cumulative distribution function -
cdf) F(x) = P(X < x). Kako je F is neopadajuca funkcija, njena inverzna funkcija moze
biti definisana sa:

min{x: F(x) >y} ify>0

o) = {0 A

Dalje, ako imamo slu¢ajni promenljivua U iz uniormne raspodele na (0,1), tj. U ~ unif(0,1),
tada postoji inverzna funkcija F~1(U) data sa:
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P(F~Y(U) < x) = P(U < F(x)) = F(x).

Dakle da bismo definisali slu¢ajnu promenljivu X sa funkcijom raspodele F(x), generis§emo
U sa uniformnom raspodelom na (0,1) I izvrS8avamo inverznu transformaciju x = F~1(u).
Prema tome algoritam je sledeci:

1. Generisanje U iz unif (0,1);
2. Vraéanje X = F~1(U).

Ova metoda se koristi za uzorkovanje slu¢ajne promenjlive sa kontinualnom raspodelom.
Ocigledno, ovaj metod funkcioniSe samo kada mozemo da odredimo inverznu funkciju
funkcije raspodele F.

5.3.1.2 Accept-reject metoda

Metoda inverzne transformacije nije od koristi kada se ne moze dobiti inverzna funkcija
funkcije raspodele. Opstija metoda je metoda ‘prihvata-odbaci’ koja se moze koristiti za
uzorkovanje iz opstijih distribucija.

Po Greenberg-u [9], the accept-reject metoda se moze koristiti za simuliranje slucajne
promenljive sa funkcijom gustine f(x) kada je moguée simulrati vrednosti iz neke druge
funkcije gustine g(x), i ako postoji broj M > 1 tako dahe f(x) < Mg(x) zasvako x.
Funkcija gustine g(x) is se naziva instrumental ili kandidat gustina. Da bi simulirali slu¢ajnu

promenljivu X sa gustinom f(x) nezavisno generiSemo dve sluc¢ajne promenljivei ¥ ~ g(x) i
U ~ unif(0,1). Tada ako

< LI
T Mg(V)

setujemo X =Y. Ako ne, odbacujemo Y. Ovo predstavlja accept-reject algoritam

1. Generisemo Y iz g(x);

2. Generisemo U iz unif (0,1), nezavisno od Y;

3. Prihvatamo X =Y akoje U < %%, inace odbacujemo Y;

4. Povratak na korak 1.

Po Robertu i Casella [18], funkcija raspodele P (Y <x|UZ< %) je upravo funkcija

raspodele od X. To vidimo iz sledeceg
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S22 duy g (v)dy
]
L2 1M dulg (y)dy

J_mﬂ,’;g}{;)g(ﬁ y

[% é{;}g(y}dy

| fm N\ Loy e
P (Y < x‘U < Mg(l’)) = —f_mm oy J_mf(y)dy = P(Y < y).

Cime je tvrdnja potvrdena.

Posmatrajmo efikasnost ove metode. Primetimo da verovatnoca da generisana tacka bude
prihvaéena data sa

o ([ (v
P(accept) =P (U < ng(ly)) f_ <fo o 1du>g(y)dy
N ACY)
NTOL g(»)dy

1
- f_w SOy =

Ovo implicira da bi trebalo da izaberemo $to manji M kako bismo maksimizirali verovatnocu
prihvatanja. Algoritam je efikasan kada je g Sto je moguce blize f. Maksimiziranje verovatnoce
prihvatanja je vazno jer odbacene vrednosti koriste racunarsko vreme bez dodavanja uzorku,
dakle, smanjuje efikasnost.

5.3.2 Monte Karlo integracija

Monte Karlo integracija je statisticka tehnika za aproksimaciju integrala. Koristi simulaciju za
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dobijanje procene integrala koji ima srednju vrednost i varijansu. Jedan od metoda Monte Karlo
integracije je pristup srednje vrednosti uzorka (sample mean approach). Ova metoda je

opisana u nastavku za procenu integrala, I = [ : f(x)dx.. Slede¢i pristup je razmatran u Suess
i Trumbo [19] .

Ako ima uniformnu raspodelu, X ~ unif (a, b) tada E(f (X)) = f: (ﬁ) f(x)dx =

1 b
Efa f(x)dx. Prema tome,

[ F()dx = (b — a)E(f(x))

Dakle, integral | ; f(x)dx moze biti aproksimiran sa

6 =250 f(w) (12)

Gde su uq, uy, ..., uy slucajni brojevi iz unif (a, b). Srednja vrednost i varijansa ovog
estimatora se dobijaju na slede¢i nacin:

E(0)=E b-ay ey =Pt [ fwdn =1
@ =55~ ), ) | =T NEGOn =5 =), Faodu=

Prema tome, predloZeni estimator iz, (12) je nepristrasan estimator za integral , I =
b - -
J, f(x)dx. Dalje, varijansa

var (0) = var (2T, f(uo)
= & Nvar (F(U)
= CIEG WD) - EFUNY] (13)
= G L (pydu— (7 ) fdu) |

=20 -a |1 Ganzax— (1) raax) |-

Dakle vazi da je var (8) « %

5.3.2.1 Importance sampling

Importance sampling se koristi da redukuje varijansu Monte Karlo procene integrala. 1z (13)
vidimo da je standardna devijacija estimatora integrala , std (8) « %N Prema tome standardna
devijacija estimatora opada kako N raste, ali sa opadaju¢om stopom. Ovo znaci da ako
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povecamo broj sluéajnih tacki sa N = 102 na N = 10* standardna devijacija se pobolj$a od
reda veli¢ine — do E Dakle veliki broj slu¢ajnih tacki je potreban za bitno poboljSanje u

tacnosti estlmatora. Importance Sampling ima za cilj da unapredi standardnu devijaciju Monte
Karlo estimatora. Ideja koja sledi je predstavljena u i Robert i Casella [18] .

Posmatrajmo funkciju gustine p(x) na [a, b] gde je p(x) > 0 kad god je f(x) # 0. Tada
f( ) fX)
f f(x)dx —f p( x)dx = ( (X)) ako X ~ p(x).

Prema tome, da bismo dobili estimator za fa f(x)dx koriste¢i importance sampling,
uzorkujemo x;, x5, ..., xy iz p(x) i dajemo procenu:

b f )
x)dx ~ =Y N_
fa f( ) k=1 p(xk)
. . . 1 N f(Xw) .. .
Novi estimator je datsa 9 = ~ Zk=1 ) | varijansa od 9 je data sa
N
var (¥) =var 1 (&)
N ¢ P(Xk)
1 f (X)>
= e var ( p(X)

i) (- ()
J GCN*yax <J ’ f(x)dx>>2
(p()2" . '

1
"N

f&x)

Da bismo minimizirali varijansu potrebno je da minimiziramo ¢lan E ( ®

) Koristeéi

Jensen-ovu nejednakost

(%) —[ (";gi')]z =(s f";g;'p( )dx) (f;|f(x)|dx)2 (14)

Dobijamo donje ogranic¢enje za posmatrani ¢lan, koje ne zavisi od izbora p(x).

Teorema 1

Akoje 9 = %Z’,le ig"; gde su X3, X5, ..., Xy nezavisne slucajne promenljive sa funkcijom
k

gustine p(x) tako da je p(x) > 0kadgodje f(x) > 0i f:p(x)dx = 1tadaje
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1. E@) = [, f(x)dx.

PACIl!

2. var (9) je minimizirana za p(x) = .
)] p(x) o

Dokaz:

fXx) fFX\ _ b fx
L E®) = E (3200 558) = B (£2) = 1/ L2p(ydx = [ fyx.

2. Iz jednacine (14) (f: |f(x)|dx) je donja granicaza E (f( )) Sto smo i zeleli da

X)
[f ()l
minimizujemo. Ako je p(x) _—faf(x)dx’ tada
ooy’ Ja 1 (0ldx
£ (o) f A TTe T

- j () ldx j 1 () ldx

b 2
- ( | If(x)IdX> .

Dakle, za ovaj izbor p(x) dosegnuto je donje ograni¢enje i varijansa je minimizirana. Prakti¢na
korisnost ove teoreme je veoma mala. Ovo je zbog toga §to je potrebno da znamo integral

f : |f (x)|dx koji je za f(x)=0istikaoi [ ; f(x)dx sto je integral koji smo prvenstveno
zeleli da procenimo Kako god ova teorema nam pomaze u dobrom izboru p(x). Zeljeni cilj je

postici da £ pude priblizno konstantno. Prema tome potrebno je uzorkovati vise tataka u

( )
regionima gde f(x) uzima veée vrednosti. Time ¢e "vazni"(important) delovi integral biti

estimirani bolje. Ovo je razlog zaSto metod nosi naziv importance sampling.

5.2 Lanci Markova

U ovom odeljku dat je pregled pojma Markovljevih lanaca. Prethodno opisane metode
simulacije ne mogu se lako primeniti u svim slu¢ajevima. Monte Karlo integracija i importance
sampling mogu se primeniti kada imamo posla sa standardnim distribucijama. Medutim, kada
se suofimo sa nestandardnom distribucijom (kao Sto je slucaj sa Bajesovom logistickom
regresijom), prethodne tehnike simulacije se ne mogu lako koristiti za dobijanje uzoraka iz bilo
koje posteriorne distribucije. Ako se koriste, podlezu velikim prakti¢nim poteskocama. Metode
Markovljevih lanca Monte Karlo (MCMC) pruzaju izlaz.
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Mectode Monte Karla Markovljevog lanca su u velikoj meri poboljsale obim za Bejzovo
zakljuCivanje. Posto se MCMC oslanja na Markovljeve lance, oni su predstavljeni i sa
diskretnim i sa kontinualnim prostorima stanja.

5.2.1 Diskretan prostor stanja

Sledi definicija lanca Markova:
Definicija 1

Neka je (X, X1, X3, ...) stohasti¢ki proces indeksiran sa t (najées¢e vreme) koji uzima
vrednosti iz kona¢nog skupa S = {1,2, ..., s} (konacni prostor stanja) ili § = {1,2, ... }
(prebrojivo beskonacan prostor stanja). Ako vazi Markovljev uslov:

PXey1 =J 1 Xe =k, Xeq =keeqy o Xy =k, Xo = ko) =PXpp1 = J 1 Xe = k) = Dkj

zasvastanja j, k,ki_q, ..., k1, ko € S1zasve korake u vremenu t = 0,1,2, ..., tada se
(X, X1, X5, ... ) zove Markovljev lanac.

Dakle trenutno stanje lanca Markova uzrokovano je samo predasnjim. Verovatnoce py; se
nazivaju verovatnoce tranzicije (transition probabilities). Verovatnoce tranzicije ne zavise
od vremena t. Kakos U py; verovatnoce vazi da je, py; = 0 kako vrednosti procesa pripadaju
S

Z§=1pkj =1

Verovatnoce tranzicije su veoma vazne i Cuvaju se u s X s tranzicionoj matrici:

P11 P12 - DPis
p= P:21 P22 P:zs
Ps1 DPs2 *°° Dss

i —ti redu P, specificira raspodelu procesa u trenutku t + 1, uzimajuéi da je process u
stanju i u trenutku t. Na primer, p,, predstavlja verovatno¢u ostanka u stanju 2.

(m)

Posmatrajmo viSekoraCne tranzicione verovatnoce p,; i koje se definiSu sa

P = P(Xn =1 Xo = k) = Ppn = ] | X = K.

Racunanje viSekora¢nih verovatnoca lako se dobija koris¢enjem leme Chapman-
Kolmogorova:
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Lemal

Neka je (X,, X1, X5, ...) lanac Markova sa prostorom stanja S = {1,2,3, ... }. Tada za
viSekoraCne tranzicione verovatnoc¢e vazi:

(m+n)

(m)_(n)

Py = Ziespki Pij
Dokaz:
P = P(Apin = 1 Xo = )
=D PCin = X = 11Xy = K)
ieS

_ Z P(Xm+n =, Xm=1,Xy= k)P(Xm =10,Xy= k)
P(Xo=k) P(Xm=i,Xo=k)

ies

=) PCin =] Xy = 1.Xg = Py = 01 X = ).

i€S
Sada, koriste¢i osobinu Markova

Pl ™ = BiesPKopan = J | Xy = DP Xy = 11 Xo = k).
Sto implicira,
Pt = iespri P
The Chapman-Kolmogorov lema se moze zapisati i u matri¢noj formi
pmint = pmpn,

Sada dajemo dajemo klasifikaciju mogucih stanja lanca.

Neka od stanja ¢e biti posecena iznova i iznova beskonacno puta dok ¢e neka biti posecena
konacan broj puta i nece biti pose¢ena ponovo. Defini§imo za stanje i € S

T; = min{n > 1: X,, = i}
Dakle, T; je vreme prve posete stanju i. Takode definiSimo
fi=P(Ti <o |X,=1)

Sto predstavlja verovatnoéu da ée se lanac Markova vratiti u stanje that the Markov chain will
i odakle je lanac zapocet. Dva su mogucéa slucaja za f; :
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1. f; = 1. Ovo znadi da Ce se lanac izvesno neprekidno vracati u stanje i. Ovakvo stanje
se naziva rekurentno i bi¢e posec¢eno beskona¢no mnogo puta.

2. f; < 1. Ovo znaci da postoji pozitivna verovatno¢a da se lanac nikada nece vratit u
stanje i. Ovakvo stanje se naziva prolazno i bi¢e pose¢eno konacan broj puta.

Kazemo da je stanje j pristupacno (accessible) iz stanja i ako postoji n > 0 tako da je pi(;l) >
0 ito oznaavamo sa i — j. Stanje j is je pristupacno iz stanja i ukoliko u kona¢nom broju
koraka kona¢nom broju koraka mozemo sti¢i iz i U j. Takode, ako i = j | j = i kazemo da
stanja i | j komuniciraju i oznacavamo sa i < j. Moze se pokazati da je komuniciranje
relacija ekvivalencije izmedu stanja na skupu stanja S. To znaéi da za sva stanja i, j, k € S vazi

e | o i (refleksivnost);
e Akoi e jtadajeij < i (simetricnost);
e AKO iejije k,tadajei i & k (tranzitivnost).

Markovljev lanac je poznat kao ireducibilan ako postoji samo jedna komunikaciona klasa. To
znaci da sva stanja komuniciraju (proces moze dosti¢i bilo koje drugo stanje sa pozitivnom
verovatnocom). Ovo bi impliciralo da su za ireducibilan Markovljev lanac sa kona¢nim
prostorom stanja sva stanja rekurentna.

Raspodela verovatnota m = (my,m,,...) Se naziva stacionarnom (stationary, limiting)
raspodelom ako je m = mP. Stacionarna raspodela, m = lim, ¢ postoji ako je lanac

Markova ireducibilan i sva stanja su aperiodi¢na (najveci zajednicki delilac skupova A; =
{t>1:p >0}je1)

42

U nastavku predstavljamo lance Markova za kontinualni prostor stanja.

5.2.2 Kontinualni prostor stanja

Pretpostavimo da imamo stohasti¢ki proces (X, X, X5, ... )sa disktretnim vremenima ali sa
kontinualnim prostorom stanja S € R¢ i da sve raspodele imaju gustine.

Za lanac Markova sa kontinualnim prostorom stanja tranzicione verovatnoce P(Xp1q1 = X¢41 |
X: = x;) su uvek jednake nuli. Prema tome za odredenu tacku x € S, definisanje trazicionih
verovatno¢a nema smisla. Zbog toga posmatraju se podskupovi A € S . To dovodi do sledece
definicije:

Definicija 2

Neka je (X,, X1, X5, ...) stohasti¢ki proces sa kontinualnim prostorom stanja S € R%. Ako za
sve A C Sizasvastanja xg,xq,...,X; € S vazi
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P(Xey1 €A Xy =20, Xp 1 = Xpo1, 0, X1 = X1, Xo = %) = P(Xp41 € A | Xy = X)),
Stohasticki process nazivamo lancem Markova sa kontinualnim prostorom stanja.
Pretpostavka je da mozemo odrediti tranzicione verovatnoce

P(X:41 € A | X; = x;) Koriste¢i tranzicioni kernel K: S X S — R, zadat sa

PXpp1 €Al X, =x)=] K(xe, Xp41)dXp4q.

Xt+1€A

Tranzicioni kernel ima sledec¢a svojstva
o K(x¢,x¢41)=0forall x;,x;11 €S

fxt+1ESK(xt’ xt+1)dxt+1 = 1.

Moze se pokazati da je dvo-koracna tranziciona verovatnoc¢a data sa
P(X2€A|XO:.X0) =P(XZEA,X1€S|XO=JCO)
= j f K (x, x1)K (x1, x2)dx1dx,.
XZEA x1€S

Dakle dvo-koraéni tranzicioni kernel je

K® (X0, x2) = f K (x9,x1)K (x1, x5)dx;.

x1€S
Ovo mozemo generalizovati na T-kora¢ne tranzicije (visekoracne tranzicije).
PXr €Al Xy=1xp) =

fXTEAfxT_lES ...fxlesK(Xo, XI)K('XII Xz) "'K(XT—li xT)dx1 "'de—lde'

Kako imao T-kora¢ni tranzicioni kernel

KD (xy, x7) = fxT_leS ...fxlesK(xO,xl)K(xl,xz) e K(xXp_q, xp)dxy .dxp_q

Imamo i verovatnocu P(Xp € A | Xo = x0) = [, KD (xy, xp)dxr.

XTEA
Chapman-Kolmogorov lema takode vazi i za kontinualni prostor stanja

K{T*S) (X0, XT45) = f K™ (%o, xT)K(S) (X7, X7 45)dxr

XTES

Koncept ireducibilnog Markovljevog lanca (kao $to se razmatra pod diskretnim prostorima
stanja) je isti za neprekidni prostor stanja. Dakle, definicije rekurentnih i prolaznih
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Markovljevih lanaca, komunikacionih i aperiodi¢nih takode se primenjuju na kontinuirani
slucaj.

Sada se razmatra koncept stacionarne raspodele za Markovljev lanac sa neprekidnim
prostorom stanja.

Pretpostavimo da za lanac Markova (X, X1, X3, ...) sa tranzicionim kernelom K, raspodela od
X, ima gustinu p;. Ako je p;41(xt41) gustina od X, tada:

Pe+1(Xes1) = POrn | x)pe () = pe(x)K (g, X 41)
Prema tome, za raspodelu od X, zasvaki A € § vazi:
P(Xi11 €A) = fxt+1eApt+1(xt+1)dxt+1 = fxt+1EA fxtegpt(xt)K(xt' Xe41)dXedXp .
Gustina za X,,, je dakle data sa:
Pe+1(Xep1) = fxtegpt(xt)K(xtﬁxt+1)dxt
Uvedimo slede¢u definiciju:
Definicija 3

Raspodela verovatnoc¢a m sa gustinom p naziva se stacionarnom raspodelom za
Markovljev lanac  (X,, X1, X5, ...) sa tranzicionim kernelom K ako

p(¥) = [, sp(OK (x, y)dx

za svako y € S osim za skupove A € S gde je m(A) = 0- skupovi mere nula. Ova raspodela
se naziva invarijantna raspodela. Sada prelazimo na pojam zvani uslov detaljnog balansa
(detailed balance condition)

Lema 2

Neka je (X,, X1, X, ...) Markovljev lanac sa tranzicionim kernelom K. Ako za funkciju
gustine, p, vazi uslov detaljnog balansa:

PK(y,x) =p(x)K(x,y) zasve x,y €S
Tada je p funkcija gustine stacionarne raspodele Markovljevog lanca.

Dokaz:

Imamo da vazi:

JesPCOKx,y)dx = [ .pOK Y, x)dx = p) [ Ky, x)dx = p(y).
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Definicija

Neka je (Xo, X1,X5,...) Markovljev lanac sa kontinualnim prostorom stanja S. Neka je v
funkcija raspodele na S. Markovljev lanac se naziva i v-ireducibilan ako za sve x, € S i za
sve A € S gdeje v(A) > 0 postoji T € N tako da je

PXr €Al Xy =x0) =) _,KD(xy,y)dy > 0.

YEA

Ako je T =1 Markovljev lanac se naziva jako v-ireducibilan (strongly v-irreducible).
Osobina lanca Markova implicira da svaki skup sa pozitivnom verovatnocom v(4) > 0
moze biti posecen iz bilo koje tacke x, € S u kona¢nom vremenu. Dakle ako ova osobina
vazi sva stanja komuniciraju.

Nekan, = Y721 14(X;) oznacava broj poseta Markovljevog lanca skupu A.
Definicija 4
Neka je (X, X1,X5,...) Markovljev lanac | neka je A € S. Tada kazemo da je

e Skup A rekurentan ako zasve x, € Avazi E(y | Xy = xy) = .

e Markov chain rekurentan ako je v-ireducibilan for za neki raspodelu verovatnoc¢e v
i kad god je v(A) > 0, tada je A rekurentan.

Data je i jaca definicija rekurentnosti
Definicija 5
Neka je (X, X1,X5,...) Markovljev lanac | neka je A < S. Tada kazemo da je
e Skup A Harris-rekurentan ako za sve x, € A vazi P(n, = o | Xy = xy) = 1.

e Markov lanac Harris-rekurentan ako je v-ireducibilan za neku raspodelu verovtnoce
vikadgod je v(A) > 0, tada je A Harris-rekuretan.

Lema 3

Neka je (X,,X;,X5,...) Markovljev lanac sa stacionarnom raspodelom 7 (sa gustinom p ).
Ako X ~ p i ako je lanac Markova m-ireducibilan i rekurentan tada za svaku integrabilnu
funkciju h:S — R imamo (sa verovatno¢om 1)

1
limy_,e 72?:1 h(Xy) = [ sh()p(x)dx = Ep(h(X))

Za skoro svaku pocetnu vrednost X, = x,. Ako je lanac Markova Harris-rekurentan, tada
jednakost vazi za sve x € S.
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5.5 Markovljevi lanci Monte Karlo (Markov chain Monte
Carlo)

Markovljev lanci Monte Karlo metoda konstruise Markovljev lanac koji za ciljnu raspodelu
ima stacionarnu raspodelu. To radi konstruisanjem ireducibilnog Markovljevog lanca, koji
osigurava da je vecina Markovljevih lanaca koji su rezultat MCMC algoritma rekurentna ili ¢ak
Haris-rekurentna. Kao $§to je objasnjeno, Harisova rekurentnost obezbeduje da Markovljev
lanac konvergira ka stacionarnoj raspodeli za svaku pocetnu vrednost umesto za skoro svaku
pocetnu vrednost. Stoga nam je potrebna Harrisova rekurentnost da bismo osigurali da MCMC
algoritam konvergira. MCMC algoritmi konstruiSu tranzicioni kernel koje rezultira
Markovljevim lancem koji je rekurentan i konvergira ka ciljnoj raspodeli. Opsti princip za ovo
je Metropolis-Hastings (MH) algoritam. Gibsov sampler (Gibbs sampler) je poseban slucaj
MH algoritma.

5.5.1 Metropolis-Hastings algoritam

Cilj nam je konstruisanje lanca Markova koji ima stacionarnu raspodelu jednaku ciljanoj
raspodeli.

Rezultati iz prethodnih poglavlja su koris¢eni za konstrukciju tranzicionog kernel, K (x, y), koji
ima invarijantnu gustinu jednaku ciljanoj gustini. Razmatramo kontinualni slu¢aj. Metropolis-
Hastings algoritam je uopsteni algoritam za uzorkovanje iz bilo koje posteriorne raspodele.

Metropolis-Hastings (MH) algoritam koristi sledece leme: lemu 2 i lemu 3. Lema 3 sustinski
zna¢i da mozemo da uzorkujemo zavisne uzorke iz Markovljevog lanca i da pri tom korsitmo

%ZLlh(Xt) kao procenu za E, (h(X)).

Koristimo Lemu 2 (detailed balance condition). Tranzicioni kernel koji se javlja u ovoj lemi
je poznat kao reverzibilni kernel i rezultira stacionarnom raspodelom. Ova lema moze posluziti
za nalazenje kernela sa zeljenom ciljnom raspodelom. Po Chib i Greenberg [9], od
ireverzibilnog kreiramo reverzibilni kernel. Ako kernel nije reverzibilan za neki par (x,y)
imamo da vazi (bez uticaja na opstost):

pP()K(x,y) > p(MK(©,x).

Cilje je od nejednakosti napraviti jednakost. U ovom slu¢aju postoji vise poteza iz x U y nego
iz y u x. Da bismo postigli jednakost, pre nego Sto napravimo potez iz x U y uvodimo
verovatno¢u a(x,y) < 1 po kojoj ¢e takav potez biti prihvacen. Za verovatnocu a(x,y)
mora da vazi a(x, y)p(x)K(x,y) = p(y)K(y, x). To znaci da je
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p(KY,x) )

a(x,y) = min (p<x)1<(x.y)’

Navedeno osigurava da uslov detaljnog balansa (detailed balance condition) vazi.

Ovo dovodi do opisa Metropolis-Hastings algoritma:

1. Bira se tranzicioni kernel q gde vazi q(x,y) > 0 zasvastanjax,y € S;

2. Pocetak je za t = 0 iz proizvoljnog stanja X; = x; € S;

3. Ako je X; = x;, generisati slucajni promenljivu Y ~ q(x;,*) i U ~ unif (0,1);

4. Akoje Y =y (i X; = x;) definisemo

X = {y ako je U < a(x;,y) — prihvatanje (accept) novog stanja
t+1 7 |x, usuprotnom — odbijanje (reject) novog stanje

5. Inkrementacija: t = t + 1, zatim povratak na tacku 3.

r()q(y,x) )

Ovde vazi da je a(x,y) = min (p(x)q(x e

Metropolis-Hastings algoritam je fundamentalni algoritam koji se koristi za Bejzovu
logisti¢ku regresiju.

Tranzicioni kernel, g se naziva i kernel predloga (proposal kernel). Postoji velika sloboda u
izboru kernela predloga. Medutim, i dalje treba voditi racuna da biste izabrali one koji su
zapravo korisni. Na primer, ukoliko kernel predloga ne "pretrazuje" ceo prostor stanja od p(x)
tada se odedene vrednosti ne mogu uzorkovati. Dva su uobicajena izbora za kernel predloga:
independence sampler i random walk sampler.

Izbor kernela predloga utice na stope prihvatanja algoritma (accept/reject). Prema Ntzoufrasu
(2009), [17] varijansa kernel predloga kontroliSe brzinu konvergencije algoritma. Male
varijacije kernela predloga ¢e rezultirati visokim stopama prihvatanja, ali niskom
konvergencijom posSto ¢e algoritmu trebati veliki broj iteracija da bi istraZio ceo prostor
parametara. Suprotno tome, velika varijansa ¢e rezultirati niskim stopama prihvatanja i visoko
koreliranim uzorkom. Optimalna stopa prihvatanja je izmedu 20% i 40% [17]. Za modele sa
velikim brojem parametara stopa prihvatanja treba da bude prema donjoj granici, za
univarijantni model stopa prihvatanja treba da bude prema gornjoj granici. Nacin da se dobije
stopa prihvatanja u ovom opsegu je podeSavanjem varijanse kernel predloga. Metropolis-
Hastings algoritmi ukljucuju parametar podesavanja. Ovaj parametar je "podesen" (tuned) tako
da je stopa prihvatanja izmedu 20-40%.

Independence sampler

Ako predlog kernel q(x,y) ne zavisi od y, to jest q(x,y) = g(x) za svako x tada je
verovatnoca prihvatanja:

90



(p (»)g(x) 1)

a(xy) =min{ N e0)’

Independence sampler je veoma slican accept-reject metodi u poglavlju 5.3.1.2. Kao i kod
accept-reject methode, vazno je da je kernel predloga g, blizu ciljanoj raspodeli f da bi doslo
do efikasne simulacije. Kakogod, independence sampler proizvodi zavisne uzorke. Takode, ako
postoji konstanta M takvada p(x) < Mg(x), tada je o¢ekivana stopa prihvatanja (acceptance
rate) najmanje 1/M kada je lanac Markov stacionaran. Sledi dokaz:

B _(p(M)g(Xy) . p(y)g(x)
Blate )= & (mm< CArI) >> JJ min (G 1) persoiaxay

- | p(0)g(y)dxdy
rOgx)
CYipegy)

+f POV o g()ddy
(x,):

Zgygggx)q p(x)g(y)

- | pCgdxdy + ||
POIX)_ POgE)
CYipeg) CYipengm =t

= 2 j ] p(0)g(y)dxdy
PG,
B0 g ()t
2

M
2

M (x,y): 2P p(x)p(y)dxdy.

a9

p(¥)g(x)dxdy

v

POII). p(x)p(y)dxdy

) g ()

Ako je h(x) = %, poslednji integral je P(h(U) = h(V)) za U,V nezavisne sa raspodelom

p(x). Prema tome, jednako je verovatno da h(U) = h(V)kaoida h(V) = h(U) akos U,V
nezavisne 1 sa identi¢nom raspodelom. Prema tome,

5 >21_1
(a(x,¥)) M2-M

Random walk sampler

Drugi uobicajeni izbor je koris¢enje trenutne simulirane vrednosti za generisanje sledece
vrednosti. Na taj nacin se istrazuje susedstvo trenutne vrednosti Markovljevog lanca. Kernel
predloga koje ovo dozvoljava je simetri¢ni kernel q(x,y) = q(y,x). Ovo dovodi do
verovatnoce prihvatanja

a(x,y) = min (%, 1)
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Predlozena vrednost Y = y je tada prihvaéena sa verovatnocom 1 ako je p(y) = p(x). Prema
tome, tacke koje su vise ‘verovatne’ nego prethodna tacka x; ¢e uvek biti prihvacene. Medutim,
prihvataju se i tacke koje su manje ‘verovatne’sa odredenom verovatnocom.

MCMC dijagnostika

Markovljev lanac, iz kojeg uzimamo uzorke, treba da konvergira ciljnoj distribuciji. Ako se
Markovljev lanac nije konvergirao, bice uzeti uzorci koji nisu iz Zeljene ciljne distribucije. Da
bi se osiguralo da se uzorci uzimaju samo iz stacionarne distribucije, koristi se period
sagorevanja (burn — in period) [17]. Period sagorevanja je broj uzoraka koji se eliminisu da
bismo obezbedili da uzorkujemo samo iz stacionarne distribucije. Dobson i Barnett [5] navode
da je nacin za procenu konvergencije Markovljevog lanca posmatranjem dijagrama vremenskih
serija (tragova - trace). Ovi grafikoni prikazuju istoriju Markovljevog lanca. Lanac koji je
konvergirao treba da bude stabilan i da pokazuje razuman stepen slucajnosti izmedu iteracija.

Drugi nacin za procenu konvergencije je posmatranje autokorelacione funkcije (ACF) lanca. U
idealnom slucaju bismo zeleli da uzorci budu nezavisni, ali sa MCMC algoritmima to se ne
moze dogoditi. Stoga prihvatamo neku autokorelaciju. Ako su ACF vrednosti niske, to ukazuje
da je Markovljev lanac uspesno konvergirao.

Geveke (1992) je predlozio dijagnosticki test za procenu konvergencije srednje vrednosti
svakog parametra. On posmatra simulirani Markovljev lanac (dobijen iz MCMC izlaza) kao
vremensku seriju i primenjuje z-test da bi proverio da li su srednje vrednosti iz dva razlicita
poduzorka jednake. Ovi poduzorci dolaze sa pocetka i kraja generisanog lanca. Obicno se prvih
10% lanca koristi kao pocetni uzorak, a poslednjih 50% se koristi kao krajnji uzorak. Koristeci
ovaj z-test, parametri sa |z[>2 ukazuju na dokaze o znacajnim razlikama izmedu srednjih
vrednosti prvog i poslednjeg skupa iteracija i nekonvergencije lanca u smislu srednjih vrednosti.

R-hat metrika, takode poznata kao "Gelman-Rubin™ statistika ili "potvrda konvergencije"
(convergence diagnostic), takode sekoristi se za procenu konvergencije Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) lanaca u Bejzovskim statistickim modelima. Ova metrika je posebno korisna
kada koristite visSe nezavisnih MCMC lanaca kako bi se procenila posteriorna raspodela
parametara u modelima. Osnovna ideja R-hat metrike je da uporedi varijaciju izmedu lanaca
(unutar-varijabilnost) sa varijacijom unutar svakog pojedina¢nog lanca. Ako su lanci
konvergirali ka istoj posterior raspodeli, o¢ekuje se da ¢e njihova varijacija biti sli¢na varijaciji
unutar svakog pojedinacnog lanca. Ako se lanci ne konvergiraju, moze do¢i do znacajnih
razlika u varijaciji izmedu lanaca. Konkretno, R-hat metrika se izracunava tako $to se poredi
odnos izmedu ukupne varijacije izmedu lanaca i prosecne varijacije unutar lanaca. Ako su lanci
konvergirali, R-hat ¢e teziti ka vrednosti 1. Vece vrednosti R-hat-a ukazuju na nedostatak
konvergencije.

Kada se koristi R-hat metrika, preporucuje se da se vrednosti R-hat-a blizu 1 smatraju dobrim
indikatorom konvergencije. Medutim, nema jasnog konsenzusa o ta¢noj granici ispod koje se
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smatra da su lanci konvergirali, pa je vazno uzeti u obzir kontekst 1 prouciti rezultate MCMC
analize kako bi se bolje razumela konvergencija.

R-hat metrika je posebno korisna u Bejzovim analizama jer omoguéava da procenu da li se
MCMC lanc¢ani uzorci uzorkuju iz stabilne posterior raspodele, $to je klju¢no za pouzdano
zaklju€ivanje o parametrima i njihovim intervalima poverenja.

6 lzrada modela

Metodologija izrade modela

Prakti¢ni deo ovog rada ima za cilj da ispita moguénost koris¢ena principa Bejzovog
zakljucivanja na Kreiranje bankarskih skoring modela. Model koji razvijamo u ovom radu je
aplikativni skoring model za gotovinske (kes) kredite.

Cilj je kreirati model primenom standardne logisticke regresije (Sto predstavlja pristup koji
vecéina banaka i dalje koristi pre svega zbog interpreatbilnosti modela) i uporediti takav model
sa modelom Bejzove logisticke regresije. U narednom delu ¢e biti predstavljeni i sami realni
bankarski podaci dobijeni od jedne domace komercijalne banke.

Postavka modela je slede¢a. Ceo skup podataka ima vremensku komponentu tj. datum kada je
aplikacija za gotovinski kredit nastala. Pretopstavka je da je banka u jednom trenutku poslujuci
na istom trZiStu akvizirala jednu ili viSe drugih komercijalnih banki. Jasno je da ovo dovodi do
izmene samog portfolija banke. Pretpostavka je da je ‘stara banka’ imala aplikativni skoring
model za gotovinske kredite koji je i dalje u upotrebi i nakon akvizicije nove banke. Kada je
proslo dovoljno dugo vremena, tako da se mogu posmatrati performanse klijenata kojima su
odobreni plasmani banka ima sledec¢u dilemu.

MenadZzment “nove banke” razmatra kreiranje novog modela standardne logisticke regresije na
podacima nakon integracije kao jednu opciju 1 alternativno kreiranje modela pomocu Bejzove
logisticke regresije koji ¢e koristiti priorna znanja o koeficijentima modela iz modela
koris¢enog u staroj banci da bi se na osnovu samih podataka dobije posteriorne raspodele
parametara. Osnovni cilj naSeg istraZivanja je uporedti ova dva pristupa. Na testnom skupu koji
je deo potfolija, poredice se performanse razvijenih modela. Bitno je napomenuti da su iako
razliciti, portfoliji stare i nove banke dovoljno sli¢ni, pre svega zbog zajednickih klijenata, a
onda i zbog istog geografskog reona na kome banke posluju. Ova pretpostavka je vazna za
pomenutu ideju priornih znanja o koeficijentima logistickog modela.
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6.1 Predstavljanje podataka

Celokupni skup podataka, kao $to smo pomenuli predstavlja podatke o aplikacijama za
gotovinske kredite fizickim licima. U pitanju su odobreni gotovinski krediti ¢iji je vremenski
opseg datuma odobrenja od 03.05.2019 do 28.02.2022. Radi se 0 229,865 kredita u pomenutom
vremenskom periodu.

Pomenimo i da skup sadrzi 4,928 instancu minorne klase zavisne pormenljive, tj. toliko
aplikacija za gotovinski kredit je rezultovalo kasnjenjem od 90 ili visSe dana u materijalno
znaCajnom iznosu u periodu od 12 meseci nakon odobrenja plasmana.

U nastavku je tabela u kojoj je dat opis koris¢enim promenljivih. Pored promenljivih kori$¢enih
za modeliranje i zavisne promenljive, prisutna je i pormenljiva APPR_DT koja predstavlja

datum odobrenja kredita.

Tip

Promenljiva promenljive Opis promenljive
APPR DT Datum Datum odobrenja kredita

Oznaka da li je klijent u trenutku aplikacije
NEW_CLIENT Binarna bio novi ili postojeci klijent banke

Prose¢na primanja u poslednja 3 meseca u
INCM Neprekidna | trenutku aplikacije izraZzena u dinarima

Odnos prosecnog prihoda u poslednja 3

meseca u trenutku apliciranja i iznosa
INCM _RATE Neprekidna | kredita za koji klijent aplicira
AGE Neprekidna | Broj godina klijenta u trenutku aplikacije
GENDER Binarna Oznaka pola Kklijenta
EDUCATION LEVEL Ordinalna Nivo obrazovanja klijenta

Radno iskustvo Klijenta izrazeno u
WORK_EXP Neprekidna | godinama. (U slucaju pezionera iznosi 40)

Ukupan broj kreditnih proizvoda (kredit,

kreditna kartica, dozvoljeni minus) klijenta
LN NUM Neprekidna | u istoriji banke

Ukupan broj zahteva za izvestaj kreditnog
CB RQST 30D CNT Neprekidna | biroa u poslednjih 30 dana

Ukupan broj otplacenih kredita u KB
CB_LN REPAID CNT Neprekidna | izvestaju

Maksimalni iznos u kaSnjenju po kreditima
CB LN PD MAX AMT Neprekidna | u istoriji u izvestaju KB

Ukupan broj kredita u kasnjenju u istoriji
CB LN PD DIFF CNT Neprekidna | uizvestaju KB

Oznaka da li je klijent u poslednje 3 godine

od datuma izvestaja kreditnog biroa bio u
CB LNCC PD 3Y M FLG | Binarna materijalno znacajnom kasSnjenju (iznos

%94




preko 1000 RSD) po kreditima i kreditnim
karticama

Maksimalan broj dana kaSnjenja u
materijalno znacajnom kasnjenju (iznos
preko 1000 RSD) sa dospelim iznosom
CB PD MAX M CNT Neprekidna | veé¢imu istoriji u izvesStaju KB

Maksimalni materijalno znacajan iznos
kasSnjenja (iznos preko 1000 RSD) u istoriji
CB PD MAX M AMT Neprekidna | uizvestaju KB

Oznaka da li je klijent dostigao 90 dana
kaSnjenja u materijalno znacajnom iznosu
(iznos preko 1000 RSD) u prvih 12 meseci
DEF FLG Binarna od odobrenja kredita

Tabela 3- Opis koris¢enih promenljivih

Prose¢na stopa default-a iznosi 2.14% na celokupnom skupu. Sledi predstavljanje kretanja
stope default-a po kvartalima. Primetno je da od drugog kvartala 2020-te godine stopa defaulta
umereno opada (Slika 22).

Rapodela i stopa default-a po kvartalima

12.00% 4.00%

3.50%
10.00% ’

3.00%
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8.00% 3508
2.00%

1.70%
1.50%

6.00%

4.00%

1.00%

2.00%
’ 0.50%

0.00% 0.00%
2019 Q2 2019 Q3 2018 Q4 2020 Q1 2020 02 2020 Q3 2020 Q4 2021 Q1 2021 Q2 2021 Q3 2021 Q4 2022 Q1

Distribucija === Procenat default-a

Slika 22 — Prikaz stope default-a po kvartalima

Izvor: Originalni grafik autora

Napomenimo da je za potrebe modeliranja i primene logisti¢ke regresije neophodno da sve
promenljve imaju numeric¢ku reprezentaciju.

Sledi predstavljanje mapiranja promenljvih: NEW_CLIENT, GENDER,
EDUCATION_LEVEL, CB_LNCC_PD_3Y_M_FLG, DEF_FLG.

e NEW_CLIENT
0 — U trenutku apliciranja klijent je bio postojeci klijent banke
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1- U trenutku apliciranja klijent nije bio klijent banke

e GENDER
0 — Klijent je Zenskog pola
1 — Klijjent je muskog pola

e EDUCATION_LEVEL
1 — Zavrsena osnovna Skola
2 — Zavrsena srednja Skola
3 — Zavrsen fakultet
4 — ZavrSene master ili doktorske studije

e CB _LNCC_PD 3Y_M_FLG
0 — Klijent u poslednje 3 godine od datuma izvestaja kreditnog biroa nije bio u
materijalno znacajnom kasnjenju (iznos preko 1000 RSD) po kreditima i kreditnim
karticama
1 — Klijent je u poslednje 3 godine od datuma izvestaja kreditnog biroa  bio u
materijalno znacajnom kasnjenju (iznos preko 1000 RSD) po kreditima i kreditnim
karticama

e DEF FLG
0 — Klijent nije dostigao 90 dana kasnjenja u materijalno zna¢ajnom iznosu (iznos preko
1000 RSD) u prvih 12 meseci od odobrenja kredita
1 —Klijjent je dostigao 90 dana kasnjenja u materijalno znacajnom iznosu (iznos preko
1000 RSD) u prvih 12 meseci od odobrenja kredita

6.2 Razvoj modela logisticke regresije stare banke (Model
1)

Prvobitini model logisticke regresije se razvija na podacima stare banke. Ovo su aplikacije iz
inicijalnog skupa zaklju¢no sa datumom 31.12.2020. Ovaj skup sadrzi 140,232 instance

(aplikacije) od koji je 3,609 rezultiralo default-om. Dakle stopa default-a na ovom skupu je
2.57%. Sledi predstavljanje kretanja stope default-a po kvartalima.

96



Raspodelai stopa default-a po kvartalima
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2019 Q2 2019.Q3 2019.Q4 2020.Q1 2020_Q2 2020_Q3  2020_Q4

I Distribucija ~ =====Procenat default-a

Slika 23 — Prikaz stope default-a po kvartalima na skupu stare banke

Izvor: Originalni grafik autora

Predstavljene su i neke od osnovnih karakteristika promenljivh na posmatranom skupu.

1402
count 140232.0 | 133415.0 133415.0 | 32.0 140232.0 133393.0
mean 0.2 48026.6 0.2 ] 493 0.5 2.4
std 0.4 29863.6 02| 145 0.5 0.8
min 0.0 10000.0 0.0 | 20.0 0.0 1.0
25% 0.0 30780.6 01| 370 0.0 2.0
50% 0.0 40467.0 0.1] 48.0 1.0 2.0
75% 0.0 56851.6 0.3 | 63.0 1.0 3.0
max 1.0 | 596742.9 44| 84.0 1.0 4.0

Tabela 4 — Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu stare banke — 1. deo

count 140232.0 | 140232.0 139803.0 140232.0
mean 20.4 3.8 0.1 1.7
std 15.2 2.7 0.4 1.7
min 0.0 0.0 0.0 0.0
25% 6.0 1.0 0.0 0.0




50% 18.0 3.0 0.0 1.0
75% 40.0 6.0 0.0 3.0
max 40.0 10.0 13.0 10.0
Tabela 5 - Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu stare banke — 2. deo

CB_LN_ |CB LN P

PD_MA | D_DIFF_C | CB_LNCC_PD | CB_LPD_MA | CB_PD_MA | DEF_FL

X AMT | NT 3Y MFLG |XMCNT |XMAMT |G
count 140232.0 140232.0 140232.0 140232.0 140232.0 | 140232.0
mean 2332.2 0.1 0.0 944 4985.9 0.0
std 19180.0 0.4 0.2 346.6 23309.3 0.2
min 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
25% 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
50% 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
75% 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
max 908038.5 8.0 1.0 5611.0 975205.0 1.0

Tabela 6 - Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu stare banke — 3. deo

Slede¢i korak je provera nedostaju¢ih vrednosti. U pristupu logisticke regresije koji koristimo

skup na kome se model obucava i skup na kome se model testira ne smeju imati nedostajuce
vrednosti. UoCavamo da 4 promenljive sadrze nedostajuce vrednosti (Slika 24).

Izvor: Sopstveni proracun autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

L |

#Missing values

df old bank.isna{().sum()

APPR_DT

MEW_CLTIENT

INCM

INCM_RATE

AGE
GENDER

EDUCATION_LEVEL

WORK_EXP
LN_NUM

CB_RQST_38D_CNT
CB_LN_REPAID_CNT
CBE_LN_PD_MAX_AMT
CB_LN_PD_DIFF_CNT
CB_LNCC_PD_3Y M _FLG
CB_PD_MAX_M_CNT
CBE_PD_MAX_M_AMT

DEF_FLG

dtype: int64

Slika 24 — Prikaz nedostajucih vrednosti za skup stare banke
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Neretko se desava da se promenljiva ukoliko sadrzi znacajan broj nedostajucih vrednosti ( vise
od 25 ili 30%) izbacuje iz daljeg razmatranja. Kako vidimo da to nije slu¢aj nedostajuce
vrednosti ¢emo menjati medijanom za neprekidne promenljive odnosno mod-om za kategoricke
promenljive.

Za promenljive koje imaju nedostajuce vrednosti one su zamenjene na slede¢i nacin:

INCM nedostajuce vrednosti zamenjene medijanom - 40467.0
INCM_RATE nedostajuce vrednosti zamenjene medijanom - 0.10560243
EDUCATION_LEVEL - nedostaju¢e vrednosti zamenjene modom — 2
CB_RQST_30D_CNT - nedostajuce vrednosti zamenjene sa medijanom — 0

Dalje slede graficka predstavljanja pojedinac¢nih promenljivih. Za kategoricke promenljive data
je raspodela po kategorijama, raspodela po kategorijama sa udelom default- instanci, kao i
promena udela kategorija promenljive kroz vreme. Za neprekidne promenljive dat je histogram
vrendnosti, sa udelom default instance, kao i box-plot vrednosti promenljve.

e NEW_CLIENT

120000 A

100000 A

80000 -

count

80000 -

40000 -

20000 -

NEW_CLIENT

Slika 25 — Bar plot za promenljivu NEW_CLIENT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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BN DEF_FLG=1
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60000

40000
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NEW_CLIENT

Slika 26 - Bar plot za promenljivu NEW_CLIENT sa prikazom default klijenata

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Promene udela kategorija kroz vreme
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Slika 27 — Prikaz kretanja vrednosti promenljive NEW_CLIENT kroz vreme

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
Da se primetiti da je vec¢i udeo klijenata koji su bili postojeci klijenti banke.

e GENDER
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GENDER

Slika 28 - Bar plot za promenljivu GENDER

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

70000 +

60000

50000 A

40000 A

30000 A

20000 A

10000 A

GENDER

Slika 29 - Bar plot za promenljivu GENDER sa prikazom default klijenata

HEE DEF_FLG=1
B DEF_FLG=0

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Promene udela kategorija kroz vreme
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Slika 30 - Prikaz kretanja vrednosti promenljive GENDER kroz vreme

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Primetno je da je vecu udeo Zena, kao i da muskarci predstavljaju rizi¢niju kategoriju.

e EDUCATION_LEVEL
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20000 A
D pu
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EDUCATION_LEVEL
Slika 31 - Bar plot za promenljivu EDUCATION_LEVEL
Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
B DEF_FLG=1
BN DEF_FLG=0
80000 -
60000 -
40000 -

20000 4

EDUCATION_LEVEL

Slika 32 - Bar plot za promenljivu EDUCATION_LEVEL sa prikazom default klijenata

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Promene udela kategorija kroz vreme

EDUCATION_LEVEL
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Slika 33 - Prikaz kretanja vrednosti promenljive EDUCATION_LEVEL kroz vreme

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Primetimo da je najveci udeo klijenata sa srednjoskolskim obrazovanjem.

e CB_LNCC PD 3Y M_FLG
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Slika 34 - Bar plot za promenljivu CB_LNCC PD 3Y M _FLG

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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BN DEF_FLG=1
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CB_LNCC_PD_3Y_M_FLG

Slika 35 - Bar plot za promenljivu CB_LNCC_PD_3Y_M_FLG sa prikazom default klijenata

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Primetno je da vecina klijenata nisu imali materijalno znacajno kasnjenje po kreditima 1

kreditnim karticama u poslednje 3 godine.

Promene udela kategorija kroz vreme

1.0

0.8

0.6

Udeo

0.4 1
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0.0 -

Mesec i godina

Slika 36 - Prikaz kretanja vrednosti promenljive CB_LNCC_PD_3Y M_FLG kroz vreme
Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Sledi predstavljanje neprekidnih promenljivih.

e |[NCM
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Slika 37- Histogram za promenljivu INCM

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

T
600000

600000 4

500000 4

400000 4

300000 4

200000 4

100000 ~

Slika 38 — Box plot za promenljivu INCM

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Uocavamo da su klijenti sa nizim primanjima rizi¢niji $to je intuitivno.

e INCM_RATE

80000

60000

40000

20000

2 3 4
INCM_RATE

Slika 39 - Histogram za promenljivu INCM_RATE

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 40 - Box plot za promenljivu INCM_RATE

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Primetimo da su klijenti ¢iji je odnos primanja i iznosa manji rizicniji $to je za ocekivati.

e AGE
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Slika 41 - Histogram za promenljivu AGE

Izvor: Grafi¢ki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 42 - Box plot za promenljivu AGE

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u

1z grafickih prikaza ove promenljive uocava se veca rizi¢nost mladih klijenata, §to je i
potvrdeno u bankarskoj praksi.
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e WORK_EXP

Napomenimo da je za klijente koji su penzioneri vrednost ove promenljive postavljena na 40
godina.

40000

35000

30000

25000 A

20000 A

15000 A

10000 A

5000 A

15 20 25 30 35 40
WORK_EXP

Slika 43 - Histogram za promenljivu WORK_EXP

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 44 - Box plot za promenljivu WORK_EXP

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Uocavamo da klijenti sa manje radnog iskustva predstavljaju rizi¢niju grupu klijenata.

e LN _NUM

20000

15000

o

10000 +
) I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 El 10

LN_NUM

Slika 45 - Histogram za promenljivu LN_NUM

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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10 A

Slika 46 - Box plot za promenljivu LN_NUM

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Klijenti sa ve¢im broje kredita imaju kreiranu kreditnu istoriju i logi¢no predstavljaju manje
rizi¢ne klijente. Primetimo da su klijenti bez kreditnih proizvoda nisu deo trenda.

e CB RQST 30D CNT

113



120000 A

100000 +

80000

60000

3 4 5 6 7 8 9 13
CB_RQST_30D_CNT

Slika 47 - Histogram za promenljivu CB_RQST_30D_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 48 - Box plot za promenljivu CB_RQST_30D_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Ukoliko je klijent u kratkom vremenskom roku aplicirao na vise mesta i samim time trazio
izvestaj kreditnog biroa, to moze biti znak da klijent nije pogodan za kreditiranje da je samim
tim rizicniji.

e CB_LN_REPAID CNT
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30000 +

25000 A

20000 4
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10000
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CB_LN_REPAID_CNT

Slika 49 - Histogram za promenljivu CB_LN_REPAID_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 50 - Box plot za promenljivu CB_LN_REPAID_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Zakljucak za ovu promenljivu je slican kao i za promenljivu LN NUM.

e CB_LN_PD_MAX_AMT
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120000 4
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0 200000 400000 600000 800000
CB_LN_PD_MAX_AMT

Slika 51 - Histogram za promenljivu CB_LN_PD_MAX_AMT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 52 - Box plot za promenljivu CB_LN_PD_MAX_AMT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Primetimo da je mali broj klijenata uopste imao kaSnjenja po kreditima u izvestaju kreditnog
biroa. Kakogod, takvi klijenti mogu biti znacajni za u¢enje modela.

e CB LN _PD DIFF_CNT
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Slika 53 - Histogram za promenljivu CB_LN_PD_DIFF_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 54 - Box plot za promenljivu CB_LN_PD_DIFF_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Zakljucak je sli¢an kao i za prethodnu promenljivu stim da se ovde posmatra broj kredita po
kojima je Kklijent kasnio a ne iznos.

e CB_PD MAX_M_CNT
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0 1000 2000 3000 4000 5000
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Slika 55 - Histogram za promenljivu CB_PD_MAX_M_CNT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 56 - Box plot za promenljivu CB_PD_MAX_M_CNT

o 4

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
Zakljucak je sli¢an kao i za promenljivu CB_LN_PD_MAX_AMT.

e CB_PD MAX M _AMT
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Slika 57 - Histogram za promenljivu CB_PD_MAX_M_AMT
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Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 58 - Box plot za promenljivu CB_PD_MAX_M_AMT

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Zakljucak je slican kao i za promenljivu CB_LN PD MAX AMT, s tim da ova promenljiva
posmatra i druge kreditne proizvode osim kredita (dozvoljeni minus, kreditne kartice itd.)

U kreiranju modela logisticke regresije, sli¢no kao i za model linearne regresije, pozelljno je
izostaviti promenljive koje su visoko Kkorelisane. Takode potrebno je razmotriti i
multikolinearnost.

Prikazimo matricu korelacije za razmatrane promenljive. Posmatra se Pirsonov (Pearson)
koeficijent korealcije.

121



Matrica korelacije izmedu promenljivih

NEW_CLIENT —g¥sleR 0.00 -0.12 -0.09 0.01 0.02 -0.08 -0.42 0.15 -0.09 0.00 -0.01 0.00 0.01 0.00 0.05 +0
INCM - 0.00 ] -0.17 0.12 0.42 -0.14 0.06 -0.00 0.10 -0.01 -0.01 0.02 -0.03 -0.00 -0.04
INCM_RATE --0.12 0.30 p¥vlv} 0.03 0.03 0.17 0.03 0.09 -0.05 0.06 -0.02 -0.05 -0.02 -0.05 -0.03 -0.04 0.8
AGE --0.09-0.17 0.03 -0.08 —0.06 0.30 -0.09 0.15 -0.01 -0.04 0.01 -0.04 -0.02 -0.10
GENDER -0.01 0.12 0.03 M -0.06 -0.06 -0.05 0.02 0.01 0.01 0.01 0.00 0.03 0.02 0.04 - 0.6
EDUCATION_LEVEL - 0.02 0.42 0.17 -0.06 -0.06p#«vR-0.02 0.05 -0.01 0.09 -0.01 -0.03 0.01 -0.05 -0.01 -0.06
WORK_EXP --0.08-0.14 0.03 —0.06 -0.02 pRel 0.31 -0.09 0.17 -0.02 -0.05 0.00 -0.07 -0.04 -0.12 04
LN_NUM --0.42 0.06 0.09 0.30 -0.05 0.05 0.31 pMsliR-0.10 0.44 -0.03 0.03 0.01 -0.05 -0.03 -0.06
CB_RQST_30D_CNT - 0.15 -0.00 -0.05 -0.09 0.02 -0.01 -0.09 -0.10pHKs\} 0.01 0.04 0.07 0.02 0.07 0.06 0.09
CB_LN_REPAID_CNT --0.09 0.10 0.06 0.15 0.01 0.09 0.17 0.44 0.01 My 0.18 0.07 -0.02 0.02 -0.04 [
CB_LN_PD_MAX_AMT - 0.00 -0.01 -0.02 -0.01 0.01 -0.01 -0.02 -0.03 0.04 0.02 ¥} 0.13 0.29 0.03
CB_LN_PD_DIFF_CNT --0.01-0.01 -0.05 -0.04 0.01 -0.03 -0.05 0.03 0.07 0.18 0.34 0.23 0.21 0.29 0.07 - 0.0
CB_LNCC_PD_3Y_M_FLG-0.00 0.02 -0.02 0.01 0.00 0.01 0.00 0.01 0.02 0.07 0.13 0.23 0.12 0.17 0.00
CB_PD_MAX_M_CNT - 0.01 -0.03 -0.05 -0.04 0.03 -0.05 -0.07 -0.05 0.07 -0.02 0.29 0.21 0.12 pMll 0.47 0.07 --0.2
CB_PD_MAX_M_AMT - 0.00 -0.00 -0.03 -0.02 0.02 -0.01 -0.04 -0.03 0.06 0.02 0.29 0.17 0.47 pHl]
DEF_FLG - 0.05 -0.04 -0.04 -0.10 0.04 -0.06 -0.12 -0.06 0.09 -0.04 0.03 0.07 0.00 0.07 0.05 pHy} - 0.4

&

GENDER -
LN_NUM -
DEF_FLG

INCM -
INCM_RATE -

WORK_EXP -

NEW_CLIENT -

CB_LN_REPAID_CNT -

CB_RQST_30D_CNT -
CB_LN_PD_DIFF_CNT -
CB_PD_MAX_M_CNT -
CB_PD_MAX_M_AMT -

EDUCATION_LEVEL -
CB_LN_PD_MAX_AMT -

CB_LNCC_PD_3Y_M_FLG -

Slika 59 — Matrica korelacije promenljivih u Modelu 1

Izvor: Sopstveni proracun autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Uocimo dva para promenljivih sa ve¢om korelacijom:

- AGE i WORK_EXP — koeficijent korelacije 0.87
- CB_LN PD_MAX AMT i CB_PD_MAX M_AMT - koeficijent korelacije 0.82
Imperativ je da finalni model ne sadrzi promenljive koje su visokokorelisane ( vise od 90%).
Skup koji posmatramo za ovaj model podeli¢emo na dva skupa:

- Train skup ili skup za treniranje, na kome obu¢avamo model
- Validacioni skup, na kome ¢emo odrediti PD cutoff.
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Testni skup (test set) koji treba da bude potpuno nezavisan od prethodna dva ne postoji, jer
akcenat na samim parametrima ovog modela koji ¢e dati priporne raspodele koeficijenata za
model Bejzove logisticke regresije.

Podela na pomenuta dva skupa je izvrSena u odnosu 80:20, tako da oba skupa zadrze jednaku
stopu defaulta. Train skup sadrzi 112,185 instanci dok validacioni sadrzi 28,047 instanci. Na
oba skupa stopa defaulta iznosi 2.57%.

Nadalje, koristi¢emo train skup za treniranje modela logisticke regresije.

Nakon $to smo definisali skup za treniranje modela primenjujemo modifikovani backwards
algoritam za selekciju promenljivih u modelu logisti¢ke regresije, definisan u 4.4.

Ispod su rezultati dobijenog modela logisticke regresije:

Optimization terminated successfully.
Current function value: 8.1083783
Iterations 9
Logit Regression Reasults

Dep. Variable: DEF_FLG  MNo. Observations: 112185
Model: Logit  Df Residuals: 112171
Method: MLE  Df Model: 13
Date: Wed, 2B Sep 2823  Pseudo R-squ.: 8.1321
Time: 28:45:57  Log-Likelihood: -11643.
converged: True LL-Null: -13416.
Covariance Type: nonrobust  LLR p-value: 8.808

coef std err z P>|z [8.@25 8.975]
const -1.6823 B.889 -18.826 9.068 -1.857 -1.5a87
MEW_CLIENT B.5319 g.a46 11.631 9 .0e04 G.442 a.622
INCM -1.964e-85 1.42e-86 -13.348 9.068 -2.242-85 -1.69e-85
INCM_RATE -8.6613 8.133 -4.,984 9 .0e04 -8.921 -@.481
GENDER @.5257 g.841 12.939 9.068 8. 446 @8.685
EDUCATION_LEVEL -8.3429 g8.a35 -9.841 9 .0e04 -8.411 -@.275
WORK_EXP -8.8563 0.e82 -32.641 8.eead -0.8608 -@.e53
CB_RQST_3@D_CNT B8.4176 g.e31 13.387 9 .0e04 B.356 @.479
CB_LN_REPAID_CNT -8.8332 g8.e14 -2.446 8.e14 -0.8608 -a.ea7
CB_LN_PD_MAX_AMT -4.553e-86 1.1e-86 -4.149 9.068 -6.7e-86 -2.4e-86
CB_LN_PD_DIFF_CNT B.5142 8.832 15.981 8.eead B6.451 a.578
CB_LNCC_PD_3¥ M_FLG -8.2287 8.18s5 -2.169 8.838 -8.435 -@.822
CB_PD_MAX_M_CNT D.aea3 3.75e-85 8.459 9 .0e0a6 B.aoa a.eaae
CB_PD_MAX_M_AMT 4.12e-86 8.92e-a7 4.617 8.868 2.37e-86 5.87e-86

Slika 60 — Rezultati logisticke regresije za Model 1

Izvor: Sopstveni prora¢un autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u

Primetimo da su kao rezultat pomenutog algoritma sve promenljive preostale u modelu
statisticki znacajne.

Kao §to smo pomenuli prisustvo multikolinearnosti u uzorku prouzrokuje veée standardne
greske koeficijenata, kao 1 to da male promene u podacima dovode do velikih promena u
koeficijentima, ¢ak i do promene smera uticaja na zavisnu promenljivu. Neki od uzroka pojave
multikolinearnosti su mali obim uzorka, uklju¢ivanje u model nezavisne promenljive koja je
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kombinacija drugih nezavisnih promenljivih iz modela, uklju¢ivanje u model dve iste ili skoro
iste promenljive. Radi identifikovanja prisustva multikolinearnosti cesto se koristi VIF test, koji
je dat formulom:

VIF =

1-R?

I predstavlja procenat varijanse jedne nezavisne promenljive obja$njen varijansom ostalih
nezavisnih promenljivih. U formuli Rj2 predstavlja koeficijent determinacije za model u kome
je J-tanezavisna promenljiva prikazana koriS¢enjem linearne regresije sa preostalim nezavisnim
promenljivama.

Najbolji slu¢aj podrazumeva da je VIF = 1, s obzirom da to znaci da se odredena nezavisna
promenljiva ne moze objasniti pomocu ostalih. U praksi se Cesto pretpostavlja da, ukoliko je
VIF > 10, postoji snazna multikolinearnost.

feature VIF
a8 MEW CLIENT 1.289471
1 INCM G5.816815
2 INCM_RATE 1.9@1956
3 GEWMDER 1.8999%g8
4 EDUCATION_LEVEL ©.813398
5 WORK_EXP 2.881395
5] CB_ROST_36D _CHNT 1.188273
7 CE_LN REPAID CNT 2.183745
8 CBE_LN_PD_MAX_AMT 3.27@823
g CB_LMN_PD DIFF_CNT 1.356537
18 CB_LNCC_PD_3Y M _FLG 1.113888
11 CB_PD_MAX M _CNT 1.453119
12 CBE_PD _MAX M AMT 3.834918

Slika 61 — VIF za promenljive odabrane u Modelu 1

Izvor: Sopstveni proracun autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Uoc¢imo da nije prisutna snazna multikolinearnost. Pomenuti validacioni skup ima ulogu
odredivanja optimalnog PD cut-off-a posmatrajmo neke od metrika kvaliteta modela na ovom
skupu. GINI koefiicijent na validacionom skupu iznosi 57.17% dok KS koeficijent iznosi
45.97% sto predtsavlja relativno zadovoljavajuce rezultate.

U 4.5 smo opisali na¢in na koji ¢emo odrediti optimalni PD cut-off. Kako je stopa defaulta na
validacionom skupu 2.57%, vrednost praga ¢e biti 97.34 postotni percentile vrednosti
verovatnoca iznosi 0.11454065361364345. Napomenimo da ¢emo ovu vrednost praga koristiti
i u ostalim modelima za metrike kvaliteta modela koje zahtevaju procenjenu vrednost zavisne
promenljive: odziv preciznost, tacnost i f-skor. Napomenimo da ova odluka ima logike iz dva
razloga. Jedan je $to banke defini$u pragove iznad kojih ne kreditiraju klijente ili su iznosi koje
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klijent moze dobiti manji nego sa boljim skorom. Ove skale sa granicama vrednosti PD-a se
nazivaju master skale i nisu podlozne Cestim promenama. Drugi razlog je da bi poredenje

modela po prethodno pomenute 4 metrike bilo konzistentno. Pogledajmo vrednosti ovih
metirka za model 1 na validacionom skupu.

Accuracy | 0.95796
Recall 0.18283
Precision | 0.18308

F1 Score | 0.18295
Tabela 7 — Metrike Modela 1

Data je i pomenuta matrica konfizije koja prikazuje odnos predvidenih i stvarnih vrednosti
zavisne promenljive iz koje se i dobijaju prethodne metrike.

- 25000
False - - 20000
@ 15000
m
1 ¥]
-
|_
10000
True
5000

False True
Predicted label

Slika 62 — Matrica konfuzije za Model 1

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u
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6.3 Razvoj modela logistiCke regresije nove banke (Model

2)

Jo§ jedan model logisticke regresije Se razvija ovaj put na podacima nove banke. Ovo su
aplikacije iz inicijalnog skupa zaklju¢no izmedu 01.01.2021 i 28.02.2022. Ovaj skup sadrzi
89,633 instance (aplikacije) od koji je 1,319 rezultiralo default-om. Dakle stopa default-a na
ovom skupu je 1.47%.

Predstavljene su i neke od osnovnih karakteristika promenljivh na posmatranom skupu.

NEW_CLIEN EDUCATION_LE
T INCM | INCM RATE | AGE | GENDER VEL
coun 89633 | 87851 87851 | 8963 89633 89053
t 3
mea 0.17 | 56419. 0.21 | 48.53 0.52 245
n 46
0.38 | 34553. 0.25 | 14.12 0.5 0.82
std 99
min 0| 10093 0.01 20 0 1
2504 0| 35478 0.06 37 0 2
0 | 48651. 0.12 47 1 2
50% 43
7504 0| 67000 0.27 61 1 3
1| 59658 3.8 79 1 4
max 4
Tabela 8 - Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu nove banke — 1. deo
WORK_EX | LN_.NU [ CB_RQST 30D CN | CB_LN_REPAID CN
P M T T
count 89633 89633 89584 89633
mean 20.2 3.53 0.06 1.56
std 13.96 2.01 0.29 1.65
2504 8 1 0 0
50% 17 3 0 1
75% 36 6 0 2
max 40 10 8 10
Tabela 9 - Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu nove banke — 2. deo
CB_LN_|CB_LN_P |CB_LNCC P
PD MA |DDIFF. |D 3Y M FL |CB PD MA |CB PD MA | DEF_FL
X_AMT | CNT G X M CNT | X M AMT |G
count 89633 89633 89633 89633 89633 89633
mean 1097.97 0.09 0.03 53.23 2844.72 0.01
std 11204.41 0.35 0.17 244.06 14996.81 0.12
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min 0 0 0 0 0 0
2504 0 0 0 0 0 0
50% 0 0 0 0 0 0
75% 0 0 0 0 0 0
max 892860.4 6 1 5081 892860.4 1

Tabela 10 - Statisticki pokazatelji promenljivh na skupu nove banke — 3. deo

Napomenimo da je ovaj skup nove banke podeljen na trening skup i na testni skup. Na trening
skupu ¢emo razvijati model logisticke regresije kao i model Bejzove logisticke regresije gde se
posmatraju priorne raspodele koeficijenata regresije iz modela 1. Testni skup ¢e sluziti za
poredenje performansi sva 3 modela. Podela na train i test skup skupa nove banke je uradena u
odnosu 80:20 gde je stopa defaulta u oba skupa jednaka i iznosi 1.47% kao i na celom skupu.

Predstavicemo dobijeni model logisticke regresije smatrajuci da su svi koraci isti kao u razvoju
Modela 1 i oni neée biti navodeni.

Rezultati dobijenog logistickog modela su sledeéi:

T - Logit Regression Results

Dep. Variable: DEF_FLG  No. Observations: 71786
Model: Logit  Df Residuals: 71683
Method: MLE Df Model: 12
Date: Wed, 28 Sep 2823  Pssudo R-squ.: 2.89858
Time: 28:46:55 Log-Likelihood: -4855.1
converged: True  LL-Null: -54938.3
Covariance Type: nonrobust LLR p-value: 4.822e-225

coef std err z P>|z| [8.825 8.975]
const -2.2588 B.21@ -1e.7aa B.e80 -2.663 -1.838
MEW_CLIENT 8.7569 B.a7e 1e.857 B.eea 8.628 8.894
INCM -1.617e-85 1.91=-86 -8.433 B.e80 -1.99%e-85 -1.24e-85
INCM_RATE -1.4215 B.244 -5.825 B.e80 -1.986 -8.943
AGE -@.8891 B.8084 -2.186 B8.835 -8.0918 -8.a801
GENDER 8.5561 B.867 8.258 B.eea 8.424 2.688
EDUCATION_LEVEL -@.2379 B.851 -4.663 B.ed0 -8.338 -8.138
WORK_EXP -@.8417 B.885 -9.026 B.e80 -8.851 -8.833
CB_RQST_3@8D_CNT 8.4449 B.858 7.735 B.e80 8.332 8.558
CB_LN_REPAID_CNT a.8337 B.821 1.623 8.185 -a.ea7 B.av74
CB_LN_PD_DIFF_CHNT 2.4233 B.863 6.72@ B.e80 8.3ead 8.547
CB_PD_MaAX_M_CNT a8.8ea2 B8.28e-05 2,985 B8.e83 8.48e-85 8.a0e
CB_PD_MAX_M_AMT 4.%e-@6 1.222-86 4,816 B.ea0 2.51e-06 7.2%9e-B6

AT . AATE AAcO4aTATAN

Slika 63 - Rezultati logisticke regresije za Model 2

Izvor: Sopstveni prora¢un autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u

Primetimo da Model 2 ne sadrzi iste promenljive kao model 1. Performanse modela na
testnom skupu ¢emo posmatrati u odeljku Rezultati i poredenja.
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6.4 Razvoj modela Bejzove logistiCke regresije (Model 3)

U ovom modelu cilj nam je da razvijamo logisti¢ku regrsiju na trening skupu nove banke ali
koriste¢i priorna prethodna znanja. Koristimo ocenjene koeficijente modela 1 i smatramo da
koeficijenti regresije imaju priorne normalne raspodele sa ocekivanjem i Standardnom
devijacijom dobijenim u modelu 1. Da bismo dobili posteriorne ocene parametara koristili
generisali smo lanace Markova za parameter modela koriste¢i pomenuti Metropolis- Hastings
algoritam uz random walk sampler. Generisani su lanci od 55 000 uzoraka, gde je 5000
predstavljamo burn-in period koji sluzi da pruzi dovoljno vremena lancu da konvergira ka
stacionarnoj raspodeli. KoriS¢ena je Python PYMC biblioteka.

Na slici ispod su dati rezultati pomenutih MCMC algoritama

mean sd hdi_3% hdi 87% mcse_mean mcse_sd
b8 _const -1.721 @.824 -1.87% -1.562 @.aal g.8el
be MEW _CLIENT B.529 @©.84% 8,442 a.614 a.a8al 2.eea
be_THCM -B.0B8e ©.88e -8.98p. -8 .8ea a.aae 2.eea
be_INCM_RATE -8.877 2.133 -8.924 -2.424 a.aa1 2.8l
b& GENDER 6.516 @.048 8.4432 ©.595% a.8al 8.0ea
b8 EDUCATION LEVEL -B.359 @8.834 -6.420 -8.204 8.8a0 8.0ea
be_WORK_EXP -B.856 ©e.082 -6.859 -8.853 8.8a0 8.0ea
b CB_RQST_38D_CHT B.412 ©.831 8.3532 @.468 &.aas8 a.Bea
be CB_LM_REPAID_CNT -8.834 @.813 -8.258 -3.889 a.aae a.eea
be CB_LMN_PD_MAX_ AMT -B.g8e ©.88e -2.98. -2 .8ea a.aae 2. eea
be CB_LM_PD _DIFF_CHT B.516 ©.832 8.456 @.577 a.aae 2,828
bd CB _LWCC PD 3¥ M FLG -8.228 &.184 -8.421 -8.028 a.8al 8.0a8l
b CB_PD_MAX M _CHNT 0.a6e 8.008 8.8a80 @.6ea 8.8a0 8.0ea
b _CB_PD_MAX M_AMT b.8Be ©.8688 8.8a88 a.Baa 8,888 a.Bea
ple] B.881 @e.88e a.eae @.881 a.aae 2.eea

ess_bulk ess_tail r_hat

be_const 8878.@ 18251.e 1.8@
b8 _NEW_CLIENT 6886.8  4993.@ 1.8@
be_INCM 36.8 42.8  2.23
b8 _INCM RATE 14399.8  13525.@ 1.00
b8 _GENDER 5711.@ se11.e  1.ee
b8 _EDUCATION LEVEL 4873.@  4182.e 1.8@
b8_WORK_EXP 342.8 194.@  1.8@
b8 _CB_RQST_38D_CNT 5207.8  4946.2 1.0@
b8_CB_LN_REPAID_CNT 2222.@ 1581.@ 1.8@
b8 _CB_LN_PD_MAX_AMT 16999 .0 42.8  2.23
b8 CB_LM_PD _DIFF_CNT 5217.@  4358.8 1.00
b8 CB_LNCC_PD _3Y M _FLG 11117.e 11891.@ 1.0
b8 _CB_PD_MAX_M_CNT 2729.@ 48.8  2.12
b8 _CB_PD_MAX_M_AMT 17265.8 41.8  2.23

Slika 64 — Rezultati MCMC algoritma

Izvor: Sopstveni prora¢un autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u
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Posmatraju¢i pomenutu R-hat metriku mozemo uociti da su lanci Markova za promenljive
INCM, CB_LN_PD_MAX_AMT, CB_PD_MAX_M_CNT, CB_PD_MAX_M_AMT. Ovo
znaci da lanci Markova za ove koeficijente nisu konvergirali. Primetimo da je ocenjena srednja
vrednost ovih raspodela 0. Ove promenljive nece biti koriS¢ene u finalnom modelu.
Na slikama ispod se moze posmatrati vizuelni prikaz priorne i posteriorne rasopdele za svaki
koeficijenat kao i trag (trace) lanca Markova koji predtstavlja vremensku seriju uzorkovanih
vrednosti.
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Slika 65 — Prikaz traga i posteriornih raspodela promenljivih — 1.deo

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u
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Slika 66 - Prikaz traga i posteriornih raspodela promenljivih — 2.deo

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u
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Kako je rezultat Bejzovog pristupa posteriorna raspodela, koeficijenti regresije se ne posmatraju
kao taCkaste ocene ve¢ kao slucajne promenljive. Za ocenu koeficijenata biramo ocekivanu
vrednost slucajne promenljive, tj vrednosti iz kolone mean.

7. Rezultati i poredenja

U ovom poglavlju predstavicemo rezultate dobijenih modela, tj. posmatraéemo performanse 3
modela na testnom skupu, koji je potice iz skupa nove banke. Sa biznis strane se izbor modela
moze opisati na slede¢i nacin: nova banka pred sobom ima tri moguc¢a skoring modela. Jedan
model (Model 1) predtsavlja kori§¢enje modela stare banke. Model 2 predstavlja razvijen model
logisti¢ke regresije na novim podacima, dok tre¢i model, Model 3 koristi promenljive iz Modela
1 stim da su koeficijenti regresije prilagodeni novim podacima.

e Model 1

Gini i KS koeficijenti za model 1 na testnom kupu iznose 57.00% odnosno 46.16%

Receiver Operating Characteristic (ROC) Curve

1.0 1 —— ROC Curve
® Max KS Point (FPR=0.24, TPR=0.70}

0.8

0.6 1

Gini = 0.57
Ve KS = 0.46

0.4+

True Positive Rate

0.2 1

0.0+

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
False Positive Rate

Slika 67 — ROC kriva sa GINI i KS vrednostima za Model 1

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u
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Na slici ispod je predstavljena matrica konfuzije ukoliko za PD cut-off koristimo vrednost koju
smo ranije utvrdili.
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Slika 68 - Matrica konfuzije za Model 1 — testni skup

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Vrednosti metrika dobijenih iz ove matrice su sleedece

Accuracy | 0.97942
Recall 0.07576
Precision | 0.13793

F1 Score | 0.0978
Tabela 11 - Metrike Modela 1-testni skup

e Model 2

Gini i KS koeficijenti za model 2 na testnom kupu iznose 57.48% odnosno 44.96%

133



Receiver Operating Characteristic (ROC) Curve

1.0 1 — ROC Curve
® Max KS Point (FPR=0.21, TPR=0.66)
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Slika 69 - ROC kriva sa GINI | KS vrednostima za Model 2

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Na slici ispod je predstavljena matrica konfuzije ukoliko za PD cut-off koristimo vrednost koju
smo ranije utvrdili.
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Slika 70 - Matrica konfuzije za Model 2

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koriS¢enjem programskog koda u Python-u
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Vrednosti metrika dobijenih iz ove matrice su sleedece

Accuracy | 0.98215

Recall | 0.03409
Precision | 0.12162
F1 Score | 0.05325

Tabela 12 - Metrike Modela 2

e Model 3
Gini i KS koeficijenti za model 1 na testhom kupu iznose 53.66% odnosno 43.36%

Receiver Operating Characteristic (ROC) Curve

1.0 { —— ROC Curve
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Slika 71 - ROC kriva sa GINI | KS vrednostima za Model 3

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen kori§¢enjem programskog koda u Python-u

Na slici ispod je predstavljena matrica konfuzije ukoliko za PD cut-off koristimo vrednost koju
smo ranije utvrdili.
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Slika 72 - Matrica konfuzije za Model 3

Izvor: Graficki prikaz autora dobijen koris¢enjem programskog koda u Python-u

Vrednosti metrika dobijenih iz ove matrice su sleedece

Accuracy | 0.93596
Recall 0.31439
Precision | 0.07905

F1 Score | 0.12633
Tabela 13 - Metrike Modela 2

Predstavimo sada rezultate sumarno. Sa jedne strane posmatramo Gini | KS koeficijente koji
ne zahtevaju odreden prag za PD cut-off i ocenjuju diskriminatornu mo¢ modela za razliCite
pragove za klasifikaciju. Sa druge strane posmatramo 4 pomenute metrike koje govore o
kvalitetu modela nakon odredivanja PD cut-0ff-a. Napomenimo da bi nacin na koji smo odredili
granicu za PD imao i biznis smisao i da se sa novim modelima koji se javljaju jednom u godinu
ili dve najverovatnije granica ne bi menjala ve¢ bi bila konstantna duzi niz godina.

Posmatrajmo Gini i KS pokazatelje. Modeli 1 i 2 daju bolje rezultate po ove dve metrike. Model
1 ima neznatno nizi Gini 1 ve¢i KS koeficijent nego Model 2. Razlog za ovo moze da lezi u
tome $to su portfoliji stare i nove banke i dalje u dobroj meri sli¢ni, a Model 1 je treniran na
ve¢em skupu podataka. Vazno je da primetimo da Model 3, dobijen koriS¢enjem Bejzovim
zaklju¢ivanjem ne zaostaje bitno po 2 pomenute performanse u odnosu na 2 altrnativna modela.
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Gini KS
Model 1 | 57.00% | 46.16%
Model 2 | 57.48% | 44.96%
Model 3 | 53.66% | 43.36%

Tabela 14 - Metrike Modela 3

Posmatrajmo sada 4 metrike dobijene iz matrice konfuzije

Accuracy | Recall Precision F1 Score
Model 1 | 0.97942 | 0.07576 | 0.13793 0.09780
Model 2 | 0.98215 | 0.03409 | 0.12162 0.05325
Model 3 | 0.93596 | 0.31439 | 0.07905 0.12633

Tabela 15 — Poredenje metrika modela

Premda bi se ovi rezultati razlikovali da smo drugacije odredili prag za PD, ovo predstavlja
realnu sliku izazova sa kojim se banka moze susreti. Sva tri modela imaju veliku tacnost, §to u
problemima skoringa ne igra veliku ulogu, jer se radi o nebalansiranim problemima
klasifijkacije. Vecina instance pripada negativnoj klasi i u tom slu¢aju ta¢nost ne predstavlja
merodavnu metriku. Primetino da Model 3 ima daleko najbolji odziv, uz §ta ide i niza
preciznost. Ovo sa poslovne strane znaci da bi model otkrio oko 31% default slucajeva, po cenu
da za samo oko 8% slucajeva koji se procene kao default to zaista 1 vazi. Banka ima slobodu
da definiSe strategiju kojom ¢e optimizovati odredene metrike. Ukoliko posmatramo F1 skor
kao harmonijsku sredinu preciznosti i odziva, Model 3 sa ovim postavkama pokazuje najbolje
performanse.

8. Zakljucak

Posmatrajuci rezultate dobijene u ovom radu vidimo zaSto je logisitcka regresija i dalje glavni
alat za modeliranje kreditnog skoringa. UoCavamo da ona daje jasne logi¢ne i dovoljno dobre
rezultate. U teorijskom delu rada naveli smo i alternativne metode modeliranja kreditnog rizika.
Njihov glavni nedostatak bi pored teze implementacije bio i nedostatak interpretabilnosti. Za
razliku od toga logisticka 1 statistiCke metode koje idu uz nju pruza mogucénost za procenu
veli¢ine efekta odredene nezavisne promenljive na krajnji ishod kao i ocenu medusobne
interakcije nezavisnih promenljivih.

Ovaj rad je imao za cilj da pored standardnog nacina primene logisticke regresije istu pokusa
da posmatra iz drugog ugla, tj. ne na standardni frekvencionisticki na¢in ve¢ pomoc¢u Bejzovog
zakljucivanja, metoda koje zadjih decenija postaju sve popularnije i popularnije. Ideja je da
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postujuc¢i ekspertska znanja, u ovom slucaju istorijska znanja o raspodeli iz koje poticu
parametric model, na osnovu dostupnih podataka pokusamo da formiramo posteriorne ocene
parametara logisticke regresije. Iza svega stoji Bejzova teorema, a kao nuzni alat namecu se
Monte Karlo lanci Markova kao probablisti¢ko resenje koje sluzi za uzorkovanje iz posteriorne
raspodele.

Rad se zavrSava poredenjem vise modela, gde su dva dobijena standardnom logistiCkom
regresijom a jedan primenom Bejzove logisticke regresije. Ono $to se namece kao zakljucak je
da je Bejzov pristup logisti¢koj regresiji uporediv sa pristupom standardne logisticke regresije,
i da u naSem slucaju daje skoro pa jednako dobre rezultate. Napomenimo da je model dobijen
Bejzovom logistickom regresijom sadrzao manje promenljivh uz slicne performanse, $to je u
modeliranju skoringa veoma pozeljno.

Smatramo da bi banke trebalo da razmtotre koriS¢enje Bejzove logisticke regresije jer pored
rezultata koji bi u zavisnosti od konkretnog koris¢enog MCMC algoritma, veli¢ine razvojnih,
validacionih 1 testnih skupova mogli da budu i bolji, sami operativni troskovi mogu biti
smanjeni. Ukolio se utvrdi da Bejzova logisti¢ka regresija daje rezultate ona moze posluZiti za
reviziju bankarskih modela, Sto bitno smanjuje troskve banke u poredenju sa razvojem modela
od pocetka.

Ono $to bi moglo biti predmet daljih istraZivanja su poredenje razli¢itth MCMC metoda u
Bejozovoj logistickoj regresiji. Takode veli¢ine skupova i stopa default-a samih skupova
koris¢¢enih u modeliranju/validaciji/testiranju bi trebalo da bude predmet dublje analize. Na
posletku kako se u bankama cCesto koristi WoE (weight of evidence) (pristup logistickoj
regresiji, gde se svaka promenljiva deli na kategorije, vrednosti koje su sli¢ne po rizi¢nosti) bilo
bi interesantno posmatrati kako se i da li se priorna znanja o samim granicama kategorija ili
WoE vrednostima mogu podvrgnuti Bejzovom zakljucivanju.
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