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" Mathematics is the queen of the sciences and number theory is the
queen of mathematics.”
Gauss

" Number theorists are like lotus — eaters —having tasted this food,
they can never give it up.”
Kronecker

7 A little bit of math can accomplish what all the guns and barbed
wire can't : a little bit of math can keep a secret.”
Snowden

7 A secret between two is a secret of God; a secret among three is
everybody's secret.”
French proverb
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IIpenrosop

Y oBoM pajy yrnosunaheMo ce ca nojMoM Kpunrorpaduje, HEKIUM
HEeHUM MeTOdaMa M IIPDUMEHaMa, Ka0 U eJIEMEHTUMa MaTeMaTHKe
KOju Cy MOTpeOHH 3a pa3yMeBamb-e u paj ca kpunrorpadujom. Io-
pen mojma kpunTorpaduja yrmozualiemo ce u ca 3HaAYCHEM MOjMa
creHorpadrja KOju ce 9eCcTo JIOBOJAU V BE3y Ca I0jMOM KPHITOI'Pa-
duja jep ce mu/beBU OBE JBE BemrTuHE joHexsie mokaanajy. umb
7 jeHe W APYyTe BEIITHHE je TajHO TPEHOIeme TOPyKa, ajl Cy
ajlaTy KOjU Ce KOPHUCTE Apyraduju. Ympaso ja 6u ce 6o/be yBUIE-
Jia pazymka m3mehy oBa aBa mojMa Ouhe JaTo HEKOJUKO IPUMEPa
creHorpaduje.






1 VYBoxg

1.1 IIlra je Teopuja 6pojeBa

Teopuja 6pojeBa je MaTeMaTU4Ka JUCIUIIAHA Koja ce 6aBU Ipoyda-
BalbeM 0coOHMHA OpojeBa, MpeTe:KHO IeInX W HpupogHux OpojeBa. Kama
rOBOPUMO O HPUPOJHUM OPOjeBUMa MUCJIMMO HA CKYIl YUjU CYy €JIEMEHTHU
opojesu: 1, 2, 3, 4... u o3HauaBamMo ra ca IV, JOK Kaja TOBOPUMO O MEJTHM
OpojeBUMa MUCJIUMO Ha CKYT duju cy eiqementu: 0, + 1,4+ 2, + 3, £ 4...
1 O3HaYaBaMo ra ca /.

C ob63upoM Ha TO Ja ce YOBEK OJI HajpaHHUJUX BpeMeHa CycpeTao ca
oBUM OpOjeBUMA, 3aKJ/byUyjeMO Jia Teopuja OpojeBa 1pejcraB/ba jeHY O/1
HAjCTApUjUX MaTeMaTudkuX aucnuiinia. [lojMoBu Koju ce u ganac yde
Y OCHOBHUM M CPEAIHBUM ITKOJaMa MO3HATU CY jOH_I O, aHTHYKOT ,ZLO6a.
[Ipumep Tora je Ilutaropmra Teopema, Koja ce W JaHAC YIU Y CEIMOM
paspely ocHOBHe ImKoJie. OCHM TOTa, MOCTOje AJTOPUTMHU KOJH CYy jOII
TaJl OTKPUBEHH, aJIk ce, 300T cBOje e(PUKACHOCTH, U Ja/be IPUMEY]y. Y
10 n06a KopuiiheH je m3pa3 apuTMETHKa, KOjH je CUHOHUM 33 TEOPHjy
Opojena, TauHuje, Teopuja OGpojeBa je OGuia HAa3WBaHA BUIIIOM apUTMeETH-
koM. lako je n3pa3 apuTMeTHKa 3aCTapeo W JIAHAC Ce BHUIIE He KOPUCTH
KaJIa ce TOBOPHU O Teopuju Opojesa, n jabe ce MoxKe Hallm y UMEeHHMa He-
KX MaTeMAaTHIKUX 00JACTH U TeopeMa, IIPUMEPH TOTa CY: apUTMETHUKe
dyHKIMje, OCHOBHA TEOpEMa aPUTMETUKE, APUTMETUKA eJIUIITUIHIX KPU-
BUX...

Teopuja OpojeBa cacToju ce 0 HEKOJUKO MOA00/1aCTH:
1. Enemenrapna teopuja 6pojena
2. Amanurmyuka teopuja OpojeBa
3. Aurebapcka Teopuja OpojeBa
4. T'eomerpujcka Teopuja OpojeBa
5. Kombunaropua teopuja dpojesa
6. Pauynapcka Teopuja OpojeBa

EisremenTtapua Teopuja 6pojeBa IpoydaBa Iejie OpojeBe, aJu TP TOM
He KOPUCTH TeXHUKE U3 JAPYTIUX MaTeMaTHIKuX obaactu. OBa obyact Ha-
BU Ce IUTabUMa, Je/bUBOCTH, (PaKTOpU3allije, OCTAIMMa U Pa3HUM CBOj-
CTBHMa MPOCTHX W CABPIEHNX OpojeBa u KOHrpyeHnuja (o mrMa hie moce
ouT peun).



Ananunrmuka Teopuja OpojeBa Takohe mpoyuasa mese OpojeBe, aan
IIpU TOM KOPHUCTH TeXHUKe KOje ce MPUMemY]y Y aHAJIN3U U KOMILIEKCHO)]
AHAJIU3H.

Anrebapcka Teopuja 6pojeBa IMpeacTaB/ba TEOPHjy OpojeBa IpUMeEme-
Hy Ha CKyll OpojeBa KOju je HPOIIMPEH €JIEMEHTUMA KOjU Ce HA3UBAjy
anrebapcku OpojeBu. Anredbapcku OpojeBH Cy HyJIe TMOJHHOMA Ca PaIlHo-
HAJTHUM KoepUInjeHTUMa, ajIu OHM caMu Hucy panuonajanu. ['eomerpuj-
cKa TeopHja OpojeBa, Mo3HaTa U Kao reoMeTpuja 6pojeBa, YBOJIM OCHOBHE
reoMeTpHjCcKe MOjMOBe y TeopHjy OGpojeBa.

Pauynapcka Teopuja 6pojeBa 1mpoydaBa aJropurMe KOju Cy BaxKHU 3a
Teopujy Opojesa. Heku o)1 HuX, MOMYT aJropuTamMa 3a IpoBepy Jia Jin je
Opoj mpocT m aaropuTMa 3a (pakTopU3aAIU]y IeanX OpojeBa, IPUMeEnY]y
ce y kpunrorpaduju u o mwuMa he KacHuje OUTH BHUIIE PEYEHO.

1.2 Illra je kpunrorpaduja

Kpunrorpaduja je nayka koja ce 6aBu mudpoBameM u JAenudpoBa-
weM nHdOopMaIyja pajiu BbUXOBOT OUyBakha WN cKpuBama. Haszns kpui-
Torpacduja HACTao je OJ I'PUYKUX pedr, kryptos ITO 3HAYU TajaH WA
CKpUBEH, U graphein IMTO 3HAYN TMUCATH, JAKJIEe Y TUPEKTHOM IIPEBOIY
Kpurrorpaduja 3Ha4n CKPUBEHO ITHCAHE.

[Tope nojma kKpunTorpaduje uMamMo u 1ojaMm crenorpaduja Koju ce

Takohe OJHOCH Ha IPeHOIlerme NopyKa y TajHocTu. [1aBHA omyimKa cTe-
Horpaduje je cakpuBaimbe mocTojama nopyke. I[Ipumep crenorpaduje je
NOCTOjarhe HeBUI/BUBOT MACTUJIA, HA MPUMED COK O JIUMYHA Ce TTOMeTIa
ca BOJIOM W IbUME Ce HAllUIle IOpYyKa Koja ce, Ka/l ce IMallup OCYIIu, He
BU/IM aJI TIOCTaje BUJ/bUBA Kaja ce manup HpubJMKi U3BOPY TOILIOTE,
Ha TpuMep TiaMeny ciehe.
Kon xkpunrorpaduje nocrojame mopyke HUje TajHOCT, ajad caMa IOPYKa
jecte. Ona omoryhaBa ja aBe cTpaHe KOMYHUITIPA]Y TPEKO ,,Hebe30e1HoT”
KaHaJ/la TaKo Jla HUKO JPYI'M He pasyMe IITa je PeYeHO.

HuwmweBu kpunrorpaduje cy:

1. Ouysame Tajuoctu uadopMalja (HUKO He CMe J1a OTKPHje caipzKaj
undopmanmja)

2. Ouysame unTerpurera nudopmanuja (Heoaanhiena ocoba He cMe
Ja u3Menn urdopmarnuje)

3. Ouypame ayrenTHIHOCTH HHbOpPManuja (IpoBepa UIACHTUTETA HO-
MIIIHAOTIA)

Enementu kpunrtorpaduje cy:



1. mudpoBame — MOCTyIaK KOJUM Ce YMT/bUB TEKCT MPEBOJIU y HEUH-
T/bUB

2. nemudpoBame — IMOCTYIAaK KOJUM ce IH(ppOBaH TEKCT IIPEBOJIH Y
YUTJHUB TEKCT

3. KJbyd — II0YETHA BPEJHOCT aJI'OPUTMa KOjU Ce KOPUCTH 3a Mudpo-
Bambe

ITopen kpunrorpaduje cycpehemo ce ca mojmom kKpunroanaansa. Kpurr-
TOAHAJIM3a je HayKa Koja IpoydaBa JemudpoBaimbe MudpoBaHOT TEKCTa
HPUWJIKKOM Yera HHje MO3HAT aJropuTaM 3a JemudpoBambe. Kpumnroana-
JIN3Y YIJIaBHOM KOPHCTH Tpeha cTpaHa Koja KeJil Ja ca3Ha caaprKaj TeK-
cTa KOjU jOj HUje HaMeWmeH, aJl KOPUCTE je W AU3ajHepH aJrOpuTamMa aa
O yTBPAUJIA CUTYPHOCT &JITOPUTMA.

Mowwnmbanal Mpumanal

Hanagau

[Ipuka3 momm/baoria 1 NpUMAaoIa MOPYKe U Halalada KOju IOKYIIaBa
Jla Ca3Ha MOPYKY

Kpunroanaiusza je objiact kKoja je modesia ja ce pa3Buja HEIITO Ka-
cuuje Hero kpunroradpuja. Ca mEHHM pa3BOjeM HaCTaje U HOBAa MaTeMa-
THUYKa 00JIACT, TI0/I HA3WBOM KPHUIITO/IOTHja, KOjy YuHe Kpunrorpaduja u



KPHUIITOAHAIN3a. Y IPABO 300r TOTra, JAHAIIHLA KPUIITOIO3H Cy MPETeXkHO
MaTeMaTH4IapHu.

C o63upoM Ha TO Jia je KpunrTorpaduja odaact Koja ce Beh jyro passu-
ja, BpeMeHOM je HAIIPaBJ/beHO BHIIIEe MojIea mudapa Koje ce pa3auKkyjy y
MOje/IMHUM aclekTuMa. ¥ jlajbemM TekcTy Ouhe naBejene Bpcre mudapa
1 HAYUH Ha KOjU UX KJIacuPUKYyjemo.

Axko ruteramo g pe y 0IHOCY HA TO KakaB aidabeT KOPUCTe, MaMOo:

1. Iommandaberne mudpe — 3a cBako cja0BO ajdabera MocToje JaBa
UM BHUIIE CI0Ba KOja ra MOTY 3aMEHUTH;

2. Monoandaberne mudpe — cBako cioBo andadeTa ce 3aMerbyje Tad-
HO jeJHUM CJI0BOM aJichabera.

AKo riegamMo K/byd KOju Iudpe KOPUCTE, OHJIA MX MOMKEMO MOAETUTH
Ha:

1. Cumerpuune mudpe — TO cy oHe HIUdpe 3a Koje, aKO 3HAMO (PYHK-
1K)y Koja je KopumheHa 3a mudpoBame, MOXKEMO JIAKO 12 OIpeIu-
MO (DYHKIIH]Y MTOMONY KOje MOxXKeMO AelndpoBaTH TEKCT;

2. Acumerpuune mudpe — mudpe 3a Koje, AKO 3HAMO PYHKIN]Y KOja
je xkopumihiena 3a mudpoBame, HITAK HUCMO Y CTaIby Jia OJIPEIUMO
dbyukujy nomohy koje Mozkemo gemudpoBaTu HOPyKy (OBHM IIu-
dbpama he 6urn nocsehena nmocebHa naXKmwa y 0OBOM pajy);

3. Xubpujne mudpe — Kao IMITO ce MOXKe IPETIOCTABUTH HA OCHOBY
UMeHa, oBe mudpe KOPUCTe U CUMETPUIHE H aCUMETPHUHE KJbYUe-
BE.

Caeneha mogena je mpeMa BPCTH OIepalyja Koje ce KOpucTe npu mudpo-
Balby, 1 TY UMaMO:

1. Cyncrurynnone mudpe — mudpe y KOjuMa ce CJI0BA 3aMemyjy He-
KUM JIDYI'UM CJIOBUMA TaKO JIa C€ OPUI'MHAJIHA CJIOBA M HE MOpajy
jaB/baTH y TEKCTY Koju ce mudpyje;

2. Tpancrnozunuone mudpe — mudpe y KojuMa CJIOBA OPHTHHAJIHOT
TEKCTa OCTa]y WCTa, aJl Ce MeHmha IUXOB PEIOCTIE/T;

3. Xubpunnae mmdpe — CIMIHO KA0 U Y MPETXOHO] TOAETH, OB
xubpuaHe mudpe npeacTapbajy KOMOMHAIU]Y CYICTUTYIHOHUX U
TPAHCIIO3UIMUOHUX UM PH.

Cneneha mozena je mpema HaYWMHy Ha KOju ce obpabhyje TekcT Koju ce
mudpyje:

10



1. BuiokoBHe 1Hdpe — KO HUX Ce TEKCT Jieju Ha OJOKOBE KOju ce
nocebHo mudpyjy;

2. Ilporoune mugdpe — TeKcT Koju ce mudpyje ce rJiejia Kao Hu3 3Ha-
KOBa 0e3 Mpekujia, Tj. Hema 0J0KOBa Koju ce mocedbno mudpy;jy.

3a Kpaj, UMaMo oIl MoJAeIy IIpeMa HaduHy Koju Tpeha cTpaHa KOPUCTH
Jia 6u oTKpmia MmudpoBaHy MOPYKY:

1. KomnpoMuTOBaHW aITOPUTMHU — YWHE je aJTOPUTHU KOje Cy Hala-
Jadn Beh jgeTa/bHO aHAJM3UPa/Id 300T Yera Cy UM MO3HATH HAYUHU
3a JICKpUIIKjy. Y OBy TPYIy craja BehuHa ajropuraMa KOju Cy
HaM MTO3HATH;

2. HekoMIpoOMHUTOBaHH aJrOPUTMU — Cy OHU AJTOPUTMH 34 KOj€ Cy 0~
KyTIaju 3a JEKPUIInjy 3a caja oezycrennu. [Ipumep TakBor ajaro-
putMma je PCA anropuram na Koju hemo mocebno o6paTuTu HazxKiby

Y OBOM PaJy;

3. Heanasmsmpanu aJropuTMu — BeoMa MaJia Ipylia y Kojoj ce HaJjase
AJITOPUTMHU 3a Koje joIl Huje OMJIO MOKyIIaja JemudpoBama 6e3
yHampes mo3nare mudpe.
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2 MHcropuja

2.1 Pane mudpe u crerHorpadcdpuja

Kpunrorpaduja, ogHocHo mudpoBambe UId KOIUPahe, KOPUCTU Ce
XubajgamMa roguHa. CrapraHiiy ¢y IpBH KOjU €y KOPUCTUIN KPUIITOTPa-
dujy y Bojue cpxe. OHU Cy KOPUCTHUJIM HAIIPABY KOja C€ HA3WBA CKUTAJI
1 KOja je ycTBapu OmJia JPBEHU IITall Ca HAMOTAHOM TPAKOM Ha KOjy ce
OH/Ia XOPU30HTAJIHO MHCAJIa MOPyKa, KOja caMUM THM He Ou Morja ouTu
npodyuTaHa ako 6 ce Tpaka oaMoTasa ca mrTamna. Mcro Tako, mopyka He
O OMa YUT/bHBA aKO OM ce HaMOTaJIa Ha IITal Japyre jgeb/bune. Jemgu-
HM HA4YWH JIa Ce MOpyKa IPOYUTa jecTe Jla ce Tpaka Ha KOjoj je nopyka
HaMOTa Ha ITall KOju je mcre jieb/buHe Kao OHaj Ha KOM je Tpaka Omia
KaJa je MopyKa HalucaHa.

Ckurana

Konmko je moznaro, CnapTraliu cy U OPBU KOJU CY KOPUCTUJINA CTEHO-
rpacujy. ¥ IpHIOr TOME TOBOPH aHerJ0Ta U3 cejiMe KIbUTe Xepoa0TOBOT
nena ,Vcropuja“ Koja roBopu 0 HaMepHu IepCcHjcKor Kpasba Kcepkca ma
ocsoju I'puky, Tagammy Xenaay. Haume, /lemeparoc, koju je Hekajga 6uo
kpasb CrapTe u KOju je M3 HCTe MpoTepaH, ca3Hao je 3a Kcepkcose HaMmepe
u pemno je ga obapectu Crapranre. /la ne 6u 6uo yxsahen, Tto je ypa-
JH0 Ha caefiehi HAYHH: Y3€0 je JIPBeHY MJI0Yy IPEeJUBeHY BOCKOM (TakBe
II04e Cy ce y To 100a KOPUCTUIIE 3a MUCAFhe) U CKUHYO BOCAK M HAIW-
Ca0 IMOPYKY JUPEKTHO Ha JIPBETY, 3aTUM je JIPBO OHOBO MPEJIHO BOCKOM
TaKO Jia ce HUITa Huje Bujaea0. Ha Taj HauYwH je mopyka morja ja Oyje
npeHeceHa a Jia HUKO He MOMUC/IN Ja oHa noctoju. Mehytum, Henpuinka
ce jaBmJia Kaja je mopyka monura y Croapty jep Tajanmsu Kpasb Crapre,
JleoHna, M HErOBU JBYAM HEUCY 3HAJIH IITA Ja paje ca oM. [Ipodiem
je pemuiia Jleonujuna cynpyra, ['opra, Koja je npejjioxKuja Jjia ce Bocak
ckune ca miao4de. Hakon mTo cy je nocaymraiu 6uiau ¢y y Mmoryhuoctu jaa
NPOYUTAjy MUCMO U JIa T'a 3aTUM TPOCJe/e OCTAIUM TOJTUCUMA. Y IPaBO
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3001 oBe mopyke I'puka je ycresa ja ce ogbpanu o KcepkcoBor Hamaa
u ja cupeun mupemne [lepcuje ka EBporu.

JOIII jejlaH 3aHUMJ/BUB IIPUMEP NPHMeHe cTeHorpaduje uMaMo y 1eToj
XepoI0TOBOj KIbU3W Y Je1y KOju ToBopH o oncaan Hakca. Xuctujej, Koju
je HeBoJbHO Omo stonupan y Cy3u, XTeo je jJa nopydn Apucraropu, Koju je
Ba1aa0 y Muery, 1a je Bpeme jia ce nojurue ycranak. Jla 6u To ypa/no,
obpujao je ryiaBy CBOT' HajBepHHUjer poba W Ha O] UCTETOBHPAO MHCMO
3a Apucraropy. YuMm je Koca mopacia JIOBO/BHO Ja Ce IIHCMO He BHIN
Xucrujej je mocaao podba Apucraropu y3 Hapeady Ia Kazke Apucraropn
Jia My obpuje rjiaBy u norjiejia je. Mcro kao u y npumepy ca JpBeTOM U
BOCKOM, HH OBJIe HUKO HUje HU ITPETIOCTABUO Ja MOCTOJU TTOPYKa Koja je
CaKpUBEHA Ha TJIABU W HUCIIOJ KOCE jeTHOT poda.

Crenehu npumep, 107a31 HaM U3, Ja KaxKeMO, HOBUje HCTOPHje, jecTe
HAYMH ILUIeTema Koce poboBa v AMepHI U BUXOB HAUYUH ILIecama. Be-
POBATHO CMO CBH MMAJIM MPUJIUKE J1a, Oap HA TeJIeBU3UjH, BUINMO 3aHU-
MJbHBe mape Koje Adpoamepukaniu crBapajy ymwanhyhu cBojy Kocy, ajn
MaJI0 KO 3Ha Ja Taj HAYWH ILJIETEHha BOAH TMOPEKJI0 U3 POOOBIACHUIKHAX
BpeMeHa. Y TO Bpeme, poOOBUMa Ha ILTAHTaXKaMa HHje OUJIO JT03BOJHEHO
JIa YUTAjy U MUIIY U BpeMeHoM BehnHa poOOBIACHHUKA, je yCIlesIa Ja HayIu
IbUXOB je3WK JOBOJHHO JIa HX pa3yMe Ia cy MopaJin jJa Hahy Apyru HauUnH
3a npenomieme uadopmarnuja. Taj naunn je 6uo nereme Koce. Kako cy
YrJ1aBHOM CBH paJWJjid Ha BEJIUKHUM IIaHTazKaMa, OHH KOjI/I Cy IJIaHHUPa-
Jii Ja moberny Ha IJiaBaMa Cy ILJIeIU IJIETeHHIE Koje Cy yCTBapu Ouse
Male IyTa KojuM je Tpebaso uhu. Ha npumep, mieTeHuie Koje cy HIILIe
y3 TJIaBy €y TpelcTaB/bajie MYyT KOjuM je Tpebano uhm ma 6m ce mobe-
[JIO, aKO OM HeKa IJIeTeHuIa On/Ia YMOTAHa TAKO Ja M3TJIe/a Kao mmyzKuh,
npejcTaB/bajia je IIaHuHy WId Op/o mopes Kojer je Tpebajo mpohu u
TakKo jmajbe... OCUM Tora, IIEeTEeHUIEe CY UM CJIYKUJIE JIa ¥ UM CAaKPH]y
Jenulie 37aTa U ceMeHa Koja 61, KaJi Ou ce HAILIA Ha CJ000IU, 3aCa TN
u y3rajasiau. HazkaJiocT, 3a 0BO HeMa IIHCAHHX JI0Ka3a Beh caMo yecMeHHX
npejama, ajJu YIPKOC TOMe, CMaTpajia caM Ja je BaXKHO IOMEHYTH.
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[Tpumepn mieTeHHIA KOje €y ce Taese

OcuM 1iereHnna, 3aHEM/BHBO j€ CIIOMEHYTH ILJIeC Kalyepy KOju je
Hactao mehy kosionnjama pobosa y Bpasuiry koje cy Texxuie jia Bexkbajy
cBoje Oopusiauke BemTuHe. Kako To HEje OUJIO JTO3BOJHEHO, PA3BUINA CY
BPCTY ILIeca KOJjH Y ceOHM CaJIp2KU JIOCTa aKpoOaTHUKe M yj1apalla KOju
IbUXOBUM BJIACHUIIUMA HUCY JEJOBAJIH CYMILUBO, a IhUMa je omoryhasaJio
Jia BexkOajy u Ja yeiyT HpeHoce KyJATypy U TPaJIUIijy.

Kamyepa
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OBo cy Ouan npumepu r7e je cTeHOrpaduja YCHIenrHo MPUMemneHa aJi,
HAZKaJIOCT, UMa M mpuMepa riae Huje. Takas je npumep Mapuje Ctjyapr,
KOja je TOKOM 3apobJpeHUIITBa Kol cep Bosicuarema, y3 nmomoh miemuha
Enrtonnja Babunrrona, KoBaJja miaH jga ce ocio0oau. Fbuxosa nucma cy
HPEHOIIeHa Y TajHO] 1perpajiu y Oypajii ca IMHUBOM, ajd OHO ILITO HUCY
3HaIM je 7a je Mapujun crpazkap ca3Hao 3a mucMa u cjao ux Boscns-
remy, Koju ux je untao 0e3 Mapujunor u Babunrronosor 3uarma u 4ekao
HOBOJHHY NPHIUKY KOja je Jomuia Kaja je Babunrronm Mapuju namucao
JleTajbe TIaHA U WMeHa CBUX YKJbYUeHUX.

Mozke ce upumMeruTu Jia je y OBUM IIPUMEpUMa 1IOPYyKa KOJy je Tpe-
OaJio npeHeTH OWJIA W3JI0KEHA jJAaBHOCTU M OMJIO KO je Morao ja johe j1o
e, CaMo J1a je 3Ha0 Ja oHa mocToju. Ty ce Kpuje K/byUuHa Pas3/IinKa U3Me-
hy kpunrorpaduje u creHorpaduje, jep Koja Kpunrorpaduje cynpoTHa
CTpaHa 3Ha Jia MOPYKa MOCTOju, MOZK Ta e 9ak U ycrmeTu jia nobhe 10 mwe,
alm ako He Oyde 3Hada Ja je demudpyje, cBe je To y3aayano. ok, ca
JIpyre cTpaHe, ako O Jipyra cTpaHa ca3Hajia 3a CTeHOrpadCKU CaKpuBe-
HY TMOPYKY W JIOTILIA JI0 e, 0JMax Ou je 3HaJja, yrmpanBo 300T Tora je Ko/
creHorpadurje K/BYIHO TO Ja APYyra CTpaHa He 3Ha 3a MOCTOjame MOPYKe.

Cagza kaja je pasiuka uzMmehy kpunrorpaduje u crenorpaduje jacua,

MOYKEMO Ce BPAaTUTH MOjMY KpuITorpaduja U BUIETH jOIT HEKe UCTOPU]-
CKe [PUMEPE TJIe Ce OHA NMPUMEIHLUBAJIA.
ITosnaro je n xa je Ile3zap kopuctuo kpunrorpadujy Kaja je cjao mopy-
ke. HamMme oH je 3aMemUBa0 CcBa cJIOBa y MOPYIW HA yHAIpe ofpehen
HauwH. PeruMo J1a mopyka Kojy je XTeo ja mnomaJbe riacu: ,Hanax”. Taza
Ou cBa cJI0Ba 3aMEHUO CJIOBUMA KOja Cy TPHU CJIOBA UCTPeN HhuX. Y Tadean
Cy HaBeJIeHa CBa CJIOBa a30y4YHUM peJIOM, Ty BUJIHUMO Jia Cy CJIOBa H, &,
m, 1 peaom 16, 1, 19 u 5. c10BO, Ha/be HBUX 3aMeEmYjeMO CJI0BAMA KOja Cy
Ha 19, 4, 22 n 8. mecTy.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A b B I' I B E K 3 1N J K J /b M
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
H B O II P C T H ¥V & X I 4 II II

Jlaxse mudpoBaHa MOpyKa IJIACH: ,JITTIK .
[Ipumastan mopyke, ja 6u gemrmdgpoBao MOpyKy, Tpeda cBaKO CJI0BO Ja
3aMeHHU CJIOBOM KOje ce HaJIa3u TPHU CJIOBA IIpe HAIMMCAHOT CJ0BA. Y IIPaBO
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300r TOTa OBaj HAYWMH MKU(POBAIHA IPUTAJIA BPCTH UM PU KOje Ha3NBaAMO
CYHICTUTYIUOHE Iudpe.

[Ipumehyjemo na ce Beh y oBoM, HajcTapujeM MO3HATOM HAYHUHY IHU-
dpoBama, IpuMemyje Teopuja o6pojeBa. Hamme, rHeka je m 6poj Koju cmo
JIOJICJINJIA CJIOBY Yy OPMI'MHAJIHO] HOPYIM U HeKa je ¢ Opoj Koju ojrosa-
pa CJIOBY KOJUM MEIhaMO TIOYEeTHO CJIOBO MPUIMKOM IdpoBamba. bpoj
3, olHOCHO OpOj MecTa 3a KOJUKO MOMEpPaMO CJIOBA HA3WBAMO KJbyd U
obesiexkuhemo ra ca k. Caja Baxku j1a je

c=m+k (mod 29),k € Zy (1)

i mozkemo ocmarpatu Ha ciaenehu wadun: f(m) = m+3 (mod 29),
Taja je muapepsna gpynkmmja f~1(c) = c—3 (mod 29). ®yukunjy f Kopu-
cruMo npuiankoM 1 posama, a GyHKIujy [~ KOPHCTEMO IPHIHKOM
JermudpoBama MopykKe.

Hapagno, jia 6u oBaj naunn mudpoBama pajano, moTpedHo je jia ocoba
KOja IpHUMa MOPYKY 3HA Ha KOjU je HAUYMH IIOpyKa MUuGpPOBaHA, OJHOCHO
noTpebHO je Ja 3Ha KJbyd Jla Ou Morao jJa je jgemmudpyje.

Ako 6m mopyka mocmesa JI0 morpemtHe ocobe, Ta ocoba He OH MOIIa
JIAKO J[a TPOYUTA MOPYKY 0e3 K/byda, ajii MOCTOja Il Cy HAYUHU 3a TO.
Jenan o)1 HaumHa je Oujio ucnpobaBame cBUX Moryhux 6pojeBa Koju Mo-
ry OuTu K/byd. ¥ HallleM IMpUMepy TUX OpojeBa Ouuriae Ho uMa 29 1mrTo
HaM roBopH Ja Ou ce mopykKa Ha Kpajy yciesa jgemudpoBaTd U 6e3 KJby-
Ya, aJIi TO 3aXTeBa BEJIUKY KOJUYUHY BpeMeHa. /pyru Hauwn Hasupa ce
aHAIN3a y4IeCTAJOCTH U 3aXTeBa MO3HABAE YyUeCTAJOCTH CJIOBA Yy je3H-
ky. OHOCHO, 18 6U Ce TPUMEHI/IA 0Ba METO/Ia MOTPEOHO je 3HATH KOjOM
ydecTajomhy ce npuMerbyje Koje CJIOBO Y je3WKy Ha KOM je HalhcaHa
mudpa, a 3aTUM IOIVIEJATH KOje CJOBO Ce HAajBHINE IIyTa IOjaB/byje y
Mu@POBAHOM TEKCTY W Ha OCHOBY TOTa MPETTOCTABUTH KOJU je KIbyd,
aKO TaKO HAIPaB/LEHU KJbyd HHUje OJroBapajyhu Moxke ce MOKyIIaTu €a
JAPYTUM CJOBOM H TaKO JIOK Ce He yCIe.

Kako ce Jby/ICcKO 3HaIE pa3BUjajio, a cCaMUM TUM W MOTYNHOCT JIaK-
mier JiemudpoBarmba, Tako ce u Kpunrorpaduja passujana. [Ipsu koju cy
JemudpoBaIn MOpyKe 6e3 Kbyda, OJHOCHO MNPUMEHHUBAJIA KPUITOAHA-
au3y, oumn ¢y Apanu. Fbuxopa npegnocT Ouiia ¢y BUCOKA MAaTEeMATHUIKA,
CTATHCTUYKA W JHHIBHCTHYKA nocTurayha. 3axpamyjyhu mumMa youmin
Cy CJIOBa KOja ce TojaB/byjy dernihe oj JPYIuX, CJIOBa Koja ce Hajderrhe
M0jaBJbY]y 3aje/IHO, U Ha Taj HAYUH Cy YCIeIN Jia MpUMeHe IPBY aHAIu3Y
VYIECTATOCTH.
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2.2 Bwmxenepona mmdpa

[e3apoBa mudpa je 6maa npuMep MoHoasdaberne mudpe, Tj. -
dpe Koja Kopuctu camo jeany a3oyky. Hakon me HacTaje Bumeas0OydHa,
0JIHOCHO ToJsinajdaderHa, mudpa Koja, Kao IITO CaMO HUMe KaxKe, KO-
pucTtu Buiiie a3dyka. JenaH oj1 HajlO3HATUjUX HpuMepa noanasapadberHe
mudpe je Buxkeneposa mudpa.

Buzkenepopa mudpa je mobuiia ume 10 (ppaHIycKoM Kpunrorpady
Baesy ne Buxxenepy!, kome cy, y 19. BeKy, HOrpeIIHO OIPUIACAHE 3aCIyTe
3a meHo orkpuhe. /lanac HaM je mo3HaTO Aa je Ty Mudpy IPBU CIIOMUHHA0
Urammjan Dosan Barucra Benaco?.

Busxeneposn mudapuuk 3a mudpoBame KOPUCTH ped win (ppasy, Ko-
]y Ha3WBaMO KJbY4, Y KOjO] C€ CBAKO CJOBO 3aMEHH HerOBOM HyMePUIKOM
BpeHOCTH. [IpuTOoM uceTo cJIOBO He MOpa, CBaKHM MyT KaJI ce TMOjaBh, Ou-
TH 3aMemeHo uctoM BpemHomnhy. [locToje nBa Haumma jga ce mpuMeHu
Buxxeneposa mmudpa, aan Hajupe ce mMopyka Koja ce mudpyje e Ha
OJIOKOBe OHE JIy’KWHEe KOJINKA je Ay KWHa pedn uin (rpase Koja ce KOPUCTH
3a mudposame. Ilocae oBora umamo jse moryhuocTu.

[IpBa MoryhHocT je j1a ce CBaKO CJIOBO 3aMEHH CBOjOM HYMEPUUKOM
speauomnhy y Tabaunu (Moxke ce KopuctuTd Tabauna momnyTt oHe y Ile-
3apoBoj mudpu). Vcro ce ypagau u ca kbydem. Heka cy y Tom cirydajy
ki, ..., k, HyMepu4dKe BPEJHOCTH CJIOBA KOja YUHE KJbyd, & My, ..., M,
HyMepUYKe BPEIHOCTH CJI0Ba y OjiokoBUMa mopyke. Caja CBaKy HyMe-
PUYKY BPETHOCT CJOBa y HMOPYIU 3aMembyjeMO HYMePUIKOM BpeIHONThY
KOjy smobujamo Ha ciaegehn HaduH:

¢ =m;+k;  (mod 29) (2)

Cana nmobujene 6pojeBe 3aMEHUMO CJIOBHMA KOja MM OrOBapajy u J100uin
cMO mudpPOBaHY MOPYKY.
Ounrsenao, ga 6u ce oBo JernudpoBaso TOTPEOHO je TPUMEHUTH CAUIHY

byaxmmjy:
m; =¢; —k;  (mod 29). (3)

Hakme, mpBu 610K 1udapa, 0IHOCHO HUXOBY HYMEPUUIKY BPETHOCT
cabmpaMo ca 6pojeM KOju OATroBapa IIPBOM CJI0BY K/by4a I TJIeIaMO IbIX0B
ocrarak Ipu Je/beby ca OpojeM 1udapa Koje kopucrumo. bpojese us
Jpyror 6Jioka cabupamo ca 6pojemM Koju ofrosapa JApyroM CJIOBY KJbyda

!Blaise de Vigenere (1523 - 1596) - dbpanityckn aumiomara, Kpuntorpad, mpeso-
JIAJIALL B XeMUIap
2Giovan Battista Bellaso (1505 - Hemo3maTo) - HTaJIMjaHCKH KPHTITOIOT
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U UCTO TJIEAMO OCTaTaK mpu Jesbemy. OBaj MOCTyIaK HACTABUMO CBe
JIOK IMHMpPYyjeMo Teay HOPYKY, a aKo y HEKOM MOMEHTY HCKOPHCTUMO
cBa CJIOBa KJby4a, oHIa KpehieMmo omer ox modeTHOr cjosa. AKo ce mecn
JIa KJbYY HMMa BHIIE CJI0BA HEro IITO je OJIOKOBA, OHIA CaAMO CTaHEMO
ka1 mudpyjeMmo cBa cjoBa. Takohe ce moxke jiecuTu Ja je HOCJIeIHU
010k Kpahu o ocTajux ajaum TO HE MPeCTaB/ba MPObIeM, y TOM Caydajy
CJIOBA KOja Cy HAM OCTaJia Y MOCJeIHeM OJIOKY MmudpyjeMo y CKIaLy ca
HPABHINMA.

Ha npumep, Heka je mopyka Kojy xohemo na nomassemo: Henpujaresn
jona3u, u #Heka je kpyd: Crosuna. Tana cy 6/0k0BU KOje g00ujaMo u
HIXOBe HyMepHIKe BpenHocTH (mpeyserTe n3 Tabumie Koja je cTaBbeHa
ko7, [lesapose mmdpe):

Hempuja - 15, 6, 18,19, 9, 10, 0

Tesbsio0a - 21, 6, 13, 4, 17, 12, 0

3m- 8,9

Kibyu je cronuma, ognocuo 20, 21, 17, 12, 9, 26, 0, na 6pojeBe y npBom
peny Tpeba cabparu ca 20, 6pojese y apyrom pejay ca 21 u y Tpehem peay
9 u reaT HUXOB OCTATAK IIPH Jie/beiby ca 29. Tama modujamo: 6, 26, 9,
10, 0, 1, 20, 13, 27, 5, 25, 9, 4, 21, 25, 26 mTO je MUbPOBAH TEKCT KOjU ce
maJbe. AKO XKeJIMMO, MOXKEeMO Te OpojeBe IPEeTBOPUTH Y CJIOBA IPHU UeMY
Ji00ujamo: enujadc/bal)Xuarxil, ma Tako HoC/JaTH MOPYKY.

Jpyru wauwn je mpumena Burkenepose Tabuuie (Koja ce Hama3uw Ha
caeneho] crpann), Koja je mo3Hara U Kao BuKeHepOB KBaJpar, KOju ce
cactoju oj ajdadeTa H3HOBA HAIIMCAHOT Y HOBOM eIy TaKO Ja je CBaKO
CJIOBO CBAKH IIYT TIOMEPEHO 3a jeJHO MecTo. CBaKH peJl 3aIIpaBo OJIroBapa
Hekoj o1 moryhux komOunarnuja Ilezapose mudpe. Paszsiuka je y Tome
IIITO C€ Y HEKOM MOMEHTY I poBama Mpeta3n y APYyru pej u CJA0Ba ce
3aMemyjy 1o mpaBmiIy Koje je y Tom peay. Koju he ce pen kopucturn
3aBUCH YIIPaBO oJ KJbyda. Penumo ma xohemo ja momabeMo MOPYKY:
Hamnan 31ecna. Heka je kby4a: Bp3o. [lomTo ped 6p3o nMma 4eTHpH CI0Ba,
upsu OJIOK Cy 1IPBa Y€TUPH CJIOBA: Halla, a HOIITO je IIPBO CJOBO KJby4a
b y Tabnunu riieaMo BpCeTy Koja je Koi cjioBa b u Ha Taj HAYUH MEerhaMo
cioBa. Ciiesreha yeTnpu cJI0Ba MEHAMO Y CKJIQLY Ca ITPOMEHOM K0ja je KO/T
ciosa P jep je To apyro cioBo k/byda. Ca OBUM IOCTYHIKOM HACTABUIMO
JIOK He IHpPYjeMo 1eo TEKCT.
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Buxenepoa tabsimiia 3a abeney

Cne 0BO cy Omn mpumepn mudPoBamba y KOjuMa je moTpebHO CKPUBa-
TH KJbYY KOjH je MpPeTXoHo yTBphen, MehyTum ca pa3BojeMm mMareMaTHuKe

OTKPHUBEHU Cy MOJIeIN MudpoBamba KOju CBOje K/bydeBe jaBHO 00jaBIby]y.

O mumMma he Bume peun 6utu y ciemeheM TorIaBby.

2.3 Euxnurma

Peu ennrma (Ha TpUKOM @inigma - 3arOHETKA) O3HAYABA HEIITO MITO
HaM je HelO03HATo, IITO He MOKeMO fa permuMo. [logetkom 20. Beka He-

mar Aptyp Ilep6ujyc® je KoHCTpyHcao MalInHy 3a MHQPOBame Paiuo-

TeserpadcKux mopyka Kojoj je mao nazup Enurma. [lepbujyc je mokyimao
Jla 3auHTepecyje japHoct 3a Eaurmy, mehyrum oBa MalinHa je IpUByKJIa

Hakmy HeMadKe BOjCKe KOja Jy je KopHucTujia TOKOM JIpyror cBerckor

para.

3 Arthur Scherbius (1878 - 1929) - HeMauKy HHKembeP
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Kao mrro BuganMo Ha ciauinm Ha cjiejehoj cTpaHu, oBa clipaBa I0/Ce-
ha ma mucahy mamumny. Ca upenme cTpane uMa Tactarypy ca 26 cjiosa
aberesie u 26 cHjaJmIa O KOJUX CBaKa IpPeJCTaBa/ba IO jeJHO CJIOBO.
Cactojasta ce oJ1 TacTaType M Ba/baKa KOJU CY UMAJU CTPYjHE KOHTAKTE
KOjU Cy HPEHOCHJIN CTPYJY O/ TacTepa KOju je NPUTHCHYT KPO3 Ba/bak I1a
CBe JI0 cHjaJIuIle Koja o3HavaBa ojipeheHo €JI0BO M KOja MOTOM 3acCBETJIN.
Hakon miTo ce jejan tacrep MPUTHUCHE, BA/bIIU €€ OKPEHY TaKO Ja, KaJl
OMCMO caJ] MPUTHCHYJIN UCTH TAaCTep, 3acBeTies1a O1 CHjaTHIa KOJI JIPYTor
cinoBa. Ha Taj mauun ce mobujasa mmdpa Koja ce HUje MOIVIA Pa3OUTH
jep je jelHO MCTO CJIOBO CBakKW nyT Omjo apyraduje mudposano. OBa-
KO cy ce mugponajie u jenmdponasie nopyke nomohy Enurme. [Topyka
ce yHOCMJIa TIoMohy Tacrarype, a mudpoBaHa MOpykKa OW W3JIa3Wja, Tj.
YuTaaa ce moMoly cujasura.

Crangapana Mamria EaurMa je numasia 3 BaJbKa IITO Ha IIPBU MOIJIE]T
He Jeyje MyHO, aJIi TO je JaBaJjo Yak 17576 modeTHUX MOI0Kaja BabaKa
(o gera je u 3aBucHsIO MUbPOBALE).

JlakJjie, moITo UMaMo TPHU BaJbKa, OPOj HAUYMHA J1a C€ OHHU PACIIOpe/ie
je 3-2-1=6. Cpaku Ba/baK MOXKEMO JIOBECTU Y MOYETHHU TOJOXKA] KOjU
npuKasyje jeano oa 26 cjioBa abenejie, a MOMTO UMaMO 3 Ba/bKa, OHH HaM
najy 26 -26-26 = 17576 moueTHUX MoOJIOXKaja KOju ce pa3aukyjy. Kamga to
MOMHOXKHMO ca 6 moryhux pacnopeja Basbaka, godujamo 105456 paziiu-
quTuX KomoOujanuja mudpe. Kama norienamo oBe 6pojese, nocraje MHOIO
jacumje 3amrro 1mudpe Huje 6mao moryhe gemudpoaru 6e3 Enurme. 1lo-
peJi Tora, IoCTOjao je HaYuH JIa ce mMudpoBambe J10JaTHO ,,3aKOMILTHKYje"
TaKo IITO Cy ce CTPYjHA KOJa KOja cy IMOBe3HBaJia CJ0OBa MOIJIA 3aMeHHU-
TH, MITO je jJojaTHo noBehasajio 6poj moryhux kombunanuja. Ha ocHoBy
CBera OBJIe PEUeHOT, Jla Ce 3aK/byIUTH J1a je TOPYKy mudpoBaHy moMohy
Enurme 6umno moryhe memmudpoarn camo momohy apyre Euurme, n to
aKo ce 3Ha Kako je mpBa Enurma ,mojeriena’.
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[Ipumepax Enurme

3a Enurmy ce 3amaTepecoBajia HEMAdKa BOjCKa KOja je yOp30 HAmpaBu-
Jla €¢BOjy Bepaujy obor ypebaja koju je, mpej modetak /Ipyror cserckor
paTa, ©Mao 4ak 5 poropa. Mako je ¢dppannycka u Opurancka Bojcka Beh
1931. roguHe 3HAJMA Ja MTOCTOjU OBa MAIWHA U Y€MY CIYKW, HUCY yCIle-
JI J1a pa3oTKpujy mweny mudpy. To je ycuesao Tek 1mo/bCKOM TUMY KOjU
je mpenBoano maremarndap Mapjan PajeBcku. 3axBasbyjyhu oBoM TuMy
ITospcka je ox 1933. mo 1938. rogune mpaTmia MOpyKe HEMAUYKe apMuje,
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a kaja cy 1939. caznanm ja ce npunpema mHBas3uja Ha [lo/bCKy, cBOja
orkpuha cy mpocseammu Oputanckoj Bojciu. Tana cy Hemnu nosehasiu
CUT'YpPHOCT IHppoBamba TakKo mTo cy 6poj poropa ca 3 nopehasu Ha 1o-
MEHYTHX 5 POTOPA U TAKO IITO Cy CBAKU JaH MEHhAJI HAYNH MN(POBabHa,
IITO je JI0JIATHO OTexKaJio pasdbujarbe mudpe.

SarnM/bUB je HauWH HA KOju cy Bpurancka n @panHirycka Bojcka 10-
e jio mamunae, Haume, Hemar Xanc Twio IImut, koju je u3 dpunan-
CUjCKUX pa3Jiora M ocBeTe 300T DENTIACHOT OTHYIITamka U3 BOjCKe TOKOM
[IpBor cBerckor pata, ¢ppaHIycKo] 00aBeIITajHOj CAYKOH TO3BOJIHO 1A
dororpaduiie yiycrsa 3a ynorpedy Enurme, kao u jHesne mudpe koje
cy ce Kopuctujie y centeMoOpy u okTodopy 1932. Kacuuje ra je ynpaso
dpaniycka obasenitajHa ciayzxKba ogasa Hemmmma 300r gera je 3aBpnino
y 3aTBOpY Vv bepauny rie ce yOno TpoBameM.

Haxkon mro je Ilosbcka nogenunia cBoja casHamba, JeMIA(POBaLE 1M0-
pyKa Koje cy mocaare myTeM Emnrme je nHactaBmeno y Ermeckoj. Ty ce
uctrde maremarudap Anan TjypuHr, Koju je mpoHAITA0 HAYUH J& Y TOT-
nyHoctu jemudpyje nmopyke koje cy Hemru cioasm. Bepyje ce ma oBo
CKPATWJIO Tpajame paTa 3a MOXKJa YaK W TOJAWHY JIaHa, IITO je CIAacCUIo
BeJIMKH OpOj »KUBOTA.

[Tocte para Erurma mammune Koje cy mpumajgate Hemadkoj n meHUM
capesnunuma cy Enrnecka, @panmycka u CAJl konduckoBasie u nupojaJie
y OauckoncTouHe u adpudke 3eM/be, YUME Cy, KAKO Ce MPEeTIOCTaB/ha,
cebu omoryhuiu j1a nemudpyjy U npare HopykKe THX 3eMasba.
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3 IlIudpoBame nmomohy jaBHOT KJby4a

Muoxeme OpojeBa M pacTaB/bambe pe3yiaTrara MHOXKeHba Ha IPoCTe
dakrope, nako cy mehycobHO HHBEDP3HE Ollepalyje, n3y3eTHO Ce PA3IUKY-
jy vy Texxkunu. MHOXKeme je TMONPUJINIHO jeITHOCTAaBHO U jlaje ¢ OCHOBIU-
Ma 3a BexkOy, J0K pacrtap/bare Opoja, mororoso Beher 6poja, Ha mpocTe
dakTOope IpejicTaB/ba MHOIO TEXKH MpobJIeM, IIITa BHIIE, CMATPa Ce CKO-
po Hemoryhum pactaBuTu BeJIMKH Opoj Ha IpocTe hakTope. YIpaBo Ha
0BOj YHILEHUIIN 3aCHUBAjY Ce aJrOPUTMH 3a MudpoBame oMoy jaBHOT
KJbyda.

OBu anropuTyu 00jaB/byjy K/byd 3a MHdpPOBambe MOPYyKe TaKO 13 My
CBAKO MOKe MPHUCTYIUTU U HOCJATH MU(GPOBAHY HOPYKY, aJd K/byd 3a
JemudpoBambe, KOju ce He MOXKe U3BECTH U3 KJby4a 33 MIH(POBAILbE, OCTa-
jeé CKpHUBeH.

[MTudposame ce Moxke mocMarpaTd Kao GpyHKIEja [ Koja mesoBuMa
nopyke kKoja ce mudpyje 3aaaje oapehene Bpeanocru. lakmie, ako je P
nmopyka Kojy Tpeba mocaaru u S McTa Ta MOpyKa Kaja ce mudpyje, Mo-
2KEeMO 3alluCaTH:

S = f(P). (4)
Tama ce pemudpoBame pajm MmoMohy uHBep3He DYHKIIH]E:
P=f7(9). (5)

MebyTumM, Hanaxkeme naBepste GyHKIHje [~ npencTas/ba IpobaeM Tj.
nemoryhe je nahu 1y QyHKIMjy Y pa3yMHOM BPEMEHY.

JABHU KJbYY NPUBATHH K/bYY
CTPAHE ,,B" CTPAHE ,B"
ANTOPUTAM

3A
LIMDPOBAHE

ANMTOPUTAM

3A
LWudposaxa [IELIMOPOBAFSE Mopyra

nopyka 2

Mopyka

MPUBATHH KibYY JABHW K/bYY
CTPAHE A" CTPAHE , A"
7 AJITOPUTAM AJITOPUTAM
N 3A 3A

Mopya ML Wnpposana [Model:ta  Mopyxa -
nopyka =

Cxwura mmudpoBamba jaBHIM KJbY 9€M
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3.1 OcHoOBHU TI0jMOBU

la 6ucMo pasyMesm 0 4eMy ce paju Yy HAcTaBKy paJja MoTpeOHO je
HOJICETUTH C€ MaTEeMATHYKUX MOJMOBA Koju he ce KOPUCTUTH.

Hedunnunuja 3.1. I'pyna (G, ) je TUKIXYHA aKO je TEHEPUCAHA jeTHUM
eJIeMEeHTOM Tj. aKo MocToju g € (G Tako 1a je cBakd ejeMeHT U3 G crerneH
eJIeMeHTa ¢:

G=(9)={9":neZ} (6)
EnemenT g ce Taya Ha3uBa reHepaTop rpyte.

Hedbunnnnuja 3.2. Axko Heyrpaauu ejement rpyme (G, *) obenekuMo
ca e, pen exeMenta a rpyme (G,*) je HajMamU TPUPOIAH OPOj N TaKas
Jga je a” = e. AKo TakaB OP0j HE IMOCTOjH, OHJIA KAXKEMO Ja je eJIeMeHaT
a OECKOHAYHOT Pejia.

Hedbunnunmja 3.3. Ako je rpyna (G, *) KoHauna, onga 6poj IEHUX eje-
MeHaTa 30BeMO peJoM rpyme. AKo je GeCcKOHAauHA, OHJIa KayKeMo Ja je
rpyna (G, %) GeCKOHAYHOT peia.

Hedununuja 3.4. I'pyua (G,*) je komyrarusua ako 3a cse z,y € G
BazKH1

TRY =Y *T. (7)

Hedbunrumnuja 3.5. Heka je G HenmpasaH CKyn U HEKa Cy * U - OMHApHE
onepanuje Ha ToM cKyiy. Anrebapcka crpykrypa (G, *,+) je mobe ako
Bazke ciejehu yeaosu:

1. (G, *) je kKomyTaTUBHA TpyTa

2. (G\{e}, ) je xomyTaTuBHA TPYMA, & € je HEYTPATHU €JIEMEHT Yy I'PY-
mu (G, *)

3. Ba cBako z,y, 2 € G BAXKM 3aKOH AUCTPUOYTUBHOCTH Tj. T - (Y* 2) =
(z-y)* (z-2).

Hedbunumnuja 3.6. Heka je G HempasaH cKyn U HeKa Cy * U - OHHApHe
omeparje Ha ToM ckymy. Anrebapcka cTpykrypa (G, *,+) je IpCTeH ako
Bazke ciejgehu ycaosu:

1. (G, *) je KoMyTaTHBHA TPyTa

2. - je acolyjaTWBHA OIEpaIja
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3. 3a cBako z,y, z € G BaXKM 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH Tj. - (y* 2) =
(@-y)*(z-2z)m(y*z)-v=(y x)*(z )

Hedunnunuja 3.7. Heka je (G, x,-) npcren. Kapakrepucruka nperena
G je HajMamu TO3UTUBAH 11e0 OPOj n Takas aa je n x a = 0. Ako Takas
Opoj He IOCTOjU, OHJIA KazKeMO JIa je IpcTeH KapakTtepuctuke (.

Tepbheme 3.8. Kapakrepucruka nosba je yBek 0 uwau mpoct 6poj p.

Hedbunnunmja 3.9. Nuseprubunnu enementu npcrena (G, *,:) ¢y z €
G takBu ga nocroju y € G 3a koje je x -y = y-x = 1. Ckyn c¢BuX
WHBEPTHOMTHUX ejleMeHaTa ce obesexkana ca G

Hamomena. Hyna ve npunaga ckymy G*.

Hedunanmuja 3.10. 3a 1eo 6poj b KaxKkeMo Ja je JeIuall Iejaor 6poja
a, OMHOCHO Ja Jenu a (y o3Hamu b | a ), ako moCTOju 1eo 6poj ¢ TAKo Ja
je a =bq.

Hedunrnmnuja 3.11. Leo 6poj v Koju Jeud CBaKHU 1eo OPOj 30BEMO jeIH-
HUYHUM €JIEMCHTOM IIPCTCHAQ Z

Teopema 3.12. IIpcmen Z uma mauno dea jedunuuna eaemenma: 1 u
—1.

Teopema 3.13. 3a cse ueae bpojese a, b u ¢ sasrcuy
1. ala;
2. Akoa |bub|c, mada ualc;

3. Axo a | b u b | a, mada nocmoju jedurununu eaemenm v mako da je
a = bv;

4. Axoclawc|b, madac|a+b,c|a—buc|ka sacearu yeo 6poj
k. HImasuwe, mada 3a cee uyeae bpojese «, 3 6asicu ¢ | aa + Fb.

Teopema 3.14. 3a cse uene bpojese a u b, b # 0, nocmoje jeduncmeenu
ueau bpojesu q,r maxo da je

a=qgb+r (8)

0<r<|b. 9)
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[TocTynak HaBeJieH y MPETXOHOj TEOPEMH Ha3UBa Ce JE/beIbe Ca OCTaT-
koM. ToMm npuiukom 100ujajy ce e 6pojeBu ¢ U 7 KOJH ¢e, PejIoM, Ha-
3UBajy 1eJOOPOjHE KOJMYHUK U ocTaTak. MoxkemMo npuMeTuTH ja 6poj b
Jenn 6poj a aKKO je ocTaTak MpH Jiesbeby a ca b jemnax 0.

Teopema 3.15. Hexa je B ueo 6poj eehu 00 1. Tada ce cearxu nozumusat
ueo 6poj A Ha jeduncmeen HawuH MOHCE 3ANUCAMU Y 00AUKY

A=a,B"+a, 1B" '+ ..+ aB* + ag (10)
edejea, #0u0<a; < B 3acee<1i<n.

Hedbunrumnuja 3.16. Heka cy a u b nBa nesa 6poja. 3a 1meo 6poj d KazxkeMo
J1a je Hajpehw 3ajegunyaku gennsaal OpojeBa a u b ako Baxun

1. d|a,d|b;
2. 3a cBaku 11e0 6poj ¢ TakaB Ja ¢ | a u ¢ | b Baxku |c| < |d|.

Moxkemo npumMeTuTH Ja ako Opoj d 3a/10BOJbaBa JaTe YCJIOBE, OHJA
HCTe yCJIOBE 33J10B0/baBa U OPoj —d, 360r Tora hemo, ako HHje JApyravu-
je HaBeJleHo, 3a HajBelW 3ajeJHUYKH JIeJIHIAI YBEK Y3MMATHU MO3UTHBAH
opoj d. ¥ macraBky he majsehm 3ajemunykm menumian 3a OpojeBe a u b
Ourn o3nade ca (a,b).

Hedbunrumnuja 3.17. Ilean OpojeBn a u b cy y3ajaMHO MPOCTH aKO je
IbUXOB HajBeNW 3aje THUYKH Jie/TiIal 1.

Ha momenar heMo ce BpaTUTH Ha Jie/beibe Ca OCTATKOM KOje CMO pa-
HHUje croMumaIn. Pa3aor ToMe je YHIbEHHUIA A 33 CBaKH OPOj 1m UMaMo
m Moryhux ocraraka, IITO JIOBOJU JIO TOJE/Ie CKYIa mejux OpojeBa Ha
Kjace OpojeBa KOjU Jlajy MCTH OCTATaK MPH Jebemy ca Opojem m. OBy
[OJIeJIy OCTBapyjeMo KopuiihemeM OMHApHE olepalijje Koja ce Ha3hBa
KOHT'DYeHIIHja IO MOJYJIy m ¥ JedWHUIIEe ce Ha claegenn HaYHuH:

Hedbunrnmnuja 3.18. Heka cy a,b u m 1eau 6pojeBu. a je KOHTPYEHTHO
ca b mo mojysy m, y o3nanu a = b (mod m) ako u camo ako m | a — b.

Teopema 3.19. (Ochosra meopema apummemure)

Cearu npupodan 6poj a > 1 moowce ce npukazamu Kao npouszeod (no-
3UMUHUT) npocmuz 6pojesa u npu mome je ma Paxmopusanyuja jedun-
cmeena 0o Ha nopedak daxmopa mj. axo 6adHcu a = P1Pa. .. Pr = q1Qa2- . . (s,
ede cy pi,q; npocmu bpojesu 3a cee 1 <1 <71, 1 <j<s, madajer =s
u nocmoju nepmymayuje ™ ckyna {1,2,...,7} maxo da je p; = ¢z 30
cee 1 < <r.
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Y paznaramy a = pips...p, Ce jeJaH JaTH mpocT OPOj MOXKe Ioja-
BUTH BHUIIE IIyTa Kao npocT ¢akTop. 300r Tora je yobmdajeHo ja ce y
pasJsiaramy Opoja Ha mpocTe haKTope, OHU KOjU ce MOHAB/bA]y BHUIIE IIyTa
OKYIIe ¥ CTeleHe Pa3JIHuIuTUX MPOCTUX OpojeBa: a = p1* p®2...pp“*. OBO
pasJjiarame Ha3uBa Cce KAHOHMYKHU 00JIMK Opoja a.

Hedununmja 3.20. Heka je m > 1, ozaauumo ca p(m) 6poj cBux eie-
MeHATa CTAHIAP/HOT MOTIYHOT CUCTEMA OCTATAKA 110 MOJYTy m (Tj. Hu3a
0, 1, ..., m) koju cy y3ajamuo upocru ca m. Ha oBaj nauun jpobuja ce
Ojneposa dbynknuja ¢ : 2+ — Z7.

Teopema 3.21. Hexka je n > 1 npupodar 6poj dam y KaGHOHUNKOM 0DAU-
xy. Tada je
k

o(n) = [[ s — pia™ ) =n - T[(1 - }), (11)

=1 p|n
2de je b6poj p npocm 6poj.

Teopema 3.22. (Ojaeposa meopema)
Hexa je a € Z um > 0 maxo da je (a,m) = 1. Tada je a¥™ = 1
(mod m).

Hedbunrunmnuja 3.23. Heka je k > 2, p npoct 6poj u a € Z Tako ga je
(a,p) = 1. Konrpyennuje obanka r* = a (mod p) ce nasupajy GuHomue
kourpyennuje. Kama je k = 2, kaxkeMo0 Jia je a KBaJ[paTHU OCTATAK MO
MOZYJLY P.

Hedbunumuja 3.24. Kako 6u ce jaximie u3pa3umio CBOjCTBO ,LOUTH KBa-

JipaTHU ocTaTak”, yBoau ce Jlexxanapos cumb0o (%) = +1 Taxo ja je:

° (%) = 1 aKo je a KBaJ[paTHU OCTATaK 1O MOJYIY D,

° (%) = —1 ako a HuUje KBaJpaTHU OCTATaK 1O MOIYIY P.

Hedbunaumnuja 3.25. JakobujeB cum0O0.1 (%) jgeduHUIIe ce Kao IMPOIIU-
peme Jlexkanmaposor cuMmbo/1a KaJjia je J0mi apr'yMeHT MPOU3BO/baH Hella-
pan 6poj m > 1. Heka je m = pips...p, pas3arame Opoja m Ha IpocTe
dakrope (He Mopajy Gutu pasauuuru) u Heka je (a,m) = 1. Taga je
BpegHocT JakoOujeBor cumMbosia Ha ciaegehm HaduH JedHHHCAHA TPOU-

3BOJY BpeaHOCTH JIexKaHapoBux cuMOoIa;

B-G-) e

Axko je 6poj m mpoct, ouma ce Jlexanapos u Jakobujes cumbO0/T TOK/IA-
mnajy.
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3.2 Ilojam JuUCKpETHOTr JIOTapuTMa

Hedunanmnuja 3.26. Heka je G KonauHa IUK/JIXIHA FPYIIA pejla n 1 HeKa,
je g reHepaTop Te rpyme, a b Ipon3BoOJ/baH eJeMeHT Te Ipyme. JluckperHu
Jiorapurtam, y osnanu log, b, je jenHcTBenu 11€0 OPOj T Matbu OJl 1 TaKaB
Jga je b= g~.

AKo mMaMO KOHAYHYy MY/ITHILIHKATHBHY Trpymy G pena m oHIA 3a
cBakm ejiemenar b w3 te rpyne moxkemo n3padynaru b*. Ca apyre crpane,
nahu 6poj x kojum Tpeda crenenoBatru b ja 6u ce JOOMO ¢ MpeJICTaB/bHA
npobJieM KOju ce Ha3UBa npobaem JUCKPEmHoz A02GPUIMMA.

Hednaunuja 3.27. Heka je g remeparop 3a Z,", rae je p upoct 6poj,
1 HeKa je b npomsBosbaH ejieMeHT Te rpyme. [Ipobem AuCKpeTHOr Jiora-
pUTMa IIpeJ/icTaB/ba MpOoHATaZXKebe Heor Opoja x TakBor Ja Baxkn 0 <
r<p—2ub=g® (mod p).

Hedbunumuja 3.28. Heka je g remeparop KOHA4YHE IMUKJIUIHE TPyIe
G pena n u Heka je b mpou3BoJbaH eJeMeHT Te rpyie. l'eHepann3osa-
HU NpobJeM JUCKPeTHOr JiorapuTMa je Hahu 1meo Opoj x TakaB Ja BaxKh
0<r<n—1ub=g".
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3.3 AJroputaMm u CJI0KEHOCT aJITOPUTMA

Ped anropuraMm motude oJi ©MeHA UYBEHOT apalCcKOI HAyYHHUKA, KO-
je je rmacmiao A6y Ilacdap Myxamen ubn-Myca an-Xopesmu?. Jegna of
IEIOBUX YYBEHUX KIbUTa 3a KOjy C€ HPETIOCTaB/ba Jla C€ OPUTMHAIHO
3Basa ,,Al kitab aldzam val-tafrik bi hisab al-Hind“ ommocuo ,Kmura o
cabuparby U OJly3uMarby y WHJMUJCKOM PAdyHY", jé TOKOM MPBE TOJOBHHE
7. BeKa IpeBeJieHa Ha JATHHCKU (U 3axBasbyjylin ToMe e MMUYHO cady-
BaHa) W Taja je HaspaHa ,Algorismi de numero Indorum“®, y mpesomy
LAn-Xopeamn o nHAMjCKOj BermTuHE padyHama'. OgaBie ce jacHO BUIN
KaKO je HacTao ImojaM ajaropurma, mMehyTum, 3a pas3JyimKy OJ1 JaHAIIHer
nojma, taga (0K Cy ce jour KOPHCTHJIM PUMCKH GPOjeBH) ce ped ajro-
puUTaM OJHOCHJIA Ha BEIITHHY cabupama ca apamnckuM mnudpama (Koje
cy, 3ampaBo, norekse u3 llepcuje u w3 Tor passora cy ux Apamnu 3Bajan
nepcujckuM mudpamMa, aan ¢ 003upoM Ha TO Ja ¢y uxX y EBpomy monenn
Apanu, oBze cy oHe ocrase ymamheHe Kao aparcke mudpe).

Jlanac ped ajaropuraMm mMa CACBUM JPYTO 3HAYEHE Tj. OTHOCH Ce Ha
HOCTYIAK pelraBama ojpehenor mpobiema Kopak 1o Kopak. Taunuje, on
peJicTaB/ha KOHKPETAH HU3 KOpaKa Koje Tpeba HAIpABUTH Ja OU ce J10-
IO JI0 pellerha npobdaema. HapaBro, mTo je mpobaeM KOMILTHKOBAHU]T
noTpebHO je BuIille Kopaka Jia OM ce OH Perimo, a ako je Opoj Kopaka
IPEBEINK TOCTAB/bA C€ MUTAHE KOJUKO je aJropuTaM MpaKTHIaH.

Hedbunaunmnuja 3.29. Heka cy f u g nBe peanne dyukiuje. [Tumemo ma
je f = O(g) axo nocroje koucranta C' > 0 u peasian Opoj To TAKBH Ja 32
CBe T > T( BayXW HEjeTHAKOCT

f(z) < Cy(x). (13)

Y ToMm caydajy, KazxkeMo Ja (PYyHKIHja ¢ aCUMITOTCKH OTpaHUYaBa
byukuujy f.

Bnak O ce Hasupa Jlangayos cuM0O0J1 1 TOBOPH O OP3UHHU pacTa (PyHK-
muja u pegona. Creme mpaBuia 3a pauyHame O:

e c- f=0(f) 3acBako ¢ >0

e O(c- f)=0(f) 3a crako ¢ > 0

e c-O(f)=0(f) 3a cBako ¢ > 0

4 Abu Dzafar Muhamed ibn-Musa al-Horezmi (naxo je mepcujckor mopek/ia 3HaTHO
je JOIpUHEO Pa3BOjy YUTaBe aparncke KyJIType)

5 JIaTHHCKHE U apalCKi Ha3HB KEUTE Cy IPEY3eTH U3 Kihure KpaTak yBoI y aHATIH3Y
airopurama - Urop lonmaka
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O(0(f)) = O(f)
O(f1) +O(f2) + O(f3) + ... + O(fa) = max{O(f1), O(f2), ..., O(fu)}

3a Mpupojan 6poj n
O(f)-0(g) = O(f - g)
9=0(f) = O(f+g)=0(/)

logan = O(logyn) 3a a,b > 1, onHocHO 6a3a JorapuT™Ma Huje OUTHA
cBe 70K je Beha o1 1 ¥ CBU TaKBW AJITOPUTMHU Cy UCTE CJIOKEHOCTH.

3a Hac je OuTaH MojaM MOJMHOMHE CJIOYKEHOCTH aJITOPUTMA, KOjI O3HAa-
JaBa Jia je 6poj Kopaka Koju je morpebaH Jia ¢e U3BPIIN aJITOPUTAM aCHMII-
TOTCKH OIPaHUYEH Ca Ny, IJe je k HeKW IMO3UTHUBAH 1e0 O6poj, a n 6poj
yiaznux ¢akropa. Mako jejyjy KOMILIMKOBAHO, aJITOPUTMHU HOJTMHOMHE
CJIOZKEHOCTH Cy, 3alpaBo, jako Op3u u Mehy muMa ce Hajasze ajaropuTMu
KOju periaBajy cabuparbe, MHOXKEIHE, KOPEHOBaMhe, CTENeHOBAIbe, JIOTa-
PUTMOBame... 3AHUMJBUBO je Ja TY CIajajy aJropuTMH KOjU H3padyHa-
Bajy KOHCTaHTE IIOIYT 7 H €.

3.4 Iundun—Xeaman mmudpoBame

1976. ronune Burdunn dudu’® n Maprun Xeaman’ o6jaBuin cy da-
HaK Y KOM CY MPEJICTABUIN UJIEjy 3& pelierbe TyTOroIuIIher mpodaema
0 TpeHoIeky Kjby4a 3a mudposame. Fbuxosa njeja je bura na Kbyd 3a
mudpoBame jaBHO 06jaBe, TAKO Jla My CBAKO MOYKE MPUCTYHNUTH, Al Ja
KJbY4 32 JlemudpoBame ocTaHe TajaH. 300r TOTa IITO MOCTOje Ba Pa3Jir-
YuTa K/by4a, U jeJJaH ce He MOYKe W3BECTH Ha OCHOBY JPYTOT, OBaj HAUYWH
mudpoBama ce 30Be MUuMPOBaAHE ACUMETPUIHIM KJbYIeM.

Judu u XesimMan cy KOPUCTUIU YUILEHUILY /14 j€ CTEIECHOBAIHE eJie-
MeHTa nosba [}, rae je p mpocT 0poj, HOBUTHUBHUM LEIUM OpojeM T, 1O
Moysty p onepanuja ciaoxenocru O(lnzx), I0K je HalayKemhe HHBEP3HE
olrepalfje MonpuiIndno Temko. Hamaxkeme 6poja x mpejacras/ba mpobieM
JIUCKPETHOT JIOTAPUTMA, KOju OU ce TEOPETCKU MOTA0 PENTUTH Y TOJIUHOM-
HOM BpEMEHY, aju y MpakCH HaM HHje MO3HAaTa HU jeJHa MeTo/a Koja je
TOJMKO e(pUKACHA.

Aaropuram 3.30. ® Ako e ocobe, Bob u Asmc, kejle na pasMene
nundopMalmje 3a Koje He KeJje Ja UX KO ca3Ha, OHU o1abepy MpocT OpPoj

SWhitfield Diffie (pohen 1944.) - aveputukn kpuntorpad u MareMaTudap

"Martin Hellman (poben 1945.) - amepuaxn kpunTorpad

8TIpeysero mx xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition, crpama 388
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pu g € F,. Haxon Tora, 060je npase K/by4dese (KOjH Cy Marbu Of ) TaKBe
Jla Huje/iHa ocoba He MOXKe Jia UX OTKpHje.

1. Asmc mpaBu jaBHU KJbYd4
Autne 6upa 6poj a u3 wHTEpBana [2,p — 2| U MOTOM CTeleHyje yHa-
npeji JoroBopenu 6poj g ca 6pojeM Koju je ojgabpaJa. 3aTuM ojpe-
Dyje 6poj x Koju je 1o MOLYJIY p KOHTPYEHTaH J00Hj€HOM IIPOU3BO/LY.

r=g¢* (mod p) (14)
Yupaso Taj 6poj x je Anucun Kbyd.

2. Bob mpaBu jaBHU KJbYY
Ucro kao u Anuc, Bob 6upa 6poj b u3 unreppana [2,p — 2|, Tum
OpojeM cTemenyje yHampesa oJadpaHu 6poj g U TPparxKu IHeroB ocTa-
TaK LpHU Jiejbeiby ca p. Taj ocrarak, obesie:kuMo ra ca ¥y, je bobos
jaBHU KJbyHd.

y=g" (mod p) (15)

Cuiesiehu kopak je ga Asmc u Bob nanpase 3ajeJHUYKN KJbyd KOjU
he camo WmuUX J1BOje 3HATH.

3. Anuc u Bob nmpaBe 3ajeJHUYKU KJbYy4
Bob pauyna:

k=" (mod p) (16)
Asuc pauyna:

k=y* (mod p) (17)

Buanmo na 3ajeTHUYKH K/BYY IpaBe TaKo IMTO JaBHU KJbYY OHOT JIPY-
ror cremnenyjy ca 6pojeM koju cy ofabpasu u3 unrepsaja (2, p — 2|. Tako
J00ujeHe BPEIHOCTH Cy HJIEHTUIHE jep BayKu

(9)" = (¢")" = g* (18)

To jecr, ako 6poj, y HaImem cJjay4ajy ¢, cTerneHyjemMo OpojeM KoOju HHje
MPOCT, Taj CTEIeH MOXKeMO (haKTOPHCATH M CTEIIEHOBATHU jeIHUM (DaKTO-
pOM, a MOTOM JOOWjeHr pe3yJTaT CTeMeHOBAaTU ApyruM dakTopoM. Ha-
DPaBHO, CBe TO HACTaBJba J1a BazKM U HAKOH IITO TPUMEHNMO KOHT'DYEHIIHje.
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YKparko, 0Baj aJropuraMm ce ocjamba Ha YUILEHHILY Ja je CKOPO He-
moryhe m3pauynarn ¢*° gax u ako 3naMo ¢° u g°.

Y Teopuju, ropeHaBeIeHN aJTOpUTaM Jesyje je;IHOCTAaBHO, aJTh MOCTa~
BJba Ce MUTAEe KAKO ce OH MpuMemyje?

Haxkon mro cy Asnc nu Bob nanmpasuin cBoje K/bydese Tpebajy mocia-
1 nmopyky. Perumo na Anumc masbe nopyky BoOy, ona he omma morpa-
KUt BoOOB jaBHU KJ/bYdY W MCKOPUCTUTH Ta Jia Mudpyje mopykKy Kojy
3aTuM masbe Boby. Kaga Bob npumu mudpoBany mopyky KOPUCTH CBOj
HPUBATHU KJ/bYY JIa je Jerudpyje.

Ha npumep?, Asmc u Bob mory ja ce 10rosope 3a jaBHH K/byd 10K
npuaajy TeaedoHOM (KOjU MpecTaB/ba HECUTYPAH HAYMH KOMYHHKAIH-

je):

1. Anuc nu Bob6 ce morosBope ma omabepy mnpoct 6poj p = 13w g = 2
Kao regeparop rpyne Z3*.

2. Amuc 6upa a = 11 u pauyna x = 2! (mod 13) = 7 u mame Boby
pesyarar 7. To moxke ypaauru Tako mro he, na npumep, pehu boby
y TeepOHCKOM Pas3roBOpY.

3. Bo6 6upa b = 9 u pauyna y = 2° (mod 13) = 5 u mame Ajnc
pesysarar 5 1TO ce, Takohe, MOxke ypaauTu myTeMm TeaedOHCKOTr
MO3MBA.

4. Cagma Amuc pauyna k = y* = 5'' (mod 13) = 8, a Bo6 pauyua
k=2"=7" (mod 13) = 8. Buaumo j1a ce 106ujajy ncTn pesynrarn
1a je TajHU KJbYyd yIpaso Opoj 8.

VY cay4ajy ga je Heko mpucaymkuBao Asgucud u bobos mo3uB Morao je aa
casHa mpocT Opoj p u reHepaTop KOoju cy ojadpaJiu, a MOTOM W BPEIHOCTH
g® 1 ¢°, MmehyTuM HEje MOrao fa dyje BpegHocT g% ma My je IHu/b Ja TO
caM M3pavdyHa.

[Ipobiiem uspauynasama ¢* kajga cy nosnaru ¢ u ¢° Hasuba ce
Hundu—Xeamanos npobiaem (DHP).

Ako ocoba Koja cJIyIa pa3roBop yCIe Ja Perrd mpodaeM JTUCKPETHOD
noraput™a (DLP), n u3 g* nalie a, onga maxo Moxe fa aahe g, Camum
TUM, Bepyje ce 1a ¢y DHP u DLP y Behunu rpyna y xpunrorpadpuju
eKBUBAJIEHTH.

Y jarom npumepy 300T MaJior p HEje Temko nponahu a u b, u Ha
ocHOBY BuxX Hahu ¢%°. Yrpaso 360T TOra ce y IPaKkCH 3a P y3UMajy BeJHKH
OpojeBu.

9CBu 6GpojeBu y 0BOM IIpEMepY IPEY3eTH Cy U3 WwianKa: Bepraaua N6paxuymammh,
Hparana Kosauesuh, Iuckpernu jorapuram, crpana 52
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Kesun Makepan'® je 1989. rogmue moctasuo mpobseM Tako IMTO je
Jecbunucao 6pojese:
149 _
g =10y

6
p=2-739-q+1

u motoM je pekao Ja crpane A u B (y oBom mpumepy Ammc u Bob)
padyHajy:

- Asuc paayna by = 74 (mod p) (kopucrehn TajHu Kibyd T 4)
- Bo6 pauyna bgp = 7°5 (mod p) (kopucreliv TajHu Kbyd )

u nobujajy opojese:

ba = 12740218011997394682426924433432284974938204258693162
165455773529032291467909599868186097881304659516645545814428058
8076766033781

bp = 18016228528745310244478283483679989501596704669534669
731302512173405995377205847595817691062538069210165184866236213
7934026803049.

Barum je Tpaxkuo jga ce Hahe 3ajenqHuukn TajHu Kbyd K = TTATB
(mod p).

Taxkobe, morymuo je 100 momapa oHOMe KO ycIie jla u3padyna K = 77475,

Osaj npobiem ycnenu cy na peme tek 1998. BeGep u Hdenu't. Onu cy
IPBO U3padyHaIn AJMCHH TajHU K/bYY
ra = 618586908596518832735933316520379042679876430695217134
591462221849525998156144877820757492182909777408338791850457946
749734,

a 3aTUM H

K = 381272804111900141380783915079296341939986435510186702
850563756150455239669294039221021725140532709288726394263700635
32797740808.

Mako je oBaj mpobiemM pernieH, BUAMNMO J1a je, Ja OW ce JOILIO JI0
periema, 6mI0 TOTpPeOHO 9 TOAMHA, TITO je MpeBHIle JTyT BPEMEHCKH Tie-
puoj jep ce y MehyBpeMeHY KJ/by4eBU MOTY JIAKO MPOMEHUTH U OHJA Ie0
upornec kpehe u3 noderka, Tako Ja je MIAK UCIJIATUBO KOPUCTUTUH OBAj
aaropuraM. M3 oBor mpumepa takohe BumMO J1a HAM HHUje TOJUKO OUTHO
Ja Jin ce Moyke Hahm maBep3Ha dyHKIHja, Beh 1a je OUTHO 1a je TpoIec
HaJIazKeba Te GpYHKIHje Ayrorpajal, u Ja je TO OHO IITO HaM rapaHTyje
CUTYPHOCT TOJATaKA.

0Kevin S. McCurley (pobhen 1954.) - amepudxu maremarudap u Kpunrorpad
"Damian Weber, Thomas Denny
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3.5 Opabup nmpocTux 6pojeBa

[IpocTu 6pojeBH €y MO3UTUBHE IEJIH OPOjeBH KOjU C€ MOTY IOJETUTH
camo ca 1 um ca camuM coboM M, Kao IITO cMO Buienn, naa oum dudu-
XeJMaHOB ajropuraM pajuo norpedno je mahu takas 0poj. IIpodiiem
HacTaje 300T Tora MITO je IbUXOBO M0jaB/bUBAE y CKYIY IHeJnx OpojeBa
TEITKO MPEJIBUIMBO U TO je JOBEJIO JI0 pa3Boja HAUMHA 3a MPOBEPY Jia JU
je Heku Opoj MpOCT.

Metom Koju ce decTO KOPHCTH 3a OHpame IpocTux OpojeBa je aa ce
y3Me Hekn Opoj oarosapajyhe AyKuHe W J1a ce 3aTUM IPOBEPH 14 JIH je
ot tipocT. [IpBu HauYnH 3a wpoBepy Ja Jiu je Opoj Koju ce TaJ| y3me mpocT
jecre nma ce Opoj mpoda MOJE/JUTU Ca CBUM MPOCTUM OpOjeBUMAa KOjU Cy
Mamu o era. llako 6 HaM 0Baj MOCTyNaK a0 UCIIPaBaH OJrOBOD, UIAK
HUje 3aXBaJIaH 32 TPUMeEHY jep U3UCKY]je TIpPeBUIlle BpeMeHa. Y IpaBo 300r
TOTA Cy ce Pa3BHJIN TECTOBU KOJU JIajy OJTOBOP Ha MUTAbE 1A JIX je HeKH
Opoj npocT uiu Huje.

Twu TectoBu cy mnoje/beHn y JBe rpyre:

® TeCTOBE KOjH J1ajy KOHKpEeTaH OJI'OBOP Ha NIuTambe Ja Ju je 0poj
npocT u nputoM 06e36ehyjy maremaruakm noka3 (cTBapHH TECTO-
BY)

® TecTOBe KOju TOBOPe Jia je Opoj ,,BepOBATHO ITPOCT” MJIH ,,BEPOBATHO
caoxken” (MpobabHIHCTHYIKH TECTOBH )

[IpeanocT mpobAOUICTUYKUX TECTOBA, Ha/l CTBAPHUM TECTOBHMA je Y
TOME IIITO 3aXTEBAjy Makhe PadyHAPCKUX Pecypca u Mame Bpemena. [Ipu-
JINKOM OBHX TECTOBa, IMPOCT OPoj HUKa a Hehe 6UTH mpeno3HaT Kao CJio-
JKeH, aJIi MaHa je y ToMe IITO HeKaJla CJI0KeH Opoj MozKe OMTHU MPEro3HAT
Kao mpocT. OBU TeCcTOBH, Hopes Opoja KOju ce HCIHUTYje, KOPUCTE U CJIy-
4ajHo u3abpan Opoj a, ma ce rpenike MOI'Yy PejayKOBaTH IOHABA/bAEM
TecTa ca Jpyraduje ogadpaHuM BpegIHOCTHMa Opoja a.

Y HaCTaBKY je M3J10:KE€HO HEKOJHKO TeCTOBa KOJU Ce KOPUCTe Yy Ty

CBDXY.

®epmaoB TectT - OBaj Tect Kopuctun PepMaoBy TEOPEMY KOja KarzKe
Jla, aKo je m mpocT Opoj, OHJIa 3a CBAKW MO3UTHUBAH 110 OPOj a4 Mamkbu O]
n KOjW je y3ajaMHO MPOCT Ca N, BaXKu

a” =1 (mod n) 1j. a® ' —1 =0 (mod n).

Ako 0m ce HaImao 6ap jegaH MO3UTUBAH 1e0 OPOj a Marmbu O 1, y3ajaMHO
npocT ca n, 3a Koju He Baxku @' — 1 = 0 (mod n) To Gu 3HAYMIO Ja
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je 6poj n cioxkeH. ¥ oBOoM ciaydajy Opoj a ce HasuBa ,PepMaoB CBeIOK
ciaoxkenoctn” 6poja n. Ca apyre crpane, ako 61 JaTe je THAKOCTH BazKIIe
3a cBaku ojabpan 6poj a, To He 61 OUJI0 JOBOJHHO Ja TBPAUMO Ja je 6poj
n mpoct. Y caydajy ga je a Takap jga Baxku a” ' — 1 = 0 (mod n) 3a
cJIoKeH Opoj n, KaxkeMo jia je a ,,DepMaos J1axkKoB™ u jia je 6poj n mcey10-
npoct 3a 6a3y a. Ouurnenno, mnceymonpoctu 6pojepu mposase Gepmaos
TECT.

CogoBej—IIITpacenoB tect - OBaj TecT ce 3aCHUBA HA CTPOXKHM
kpurepujymuma Hero @epmMaoB TecT 1a CAaMUM TUM OTKJatha Heeduka-
cHoct PepmaoBor Tecta. [locTao je momynapan Kaj Cy ce NOJaBHJIHM acH-
Merpuanan mudapcku cucremn, nororoso PCA cucrewm.

SacuuBa ce Ha Oj/1IepOBOM KPUTEPHjYMY, KOJU KazKe 73, aKO je 1 HPOCT
Opoj, OHJIa 3a CBAKH IO3UTUBAH I1€0 OPOj a KOjU je Marbu OJI 1 U Y3ajaMHO
IPOCT Ca N BayKU:

0T = (2) (mod n)

n

re je (%) Jakobuje cumboJ. AKO je n coxkeH Opoj U a TakaB Ja Cy OHI
Y3ajaMHO TIPOCTH 1 BayKH a2 = (2) (mod n), kaxemo xa je n ,Ojrepos
nceymonpoct 6poj 3a 6a3y a“ u ma je a ,OjaepoB JTakoB . ¥ CyIPOTHOM

n—
2

Tj. aKo He BakKu a7 = (£) (mod n) kaxemo 1a je a ,CBELOK" 3a CI10-
KeHocT Opoja n. BepoBarnoha na ciaydajuo mzabpan 0poj a Oyme cBeIoK
je 6ap 50%, a axo TeCT MOHOBUMO M IyTa, Ca PA3JTUIATHM BPEIHOCTUMA,
Oopoja a, BepoBaTHOha na OPOj n Koju je cjaoxkeH mnpolhe Te TecToBe je Ma-

ba WK JeHAKA 5

JlemanoB Tect - Paznukyje ce o7 MpeTXOTHOT TecTa IO TOME IITO
HE Mopa Jia ce padyna Jakobujan. Beposaruoha ja a 6yzie cBeiok cjio-
»kenoctu je 6ap 50%. Osaj Tect Tpeba nonoBuTH Gap M myTa, CBAKH IIyT
ca JpyroMm BpegHoriy 6poja a. AKO CBaKM IIyT 3a BPEJIHOCT U3Pa3a AT
jgooujeMo 1 wianm -1, aygm He yBeK 1, n je BepoBaTHO MpocT Opoj, a Moryh-

HOCT TPEIIKE j& oo

Munep—Pabunos Tect - 360r cBoje epUKCAHOCTH W TAYHOCTH Y
nornyrnoctn je 3amenno Cososej—IllTpaceHos Tecr. YjemHo je n Haj3a-
CTYIJbeHUjH TPOOAOHIMCTUIKN TeCT. 3aCHUBA ce Ha OCOOMHAMa jaKHX
ceyIonpocTux Opojena, 300r 4Yera ce HA3WBA U ,,jaK MCEYIONPOCT TecT™.
Jak rceyjonpoct 0poj 3a 0a3y a je Hemnapan cjioxkeH 6poj n, Takas Ja je

a"=1 (mod n) (19)
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NnJIn
" =n-1 (modn), (20)

HPUTOM 7" ¥ j €y TakBH jia je n — 1 = 2° - r, rae je s nHajehu cremnen
nBojke Koju gemm n — 1 u 0 < j < s — 1, ako TakBo j moctoju. Ako je
a” # 1 (mod n) 3a cBe j Mame 01 s, KaXKeMo Jia je a ,jak CBeJOK" j1a je n
caoxkeH. AKo TecT TOHOBHMO M myTa, BepoBarHoha 1a he cioxken 6poj n
npohu Tecr je 4%,1. Jlakse, BepoBaTnoha jia he Tect moka3aTu MOTPENTHO
OBJIe 3HATHO OMaJa.

3.6 PCA mudposame

Yop3o nakoun 1mro cy JIudu n Xeaman objaBuiu c¢Bojy ujiejy, Pusecr,
Mamvup u Ajpteman 2 cy momu g0 PCA mudposama Koje ce jaHac
pumte Kopuctu. OBaj ajJropuTaM 3acHHBA ce Ha PacTaB/balby IIPOH3BOJIA
7IBa BeJIMKa MpocTa Gpoja Ha IHHHOIE.

PauyHatbe

e, d,n

A ? ? ’
——> Me M-cdmodn .
E opvra oy

—1 nopyka =

RSA

Cxuma PCA anropurma

Ha uuryurusnom nusoy wuieja PCA anropurMa usrieja 0BaKo:
Perumo a Anuc xenu ja nomasbe boby mopyky. Ouna he je craButn
y KYTHUJHILy Ha KOjy he mOoTOM CTaBHUTH KaTaHAIl 3a KOJU CaMO OHa MMa
KJbyd M Tako je mnocygaru boby. Kaxa npumu mopyky, bob ne moxke ma
je OTKJbyda, ajli CTaB/ha HA Y KaTaHAIl 32 KOJU CaMO OH WMa KJbYyd

12Rivest, Shamir u Adleman
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n masbe nazan Asnuc. Kaga nobuje kyTujurly nazaj, AJuc OTK/bydaBa
KaTaHall Koju je ctaBuia u Bpaha Boby Kyrujuiy Ha K0joj je caMO Heros
katanai. Kana nobuje kyrujuiry, boo moxke 11a je orBopu. Ha oBaj naunn
je opyKa CUTYPHO TpeHeTa W HUKO JIPYTH HHje MOTao Ja je OTKJbyda.
Astropuram Koju 6UCMO TOM HPUJINKOM KOPHUCTHJIM U3LJIEIA OBAKO:

Anropuram 3.31. AnropuraMm 3a IpaB/beihe MPUBATHOL U JABHOI KJbY-
13

qJa
1. Bupame nmpoctux O6pojeBa
Bupajy ce apa pazaudura npocta 6poja p u q

2. IIpaBJbeme jaBHOT KJbydYa
N=p-q
¢»=(p—1)(qg—1) je Bpeanoct Ojnepose dyukimje 3a N.
Bupa ce mneo 6poj E € [3,N — 2| takaB na cy E u ¢ y3ajamuo
IPOCTH;
Ha oBaj nauns je nampassbed jauu kbyd (N, E) Koju ce oGjaBibyje.

3. IlpaBsbere nmpusaTHOr (TAajHOr) Kiby4a
D =F—1 (mod ¢);

Ha oBaj Haumn je mampaB/beH TajHn KbYyd [) KOju ce dyBa.

Cana cmo kpempaJjm TpuBaTHU U jaBHE KJbyd 3a PCA mudposame.
C ob3upoM Ha TO 7a ce ¢ He objaBibyje, He TMOCTOJU HAYMH Ja Ce ca
curypuorrhy cazna D. OBa MeToa ocama ce Ha MPeTIOCTaBKy Ja je N
Temko pakropucaru. Kajga to He 6u 6uo ciydaj, Ouio Ko OM HA OCHOBY
jaBHOr KJby4a morao ga Habe ¢ (camo dakropume N), yame F u oHzxa
nahe D.

Hakon 11To ¢y K/byueBu HaIpPaB/beHHU, HOTPEOHO UX je UCKOPUCTHUTH.
Hauun na ce To ypajau npukasan je y ciaeaeheM ajaropurmy.

Agaroputam 3.32. Anropuram 3a PCA mudposame n gemudpoBambe
14

Heka cy Dy, (N4, F4) AJucuH NpUBATHY W JaBHU KJbYY, KOjH Cy HAIDa-
BJbEHHU YV IpeTxoaHoM ajgropurmy. Caga hemo Bujern kako Bob moxke 1a
mudpyje nopyky u kako je Ajuc Moxke gemudpoBaT.

1. Bob mudpyje mopyky kKopucrehu AJIUCUH jaBHU KJbYY
Heka je x mopyka kojy bob xohe na momasbe. OH je mudpyje Tako

BlIpeysero ux xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpana 389

MIpeysero ux kmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpama 389

39



mTo x crenenyje opojeM F4 u y3uma Opoj KOju My je KOHI'DyeHTaH
0 MOJTyJs1y Ny.

y = x4 (mod Ny)

y je mmdpoBaHa Mopyka kojy bob mame Aumc.

2. Aumnc pemndpyje nopyky
Anuc je npuvmia mudpoBaHy TOPYKY y U OTKPHBA OPUTHHAIHY
nopyKy x Kopuctehu csoj Tajuu xkbyd D 4. To paan Tako mTo Ipu-
MJbEHY HOPYKY cTernenyje ca D4, a morom 0poj Koju goduje maesu
ca N4 1 y3uMa OCTaTaK MpHU J1e/berby.
x=yP4 (mod Ny)

Ounrnenno, Tpeba na saxu rP4F4 = 1 (mod N), aam oBo cBaxaxo
BayKU jep cMo D KoHCTpyncain Tako 1a je aPaPa = p(29) = 2. 1F = ¢
(mod N) kaga cy z u N y3ajaMHO HpOCTH.

Ha oBaj nauun mocra Jbyan MozKe jga uMa objaB/beHe CBOje jaBHE KJby-
YeBe W CBAKO MOYKe JIa UM MOIMajbe TMOPYKY ai MOCTaB/ba Ce TMHUTAHe
KaKoO JIa ce 3Ha OJ1 Kora je mopyka crurja? OBaj mpobJjeM je pelreH yBoO-
bemem mururasgHor nmormnuca. [IpaB/beme moTHHCa HA jeIHOCTABAH HAYUH
je npuKa3aHo y ciejeheM ajropurmy.

Anroputam 3.33. '° Ilpernocrasumo na ¢y Da, (Na, E4) Anucunn
kibydesn, a Dg, (N, Eg) Bobosu kbyuesn. Casma fiemMo BujeTn Kako
Bob moxke mormucaru mopyky x Kopucrehum 1meo Opoj s KOju LpHIIaia
unareppaiy [0, min{Na, Np}|.

1. Bob mudpyje mopyky m mormucyje ce
Bob npaBu noTnuc s TaKo MTO T CTENEHYje CBOJUM JaBHUM KJby4eM,
a 3atuM Jobujeru Opoj gesn ca N4 1 y3uMa OCTaTak MPHU Je/bemby.
Vkpatko: s = P8 (mod Np) .
[Torom Bo6 kopuctn AsmcuH jaBHE KJbyd Ja OM mudpoBao CBOj
nornuc: y = s¥4 (mod Ny).

2. Aunc je mpuMmmiia mmndpoBaHy U MOTOHUCAHY NOPYKY
Asuc KopuceTH €BOj PUBATHU KJBYY j1a Ou JentndpoBaia MOTIIHC:
s =yP4 (mod Ny).
A morom memudpyje nmopyky xopucrehu Bobos jaBuu Kibyd: v =
sP& (mod Ng).

3aHUM/BUBO je 2 OBJe MudpPOBake Wjie y CYIPOTHOM CMEpY, Tj. Ka-
1a je bob mmmdpoBao mopyKy KOpHCTHO je AJMCHH jaBHU KJbYd, & MOTOM

IIpeysero ux xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpana 390
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je oHa KOpPHCTHJIa CBOj MPUBATHU Ja jAeiudpyje mopyky, Mmehyrum, Ko
HOTHHCHBamHa Bob MPBO KOPUCTH €CBOj IPUBATHU KJbYY Jia Ou mIudpoBao
CBOj OTHHC, a 3aTUM AJrc KopucTu Bob0B jaBHM K/BYY Ja IIPOYUTA OT-
nuc. [Ipumernmo ma, ¢ 003UpoM Ha TO Ja ce MOTHUC MOXKE TPOUYUTATH
nomohy jaBHOr KJbyda, OMJIO KO MOzKe Jla 3Ha Jia je Bob 1ocjao nopyky,
aJI TO HAaM HEje OUTHO jep je /b CBAKAKO JIa TOPYKa CTUTHE TJe Tpeda a
Jla TPUTOM HUKO Ca CTPaHe He yMe J1a je TPOTYyMadn, TITO je OBUM MyTeM
ycnenrHo ypaheno. Takohe, Huko ne mozxke ja ce nornuiie kao bob jep,
Kao mTo je Beh pedeHo, mga O ce MOTIUCAO OH KOPHCTU CBOj TajHU KJbYU
KOju HUje MOoryhe OTKpUTU HA OCHOBY H-EI'OBOI' JABHOI' KJ/by4a.

[IpobsieM KOJI OBaKBOI HAaYMHA MOTIHCUBAILA j€ IITO UMa MIPEBUIIE
CUMETPUIHOCTH. AKO HEKO CACTAaBU TMOPYKY T = T1Xo W HEKAKO ybemn
Boba na momaspe Asmc moTnuce y; U Yo KOJH OAr0OBapajy KOMIIOHEHTAMA,
X1 U To, OHJIA OH MOZKe JIa ce TpeTBapa Ja je bob u nomrasse Annc mopyky.
OBo ce Moxke pemuTu yBohemeMm xern dhyukimje Koja he onemoryhurn
ojipehene mMerojie 3a pas3dujarme MOTIIHCA.

3.7 Xemr pyHKIHIjA

Xemn dyHKIMja je jernocMepHa (PYHKIH]a KOja MPeCTaB/ba CYMY I0-
PyKe U KOPHCTHU C€ 3a IpoBepy uHrerpurera mnopyke. [Ipobiem ca oBom
BYHKIMJOM je IITO Ce UCTH Xelll MOzKe J00UTH O Apyradyuje KomOuHalumje
caJipzKaja U /b Kpunrorpaduje je jga Hahe HAUUH Ja jeJaH XeIl OJro-
Bapa caMo jenHoj dyukmuju. OBa DYHKIWja TOPYKY JIyKUHE N, TIe je
n 6poj 6uTOBa, KOMIpecyje y MOPYKY JaykuHe k. OUUIIe THO, TPUITUKOM
KOMIIpecuje JioJ1a3u 0 ojpehenux ryburaka.

Xemn (pyHKIHja Koja ce mpuMemyje y Kpunrorpaduju Mopa j1a uMa
caenehe ocobune:

1. Jlyxkuna pobujene uzja3He MOpPyKe je KOHAYHA M YIJIABHOM Marba
0/ OpUTHUHAJTHE TTOPYKe

2. Jlako ce m3padyHaBa U He 3aBUCU MHOT'O OJ JIyKMHE OPUT'HHAJIHE
OpyKe

3. JemmocmepHa je Tj. HA OCHOBY e je CKOPO HeMOTyhe KOHCTPYHUCATH
OpUT'MHAJHH TEKCT

4. JeTHO3HAYHOCT - TeNIKO je Halim APYTy MOPYKY KOja MMa HCTY XeIl
dYHKIM]y Ka0 OPUI'HHAJIHA [TOPYKa

5. Ilpomena jeanor OuTa y3poKyje mpoMeHy 6ap MOJOBHHE OUTOBA JI0-
oujene xern (pyHKIIHje.
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Xemr ¢dyHKIHje ce Hajuenrhe MpuMemyjy KOJ JUTATAIHOT MOTITHCUBAIHA.
Jemanm mpuMmep npumene xemn dyHIUje je gar y ciaeneheMm aaropurmy.
OBaj anropuram HmpuKasyje Kako ce Xell (pyHKIUja KOPUCTH TIPUITHKOM
JIITUTATHOT TOTITHCUBAHA.

Anropuram 3.34. PCA mmudpoBame ca MOTIHCOM, CUTYPHHja Bep3uja
16

[Tpermiocrarumo ga cy Da, (Na, E4) Amucunu xibyuesn, a Dg, (Np,
Ep) Boboeu kbyuesn. OBaj ajJropuraM MOKa3yje Kako AJHc MOXKe Je-
mudpoBaTu 100HjeHy TOPYKY U noTBpAuTH bobos nmormnuc. Takohe mper-
OCTaB/baMoO U JIa 1nocroju xeir dpyukiuja H.

1. Bob6 mudpyje mopyky u mojaje MOTIIUC
Bob6 mpro mmudpyje mopyky xopucrehu AjuCHH jaBHU K/bY4: Yy =
yF4 (mod Ny,).
Heka je ca y; o3maden xem tekcra z: 3y, = H(x).
Barum Bo6 npaBu mormnmc s kopucrehm xemr Tekcra: § = ¥
(mod Ng).
Caza Bob masme Asmc nopyky ca mormucom: (y, s).

Dp

2. Anuc pemudpyje
Hakon mmro je npummia mopyky (y,s) Asuc je gemmdpyje kopu-
crehu cBOj TajHH KJbYY.
x = yP4 (mod N,) HapasHo cBOj K/byd IIpuMerbyje caMo Ha TeKCT,
OJIHOCHO Ha Y, jep je To jeo kKoju je bob mudposao kopucrehu men
jaBHU KJbyH4.

3. AJjmc mpoBepaBa moOTHUC

Hakon mTo je oTKpmia TekcT, AJue mpoBepasa J1a Jin TOpyKa, CTH-
ria oj Boba Tako mITO KOPUCTH HEroB jJaBHH KJbyd U IIOTOM IIPO-
BepaBa Ja Jii ce J100MjeHH Pe3yJTar IOKJIAla ¢a Xell (hyHKIMjoM:
Yo = sE2 (mod Np).

Axo je yo = H(x) onga je Bob nociaao mopyky u Anuc he npuxsa-
TUTHU IIOTIIUC.

AKko je yo # H(z) oHJa je mOpyKa CTUIIA O HEKOT Apyror u Asnc
he je ondbuTw.

3aHUM/BUBO je MPUMETUTH /1A V CIyYajy Kajaa Huje ONTHO J1a ce CaKpu-
je cajipkaj MopyKe TOJUKO KOJIMKO je OUTHO J1a Ce 3Ha O/ KOra je mopykKa
CTHTJIa, caMa MopyKa ce u He Mopa mudpoBaTu Beh ce Moxe jeanocras-
HO TTOCJIaTH, aJf je 3aT0 jaKo OWTHO TOTHHUCATH Ce W MOTOM ITPOBEPUTH
BAJIUIHOCT HMOTIIHCA.

6[Ipeysero ux xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpamna 391

42



3.8 IMMudposame momohy esmnruvane kpuse (ECC)

[[Tudpposame momohy esunTHYHE KpUBe je BpcTa IUdPOBamba Koje
ce paau Haj KoHauHmM mosbeM F momohy kpuse E(F) koja je jaBHa.
BacuuBa ce Ha TPOOJEMY JUCKPETHOI JIOTAPUTMA W MPEJICTAB/bA jeIaH
0/l HajBaKHUJUX HadWHa IudpoBama y kpunrorpaduju. Kpusa F je
yrJaBHOM KyOHA KPHWBa KOja MMa je/IHAYUHY OOJIUKA

E(F) = az® + b2’y + cxy® + dy® + ex® + fay + gy* + ha +iy + 5§ (21)

.
>

F 9
v

g
Y = +av s 6

dl
-

[Ipumep enunTHYHE KpUBE

Hedunnnuja 3.35. Kybua xpua E koja je HecunryiapHa (Tj. KyOHA
KpUBa 4iju Tpad ik HeMa CAMOIPECETHUX U CUHTYIAPHUX TAYaKa) U IHjI
cy koedunujentu us mosba F (Koju HUCY CBU HyJIA), HA3UBA CE €JIMITHIHA
kyOHa kpuBa Hag mo/beM F. 3ajenno ca mowm je gara tauka O xoja ce
Hasla3u y OECKOHATHOCTH (3aMUIIJbeHA TadKa Ha Kpajy KpHUBe).
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Hanomena. Cunrysapue Tauke Cy Tadke YHju Cy HAPIHjaJTHU U3BOIN
o o0e KOOp/JAWHATE jeJTHAKH HYJIN.

Hednanmuja 3.36. Heka je kpupa F nata dpopmynom 32 = 2% +a- 2% +
b-x+ c 3artauke P = (x1,y1) u Q = (X2, y2) HA €IUNTHIHOj KPUBOj F
nedpuHUIIeMo onepanujy + Ha caegehn nHadnm:

P+Q=R=(x3,93) (22)
.1’3:]{72—@—131—372, (23)
—ys =k - (x5 — 1) + v1, (24)

rie je k nedpunucano Ha ciaegehn HaduH:

Y2—yi
R o Ty # Ty (25)
3-21242a-x1+b _
2-y1 , X1 = T2

[MTudppoBarme eMITHIHOM KPUBOM CE€ 3aCHUBA Ha HAJIAYKEIbY IEJIOr
opoja n 3a kKoju Baxku: Q) = n - P, rme cy P u () Tauke Ha Kpusoj K. Y
uzpasy () = n- P, - upejcrap/ba onepaiujy Kojy npuMebyjeMo Ha CKaaap
U Ha TadKy ¥ jeduHuneMo je Ha ciejgehn nadun:

n-P=P+P+..+P. (26)

n

C o03upoM HA TO 1a ce oBa omneparuja gedUHHUITE HA UCTH HAYUH KAO
omepalnja MHOXKea peaJnnx Opojena, obe onepaiiuje he outu odesexeHe
ca -

Hedunrnmuja 3.37. Pex tauke P Ha kpuBoj E je HajMamu IpUPOIaH
0poj n 3a koju Baxku n - P = 0. Ako TakaB OpOj HE IOCTOjU KAXKEMO J1a
je Tauka P GecKOHAYHOT pe/ia.

Hedbunumnuja 3.38. Pej enmuntuane kpuse E jeqnax je 6pojy Tauaka
Ha KpUBOj Koju je moselian 3a 1 (360r Tauke y 6ECKOHAYHOCTH).

3a moverak hemo BuIeTH KakKo ce ImMuppoBame MOMONY eTunTHIHe
Kpuse npumersyje na ludu—Xenmanos ajaropuram:

Agropuram 3.39. ECC objappuBame Kbyuena '

1. Asmc npaBu jaBHU KJbYyd4
Autne 6upa K4 € [2,n — 2] mrro npeicTaBba HeH TajHu KJbyd.
BaruM npasu cBOj jaBHU KJbyd () Ha ciaegehu maumn: () = Ky - P.

TIpeysero ux kmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpamna 392
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2. Bob mpaBu jaBHU KJbYY
Bo6 6upa npoussosbo Kp € [2,n — 2|, oBo he 6utn meros tajuu
KJbY.
3aTuM TpaBW CBOj jaBHU KJ/byd HAa HUCTU HAYMH Kao m Asmc: R =
Kg- P.

3. Bob u Anuc nmpaBe 3aje JHUYKU KJbY4
Bob6 pauyna tauky: K = Kg - Q).
Annc pauyna tauky: K = K4 - R.

Tauke koje cy mobmaum Anmc m Bob ce mokmaamajy jep, OYHIJIETHO,
Bayku cJjiejiehe:

Kp-(KaP)=Kp-Ka-P=Ks-Kg-P=Kus - (Kg-P). (27)

Hanomena. llpe nouerka je norpedbHo O/ipeuTH jaBHY €JIUITUYHY KPU-
By I/ u Tauky P Ha TOj KpUBOj KOja je Takohe jaBHa u peja je r, e je r
Hajuenthe HEKU MPoCT OPOj.

Hanowmena. [IpuBaruu K/byueBu cy ne/in 6pojesu.

Hamomena. 3aHUMJBHBO je J1a Y V OBOM Mu(POBAKY jaBHU KJbYUeBH,
Ka0 M 3ajeJIHUYKHN KJby4, TauKe Ha KPUBOj L.

Cajia ce 1mocTaB/ba IUTAbE KAKO Ja 3HAMO JIa ce Tadka P Kojy c¢MoO
omabpaJsy HaJas3u Ha KpuBoj E7 AjropumraM KOju HAM OAroBapa Ha TO
NATame je J1aT Y HACTABKY.

Agaropuram 3.40. Tpaskeme Tauke Ha eJUNTHUHOj KPUBOj'®

Heka je p upoct 6poj Behu oj1 3, HpeTnocTaBuMo Jia je eJIMITUYHA KPUBa
E onpebena jeanaumnom y? = x° + ax + b.

[TpBo Gupamo x € [0,p — 1].

[Torom medunumemo t = (z(x? + a) +b) (mod p).

Axko je

(£) = —1 (mod p),

p

kpehemo o moveTka. AKO He, y3uMaMO KOOPAUHATE

(z, £/t mod p).

8[Ipeysero ux xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpana 323
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Cnenehu anropuram mokazahe kako na nahemo tauky P € E pena r.

Anroputam 3.41. Tpakeme Tauaka mpocTor pega =
Heka je nara emmnruana kpusa E(F),) pena f -, rae je r mpoct 6poj.

1. Hanaxkeme mouyeTHe Tauyke

[IpBu KoOpax je jia noMohy npeTxoHOr aJITOPUTMA n3a0EPEeMO TaUKy
PekFE.

2. IlpoBepaBamo ga jau je Tauka P penga r
Q=[P
Axo je Q) = O, ouna ce BpahaMo Ha IPBU KOPAK.
Nuade, ysumamo Tadky () Koja je pema r.

Jenna o)1 GUTHUX IPUMEHA OBOT aJTrOPUTMA je Y KOHCTPYHCAIbY JUTU-
Tajanux normuca. Hauaun fa ce To ypaau gar je y ciaenehem anropurmy
KOJU HaM OJjeJIHOM jiaje (pYHKIIHje 3a MPaB/beibe Kbyda, MOTIHCHBAILE H
nposepy notnuca. Ilpernocrasiba ce ga je M nopyka Kojy Tpebda mociaTu
u Jia HaM je no3Hara ojrosapajyha xemr ¢pyunknuja H.

Agropuram 3.42. Ajropuram 3a JUIHTAIHU HOTIHACY

1. Anuc nmpaBu KJbyd4
Anuc 6upa kpuBy E, pena f - r rae je r Beauku mpoct 6poj.
[Torom Anuc tpaxku Tauky P € F Koja je pema r moMohy mperxos-
HOT aJITCOPUTMA.
Barum 6upa npousBosbHO d € 2,7 — 2.
Q=d-P

Autuc o6jassbyje japau kibya: (E, P,r, Q) , a d 4yBa Kao TajHH KJbY 4.

2. Aymc moTnucyje mopyky
Ha 6w ce normcana Asic 6Gupa mpon3Bo/bHO k € [2,r—2] n padyHa:
(@1,51) =k - P;
R =z, (mod r);
s=k Y (H(M) + Rd) (mod r).
Axo je s = 0 Bpahamo ce Ha moYeTaK OBOT KOPAKA.

Autnenn normmc je ypehenu nap (R, s) Koju ce IPEHOCH ca TIOPYKOM
M.

¥TIpeysero mx xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpana 393
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3. bob moTBphyje ma je Anuc mocJajia MOPYKY
Bo6 ysuma Anucuu jaBuu kbyd (F, P,r, Q) u padyHa:
w=s"1 (mod r);
u; = H(M)w (mod r);
us = Rw (mod r);
(w0,90) = u1 - P+ ug - Q;
v =10 (mod r).
Axo je v = R, bob norsphyje 1a je ATUCHH HOTIHC y THTAIDY.
WNuade, Huje AJTUCHH MOTINC ¥ IUTABKY.

[Ipernocrapsba ce ja je mudpoBarme eJTUITHIHOM KPUBOM CHTYPHHUjE
on PCA mudposama jep je pa3BojeM padyHapa mocraao Moryhe pasourn
Heke PCA mmdppe. Hacynpor Tome, mokasano je ma 6u, ma ce memudpyje
OHO TITO je Mu@POBAHO EJITUITUIHOM KPUBOM, KOPHUIINEHEM JTAHAIIHE
TEXHOJIOTHje OuJI0 MoTpeOHO BUIIE BpeMeHA HEro IMITO je Halll YHUBEP3YM
crap. Jorr jejiHa NpeIHOCT M@ POBaba eTUNTHIHOM KPUBOM je TO IITO je
K/byd socta Kpahu wero kbyd koa PCA mudposama (Koje je curypHuje
KaJIa je KJbyd JyzKd) u 360r Tora Ta je Jakiie CKJIAIUIITUTH U DAJUTH
Ca IbUM.

Jor jeqna 3aHUM/BUBOCT Y Be3u MU poBaba MOMONyY eunTuyne Kpu-
Be je TO j1a ce y Wy, TadHhje Y heHe TauKe, MOYKe TUPEKTHO YTrPaIuTH
tekcT. O oBoMe HaM roBopu ciejgeha TeopeMma.

Teopema 3.43. 3a npocm 6poj p > 3 Hexa je E esunmuvna xpusa Had
nowem I, obruka

y? = 2%+ ax + b.

Hexa je X nosumusan yeo 6poj marow 0d p. Tada je X uau x-xoopdurama
nexe mauke na E, uau na kpueoj E', xoja uma obaux

gy = 23 + ax + b,

30 meko g Koje nuje xkeadpammu ocmamax no modyay p. dame, axo je
p =3 (mod 4), u odpedumo

s=X?+aX +b (mod p)

(p+1)

Y =51 (mod p),

onda cy (X,Y) xoopduname mauxe na usu E usu E' pedom, jep je
Y? =5,—s (mod p)

2de y dpyzom cayuajy ysumamo da je E' yemeapu
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—y? =2® +ax +b.

Caeau ajaropuraM KOju IOKa3yje KakKO Ce TeKCT JUPEKTHO ybalyje y
KPHBY, a MOTOM M KaKO Ce YUTa Ca Ibe.

Agaropurtam 3.44. Tupekrno npuMenubame ECC enxpunmuje?!

[IpernoctaBumMo ja je Bob dpopMupao Kbyd Kao y aaropurmy 3.39
u ja cy onpehene kpuse F u E' u na wuma rauke P u P’ pegom.

1. Anuc yrpabyje tekct
Annc Ha ocHOBY mperxogme TeopeMe oapebhyje kpusy E wiu E' na
K0joj je 6poj X BpemHOCT T-KOOpAMHATE (M aKO je y-KOOpJMHATA
ouTHa MOXKEMO u3padyHaTu Opoj Y Koju 6u OMO BpeTHOCT Y KOOP-
JauHAaTe), ¢ THM ja hemo, ako ce X Hasasu Ha o0e Kpuse E u ',
3a KpUBY y3eTn E.
VY 3aBUCHOCTH O] TOra KOjJy KpUBY Kopucth, F wmn E’, Anuc pagu
caejehe:
d =0 wunu 1 - oBo oapebhyje Koja je KpuBa y3era;
Q = P wim P’;
Qp = Pp umn Py.
Auc Gupa npousBosbHO 1 € [2,p — 2].
Caga Ajiuc npasu esmnruann jpojgarak U = r-Qp+ (X, Y) kojem
je 3a/1aTak Ja 3aMacKupa TEKCT.
Ha kpajy npasu ,,rpar” nomohy kor he mohu na ce orkpuje 3ama-
ckupanu Tekcet: C' =1 - Q).
Cse oBo 3ajenno ce mame y obauky: (U, C,d).

2. Bob nmemudpyje ga 6u OTKPUO CKPUBEHU TEKCT
Bob npBo Tpebda 1a 0TKpHje HAa KOjOj KPUBO] je CKPUBEH TEKCT, 3001
TOra rjieja mra je d.
Hakon rora nupumemyje npusarau kbyd (X,Y)=U — Kg - C.
Cana Bob orkpusa opurnnaanu Tekcr X y 00MUKY X-KOODAHHATA.

Osaj nHaunn mudpopama ce Hazuba jom n Ex Damanosa? mewma.

2Ipeysero mx xmure Richard Crandall, Carl Pomerance, Prime Numbers A
Computational Perspective, Second Edition crpana 395
22Taher Elgamal (pohen 1955.) - erumarcku kpunTorpad
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4 IIporokos Gamama HOBUYMha

VY kpurnrorpaduju MIpoTOKOI je aJIropuTaM Koju ojpelhyje Kopake Koje
Tpeda mpey3eru.

Jlo caja cMo BHIe M KaKo ce Teopuja OpojeBa mpuMermyje y npoToKO-
JINMa, Be3aHUM 3a pa3MeHy Kjpydena. Caja hemo BuIeTn Kako ce Teopuja
OpojeBa MOXKe MPUMEHUTH Y MaJIO0 BHUIIE CBAKHIANIILIM CHTYAIIHjaMa.

[IpoToxos Gamama nopunha?® macTao je Kao 0JroBop Ha MUTame KaKo
00e36eiuTH NoIITEHY pa3Meny uHdopMaluja Mehy BuUllle HeIOBep/bUBUX
crpana. Ha npumep, ako Bob n Annc keqe ma 6amajy HoBunh aan HECY Ha
HUCTOM MECTy I1a He Mory oboje ja Buje pesyiarar. Jlorosop je ja, ako oo
HOTOIM KAaKo je HOBUMN 1ao, OHJIA je OH 1mobeano, a ako He, OHIa je AJmc
nobenmia. Kako he Bob 3Haru ma ra Anuc Huje ciaaraaa 3a pe3yarar?

3a mnouerak, Asmmc he omabparu jBa Besmka npocra Opoja p u q u
ILbUXOBUM MHOXKermeM jobuhe 6poj n. Hakon Tora he nzabparu npousso-
JbaH TPOCT OPOj 7 Takap Ja N HUje KBYJIPATHU OCTATAK IO MOJIYJIY T, U
nocsatu oba 6poja Body.

Bob 6upa jejan oj1 jaBa uckasa: ,Mamu 1poct hakTop Opoja n je Kpa-
JIpaTHU ocTaTak 1mo Moayay r° wmwiu ,, Behu mpoct daktop O6poja n je
KBaIpATHU OCTATaK IO MOIYJIY 7 u majbe AJNC ¢BOj OAr0BOP.

Cazna Anuc roopu boby ma yu je moroamo u masbe My GpojeBe p u ¢
Jla Ce yBEPH Jla OHA HUje BapaJia.

23Coin toss; Coin-flip protocol
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5 DbJiokdvejH TexHOJIOTH]ja

Briokueju?t je jaBna 6asa mogaTaka Koja je Hoie/beHa Ha BHIIE Je-
JioBa Koju cy mehycobHO moBe3anu, aju ce Hajla3e HA PA3IUIATHM Me-
cruma. Ceaku moceban eo ce 30Be 610K (block - ogaTie u mornde Ha3UB
blockchain omrocTo y 6yKBATHOM TIPEBOIY: JaHal 6j0koBa). OBH Ae10BH
caJipzke mHMOpMaIje o JUTHTAJTHEM TpaHCaKIHjaMa Koje Huje Moryhe
U3MeHUTH U u3bprcaTu Ge3 MpoMeHe CBUX HapeJHuX GJOKoBa (HA OBaj
HAYMH Ce MOXKe MPATUTH UCTOpUja mpoMmeHa y 6GiiokosmMa). Moryhe je
camo gogaru HoBe mHpopMmanuje. CBaku OJIOK cagapzKu xerr (PYHKIH]Y
0JIOKa KOjU je KpeupaH Ipe ihera, 3axBabyjyhu yemMy MoKeMmo ja ojpe-
JIAMO DPesiocyen OJI0KOBa, a TTOTOM M peJlocye ] TPaHCAKITja.

He 3Ha ce ko je Tauno TBopaIll 06JIOKYejHA, Ka0 HH TO Ja JU je Y -
Tamy jejHa ocoba MJIM OPraHu3alldja, 3Ha Ce CaMoO IICEYJO0HUM KOjH je
kopumther: Caromu Hakamoro. [TTudposame koje croju muza OI0KU€jH
TEXHOJIOTHjE je MPeTeyKHO MudpoBambe eJTUITUIHOM KPUBOM KOje ce KO-
PHUCTHU 3a MPaBJbehe MOTIHCA.

Kao xonkperan npumep ysely na je M = 199, koju je npoct 6poj*’u
koopuHare (p1,pe) = (2,24). 3a oBako oxabpane OpojeBe BHIAMMO JIa
je pen rauke (p1,p2) = (2,24) jeanak 211. Canma ogabGepemo 1a Ham je
npuBaTHU Kbyd ki = 151 u oHJa padyHamo jaBHU KJbyd (p1,p2) KO-
ju he oaroBapatum mpuUBaTHOM KJbYyUy, TO ce paju Ha cienehnm Ha4IWH:
(r1,r2) = k1 - (p1,p2). Kaga ce To ypaau mobuje ce (p1, pa) = (64, 80).

[TomTo cy K/by4ueBU HanpaB/beHH MOKe ce ojadbparn mHOpMAIja
Kojy Tpeba mpeHern, Heka je To z; = 104. Cama 3a oBy mHMOpPMAIH]Y
Tpeba KOHCTPYHUCATH MOTIIKC. 3a TO IpaTUMO cjejiehe Kopake:

1. Bupamo 6poj ko umehy 1 u 210 (pen rauxe -1);

2. Pauynamo (s1,82) = ko - (p1,p2), ako je s; = 0 spahamo ce Ha
IPETXOAHU KOPAK;

(z14s1-k1)

T (mod 211), ako je s, = 0 BparuMoO ce Ha

3. Pauynamo sy =
MoYeTHN KOpPaK.

Bpojesu (s1, So) YuHE JUTUTATHU TOTIIUC, Y OBOM CJIyUajy Taj HOTIHC HMA
BpeHOCT (81, $2) = (99, 52)

[IpermocTaBuMmo 1a cMO cajia MH IIpUMAaJIal] HOpyKe 1 Xohemo /1a mpo-
BEPHUMO KO ]V je IIOCJa0, TO paJuMo Ha cjaeaenn HavIuH:

24plockchain
250Baj 6poj, Kao U ¢BU OocTaH GPOjeBH W TadKe y OBOM IIPHMEPY IPEY3eTH Cy ca
crpanute https://mathinvestor.org/2017/08 /the-mathematics-behind-blockchain/
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1. TIpeo paaynamo u; = s — 1 (mod n);

2. Barum uz = s1 - u; (mod n);

3. Ha (t1,t2) = ug - (p1,p2) + us - (11, 72);

4. N na kpajy Tpeba ga mpoBepuMo Jia Jin je t1 jeITHAKO Si.

Kana ce ce oBo ypaau nobuja ce ga je (t1,t2) = (99,44) u womro je
t1 = 99 = s; nornuc je nosphen (ogurienHo, HUje HAM OUTHO Ja ce fo U
So TOKJIANA]Y).

Naxko je oBaj aiaropuraMm 6asmpaH Ha MIH(GPOBALY €TUITHIHOM KPH-
BOM BHJIMMO JIa UIIaK He MoxkeMo u3behu konrpyennuje u npocre 6pojese
TO Teopujy OpojeBa YMHU KPYIHMJAJTHOM Y CBUM OBUM a/JITOPUTMHUMA.
Hapasno oBjie cy, 300r jeIHOCTABHOCTH, y3€TH MHOT'O Maibu OPOjeBU O]
OHUX KOjU Ce KOPHCTe y MPaKCH, ajd UIMaK JOBOJHHU Cy Ja WIYCTPY]Y
KaKO ce ynorpe0/baBa OBaj aJarOpUTaM.
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6 3akspydak

Y oBoM pajy 6aBUIM CMO ce, Ka0 IMTO caM HA3WB pajia KaxKke, MpU-
MeHoM Teopuje Opojesa y kpunrorpaduju. Ha nouerky pasa, mojMmosu
Teopuja OpojeBa u Kpunrtorpaduja cy gebunucanu. [lopea nojma Kpu-
torpaduja, ynosnaam cMO €€ U Ca MOjMOBUMA, KPUITOJIOTHjA, KPHUIITOA-
HaJIM3a U CcTeHorpaduja Koju, Marbe WJIM BHUIIE, UMajy Be3e €a MOjMOM
kpunrtorpaduja. Hakon Tora Bugem cMo Kako cy ce mopyke nmdponasie
KpO3 UCTOPHUjY U KAKO Cy HEKe Ol TUX HajpaHUjuX MIU(GPH KOPUCTUIE Te-
opujy 6pojesa 3a mudposBarme, aan u 3a jerudpoBaie nopyka. Bujgenn
CMO KaKO Cy Te mudpe BpeMeHOM MMOCTajajie CBe KOMILJIMKOBAHUje H KAKO
Cy JbY/IH, Y jeTHOM MOMEHTY, KPeHYJIH Ja MPOU3BO/le MAIlIHe Y Ty CBPXY.
[IpBa TakBa Mamuna 6uia je Enurma. EHurMy cy BpeMeHOM HAC/I€IAIH
MOJIEDHU KOMTIIjyTePHU KOJH 38 MOJIEPHO MU} pOBambe KOPUCTE MHOTO KOM-
IJIEKCHHU]jE TI0jMOBE U TeopeMe u3 Teopuje OpojeBa. YIO3HAJJIU CMO Ce Ca
AJITOPUTMUMaA KOje OHHU KOPpHCTE U KOPaK IIO KOPpaK UX aHaJHU3UPAJIH.

3a Kpaj ¢Mo ce YIIO3HAIH €A JOII B 3aHUMJbUBA MOJMa: ITPOTOKOJIOM
banama Hopumha u OyiokuejuoM. C 003UpPOM Ja OBH HPOTOKOIU TapaH-
Tyjy unrerpurer uudopmaiuja, 6e3 mwUX je CKOpo Hemoryhe 3amMuc/inTu
JIAHAIIHE BPEMeE.
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YHUBEP3UTET Y HOBOM CAJTY
[MPUPOJHO - MATEMATUYKN OAKVJITET
KJ/bYUYHA JOKYMEHTAIINJCKA UHOOPMALIJA

Peanu 6poj:
PBP

N nentundpukanmunornu 6poj:
NBP

Tun pokymentarnuje: Monorpadcka JOKYMeHTAIIH]a

T,

Twun 3anmca: TekcTyaJiHH MITaAMIIAHE MaTePHjasl

T3

Bpcta paga: Macrep pan
BP

Ayrop: bpanka Munakosuh
AY

MenTop: 1p Bojan Bammh
ME

HacmooB paga: [Ipumena Teopuje 6pojeBa y kpunrorpaduju
HP

Jesuk mybaukanumje: Cprckn (hiupuanna)
JII

Jesuk m3Boga: ¢ / en
JN

3emspa mybaukoBama: Penybinka Cpouja
311
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NzpaBau: Ayropcku pernpuHT
nu3

Mecto u aapeca: Hosu Caz, Tpr . O6panosuha 4
MA

®usnukn onuc pazna: (6/63/13/1/7/9/0)(6poj mormasma/6poj crpa-
Ha/6poj tuTepapHux nurara/6poj rabesa/6poj ciuka,/6poj rpaduka/6poj
IPUIIOTa)

@O

Hayuyna obaact: Maremartuka

HO

Hayuyna mucnuniumHa: Teopuja 6pojesa

HIT,

Kimyune peun: Teopuja 6pojeBa, Kpunrorpaduja, KpUITOJOTHja, IIH-
dposame, llezaposa mudpa, Buxxenepopa mudpa, dudun—Xeaman mm-
dposame, npocru 6pojesu, PCA mudposame, xern dyukiuja, mudpo-
Balbe MOMONY e/IuITuYHe KpUBe, MPOTOKO/ Darama HoBunha, 6/I0K4YejH

10, YIK

Yysa ce: Y Oubamorenu /lemaprmana 3a MareMaTuky U HH(MOPMATH-

Ky, [Ipupoano-maremarniaku daxyarer, Yuusepsurer y Hosom Cany
qy

Baxxkna mamomena:

BH

N3Boa:
ns3

Y oBoM pajy ce 6aBUMO Be3oM u3Mely Teopuje OpojeBa U KpUITOIPa-
duje, TauHuje aHAJIU3HPAJIH CMO HeKe KpHITorpadcke aaropurMe KOju
Opu pajgy KOpHUCTe Teopujy OpojeBa. ¥ MPBOj TJIABH CMO Ce YIIO3HAJIN
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ca MOjMOBUMa, Teopuja OpojeBa m Kpunrorpaduja U pekau HEIITO BUIIe
O OBe JBe NHUCIUILUIHHE. Y JPYyroj IVIAaBU je MPUKa3aH HUCTOPHJCKU pa-
3B0j KpulrTorpaduje rjie BHIUMO Ja je Teopuja OpojeBa OHIa MPUCYTHA
y Kpunrorpaduju jour oj meHor HacTtanka. [lopea Tora npeacrabibeH je
nojam crenorpaduja. Ha moderky Tpehe riiaBe yBoauMo 10jMOBE ca KOju
cy KopuiiheHu y pajy, a 3aTHM MPecTaB/haMO HadnHe M@ PoBamba KOju
ce manac kopucre. To cy: Iudpu-Xenvan mudposame, PCA mudporame
u mudpoBame eTUOTHIHOM KPUBOM. 3a CBAKW OJ] OBUX HAUMHA YKDPAT-
KO je objamimeHa Hjieja Koja CTOJU U3a HUX U JATH Cy aJITOPUTMU KOjH
upukasyjy csaku tuil mudposamwa. Hakon Tora, y 4erBproM u 1eToM
HOTJIaB/bY CMO C€ YKPATKO YIIO3HAJIH €a IPOTOKOJI0M Oarama HoBunha u
OJIOKYEjH TEeXHOJIOTHjOM.

Hdarym nmpuxBarama teme on crpane HH Beha:

TIIT

darym ombpane:
0

YnaHOBU KOMUCH]E:

YK

Ilpenceanuk: jnp [lerap Banuh, Banpeanu npodecop, [lpupogno - ma-
TemaTnaku dakyarer, Yuausep3uTeT y Hosom Caxy

Mentop: np bojan bBamwuh, penosau npodecop, [Ipupoano - marema-
tuaku daxyrer, Yuausepsurer y Hosom Cauxy

Ynan: ap Brano ymwapesuh, monent, [Ipupoano - marematundku haxyi-
ter, Yausepsurer y Horom Cany
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