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Predgovor

Delo Osnove geometrije je godine 1899. objavio matematicar po imenu David
Hilbert. Bilo je to delo u kojem je ovaj matematicar otklonio nedostatke
Euklidove geometrije, koja je za vreme Euklida predstavljala pravu naucnu
revoluciju. Zasto? Bio je to pokusaj aksiomatske konstrukcije geometrije kao
nauke. U ovom master radu se za pocetak upravo govori o tome Sta to
znaci aksiomatski konstruisati naucnu disciplinu. Hilbert je nastavio u tom
pravcu - u pravcu Euklidovog pokusaja aksiomatski konstruisati geometriju
kao nauku. Hilbert ju je zasnovao na pet grupa aksioma - to su aksiome inci-
dencije, poretka, paralelnosti, podudarnosti i neprekidnosti, iz kojih se dalje
gradi geometrija dokazivanjem raznih tvrdenja.

Medutim, Hilbert je uocavao da mogu da budu odradene neke izmene u
njegovom delu. I tako su se vremenom pojavljivala nova izdanja ovog dela, pri
¢emu je u novijim izdanjima Hilbert uvek tezio ka oslabljivanju svog sistema
aksioma.

Ono sto se u ovom master radu pokazuje je ekvivalencija prvobitnog i
savremenog sistema Hilbertovih aksioma. To je glavni cilj ovog rada. Dakle,
pokazuje se da se iz savremenih aksioma mogu pokazati one prvobitne Hilber-
tove aksiome. Te aksiome se stoga u radu javljaju kao teoreme koje je potrebno
dokazati.

Svakako, postoje i neke druge stvari koje se pokazuju u ovom radu pored
ovog glavnog zadatka.

Jedna od sporednih stvari koja se u radu daje je nekoliko primera koji
sluze kao dokaz da neka od tvrdenja ne mogu da se izvedu iz odredene
grupe aksioma. Kako ve¢ od druge grupe aksioma ne mozemo da govorimo
o konacnom broju tacaka, kao bitan primer se daje da koriS¢enjem samo
prve grupe aksioma ne mozemo da dokazemo egzistenciju beskonatno mnogo
tacaka. Jedan od tih primera je model tetraedar, koji se sastoji od kona¢nog
broja tacaka. No, postoje i takvi primeri, gde se cak ne uzimaju ni sve aksio-
me prve grupe i onda se pokazuje da neka tvrdenja iz ovako redukovanih
sistema, koja su naocigled vrlo jasna, u stvari ne mogu dokazati.

Takode, kod druge grupe aksioma se javlja ekvivalencija Hilbertovog siste-



ma sa Van der Vardenovim sistemom aksioma.

I kao slag na tortu, rad sadrzi i jedan zanimljiv i kompleksan dokaz
korespondencije izmedu realnih brojeva i tacaka na pravoj, koji je moguce
izvesti zahvaljujuéi aksiomama neprekidnosti.

Lydia Spevak



Glava 1

Istorijski uvod

1.1 Aksiomatska konstrukcija geometrije

Aksiomatski konstruisati geometriju kao naucnu disciplinu je takav postupak
izgradnje geometrije u kojem vaze sledece cetiri stavke:

e za pocetak, u prvom koraku, se odrede osnovni pojmovi, to su pojmovi
koji se ne definisu;

e u drugom koraku se odrede aksiome, to su tvrdenja koja se ne dokazuju;
e na osnovu osnovnih pojmova i aksioma se definisu izvedeni pojmovi;

e i zatim se pomocu osnovnih pojmova, aksioma i izvedenih pojmova
formiraju tvrdenja, koja se dokazuju.

1.2 Istorija geometrije

Jedna od grana matematike je i geometrija. Geometrija se razvijala od samog
pocetka covekove egzistencije i to zahvaljujuéi njegovim svakodnevnim ak-
tivnostima, zahvaljujué¢i potrebama coveka kao Sto su potreba za sklonistem,
kuc¢om, potreba za pravljenjem raznolikog alata da li za ubijanje zivotinja,
da li za obradivanje zemljista, pravljenja odece...

Naprednija geometrijska znanja se vezuju za indijsku i kinesku mate-
matiku, a kasnije i mesopotamsku i egipatsku. Dokaze o ovoj matematici
dobijamo iz raznih crteza koji imaju upravo geometrijski sadrzaj. Naravno,
geometrija ovog doba se ne bavi preteranim dokazivanjem, nego uglavnom
daje samo postupke kako nesto resiti i kako nesto konstruisati. Na slici su
prikazane egipatske piramide za c¢iju izgradnju je bilo potrebno malo na-
prednijeg matematickog znanja.



Slika 1.1. Piramide u Egiptu

Period gréke matematike je vrlo znacajan period u razvoju geometrije.
Tada je na scenu istupila nekolicina matematicara, od kojih su Tales iz Mileta
i Pitagora sa Samosa jedni od najbitnijih u razvoju geometrije kao nauke.
Ipak, po misljenju mnogih, najznacajniji matematicar tog doba je Euklid.

1.3 Tales, Pitagora, Euklid

N RO WA

Slika 1.2. Tales iz Mileta

Veé pomenut Tales iz Mileta je bio grécki filozof, koji je ziveo oko 7. i 6.
veka pre nove ere. Njegova filozofija se zasnivala na tome da je praelement
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svih stvari voda. Kad je u pitanju oblik Zemlje, svrstava se u one naucnike
koji su verovali da je Zemlja oblika lopte. U geometriji je ovaj naucnik pre
svega poznat po Talesovoj teoremi.

Slika 1.3. Pitagora sa Samosa

Ko jos nije ¢uo da je kvadrat nad hipotenuzom pravouglog trougla jednak
zbiru kvadrata nad katetama tog trougla? To je Pitagorina teorema. Pitagora
sa Samosa, koji je ziveo oko 6. veka pre nove ere, je bio anticki filozof, ¢ija
filozofija je u velikoj meri uticala na matematiku. U matematici je pre svega
poznat po Pitagorinoj teoremi, ali i po Pitagorejskoj skoli koja je u svoje
vreme bila veoma uticajna u drustvu. U svojoj filozofiji, Pitagora je smatrao
da je osnova svega broj.

Euklid je bio greki filozof koji je ziveo oko 4. i 3. veka pre nove ere. Pre
svega je poznat zbog svog slavnog dela Elementi. U ovom delu je sumirao geo-
metrijska znanja i pokusao je, kao prvi u istoriji covecanstva, da aksiomatski
konstruise gometriju kao naucnu disciplinu. Bio je to veliki napredak za geo-
metriju.

Delo Elementi se sastoji od 13 knjiga. Za osnovne pojmove Euklid je uzeo
tacku, pravu i ravan. Aksiome je nazvao postulatima, ima ih pet i glase ovako:

I Od svake tacke se ka svakoj tacki moze povuéi prava.
IT Svaka ogranic¢ena prava moze da bude u svom pravcu produzena neprekidno.
III Iz svakog sredista svakim rastojanjem se moze opisati krug.

IV Svi pravi uglovi su medusobno jednaki.



Slika 1.4. Statua Euklida u muzeju prirodne istorije Oksfordskog univerziteta

Slika 1.5. Fragment Elemenata
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V Ako neka prava u preseku sa druge dve prave obrazuje sa iste strane dva
unutrasnja ugla takva da je njihov zbir manji od zbira dva prava ugla,
onda ¢e te dve prave, produzene u beskonacno, da se seku sa one strane
sa koje su upravo ta dva pomenuta ugla ¢iji zbir je manji od zbira dva
prava ugla.

1.4 David Hilbert i geometrija

Euklidovo delo Elementi se dugi niz godina koristilo i smatralo se jednim
nepokolebljivim delom geometrije i, naravno, delom uspesnog postupka kon-
strukcije geometrije aksiomatski. No ipak, ovo delo je imalo neke nedostatke,
koje je godine 1899. otklonio nemacki matematicar David Hilbert, kad je
objavio svoje delo Osnove geometrije. Sustina ovog dela bila je da se kom-
pletira aksiomatsko zasnivanje geometrije koje je zapoceo Euklid. Hilbert je
zadrzao pojmove tacke, prave i ravni kao osnovne, a odnose medu njima
raSclanio je na pitanja incidencije, rasporeda, podudarnosti, paralelnosti i
neprekidnosti.

Razlog zbog kojeg je Hilbert krenuo na put kompletiranja Euklidove geo-
metrije je taj da su Euklidove aksiome bile nedovoljne da bi se mogla izvesti
odredena tvrdenja koja je ina¢e Euklid naveo u svom delu. Na primer, jedan
od propusta koji se pojavio u Euklidovim Elementima je bio kod crtanja
jednakostrani¢nog trougla. Da bi se nacrtao jednakostrani¢ni trougao uzi-
maju se dve tacke koje ¢e biti dva vrha tog trougla. Tre¢i vrh trougla se dobija
u preseku dve kruznice c¢iji centri su upravo prva dva pomenuta vrha a nji-
hovi poluprecnici su upravo rastojanje ta dva vrha. Medutim, FEuklid nista
ne govori o preseku tih kruznica. Jedan od bitnih propusta je i koris¢enje
danasnje takozvane Pasove aksiome koja se kod Euklida podrazumeva, no
iz njegovog sistema aksioma se u stvari ne moze izvesti. Naravno, postoji
jos propusta u Euklidovoj geometriji. Hilbert se stoga pokrenuo na ozbiljan i
vrlo kompleksan posao konstrukcije geometrije kao naucne discipline, u ¢emu
je i bio uspesan.

1.5 Evolucija Hilbertovog aksiomatskog siste-
ma

Kako je vreme odmicalo, Hilbert je uocavao da treba da napravi neke izmene
u svom delu. Aksiomatski sistem je stoga nailazio na promene i poboljsavao

se. Izmene su nastajale u cilju da se sistem aksioma Sto viSe uprosti, Sto
je u stvari i poenta svakog aksiomatskog sistema. Ono S$to se prezentuje u
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Slika 1.6. David Hilbert

narednim poglavljima je upravo poredenje Hilbertovog prvobitnog i savre-
menog sistema aksioma, to jest pokazuje se kako se iz savremenih ,slabijih
aksioma mogu dokazati tvrdenja koja su se prvobitno uvodila kao aksiome.

12



Glava 2

Aksiome incidencije - prva
grupa aksioma

Najpre navodimo kako izgleda aktuelna lista Hilbertovih aksioma incidencije
(aksioma pripadanja).

I

I,

Is

Iy

Is

Za svake dve tacke postoji bar jedna prava koja je incidentna sa svakom
od njih.

Za svake dve tacke postoji najvise jedna prava koja je incidentna sa
svakom od njih.

Za svaku pravu postoje bar dve tacke koje su s njom incidentne. Postoje
tri tacke koje nisu incidentne ni sa jednom pravom.

Za svake tri tacke koje nisu incidentne s istom pravom postoji bar jedna
ravan koja je incidentna sa svakom od njih. Svaka ravan je incidentna
s bar jednom tackom.

Za svake tri tacke koje nisu incidentne s istom pravom postoji najvise
jedna ravan koja je incidentna sa svakom od njih.

Ako su dve tacke neke prave incidentne s nekom ravni, tada su sve tacke
te prave incidentne s tom ravni.

Ako su dve ravni incidentne s nekom tackom, tada postoji bar jos jedna
tacka s kojom su obe ravni incidentne.

Postoje cetiri tacke koje nisu incidentne s jednom ravni.

Hilbertove prvobitne aksiome incidencije navodimo odmah iza savremenih.

Napomenimo da ¢emo kod prvobitnih aksioma u njihovoj notaciji stavljati
oznaku prim - ', dok kod aktuelnih to nece biti slucaj.
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I,> Za svake dve tacke postoji bar jedna prava koja je incidentna sa svakom
od njih.

I, Za svake dve tacke postoji najvise jedna prava koja je incidentna sa
svakom od njih.

I; Za svake tri tacke koje nisu incidentne s istom pravom postoji bar jedna
ravan koja je incidentna sa svakom od njih.

I, Za svake tri tacke koje nisu incidentne s istom pravom postoji najvise
jedna ravan koja je incidentna sa svakom od njih.

I,; Ako su dve tacke neke prave incidentne s nekom ravni, tada su sve tacke
te prave incidentne s tom ravni.

Iy Ako su dve ravni incidentne s nekom tackom, tada postoji bar jos jedna
tacka s kojom su obe ravni incidentne.

I, Za svaku pravu postoje bar dve tacke koje su s njom incidentne. U svakoj
ravni postoje bar tri tacke koje nisu incidentne s istom pravom. Postoje
cetiri tacke koje nisu incidentne s jednom ravni.

2.1 Razlike u sistemima aksioma prve grupe

Dakle, drugi deo aksiome I, je oslabljen. Umesto njega je uveden drugi deo
aksiome I3. Takode, savremeni sistem je obogacen drugim delom aksiome I4.
Svi ostali delovi aksioma se podudaraju sa savremenim, jedino je razlika u
notaciji.

Dokazimo da se drugi deo aksiome I,» moze dokazati iz oslabljenih, savre-
menih aksioma incidencije.

Lema 2.1. Za svaku tacku A i za svaku pravu a, takvu da A ¢ a, postoji
jedna i samo jedna ravan o, takva da A € a 1 a C a.

Dokaz. U prvom delu dokaza dokazujemo egzistenciju ove ravni: Prvi deo
aksiome I3 nam daje egzistenciju tacaka B i C' takvih da B € a i C € a.
Pokazimo da su tacke A, B i C' nekolinearne. Pretpostavimo suprotno, da
postoji prava b takva da A, B,C' € b. Kako su tacke B i C incidentne i sa
pravom a i sa pravom b, na osnovu aksiome Iy dobijamo da se a poklapa sa
b, odakle sledi da i A € a, Sto je u kontradikeiji sa uslovom da A ¢ a. Dakle,
tacke A, B i C' su nekolinearne tacke. Aksioma I4 nam daje postojanje ravni
« koja je incidentna sa A, B i C. Kako B,C € «, iz aksiome Ig imamo da
a C «. Dakle, dokazali smo egzistenciju ravni « koja je incidentna sa A i a.

14



B

oE
e C &B

Slika 2.1. Ravan « sadrzi tri nekolinearne tacke; slika uz dokaz teoreme 2.2

U drugom delu dokaza dokazujemo jedinstvenost ove ravni. Pretpostavimo
suprotno, da postoji ravan 3 razlic¢ita od ravni a koja je incidentna sa A i
a. Sada imamo da sve tri tacke A, B i C pripadaju i ravni a i ravni 8, te na
osnovu aksiome I5 dolazimo do zakljucka da je o u stvari isto §to i 3, Sto nas
dovodi do kontradikcije. Dakle, dokazali smo i jedinstvenost ove ravni. [

Teorema 2.2. Svaka ravan sadrzi tri nekolinearne tacke.

Dokaz. Neka je o proizvoljna ravan. Drugi deo aksiome 14 govori da postoji
neka tacka A € a. Dalje koristimo aksiomu Ig. Ova aksioma daje egzistenciju
neke tacke B koja ne pripada o, B ¢ «. Iz aksiome I; dobijamo da postoji
prava a takva da je A € a i B € a. Sada se koristi drugi deo aksiome I3,
koji nam daje postojanje nove tacke C' koja ne pripada pravoj a, C' ¢ a.
Na osnovu prethodne leme dobijamo da postoji jedinstvena ravan S koja je
incidentna sa pravom a i sa tackom C. Kako A pripada ravni « i ravni 3, na
osnovu Iy imamo da postoji neka tacka D razlicita od A koja je incidentna sa
svakom od ravni i f. No na osnovu Ig dobijamo egzistenciju tacke E ¢ [3.
Iskoristimo ponovo prethodno dokazanu lemu za tacku E i pravu a, za koje
vazi E ¢ a. Tako dobijamo egzistenciju jedinstvene ravni v takve da FE € ~y
i a C 7. Ponovo, kako je tacka A incidentna i sa ravni « i sa ravni v, na
osnovu Iy postoji tacka F razli¢ita od tacke A takva da je F incidentna i sa
aisa .
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Nasli smo tri tacke A, D i F koje su incidentne s ravni «. Zelimo da
pokazemo da su ove tacke nekolinearne. Pretpostavimo suprotno, da postoji
neka prava b koja je incidentna s ove tri tacke. Kako A, D € bi A,D € (i
kako A, FF € bi A, F € v, na osnovu Ig sledi da je prava b incidentna i sa 3 i
sa . No znamo da je takode i tacka B, koja ne pripada pravoj b, incidentna i
sa (1 sa 7, pa na osnovu jedinstvenosti ravni prethodne leme dobijamo da je
u stvari ravan [ jednaka ravni 7. Odatle sledi da tacka E € 3, gde konaéno
dolazimo do kontradikcije. Dakle, tacke A, D i F' su nekolinearne i time je
teorema dokazana. O]

2.2 Primeri tvrdenja koja ne mogu da se do-
kazu iz redukovanog sistema aksioma prve

grupe

Pokazimo najpre nekoliko tvrdenja koja mogu da se dokazu pomocu aksioma
prve grupe. Zatim ¢emo pokazati kako upravo ta tvrdenja ne mogu da se
dokazu koriste¢i samo odredene aksiome, to jest koriste¢i sistem aksioma
prve grupe iz kojeg su neke aksiome izbacene.

Teorema 2.3. Ako za dve ravni, o i 3, vazi:
VX) (X €ea = X ep),

tada se ravni o i B poklapaju.

Dokaz. Uzmimo proizvoljne ravni a i § i pretpostavimo da je ispunjeno
(VX) (X €« = X € ), odnosno da je a« C (. Znamo da svaka ravan
sadrzi tri nekolinearne tacke, te to vazi i za ravan «. Ozna¢imo te tri tacke
sa A, B i C. Kako su ove tacke incidentne s «, zbog pretpostavke imamo da
su incidentne i s . Na osnovu aksiome Iy zakljucujemo da se ravni o i 8
poklapaju. O

Primer 2.4. Bez koris¢enja aksiome Ig se ne moze dokazati prethodno
tvrdenje. Da bismo ovo pokazali, konstruisaéemo model. Neka su ,tacke*
elementi skupa {A, B,C}, neka su ,prave“ njegovi dvoélani podskupovi, a
~ravni“ neka su skupovi {A, B} i {4, B, C}. Kazemo da je tacka ,incidentna*“
s pravom/ravni ukoliko je posmatrana tacka element skupa koji predstavlja
posmatranu pravu/ravan. Ovaj model zadovoljava prvih sedam aksioma prve
grupe i ne zadovoljava aksiomu Ig. Pomenuto tvdenje u ovom modelu ne vazi.
Uzmimo na primer da je ravan « skup {4, B} a ravan (3 skup {A, B,C}.
Tada je za ove dve ravni zadovoljeno (VX) (X € « = X € ), ali se ove
dve ravni ne poklapaju.
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Teorema 2.5. Presek dve razlicite ravni je prazan skup ili prava.

Dokaz. Uzmimo dve proizvoljne i razlicite ravni a i f. Imamo dve mo-
gucénosti: da je presek ove dve ravni prazan skup ili da u preseku nesto postoji.
Ako je a N B = (), onda je teorema dokazana, a ako u preseku ove dve ravni
postoji neka tacka, na primer tacka P, onda na osnovu aksiome I; dobijamo
postojanje jos jedne tacke @) razlicite od P takve da () € a N 3. Na osnovu
I, dobijamo egzistenciju neke prave p takve da P, Q) € p. Koriste¢i aksiomu
Ig na cinjenice da P, € pi P,Q € «, (3, dobijamo da je prava p podskup
i ravni « i ravni (3, Sto znaci da je p C a N B. Jos moramo da pokazemo da
se u ovom slucaju u preseku ove dve ravni ne nalazi niSta vise osim prave
p. Te pretpostavimo suprotno, to jest da postoji jos neka tacka X koja nije
incidentna s pravom p i koja se nalazi u preseku ravni a i §. Na osnovu leme
2.1 zaklju¢ujemo da postoji jedinstvena ravan v takva da X € vip C v, no
kako X € ai p C «, to onda znaci je v = a. Iz slicnog razloga je i v = f3, te
mora « = 3. Dosli smo do kontradikcije, jer smo pretpostavili da su ravni «
i B dve razlicite ravni. Dakle, u ovom drugom slucaju zakljucujemo da je

anpg=np.
O

Primer 2.6. Pokazimo da se iz sistema aksioma prve grupe, iz koje je
izbacena aksioma Iy, ne moze dokazati prethodno tvrdenje. U tu svrhu kon-
struisimo model: ,/ Tacke* su elementi skupa {A, B, C, D}. ,Pravih“ u ovom
modelu nema, to jest skup pravih je prazan skup. ,Ravni“ su troclani pod-
skupovi skupa {A, B,C, D}. Relacija incidencije se definise na uobicajeni
nac¢in - pripadnost elementa skupu. U datom modelu ne vazi prva aksioma,
sve ostale aksiome prve grupe su zadovoljene. Dato tvrdenje takode ne vazi.
Dakle, zaklju¢ujemo da se ono ne moze izvesti iz ovako redukovanog sistema
aksioma.

Teorema 2.7. Medu cetiri nekomplanarne tacke nikoje tri nisu kolinearne.

Dokaz. Neka su A, B,C, D proizvoljne ¢etiri nekomplanarne tacke. Pret-
postavimo suprotno, to jest da postoje neke tri medu njima koje su koli-
nearne. Bez uticaja na opstost, neka to budu tacke A, B i C. Dakle, postoji
neka prava p takva da A, B,C' € p. Posmatrajmo sada tacku D. Ako tacka
D ¢ p, onda na osnovu leme 2.1 dobijamo egzistenciju jedinstvene ravni
a takve da D € aip C a. No kako A, B,C € p, to znad¢i da i za tacke
A, B, C vazi da pripadaju ravni «, u stvari dobijamo da tacke A, B,C' i D
jesu komplanarne. Kontradikcija. A u slucaju da D € p, onda na osnovu
I5 dobijamo egzistenciju neke tacke E ¢ p i onda ponovo na osnovu iste
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leme dobijamo egzistenciju jedinstvene ravni a takve da F € ai p C a. No
kako A, B,C,D € p, to je onda A, B,C, D € a. Kontradikcija. Dakle, medu
tackama A, B, C, D ne postoje tri tacke koje su kolinearne. O]

Primer 2.8. Na osnovu sistema aksioma prve grupe iz kojeg je izbacen stav:
,Postoje tri nekolinearne tacke,“ to jest drugi deo aksiome I3, se ne moze
dokazati prethodno tvrdenje. Kako bismo ovo pokazali, opet konstruisemo
model u kojem ¢e da vaze sve aksiome prve grupe, osim drugog dela aksiome
I3, i dodatno, u kojem nec¢e da vazi pomenuto tvrdenje. Model: ,/ Tacke“ su
elementi skupa {A, B,C, D}. Jedina ,prava“ je skup koji sadrzi upravo ove
cetiri tacke. ,Ravni“ u ovom modelu nema. Relacija incidencije se definise
na uobicajeni nac¢in - pripadnost elementa skupu. U ovom modelu su tacke
A, B,C i D nekomplanarne, medutim, koje god tri od njih da uzmemo,
vidimo da su one kolinearne.
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Glava 3

Aksiome poretka - druga grupa
aksioma

Kao i u prethodnoj glavi, za poc¢etak navodimo aktuelne a onda i prvobitne
Hilbertove aksiome poretka (aksiome rasporeda). I za notaciju vazi isto kao
u prethodnoj glavi - bez oznake * ako su to savremene aksiome a sa oznakom
" kad su u pitanju prvobitne aksiome.

11, Akoje A— B—C, tadasu A, Bi C tri razlicite kolinearne tacke i pritom
jeC — B — A.

11, Za svake dve tacke A i B postoji tacka C' takva da je A — B — C.
113 Za svake tri kolinearne tacke A, B i C' vazi najvise jedna od relacija

A-B-C,B-C—-A, C—A—B.

I1, (Pasova aksioma) Neka su A, B i C' tri nekolinearne tacke i neka je s
prava ravni ABC takva da A, B,C ¢ s. Ako je prava s incidentna s
tackom X takvom da B — X — C, tada je ona incidentna s tackom Y
takvom da je A — Y — C'ili s tackom Z takvom da je A — Z — B.

Prvobitne aksiome rasporeda su:

II,> Akoje A—B—C, tadasu A, BiC trirazlicite kolinearne tacke i pritom
jeC — B — A.

II,; Za svake dve tacke A i C postoji tacka B takva da je A— B — C'i tacka
D takva daje A—C — D.
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II;- Za svake tri kolinearne tacke A, B i C vazi tacno jedna od relacija
A-B-C, B-C—-A C—-—A-B.

II,; Neka su date cetiri kolinearne tacke. Uvek je moguce oznaciti ih sa
A, B,C, D tako da tacka oznaCena sa B bude izmedu tacaka A i C
i takode izmedu tacaka A i D, i Stavise, da tacka oznacena sa C' bude
izmedu tacaka A i D i takode izmedu tacaka B i D.

II.- Neka su A, B i C tri nekolinearne tacke i neka je s prava ravni ABC
takva da A, B,C ¢ s. Ako je prava s incidentna s tackom X takvom
da B — X — (|, tada je prava s incidentna ili s tackom Y takvom da
A=Y — (C'ili s tackom Z takvom da A — 7 — B.

3.1 Razlike u sistemima aksioma druge grupe

Aksioma II, je oslabljena. Deo ove aksiome koji garantuje postojanje tacke
B takve da vazi raspored A — B — C' je izbacen. Aksioma Il je takode
oslabljena. Umesto vazenja ta¢no jedne, aksioma novog sistema govori da za
svake tri kolinearne tacke A, B i C' vazi najvise jedna od pomenutih relacija.
Aksioma II, se moze dokazati iz ostalih aksioma druge grupe. Poslednja
II, aksioma je takode oslabljena. Umesto iskljucive disjunkcije, savremena
Pasova aksioma nam daje samo obi¢nu disjunkciju.

Dokazimo dakle jaca tvrdenja koja je Hilbert prvobitno uveo kao aksiome.

Teorema 3.1. Za svake dve tacke A i C' postoji tacka B takva da vazi raspo-
red A— B —C.

Dokaz. Na osnovu aksiome I; znamo da za tacke A i C' postoji neka prava a
koja je incidentna sa svakom od njih. Iz drugog dela aksiome I3 zakljucujemo
da postoji tacka F takva da F ¢ a. Sada koristimo II, za tacke A i E. Ova
aksioma nam daje egzistenciju tacke F takve da vazi A — E — F. Ponovimo
isto za tacke F' i C. Dakle, dobijamo egzistenciju tacke G takve da vazi
F — C — G. Koristimo I; za tacke F i GG, koja nam daje postojanje neke
prave b koja je incidentna sa ove dve tacke. U slede¢em koraku proveravamo
da li su za tacke A,C' i F i za pravu b ispunjeni uslovi Pasove aksiome:

1. Tacke A, C' i F su nekolinearne tacke:

Pretpostavimo suprotno, da postoji prava ¢ takva da A,C, F € c. No
kako imamo da takode A, C pripadaju pravoj a, zbog I, zakljucujemo
da se a poklapa sa ¢, pa imamo da i F' € a. Kako imamo da vazi
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Slika 3.1. Egzistencija tacke B takve da je A — B — C.

A— FE — F, odavde zaklju¢ujemo da i F pripada pravoj a, gde dolazimo
do kontradikcije. Dakle, A, C'i F' jesu nekolinearne tacke.

2. Tacke A,C i F ne pripadaju pravoj b :

e Pretpostavimo suprotno, da C' € b. Kako F'—(C — G i kako vazi da
C,G € b, dobijamo zbog I da i F' € b. Kako sad F i F' pripadaju
b i kako vazi A — E — F, ponovo, Kkoristeéi istu aksiomu dobijamo
dai A € b. Time je pokazano da su A, C'i F kolinearne tacke, sto
smo ve¢ videli da nije moguce.

e A ¢ b: Dokaz je slican.
e "¢ b: Dokaz je slican.

3. Za tacku E koja je incidentna s pravom b vazi da je A — E — F.

Dakle, uslovi Pasove aksiome su zadovoljeni, Sto zna¢i da postoji neka
tacka X € b takva da je A — X — C ili postoji neka tacka Y € b takva da je
C'—Y —F. Pokazimo da prethodno opisana tacka Y ne postoji. Pretpostavimo
suprotno. Kako vazi C'—Y — F'i takode F' — C' — G, na osnovu II3 mozemo
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da zakljué¢imo da Y # G. A kako su tacke Y i G incidentne s pravom b i kako
vaze rasporedi iz prethodne recenice, zbog I zaklju¢ujemo da i tacke C'i F'
takode pripadaju pravoj b, sto nam daje kontradikciju. Dakle, ovakva tacka
Y ne postoji. Iz cega sledi da mora da postoji tacka X takva daje A— X —C.
Tacka X je u stvari trazena tacka B. ]

Teorema 3.2. Za svake tri kolinearne tacke A, B i C' wvazi tacno jedna od
relacija
A-B-C, B-C—-A C—-—A-B.

Dokaz. Oznacimo sa s pravu koja je odredena tackama A, B i C| to jest
p (A, B,C) = s. Bez umanjenja opstosti i koristeéi aksiomu Il3, pretpostavi-
mo da ne vaze rasporedi B—C — A i C'— A— B. Da bismo dokazali teoremu,
to znaci da moramo da pokazemo da vazi raspored A — B — C. Iz drugog
dela aksiome I3 dobijamo egzistenciju tacke D takve da D ¢ s. Koristimo
aksiomu Il5 za tacke B i D, koja nam daje egzistenciju neke tacke E takve
davazi B— D — E. Ozna¢imo sa t pravu odredenu tackama A i D. U slede¢em
koraku proveravamo da li su za tacke B,C' i E i za pravu t ispunjeni uslovi
Pasove aksiome:

1. Tacke B,C i F su nekolinearne:

Pretpostavimo suprotno, da postoji neka prava f takvada B,C, FE € f.
Kako B— D — E i kako B, E € f, zbog I mozemo da zaklju¢imo da
iDe f . Imamo B,C,E,D € fiB,C € s, sto iz I3 daje da je prava
f u stvari isto sto i prava s. Odatle sledi da D € s, sto nas dovodi do
kontradikcije. Dakle, tacke B, C' i E jesu nekolinearne.

2. Tacke B,C' i FE ne pripadaju pravoj t :

e Pretpostavimo suprotno, da B € t. Kako A,B € ti A,B € s,
to sledi iz Iy da se prave t i s poklapaju, pa dobijamo da D pri-
pada pravoj s, Sto nas dovodi do kontradikcije. Dakle, tacka B ne
pripada pravoj t.

e C' ¢ t: Analogno.

e Pretpostavimo da E € t. Pa kako vazi B— D — E i kako D, E € t,
iz Iy sledi da i B € t. A ve¢ smo pokazali da B ¢ t. Dakle, ni
tacka F ne pripada pravoj t.

3. Za tacku D koja je incidentna s pravom ¢ vazi da je B— D — E.

Uslovi Pasove aksiome su zadovoljeni, Sto znaci da postoji tacka X € ¢t
takva da je B — X — C'ili postoji tacka Y € t takva da je C — Y — E. Kako
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Slika 3.2. Dokaz da vazi raspored A — B — C.

A € t i kako znamo da ne vazi raspored C' — A — B, to znadi da prvi slucaj
ne vazi, nego da mora da vazi drugi slucaj, da postoji tacka Y € t takva da
C—-Y—-F.

Dalje se, na slican nacin, Pasova aksioma primenjuje na tacke A, Bi F i
pravu p odredenu tackama C'i D. Kako znamo da ne vazi raspored B—C— A,
dobijamo da postoji tacka Z € p takva da je A—Z—FE. Istu aksiomu koristimo
jos dva puta. Najpre je primenjujemo na tacke A,Y i E i na pravu p, gde
dobijamo da prava p ne moze da prolazi izmedu tacaka E i Y, pa mora da
prolazi izmedu tacaka A i Y, gde dobijamo da je to tacka D € p takva da
je A — D — Y. Onda aksiomu iskoristimo za tacke A,C' 1 Y i za pravu g
odredenu tackama E, D i B. Kako prava ¢ ne moze da prolazi izmedu tacaka
C 1Y, zakljucujemo da prolazi izmedu A i C, gde dobijamo da je trazena
tacka upravo tacka B € ¢q takva da A — B — C. Teorema je dokazana. O]

Pre dokaza vazenja aksiome II,; uvodimo jednu oznaku i dve leme:
Oznaka A—s— B znadi da postoji neka tacka X € s takvadaje A—X—B.

Lema 3.3. Neka vaze rasporedi A— B—C i B—C—D. Tada je A— B —D
1 A—C—D.

Dokaz. Kako imamo p (A, B,C) i p(B,C, D), to na osnovu Iy vazi da je
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A B=R c

Slika 3.3. Slika za dokaz leme 3.3

p (A, B,C, D). Koristeci aksiomu I3 dobijamo tacku F ¢ p (A, B,C, D) . Kad
primenimo aksiomu II3, dobijamo tacku F' takvu da A— E— F. Ideja je da pri-
menimo Pasovu aksiomu na tacke A,C' i E i pravu p (B, F'). Tacke A,C'i E
jesu nekolinearne. Jer ako pretpostavimo da postoji p (A, C, E) , zbog tacaka
A i C koristeéi aksiomu I mora biti p(A,C, E) = p(A, B,C, D), sto nas
dovodi do kontradikcije, jer znamo da E ¢ p (A, B,C, D). Da bismo mogli
da iskoristimo Pasovu aksiomu, moramo da pokazemo i da tacke A,C, E
ne pripadaju p (B, F') . Pokazimo da to vazi za tacku A, za tacke C' i E se
slicno pokazuje. Ako pretpostavimo suprotno, da postoji p (4, B, F'), kako
imamo p (A, E, F), onda zbog tacaka A i F' na osnovu Iy dobijamo pravu
p(A, B, E, F). Ali nas ovo dovodi do kontradikcije zbog nacina na koji smo
dobili tacku E, to jest znamo da su tacke A, B i E nekolinearne. Vazi
A —p(B,F) — C, jer imamo A — B — C. Sada mozemo da iskoristimo
Pasovu aksiomu. Dobijamo da A — p(B,F) — E ilida E — p(B,F) — C.
Pretpostavimo suprotno, da je A — p(B,F) — E. To bi znacilo da postoji
tacka P € p(B,F) takva da A — P — E. Posmatrajmo prave p (A, P, E)
ip(A EF). Zbog tacaka A i E, na osnovu Is dobijamo da je to prava
p(A, E, P, F).1kako imamo pravu p (B, F, P), to je na osnovu iste aksiome
prava p (A, B, E, F, P). Napomenimo da tacke F' i P jesu razli¢ite zbog I3,
jer imamo rasporede A— P— FE i A— E— F. Dolazimo do kontradikcije na isti
nacin kao malopre, konstatujucéi da su tacke A, B i F nekolinearne. Dakle,
mora da vazi E — p (B, F') — C, znadi postoji neka tacka G € p (B, F') takva
da F—G—-C.
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Naredni korak je primena Pasove aksiome na tacke C, D i F i na pravu
p (B, F). Da su uslovi ove aksiome ispunjeni se slicno pokazuje kao malopre.
Primenom Pasove aksiome dobijamo da vazi da je ispunjeno F —p (B, F)—D
ili C —p(B,F)— D. Takode, slicno kao ranije mozemo da pokazemo da ne
vazi C' —p (B, F') — D, §to nam govori da mora da vazi £ —p (B, F') — D. Te
dobijamo egzistenciju neke tacke H € p (B, F') takve da je E — H — D.

Jos jednom primenjujemo Pasovu aksiomu, sad na tacke A, E i D i na
pravu p (B, F') . Dobijamo da mora A—p (B, F')— D, $to nam daje egzistenciju
tacke R € p (B, F) takve da A— R— D. Cilj nam je da pokazemo da se tacka
R u stvari poklapa sa tackom B. Pretpostavimo suprotno, da novodobijena
tacka R u stvari nije tacka B. Na ovaj nac¢in bismo, slicno kao ranije u ovom
dokazu, pokazali da dolazimo do kontradikcije zbog nekolinearnosti tacaka.
Dakle, tacke R i B se u stvari poklapaju, sto znaci da smo dobili raspored
A—B-D.

Dokazimo da takode vazi i raspored A — C' — D. U pretpostavki teoreme
imamo da vaze rasporedi A— B —C'i B—C — D. Na osnovu II; to znaci da
jeC—B—AiD—C— B. Naova dva rasporeda primenjujemo zakljucak koji
smo prethodno dokazali. Dobijamo da vazi raspored D — C' — A. Ponovimo
aksiomu II;, dobijamo A — C' — D. Lema je dokazana. O

Lema 3.4. Neka vaze rasporedi A— B—C 1 A—C — D. Tada je A— B —D
i B—C—D.

Dokaz. Ako pokazemo da vazi raspored B — C' — D, na osnovu prethodne
leme direktno dobijamo da vazi raspored A — B — D. Pokazimo dakle da vazi
pomenuti raspored koriste¢i pretpostavku daje A— B —-Ci A—C — D.

Kako imamo prave p (A, B,C) i p(A,C, D), na osnovu I dobijamo da je
to u stvari jedna prava p (A, B,C, D). Na osnovu I3 dobijamo egzistenciju
tacke E ¢ p(A,B,C, D). Koristeéi Il dolazimo do egzistencije tacke F'
takve da D — E — F. Dokaz se nastavlja tako Sto tri puta primenjujemo
Pasovu aksiomu. Dokazi ispunjenosti uslova aksiome se pokazuju slicno kao
u dokazu prethodne leme. Dokazi koji rasporedi primenom Pasove aksiome
zaista vaze se takode na slican nacin kao malopre pokazuju.

Dakle, pomenutu aksiomu najpre primenjujemo na tacke A, D i E' i pravu
p(C, F). Na ovaj na¢in dobijamo egzistenciju tacke G € p (C, F) takve da je
A — G — E. Posmatramo tacke A, B, E' i ponovo istu pravu p (C, F) . Na ovaj
nacin je obezbedena egzistencija tacke H € p (C, F') takve da vazi raspored
B — H — E. Zadnja primena aksiome je na tacke B, D i F i ve¢ pomenutu
pravu. Ovom primenom se dobija egzistencija tacke @ € p(C, F) takve da
vazi B — () — D. Slicno kao u prethodnom dokazu i ovde se dokaz zavrsava
pokazivanjem da se u stvari dobijena tacka () poklapa sa tackom C. Dakle,
vazi raspored B — C' — D. n
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Slika 3.4. Slika za dokaz leme 3.4

Teorema 3.5. Neka su date cetiri kolinearne tacke. Uvek je moguée oznaciti
ih sa A, B,C, D tako da tacka oznacena sa B bude izmedu tacaka A i C 1
takode izmedu tacaka A i D, i Stavise, da tacka oznacena sa C' bude izmedu
tacaka A i D i takode izmedu tacaka B i D.

Dokaz. Neka su date proizvoljne cetiri tacke na pravoj. Posmatrajmo tri
od njih i oznacimo ih na sledeéi nacin: Sa () oznac¢imo onu tacku koja je
prema teoremi 3.2 izmedu druge dve koje smo uzeli i koje ¢éemo oznaciti sa P
i R. Sa S oznacimo preostalu, ¢etvrtu tacku. Ponovo koristimo teoremu 3.2.
Dobijamo da za poziciju tacke S mogu da vaze pet razlicitih moguénosti. U
pitanju su slededi rasporedi:

1. P-R-5;
2. R—P-5;
3. P— S — R istovremeno kada vazi P — ) — S,
4. P—-S—-Q;
5. @ — P —S.

Prve cetiri mogucnosti zadovoljavaju pretpostavke leme 3.4, dok posled-
nja, peta mogucénost, zadovoljava pretpostavke leme 3.3. Teorema je ovim
dokazana. ]
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Slika 3.5. Slika za dokaz teoreme 3.6

Teorema 3.6. Neka su A, B i C' tri nekolinearne tacke i neka je s prava
ravni ABC' takva da A, B,C ¢ s. Ako je prava s incidentna s tackom X
takvom da B — X — C, tada je prava s incidentna ili s tackom Y takvom da
A=Y —Cili s tackom Z takvom da A — Z — B.

Dokaz. Kako su uslovi Pasove aksiome zadovoljeni, dobijamo da postoji
tacka Y € s takva da A — Y — C ili da postoji tacka Z € s takva da
A — Z — B. Pretpostavimo suprotno, da vazi i jedno i drugo. Kako sve tacke
X,Y i Z pripadaju pravoj s, na osnovu teoreme 3.2 zaklju¢ujemo da vazi
tacno jedan od sledeca tri rasporeda:

X-Y-2Y-Z2-X,72-X-Y.

Bez uticaja na opstost, pretpostavimo da vazi Z — X — Y. Posmatrajmo sada
tacke A, Z 1Y i pravu odredenu tackama B, X, C, koju ¢emo oznaciti sa t.
Koriste¢i Pasovu aksiomu, dobijamo da prava ¢ prolazi izmedu tacaka A i Z,
to jest A—t— Z ili prolazi izmedu tacaka A 1Y, to jest A—t—Y. Kako tacke
B i C pripadaju pravoj t, dobijamo da mora A — B—Zi A—C —Y. Na
ovaj nac¢in, dodatno koristeci teoremu 3.2, dolazimo do kontradikcije, jer smo
pretpostavili da vazi A—Z — Bi A—Y — (. Dakle, teorema je dokazana. [J
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3.2 Primeri tvrdenja koja ne mogu da se do-
kazu iz redukovanog sistema aksioma prve
dve grupe

Slicno kao i za redukovan sistem aksioma prve grupe, sad pokazujemo da
neka tvrdenja, koja inace mogu da se dokazu iz sistema aksioma prve dve
grupe, iz redukovanog sistema ove dve grupe ne mogu da se dokazu. U tu
svrhu ¢emo opet konstruisati odredene modele.

U teoremi 3.1 smo pokazali da za proizvoljne dve tacke uvek postoji tacka
izmedu njih. Time zakljucujemo da postoji beskona¢no mnogo tacaka.

Primer 3.7. Posmatrajmo sistem prve dve grupe aksioma i izbacimo iz
ovog sistema drugi deo aksiome I3. Iz ovako redukovanog sistema ne moze
da se dokaze tvrdenje koje govori da za proizvoljne dve tacke A i B postoji
neka tacka C' takva da se C nalazi izmedu tacaka A i B. KonstruiSemo
model koji ¢e to i da nam potvrdi: ,skup tacaka“ je skup celih brojeva. Ovaj
model ima samo jednu ,pravu‘ a to je upravo skup celih brojeva. ,Ravni*
u ovom modelu nema, to jest skup ravni je prazan skup. Relacija incidencije
je definisana na uobicajeni nacin a relacija rasporeda se definise na sledeci
nacin: za proizvoljne tri tacke X,Y i Z vazi da je X — Y — Z ako i samo
akoje X <Y < Zili Z <Y < X. Ako sada uzmemo na primer tacke 11 2,
vidimo da ne postoji tacka, to jest broj iz skupa celih brojeva, koji je veéi od
1 a manji od 2.

Primer 3.8. Ako iz prve dve grupe aksioma izbacimo aksiomu II,, onda
ne mozemo da dokazemo postojanje beskona¢no mnogo tacaka. Razlog je
egzistencija konacnog modela koji zadovoljava pomenuti redukovani sistem
aksioma. To je slede¢i model: za ,skup tacaka“ se uzima skup {A, B, C, D}, za
»skup pravih“ se uzima skup svih dvoclanih a za ,skup ravni® se uzima skup
svih troc¢lanih podskupova ovoga skupa {A, B,C, D}. Na uobic¢ajeni nacin
se definiSe relacija incidencije, dok se za relaciju rasporeda uzima prazna
relacija.

Primer 3.9. Uvodimo klasu modela koji se jo§ nazivaju tetraedri. Za svaki
prirodan broj n > 4 konstruiSemo klasu modela na slede¢i nacin: ,,Skup
tacaka“ jednog modela je skup {1,2,3...,n}. Da bismo uveli skup pravih
i skup ravni, najpre moramo da uvedemo jednu oznaku. Kad smo izabrali
broj n, onda uzimamo prirodan broj ¢ koji je ve¢i od 1 a moze da ide sve
do najveceg celog broja koji nije veci od 3. Fiksirajmo takav broj i. ,,Skup
pravih“ je tada skup

{{1,2,3...;i}, {i+1,i+2,i+3...,n}}U{{z,y}: 1 <z <ii+1<y<n}
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L,okup ravni® je
{{1,2,3,..;5,z} i+ 1<z <n}U{{i+1,0+2,i+3,..n,y}: 1 <y <i}.

Naravno, relacija incidencije se definise na uobicajeni nacin - pripadnost ele-
menta skupu.

Uzmimo za relaciju poretka praznu relaciju. Tada mozemo da vidimo da
tetraedar zadovoljava sve aksiome prve grupe i aksiome Il;, II3 i Il4, ali
ne zadovoljava aksiomu II,. Dakle, nasli smo jos jednu klasu modela koji
zadovoljavaju sve aksiome redukovanog sistema aksioma prve dve grupe i
koji su konaéni.

Primer 3.10. Posmatrajmo sistem aksioma prve dve grupe iz kojeg izbacu-
jemo Pasovu aksiomu. Ponovo konstatujemo da ne mozemo na ovaj nacin
dokazati da izmedu svake dve tacke postoji neka tacka. KonstruiSemo model:
Neka je ,skup tacaka“ skup

R*\ {(,0,0) : 2 € (0,1)}.

Neka su ,prave“ sve standardne prave u R?, no sa tim izuzetkom da ako
neka standardna prava sadrzi neke od tacaka iz skupa {(x,0,0) : z € (0,1)},
onda te tacke nece biti elementi odgovarajuce prave, to jest, te prave ¢e biti
skupovi svih standardnih tacaka iz kojih su pomenute tacke izbacene. Sli¢no
vazi i za ravni. I ,ravni“ neka su sve standardne ravni u R?, ali takode sa
tim izuzetkom da ako neka standardna ravan sadrzi pomenute tacke, onda
te tacke ne¢emo uzimati da budu elementi odgovarajuce ravni. Relacija in-
cidencije se definise na uobicajeni nacin, a relacija poretka na sledeci: Za tri
tacke A (x1,y1,21), B (22, Y2, 22) 1 C (3, Y3, 23) vazi raspored A — B — C ako
i samo ako postoji prava s kojom su sve tri tacke incidentne i B je izmedu
A1 C u uobicajenom smislu. Ovaj model zadovoljava sve aksiome prve dve
grupe, osim PaSove aksiome. A takode primeéujemo i da su tacke M (0,0, 0)
i M5 (1,0,0) upravo takve da ne postoji tacka X takva da M; — X — M.

3.3 Van der Vardenova aksioma

Holandski matematicar Bartel Leendert van der Varden je zapazio da Pasova
aksioma moze da se zameni slede¢om aksiomom:

II,* Ako su A, B i C tri nekolinearne tacke i ako je o ravan koja nije inci-
dentna ni sa A, ni sa B, ni sa C, i ako postoji tacka X € « takva da
A — X — B, onda postoji tacka Y € « takva da A —Y — C ili postoji
tacka Z € o takvada B — Z — C.
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Slika 3.6. Dokaz aksiome I5* - slu¢aj 1b

Medutim, iz ove aksiome moze da se dokaze ne samo PaSova aksioma, vec¢
i aksioma I7. Dakle, izbacivanjem aksiome I i aksiome Il iz aktuelnog siste-
ma aksioma, i ubacivanjem aksiome II,* umesto njih dobija se ekvivalentan
sistem.

Pre nego sto krenemo sa dokazima, treba napomenuti da Van der Varden
koristi aksiomu:

%k o . . ~
Is° Svaka ravan sadrzi tri nekolinearne tacke.

No ova aksioma se u stvari moze dokazati iz preostalih aksioma Van der
Vardenovog sistema. Za pocetak pokazimo upravo to.

Dokaz. Neka je data proizvoljna ravan «. Znamo da je ona incidentna s
bar jednom tackom (aksioma I4 drugi deo). Oznac¢imo tu tacku sa A. Na
osnovu aksiome Ig dobijamo neku tacku B koja nije incidentna sa ov. Aksioma
II; nam daje egzistenciju neke tacke C' takve da vazi raspored B — A — C.
Oznacimo sa s pravu p(A, B, C). Na osnovu aksiome I3 dobijamo egzistenciju
neke tacke D ¢ s. Za tacku D postoje tri moguénosti:

1. Tacka D pripada ravni a.. Tada postoji jedinstvena ravan  koja sadrzi
tacku D i u kojoj lezi prava s. To je na osnovu teoreme 2.1. Po-
smatrajmo sada ovu ravan (3. Ponovo koristeé¢i aksiomu Ig dobijamo
egzistenciju neke tacke E ¢ (. Za tacku E postoje tri moguénosti:
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(a) Tacka E € a. Pokazimo da su tada tacke A, D i E nekolinearne.
Pretpostavimo suprotno, da postoji prava p (A, D, E') . Kako Ai D
pripadaju ravni (3, to onda zbog Ig prava p (A, D, E)Cf. To jest,
dobili smo da i tacka F pripada . Kontradikcija. Dakle, tacke
A, D i E su nekolinearne tacke koje pripadaju ravni a.

(b) Tacka FE se nalazi sa iste strane ravni « sa koje se nalazi tacka
B. Posmatrajmo sada tacke B,C' i F i ravan «a. Ove tri tacke su
nekolinearne i nisu incidentne s ravni «, a takode postoji i tacka
A € a takva da je B— A — C. To znaci da mozemo da primenimo
Van der Vardenovu aksiomu. Ova nam daje postojanje neke tacke
X € atakvedaje B—X—FiliC—X—FE. Noslucaj B—X —F nije
mogud, jer bi to onda znacilo da tacka E nije sa iste strane ravni «
kao i tacka B, te zaklju¢ujemo da mora da vazi raspored C'— X —F.
Dakle, imamo da tacke A, D i X pripadaju ravni a. Jos$ treba da
pokazemo da su one nekolinearne. Ako pretpostavimo suprotno,
to jest da postoji prava p (A, D, X), onda sli¢cno kao ranije ¢emo
da dobijemo da X € . Kako sada C, X € (3, zbog C' — X — F
dobijamo da i E € 3, sto nam daje kontradikciju. Dakle, ravan «
sadrzi tri nekolinearne tacke A, D i X.

(c) Tacka E se nalazi sa iste strane ravni « sa koje se nalazi i tacka
C. Ovo se dokazuje sli¢cno kao slucaj 1b.

2. Tacka D se nalazi sa iste strane ravni « sa koje se nalazi i tacka B.
Posmatrajmo tacke B,C, D. Ove tri tacke su nekolinearne i odreduju
jedinstvenu ravan [ (teorema 2.1). Ravan « nije incidentna s ove tri
tacke. Postoji tacka A € « takva da je B— A — C. Zadovoljeni su uslovi
Van der Vardenove aksiome. To znaci da postoji neka tacka Y € a takva
daje B—Y —Dili C =Y — D. No, sli¢no kao ranije zaklju¢ujemo da
raspored B —Y — D nije mogu¢ zbog toga sto se tacka D nalazi sa iste
strane ravni « sa koje se nalazi i tacka B. Dakle, nasli smo neku tacku
Y koja takode pripada «. Dokaz da postoji jos jedna tacka F, resp. X
koja pripada ravni « ide sliéno kao u slucaju 1 i slicno se pokazuje da
su tada tacke A,Y, F, resp. tacke A, Y, X nekolinerne.

3. Tacka D se nalazi sa iste strane ravni « sa koje se nalazi i tacka C'. No
ovo se dokazuje sli¢no kao u slucaju 2.

]

Najpre pokazujemo da se iz Van der Vardenovog sistema aksioma moze
dokazati Hilbertov sistem aksioma:
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Slika 3.7. Dokaz aksiome I; - slu¢caj £ — B — D

Dokaz aksiome I;: Neka su date ravni a i 5 i neka je tacka A incidentna
i sa ravni a i sa ravni 5. Na osnovu Van der Vardenove aksiome I5* mozemo
da zakljuc¢imo da postoji neka tacka C razlicita od tacke A takva da C' € (.
Ako tacka C' pripada i ravni «, aksioma I7 je dokazana. U suprotnom, to
jest ako tacka C' ne pripada ravni «, onda biramo tacku D € [, takvu da
D ¢ p(A,C), ponovo koristeéi istu aksiomu. Koristeéi aksiomu IIy biramo
tacku E takvu da je C'— A — E. Posto postoji tacka ravni « izmedu tacaka
CiFE,C—A—E, prema aksiomi I, zaklju¢ujemo da mora da postoji neka
tacka B € a takva da je E — B — D ilidaje C'— B — D. Na osnovu I1; i I
zakljucujemo da tacka B pripada i ravni 5.

Ako pretpostavimo da se tacke A i B poklapaju, onda u slucaju da vazi
raspored E—B— D, prave p(C, E) i p(D, E) imaju dve zajednicke tacke Ai E,
Sto nam daje u stvari jednu te istu pravu zbog aksiome I5. A u slucaju da vazi
raspored C'— B — D dobijamo da se prave p(C, E) i p(C, D) poklapaju, zbog
zajednickih tacaka A i C. U oba slucaja zakljucujemo da tacka D pripada
pravoj p(A, C), $to nam daje kontradikciju. Dakle, pretpostavka da se tacke
A1 B poklapaju je netacna, Sto nam daje postojanje jos jedne tacke koja se
nalazi u obe ravni a i . O

Dokaz Pasove aksiome: Neka su A, B i C tri nekolinearne tacke koje se
nalaze u ravni a.. Neka je [ prava ravni « takva da A, B,C ¢ [ i neka postoji
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Slika 3.8. Dokaz Pasove aksiome - slucaj B —Y — C.

neka tacka X € [ takva da je A— X — B. Uzmimo tacku D ¢ « na osnovu Ig.
Neka je B ravan odredena pravom [ i tackom D, to imamo zbog teoreme 2.1.
Napomenimo da su ravni « i 3 razlicite, jer ako pretpostavimo suprotno, to
bi znacilo da tacka D € «, a znamo da D ¢ «. Vidimo da je presek ravni « i
[ prava [. Ako bi u njihovom preseku bila jos neka tacka, na osnovu teoreme
2.1 bi se ove dve ravni poklapale.

Imamo A — X — Bi X € 8 (zbog X € il C f), te sada mozemo
da primenimo aksiomu II,*. Ova aksioma nam daje postojanje neke tacke
Y € ftakvedaje A—Y —Cili B—Y — C. Kako znamo da A, B,C € a, te
i prave p(A,C) i p(B, C) leze u ravni « (aksioma Ig), Sto na osnovu II; nam
daje da i tacka Y € a. Dakle, za tacku Y vazi da je incidentna i sa a i sa [3,
to znaci da mora da pripada pravoj [. Pasova aksioma je dokazana. O

No a sada dokaz u obrnutom smeru. Pretpostavimo da vazi savremeni
Hilbertov sistem aksioma i dokazimo da onda vazi i Van der Vardenov sistem
aksioma

Dokaz Van der Vardenove aksiome: Neka su A, B i C' tri nekolinearne
tacke i neka je 8 ravan takva da A, B, C ¢ (. Neka postoji tacka X € [ takva
da je A — X — B. Ozna¢imo sa « ravan odredenu tackama A, B, C, i odmah
primetimo da su ravni « i 8 dve razli¢ite ravni.
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Kako A, B € «, to mora na osnovu Ig da je p(A, B) C «, pa kako vazi
A — X — B, to na osnovu II; znaci da i tacka X pripada «. Dakle, postoji
tacka X koja se nalazi u preseku ravni « i 3, te zbog Iy postoji jos jedna
tacka, oznacimo je sa S, takva da se S nalazi u njihovom preseku. To nas
dovodi do toga da je prava p(X,S) presek ove dve ravni i ovu pravu ¢emo
oznaciti sa [.

Za pocetak treba pokazati da A, B,C ¢ [. Ako pretpostavimo suprotno,
da na primer tacka A € [, to bi znacilo da se A nalazi i u ravni 8, no mi
smo ravan /3 uzeli bas tako da A ¢ (. Dakle, ove tri tacke nisu incidentne s
pravom [.

Mozemo da primenimo Pasovu aksiomu, koja nam daje postojanje neke
tacke Y € [ takve da A—Y — C ili B—Y — C. No kako [ C 3, ta tacka Y
pripada ravni 3, tako da je Van der Vardenova aksioma dokazana. [
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Glava 4

Aksiome podudarnosti - treca
grupa aksioma

I u ovoj glavi najpre navodimo savremene Hilbertove aksiome podudarnosti.

ITI; Za svaku duz [AB] i za svaku polupravu s sa pocetkom A’ postoji tacka
B’ koja pripada s takva da [AB] = [A'B’].

III, Ako je [A’B’| = [AB]i[A"B"] = [AB], onda je [A'B’| = [A"B"].

III3 Nekasu A, B,C'i A’, B’,C" dve trojke kolinearnih tacaka takvih da vaze
rasporedi A — B — C i A — B" — C'. Tada, ako vazi [AB] = [A'B'] i
[BC] = [B'C"], onda vazi da je [AC] = [A'C"].

IIT; Neka su dati proizvoljan ugao £aOb, proizvoljna prava s, proizvoljna
tacka O prave s, jedna od polupravih a' prave s sa poc¢etkom O’ i jedna
od poluravni « sa ivicom s. Tada u ovoj poluravni a0 postoji ta¢no jedna
poluprava b’ sa pocetkom O’ takva da je £aOb = £Ld'O'V'.
Podudarnost uglova je refleksivna relacija, to jest za svaki ugao £aOb
vazi £a0Ob = £LaOb.

ITII; Ako za trouglove AABC i AA'B'C’ vazi [AB] = [A'B/], [AC] = [A'CY
i {BAC = LB'A'C’, onda vazi podudarnost L ABC' = L A'B'C".

A u nastavku navodimo i prvobitne Hilbertove aksiome podudarnosti.
IT1,- Za svaku duz [AB] i za svaku polupravu s sa pocetkom A’ postoji tacno

jedna tacka B’ koja pripada s takva da [AB] = [A’B’]. Podudarnost
duzi je refleksivna relacija, to jest za svaku duz [AB] vazi [AB] = [AB].

III,. Ako je [AB] = [A'B’] i [AB] = [A"B"], onda je [A'B'| = [A"B"].
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ITI; Neka su A, B,C i A, B’,C" dve trojke kolinearnih tacaka takvih da
vaze rasporedi A— B —C i A’ — B'— (’. Tada, ako vazi [AB] = [A'B']
i [BC| = [B'C’], onda vazi da je [AC] = [A'C"].

ITI,» Neka su dati proizvoljan ugao £aOb, proizvoljna prava s, proizvoljna
tacka O’ prave s, jedna od polupravih a’ prave s sa pocetkom O’ i jedna
od poluravni « sa ivicom s. Tada u ovoj poluravni « postoji ta¢no jedna
poluprava b’ sa pocetkom O’ takva da je £aOb = £La'O'V'.
Podudarnost uglova je refleksivna relacija, to jest za svaki ugao £aOb
vazi £a0b = £LaOb.

ITII;: Ako vaze podudarnosti £aOb = £La’O'V i £LaOb = £La”O"V’, onda vazi
1 £a'O'0 = £La"O"b".

IT1; Ako za trouglove AABC i AA'B'C’ vazi [AB] = [A'B'], [AC] = [A'(Y]
i LBAC = AB'A'C’, onda vaze i sledeée dve podudarnosti uglova
LABC =2 LAB'C'i {ACB= LA'C'B'.

4.1 Razlike u sistemima aksioma trece grupe

Savremen sistem aksioma trece grupe uvodi samo egzistenciju, ne i jedinstve-
nost pomenute tacke B’. Prvobitan sistem je osiromasen za refleksivnost po-
dudarnosti duzi. Pokazac¢emo da je relacija podudarnosti duzi u stvari relacija
ekvivalencije. Stoga, kad se u aksiomi III, iskoristi simetri¢nost dobijamo
ekvivalenciju odgovarajué¢ih aksioma ova dva sistema. Aksioma III;> se u
stvari moze dokazati iz preostalih aksioma a poslednja aksioma prvobitnog
Hilbertovog sistema je oslabljena za podudarnost uglova

LACB = LA'C'B,
Sto je u stvari direktna posledica ITI5.
Teorema 4.1. Podudarnost duzi je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Treba da pokazemo da je ova relacija refleksivna, simetricna i jos
tranzitivna. To ¢e znaciti da je relacija ekvivalencije.

e Refleksivnost: Posmatrajmo proizvoljnu duz [AB] i proizvoljnu polu-
pravu s pocetkom u tacki A’. Na osnovu III; dobijamo egzistenciju
tacke B’ takve da vazi [AB] = [A'B'|. Sada, kako [AB] = [A'B'] i
[AB] = [A’B'], na osnovu III, zakljucujemo da je [AB] = [AB]. Ovim
je dokazana refleksivnost duzi.
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Slika 4.1. Jedinstvenost tacke B’ iz aksiome III;.

e Simetricnost: Neka je [AB] = [A’B’]. Da bismo pokazali simetri¢nost,
treba pokazati [A’B’] = [AB]. Refleksivnost daje [A’B’] = [A'B'] i pret-
postavili smo da vazi [AB] = [A’B']. Koriste¢i aksiomu ITIIy dobijamo
trazeno, to jest da vazi [A'B'] = [AB].

e Tranzitivnost: Pretpostavimo da vaze podudarnosti duzi [AB] = [A’B’]
i [A'B'] 2 [A"B"]. Kad iskoristimo simetri¢nost, imamo [AB] = [A'B'] i
[A"B"] = [A'B']. Koriséenje veé nekoliko puta pomenute aksiome ITI,
nam daje [AB] = [A”"B"], sto nam govori da je podudarnost duzi i
tranzitivna relacija.

O
Teorema 4.2. Tacka B’ iz aksiome III; je jedinstvena takva.

Dokaz. Neka je data duz [AB], poluprava s sa pocetkom A’ i neka je tacka
B’ € s takva da je [AB] = [A’B’]. Pretpostavimo suprotno, da postoji neka
tacka B” € s razlicita od B’ takva da je [AB] = [A’B"]. Na osnovu drugog
dela aksiome I3 znamo da postoji neka tacka

Cé¢p(A, B B").

Posmatrajmo sada trouglove AA’B'C'i ANA’B"C. Znamo da vaze ve¢ pome-
nute podudarnosti duzi [AB] = [A'B'] i [AB] = [A'B"], pa kako je podu-
darnost duzi relacija ekvivalencije, sledi [A’B’] = [A’B”]. Refleksivnost duzi
nam daje podudarnost [A'C] = [A'C]. Kako iz drugog dela aksiome ITI4
znamo da je podudarnost uglova refleksivna relacija, dobijamo da je

AB'AC>=LKB"A'C.
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Sada mozemo da iskoristimo aksiomu I1l5, gde dobijamo podudarnost
LACB = LA'CB",

Sto nas u stvari dovodi do kontradikcije sa prvim delom aksiome IIl4. Teo-
rema je dokazana. ]

Sledeci korak je da pokazemo da se aksioma ITI;> moze izvesti iz preostalih
aksioma. Taj dokaz sledi direktno iz teoreme koja se dokazuje u nastavku.
No pre toga uvodimo definiciju i nekoliko lema.

Definicija 4.1. Za trouglove NABC i NA'B'C" kazemo da su podudarni i
prsemo
ANABC = NA'B'C’

ako i samo ako vaZe sledece podudarnosti
[AB) = [A'B'], [BC] = [B'C'], [CA] = [C"A"],
ABAC = AB'A'C', LABC = LA'B'C', LACB = LA'C'B".

Lema 4.3 (Stav SUS). Ako za trouglove ANABC i AA'B'C’ vaze podu-
darnosti duzi [AB] = [A'B'], [AC]| = [A'C"] i ako vaZi podudarnost uglova
ABAC = LB'A'C’, onda je

ANABC = NA'B'C.
Dokaz. Na osnovu aksiome ITI5 mozemo da zaklju¢imo podudarnosti uglova
KAABC = LA'B'C', LACB = LA'C'B'.
Uzmimo na polupravoj sa po¢etkom B’ koja prolazi kroz C’ tacku C”, to jest
C" € pp|B',C")

takvu da vazi podudarnost [BC| = [B'C"]. Imamo dva slucaja. Prvi slucaj
je onaj kad se tacke C" i C" poklapaju. To zna¢i da za trouglove AABC' i
AA'B'C" vazi da su im odgovarajuce stranice i odgovarajuéi uglovi podu-
darni, te su ova dva trougla podudarna, §to je i trebalo da pokazemo. Sto se
tice drugog slucaja, ovde se tacke C' i C” ne poklapaju, to jest to su razli-
c¢ite tacke. Tada za trouglove AABC i1 AA'B'C”, kad iskoristimo aksiomu
ITI5, dobijamo da su podudarni uglovi £ BAC' = £B’'A’C". Dakle, imamo
ABAC =2 AB'AC" 1 £{BAC = AB'A'C", $to nam na osnovu aksiome ITI4
implicira kontradikciju, jer su tacke C’ i C” razlicite. ]
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Lema 4.4. Ako za trougao AABC vazi podudarnost stranica [BC| = [AC],
onda vazi podudarnost uglova

ABAC = LABC.

Dokaz. Posmatrajmo trouglove AABC i ABAC. Zelimo da iskoristimo ak-
siomu IIT5. Iz uslova leme znamo da je [BC] = [AC]. Simetri¢nost relacije
podudarnosti duzi nam daje podudarnost [AC| = [BC. Kako je podudarnost
uglova refleksivna relacija (aksioma IIl4), imamo L ACB = £BCA. Te ko-
riste¢i aksiomu III5 dolazimo do zakljucka da je L BAC' = L ABC. O

Lema 4.5. Neka su tacke C' i C" tacke sa raznih strana prave p (A, B).
Ako su zadovoljene podudarnosti [AC'] = [AC"] i [BC'] = [BC"], onda su
podudarni uglovt

LAC'B = LAC"B.

Dokaz. Koriste¢i prethodnu lemu, kako znamo da vazi [AC'] = [AC"],
mozemo da zaklju¢imo da su podudarni uglovi

LAC"C' = LAC'C".

Na analogan nacin, kako vazi podudarnost [BC’'| = [BC"|, dobijamo podu-
darnost uglova

ABC"C' = LBC'C".

Tada je
LAC'B = LAC"B.

]

Lema 4.6 (Stav SSS). Ako za trouglove AABC i AA’B'C" vaze podudarnosti
duzi [AB] =2 [A'B], [BC] = [B'C"] i [AC] = [A’C'], onda je ispunjena podu-
darnost trouglova

ANABC = NA'B'C'.

Dokaz. Posmatrajmo poluravan ¢ija ivica je prava p (A’, B') i koja sadrzi
tacku C”, i uzmimo u ovoj poluravni polupravu s; sa pocetkom u tacki A’,
to jest uzimamo

s1(A") Cprlp(A',B');C")

takvu da je {BAC = £ B'A’s;. Ako se poluprava s; poklapa sa polupravom
pplA’,C"), tada na osnovu stava SUS vazi trazena podudarnost trouglova.
Medutim, ako se ove poluprave ne poklapaju, onda dolazimo do kontradikcije

39



C1

Slika 4.2. Stav SSS.

i to na sledeé¢i nacin: Uzmimo tacku C'; € s; takvu da je [AC]| = [A'C4]. Tada
na osnovu stava SUS mozemo da zaklju¢imo da je

ANABC = NA'B'Cy,

iz ¢ega dobijamo podudarnost duzi [BC| = [B'CY]. U narednom koraku
posmatramo poluravan koja je s druge strane prave p (A’, B'). U ovoj polu-
ravni uzimamo polupravu s, sa poc¢etkom u tacki A’. To jest uzimamo

s2 (A') C prip(A, B); C")

takvu da je L B'A'C'y =2 £B’'A’sy. Uzimamo tacku Cy € sy takvu da vazi po-
dudarnost [A'C4] = [A'Cs]. Na osnovu stava SUS mozemo tada da zakljuéimo
da je

NA'B'Cy = NA'B'C,,
iz cega dobijamo podudarnost [B'C'y] = [B'C5]. Posmatrajmo sada pravu
p (A’ B') itacke Cy i C’. Na osnovu leme 4.5 zaklju¢ujemo da je

LA'CHB" =2 LA'C'B'.
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Takode, na osnovu iste leme posmatrajuéi ve¢ pomenutu pravu p (A', B') i
tacke C'y i C'; zakljucujemo da je

LA'CoB =2 LA'C\B.

Na osnovu dokazanih podudarnosti uglova koristec¢i stav SUS dobijamo po-
dudarnosti trouglova AA'B'Cy =2 ANA'B'C' i NA'B'Cy =2 AA'B'C,. Iz
ovih podudarnosti zaklju¢ujemo podudarnosti uglova £ B'A'Cy = L B'A'C" i
LB'A'Cy =2 LB'A'CY, $to nam daje kontradikciju sa aksiomom ITly. ]

Teorema 4.7. Podudarnost uglova je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Treba pokazati da je podudarnost uglova refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna relacija.

e Refleksivnost: To je dato u aksiomi IT1y.

e Simetricnost: Neka je £a0b = £a’O'V. Zelimo da pokazemo da je tada
£d'O'V = £aOb. Uzmimo na polupravoj Oa tacku A razli¢itu od O
proizvoljno. Slicno, na polupravoj Ob ¢emo proizvoljno uzeti tacku B
razlicitu od tacke O. Zahvaljujuci aksiomi ITI; znamo da postoje tacke
A" € Od i B € OV (koje su, na osnovu teoreme 4.2 jedinstvene)
takve da je [OA] = [0’'A’] i [OB] = [O'B’]. Sada na osnovu stava SUS

mozemo da zakljuc¢imo da je
NOAB = NO'A'B’,

sto znaé¢i da imamo podudarnost [AB] = [A'B’|. S obzirom na to da
je podudarnost duzi simetri¢na relacija, dobijamo da vaze sledeée po-
dudarnosti: [O'A’] = [OA], [O'B'] = [OB] i [A’B'] = [AB], ¢ime su
zadovoljeni uslovi stava SSS, te imamo podudarnost trouglova

NO'AB" = NOAB,
odakle sledi podudarnost uglova Za’O’t = ZaOb.

e Tranzitivnost: Pretpostavimo da vaze podudarnosti £aOb = £a'O'V i
La'O'0 = £La"0"V". Hotemo da pokazemo da tada je

£a0b = La"O"Y".

Slicno kao u dokazu simetri¢nosti uglova uzimamo na polupravoj Oa
tacku A razlicitu od O proizvoljno i na polupravoj Ob tacku B razli¢itu
od O proizvoljno. Koriste¢i ITI; tada znamo da postoje jedinstvene
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tacke A" € O'a’ 1 A” € 0"ad" takve da [OA] = [O'A'] i [O'A'] = [0"A"].
I takode da postoje jedinstvene tacke B’ € Ot i B” € O"V" takve da
[OB] = [O'B'] i [0'B'] = [0"B"]. Kako je podudarnost duzi tranzi-
tivna relacija, zakljucujemo da vaze podudarnosti duzi [OA] = [0” A”]
i [OB] = [0"B"]. Na osnovu stava SUS zakljucujemo da imamo podu-

darnost trouglova
NOAB = NO'A'B’

i podudarnost trouglova
AO,A/B/ o AO/,A”B”
iz kojih dobijamo podudarnosti duzi [AB] = [A'B'| i [A'B'] = [A"B"].

Na osnovu tranzitivnosti podudarnosti duzi mozemo da zaklju¢imo da

[

vazi podudarnost [AB] = [A”B”]. Dakle, imamo podudarnosti duzi
[OA] = [0"A”], [OB] = [0"B"] i [AB] = [A”B"], $to na osnovu stava
SSS sada mozemo da zaklju¢imo da vazi podudarnost trouglova

ANOAB = NO"A"B",
Sto implicira podudarnost uglova
£aOb = £La"O"b".

]

4.2 Jos neke posledice aksioma podudarnosti

Navodimo jos neke posledice koje se mogu izvesti iz aksioma podudarnosti a
koje ¢e biti potrebne u daljem radu.

Definicija 4.2. Neka su date proizvoljne duzi a © b. Zbir ove dve duzi a + b
je duz ¢, koja se dobija na sledeéi nacin: Neka su A, B i C' kolinearne tacke
takve da vazi raspored A— B — C' i takve da je a = [AB] i b = [BC|. Tada je
c=[AC].

Definicija 4.3. Za dve duzi [AB] i [CD] vazi da je [AB] < [C'D] ako postoji
tacka D takva da vazi raspored C — D; — D i da je [AB] = [CD/].
Definicija 4.4. Za dve duzi [AB] i [C D] vazi da je [AB] > [C'D] ako i samo
ako je [CD] < [AB].

Definicija 4.5. Za dva ugla £aOb i £cO'd vazi da je £aOb < £cO'd ako
postoji poluprava d; sa pocetkom u tacki O’ koja se nalazi u unutrasnjosti
ugla £cO'd takva da je £aOb = £LcO'd;.
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Definicija 4.6. Za dva ugla £aOb i £cO'd vazi da je £aOb > £LcO'd ako i
samo ako je £cO'd < £aOb.

Lema 4.8. Ako za trouglove AABC i ANA'B'C’ vazi da je [AB] = [A'B'],
ABAC = AB'AC' i LACB = LA'C'B', onda vaZi i podudarnost duzi
[AC) = [A'C].

Dokaz. Zakon trihotomije za duzi nam govori da su moguca tri slucaja za
duzi [AC] i [A'C'): da je [AC] = [A'C'] ili da je [AC] > [A'C'] ili da je
[AC] < [A'C"]. Posto zelimo da pokazemo da vazi prvi slucaj, pokazimo da
ne vaze drugi i treéi. Te pretpostavimo suprotno, da vazi da je [AC] > [A'C.
To znaci da postoji neka tacka C” takva da vazi raspored A — C" — C'i da
je [AC"] =2 [A'C"]. Posmatrajmo sada trouglove AABC"” i AA’B'C’. Na ove
trouglove mozemo da primenimo aksiomu III5 koja nam daje podudarnost
uglova

LAC"B= LA'C'B'.

Kako je podudarnost uglova relacija ekvivalencije, zaklju¢ujemo da vazi po-
dudarnost L ACB = LAC"B. Podsetimo se da se spoljasnji ugao trougla
definise kao ugao koji je naporedan uglu trougla. Moze se pokazati da je
spoljasnji ugao proizvoljnog trougla veci od ugla tog trougla sa kojim nije na-
poredan. No u ovom slucaju mi smo dobili da za ABCC" vazi da je spoljasnji
ugao £ AC” B podudaran uglu ovog trougla £ BC'C"” sa kojim nije naporedan.
Tako smo dosli do kontradikcije. I u tre¢em sluc¢aju se na slican nacin dolazi
do kontradikcije. Dakle, mora da je [AC]| = [A'C"].

O

Lema 4.9. Za svaku duZ [AB] postoji jedinstvena tacka S takva da vazi
raspored A — S — B i da vazi podudarnost duzi [AS] = [BS].
Ova tacka S se naziva srediste duzi [AB].

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljnu duz [AB]. Ozna¢imo sa « neku ravan koja
je incidentna s duzi [AB]. Neka su C'i C tacke ravni « koje se nalaze sa
raznih strana prave p (A, B) takve da vaze podudarnosti duzi [C'A] = [C4 B|
i uglova

LCAB = LCBA.

Kako se tacke C' i C'; nalaze sa raznih strana prave p(A, B), to nam daje
egzistenciju tacke S € p(A, B) takve da je C'— S — (. Prvi korak je da
pokazemo da vazi i raspored A — S — B. Za pocetak, pokazimo da se tacka S
ne poklapa ni sa tackom A ni sa tackom B. Ako pretpostavimo suprotno, to
jest da se tacka S poklapa sa tackom B, onda vazi raspored C'— B — (', te
posmatrajuci trougao AABC dobijamo da je spoljasnji ugao £ ABC ovog
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Slika 4.3. Dokaz egzistencije i jedinstvenosti sredista duzi [AB].

trougla u stvari podudaran sa uglom £C'AB i da sa njim nije naporedan.
Kontradikcija. Dakle, tacka S se ne poklapa sa tackom B i na slican nacin se
pokazuje da se tacka S ne poklapa ni sa tackom A. To nas dovodi do zakljucka
da su tacke A,S i B tri razlic¢ite kolinearne tacke. Na osnovu teoreme 3.2
zakljucujemo da vazi ta¢no jedan od sledeca tri rasporeda: ili je A — S — B
ilije A—B—Silije B— A—S. Pokazimo da vazi raspored A — S — B.
Pretpostavimo suprotno, da je A — B — S. To na osnovu spomenute teoreme
za spoljasnje uglove nam daje sledece:

LC1BA > LC{SA > LCAS.

Posto je relacija > tranzitivna relacija u skupu uglova, to implicira da je
£LC{BA > LCAB. Medutim, podsetimo se da smo tacke C'i C'; birali na taj
nac¢in da vazi podudarnost uglova

£C{BA = LCAB.

Kako i za uglove vazi zakon trihotomije, to jest da za proizvoljna dva ugla
Lab i £Lcd vazi taéno jedna od relacija

Lab = Led, Lab > Led, Lab < Lcd,

to znaci da smo dosli do kontradikcije, te imamo da ne vazi raspored A—B—S.
Na slican nacin se dolazi do zakljuc¢ka da ne vazi ni raspored B— A — S, stoga
mora da vazi raspored A — S — B. Na osnovu prethodne leme dobijamo da
je [AS] = [SB]. Dakle, egzistencija takve tacke S je dokazana. Jos treba da
pokazemo da je S jedina takva. Te pretpostavimo suprotno, da postoji neka
tacka Sp razlicita od S takva da je ispunjeno A — S; — B i [AS;] = [S1B].
Posmatrajmo rasporede A — S — Bi A—S; — B. Vidimo da se tacke S'i B
nalaze sa iste strane tacke A, a isto vazi i za tacke S; i B, $to nas dovodi do
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zakljucka da se tacke S i S7 moraju nalaziti sa iste strane tacke A. Dakle,
mora da vazi ili raspored A — S; — S ili raspored A — S — S;. Pretpostavimo
da je A—S;—S. Odatle sledi da mora da vazi raspored S; —S — B. Nalazimo
da je [AS] > [AS;] i da je [S1B] > [SB]. Te kako je [AS] = [BS)], sledi da
je [AS] > [SB]. Ovaj zakljucak je u kontradikciji sa [AS] = [SB]. Zakljucili
smo, dakle, da ne vazi raspored A—S7— 5. To znaci da mora da vazi raspored
A— S — 5. Ali, na slican nac¢in kao malopre se pokazuje da i u ovom slucaju
dolazimo do kontradikcije, Sto znaci da takva tacka S; ne postoji. O
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Glava 5

Aksioma paralelnosti

Ova aksioma se jos zove Fuklidova aksioma paralelnosti i glasi ovako:

IV Za svaku pravu s i svaku tacku A ¢ s u ravni r (s, A) postoji najvise
jedna prava t koja je incidentna s tackom A i koja ne sece pravu s. Ova
prava se naziva paralelna prava prave s kroz tacku A.

To je savremena Euklidova aksioma paralelnosti. A prvobitna glasi ovako:

IV’ Za svaku pravu s i svaku tacku A ¢ s u ravni r (s, A) postoji tacno
jedna prava t koja je incidentna s tackom A i koja ne sece pravu s. Ova
prava se naziva paralelna prava prave s kroz tacku A.

Sto se tice ove grupe aksioma, razlika se javlja u tome $to prvobitna ak-
sioma paralelnosti daje egzistenciju tacno jedne takve prave ¢, dok savremena
aksioma govori da postoji najviSe jedna takva. Da bismo pokazali ekviva-
lenciju ove dve aksiome, to znac¢i da u stvari moramo da pokazemo da iz
savremene sledi prvobitna aksioma. Dakle, pretpostavimo da vazi savremena
aksioma paralelnosti. Pokaza¢emo da bar jedna takva prava t postoji, sto ¢e
onda slediti zbog IV da postoji tacno jedna takva, ¢cime se dokaz zavrsava.
Dakle, posmatrajmo pravu s i tacku A ¢ s. Iz tacke A na pravu s mozemo
povuéi normalu. Oznac¢imo tu pravu sa b. Sada slicno, iz tacke A mozemo
povuéi normalu na pravu b. Ovu pravu oznac¢imo sa c. Nije tesko pokazati
da se dve prave koje imaju zajednicku normalu ne seku. Time dobijamo da
se prave s i ¢ ne seku, to jest trazena prava t je u stvari dobijena prava c.

Aksioma paralelnosti je ekvivalentna sa Euklidovim petim postulatom
(po ¢emu je i dobila ime), no kako Euklidov peti postulat ima vidno slozeniju
formulaciju od preostala cetiri, matematicari su vekovima smatrali da se on
moze izvesti iz njih i pokusavali su da to sprovedu u delo. Tek u 19. veku, za-
hvaljujuci pre svega radu Janosa Boljaija i Nikolaja Lobacevskog, ispostavilo
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se da pomenuta aksioma jeste nezavisna od preostalih aksioma, i da, ukoliko
umesto nje u spisak aksioma uvrstimo njenu negaciju, tzv. hiperbolicku ak-
siomu paralelnosti, dobijamo geometriju koja je i dalje neprotivrecna. Hiper-
bolicka aksioma paralelnosti glasi:

Za svaku pravu s i svaku tacku A ¢ s u ravni r (s, A) postoje bar dve prave
koje su incidentne s tackom A i koje ne seku pravu s.

Ako se Euklidova aksioma zameni hiperbolickom aksiomom paralelnosti, do-
bijamo potpuno novu geometriju u kojoj na primer vaze sledeé¢a tvrdenja:

1. Za svaku pravu s i tacku A ¢ s u ravni r (s, A) postoji beskona¢no
mnogo pravih koje su incidentne s tackom A i koje ne seku pravu s.

2. 7Zbir uglova svakog trougla manji je od 180°.
3. Postoji trougao koji nema opisanu kruznicu.

4. Ne postoje prava i tri kolinearne tacke s iste strane ove prave koje su
na jednakom rastojanju od nje.
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Glava 6

Aksiome neprekidnosti

Za pocetak navodimo prvobitne Hilbertove aksiome neprekidnosti.

Arhimedova aksioma V> Neka je A; tacka prave a koja se nalazi izmedu
proizvoljnih tacaka A i B koje su takode incidentne s pravom a. Uzmimo
tacke As, Az, Ay, .. na pravoj a takve da vaze rasporedi

A—A) — Ay, Ay — Ay — A3, Ay — A — Ay, ..
Neka vaze i podudarnosti duzi
[AA] = [A1Ag] =2 [AgA3] = [A3A], ...
Tada medu ovim A;-ovima postoji neka tacka A, takva da vazi raspored
A—B—A,.
Aksioma kompletnosti V, Sistem tacaka, pravih i ravni koji zadovoljava
navedenih pet grupa aksioma nije moguce prosiriti dodatnim elemen-

tima na takav nacin da novi sistem i dalje ispunjava svih pet grupa
aksioma.

I dodatno savreme Hilbertove aksiome neprekidnosti:

Arhimedova aksioma V; Ako su [AB] i [CD] dve proizvoljne duzi i ako
su Ay, Ag, Az, ... tacke poluprave pp[A, B) takve da je

A—A — Ay, Ay — Ay — A3, Ay — A3 — Ay, ...
ida je
[AA] 2 [A1As] = [AxA3] = ... =2 [CD],
onda postoji pozitivan ceo broj n takav da je ili A, = B ili da vazi
raspored A, — B — A, ;1.
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Aksioma kompletnosti za pravu V, Sistemu tacaka neke prave, zajedno
s relacijama rasporeda i podudarnosti medu njima, nije mogucée dodati
nove tacke na takav nacin da sve relacije medu originalnim tackama
ostanu oc¢uvane, i da pritom i dalje vaze sva fundamentalna svojstva
koja proisticu iz prve tri grupe aksioma i aksiome Vj.

Za pomenuta fundamentalna svojstva dovoljno je podrazumevati, sto se
rasporeda tice, prve tri aksiome druge grupe kao i teoremu 3.5, a Sto se
podudarnosti tice, prve tri aksiome trece grupe kao i teoremu 4.2.

Dokazimo prvobitnu Hilbertovu aksiomu kompletnosti pretpostavljajuci
V22

Dokaz. Elemente koji postoje pre prosirenja sistema nazovima ,starim“ ele-
mentima. A one koje dobijamo u prosirenju nazovimo ,novim* elementima.
Pretpostavimo suprotno: da ne vazi Va,. Tada postoji neka nova tacka N.
Znamo da medu starim tackama, na osnovu aksiome Ig postoje ¢etiri nekom-
planarne tacke, ozna¢imo ih sa A, B, C, D. Bez uticaja na opstost, neka su
tacke A, B inova tacka N nekolinearne tacke. Posmatrajmo dve ravni - ravan
odredenu tackama A, B, N i ravan odredenu tackama A, C, D. Ove dve ravni
imaju u preseku tacku A, te na osnovu aksiome Iy dobijamo egzistenciju neke
tacke F koja se takode nalazi u preseku ove dve ravni. Primetimo da tacka
E nije incidentna s pravom p(A, B), jer bismo onda dobili da je i tacka B
incidentna s ravni odredenom tackama A, C, D, $to zaklju¢ujemo na osnovu
aksiome Ig. I sada, ako je E nova tacka, onda je nova tacka F incidentna sa
starom ravni AC'D. A ako je E stara tacka, onda je nova tacka IV incidentna
sa starom ravni ABFE. U svakom slucaju, ono $to smo dobili jeste da je nova
tacka incidentna sa starom ravni.

U staroj ravni postoji stari trougao F'GH. Takode, postoji stara tacka [
takva da F'— I —G. Ako za novu tacku L posmatramo pravu p(/, L), onda na
osnovu Pasove aksiome dobijamo egzistenciju neke tacke K € p(I, L) takve
daje F— K —Hili G— K — H. 1 ako je K nova tacka, onda je K nova tacka
koja je incidentna sa starom pravom p(F, H) ili sa starom pravom p(G, H).
A u slucaju da je K stara tacka, onda je nova tacka L incidentna sa starom
pravom p(I, K).

Vidimo da su sve ove pretpostavke u kontradikciji sa aksiomom komplet-
nosti za pravu Va. Dakle, pretpostavka o egzistenciji nove tacke je pogresna,
Sto nam govori da ne postoje novi elementi. O
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6.1 Merenje duzi. Korespondencija izmedu ta-
caka na pravoj i realnih brojeva

Definicija 6.1. Dat je sledec¢i sistem merenja duzi:
Neka je D skup svih duzi i neka je R skup pozitivnih realnih brojeva. Funkcija
m: D — R7 je funkcija merenja duZi ako:

1) ako za proizvoljne a,b € D vazi a = b, onda m(a) = m(b),
2) ako za proizvoljne a,b,c € D vazi a = b+ ¢ onda m(a) = m(b) +m(c),

3) postoji duz [PQ| € D, koju inace nazivamo jedinicna duz, takva da je
1.

m([PQ]) =
m(a) je mera (duzina) duZi a.

U sledec¢em koraku zelimo da pokazemo korespondenciju izmedu tacaka na
pravoj i realnih brojeva i u tu svrhu uvodimo jos jednu aksiomu - Kantorovu
aksiomu:

Kantorova aksioma Neka je dat beskonacan sistem duzi
[A1B1], [A2Bs], [A3Bs], ...
takvih da su tacke
Ai, As, Az, ..., By, By, B3, ...

kolinearne tacke. Ako su za date duzi ispunjeni uslovi:

a) za sve prirodne brojeve i vazi

[Ai 11Bi 1] C int[A; By,
b) za svaku duz [PQ] postoji prirodan broj n takav da je ispunjeno
[An B < [PQ),

tada postoji tacka X takva da vazi raspored A; — X — B; za svaki prirodan
broj 1.

Teorema 6.1. Ako vaze aksiome incidencije, poretka, podudarnosti i Arhime-
dova aksioma, onda su Kantorova aksioma i aksioma kompletnosti za pravu
ekvivalentne.
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Dokaz. Najpre pokazujemo da iz Kantorove sledi aksioma kompletnosti. Te
neka vazi Kantorova aksioma. Pretpostavimo suprotno, da aksioma komplet-
nosti ne vazi. To znaci da se prava moze dopuniti nekom novom tackom X.
Uzmimo proizvoljne stare tacke A; i By na ovoj pravoj takve da vazi ras-
pored A; — X — Bj. Formirajmo niz zatvorenih intervala [A,B,] na slede¢i
nac¢in: za sve prirodne brojeve n > 1 neka je A, srediste duzi [4, _1X] a
B,, srediste duzi [B,, —1X]. U novom modelu ovi intervali u preseku imaju
samo tacku X, Sto znac¢i da u starom modelu ovaj niz nema preseka, to jest
predstavlja kontraprimer za Kantorovu aksiomu. Dakle, trazena implikacija
je dokazana.

Dokazimo sada obrnuto, da iz aksiome kompletnosti za pravu sledi Kanto-
rova aksioma. Dokaz ide ponovo kontrapozicijom. Te pretpostavimo suprotno,
da ne vazi Kantorova aksioma. To znaci da postoji takav niz zatvorenih inter-
vala koji nemaju zajednicku preseénu tacku. Pokazimo da se u tom slucaju
moze dodati nova tacka i da ¢e ostati ocuvane sve propisane relacije. Neka je
X neka nova tacka takva da se nalazi izmedu svih parova tacaka koje su kra-
jevi gore posmatranih intervala. Posmatrana prava s ovom dodatnom tackom
ispunjava sve relevantne aksiome, sto znaci da je prekrSena aksioma kom-
pletnosti. Dakle, nasli smo kontraprimer za ovu aksiomu, ¢ime je dokazana
ekvivalencija. n

Teorema 6.2. Ako za proizvoljne duzi [AB] i [C D] vazi da je [AB] > [CD],
onda je
m([AB]) > m([CD]).

Dokaz. Posmatrajmo polupravu a sa pocetkom u tacki O. Uzmimo na ovoj
polupravoj tacke P i @ takve da vaze podudarnosti duzi [OP] = [AB] i
[0OQ] = [CD]. Znamo da vazi raspored tacaka O — @ — P, jer imamo da je
[AB] > [C'D]. Na osnovu drugog uslova u prethodnoj definiciji zakljué¢ujemo
da je

m([OP]) = m(|0Q]) + m([QP)),
iz Cega imamo da je

m([OP]) > m(l0Q]).

Prvi uslov definicije 6.1 nam govori da je m([OP]) = m([AB]) i da je
m([0Q]) = m(|CD]). Sve zajedno implicira trazeno, to jest da je

m([AB]) > m([CD]).
O

Teorema 6.3. Neka je zadata jedinicna duz. Za svaku duZ koja je manja od
jedinicne duzi vazi da je njen merni broj jednoznacno odreden.
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Dokaz. Neka za svaku duz vazi da joj je pridruzen pozitivan realan broj
tako da su svi uslovi definicije 6.1 ispunjeni. Neka je [PQ)] jedini¢na duz,
m([PQ)]) = 1. Uzmimo proizvoljnu duz [AB] koja je manja od jedini¢ne duzi
[PQ]. Koristeci lemu 4.9 znamo da postoji srediste S duzi [PQ)]. To znaci da
mora da je m([PS])+m([SQ]) = 1ida je m([PS]) = m([SQ]). Ovi zakljucci

impliciraju da je merni broj ovih dveju duzi
1
m([PS]) = m([5Q]) = 5.

Relacija [PQ)] > [AB] po definiciji znaci da postoji neka tacka C' takva da je
ispunjen raspored P — C' — @ i podudarnost [PC] = [AB]. Za ovu tacku C
su moguca tri slucaja. Prvi je kada se tacka C' poklapa sa tackom S. To nam
daje da je merni broj

m((PC]) = 5.
to jest .
m([AB]) = B%

te je merni broj m([AB]) odreden. Drugi slucaj je da vazi raspored P—C — S
a tre¢i da vazi raspored S — C' — ). Kad su u pitanju ova dva rasporeda,
koristeci teoremu 6.2 imamo da je

1
0 <m([AB]) < 2
ako je u pitanju prvi slucaj, a u drugom slucaju

%< m([AB]) < 1.

Ova dva izraza mozemo objediniti u izraz

n1—|—1
2 )

% <m([AB]) <

gde je n; jednako 0 ako se radi o prvom slucaju a jednako je 1 u drugom
slucaju. Medutim, u ova dva zadnja slu¢aja vidimo da m([AB]) nije odredeno,
veé za sad vidimo samo to da se broj m([AB]) nalazi u nekom intervalu. To
znaci da postupak moramo da nastavimo dalje.

Dakle, drugi korak. Stavimo da je P = P 1 .S = (J; u prvom slucaju, a
S = P;iQ = @ udrugom slucéaju. Posmatrajmo pravu [P1Q4] bez obzira
na to da li se radi o jednom ili drugom slucaju. Sa S; ¢emo oznaciti srediste
ove duzi. U ovom drugom koraku postupka dobijamo da su za tacku C, opet
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na slican nacin kao u prvom koraku, moguca tri sledeca slucaja: tacka C' se
poklapa sa tackom Sy, prvi slucaj. Tada naravno vazi, posto je S; srediste

duzi [P1Q4], da je '
m([P1C]) +m([CQu]) = 5
ida je
m([P1C]) = m([CQ1)),
odakle sledi da je

_n1 1

m([P1C]) = m([CCu]) = o + o,

gde n; biramo u zavisnosti od toga koji od dva rasporeda P — C' — S ili
S — C — @ vazi. Tako sad, u sluc¢aju rasporeda P — C' — S dobijamo da je
ny Al 1
5 <m([PC]) < 5 + 57
a u slucaju S — C — Q@ je
1 1
5 + 2 <m([PC]) < 1.

Zadnja dva izraza opet objedinjujemo u jedan

n no nq ny + 1
— 4+ = PC —
2—|—22<m([ ])<2+ 52

gde ng, slicno kao malopre, biramo da je jednako 0 ako se radi o slucaju
Py — C — 57 a da je jednako 1 u sluc¢aju rasporeda S; — C — (1. Na ovaj
nac¢in dobijamo da je merni broj m([AB]) odreden sa tacnoséu do

1

22

Naravno, postupak se dalje nastavlja. Na taj nacin ¢e se broj m([AB])
na¢i u sve manjem intervalu. Dobi¢emo da se ovaj broj nalazi izmedu

pri cemu je, naravno, u zavisnosti od slucaja, n, jednako 0 ili 1.
Dakle, dolazimo do zakljucka da ¢e ili postojati pozitivan ceo broj v takav
da ¢e se tacka C' poklopiti sa tackom 5, u kom sluc¢aju dobijamo da je
ny N2 Ty

m(AB)) = T+ 55+t o
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dakle m([AB]) je odreden, ili takav broj neée postojati. To ¢e onda merni broj
m([AB]) biti limes dva monotona niza brojeva. S leve strane ¢e m([AB]) biti
ogranicen neopadajué¢im nizem, a s desne nerastu¢im. Kako je razlika opstih
¢lanova ova dva niza jednaka

1
Qu
i kako je
1
Ao =0
sledi da je broj m([AB]), jednozna¢no odreden. O

Teorema 6.4. Neka je zadata jedinicna duz. Za svaku duZ vaZi da je njen
merni broj jednoznacno odreden.

Dokaz. Neka je [PQ] jedini¢na duz. Posmatrajmo proizvoljnu duz [AB].
Neka su Ay, Ag, Az, ... tacke poluprave pp[A, B) takve da vaze rasporedi

A—A — Ay, Ay — Ay — A3, Ay — Az — Ay, ...
i podudarnosti
[AA] & [A1As] = [AyA3] = ... 2 [PQ).

Kako su ispunjeni uslovi Arhimedove aksiome, znamo da postoji pozitivan
ceo broj n takav da je ili A, = B ili da vazi raspored A, — B — A, ;1.
Primetimo da vazi da je

m([AA]) = n, m([AA, 1]) = n+ 1

na osnovu drugog dela definicije 6.1. Dakle, u slucaju da je A, = B, merni
broj m(|AB]) je odreden, jednak je n. Kad je u pitanju drugi slucaj, to jest
da vazi raspored A,, — B— A, 1 1, dobijamo da se broj m([AB]) nalazi izmedu
brojeva n i n + 1. Primetimo da vazi jednakost

m([AB]) = n + m([A,B]).

Koristeéi teoremu 6.3 i ¢injenicu da je [A, B] < [PQ)], dobijamo da je merni
broj duzi [A, B] jednoznaéno odreden, a time i merni broj duzi [AB]. O

Ovaj postupak, opisan u teoremi 6.4, se naziva merenje duzi.

Teorema 6.5. Neka je data proizvoljna duz [AB]. Postoji pozitivan ceo broj
n takav da se nakon n uzastopnih polovljenja jedinicne duzi dobije duz koja
je manja od zadate duzi [AB].
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da ova teorema nije tacna. To onda
znaci da za svaki ceo pozitivan broj n vazi da je

2"[AB] < [PQ),

gde je [PQ)] jediniéna duz. Ali to je u kontradikciji sa Arhimedovom aksio-
mom. Dakle, takvo n postoji. O

Posledica 6.6. Ako pretpostavimo da je broj m([AB]) dat u obliku beskonacnog

zbira
n

Ny 2 Ny
AB]) = — 4+ =+ 4+ —=+..
m(AB]) =n+ o+ 5+ oo+
onda ne mogu svi n,, pocevsi od nekog, biti jednaki broju 1.

Dokaz. Ako bismo pretpostavili suprotno, dobili bismo da je

[BAn-i-l] < [Pva]v
Sto je u kontradikciji sa teoremom 6.5. ]

Lema 6.7. Posmatrajmo funkciju m koja svakoj duzi pridruzuje pozitivan
realan broj na nacin opisan v dokazu teoreme 6.4. Ako za dve proizvoljne
duzi [AB] i [CD] vazi da je [AB] < [C'D], onda je

m([AB]) <m([CD]).

Dokaz. Uzmimo proizvoljne dve duzi [AB] i [C' D] takve da je [AB] < [CD].
Po definiciji to znaé¢i da postoji neka tacka D’ takva da je C — D' — D i da
je ispunjeno [AB] = [CD']. Oznacimo sa a = m([AB]) i ¢ = m([CD]). Na
osnovu ovih oznaka zakljucujemo da i

m([CD']) = a.
Uzmimo tacke C, Cy, Cj, ... na polupravoj pp[C, D) takve da vaze rasporedi
C—-Cy—Cy C1—Cy—0Cls, ...
i podudarnosti
[CCL] = [C10y] = [CaCs] = ... = [PQ),
gde je [PQ)] jedini¢na duz.
Postoje dve moguénosti. Prva govori da ¢e tacka D’ upasti u interval

[CrCr 1], a tacka D u interval [C,,Cy, 4 1], pri cemu je n < m. (Slucaj da
je m < n ne moze da se desi, dosli bismo do kontradikcije zbog toga Sto vazi
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raspored tacaka C'— D’ — D.) Dakle, dobijamo da je broj a jednak zbiru
broja n i nekog nenegativnog broja koji je manji od ili jednak 1 i da je broj
¢ jednak zbiru broja m i takode nekog nenegativnog broja koji je manji od
ili jednak 1. To nas dovodi do zakljucka da je a < c.

Druga moguénost govori da ¢e i tacka D’ i tacka D upasti u isti interval
[CnC 1 1]. Neka je S srediste ovog intervala [C,C,, 1 1]. Ako tacka D’ upadne
u interval [C},5], a tacka D u interval [SC,, 1], dobijamo da je broj a jednak
zbiru broja n i nekog nenegativnog broja manjeg od %, Sto ¢emo da zapisemo
kao

1
= 0-=+...
a=n-+ 2+

i da je broj ¢ jednak zbiru broja n, broja % i nekog nenegativnog broja manjeg
od %, Sto ¢emo, slicno kao i za broj a, da zapisSemo na sledec¢i nacin:

N
c=n -
2

Tada je a < c.
No ako se ovo ne desi, da D" € [C,,S] 1 D € [SC,, +1], onda vazi da je
ispunjeno ili

D'.D € [C,S]
ili
D'.D e [SC, 4]
Uvodimo oznake: u prvom slucaju stavljamo da je
Pl = Cna Ql = 57
dok u drugom slucaju stavljamo da je

P=850Q1=Chii.

Jos dodatno, sa S; ¢emo da oznac¢imo srediste duzi [P1Q1]. Ovaj postupak
se nastavlja. Dobi¢emo da tacka

D' e [P,S,]

a tacka
D € [S,Q.].

To jest, dobijamo da za a vazi

ni N9 1
= —+ =+ +0- =+ ..
a n+2+22+ + 2U+
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a za ¢ vazi da je
e L
C—n+2+22+...+ oo T
Zakljucujemo da mora da bude da je a < c. Zaista je tako, jer inace bismo
dobili da je za svaki pozitivan ceo broj v

m([DD']) <m([PuQ.]),
no to je u kontradikciji sa teoremom 6.5. [

Teorema 6.8. Neka je data proizvoljna duz [AB]. Postoji pozitivan realan
broj koji mozemo da pridruzimo duzi [AB] takav da taj broj zadovoljava sva
tri uslova definicije 6.1.

Dokaz. Za pocetak ¢emo da pridruzimo posmatranoj duzi [AB] pozitivan
realan broj koji se dobija na nacin koji je prikazan u dokazu teoreme 6.4.
Proveravamo da li je zadovoljen prvi uslov definicije. Uzmimo duz [A’'B’]

takvu da je [AB] = [A'B’]. Neka su
Ay, Ay Ay, S, Sy, S

tacke na polupravoj pp[A, B) koje se javljaju u postupku merenja duzi [AB],
to jest tacke koris¢ene u prethodnim dokazima. Naravno, koriste¢i aksiome
podudarnosti, na polupravoj pp[A’, B') mozemo da dobijemo odgovarajuce
tacke

Ay Ay Ay, S S, S,

rasporedi kojih su isti kao rasporedi odgovarajucih tacaka prave p(A, B) i jos
da ¢e duzi koje se na ovaj nac¢in dobijaju na pravoj p(A’, B') biti podudarne
odgovarajué¢im duzima na pravoj p(A, B). I dakle dobi¢emo da je

m([AB]) = m([A'B]),

te je prvi uslov zadovoljen.

Dolazimo do dokaza da je drugi uslov definicije 6.1 zaista zadovoljen. Duz
koja je dobijena nakon n uzastopnih polovljenja jedini¢ne duzi [PQ] ¢emo da
ozna¢imo sa [P,Q,] i posmatracemo tri proizvoljne kolinearne tacke A, B i
C' takve da vazi raspored A — B — C. Na polupravoj pp|B, A) ¢emo oznaciti
tacke Aq, As, As, ... takve da vaze podudarnosti

[PoQ,] 22 [BA)] 2 [A Ay 2 [AsAs] = ...

1

i analogno, na polupravoj pp|[B, C') ¢emo oznaciti tacke Cy,Cq, Cs, ... takve
da vaze podudarnosti

[PrQn] = [BCh] 22 [C1Cy) 22 [CoCh] = ..
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Kako su zadovoljeni uslovi Arhimedove aksiome, mozemo da zaklju¢imo da
postoje pozitivni celi brojevi p i ¢ takvi da je ili A = A, ili vazi raspored
A, —A—A, 1idajeili C = C,ili da vazi raspored C, — C — Cy4;.
Posmatrajuéi tacku A u odnosu na tacku B i koriste¢i lemu 6.7 mozemo da
zaklju¢imo da vaze sledece relacije:

(BA,) < [BA] < [BA, 1]

i slicno, posmatrajuci tacku C' u odnosu na tacku B zakljucujemo da vaze
relacije

BC,) < [BCO| < [BC, 41,
Takode, posmatrajuci tacke A i C' imamo da je
[Apcq] < [AC] < [Ap+ 1Cq+1]-
To nas dovodi do sledec¢ih relacija:

P
2n
4
2n

p+1
on '

qg+1
on '

p+qg+2
AL ’

<m([AB]) <

<m([BC]) <

P22 < m(lac)) <

Dakle, dobili smo da je

p+q+2

L4 < m((AB) +m((BC)) < ZHAEE

P4 < m(lAc)) <

Podsetimo se, zelimo da pokazemo da je m([AB]) + m([BC]) = m([AC)).
Stoga posmatrajmo razliku m([AB]) + m([BC]) — m([AC]). Vazi:
p+tq+2 p+q 2 1

on  gn o gn o gn-L
Kako ovo vazi za svaki prirodan broj n, zakljucujemo da je posmatrana razlika
jednaka 0, to jest

[m([AB]) +m([BC]) —m([AC])] <

m([AB]) + m([BC]) - m([AC]) =0,
sto konac¢no implicira trazeno, to jest da je
m([AB]) + m([BC]) = m([AC]).

I na kraju mozemo da konstatujemo da je i trec¢i uslov definicije zado-
voljen, jer u procesu merenja jedinicne duzi dobijamo da je njen merni broj
jednak 1. O
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Teorema 6.9. Neka je zadata jedinicna duz. Tada za svaki realan pozitivan
broj r postoji neka duz [AB] takva da je

m([AB]) = r.

Dokaz. Neka je r proizvoljan realan pozitivan broj. Imamo dva slucaja, da
je broj r racionalan broj a drugi sluc¢aj je onaj da je broj r iracionalan. U
prvom sluc¢aju r mozemo zapisati kao konacan zbir

ny N2 Ty

a u drugom slucaju r mozemo zapisati kao beskonacan zbir

L L
r=n-4+ 5 +22 + 53 + ..,
gde je broj n nenegativan ceo broj a n;-ovi su 0 ili 1.
Neka je [PQ] jediniéna duz i neka je a poluprava sa poCetkom u tacki
A. Dalje, neka su Ay, As, ..., A, i A, ;1 tacke na polupravoj a takve da vaze
podudarnosti

[AA] 2 (A A)) & . 2 [A,A, 1] 2 [PQ].

Oznac¢imo sa S; srediste duzi [A, A, +1]. Ako je ny = 0, onda stavljamo da
je A, PiiS) = @ a ako je ny = 1, onda stavljamo da je S = P; i
A, +1 = Q1. Na slican nac¢in sad oznacavamo sa Ss srediste duzi [P1Q4] i,
kao i u prethodnom koraku, ako je ny = 0, onda stavljamo da je Py = Psida
je So = Q5 a ako je ny = 1, onda stavljamo da je Sy = Py i da je Q1 = Q.
I tako ponavljamo postupak. Primetimo da je

m([AA,]) = n,

1
m([AS1]) =n+ >
(ASa)) =n+ 2 4 2
m =n+—+ —
2 9 227
1 %) 1
AS3)) = —+ =+ =, ..
m([ASs]) =n+ 2L+ 22+ =
I sad, ako se radi o prvom slucaju, to jest da je broj r racionalan broj, onda
je m([AS,]) = r. U drugom slucaju, to jest kad je broj r iracionalan, imamo

beskonac¢an niz duzi

[AnAn+1]a [PlQl]a [PZQQL
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takav da je svaka duz nastala polovljenjem prethodne duzi, to jest, dobijamo
da je svaka duz ovog niza sadrzana u prethodnoj duzi niza. Kad posmatramo
krajnje tacke ovih duzi, primeti¢emo da jedna od krajnjih tacaka svake duzi
je istovremeno i krajnja tacka prethodne duzi u nizu. Napomenimo da, kako
se radi o slucaju u kojem je r iracionalan broj, ne moze da se dogodi takva
situacija da ¢e pocevsi od nekog indeksa v sve duzi oblika [P,Q,] da imaju
jednu krajnju zajednicku tacku, jer u izrazu

n n n

5 52 23 + ..,

ne mogu svi n, pocevsi od nekog biti ni 0 ni 1. Jer ako bi bili svi pocev od
tog nekog jednaki 0, to onda dobijamo slucaj da je r racionalan broj. A da
ne mogu svi pocevsi od tog nekog biti jednaki 1 nam govori posledica 6.6. To
nas dovodi do zakljucka da medu duzima

[AnAn+1L [PlQl]v [P2Q2]

postoji duz [PQy] takva da su sve njene tacke u unutrasnjosti duzi [P1Q4],
te takode postoji duz [P,@Q)] takva da su sve njene tacke u unutrasnjosti duzi
[PrQk] 1 taj niz se nastavlja. Pored toga, znamo na osnovu teoreme 6.5 da za
svaku duz [PQy] postoji dovoljno velik pozitivan ceo broj n takav da nakon
Sto m-puta polovimo jedini¢nu duz dobijamo duz koja je manja od date duzi
[P1Qy], to jest dobijamo duz koja ée biti sadrzana u duzi [PyQy]. Sta nam
to u stvari govori? Medu duzima datog beskonacnog niza

[AnAn+1]7 [P1Q1]7 [P2Q2]7

ne postoji takva koja bi bila sadrzana u svim tim duzima. Na osnovu Kanto-
rove aksiome zakljucujemo da postoji tacka X koja je sadrzana u svakoj od
duzi pomenutog niza, te vazi da je

m([AX]) =

Dakle, i u slucaju kad je r racionalan broj i u slucaju kad je r iracionalan
broj dobijamo da je duz [AB] odredena. U slu¢aju racionalnog broja, to je
[AS,] a u slucaju da je r iracionalan broj to je [AX]. O

Napomenimo da duz [AB] nije jedina duz za koju vazi da je
m([AB]) = r.

U stvari, za svaku duz koja je podudarna sa duzi [AB] vazi da je i njena mera
jednaka broju r. Podsetimo se da smo sa D oznacili skup svih duzi. Kako
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znamo da je podudarnost duzi relacija ekvivalencije, to zna¢i da mozemo
da posmatramo koli¢nicki skup 2 = D/=. Sada, ako je d € Z skup svih
medusobno podudarnih duzi, to znaci da se svaki element iz d moze smatrati
predstavnikom klase, pa ¢emo staviti da je

m(d) =r

i onda svu pri¢u do sad u ovom poglavlju, preciznije teoreme 6.4, 6.8 i 6.9
mozemo da iskazemo na sledeé¢i nacin:

Neka je zadata jedinicna duz. Oznacimo sa Rt skup svih pozitivnih real-
nih brojeva. Preslikavanje

f: 92— R"

koje svakom elementu skupa & pridruzuje njegov merni broj, to jest za svako
de 9

f(d) = m(d),
je bijekcija.
Takode, kao posledicu pomenutih teorema dobijamo sledece:
Neka je zadata jedinicna duz i poluprava a sa pocetkom u tacki O.
Oznacimo sa R™ skup svih pozitivnih realnih brojeva. Preslikavanje

f: 92— R"

koje svakoj tacki A € a pridruzuje merni broj duzi [OA], to jest za svako
Aeca

f(A) = m([OA]),
je bijekcija.

Sve ovo smo pokazivali da bismo dali objasnjenje kako aksiome nepre-
kidnosti omogucé¢avaju korespondenciju izmedu tac¢aka na pravoj i realnih
brojeva, odnosno koordinata. Te neka je zadata jedini¢na duz, prava p i
tacka O na ovoj pravoj, koju ¢emo nazvati koordinatnim pocetkom. Reéi
¢emo da je koordinata ove tacke 0. Posmatraju¢i ovu tacku dobijamo dve
poluprave prave p sa pocetkom u O. Ove poluprave ¢emo nazvati pozitivnom
i negativnhom polupravom. Neka je data tacka A razlicita od koordinatnog
pocetka. Merni broj duzi [OA] je jednoznaéno odreden. Ako se tacka A nalazi
na pozitivnoj polupravoj prave p, onda je broj m(]|OA]) koordinata tacke A,
a ako se A nalazi na negativnoj polupravoj ove prave, onda je broj —m([OA])
koordinata tacke A. Time smo pokazali da svakoj tacki na pravoj p odgovara
tacno jedna koordinata, to jest tacno jedan realan broj. Takode, svakom re-
alnom broju odgovara tacno jedna tacka posmatrane prave p. To je upravo
ona tacka cija koordinata je posmatrani realni broj.
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