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Predgovor

Sadrºaj master rada "O posledacama konveksnosti"obuhvata jedan mali
deo ²irokog spektra primene svojstva konveksnosti u optimizaciji. Ovaj rad
¢e biti podeljen na £etiri glave, gde ¢e svaka od njih sadrºati vi²e poglavlja.

Prva glava, koja ¢e se sastojati iz tri poglavlja, odnosi se na specijalne
vrste prostora nad kojima ¢emo u ovom radu de�nisati funkcije. U prvom po-
glavlju ¢emo uvesti pojmove metri£kog prostora, konvergentnog niza, Ko²ije-
vog niza, pa zatim pomo¢u uvedenih pojmova de�nisati kompletne prostore.
Nakon toga, ¢emo pre¢i na pojmove vektorskog prostora, kao i normiranog
vektorskog prostora, £ime ¢emo do¢i do pojma Banahovog prostora. Za sam
kraj ovog poglavlja ¢emo uvesti de�niciju skalarnog proizvoda, kao i Ko²i-
�varcovu nejednakost. U drugom poglavlju ¢emo posmatrati metri£ki prostor
i na njemu uvesti pojam otvorene lopte, ²to ¢e dati motivaciju za uvo�enje
pojma otvorenog skupa, a nakon toga ¢emo de�nisati pojam topolo²kih pro-
stora. Koriste¢i pojam otvorenog skupa, de�nisa¢emo okolinu ta£ke, pa zatim
i pojmove unutra²nje, adherentne, rubne i izolovane ta£ke, kao i ta£ku nago-
milavanja. Na kraju, de�nisa¢emo kompaktnost skupa u topolo²kom prosto-
ru. U tre¢em poglavlju prvo ¢emo uvesti pojmove neprekidnosti u topolo²kim
i metri£kim prostorima, zatim pojam diferencijabilnog preslikavanja, a nakon
toga de�nisa¢emo i neprekidno diferencijabilno preslikavanje.

U drugoj glavi ¢emo se baviti samom konveksno²¢u skupova i funkcija
i ova glava ¢e se sastojati iz £etiri poglavlja. Prvo poglavlje ¢emo po£eti
sa de�nicijama konveksnog skupa, njihovim osobinama i pojmom konvek-
sne kombinacije elemenata vektorskog prostora, a onda ¢emo uvesti pojam
konveksnog omota£a i pokazati da se moºe predstaviti kao konveksna kom-
binacija kona£no mnogo elemenata vektorskog prostora. U drugom poglavlju
¢emo se baviti konusima, konveksnim konusima i njihovim zna£ajnim svoj-
stvima. U tre¢em poglavlju ¢emo kratko de�nisati pojam hiperravni i onda
pre¢i na £etvrto poglavlje, gde ¢emo prou£avati konveksne funkcije. De�ni-
sa¢emo pojmove konveksnih, konkavnih, strogo konveksnih i jako konveksnih
funkcija, a onda ¢emo dati potrebne i dovoljne uslove za konveksnost funkcije
na konveksnom skupu.
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Tre¢a glava bi¢e vezana sa subdiferencijale funkcija rastojanja ta£ke od
skupa i ona ¢e se sastojati iz tri poglavlja. U prvom poglavlju ¢emo uvesti
pojmove subgradijenta i subdiferencijala. Zatim, u drugom poglavlju ¢emo
nastaviti sa osnovnim karakteristikama i primenama subdiferencijala. Nakon
toga, u tre¢em poglavlju ¢e biti re£ o funkciji rastojanja ta£ke od skupa. Poka-
za¢emo pod kojim uslovima je ova funkcija konveksna i Lip²ic neprekidna. U
£etvrtom poglavlju, nakon uvo�enja pojma normalnog konusa, de�nisa¢emo
pojam subdiferencijala funkcije rastojanja ta£ke od skupa.

�etvrta glava ¢e biti posve¢ena posledicama konveksnosti i ona ¢e se sa-
stojati iz pet poglavlja. U prvom poglavlju ¢e biti re£ o prvim posledicama
konveksnosti u ovom radu - Radonovoj, Helijevoj i Karateodorijevoj teoremi.
Nastavljaju¢i na drugo poglavlje, pre¢i ¢emo na drugu posledicu konveksno-
sti - pojam horizontalnog konusa i predstaviti ograni£enost skupa u termi-
nima njegovog horizontalnog konusa. Predmet prou£avanja tre¢eg poglavlja
bi¢e tre¢a posledica konveksnosti - funkcija minimalnog vremena i njena ve-
za sa funkcionalom Minkovskog, a zatim i subgradijent funkcije minimalnog
vremena. U £etvrtom poglavlju ¢emo izvesti potrebne i dovoljne uslove za
postojanje optimalnih re²enja problema konveksne optimizacije, ²to ¢e biti
£etvrta posledica konveksnosti. Na samom kraju, tema petog poglavlja ¢e
biti peta posledica konveksnosti, to jest Ferma-Tori£elijev problem i njegovo
re²avanje. Nakon formulacije Ferma-Tori£elijevog problema za tri ta£ke, geo-
metrijske interpretacije ovog problema i prikazivanja Vajsfeldovog algoritma
za numeri£ko re²avanje, pre¢i ¢emo i zavr²iti ovu glavu sa uop²tenjem Ferma-
Tori£elijevog problema, gde ¢emo napraviti vezu ovog problema sa funkcijom
minimalnog vremena i funkcionalom Minkovskog.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru dr Milici �igi¢, na izdvojenom
vremenu, strpljenju, pomo¢i i stru£nim sugestijama tokom izrade mog ma-
ster rada. Zahvaljujem se i £lanovima komisije dr Sanji Rapaji¢ i dr Nenadu
Teofanovu na izdvojenom vremenu za realizaciju odbrane ovog rada. Najve-
¢u zahvalnost dugujem mojoj porodici, momku i prijateljima, koji su imali
razumevanja, strpljenja i pruºali mi podr²ku tokom £itavih studija.

Novi Sad, 2023.

Sneºana Kuvalja
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Glava 1

Uvod

Na samom po£etku rada uvodimo osnovne pojmove iz oblasti konveksne
analize koje ¢emo koristiti u nastavku rada. De�nisa¢emo metri£ke, vektor-
ske i topolo²ke prostore i osnovne pojmove u vezi sa njima. To su prostori
nad kojima ¢emo u ovom radu de�nisati funkcije. U nastavku bi¢e re£i i o
neprekidnosti funkcija de�nisanih nad odre�enim metri£kim prostorima, kao
i o njihovoj diferencijabilnosti. Kao teorijsku osnovu u ovoj glavi koristili smo
literatutu [6], [7] i [13].

1.1 Metri£ki i vektorski prostori

U prvom poglavlju bi¢e dati osnovni pojmovi metri£kih i vektorskih pro-
stora, koji ¢e imati zna£ajnu ulogu u daljem radu.

De�nicija 1.1. Metri£ki prostor je ure�en par (X, d), gde je X neprazan
skup, a d : X ×X → R je funkcionela za koju vaºi:

1. d(x, y) ≥ 0 (nenegativnost),

2. d(x, y) = 0 ako i samo ako x = y,

3. d(x, y) = d(y, x) (simetrija),

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (nejednakost trouglova).

Primer 1.1. Jedan od najzna£ajnihih metri£kih prostora je Rn sa euklid-
skom metrikom

d (x, y) :=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

gde su x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.
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U nastavku ¢emo dati pojam konvergentnog niza, kao i pojam Ko²ijevog
niza. Nakon toga, vide¢emo ²ta je potrebno da bude zadovoljeno kako bi
metri£ki prostor (X,d) bio kompletan.

De�nicija 1.2. Niz {xn}n∈N u metri£kom prostoru (X,d) konvergira ka x ∈
X, ²to ozna£avamo sa limn→∞ xn = x, ako je

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

De�nicija 1.3. Niz {xn}n∈N u metri£kom prostoru (X,d) je Ko²ijev ako vaºi

lim
m,n→∞

d(xn, xm) = 0.

De�nicija 1.4. Metri£ki prostor (X,d) je kompletan ako je u njemu svaki
Ko²ijev niz konvergentan.

U narednim redovima uvodimo de�niciju vektorskog prostora, a zatim i
de�niciju koja sadrºi uslove koji su potrebni da budu zadovoljeni kako bi neki
vektorski prostor bio normiran.

De�nicija 1.5. Komutativna grupa (X,+) je vektorski prostor nad poljem
realnih brojeva (R,+, ·), ako je za svako x, y ∈ X de�nisan zbir x + y ∈ X
kao preslikavanje iz X × X u X i ako je za svako x ∈ X i svako α ∈ R
de�nisan proizvod αx ∈ X kao preslikavanje iz R × X u X, pri £emu je za
sve α, β ∈ R i x, y ∈ X ispunjeno:

1. α(x+ y) = αx+ αy,

2. (α + β)x = αx+ βy,

3. (αβ)x = α(βx),

4. 1x = x.

Elementi skupa X nazivaju se vektori, dok se elementi polja R nazivaju
skalari. Funkcija koja paru (α, x) ∈ R×X vektora i skalara pridruºuje vektor
αx naziva se mnoºenje vektora skalarom.

De�nicija 1.6. Vektorski prostor (X, ∥ · ∥) je normiran ako je za preslika-
vanje ∥ · ∥ : X → R ispunjeno:

1. ∥x∥ ≥ 0, za sve x ∈ X,

2. ∥x∥ = 0 ako i samo ako je x = 0,

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, za sve x, y ∈ X,
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4. ∥αx∥ = |α|∥x∥, za svako α ∈ R i za sve x ∈ X.

Napomena 1.2. Svaki normirani prostor je metri£ki, jer se normom moºe
de�nisati metrika d(x, y) := ∥x − y∥, za sve x, y ∈ X. Obrnuto ne mora da
vaºi.

Normiran prostor koji je kompletan nazivamo Banahov1 prostor. Kako je
prostor Rn kompletan, on je i Banahov prostor.

De�nicija 1.7. Skalarni proizvod u vektorskom prostoru X nad poljem real-
nih brojeva je preslikavanje ⟨·, ·⟩ : X ×X 7→ R za koje je ispunjeno:

1. ⟨x, x⟩ ≥ 0, za sve x ∈ X,

2. ⟨x, x⟩ = 0 ako i samo ako je x = 0,

3. ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, za sve α, β ∈ R i za sve x, y, z ∈ X,

4. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, za sve x, y ∈ X.

Skalarni proizvod indukuje normu ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ i vektorski prostor
(X, ⟨·, ·⟩) nazivamo unitaran ili pred-Hilbertov vektorski prostor.

Teorema 1.3. Neka su x = (x1, ..., xn) i y = (y1, ..., yn) vektori u Rn. Tada
vaºi Ko²i-�varcova nejednakost:

| ⟨x, y⟩ | =
n∑

k=1

xkyk ≤ ∥x∥ · ∥y∥, (1.1)

gde je ∥x∥ =
√

|x1|2 + · · ·+ |xn|2 i ∥y∥ =
√

|y1|2 + · · ·+ |yn|2

Za sam kraj ovog poglavlja smo naveli Ko²i2-�varcovu3 nejednakost, koja
je zna£ajna jer se £esto nejednakost trougla za standardnu normu navodi ba²
kao njena posledica.

1.2 Osnovni topolo²ki pojmovi

Posmatramo metri£ki prostor (X,d). Na tom prostoru ¢emo prvo uvesti
pojam otvorene lopte, ²to ¢e dati motivaciju za uvo�enje pojma otvorenog
skupa, a nakon toga ¢emo de�nisati i pojam topolo²kih prostora.

1S. Banach (1892-1945)
2A. L. Cauchy (1789-1857)
3K. H. A. Schwarz (1842-1921)
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De�nicija 1.8. Otvorena lopta sa centrom u ta£ki x0 ∈ X, polupre£nika
δ > 0, data je sa L(x0, δ) = {x ∈ X : d(x, x0) < δ}.

Zatvorena lopta sa centrom u x0 ∈ X, polupre£nika δ > 0, data je sa
Z(x0, δ) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ δ}.

Slika 1.1. U Euklidskom prostoru lopta jeste prostor unutar sfere. Moºe biti
zatvorena lopta (uklju£uju¢i grani£ne ta£ke sfere) ili otvorena lopta (ako se
grani£ne ta£ke ne uzmu u obzir).

De�nicija 1.9. Neka je (X,d) metri£ki prostor. Skup O ⊂ X je otvoren skup
ako za svaki element x ∈ O postoji δ > 0, tako da je L(x, δ) ⊂ O. Zatvoren
skup je komplement otvorenog skupa.

Sada moºemo da uvedemo pojam topolo²kih prostora.

De�nicija 1.10. Neka je τ kolekcija otvorenih skupova O metri£kog prostora
(X,d). Tada je:

1. X, ∅ ∈ τ ,

2. Ok ∈ τ, k = 1, . . . ,m ⇒
m⋂
k=1

Ok ∈ τ ,

3. Oλ ∈ τ, λ ∈ Λ ⇒
⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ τ .

Ovako de�nisana struktura (X, τ) naziva se topolo²ki prostor.

De�nicija 1.11. Kolekcija zatvorenih skupova F topolo²kog prostora (X, τ)
data je sa F = {F ⊂ X | F = X \O, O ∈ τ}, i za nju vaºi:
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1. X, ∅ ∈ F ,

2. Fλ ∈ F , λ ∈ Λ ⇒
⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ F ,

3. Fk ∈ F , k = 1, . . . ,m ⇒
m⋃
k=1

Fk ∈ F .

Dalje, koriste¢i pojam otvorenog skupa, uvodimo pojam okoline ta£ke
koji je koristan jer neke topolo²ke strukture najlak²e de�ni²emo tako ²to se
svakoj ta£ki prostora pridruºi kolekcija okolina.

De�nicija 1.12. Skup U je okolina ta£ke x ukoliko sadrºi neki otvoreni skup
O u kojem se nalazi ta£ka x, to jest ako vaºi x ∈ O ⊂ U . Otvoren skup je
okolina svake svoje ta£ke.

�injenica da je skup otvoren moºe da se izrazi kori²¢enjem pojma okoline
ta£ke, ²to nam i govori naredna teorema.

Teorema 1.4. Neka je (X, τ) topolo²ki prostor. Tada vaºi: skup O ⊂ X je
otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje ta£ke.

U narednim redovima, proizvoljnom podskupu A topolo²kog prostora X
pridruºujemo skupove koji ¢e nam omogu¢iti jednostavniju formulaciju raz-
nih iskaza o topolo²kom prostoru.

De�nicija 1.13. Ta£ka x ∈ X je unutra²nja ta£ka skupa A ako postoji
otvoren skup O, takav da je x ∈ O ⊂ A.

Skup svih unutra²njih ta£aka skupa A naziva se unutra²njost skupa A i
ozna£ava se sa A◦.

De�nicija 1.14. Ta£ka x je adherentna ta£ka skupa A ako svaka njena oko-
lina se£e skup A.

Skup adherentnih ta£aka naziva se adherencija ili zatvaranje skupa A i
ozna£ava se sa A.

De�nicija 1.15. Ta£ka x je ta£ka nagomilavanja skupa A ako svaka okolina
ta£ke x se£e skup A \ {x}. Svaka ta£ka nagomilavanja je ujedno i adherentna
ta£ka tog skupa.

Skup ta£aka nagomilavanja skupa A ozna£ava se sa A′.

De�nicija 1.16. Ta£ka x je rubna ta£ka skupa A ako za svaki otvoren skup
O takav da x ∈ O vaºi O ∩ A ̸= ∅ i O ∩ AC ̸= ∅.

Skup svih rubnih ta£aka skupa A naziva se rub skupa A i ozna£ava se sa
∂A.
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De�nicija 1.17. Ta£ka a je izolovana ta£ka skupa A ako postoji okolina U
te ta£ke, tako da je U ∩ A = {x}.

Teorema 1.5. Neka je (X, τ) topolo²ki prostor i neka A ⊂ X. Tada je:

1. A je najmanji zatvoren skup koji sadrºi skup A.

2. A je zatvoren ako i samo ako je A = A.

3. A ⊂ B ⇒ A ⊂ B.

4. A = A◦ ∪ ∂A = A ∪ A′.

5. A je zatvoren ako i samo ako sadrºi sve svoje ta£ke nagomilavanja.

Na kraju preostaje da se de�ni²e kompaktnost skupa. To je topolo²ka oso-
bina koja omogu¢ava mnoge konstrukcije u matemati£koj analizi i u drugim
oblastima matematike.

De�nicija 1.18. U topolo²kom prostoru (X, τ) klasa otvorenih skupova, koju
ozna£avamo sa {Oλ}λ∈Λ, zove se otvoreni pokriva£ skupa A ⊂ X, ako je
A ⊂

⋃
λ∈ΛOλ.

De�nicija 1.19. Skup A je kompaktan u topolo²kom prostoru (X, τ) ako
svaki njegov pokriva£ sadrºi kona£an potpokriva£.

1.3 Neprekidnost i diferencijabilnost

U ovom delu ¢emo uvesti dve veoma zna£ajne osobine za svaku funkci-
ju. Za po£etak, uvodimo pojmove neprekidnosti u topolo²kim i metri£kim
prostorima.

De�nicija 1.20. (Neprekidnost u topolo²kom prostoru) Neka su (X, τX) i
(Y, τY ) topolo²ki prostori i x0 proizvoljna ta£ka u X. Funkcija f : X → Y
je neprekidna u ta£ki x0, ako za svaku okolinu V ta£ke f(x0) ∈ Y postoji
okolina U ta£ke x0 tako da f(x) ∈ V za sve x ∈ U .

De�nicija 1.21. (Neprekidnost u metri£kom prostoru) U metri£kim prosto-
rima (X, dX) i (Y, dY ) funkcija f : X → Y je neprekidna u ta£ki x0, ako
je:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ X)(dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε).

U nastavku ¢emo uvesti de�nicije diferencijabilnog preslikavanja, kao i
dva puta diferencijabilnog preslikavanja.
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De�nicija 1.22. (Diferencijabilno preslikavanje) Neka je U ⊂ Rn neprazan
skup. Preslikavanje J : U → R je diferencijabilno u ta£ki x ∈ U◦, ako postoji
vektor y ∈ Rn takav da vaºi

△J(x) := J(x+ h)− J(x) = ⟨y, h⟩+ ox(h),

gde je limh→0
ox(h)

∥h∥
= 0.

U prethodnoj de�niciji vektor h pripada nekoj okolini nule, tako da je
x+ h ∈ U . Za �ksirano h broj ⟨y, h⟩ zove se diferencijal funkcije J u ta£ki x
koji odgovara prira²taju h. Vektor y predstavlja gradijent funkcije J u ta£ki
x, i za njega se moºe pokazati da vaºi

J ′(x) =

(
∂J(x)

∂x1

, · · · , ∂J(x)
∂xn

)
,

gde je

∂J(x)

∂xk

= lim
α→0

J(x+ αek)− J(x)

α

za vektor ek £ije su sve koordinate jednake nuli, osim k -te koordinate koja je
jednaka 1, za sve k = 1, . . . ,m.

De�nicija 1.23. (Dva puta diferencijabilno preslikavanje) Neka je funkcija
J de�nisana u nekoj okolini ta£ke x ∈ Rn. Ona je dva puta diferencijabilna
u ta£ki x, ako osim gradijenta ∇J(x) postoji i simetri£na matrica ∇2J(x),
odnosno J ′′(x), reda n × n, takva da se prira²taj funkcije J u ta£ki x moºe
predstaviti u obliku

J(x+ h)− J(x) = ⟨J ′(x), h⟩+ 1

2
⟨J ′′(x)h, h⟩+ ox(h),

gde je limh→0
ox(h)

∥h∥2
.

U prethonoj de�niciji za dato h veli£ina ⟨J ′′(x)h, h⟩ se naziva drugi dife-
rencijal funkcije J u ta£ki x koji odgovara prira²taju h (jasno, x+h pripada
okolini ta£ke x na kojoj je J de�nisana). Drugi izvod funkcije J , to jest J ′′(x),
ozna£avamo i sa ∇2J(x) i naziva¢emo ga matrica Hesijana, moºe se pokazati
da je

∇2J(x) =


∂2J(x)
∂(x1)2

∂2J(x)
∂x1∂x2

· · · ∂2J(x)
∂x1∂xn

...
... . . . ...

∂2J(x)
∂xn∂x1

∂2J(x)
∂xn∂x2

· · · ∂2J(x)
∂(xn)2

 .

U ovom delu je jo² preostalo da de�ni²emo funkcije £iji je diferencijal is-
tovremeno i neprekidna funkcija, to jest neprekidno diferencijabilne funkcije.
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De�nicija 1.24. (Neprekidno diferencijabilno preslikavanje) Funkcija J je
neprekidno diferencijabilna (glatka) na skupu U ∈ Rn, ukoliko je diferencija-
bilna na skupu U i ukoliko je

lim
h→0

∥J ′(x+ h)− J ′(x)∥ = 0, za sve x, x+ h ∈ U .

Klasu glatkih funkcija nad skupoom U ozna£avamo sa C1(U).

De�nicija 1.25. (Dva puta neprekidno diferencijabilno preslikavanje) Funk-
cija J je dva puta neprekidno diferencijabilna na skupu U ∈ Rn, ukoliko je
dva puta diferencijabilna na skupu U i ukoliko je

lim
h→0

∥J ′′(x+ h)− J ′′(x)∥ = 0, za sve x, x+ h ∈ U .

Klasu ovako de�nisanih funkcija nad skupoom U ozna£avamo sa C2(U).
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Glava 2

Konveksnost i konkavnost

Ovaj deo rada bi¢e posve¢en samoj konveksnosti skupova i funkcija. Po£i-
njemo sa de�nicijama konveksnog skupa i njihovim osobinama. Nakon toga,
bavi¢emo se konusima, konveksnim konusima i njihovim zna£ajnim svojstvi-
ma. Kratko ¢emo se osvrnuti i na pojam hiperravni i onda pre¢i na prou£ava-
nje konveksnih funkcija. To su funkcije koje zbog svojih osobina zauzimaju
zna£ajno mesto u teoriji optimizacije. Vi²e detalja o pomenutim temama
£italac moºe prona¢i u literaturi: [1], [2], [3], [5], [12] i [13].

2.1 Konveksni skupovi

Naredno poglavlje posveti¢emo de�niciji pojma konveksnog skupa i po-
kaza¢emo neke od njegovih osnovnih osobina. Uglavnom smo koristili oznake
i pratili pristup dat u [3] i [13].

De�nicija 2.1. Neka je A ⊂ X, gde je X vektorski prostor nad R. Skup A
je konveksan ako za sve x, y ∈ A i za sve α ∈ (0, 1) vaºi αx+ (1− α)y ∈ A.
Ako za sve x, y ∈ A i za sve α ∈ R vaºi αx+ (1− α)y ∈ A, kaºe se da je A
a�n skup.

Za skup A ⊂ Rn kaºemo da je strogo konveksan skup ako za neke x, y ∈
A, x ̸= y i za sve α ∈ (0, 1) vaºi αx+ (1− α)y ∈ A◦.

De�nicija 2.2. Neka je dato m ta£aka x1, x2, . . . , xm vektorskog prostora X.
Ta£ka x =

∑m
k=1 αkxk je konveksna kombinacija ta£aka x1, x2, . . . , xm, ako

je αk ≥ 0 za sve k = 1, . . . ,m i
∑m

k=1 αk = 1.

Dakle, A je konveksan skup ako sadrºi konveksne kombinacije svake dve
svoje ta£ke.
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Slika 2.1. Primeri konveksnih i nekonveksnih skupova.

Teorema 2.1. Skup X je konveksan ako i samo ako sadrºi sve konveksne
kombinacije bilo kojeg kona£nog broja svojih ta£aka.

Dokaz. Ako skup X sadrºi sve konveksne kombinacije bilo kojeg kona£nog
broja svojih elemenata, onda sadrºi i konvenksne kombinacije bilo koja dva
svoja elementa, te je X konveksan skup.

Obratno, pretpostavlja se da je X konveksan skup. Neka su dati proi-
zvoljni x1, . . . , xn iz skupa X i neka je

x =
n∑

i=1

αixi,
n∑

i=1

αi = 1, i = 1, . . . , n

njihova proizvoljna konveksna kombinacija. Indukcijom po n ∈ N dokazuje
se da x ∈ X. Ako je n = 2, onda iz konveksnosti skupa X direktno sledi
da x ∈ X. Pretpostavlja se da za proizvoljnih n − 1 elemenata skupa X
svaka njihova konveksna kombinacija pripada skupu X. Sada treba pokazati
da tvr�enje vaºi i za n datih ta£aka. Data konveksna kombinacija moºe da
se zapi²e u obliku

x = α1x1 + · · ·+ αnxn = α1x1 + (1− α1)(
α2

1− α1

x2 + · · ·+ αn

1− α1

xn).

Izraz u zagradi je konveksna kombinacija n − 1 elemenata skupa X, te po
indukcijskoj pretpostavci pripada skupu X. Zaista:

n∑
i=2

αi

1− α1

=
1− α1

1− α1

= 1,
αi

1− αi

∈ [0, 1] , i = 2, . . . , n.

Kona£no, sada je jasno da je x predstavljen kao konveksna kombinacija dva
elementa iz X, koji je konveksan, pa je x ∈ X.
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Naredne teoreme dovode u vezu svojstva konveksnih skupova sa njiho-
vom topolo²kom strukturom. Radi jednostavnosti, posmatraju se konveksni
skupovi u normiranom prostoru (X, ∥ · ∥).

Teorema 2.2. Zatvaranje konveksnog skupa je konveksan skup.

Dokaz. Ako pretpostavimo da A = ∅, onda je i A = ∅, pa je A konveksan
skup. Tako�e, ako je A = {x}, onda je i A = {x}, ²to je konveksan skup.
Dalje ¢emo pretpostaviti da skup A ima bar dva elementa. Neka a,b ∈ A,
gde je A konveksan skup. Ta£ke a i b ne mogu biti izolovane, pa su one
ta£ke nagomilavanja skupa A. To zna£i da postoje nizovi elemenata skupa
A, {ak}k∈N i {bk}k∈N, koji konvergiraju ka ta£kama a i b, respektivno. Za
dato α ∈ (0, 1) i svako k ∈ N vaºi αak + (1 − α)bk ∈ A. Za niz elemenata
ck := αak + (1− α)bk, k ∈ N vaºi:

lim
k→∞

(αak + (1− α)bk) = α lim
k→∞

ak + (1− α) lim
k→∞

bk = αa+ (1− α)b.

Dakle, αa+(1−α)b je ta£ka nagomilavanja skupa A, odnosno αa+(1−α)b ∈
A, ²to je i trebalo dokazati.

Slede¢a teorema pokazuje da se proizvoljnom elementu zatvaranja kon-
veksnog skupa neprazne unutra²njosti moºe "pribliºiti"pomo¢u unutra²njih
ta£aka posmatranog skupa.

Teorema 2.3. Neka je A konveksan skup neprazne unutra²njosti. Tada za
proizvoljne x0 ∈ A◦ i y ∈ A vaºi [x0, y) ⊆ A◦.

Teorema 2.4. Unutra²njost konveksnog skupa je konveksan skup.

Dokaz. Primenom prethodne teoreme, dokaz ovog tvr�enja sledi direktno,
jer je A◦ ⊂ A.

U primenama se £esto javljaju skupovi koji nisu konveksni. Da bismo bili
u mogu¢nosti da iskoristimo znanja o konveksnim skupovima, posmatra¢emo
konveksni skup koji je u izvesnom smislu najbliºi datom skupu i ispitati
njihov me�usobni odnos.

De�nicija 2.3. Neka je A ⊂ X, gde je X vektorski prostor. Presek svih
konveksnih skupova koji sadrºe skup A naziva se konveksni omota£ skupa A
i ozna£ava se sa coA.

Naravno, konveksni omota£ nekog skupa je konveksan skup, a ako je po-
smatrani skup konveksan, on je jednak svom konveksnom omota£u.
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Slika 2.2. Konveksni omota£i dve, odnosno tri ta£ke u ravni.

Primer 2.5. Konveksni omota£ skupa {x1, x2}, gde su x1, x2 ∈ Rn, je duº
koja ih spaja, a konveksni omota£ tri nekolinearne ta£ke u Rn je trougao £ija
su temena date ta£ke, uklju£uju¢i njegovu unutra²njost. Konveksni omota£
kona£nog broja ta£aka u ravni je odgovaraju¢i konveksni mnogougao.

Za proizvoljne skupove A,B ⊂ Rn direktno se pokazuje da vaºi:

1. A ⊂ coA,

2. A ⊂ B ⇒ coA ⊂ coB,

3. co(coA) = coA.

U narednoj teoremi ¢emo videti na koji na£in moºemo dobiti konveksni
omota£ coX skupa X.

Teorema 2.6. Konveksni omota£ coX skupa X dobija se kao konveksna kom-
binacija kona£no mnogo elemenata skupa X, to jest,

coX = {
m∑
i=1

λixi | xi ∈ X,λi ≥ 0,
m∑
i=1

λi = 1,m = 1, 2, . . .}.

Dokaz. Neka je Y skup koji sadrºi sve konveksne kombinacije proizvoljnog
kona£nog broja ta£aka skupa X i neka je Z = coX. Cilj je, koriste¢i de�-
niciju konveksnog omota£a, pokazati da vaºi Y = Z. Naravno, X ⊂ Z i Z
je konveksan, te se na osnovu Teoreme 2.1 dobija da Z sadrºi sve kona£-
ne konveksne kombinacije svojih elemenata, pa i elemenata svog podskupa
X. Dakle, Y ⊂ Z. Dalje, vidi se da je X ⊂ Y , te ako pokaºemo da je Y
konveksan, onda je Y = Z.

Neka su a, b ∈ Y proizvoljni. Tada:

a =
l∑

i=1

αiai,
l∑

i=1

αi = 1, αi ≥ 0, i = 1, . . . , l,

b =
k∑

j=1

βjbj,
k∑

j=1

βj = 1, βj ≥ 0, j = 1, . . . , k,

gde a1, . . . , al, b1, . . . , bk ∈ X. Neka je θ ∈ (0, 1) proizvoljno, posmatramo
konveksnu kombinaciju
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c = θa+ (1− θ)b =
l∑

i=1

θαiai +
k∑

j=1

(1− θ)βjbj.

Moºe se primetiti da je

l∑
i=1

θαi +
k∑

j=1

(1− θ)βj = θ + (1− θ) = 1,

gde vaºi θai ≥ 0, i = 1, . . . , l, (1 − θ)bj ≥ 0, j = 1, . . . , k. Kona£no, c kao
konvenksna kombinacija kona£nog broja elemenata iz X pripada skupu Y,
pa zaklju£ujemo da je Y konveksan.

Teorema 2.7. Konveksni omota£ otvorenog skupa je otvoren skup. Konvek-
sni omota£ zatvorenog skupa ne mora biti zatvoren skup.

Dokaz. Neka je A neprazan otvoren skup u Rn. Naravno, A ⊂ coA, pa je
A = A◦ ⊂ (coA)◦. Dakle, otvoren skup je sadrºan u unutra²njosti svog
konveksnog omota£a. Sa druge strane, na osnovu Teoreme 2.4 sledi da je
(coA)◦ konveksan skup. Po²to je coA presek svih konveksnih skupova koji
sadrºe skup A, sledi coA ⊂ (coA)◦. Obrnuta inkluzija je uvek ta£na, pa je
coA = (coA)◦, ²to je i trebalo dokazati.

Primerom se pokazuje da konveksni omota£ zatvorenog skupa ne mora
biti zatvoren skup. Skup

U = {(x, y) ∈ R2 | y =
√
x, x ≥ 0}

je zatvoren u R2 jer je njegov komplement otvoren skup. Njegov konveksni
omota£

coU = {(x, y) ∈ R2 | 0 < y ≤
√
x, x > 0} ∪ {(0, 0)},

nije zatvoren skup, jer ne sadrºi ta£ke nagomilavanja oblika (x, 0), x > 0.

Ako je posmatrani zatvoren skup ograni£en (to jest, kompaktan) u Rn,
onda se moºe dokazati da je njegov konveksni omota£ tako�e zatvoren i
ograni£en skup u Rn.

Zatvoren konveksni omota£ skupa A je najmanji zatvoren i konveksan
skup koji sadrºi skup A, u oznaci coA.

Posledica 2.8. Zatvaranje coA je coA.

Dokaz. Jasno, coA ⊂ coA. Sa druge strane, po de�niciji je coA ⊂ coA, pa
vaºi coA ⊂ coA, ²to zna£i da je coA = coA.
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2.2 Konusi

Kao i konveksni skupovi i konusi su tako�e zna£ajni u teoriji optimizacije
(videti [3]). Ovo poglavlje ¢emo posvetiti de�nisanju pojma konusa, kao i
pojmu konveksnog konusa, a nakon toga ¢emo pre¢i na dokazivanje njihovih
zna£ajnih svojstava.

De�nicija 2.4. Skup K ⊂ Rn je konus sa vrhom u nuli ako za sve x ∈ K i
sve t > 0 vaºi tx ∈ K.

Treba primetiti da, po ovoj de�niciji, nula moºe ali ne mora da pripada
konusu.

Ako je K konus sa vrhom u nuli, onda je skup Kx0 = x0 +K, konus sa
vrhom u x0. Njegovi elementi su oblika x0 + λ(y − x0), y ∈ Kx0 , λ > 0.

Konus K ne mora biti konveksan. Ako jeste zove se konveksan konus.
Tako�e, on ne mora biti otvoren (zatvoren) skup, ali ako jeste zove se otvoren
(zatvoren) konus. Podrazumeva se da je prazan skup konveksan konus.

Slika 2.3. Primeri konusa u R2.

Teorema 2.9. Skup K ⊂ Rn je konveksan konus sa vrhom u nuli ako i samo
ako za sve x, y ∈ K i sve α, β > 0 vaºi αx+ βy ∈ K.

Dokaz. Neka je K konveksan konus sa vrhom u nuli. Tada za sve x, y ∈ K i
sve α, β > 0 vaºi:

(α + β)

(
α

α + β
x+

β

α + β
y

)
∈ K,

odnosno αx + βy ∈ K. Sa druge strane, iz αx + βy ∈ K, za sve x, y ∈ K i
sve α, β > 0, biraju¢i, za unapred zadato λ > 0, α = β = λ

2
i y = x dobija

se λx ∈ K, odnosno K je konus. Konveksnost se dobija biraju¢i α ∈ (0, 1) i
β = 1− α.

Teorema 2.10. Konusi imaju slede¢a zna£ajna svojstva:
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1. Presek proizvoljne familije konusa sa istim vrhom, ako nije prazan, je
konus sa tim vrhom;

2. Ako su K1 i K2 konusi sa vrhom u x0, onda je αK1 + βK2 konus sa
vrhom u (α + β)x0, za sve α, β ∈ R;

3. Suma konveksnih konusa sa zajedni£kim vrhom je konveksan konus;

4. Unija konusa sa istim vrhom je opet konus sa tim vrhom (ali unija
konveksnih konusa ne mora biti konveksan skup);

5. Unutra²njost, zatvaranje i konveksni omota£ konusa je konus.

Dokaz. 1. Neka su Ki, i ∈ I konusi sa vrhom u x0, to jest Ki = x0 +
K0

i , i ∈ I, gde su K0
i , i ∈ I odgovaraju¢i konusi sa vrhom u nuli. Tada

je K =
⋂

i∈I Ki =
⋂

i∈I(x0 +K0
i ) = x0 +

⋂
i∈I K

0
i . Dakle, ostaje jo² da

se pokaºe da je K0 =
⋂

i∈I K
0
i konus sa vrhom u nuli.

Neka je K0 =
⋂

i∈I K
0
i , x ∈ K0 i t > 0. Ako x pripada preseku, onda

x pripada svim konusima, x ∈ K0
i , i ∈ I. Tada i tx ∈ K0

i , i ∈ I, za sve
t > 0, jer je svaki K0

i konus sa vrhom u nuli. Onda tx ∈
⋂

i∈I K
0
i = K0,

pa je K0 konus sa vrhom u nuli.

2. K1 i K2 su konusi sa vrhom u x0, pa je:

K1 = x0 +K0
1 ,

K2 = x0 +K0
2 ,

gde su K0
1 , K

0
2 konusi sa vrhom u nuli. Po²to je

αK1 + βK2 = (α + β)x0 + αK0
1 + βK0

2 ,

jo² treba pokazati da je αK0
1 + βK0

2 konus sa vrhom u nuli.

Neka je z ∈ αK0
1+βK0

2 proizvoljno i t > 0 dato. Onda je z = αz1+βz2,
za neke z1 ∈ K0

1 i z2 ∈ K0
2 . Po²to je

tz = t(αz1 + βz2) = α(tz1) + β(tz2),

a tz1 ∈ K0
1 , tz2 ∈ K0

2 , jer su u pitanju konusi sa vrhom u nuli, dobija
se:

tz ∈ αK0
1 + βK0

2

21



Pokazano je da je tz ∈ αK0
1 + βK0

2 konus sa vrhom u nuli.

3. Neka je K = K1+ · · ·+Kn, gde su Ki = x0+K0
i , i = 1, . . . , n konveksni

konusi sa vrhom u x0, a K0
i odgovaraju¢i konusi sa vrhom u nuli. Lako

se vidi da i K0
i , i = 1, . . . , n moraju biti konveksni. Na osnovu 2. znamo

da K = nx0 +
∑n

i=1K
0
i . Ostaje jo² da se pokaºe i da je K

0 =
∑n

i=1 K
0
i

konveksan konus sa vrhom u nuli.

Neka je K0 = K0
1 + · · · + K0

n, gde su K0
1 , . . . , K

0
n konveksni konusi sa

vrhom u nuli, x, y ∈ K0 i α, β > 0. Zna se da je:

x = x1 + . . .+ xn, xi ∈ K0
i ,

y = y1 + . . .+ yn, yi ∈ K0
i , i = 1, . . . , n.

Svi K0
i , i = 1, . . . , n, su konveksni konusi sa vrhom u nuli, pa za sve

i = 1, . . . , n na osnovu Teoreme 2.9 vaºi zi = αxi + βyi ∈ K0
i . Odavde

se dobija:

αx+ βy = α(x1 + . . .+ xn) + β(y1 + . . .+ yn) = z1 + . . .+ zn ∈ K0.

4. Neka je K =
⋃

i∈I Ki, gde su Ki, i ∈ I konusi sa vrhom u nuli. Za neko
x ∈ K i t > 0, zna se da postoji j ∈ I takvo da x ∈ Kj. Kj je konus
sa vrhom u nuli, pa tx ∈ Kj. Po²to je Kj ⊂ K, tx ∈ K. Kao i do sada,
ovo se lako uop²tava na konus sa vrhom u x0.

Kontraprimerom ¢e se pokazati da unija konveksnih konusa ne mora
biti konveksan skup. Neka je:

K1 = {(x, y) ∈ R2 | y = x, x ≥ 0}
K2 = {(x, y) ∈ R2 | y = −x, x ≤ 0}

U pitanju su konveksni konusi sa vrhom u nuli. Me�utim, K = K1∪K2

nije konveksan konus. Za z1 = (1, 1) ∈ K1, z2 = (−1, 1) ∈ K2, α = β =
1
2
, αz1 + βz2 = (0, 1) /∈ K.

5. Neka je dat konus sa vrhom u nuli K ⊆ Rn ( dobijeni rezultati se lako
uop²tavaju na proizvoljan konus). Neka je K ̸= ∅.
Prvo treba pokazati da je K◦ konus. Neka je x ∈ K◦ i t > 0. Doka-
ºa¢emo da je tx ∈ K◦. Za ta£ku x ∈ K◦ postoji ε > 0, tako da je
Lε(x) ⊂ K. Tada je Ltε(tx) ⊂ K. Zaista, za proizvoljno y ∈ Ltε(tx)
vaºi ∥ y − tx ∥< tε. Jasno, vaºi y = t(1

t
y), te ako se pokaºe da je
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1
t
y ∈ Lε(x) ⊂ K dokaz je zavr²en, jer je K konus. Vaºi ∥ 1

t
y−x ∥= 1

t
∥

y − tx ∥< ε.

Dalje, treba pokazati da je K konus. Neka su dati proizvoljni t > 0 i
k ∈ K. Tada postoji niz {kn}n∈N ⊂ K, takav da je limn→∞ kn = k.
Po²to je K konus i niz {tkn}n∈N ⊂ K, onda se njegova granica nalazi u
K. Jasno, tk = limn→∞ tkn ∈ K, pa je K konus.

Ostaje jo² da se pokaºe da je konveksni omota£ coK konus. Neka je
t > 0 i x ∈ coK. Tada se, na osnovu Teoreme 2.1 zna da postoje
k1, . . . , kn ∈ K i α1, . . . , αn ≥ 0,

∑n
i=1 αi = 1 tako da je x =

∑n
i=1 αiki.

Kona£no, vaºi tx = t
∑n

i=1 αiki =
∑n

i=1 αi(tki) ∈ coK, jer je K konus,
pa tki ∈ K, i = 1, . . . , n.

2.3 Hiperravni

U ovom poglavlju ¢emo se kratko osvrnuti na pojam hiperravni, koji
¢emo u nastavku primenjivati kod teorema koje nam govore o primenama
subdiferencijala.

De�nicija 2.5. Neka je dat ne-nula vektor c ∈ Rn i broj γ ∈ R, tada hiper-
ravan Hc,γ de�ni²emo na slede¢i na£in

Hc,γ = {x ∈ Rn | ⟨x, c⟩ = γ}.
Skup Hc,γ nije prazan, jer ako uzmemo vektor c = (c1, . . . , cn) ̸= 0,

primetimo da postoji indeks j ∈ {1, . . . , n} takav da cj ̸= 0. Tada vektor
x = (x1, . . . , xn) de�nisan sa xj := γ

cj
, a xk := 0, k ̸= j pripada hiperravni

Hc,γ. Ako ta£ka x0 pripada hiperravni Hc,γ, onda vaºi

Hc,γ = Hc,x0 = {x ∈ Rn | ⟨x− x0, c⟩ = 0}.
Kako je ortogonalnost vektora x − x0 i c predstavljena kao ⟨x − x0, c⟩ = 0,
vektor c nazivamo normalni vektor hipperavni Hc,γ.

Napomena 2.11. Skupovi

H+
c,γ = {x ∈ Rn | ⟨x, c⟩ > γ}

i

H−
c,γ = {x ∈ Rn | ⟨x, c⟩ < γ}

zovu se otvoreni poluprostori, dok su njihova zatvaranja H+
c,γ i H−

c,γ ustvari
zatvoreni poluprostori. Direktno iz same de�nicije hipperavni sledi da je Hc,γ

konveksan skup, pa samim tim sledi da su iH+
c,γ,H

−
c,γ,H+

c,γ,H−
c,γ sve konveksni

skupovi.
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2.4 Konveksne funkcije i njihove karakteristike

Na samom po£etku ove glave smo de�nisali konveksne skupove, a sada
¢emo da de�ni²emo funkcije nad tim skupovima koriste¢i literatutu [12].

De�nicija 2.6. Funkcija J de�nisana na konveksnom skupu U ⊂ Rn je
konveksna na U ako vaºi

J(αx+ (1− α)y) ≤ αJ(x) + (1− α)J(y), (2.1)

za proizvoljne x, y ∈ U i za svako α ∈ [0, 1].

De�nicija 2.7. Ako je u (2.1) jednakost mogu¢a samo za α = 0 ili α = 1,
kaºemo da je J strogo konveksna na U.

Slika 2.4. Primeri gra�ka konveksne i strogo konveksne funkcije.

De�nicija 2.8. Funkcija J je konkavna na konveksnom skupu U ⊂ Rn ako
je funkcija −J konveksna na skupu U.

De�nicija 2.9. Funkcija J je jako konveksna na konveksnom skupu U ako
postoji konstanta γ > 0 takva da je

J(αx+ (1− α)y) ≤ αJ(x) + (1− α)J(y)− α(1− α)γ∥x− y∥2,

za proizvoljne x, y ∈ U i za svako α ∈ [0, 1]. Broj γ se naziva konstanta jake
konveksnosti.

U nastavku ¢emo dati nekoliko teorema koje nam govore o potrebnim i
dovoljnim uslovima za konveksnost funkcije na konveksnom skupu.

Teorema 2.12. Neka je U konveksan skup i neka J ∈ C1(U). Potreban i
dovoljan uslov za konveksnost funkcije J na U je

J(x) ≥ J(y) + ⟨J ′(y), x− y⟩,
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za svako x, y ∈ U .

Teorema 2.13. Neka je U konveksan skup i neka J ∈ C1(U). Potreban i
dovoljan uslov za konveksnost funkcije J na U je

⟨J ′(x)− J ′(y), x− y⟩ ≥ 0,

za svako x, y ∈ U .

Teorema 2.14. Neka je U konveksan skup i neka J ∈ C2(U). Potreban i
dovoljan uslov za konveksnost funkcije J na U je da nejednakost

⟨J ′′(x)ξ, ξ⟩ ≥ 0

vaºi za svako ξ ∈ Rn i svako x ∈ U .
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Glava 3

Subdiferencijali i funkcija

rastojanja ta£ke od skupa

Na samom po£etku ove glave de�nisa¢emo subgradijent. Ako posmatramo
konveksnu i diferencijabilnu funkciju J , tada ¢e gradijent u nekoj ta£ki ustvari
biti subgradijent. Funkciju J naziva¢emo subdiferencijabilnom funkcijom u
nekoj ta£ki ako postoji bar jedan subgradijent u toj ta£ki, dok ¢emo skup
svih subgradijenata u ta£ki nazivati subdiferencijalom od J u toj ta£ki. Nakon
toga, nave²¢emo neka zna£ajna svojstva vezana za ove pojmove i njih koristiti
u daljem radu. Vi²e detalja o subdiferencijalnom ra£unu £italac moºe prona¢i
u literaturi: [2], [4], [9] i [13].

3.1 Pojam subdiferencijala

De�nicija 3.1. Neka je J : Rn → R konveksna funkcija. Tada vektor c ∈ Rn

nazivamo subgradijent funkcije J u ta£ki x0 ∈ Rn ako za svako x ∈ Rn vaºi

J(x) ≥ J(x0) + ⟨c, x− x0⟩. (3.1)

De�nicija 3.2. Neka je J : Rn → R konkavna funkcija. Tada vektor c ∈ Rn

nazivamo subgradijent funkcije J u ta£ki x0 ∈ Rn ako za svako x ∈ Rn vaºi

J(x) ≤ J(x0) + ⟨c, x− x0⟩. (3.2)

Subgradijent moºe postojati i ako J nije diferencijabilna u ta£ki x0 i ne
mora biti jedinstveno odre�en za funkciju J u ta£ki x0. Preciznije, ako je
funkcija diferencijabilna u nekoj ta£ki x0 onda postoji jedinstveno odre�en
subgradijent u toj ta£ki, a ako funkcija J nije diferencijabilna u ta£ki x0 onda
ne postoji jedinstveno odre�en subgradijent u toj ta£ki.
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Ako je funkcija J konveksna i diferencijabilna, tada je njen gradijent u
ta£ki x0 jednak njenom subgradijentu, to jest ∂J(x0) = {∇J(x0)}.

De�nicija 3.3. Skup svih subgradijenata konveksne (konkavne) funkcije J u
ta£ki x0 ∈ Rn naziva se subdiferencijal funkcije J u ta£ki x0 i ozna£ava se sa
∂J(x0).

Napomena 3.1. Neka je S ⊆ Rn proizvoljan skup. Ako je (3.1), odnosno
(3.2), ispunjeno za sve x ∈ S onda c ∈ ∂SJ(x0), a to ¢e biti subdiferenci-
jal ograni£en na skup S. O£igledno, za svaki konveksan skup S ⊆ Rn vaºi
∂J(x0) ⊆ ∂SJ(x0).

3.2 Osnovne ra£unske operacije sa subdiferen-

cijalima

U ovom delu poglavlja akcenat ¢e biti na teoremama koje se ti£u osnovnih
ra£unskih operacija sa subdiferencijalima. Teoreme navodimo bez dokaza,
dok se dokazi i vi²e detalja moºe prona¢i u [9].

Za po£etak uo£imo kako se subdiferencijal mnoºi skalarom. Zatim, uvo-
dimo jedno od osnovnih pravila vezano za subdiferencijale, tzv. pravilo sabi-
ranja subdiferencijala.

Teorema 3.2. Neka je f : Rn → R i neka je x0 ∈ Df . Tada je za svako
α > 0 ispunjeno

∂(αf)(x0) = α∂f(x0).

Teorema 3.3. Neka su funkcije f1 i f2 zatvorene i konveksne i neka su
α1, α2 ≥ 0. Tada je funkcije f(x) = α1f1(x)+α2f2(x) zatvorena i konveksna,
a njen subdiferencijal je

∂f(x) = α1∂f1(x) + α2∂f2(x),

za sve x ∈ Df = Df1 ∩Df2.

Posledica 3.4. Neka su date fi : Rn → R, za i = 1, . . . ,m. Pretpostavimo
da postoji neko x0 ∈

⋂m
i=1 Dfi, tako da za sve funkcije fi (osim eventualno

jedne) vaºi da su neprekidne u x0. Tada je za svako x ∈
⋂m

i=1Dfi ispunjeno

∂

(
m∑
i=1

fi

)
(x) =

m∑
i=1

∂fi(x).
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3.3 Funkcija rastojanja ta£ke od skupa i pro-

jekcija ta£ke na skup

Ovo poglavlje je posve¢eno prou£avanju funkcije rastojanja ta£ke od kon-
veksnog skupa, za koju ¢emo se uveriti da je konveksna funkcija. Pored toga,
bavi¢emo se i projekcijama ta£ke na skup i videti koji je to dovoljan uslov za
postojanje jedinstvene projekcije ta£ke na skup (videti [9] i [13]).

De�nicija 3.4. Neka je skup A ⊂ Rn neprazan i ta£ka x ∈ Rn. Rastojanje
ta£ke x od skupa A de�ni²emo kao

d(x,A) := inf
z∈A

d(x, z).

U narednoj de�niciji vide¢emo koja nejednakost treba da bude zadovolje-
na kako bi funkcija bila Lip²ic1 neprekidna. Nakon toga, pokaza¢emo da je
funkcija rastojanja ta£ke od nepraznog skupa funkcija koja je Lip²ic nepre-
kidna na Rn.

De�nicija 3.5. Za funkciju J : Rn → R kaºemo da je Lip²ic neprekidna,
ako postoji konstanta l ≥ 0 takva da

|J(x)− J(y)| ≤ l∥x− y∥, za sve x, y ∈ Rn.

Konstantu l nazivamo Lip²icova konstanta.

Teorema 3.5. Neka je dat neprazan skup A u Banahovom prostoru Rn.
Funkcija rastojanja d(·, A) je Lip²ic neprekidna na Rn sa Lip²icovom kon-
stantom l = 1.

Dokaz. Dokazujemo da za svako x, y ∈ Rn vaºi

|d(x,A)− d(y, A)| ≤ ∥x− y∥. (3.3)

Za proizvoljno z ∈ A, kori²¢enjem nejednakosti trougla dobijamo

d(x,A) ≤ ∥x− z∥
≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥
≤ ∥x− y∥+ inf{∥y − z∥ | z ∈ A}
= ∥x− y∥+ d(y, A).

Dakle, d(x,A)−d(y, A) ≤ ∥x−y∥. Sli£no, imamo da vaºi d(y, A)−d(x,A) ≤
∥y − x∥. Dakle, onda je ispunjeno (3.3), £ime je dokaz teoreme zavr²en.

1R. O. S. Lipschitz (1832-1903)
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Teorema 3.6. Neka je A konveksan skup Rn. Tada je funkcija rastojanja
d(·, A) konveksna funkcija.

Dokaz. Uzmimo proizvoljne x, y ∈ Rn i λ ∈ (0, 1). Ho¢emo da pokaºemo
da funkcija rastojanja data sa f(x) := d(x,A) za svako x ∈ Rn zadovoljava
nejednakost (2.1), to jest da je ispunjeno

f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(x) + (1− λ)f(y).

Fiksirajmo ε > 0. Tada, iz svojstva in�muma, postoje u, v ∈ A takvi da vaºi

d(x,A) ≤ ∥x− u∥ < d(x,A) +
ε

2

i

d(y, A) ≤ ∥x− v∥ < d(y, A) +
ε

2
.

S obzirom da je A konveksan skup, tada λu+ (1− λ)v ∈ A. Dalje, imamo

d(λx+ (1− λ)y, A) ≤ ∥λx+ (1− λ)y − (λu+ (1− λ)v)∥
≤ ∥λ(x− u)∥+ ∥(1− λ)(y − v)∥
= λ∥x− u∥+ (1− λ)∥y − v∥

≤ λ
[
d(x,A) +

ε

2

]
+ (1− λ)

[
d(y, A) +

ε

2

]
= λd(x,A) + (1− λ)d(y, A) + ε.

Kads ε → 0, dobijamo da je d konveksna funkcija.

De�nicija 3.6. Neka je skup A ⊂ Rn neprazan i neka x ∈ Rn. Tada je ta£ka
x0 ∈ A projekcija ta£ke x na skup A, u oznaci x0 = PA(x), ako vaºi

d(x,A) = ∥x− x0∥.

Naredna teorema nam daje dovoljan uslov za jedinstvenost projekcije
proizvoljne ta£ke na skup.

Teorema 3.7. Ako je A neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn, onda
za svaku ta£ku x ∈ Rn postoji njena jedinstvena projecija na skup A.

Teorema 3.8. Neka je data ta£ka x ∈ Rn i neka je A ⊂ Rn. Tada ako je A
konveksan i zatvoren skup, onda za z ∈ A vaºi z = PA(x) ako i samo ako je
⟨x− z, z − y⟩ ≥ 0, za svako y ∈ A.
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3.4 Subdiferencijal funkcije rastojanja ta£ke od

skupa

Pre nego ²to predstavimo subdiferencijal funkcije rastojanja od konvek-
snog skupa, u narednim redovima uvodimo pojam normalnog konusa, koji
¢emo koristiti u daljem radu.

De�nicija 3.7. Neka je X neprazan i konveksan podskup od Rn i neka x0 ∈
X. Tada je normalni konus dat sa

N(x0, X) := {c ∈ Rn | ⟨c, x− x0⟩ ≤ 0, ∀x ∈ X}.

Iz same de�nicije moºemo primetiti da ako c ∈ N(x0, X) onda za svako
x ∈ X vaºi ⟨c, x − x0⟩ ≤ 0, to jest x ∈ H−

c,x0
. Dakle, skup X mora biti

podskup od H−
c,x0

.
Naredna teorema ¢e nam predstaviti subdiferencijal funkcije rastojanja

ta£ke od konveksnog skupa. Naime, jedini£ni vektor c ∈ Rn ¢e biti subgradi-
jent funkcije rastojanja d(·, X) u ta£ki x0 ako i samo ako vaºi X ⊆ H−

c,x0
.

Teorema 3.9. Neka je X neprazan i konveksan podskup od Rn i neka je
x0 ∈ X. Tada vaºi

∂d(x0, X) = N(x0, X) ∩ Z,

gde je Z = Z(0,1) zatvorena jedini£na lopta u Rn.

Dokaz. Neka x0 ∈ X i uzmimo neko proizvoljno c ∈ ∂d(x0, X), tada vaºi

⟨c, x− x0⟩ ≤ d(x,X)− d(x0, X) = d(x,X), ∀x ∈ Rn. (3.4)

Kako na osnovu Teoreme 3.5 znamo da je funkcija rastojanja d(·, X) Lip²ic
neprekidna sa Lip²icovom konstantom l = 1, onda iz (3.4) dobijamo

⟨c, x− x0⟩ ≤ d(x,X)− d(x0, X) ≤ ∥x− x0∥, ∀x ∈ Rn.

Na osnovu toga, sledi da je ∥c∥ ≤ 1, to jest c ∈ Z. Zaista, ako izaberemo
x = c + x0 ∈ Rn dobijamo ⟨c, c⟩ = ∥c∥, to jest ∥c∥2 ≤ ∥c∥, ²to je ispunjeno
za ∥c∥ ≤ 1. Dalje, iz nejednakosti (3.4) sledi

⟨c, x− x0⟩ ≤ 0, za sve x ∈ X,

jer ⟨c, x − x0⟩ ≤ d(x,X) za svako x ∈ Rn, pa onda i za x ∈ X. Odatle
dobijamo da vaºi ⟨c, x − x0⟩ ≤ d(x,X) = 0. Dakle, c ∈ N(x0, X), pa onda
vaºi c ∈ N(x0, X) ∩ Z, odnosno ∂d(x0, X) = N(x0, X) ∩ Z.
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Sada pokaºimo i obrnutu inkluziju. Uzmimo proizvoljno c ∈ N(x0, X)∩Z,
tada vaºi

∥c∥ ≤ 1 i ⟨c, ω⟩ ≤ 0, za sve ω ∈ X. (3.5)

Koriste¢i nejednakost (1.1) i (3.5), primetimo da za svako x ∈ Rn i za svako
ω ∈ X jeste ispunjen slede¢i niz nejednakosti

⟨c, x− x0⟩ = ⟨c, x− ω + ω − x0⟩
= ⟨c, x− ω⟩+ ⟨c, ω − x0⟩
≤ ⟨c, x− ω⟩
≤ ∥c∥∥x− ω∥
≤ ∥x− ω∥.

Dakle, sada imamo da vaºi

⟨c, x− x0⟩ ≤ inf
ω∈X

∥x− ω∥ = d(x,X) = d(x,X)− d(x0, X),

odakle sledi c ∈ ∂d(x0, X), £ime je dokaz teoreme zavr²en.
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Glava 4

O posledicama konveksnosti

Kako smo se u prethodnim glavama upoznali sa konveksno²¢u i njenim
velikim zna£ajem, ova glava ¢e biti posve¢ena nekim od posledica same kon-
veksnosti. Kao prvu posledicu konveksnosti predstavi¢emo teoreme Radona,
Karateodorija i Helija. Slede¢a posledica kojom ¢emo se bavili bi¢e pojam ho-
rizontalnog konusa, gde ¢emo videti kako predstavljamo ograni£enost skupa u
terminima njegovog horizontalnog konusa. Nastavljaju¢i na tre¢u posledicu,
pre¢i ¢emo na funkcije minimalnog vremena i njihovu vezu sa funkcionalom
Minkovskog, a zatim se upoznati i sa subgradijentom funkcije minimalnog
vremena. Nakon toga, izve²¢emo potrebne i dovoljne uslove za postojanje
optimalnih re²enja problema konveksne optimizacije, ²to ¢e biti £etvrta po-
sledica konveksnosti. Na samom kraju, bavi¢emo se Ferma-Tori£elijevim pro-
blemom i pronalaºenjem njegovog optimalnog re²enja, kao petom posledicom
konveksnosti. Za vi²e detalja o ovim posledicama pogledati literaturu: [4], [8],
[9], [12], [13] i [14].

4.1 Teoreme o konveksnim skupovima u Rn

U ovom poglavlju formulisa¢emo i dokazati teoreme Radona, Karateo-
dorija i Helija, koje isti£u razli£ite karakteristike konveksnih skupova u Rn.
Naime, one daju geometrijsku, algebarsku i topolo²ku karakterizaciju kon-
veksnih skupova.

4.1.1 Radonova i Helijeva Teorema

U nastavku ¢e biti izloºene dve vaºne teoreme, od kojih ¢e prva biti Ra-
donova1 teorema, sa jednostavnim i bazi£nim geometrijskim razultatom o

1J. K. A. Radon (1887-1956)
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konveksnim skupovima.

Teorema 4.1. (Radonova teorema) Neka je X = {x1, x2, . . . , xn+2} skup
od n + 2 ta£ke iz Rn i neka je sa X(S) ozna£en konveksni omota£ ta£aka
xi, i ∈ S ⊂ {1, 2, . . . , n + 2}. Tada postoje disjunktni skpovi I i J, neprazni
podskupovi skupa {1, 2, . . . , n+ 2}, takvi da je X(I) ∩X(J) ̸= ∅.

Dokaz. Translacijom skupa X, ako je potrebno, bez umanjenja op²tosti moºe
se pretpostaviti da je xn+2 = 0. Skup X ′ = X\{xn+2} je skup od n + 1
ta£ke u Rn, te je linearno zavisan, pa postoje konstante λ1, λ2, · · ·λn+1, koje
nisu sve jednake nuli, tako da je

∑n+1
i=1 λixi = 0. Dalje, uzimaju¢i da je

λn+2 = −
∑n+1

i=1 λi, imamo da je
∑n+2

i=1 λixi = 0, gde nisu svi λi istovremeno
jednaki nuli.

Neka je I = {i|λi > 0} i J = {j|λj < 0}. Jasno I ∩ J = ∅. Tada je∑
i∈I λixi = −

∑
j∈J λjxj i

∑
i∈I λi = −

∑
j∈J λj = λ > 0. Dakle, dobija se

da je vektor

∑
i∈I

(
λi

λ

)
xi =

∑
j∈J

(
−λj

λ

)
xj ∈ X(I) ∩X(J).

Naredna teorema, tzv. Helijeva2 teorema, nam govori o preseku svih ele-
menata kona£ne familije konveksnih skupova u Rn.

Teorema 4.2. (Helijeva teorema) Neka je ζ = {C1, . . . Cm} kona£na familija
konveksnih skupova u Rn takva da je za svako k ≤ n+ 1 presek k elemenata
familije neprazan. Tada je presek svih elemenata familije neprazan, to jest,⋂m

i=1 Cm ̸= ∅.

Dokaz. Naravno, pretpostavlja se da familija ζ sadrºi m ≥ n + 1 elemena-
ta tako da je presek proizvoljnih n + 1 skupova neprazan. Matemati£kom
indukcijom po m pokaza¢e se da je presek svih £lanova familije ζ neprazan.

U prvom koraku indukcije, za m = n + 1, nema ²ta da se dokazuje, pa
se prelazi na indukcijsku hipotezu. Neka je dato m ≥ n + 2. Pretpostavlja
se da tvr�enje teoreme vaºi za sve familije sa najvi²e m − 1 £lanova. Neka
je ζ = {C1, . . . Cm}. Na osnovu indukcijske hipoteze zna se da je presek bilo
kojih m− 1 £lanova familije neprazan, i neka je xi ∈ Rn takvo da je

xi ∈ C1 ∩ · · ·Ci−1 ∩ Ci+1 ∩ · · ·Cm, i = 1, . . .m.

2E. Helly (1884-1943)
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Dakle, vaºi xi ∈ Cj za j ̸= i.
Po²to je m ≥ n + 2 na osnovu Teoreme 4.1, postoje disjunktni skupovi

I, J ∈ {1, 2 . . . ,m}, tako da postoji ta£ka x ∈ Rn

x ∈ co{xi | i ∈ I} ∩ co{xj | j ∈ J}.

Moºe da se pretpostavi da I i J prave particiju indeksnog skupa, to jest,
da je I ∪ J = {1, . . . ,m}.

Pokaºimo da je ta£ka x u svim skupovima Ci za i ∈ {1, . . . ,m}. Za sve
i ∈ I ta£ka xi pripada svim konveksnim skupovima Cj, j ∈ J , te sledi da
xi ∈

⋂
j∈J Cj, i ∈ I. Po²to je

⋂
j∈J Cj konveksan skup, dobija se da je

co{xi | i ∈ I} ⊂
⋂
j∈J

Cj.

i sli£no

co{xj | j ∈ J} ⊂
⋂
i∈I

Ci.

Kona£no,

x ∈ co{xi | i ∈ I} ∩ co{xj | j ∈ J} ⊂

(⋂
j∈J

Cj

)
∩
(⋂

i∈I
Ci

)
=

m⋂
i=1

Ci,

²to je i trebalo dokazati.

Napomena 4.3. Direktno uop²tenje Helijeve teoreme za beskona£ne fami-
lije konveksnih skupova ne vaºi. Na primer, neka se posmatraju skupovi
Ci = {x ∈ Rn| x1 ≥ i}, i ∈ N. Proizvoljnih kona£no mnogo skupova Ci

ima neprazan presek. Me�utim,
⋂

i∈N Ci = ∅. Uop²tenje Helijeve teoreme
vaºi za kompaktne konveksne skupove, ta£nije:

Ako za beskona£nu familiju kompaktnih konveksnih skupova u Rn vaºi da
je presek proizvoljnih n+1 skupova neprazan, onda je i presek svih skupova
familije neprazan.

4.1.2 Karateodorijeva Teorema

U ovom delu ¢emo pokazati jednu od najvaºnijih teorema iz oblasti kon-
veksne geometrije koja je dokazana 1911. godine od strane poznatog gr£-
kog matemati£ara i �zi£ara Konstantina Karateodorija3. Ona tvrdi da ako

3C. Caratheodory(1873-1950) je imao veliki doprinos u oblasti matematike, pa su iz
tog razloga gr£ke vlasti su 2009. godine odlu£ile da otvore muzej u njegovu £ast. Muzej
je sme²ten u velikom gradu Komotiniju, koji se nalazi u severoisto£nom gr£kom regionu.
�ak i danas, u muzeju mogu da se na�u originalni rukopisi ovog matemati£ara na preko
10.000 stranica.
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je X ⊂ Rn onda se konveksni omota£ opisuje konveksnim kombinacijama
najvi²e n+ 1 elemenata skupa X.

Teorema 4.4. (Karateodorijeva teorema) Neka je ∅ ̸= X ⊂ Rn. Tada se
svaka ta£ka x ∈ coX moºe prikazati kao konveksna kombinacija najvi²e (n+1)
elemenata skupa X, to jest,

coX = {
n+1∑
i=1

λixi|xi ∈ X,λi ≥ 0,
n+1∑
i=1

λi = 1}.

Dokaz. Neka je x ∈ coX konveksna kombinacija x =
∑m

i=1 λixi, xi ∈ X,λi ≥
0,
∑m

i=1 λi = 1, tako da je m minimalno. Ako se pretpostavi suprotno, da
je m ≥ n + 2, tada, na osnovu Teoreme 4.1, postoje disjunktni skupovi
I, J ⊂ {1, 2, . . .m} i strogo pozitivne konstante µh, h ∈ I ∪ J , tako da je∑

h∈I
µhxh =

∑
h∈J

µhxh.

Prenumeracijom ta£aka, ako je potrebno, moºe da se pretpostavi da je I =

{1, 2, . . . , k}, J = {k + 1, . . . , l} i da je t =
λ1

µ1

= mini∈I
λi

µi

. Tada je

x =
k∑

i=1

(λi − tµi)xi +
l∑

j=k+1

(λj + tµj)xj +
m∑

h=l+1

λhxh =
m∑
i=2

νixi,

gde su νi ≥ 0 i
∑m

i=2 νi = 1. Ovom kontradikcijom je dokaz zavr²en.

Karateodorijeva teorema vaºi i u op²tijem obliku. Neka je X podskup
a�ne n-dimenzionalne ravni u RN, tada je konveksni omota£ skupa X dat sa

coX = {
n+1∑
i=1

λixi | xi ∈ X,λi ≥ 0,
n+1∑
i=1

λi = 1}.

4.2 Horizontalni konus

U ovom delu prvo ¢emo se baviti pona²anjem nepraznih, zatvorenih i
konveksnih podskupova od Rn. Nakon toga, vide¢emo kako moºemo da pred-
stavimo ograni£enost nekog skupa sa tim osobinama uz pomo¢ njegovog ho-
rizontalong konusa.

De�nicija 4.1. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn i
x ∈ F . Tada je horizontalni konus od F u ta£ki x dat slede¢om formulom

F∞(x) := {d ∈ Rn | x+ td ∈ F, za sve t > 0}.
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Napomena 4.5. Horizontalni konus od F u ta£ki x se u literaturi £esto
naziva i asimptotski konus od F u ta£ki x. Tada je ekvivalentna formula za
F∞(x) data sa

F∞(x) =
⋂
t>0

F − x

t
.

odakle sledi da je F∞(x) zatvoren i konveksan konus u Rn.

Slede¢a teorema pokazuje da je F∞(x) isto za sve x ∈ F , pa ¢emo nadalje
za horizontalni konus od F koristiti oznaku F∞.

Teorema 4.6. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn.
Tada vaºi jednakost F∞(x1) = F∞(x2) za sve x1, x2 ∈ F .

Dokaz. Dovoljno je pokazati da F∞(x1) ⊂ F∞(x2) za sve x1, x2 ∈ F . Uzi-
maju¢i d ∈ F∞(x1) i proizvoljno t > 0 pokaza¢emo da vaºi x2 + td ∈ F .
Posmatramo

xk :=
1

k
(x1 + ktd) + (1− 1

k
)x2, k ∈ N.

Tada xk ∈ F za svako k jer d ∈ F∞(x1) i F je konveksan skup. Takodje,
imamo xk → x2 + td onda i x2 + td pripada F jer je zatvoren skup. Dakle,
d ∈ F∞(x2), £ime je tvr�enje dokazano.

Slika 4.1. Primer horizontalnog konusa.

Posledica 4.7. Neka je F zatvoren, konveksan podskup od Rn. Tada

F∞ =
⋂
t>0

tF.
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Dokaz. Iz same de�nicije i Teoreme 4.6 imamo da vaºi slede¢e

F∞ = F∞(0) =
⋂
t>0

F − 0

t
=
⋂
t>0

1

t
F =

⋂
t>0

tF,

iz £ega sledi traºeno.

Teorema 4.8. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn. Za
dato d ∈ Rn slede¢e tvrdnje su ekvivalentne:

1. d ∈ F∞,

2. Postoje nizovi {tk} ⊂ [0,∞) i {fk} ⊂ F takvi da tk → 0 i tkfk → d
kad k → ∞.

Dokaz. Da bismo pokazali prvu inkluziju uze¢emo d ∈ F∞ i �ksirati neko
x0 ∈ F , tada iz same de�nicije horizontalnog konusa sledi da

x0 + kd ∈ F, za sve k ∈ N.

Sada za svako k ∈ N, moºemo prona¢i fk ∈ F tako da je ispunjeno

x0 + kd = fk

²to je ekvivalentno sa

1

k
x0 + d =

1

k
fk.

Biraju¢i tk :=
1

k
, dobijamo da tkfk → d kad k → ∞.

Obrnuto, pretpostavimo da su nizovi {tk} ⊂ [0,∞) i {fk} ⊂ F takvi da
tk → 0 i tkfk → d. Fiksira¢emo neko x ∈ F . Da bi pokazali da vaºi d ∈ F∞,
dovoljno je pokazati da

x+ td ∈ F , za sve t > 0.

Zaista, za proizvoljno �ksirano t > 0 imamo 0 ≤ t · tk < 1, kada je k dovoljno
veliko, pa onda vaºi

(1− t · tk)x+ t · tkfk → x+ td, kad k → ∞.

Iz konveksnosti skupa F sledi da svaki element (1−t ·tk)x+t ·tkfk pripada F .
Dakle, onda i x+ td pripada F zbog zatvorenosti, pa dobijamo d ∈ F∞.

Na samom kraju, predstavi¢emo ograni£enost skupa u terminima njego-
vog horizontalnog konusa.
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Teorema 4.9. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn.
Skup F je ograni£en ako i samo ako je njegov horizontalni konus trivijalan,
to jest F∞ = {0}.

Dokaz. Pretpostavimo da je F ograni£en skup i neka je d ∈ F∞ proizvoljno.
Na osnovu Teoreme 4.8, postoje nizovi {tk} ⊂ [0,∞) i {fk} ⊂ F takvi da
tk → 0 i tkfk → d kad k → ∞. Iz ograni£enosti skupa F sledi da tkfk → 0,
²to daje d = 0.

Da bi pokazali da vaºi i obrnuto, pretpostavi¢emo suprotno, to jest da je
F neograni£en skup i da vaºi F∞ = {0}. Tada imamo niz {xk} ⊂ F takav da
∥xk∥ → ∞, pa sada moºemo da formiramo niz (jedini£nih) pravaca

dk :=
xk

∥xk∥
, za k ∈ N.

Dalje, bez umanjenja op²tosti, sledi da dk → d kad k → ∞ i vaºi ∥d∥ = 1.
Fiksiraju¢i neko x ∈ F , primetimo da za sve t > 0 i k ∈ N dovoljno velike
imamo

uk :=

(
1− t

∥xk∥

)
x+

t

∥xk∥
xk ∈ F ,

zbog konveksnosti skupa F . Dalje, x + td ∈ F jer uk → x + td i F je
zatvoreno. Dakle, d ∈ F∞, ²to je kontradikcija, pa sledi da F mora biti
ograni£en skup.

4.3 Funkcije minimalnog vremena

Glavni predmet ovog poglavlja jeste specijalna klasa konveksnih funkcija
poznatih kao funkcije minimalnog vremena. Ove funkcije su relativno nove u
konveksnoj analizi i imaju veoma vaºne primene u optimizaciji. Mi ¢emo se
u ovom poglavlju baviti de�nisanjem pojma funkcije minimalnog vremena,
zatim napraviti vezu izme�u njih i funkcionala Minkovskog, a nakon toga
predstaviti i subgradijent funkcije minimalnog vremena.

4.3.1 Karakteristike funkcija minimalnog vremena

De�nicija 4.2. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn i
neka je X ⊂ Rn neprazan skup (ne nuºno konveksan). Funkcija minimalnog
vremena povezana sa skupovima F i X je data sa

T F
X (x) := inf{t ≥ 0 | (x+ tF ) ∩X ̸= ∅}.
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Naziv funkcija minimalnog vremena koristimo jer T F
X (x) iz prethodne

de�nicije ozna£ava minimalno vreme potrebno da ta£ka x dostigne cilj po-
stavljen u ciljnom skupu X kretanjem duº F . Pri £emu, treba na umu imati
slede¢e slu£ajeve:

1. Ako je F zatvorena jedini£na lopta u Rn, onda se funkcija minimalnog
vremena T F

X (x) svodi na funkciju rastojanja ta£ke x od skupa X,

2. Ako je F = {0}, funkcija minimalnog vremena T F
X (x) je indikator od

X,

3. Ako je X = {0}, dobijamo T F
X (x) = ρF (−x), gde je ρF funkcional

Minkovskog, kog ¢emo de�nisati u nastavku,

4. Ako je F nenula vektor, onda funkcija minimalnog vremena T F
X (x)

pokriva specijalnu klasu funkcija koje se nazivaju usmerene funkcije
minimalnog vremena.

U nastavku ¢emo se baviti prou£avanjem op²tih karakteristika funkcija mi-
nimalnog vremena T F

X (x).

Napomena 4.10. Moºemo primetiti da za funkciju minimalnog vremena
T F
X (x) vaºi jedan od naredna tri slu£aja:

1. T F
X (x) = 0 ako x ∈ X,

2. T F
X (x) je kona£no za funkciju minimalnog vremena ako postoji t ≥ 0

takvo da vaºi

(x+ tF ) ∩X ̸= ∅,

²to vaºi posebno kada 0 ∈ F ◦,

3. T F
X (x) = ∞ ako ne postoji t ≥ 0 takvo da vaºi

(x+ tF ) ∩X ̸= ∅.

Skupovi F i X nisu nuºno ograni£eni. Naredna teorema ¢e nam otkriti
pona²anje T F

X (x) u slu£aju kada je X ograni£eno, dok F ne mora biti.

Teorema 4.11. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn i
neka je X ⊂ Rn neprazan i zatvoren. Tada ako je X ograni£en, onda

T F
X (x) = 0 ⇒ x ∈ X − F∞.
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Obrnuto vaºi ako jo² dodatno pretpostavimo da 0 ∈ F .

Dokaz. Pretpostavimo da je T F
X (x) = 0. Ho¢emo da prona�emo tk → 0, za

tk ≥ 0, tako da je ispunjeno

(x+ tkF ) ∩X ̸= ∅, k ∈ N.

Ovo nam daje qk ∈ X i fk ∈ F takve da x+ tkfk = qk za svako k ∈ N. Zbog
ograni£enosti i zatvorenosti skupa X moºemo prona¢i podniz niza {qk}k∈N
koji konvergira ka q ∈ X i onda vaºi tkfk → q − x. Sada na osnovu Teoreme
4.8 sledi da q − x ∈ F∞, ²to nam daje x ∈ X − F∞.

Kako bi pokazali da vaºi i obrnuto, uzmimamo proizvoljno x ∈ X − F∞
i prona�imo q ∈ X i d ∈ F∞ takve da vaºi x = q − d. Kako vaºi 0 ∈ F i
d ∈ F∞, onda iz Posledice 4.7 imamo k(q − x) = kd ∈ F za sve k ∈ N. Iz
ovoga sledi

q − x ∈ 1

k
F , za sve k ∈ N

iz £ega sledi (
x+

1

k
F

)
∩X ̸= ∅, za sve k ∈ N.

Ovo poslednje obezbe�uje da 0 ≤ T F
X (x) ≤ 1

k
za sve k ∈ N, ²to vaºi samo

kada je T F
X (x) = 0 i time je dokaz teoreme zavr²en.

Slede¢i primer ilustruje rezultate dobijene u prethodnoj teoremi.

Primer 4.12. Neka je F = R× [−1, 1] ⊂ R2 i neka je X disk sa centrom u
ta£ki (1,0) polupre£nika r = 1. Koriste¢i reprezentaciju F∞ datu u Posledici
4.7 dobijamo F∞ = R× {0} i X − F∞ = R× [−1, 1]. Dakle, T F

X (x) = 0 ako
i samo ako x ∈ R× [−1, 1].

Slede¢a teorema nam govori o konveksnosti funkcije minimalnog vremena
T F
X (x).

Teorema 4.13. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn.
Ako je X ⊂ Rn neprazan i konveksan, onda funkcija minimalnog vremena
T F
X (x) jeste konveksna funkcija.
Obrnuto vaºi ako jo² dodatno pretpostavimo da je F ograni£en i X zatvoren

skup.
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Dokaz. Uzmimo proizvoljne x1, x2 iz domena funkcije T F
X i neka je λ ∈ (0, 1).

�elimo da pokaºemo da vaºi

T F
X (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λT F

X (x1) + (1− λ)T F
X (x2) (4.1)

pod uslovom da su oba skupa X i F konveksna. Ozna£imo γi := T F
X (xi) za i

= 1,2 i za proizvoljno ε > 0 izaberimo brojeve ti takve da vaºi

γi ≤ ti < γi + ε za i = 1,2

pri £emu je ispunjeno

(xi + tiF ) ∩X ̸= ∅ za i = 1,2.

Dalje, zbog konveksnosti skupova X i F sledi

[λx1 + (1− λ)x2 + (λt1 + (1− λ)t2)F ] ∩X ̸= ∅,

pa dalje primetimo da je ispunjen slede¢i niz nejednakosti

T F
X (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λt1 + (1− λ)t2 ≤ λT F

X (x1) + (1− λ)T F
X (x2) + ε.

Kako smo birali ε proizvoljno, dobijamo (4.1) i time smo dokazali konveksnost
funkcije T F

X .
Obrnuto, pretpostavimo da je T F

X konveksna funkcija pod uslovom da je
F ograni£en i X zatvoren skup. Tada je skup

{x ∈ Rn | T F
X (x) ≤ 0}

konveksan. Dalje, direktno sledi da je neprazan skup X konveksan, £ime je
teorema dokazana.

Za sam kraj ovog poglavlja, de�ni²imo pro²irenje konveksnog skupa X
pomo¢u funkcije minimalnog vremena sa

Xr := {x ∈ Rn | T F
X (x) ≤ r}, za r > 0.

U narednoj teoremi ¢emo predstaviti vezu izme�u funkcije minimalnog vre-
mena na konveksnom skupu X i funkcije minimalnog vremena na pro²irenom
konveksnom skupu Xr.

Teorema 4.14. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn i
neka je X neprazan podskup od Rn. Tada za svaki neprazan skup X i za svako
x /∈ Xr takvo da T F

X (x) < ∞, imamo da vaºi

T F
X (x) = T F

Xr
(x) + r.

Dokaz. Primetimo da iz inkluzije X ⊂ Xr sledi T F
Xr
(x) ≤ T F

X (x) < ∞.
Uzmimo sada proizvoljno t ≥ 0 za koje je ispunjeno
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(x+ tF ) ∩Xr ̸= ∅,

i prona�imo f1 ∈ F i u ∈ Xr takve da je ispunjeno x+ tf1 = u. Kako u ∈ Xr,
imamo da vaºi T F

X (u) ≤ r. Dalje, za svako ε > 0, postoji s ≥ 0 takvo da
s < r + ε i vaºi

(u+ sF ) ∩X ̸= ∅.

Dakle, sada primetimo da postoje ω ∈ X i f2 ∈ F takvi da vaºi u+ sf2 = ω.
Zatim, sledi

ω = u+ sf2 = (x+ tf1) + sf2 ∈ x+ (t+ s)F ,

jer je F konveksan skup. To nam daje

T F
X (x) ≤ t+ s ≤ t+ r + ε,

iz £ega sledi

T F
X (x) ≤ t+ r,

jer smo birali proizvoljno ε > 0. Dakle, moºemo zaklju£iti da je ispunjeno

T F
X (x) ≤ T F

Xr
(x) + r.

Za dokaz obrnute nejednakosti, prvo primetimo da r < T F
X (x) za sve

x /∈ Xr. Dalje, za svako ε > 0, prona�imo t ∈ [0,∞), f ∈ F i ω ∈ X takve
da vaºi x+ tf = ω i ispunjen je slede¢i niz nejednakosti

T F
X (x) ≤ t < T F

X (x) + ε.

Dakle, sada vaºi

ω = x+ tf = x+ (t− r)f + rf ∈ x+ (t− r)f + rF ,

iz £ega sledi

T F
X (x+ (t− r)f) ≤ r,

²to nam daje da x+(t−r)f ∈ Xr. Tako�e, moºemo primetiti da x+(t−r)f ∈
x+ (t− r)F , pa onda imamo

T F
Xr
(x) ≤ t− r ≤ T F

X (x)− r + ε,

iz £ega sledi r + T F
Xr
(x) ≤ T F

X (x), £ime je dokazana obrnuta nejednakost i
zavr²en dokaz teoreme.

Poslednja teorema ovog poglavlja nam je vaºna jer ¢e biti klju£na u dokazu
teoreme vezane za subgradijent funkcije minimalnog vremena, koju ¢emo
formulisati i dokazati kasnije u toku rada.
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Teorema 4.15. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn.
Tada za svaki neprazan skup X, za svako x koje pripada domenu T F

X , za svako
t ≥ 0 i za svako f ∈ F vaºi

T F
X (x− tf) ≤ T F

X (x) + t.

Dokaz. Fiksirajmo neko ε > 0 i uzmimo proizvoljno s ≥ 0 takvo da (x +
sF ) ∩X ̸= ∅ i vaºi

T F
X (x) ≤ s < T F

X (x) + ε.

Sada moºemo primetiti da (x − tf + tF + sF ) ∩ X ̸= ∅, odakle sledi (x −
tf + (t+ s)F ) ∩X ̸= ∅, ²to nam daje

T F
X (x− tf) ≤ t+ s ≤ t+ T F

X (x) + ε,

gde pu²taju¢i ε → 0+ dobijamo traºenu nejednakost.

4.3.2 Funkcional Minkovskog

Naredne stranice ¢e biti posve¢ene specijalnoj funkciji, tzv. funkcionalu
Minkovskog. Naziv je dobijen po istaknutom nema£kom matemati£aru i �-
zi£aru Hermanu Minkovskom4, koji je za svoj kratak ºivotni vek doprineo
re²avanju mnogih problema u teoriji konveksnih �gura i topologiji i zbog
toga ostao zapam¢en kao jedan od najzna£ajnijih matemati£ara svog doba.
Najvi²e zasluga mu se pripisuje za razvijanje geometrije brojeva. Bio je jedan
od prvih matemati£ara koji je shvatio zna£aj Kantorove5 teorije skupova u
vreme kada ve¢ina matemati£ara ovu teoriju nije cenila. Kasniji rad Minkov-
skog bio je inspirisan Ajn²tajnovom6 specijalnom teorijom relativnosti koja
je prvi put objavljena 1905. godine. U poznatom delu "Prostor i vreme"
iz 1907. godine uveo je pojam £etvorodimenzionalnog prostora daju¢i time
geometrijsku interpretaciju specijalne teorije relativnosti, ²to nas dovodi do
poznatog prostora Minkovskog. Vi²e detalja o ºivotu i radu ovog poznatog
matemati£ara £italac moºe prona¢i u literaturi: [15] i [16].

De�nicija 4.3. Neka je F neprazan, zatvoren i konveksan podskup od Rn.
Tada je funkcional Minkovskog skupa F dat sa

ρF (x) := inf{t ≥ 0 | x ∈ tF}, za x ∈ Rn.

U narednim teoremama ¢emo se upoznati sa glavnim svojstvima funkci-
onala Minkovskog.

4H. Minkowski (1864-1909)
5G. Cantor (1845-1918)
6A. Einstein (1879-1955)
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Teorema 4.16. Neka je F zatvoren i konveksan skup. Tada funkcional Min-
kovskog ρF ispunjava naredne dve tvrdnje:

1. ρF (x1 + x2) ≤ ρF (x1) + ρF (x2), za sve x1, x2 ∈ Rn,

2. ρF (αx) = αρF (x), za proizvoljno α > 0.

Dokaz. 1. Primetimo da je tvrdnja ispunjena ako je desna strana, to jest
ρF (x1) + ρF (x2), jednaka beskona£nosti. Tada imamo da x1 ili x2 ne
pripadaju domenu funkcije ρF .

Pretpostavimo sada da x1 i x2 pripadaju domenu funkcije ρF i �ksi-
rajmo proizvoljno ε > 0, onda postoje brojevi t1, t2 ≥ 0 takvi da je
ispunjeno

ρF (x1) ≤ t1 < ρF (x1) + ε i x1 ∈ t1F ,

ρF (x2) ≤ t2 < ρF (x2) + ε i x2 ∈ t2F .

Dalje, zbog konveksnosti skupa F sledi

x1 + x2 ∈ t1F + t2F ⊂ (t1 + t2)F ,

pa onda dobijamo

ρF (x1 + x2) ≤ t1 + t2 < ρF (x1) + ρF (x2),

a kako je ε > 0 bilo proizvoljno, tvrdnja je ispunjena.

2. Uzmimo proizvoljno α > 0, tada imamo da vaºi

ρF (x) = inf{t ≥ 0 | αx ∈ tF}

= inf{t ≥ 0 | x ∈ t

α
F}

= αinf{ t
α

≥ 0 | x ∈ t

α
F}

= αρF (x),

£ime je dokazana i ova tvrdnja.

Teorema 4.17. Neka je F zatvoren i konveksan skup. Tada vaºi da je ρF (x) =
0 ako i samo ako x ∈ F∞.
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Dokaz. Prvo primetimo da iz Napomene 4.10 sledi da ρF (x) = T −F
X (x) jeste

specijalan slu£aj funkcije minimalnog vremena za X = {0}. Kako 0 ∈ F , na
osnovu Teoreme 4.11 imamo da ρF (x) = 0 ako i samo ako x ∈ X− (−F )∞ =
F∞, odakle direktno sledi tvr�enje.

Naredni rezultat nam daje Lip²icovu konstantu l ≥ 0 za Lip²ic neprekidne
funkcionale Minkovskog ρF na prostoru Rn.

Teorema 4.18. Neka je F zatvoren i konveksan skup za koji vaºi da 0 ∈ F ◦.
Tada je funkcional Minkovskog ρF Lip²ic neprekidan na Rn sa Lip²icovom
konstantom

l := inf{1
r
| Z(0; r) ⊂ F, r > 0}. (4.2)

Preciznije, vaºi ρF (x) ≤ l∥x∥, za sve x ∈ Rn.

Dokaz. Pretpostavka da vaºi 0 ∈ F ◦ obezbe�uje da vaºi l < ∞ za Lip²icovu
konstantu iz (4.2). Uzmimo sada proizvoljno r > 0 za koje vaºi Z(0; r) ⊂ F ,
onda iz De�nicije 4.3 imamo da vaºi

ρF (x) = inf{t ≥ 0 | x ∈ tF}
≤ inf{t ≥ 0 | x ∈ tZ(0; r)}
= inf{t ≥ 0 | ∥x∥ ≤ rt}

=
∥x∥
r

,

²to implicira ρF (x) ≤ l∥x∥. Dalje, na osnovu Teoreme 4.16 dobijamo da za
sve x, y ∈ Rn vaºi

ρF (x)− ρF (y) ≤ ρF (x− y) ≤ l∥x− y∥

i tada je ρF Lip²ic neprekidna na Rn sa konstantom (4.2).

Za sam kraj ovog poglavlja, navodimo rezultat koji nam daje vezu izme�u
funkcionala Minkovskog ρF i funkcije minimalnog vremena T F

X .

Teorema 4.19. Neka je F neprazan, zatvoren konveksan skup. Tada je za
svaki skup X ̸= ∅ ispunjeno

T F
X (x) = inf{ρF (ω − x) | ω ∈ X}, za sve x ∈ Rn.
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4.3.3 Subgradijent funkcija minimalnog vremena

U ovom poglavlju prou£avamo svojstva diferencijacije funkcije minimal-
nog vremena u slu£aju kada je ciljni skup X konveksan. Kako pretpostavlja-
mo da je F uvek konveksan podskup od Rn, onda ¢e i funkcija minimalnog
vremena T F

X (x) tako�e biti konveksna funkcija na osnovu Teoreme 4.13. Re-
zultati, koje navodimo u nastavku, predstavljaju precizne formule za izra£u-
navanje subdiferencijala ∂T F

X (x0) u zavisnosti od poloºaja x0 u odnosu na
skup X − F∞.

Teorema 4.20. Neka su skupovi 0 ∈ F i X neprazni, zatvoreni i konveksni
podskupovi od Rn. Tada je op²ta formula za subdiferencijal od T F

X u ta£ki x0

data sa

∂T F
X (x0) = N(x0;X − F∞) ∩ Z, ∀x0 ∈ X − F∞, (4.3)

gde je Z := {v ∈ Rn | σF (−v) ≤ 1} i σF (−v) := sup{⟨−v, ω⟩ | ω ∈ X}.
Specijalno, vaºi

∂T F
X (x0) = N(x0;X) ∩ Z, ∀x0 ∈ X. (4.4)

Dokaz. Uzmimo proizvoljno v ∈ ∂T F
X (x0) i primetimo da na osnovu (3.1)

i £injenice da ∂T F
X (x) = 0 za svako x ∈ X − F∞ dobijamo da vaºi v ∈

N(x0;X − F∞). Dalje, x0 ∈ X − F∞ moºemo zapisati kao x0 = ω0 − c, za
neke ω0 ∈ X i c ∈ F∞. Biraju¢i proizvoljno f ∈ F , onda moºemo de�nisati
xt := (x0 + c)− tf = ω0 − tf , za t > 0. Tada (xt + tF ) ∩X ̸= ∅ i ispunjeno
je slede¢e

⟨v, xt − x0⟩ ≤ T F
X (xt) ≤ t, , za sve t > 0,

²to je ekvivalentno sa

⟨v, c
t
− f⟩ ≤ 1, za sve t > 0.

Pu²taju¢i t → ∞, dobijamo ⟨v,−f⟩ ≤ 1, odakle sledi da v ∈ Z. Dakle, v ∈
N(x0;X−F∞)∩Z, £ime je dokazana inkluzija ∂T F

X (x0) ⊂ N(x0;X−F∞)∩Z.
Da bi pokazali obrnutu inkluziju u (4.3), uzmimo proizvoljno v ∈ N(x0;X−

F∞) ∩ Z i u koje pripada domenu funkcije T F
X . Tada, za proizvoljno ε > 0,

postoje t ∈ [0,∞), ω ∈ X i f ∈ F takvi da je ispunjeno u+ tf = ω i da vaºi

T F
X (u) ≤ t < T F

X (u) + ε.

Kako X ⊂ X − F∞, onda vaºi slede¢e

⟨v, u− x0⟩ = ⟨v, ω − x0⟩+ t⟨v,−f⟩ ≤ t < T F
X (u) + ε = T F

X (u)− T F
X (x0) + ε,
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²to nam daje da v ∈ ∂T F
X (x0). Na ovaj na£in dobijamo da vaºi N(x0;X −

F∞) ∩ Z ⊂ ∂T F
X (x0) i time je dokazana op²ta formula (4.3) za sve x0 ∈

X − F∞.
Ostalo je jo² da pokaºemo specijalan slu£aj, to jest formulu (4.4) za sve

x0 ∈ X. Kako X ⊂ X − F∞, onda o£igledno vaºi inkluzija

N(x0;X − F∞) ∩ Z ⊂ N(x0;X) ∩ Z.

Da bi pokazali da vaºi i obrnuta inkluzija, biramo proizvoljno v ∈ N(x0;X)∩
Z i �ksirajmo neko x ∈ X − F∞. Uzimaju¢i ω ∈ X i c ∈ F∞ takve da vaºi
x = ω − c, dobijamo da tc ∈ F jer 0 ∈ F , pa onda vaºi ⟨v,−tc⟩ ≤ 1, za sve
t > 0. Dakle, ⟨v,−c⟩ ≤ 0, ²to implicira

⟨v, x− x0⟩ = ⟨v, ω − c− x0⟩ = ⟨v, ω − x0⟩+ ⟨v,−c⟩ ≤ 0.

Na ovaj na£in smo dobili v ∈ N(x0;X − F∞) ∩ Z, £ime je dokaz teoreme
zavr²en.

Naredna teorema ¢e nam pokazati kako dolazimo do subdiferencijala funk-
cije minimalnog vremena u slu£ajevima koji su komplementni slu£ajevima u
prethodnoj teoremi, to jest u slu£ajevima kada x0 /∈ X − F∞ i x0 /∈ X.

Teorema 4.21. Neka su skupovi 0 ∈ F i X neprazni, zatvoreni i konveksni
podskupovi od Rn i neka x0 pripada domenu T F

X . Ako je X ograni£en skup,
tada vaºi

∂T F
X (x0) = N(x0;Xr) ∩ S, za x0 /∈ X − F∞, (4.5)

gde je S := {v ∈ Rn | σF (−v) = 1}, σF (−v) := sup{⟨−v, ω⟩ | ω ∈ X} i
r = T F

X (x0) > 0.

Dokaz. Izaberimo proizvoljno v ∈ ∂T F
X (x0) i primetimo da onda iz De�nicije

3.1 imamo da vaºi

⟨v, x− x0⟩ ≤ T F
X (x)− T F

X (x0), za sve x ∈ Rn. (4.6)

Dalje, imamo da vaºi T F
X (x) ≤ r = T F

X (x0), iz £ega sledi ⟨v, x − x0⟩ ≤ 0 za
svako x ∈ Xr, ²to nam daje v ∈ N(x0;Xr). Koriste¢i (4.6) na x := x0 − f ,
f ∈ F i Teoremu 4.15 dobijamo da σF (−v) ≤ 1. Sada ¢emo �ksirati ε ∈ (0, r)
i izabrati proizvoljne t ∈ R, f ∈ F i ω ∈ X takve da ω = x0 + tf i vaºi

r ≤ t < r + ε2.

Moºemo zapisati ω = x0+εf+(t−ε)f i onda primetiti da vaºi T F
X (x0+εf) ≤

t− ε. Primenjuju¢i (4.6) na x := x0 + εf dobijamo slede¢i niz nejednakosti

⟨v, εf⟩ ≤ T F
X (x0 + εf)− T F

X (x0) ≤ t− ε− r ≤ ε2 − ε,
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²to implicira

1− ε ≤ ⟨−v, f⟩ ≤ σF (−v).

Pu²taju¢i ε → 0, dobijamo da σF (−v) ≥ 1, pa smo time pokazali da vaºi
σF (−v) = 1, to jest da v ∈ S, pa onda vaºi v ∈ N(x0;Xr) ∩ S i time smo
dobili da vaºi inkluzija ∂T F

X (x0) ⊂ N(x0;Xr) ∩ S.
Da bi pokazali obrnutu inkluziju u (4.5), uzmimo proizvoljno v ∈ N(x0;Xr)

takvo da vaºi σF (−v) = 1 i pokaºimo da vaºi (4.6). Na osnovu Teoreme 4.20
imamo da v ∈ ∂T F

Xr
(x0) i da je ispunjeno

⟨v, x− x0⟩ ≤ T F
Xr
(x), za sve x ∈ Rn.

Sada �ksiramo x ∈ Rn i na osnovu Teoreme 4.14 moºemo zaklju£iti da vaºi
T F
X (x) − r = T F

Xr
(x) u slu£aju kada je t := T F

X (x) > r, ²to nam daje (4.6).
Pretpostavimo sada da vaºi t ≤ r i za proizvoljno ε > 0 izaberimo f ∈ F
takvo da vaºi ⟨v,−f⟩ > 1− ε. Tada nam Teorema 4.15 govori o tome da vaºi
T F
X (x− (r − t)f) ≤ r, pa onda vaºi x− (r − t)f ∈ Xr. Kako v ∈ N(x0;Xr),

imamo da vaºi ⟨v, x − (r − t)f − x0⟩ ≤ 0, ²to nas dovodi do slede¢eg niza
nejednakosti

⟨v, x− x0⟩ ≤ ⟨v, f⟩(r − t) ≤ (1− ε)(t− r) = (1− ε)(T F
X (x)− T F

X (x0)).

Kako smo birali proizvoljno ε > 0, dobijamo (4.6) i time smo pokazali da
v ∈ ∂T F

X (x0).

4.4 Problem konveksne optimizacije i njegovo

re²avanje

Primenom literarue [8], [12] i [14], u ovom kratkom poglavlju ¢emo se
upoznati sa jo² jednom posledicom konveksnosti. Re£ je o problemu konvek-
sne optimizacije i njegovom re²avanju. Kako bi mogli da predstavimo uslove
optimalnosti za problem konveksne optimizacije, prvo ¢emo se kratko osvr-
nuti na osnovne pojmove nelinearne optimizacije, kao i pojmove lokalnog i
globalnog ekstrema.

4.4.1 Osnovni pojmovi nelinearne optimizacije

Matemati£ki model je matemati£ko predstavljanje stvarne situacije i slu-
ºi za izvo�enje potrebnih analiza na osnovu kojih se moºe do¢i do traºenih
odgovora u vezi sa postavljenim problemom. Na osnovu prou£avanja tog mo-
dela treba zaklju£iti koje je njegovo re²enje najbolje. Da bi se za neko re²enje
moglo re¢i da je najbolje, to jest optimalno, treba da postoji mera kojom
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se odre�uje njegov kvalitet i ta mera kvaliteta u matemati£kom modelu se
dobija pomo¢u funkcije cilja, koja svakom re²enju problema pridruºuje odgo-
varaju¢u vrednost. Kako bi optimizacija bila ²to uspe²nija, potrebno je na¢i
re²enje koje daje ekstremnu vrednost funkcije cilja. Promenljive koje treba
odrediti su obi£no uslovljene odgovaraju¢im ograni£enjima, koja £ine skup
ograni£enja. Svako re²enje koje zadovoljava postoje¢a ograni£enja naziva se
dopustivo re²enje. Svako dopustivo re²enje u kom funkcija cilja dostiºe svoju
ekstremnu vrednost nazivamo optimalno re²enje, dok vrednost funkcije cilja
koja odgovara optimalnom re²enju nazivamo optimalna vrednost.

Nelinearna optimizacija podrazumeva odre�ivanje ekstremne (minimalne
ili maksimalne) vrednosti funkcije cilja nad skupom ograni£enja, pri £emu je
funkcija cilja nelinearna i/ili skup ograni£enja de�nisan nelinearnim algebar-
skim jedna£inama ili nejedna£inama.

Dat je op²ti oblik problema nelinearne optimizacije

min(max) f(x) (4.7)
gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,

gde je f : Rn → R funkcija cilja, x = [x1, x2, . . . , xn]
T ∈ Rn, a gi : Rn →

R, i = 1, . . . ,m, su funkcije ograni£enja.
Problem (4.7) se moºe zapisati u ekvivalentnom obliku

min
x∈X

(max
x∈X

) f(x)

gde je X = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} skup ograni£enja. Ovakav oblik
nelinearnog programiranja naziva se problem optimizacije sa ograni£enjima.
Ukoliko je skup ograni£enja u problemu X = Rn, to jest ako ne postoje
ograni£enja, onda je re£ o problemu optimizacije bez ograni£enja, tada vaºi

min
x∈Rn

(max
x∈Rn

) f(x).

Problem minimizacije se uvek moºe svesti na problem maksimizacije i
obrnuto, to jest, vaºi

max
x∈X

f(x) = min
x∈X

(−f(x)).

U nastavku ¢emo de�nisati pojmove dopustivog i optimalnog re²enja pro-
blema nelinearne optimizacije.

De�nicija 4.4. Neka je X skup ograni£enja, tada je svako x ∈ X dopustivo
re²enje problema.
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De�nicija 4.5. Dopustivo re²enje u kome funkcija cilja dostiºe svoju opti-
malnu vrednost naziva se optimalno re²enje problema optimizacije i ozna£ava
se sa x∗.

De�nicija 4.6. Vrednost funkcije cilja koja odgovara optimalom re²enju na-
ziva se optimalna vrednost i ozna£ava se sa f ∗ = f(x∗).

4.4.2 Pojmovi lokalnih i globalnih ekstrema

Neka je dat problem

minimizirati f(x) (4.8)
x ∈ X

gde je X skup ograni£enja.
Sada uvodimo de�nicije globalnih i lokalnih minimuma i maksimuma, pa

¢emo u nastavku njih nazivati globalnim i lokalnim ekstremima.

De�nicija 4.7. Ta£ka x∗ ∈ X je globalni minimum funkcije f na skupu X,
ili globalni minimum problema (4.8), ako je

f(x∗) ≤ f(x) za sve x ∈ X,

to jest, ako u njoj funkcija f dostiºe svoju minimalnu vrednost na X.

De�nicija 4.8. Ta£ka x∗ ∈ X je strogi globalni minimum funkcije f na skupu
X, ili strogi globalni minimum problema (4.8), ako je

f(x∗) < f(x) za sve x ∈ X, x ̸= x∗.

U slu£aju kada je funkcija f neprekidna, a skup X zatvoren i ograni£en, f
dostiºe svoju minimalnu vrednost, to jest postoji bar jedan globalni minimum
x∗ ∈ X.

De�nicija 4.9. Ta£ka x∗ ∈ X je lokalni minimum funkcije f na skupu X, ili
lokalni minimum problema (4.8), ako postoji δ > 0 tako da vaºi uslov

f(x∗) ≤ f(x) za sve x ∈ X, gde vaºi ∥x− x∗∥ < δ.

De�nicija 4.10. Ta£ka x∗ ∈ X je strogi lokalni minimum funkcije f na skupu
X, ili strogi lokalni minimum problema (4.8), ako postoji δ > 0 tako da vaºi
uslov

f(x∗) < f(x) za sve x ∈ X, x ̸= x∗ gde vaºi ∥x− x∗∥ < δ.

Analogno se uvode pojmovi globalnog i lokalnog maksimuma.
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4.4.3 Optimalna re²enja problema konveksne optimiza-
cije

Kona£no, stigli smo do cilja ovog poglavlja, odnosno do dela u kom ¢e-
mo se baviti prou£avanjem lokalnih i globalnih optimalnih re²enja problema
konveksne optimizacije i videti na koji na£in su ova dva re²enja povezana.
Primeti¢emo da ta veza izme�u re²enja predstavlja zna£ajnu posledicu kon-
veksnosti, koju navodimo u nastavku.

Razmatra¢emo dva razli£ita slu£aja, odnosno ispita¢emo postojanje op-
timalnog re²enja slede¢eg problema konveksne optimizacije:

1. sa ograni£enjima

minimizirati f(x) (4.9)
x ∈ X,

2. bez ograni£enja

minimizirati g(x) := f(x) + δ(x;X) (4.10)
x ∈ Rn,

gde je X neprazan konveksan skup ograni£enja, f, g : Rn → R konvek-
sne funkcije cilja i funkcija δ indikator funkcija data sa

δ(x;X) :=

{
0, za x ∈ X

∞, za x /∈ X.
(4.11)

De�nicije koje navodimo u nastavku ¢e nam obezbediti pojmove lokalnog
i globalnog optimalnog re²enja problema konveksne optimizacije.

De�nicija 4.11. Kaºemo da je x∗ ∈ X lokalno optimalno re²enje problema
(4.9) ako f(x∗) < ∞ i postoji γ > 0 takvo da

f(x) ≥ f(x∗), za sve x ∈ L(x∗, γ) ∩X.

De�nicija 4.12. Kaºemo da je x∗ ∈ X globalno optimalno re²enje problema
(4.9) ako vaºi

f(x) ≥ f(x∗), za sve x ∈ X.

Sada, kao ²to smo i pomenuli na samom po£etku ovog dela, ºelimo da po-
kaºemo veoma zna£ajan rezultat koji govori da nema razlike izme�u lokalnih
i globalnih optimalnih re²enja za probleme konveksne optimizacije. Pre nego
²to pre�emo na samu formulaciju i dokaz tog rezultata, dokazujemo pomo¢nu
lemu koja nam govori o tome da svaki lokalni minimum konveksne funkcije
daje globalni minimum te funkcije.
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Lema 4.22. Neka je f : Rn → R konveksna funkcija i neka je ta£ka x∗ ∈ Df

lokalni minimum funkcije f. Tada f dostiºe svoj globalni minimum u ta£ki x∗.

Dokaz. Neka je x∗ lokalni minimum funkcije f , onda postoji neko δ > 0 takvo
da je ispunjeno

f(u) ≥ f(x∗), za sve u ∈ L(x∗, δ).

Sada konstrui²emo niz tako ²to �ksiramo x ∈ Rn i posmatramo xk := (1 −
1
k
)x∗ + 1

k
x, za sve k ∈ N. Sada primetimo da za dovoljno veliko k vaºi xk ∈

L(x∗, δ). Dalje, iz konveksnosti funkcije f dobijamo

f(x∗) ≤ f(xk) ≤
(
1− 1

k

)
f(x∗) +

1

k
f(x).

Odavde direktno sledi da
1

k
f(x∗) ≤ 1

k
f(x), to jest f(x∗) ≤ f(x), za sve

x ∈ Rn.

Teorema 4.23. Kod problema konveksne optimizacije slede¢e tvrdnje su ekvi-
valentne:

1. x∗ je lokalno optimalno re²enje problema sa ograni£enjima (4.9);

2. x∗ je lokalno optimalno re²enje problema bez ograni£enja (4.10);

3. x∗ je globalno optimalno re²enje problema sa ograni£enjima (4.9);

4. x∗ je globalno optimalno re²enje problema bez ograni£enja (4.10);

Dokaz. Da bi pokazali da vaºi (1) ⇒ (2), izaberimo proizvoljno γ > 0 takvo
da je ispunjena nejednakost iz De�nicije 4.11. Kako znamo da vaºi g(x) =
f(x) za sve x ∈ L(x∗, γ) ∩ X i kako vaºi g(x) = ∞ za sve x ∈ L(x∗, γ) i
x /∈ X, onda imamo da je ispunjeno

g(x) ≥ g(x∗), za sve x ∈ L(x∗, γ),

£ime dobijamo da je x∗ lokalno optimalno re²enje problema bez ograni£enja
(4.10). Dalje, implikacija (2) ⇒ (3) je direktna posledice Leme 4.22. Im-
plikacija (3) ⇒ (4) se sli£no pokazuje kao i implikacija (1) ⇒ (2), dok je
implikacija (4) ⇒ (1) o£igledna.

Za probleme konveksne optimizacije koristimo zajedni£ki naziv, tzv. opti-
malna re²enja, ne razmatraju¢i posebno lokalna i globalna optimalna re²enja.
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4.5 Ferma-Tori£elijev problem

Zamislimo da moramo da izgradimo put koji bi trebao da poveºe tri grada
koji se nalaze na uglovima nekog trougla. S obzirom da imamo ograni£en
budºet, od nas se traºi da izgradimo najekonomi£niji mogu¢i put. Jasno je
da bi tro²kovi izgradnje puta trebali biti proporcionalni njegovoj duºini, pa
bi jedan o£igledan na£in bio postavljanje puta duº stranica trougla, ali da li
je ovo najekonomi£nije re²enje? Da li postoji neki drugi na£in da se gradovi
poveºu putevima tako da njihova ukupna duºina bude minimalna? Ovo je
pitanje kojim se bavimo u nastavku i na koje ¢emo dati odgovor kori²¢enjem
dodatne literature [11].

4.5.1 Formulacija problema i konstrukcija Tori£elijeve
ta£ke

U sedamnaestom veku, 1643. godine, Pjer de Ferma7 predloºio je Tori£e-
liju8 slede¢i problem optimizacije: Date su tri ta£ke u ravni, prona�i £etvrtu
ta£ku tako da je zbir njenih rastojanja od unapred zadatih ta£aka minimalan.
Ovaj problem je Tori£eli i re²io, pa je iz tog razloga nazvan Ferma-Tori£elijev
problem. Uop²tenje ovog problema ima za zadatak da nadje ta£ku koja mini-
mizira zbir rastojanja od kona£nog broja unapred zadatih ta£aka u prostoru
Rn. Ovo je jedan od problema koji su prou£avali mnogi istraºiva£i, a prvi
numeri£ki algoritam za re²avanje uop²tenog Ferma-Tori£elijevog problema
dao je Endre Vajsfeld9 1937. godine, i njega nazivamo Vajsfeldov algoritam.
Pretpostavke koje garantuju konvergenciju Vajsfeldovog algoritma dao je Ha-
rold Kun10 1972. godine. Tako�e, Kun je ukazao na primer u kom Vajsfeldov
algoritam ne konvergira.

Cilj ovog poglavlja je da se ponovo razmotri Ferma-Tori£elijev problem
sa teorijske i numeri£ke ta£ke gledi²ta kori²¢enjem tehnika konveksne analize
i optimizacije. U ovom delu smo uglavnom koristili oznake i pratili pristup
dat u [9].

Neka su date ta£ke ai ∈ Rn za i = 1, . . . ,m i neka one de�ni²u konveksnu
funkciju

φ(x) :=
m∑
i=1

∥x− ai∥. (4.12)

7P. de Fermat(1607-1665)
8E. Torricelli(1608-1647)
9E. Weiszfeld(1916-2003)

10H. W. Kuhn(1925-2015)
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Sada moºemo Ferma-Tori£elijev problem da posmatramo na slede¢i na£in:

minimizirati φ(x) (4.13)
x ∈ Rn.

Teorema 4.24. Neka su ta£ke ai za i = 1, . . . ,m nekolinearne. Tada funkcija
φ iz (4.12) jeste strogo konveksna, pa Ferma-Tori£elijev problem (4.13) ima
jedinstveno re²enje.

Dokaz. Kako znamo da je svaka funkcija φi(x) := ∥x − ai∥ za i = 1, . . . ,m
konveksna, onda je i njihova suma φ =

∑m
i=1 φi konveksna. Tada za svako

x, y ∈ Rn i λ ∈ (0, 1) imamo da vaºi

φ(λx+ (1− λ)y) ≤ λφ(x) + (1− λ)φ(y). (4.14)

Pokazujemo kontrapozicijom da vaºi tvr�enje, to jest pretpostavimo da funk-
cija φ nije strogo konveksna. Tada moºemo da prona�emo x∗, y∗ ∈ Rn takve
da x∗ ̸= y∗ i λ ∈ (0, 1), pri £emu ¢e vaºiti jednakost (4.14). Tada imamo da
vaºi

φi(λx
∗ + (1− λ)y∗) = λφi(x

∗) + (1− λ)φi(y
∗), za sve i = 1, . . . ,m,

pa onda sledi

∥λ(x∗ − ai) + (1− λ)(y∗ − ai)∥ = ∥λ(x∗ − ai)∥+ ∥(1− λ)(y∗ − ai)∥,

za sve i = 1, . . . ,m. Ako je x∗ ̸= ai i y∗ ̸= ai, onda postoji ti > 0 takvo da
tiλ(x

∗ − ai) = (1− λ)(y∗ − ai), pa onda

x∗ − ai = γi(y
∗ − ai) za γi :=

1− λ

tiλ
.

Kako x∗ ̸= y∗, imamo da γi ̸= 1. Dakle

ai =
1

1− γi
x∗ − γi

1− γi
y∗ ∈ L(x∗, y∗),

gde L(x∗, y∗) ozna£ava liniju koja spaja x∗ i y∗. Oba slu£aja x∗ = ai i y∗ = ai
daju nam da ai ∈ L(x∗, y∗). Dakle, ai ∈ L(x∗, y∗) za sve i = 1, . . . ,m, ali to
ne moºe biti ta£no jer su ta£ke ai za sve i = 1, . . . ,m nekolinearne. Tvr�enje
je time dokazano.

Natavljamo dalje sa re²avanjem problema Ferma-Tori£elija (4.13) za tri
ta£ke u prostoru Rn. Pre toga, pokaza¢emo dve elementarne leme.
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Lema 4.25. Neka su a1 i a2 proizvoljni jedini£ni vektori u Rn. Tada −a1 −
a2 ∈ Z(0; 1) u prostoru Rn ako i samo ako ⟨a1, a2⟩ ≤ −1

2
.

Dokaz. Ako −a1 − a2 ∈ Z(0; 1) , onda i a1 + a2 ∈ Z(0; 1), pa onda imamo
da vaºi

∥a1 + a2∥ ≤ 1.

Kvadriranjem obe strane dobijamo

∥a1 + a2∥2 ≤ 1,

iz £ega sledi

∥a1∥2 + 2⟨a1, a2⟩+ ∥a2∥2 = 2 + 2⟨a1, a2⟩ ≤ 1.

Odakle sledi da ⟨a1, a2⟩ ≤ −1

2
. Dokaz obrnutog smera sli£an.

Lema 4.26. Neka su a1, a2, a3 ∈ Rn takvi da ∥a1∥ = ∥a2∥ = ∥a3∥ = 1. Tada
a1 + a2 + a3 = 0 ako i samo ako vaºe slede¢e jednakosti

⟨a1, a2⟩ = ⟨a2, a3⟩ = ⟨a3, a1⟩ = −1

2
. (4.15)

Dokaz. Iz uslova a1 + a2 + a3 = 0 slede slede¢e jednakosti

∥a1∥2 + ⟨a1, a2⟩+ ⟨a1, a3⟩ = 0, (4.16)

⟨a2, a1⟩+ ∥a2∥2 + ⟨a2, a3⟩ = 0, (4.17)

⟨a3, a1⟩+ ⟨a3, a2⟩+ ∥a3∥2 = 0. (4.18)

Oduzimaju¢i (4.18) od (4.16) dobijamo ⟨a1, a2⟩ = ⟨a2, a3⟩. Sli£no ⟨a2, a3⟩ =
⟨a3, a1⟩. Zamena ovih jednakosti u (4.16), (4.17) i (4.18) nam daje da vaºi
(4.15).

Obrnuto, pretpostavimo da vaºi (4.15), onda imamo

∥a1 + a2 + a3∥2 =
3∑

i=1

∥ai∥2 +
3∑

i,j=1,i ̸=j

⟨ai, aj⟩ = 0,

²to nam daje jednakost ∥a1 + a2 + a3∥ = 0. Time je dokaz zavr²en.

Dalje ¢emo se baviti subdiferencijacijom konveksnih funkcija kako bi re²ili
Ferma-Tori£elijev problem (4.13) za tri ta£ke u prostoru Rn. Neka su data
dva ne-nula vektora u, v ∈ Rn, tada moºemo da de�ni²emo
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cos(u, v) :=
⟨u, v⟩

∥u∥ · ∥v∥

i kada je x∗ ̸= ai posmatramo vektore date sa

vi =
x∗ − ai
∥x∗ − ai∥

, za i = 1, 2, 3.

Sada moºemo primetiti da Ferma-Tori£elijev problem (4.13) za tri ta£ke uvek
ima jedinstevno re²enje, £ak i ako su date ta£ke kolinearne.

Nastavljaju¢i dalje, vide¢emo kako se u potpunosti opisuju optimalna
re²enja Ferma-Tori£elijevog problema za tri ta£ke u dva razli£ita slu£aja, ²to
¢e predstavljati klju£nu teoremu u ovom delu. Najpre, dokaºimo teoremu
koja nam daje potreban i dovoljan uslov za postojanje lokalnog, odnosno
globalnog, minimuma konveksne funkcije pomo¢u subdiferencijala.

Teorema 4.27. Neka je f : Rn → R konveksna funkcija i neka je x∗ ∈ Df .
Tada funkcija f dostiºe lokalni, odnosno globalni, minimum u ta£ki x∗ ako i
samo ako 0 ∈ ∂f(x∗).

Dokaz. Neka funkcija f dostiºe globalni minimum u ta£ki x∗, onda znamo
da za sve x ∈ Rn vaºi

f(x∗) ≤ f(x).

Ako datu nejednakost zapi²emo na slede¢i na£in

0 = ⟨0, x− x∗⟩ ≤ f(x∗)− f(x),

za sve x ∈ Rn, onda iz de�nicje subdiferencijala moºemo da primetimo da je
data nejednakost ekvivalentna sa 0 ∈ ∂f(x∗), £ime je tvr�enje dokazano.

Teorema 4.28. Posmatramo Ferma-Tori£elijev problem (4.13) za tri ta£ke
a1, a2, a3 ∈ Rn. Tada vaºe naredne tvrdnje:

1. Ako x∗ /∈ {a1, a2, a3}, onda je x∗ optimalno re²enje problema ako i samo
ako vaºi

cos(v1, v2) = cos(v2, v3) = cos(v3, v1) = −1

2
.

2. Ako x∗ ∈ {a1, a2, a3}, recimo x∗ = a1, onda je x∗ optimalno re²enje
problema ako i samo ako vaºi

cos(v2, v3) ≤ −1

2
.
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Dokaz. Primetimo da je u prvom slu£aju funkcija (4.12) diferencijabilna u
ta£ki x∗, tada ta£ka x∗ jeste optimalno re²enje problema (4.13) ako i samo
ako vaºi

∇φ(x∗) = v1 + v2 + v3 = 0.

Dalje, na osnovu Leme 4.26 ovo vaºi ako i samo ako

⟨vi, vj⟩ = cos(vi, vj) = −1

2
, za svako i, j ∈ {1, 2, 3}, i ̸= j.

Da bi pokazali da tvr�enje vaºi i u drugom slu£aju, koristimo Teoreme 3.3
i 4.27 koje nam govore da x∗ = a1 jeste re²enje Ferma-Tori£elijevog problema
(4.13) ako i samo ako vaºi

0 ∈ ∂φ(a1) = v2 + v3 + Z(0; 1).

Kako su v2 i v3 jedini£ni vektori, iz Leme 4.25 imamo da vaºi

⟨v2, v3⟩ = cos(v2, v3) ≤ −1

2
,

£ime je teorema dokazana.

Naredni primer daje geometrijsku ilustraciju konstrukcije re²enja za Ferma-
Tori£elijev problem (4.13) u ravni.

Primer 4.29. Traºimo re²enje Ferma-Tori£elijevog problema (4.13), to jest
traºimo minimum funkcije φ(x), za sve x ∈ Rn. Neka su date tri ta£ke A,
B i C iz R2, koje su prikazane na Slici 4.2. Ako je jedan od uglova trougla
ABC ve¢i ili jednak od 120◦, onda je odgovaraju¢i vrh ustvari minimum
φ(x) na osnovu drugog slu£aja iz Teoreme 4.28. Dalje, pretpostavimo da
nijedan od uglova trougla ABC nije ve¢i ili jednak od 120◦. Konstrui²imo dva
jednakostrani£na trougla ABD i ACE i ozna£imo sa S ta£ku koja predstavlja
presek DC i BE, kao ²to je prikazano na slici. �etvorouglovi ADBC i ABCE
su konveksni, pa onda ta£ka S leºi unutar trougla ABC. Jasno je da su
trouglovi DAC i BAE podudarni. Sada posmatrajmo rotaciju oko A za 60◦,
ona preslikava trougao DAC u trougao BAE i duº CD na duº BE, pa onda
dobijamo da je ∠DSB = 60◦. Neka je ta£ka T slika ta£ke S pri rotaciji, tada
T ∈ BE i vaºi ∠AST = ∠ASE = 60◦, iz toga sledi da je ∠DSA = 60◦, pa
zatim sledi da je ∠BSA = 120◦. Sada moºemo zaklju£iti da je ∠ASC = 120◦

i ∠BSC = 120◦, onda na osnovu prvog slu£aja iz Teoreme 4.28 sledi da je
ta£ka S re²enje posmatranog problema.
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Slika 4.2. Konstrukcija Tori£elijeve ta£ke.

4.5.2 Vajsfeldov algoritam

U ovom delu ¢emo predstaviti Vajsfeldov algoritam za numeri£ko re²ava-
nje Ferma-Tori£elijevog problema (4.13) u op²tem slu£aju zam nekolinearnih
ta£aka koje pripadaju Rn.

Prvo, primetimo da se gradijent funkcije iz (4.12) ra£una kao

∇φ(x) =
m∑
i=1

x− ai
∥x− ai∥

, za x /∈ {a1, . . . , am}.

Re²avaju¢i jedna£inu ∇φ(x) = 0, dobijamo

x =

m∑
i=1

ai
∥x− ai∥

m∑
i=1

1

∥x− ai∥

=: f(x), (4.19)

gde funkciju f de�ni²emo na celom prostoru Rn sa f(x) := x, za sve x ∈
{a1, . . . , am}.

Vajsfeldov algoritam se sastoji u tome da proizvoljno biramo po£etnu
ta£ku x1 ∈ Rn, zatim pomo¢u funkcije f iz (4.19) de�ni²emo ostale ta£ke
rekurentno

xk+1 := f(xk), za sve k ∈ N. (4.20)

U narednim redovima dajemo nekoliko teorema koje su nam vaºne jer
¢emo ih koristiti u dokazu klju£ne teoreme na samom kraju ovog poglavlja,
to jest teoreme koja nam govori o konvergenciji niza {xk}k∈N ka jedinstvenom
re²enju Ferma-Tori£elijevog problema (4.13).

Prva u nizu potrebnih teorema za nastavak nam obezbe�uje smanjenje
vrednosti funkcije φ nakon svake iteracije.

Teorema 4.30. Ako je f(x) ̸= x, onda vaºi φ(f(x)) < φ(x).
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Dokaz. Pretpostavka f(x) ̸= x nam govori da x /∈ {a1, . . . , am}. Primetimo
jo² da ta£ka f(x) jeste jedinstvini minimum strogo konveksne funkcije

g(z) :=
m∑
i=1

∥z − ai∥2

∥x− ai∥

pri £emu je ispunjeno g(f(x)) < g(x) = φ(x), kada je f(x) ̸= x. �tavi²e, sada
imamo

g(f(x)) =
m∑
i=1

∥f(x)− ai∥2

∥x− ai∥

=
m∑
i=1

(∥x− ai∥+ ∥f(x)− ai∥ − ∥x− ai∥)2

∥x− ai∥

= φ(x) + 2(φ(f(x))− φ(x)) +
m∑
i=1

(∥f(x)− ai∥ − ∥x− ai∥)2

∥x− ai∥
,

odakle direktno sledi

2φ(f(x)) +
m∑
i=1

(∥f(x)− ai∥ − ∥x− ai∥)2

∥x− ai∥
< 2φ(x),

£ime je dokaz teoreme zavr²en.

Slede¢e dve teoreme nam govore o pona²anju Vajsfeldovog algoritma u
blizini re²enja Ferma-Tori£elijevog problema. Dokaze ovih teorema £italac
moºe prona¢i u [9]. Prvo predstavljamo potreban i dovoljan uslov za posto-
janje optimalnog re²enja Ferma-Tori£elijevog problema (4.13).

Teorema 4.31. Ta£ka aj je optimalno re²enje Ferma-Tori£elijevog problema
(4.13) ako i samo ako vaºi ∥Rj∥ ≤ 1 , gde je

Rj :=
m∑

i=1,i ̸=j

ai − aj
∥ai − aj∥

, za j = 1, . . . ,m.

Naredni rezultat, koji je dao Harold Kun, vezan je za pretpostavke koje
¢e nam garantovati konvergenciju Vajsfeldovog algoritma ka re²enju Ferma-
Tori£elijevog problema (4.13). Pre nego ²to pre�emo na sam rezultat, uvedi-
mo oznake:

f 0(x) := x, za sve x ∈ Rn,

f s(x) := f(f s−1(x)), za sve s ∈ N.
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Teorema 4.32. Neka ta£ka aj nije optimalno re²enje Ferma-Tori£elijevog
problema (4.13). Tada postoji δ > 0 takvo da iz uslova 0 < ∥x−aj∥ ≤ δ sledi
da postoji s ∈ N takvo da vaºi

∥f s(x)− aj∥ > δ i ∥f s−1(x)− aj∥ ≤ δ. (4.21)

Kona£no, predstavljamo klju£ni rezultat ovog poglavlja koji nam govori o
konvergenciji Vajsfeldovog algoritma.

Teorema 4.33. Neka je {xk}k∈N niz generisan Vajsfeldovim algoritmom
(4.20) i neka xk /∈ {a1, . . . , am} za k ∈ N. Tada niz {xk}k∈N konvergira
ka jedinstvenom re²enju x∗ Ferma-Tori£elijevog problema (4.13).

Dokaz. Ako je xk = xk+1 za neko k = k0, onda je {xk}k∈N konstantan niz
za k ≥ k0 i onda konvergira ka xk0 . Kako f(xk0) = xk0 i xk0 /∈ {a1, . . . , am},
onda xk0 jeste re²enje problema Ferma-Tori£elija (4.13).

Pretpostavimo sada da je xk ̸= xk+1 za svako k ∈ N. Na osnovu Teore-
me 4.30 tada sledi da je niz {φ(xk)}k∈N nenegativnih brojeva opadaju¢i, pa
samim tim i konvergentan. Odavde dobijamo da vaºi

lim
k→∞

(φ(xk)− φ(xk+1)) = 0. (4.22)

Po samoj konstrukciji niza {xk}k∈N, imamo da svako xk pripada kompakt-
nom skupu co{a1, . . . , am}. Dalje, moºemo da izaberemo podniz {xkν} niza
{xk}k∈N koji konvergira ka nekoj proizvoljnoj ta£ki z∗ kad ν → ∞. Sada
ºelimo da pokaºemo da vaºi z∗ = x∗, to jest da je z∗ jedinstveno re²enje
Ferma-Tori£elijevog problema (4.13). Zaista, iz (4.22) sledi

lim
ν→∞

(φ(xkν )− φ(f(xkν ))) = 0,

²to implicira da vaºi φ(z∗) = φ(f(z∗)), to jest f(z∗) = z∗ i tada z∗ jeste re²e-
nje problema (4.13) ako z∗ /∈ {a1, . . . , am}. Ostaje jo² da ispitamo slu£aj kada
z∗ ∈ {a1, . . . , am}. Neka bez umanjena op²tosti vaºi z∗ = a1. Pretpostavimo
suprotno, to jest da vaºi z∗ = a1 ̸= x∗ i onda uzmimo neko δ > 0 dovoljno
malo da vaºi (4.21) za neko s ∈ N i pri tome neka Z(a1; δ) ne sadrºi x∗ i
ai, i = 2, . . . ,m. Kako xkν → z∗ = a1, moºemo pretpostaviti bez umanjenja
op²tosti da je ovaj niz u potpunosti sadrºan u Z(a1; δ). Za x = xk1 izaberimo
l1 takvo da

xl1 ∈ Z(a1; δ) i f(xl1) /∈ Z(a1; δ).

Sada biraju¢i kν > l1 i primenjuju¢i Teoremu 4.32 dobijamo l2 > l1 takvo da

xl2 ∈ Z(a1; δ) i f(xl2) /∈ Z(a1; δ).
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Ponavljaju¢i ovaj postupak, dobijamo podniz {xlν} takav da vaºi

xlν ∈ Z(a1; δ) i f(xlν ) /∈ Z(a1; δ),

za koji moºemo pretpostaviti da konvergira ka q∗ zadovoljavaju¢i f(q∗) = q∗.
Sada razlikujemo dva slu£aja:

1. Ako q∗ /∈ {a1, . . . , am}, onda na osnovu prethodnog tuma£enja, pred-
stavlja re²enje problema (4.13), ²to je kontradikcija, jer re²enje x∗ /∈
Z(a1; δ).

2. Ako q∗ ∈ {a1, . . . , am}, onda mora biti a1 jer ai /∈ Z(a1; δ), i = 2, . . . ,m.
Dakle, imamo

lim
ν→∞

∥f(xlν )− a1∥
∥xlν − a1∥

= ∞,

²to je u suprotnosti sa pretpostavkama Teoreme (4.32).

4.5.3 Uop²tenje problema pomo¢u funkcije minimalnog
vremena

Poslednje poglavlje ovog rada bi¢e posve¢eno uop²tenju Ferma-Tori£eli-
jevog problema (4.13) i re²avanju Ferma-Tori£elijevog problema de�nisanog
preko funkcije minimalnog vremena za kona£no mnogo zatvorenih i konvek-
snih ciljnih podskupova od Rn i skupom ograni£enja sa istom strukturom.
�italac se moºe vi²e upoznati sa razli£itim uop²tenjima Ferma-Tori£elijevog
problema u dodatnoj literaturi [10].

Neka su ciljni skupovi Xi, i = 1, . . . ,m i skup ograni£enja X0 neprazni,
zatvoreni i konveksni podskupovi od Rn. Posmatramo funkciju minimalnog
vremena TF (x;Xi) = T F

Xi
(x) iz De�nicije (4.2) za Xi, i = 1, . . . ,m sa kon-

stantnim kretanjem duº zatvorenog, konveksnog i ograni£enog podskupa F
od Rn, za koji vaºi 0 ∈ F ◦. Tada uop²teni Ferma-Tori£elijev problem formu-
li²emo na slede¢i na£in:

minimizirati H(x) :=
m∑
i=1

TF (x;Xi) (4.23)

x ∈ X0

Cilj ovog poglavlja jeste da ustanovimo postojanje i jedinstvenost uop-
²tenog Ferma-Tori£elijevog problema (4.23). Dokaz ovog rezultata ¢e biti dat
kroz nekoliko vaºnih tvr�enja u nastavku. Po£injemo sa dokazivanjem dva
svojstva funkcionala Minkovskog datog u De�niciji 4.3.
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Teorema 4.34. Neka je F zatvoren, ograni£en i konveksan podskup od Rn

takav da 0 ∈ F ◦. Tada ρF (x) = 1 ako i samo ako x ∈ ∂F .

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je ρF (x) = 1, onda postoji niz realnih brojeva
{tk}k∈N koji konvergira ka t = 1, pri £emu vaºi x ∈ tkF za svako k ∈ N. Kako
je F zatvoren, onda x ∈ F . Ostaje jo² da pokaºemo da x /∈ F ◦. Pretpostavimo
suprotno, to jest da x ∈ F ◦ i izaberimo proizvoljno t > 0 dovoljno malo da
vaºi x+tx ∈ F . Tada x ∈ (1+t)−1F , ²to nam govori da ρF (x) ≤ (1+t)−1 < 1,
a to je kontradikcija sa pretpostavkom.

Neka je sada x ∈ ∂F . Kako je F zatvoren, imamo da x ∈ F i samim
tim vaºi ρF (x) ≤ 1. Ostaje da pokaºemo da je ispunjeno ρF (x) = 1, pa
pretpostavimo suprotno, to jest da vaºi γ := ρF (x) < 1. Tada postoji niz
realnih brojeva {tk}k∈N koji konvergira ka γ, pri £emu vaºi x ∈ tkF za svako
k ∈ N. Primetimo da sada vaºi x ∈ γF = γF + (1 − γ)0 ⊂ F . Dalje, na
osnovu Teoreme 4.18, funkcional Minkovskog ρF je neprekidan, pa je skup
{u ∈ Rn | ρF (u) < 1} otvoren podskup od F koji sadrºi x. Dakle, x ∈ F ◦,
£ime je dokaz obrnute inkluzije zavr²en.

Teorema 4.35. Neka je F zatvoren, ograni£en i strogo konveksan podskup
od Rn, za koji vaºi 0 ∈ F ◦. Tada za x, y ̸= 0 vaºi

ρF (x+ y) = ρF (x) + ρF (y) (4.24)

ako i samo ako x = λy, za neko λ > 0.

Dokaz. Kako je F ograni£en skup, moºemo primetiti da vaºi ρF (x), ρF (y) ≥
0. Sada pretpostavimo da vaºi uslov linearnosti (4.24), onda je ispunjeno

ρF

(
x+ y

ρF (x) + ρF (y)

)
= 1,

iz £ega sledi

ρF

(
x

ρF (x)
· ρF (x)

ρF (x) + ρF (y)
+

y

ρF (y)
· ρF (y)

ρF (x) + ρF (y)

)
= 1.

Primetimo onda da vaºi
x

ρF (x)
· ρF (x)

ρF (x) + ρF (y)
+

y

ρF (y)
· ρF (y)

ρF (x) + ρF (y)
∈ ∂F .

Kako imamo da je ispunjeno

x

ρF (x)
,

y

ρF (y)
∈ F i

ρF (x)

ρF (x) + ρF (y)
∈ (0, 1),

onda iz konveksnosti skupa F sledi
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x

ρF (x)
=

y

ρF (y)
,

odnosno vaºi

x = λy, za λ =
ρF (x)

ρF (y)
.

Dokaz obrnute inkluzije o£igledan.

U narednim redovima navodimo posledicu vezanu za projekciju ta£ke x
na ciljni skup X duº F , datu u De�niciji 3.6. Nakon toga, prelazimo na dokaz
vaºne teoreme koja ¢e za rezultat dati da je funkcija H(x) iz problema (4.23)
strogo konveksna na skupu ograni£enja X0.

Teorema 4.36. Neka je F zatvoren, ograni£en i strogo konveksan podskup od
Rn, za koji vaºi 0 ∈ F ◦ i neka je X neprazan, zatvoren i konveksan podskup
od Rn. Tada za svako x ∈ Rn skup P F

X (x) sadrºi samo jedan elemenat.

Dokaz. Dovoljno je posmatrati samo slu£aj kada x /∈ X. Jasno je da P F
X (x) ̸=

∅. Sada pretpostavimo suprotno, to jest da postoje a, b ∈ P F
X (x), takvi da

a ̸= b. Tada imamo da vaºi

TF (x;X) = ρF (a− x) = ρF (b− x) = r > 0,

²to implicira da vaºi

a− x

r
,
b− x

r
∈ ∂F .

Kako je F strogo konveksan skup, imamo da

1

2
· a− x

r
+

1

2
· b− x

r
=

1

r

(
a+ b

2
− x

)
∈ F ◦,

iz £ega dobijamo da vaºi

ρF (c− x) < r = TF (x;X), gde je c :=
a+ b

2
∈ X,

²to je kontradikcija, pa je time dokaz teoreme zavr²en.

Teorema 4.37. Neka su skupovi Xi, i = 1, . . . ,m strogo konveksni. Tada,
ako za neko x, y ∈ X0, x ̸= y postoji i0 ∈ {1, . . . ,m} takvo da vaºi

L(x, y) ∩Xi0 = ∅,

za liniju L(x, y) koja povezuje x i y, onda je funkcija

H(x) =
m∑
i=1

TF (x;Xi),
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de�nisana u problemu (4.23), strogo konveksna na skupu ograni£enja Xi0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje x, y ∈ X0, x ̸= y i t ∈
(0, 1) takvi da vaºi

H(tx+ (1− t)y) = tH(x) + (1− t)H(y).

Dalje, kako je svaka od funkcija TF (x;Xi) za i = 1, . . . ,m, konveksna funkcija,
imamo da za i = 1, . . . ,m vaºi

TF (tx+ (1− t)y;Xi) = tTF (x;Xi) + (1− t)TF (y;Xi). (4.25)

Pretpostavimo sada da L(x, y)∩Xi0 = ∅ za neko i0 ∈ {1, . . . ,m} i de�ni²imo

u := P F
Xi0

(x) i v := P F
Xi0

(y).

Tada na osnovu (4.25), Teoreme 4.19 i konveksnosti funkcionala Minkovskog,
imamo da vaºi

tρF (u− x) + (1− t)ρF (v − y) = tTF (x;Xi0) + (1− t)TF (y;Xi0)

= TF (tx+ (1− t)y;Xi0)

≤ ρF (tu+ (1− t)v − (tx+ (1− t)y))

≤ tρF (u− x) + (1− t)ρF (v − y),

²to nam daje da vaºi tu + (1 − t)v = P F
Xi0

(tx + (1 − t)y). Tada mora vaºiti
u = v, jer bi u suprotnom imali da tu+ (1− t)v ∈ X◦

i0
, ²to je kontradikcija.

Dakle, imamo u = v = P F
Xi0

(tx + (1 − t)y), pa ponovo primenjuju¢i (4.25)
dobijamo

ρF (u− (tx+ (1− t)y)) = ρF (t(u− x)) + ρF ((1− t)(u− y)),

pa onda imamo u−x, u−y ̸= 0, jer znamo da x, y /∈ Xi0 . Na osnovu Teoreme
4.24, moºemo prona¢i λ > 0 takvo da je ispunjeno t(u−x) = λ(1− t)(u−y),
²to daje

u− x =
λ(1− t)

t
· (u− y), za

λ(1− t)

t
̸= 1.

Ovim je dokazana inkluzija

u =

 1

1− λ(1− t)

t

 · x−

 λ(1− t)

t

1− λ(1− t)

t

 · y ∈ L(x, y),

²to je kontradikcija sa pretpostavkom, pa je time dokaz teoreme zavr²en.
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Kona£no, stiºemo do unapred zadatog cilja ovog poglavlja i dajemo klju-
£an rezultat vezan za re²enje uop²tenog Ferma-Tori£elijevog problema (4.23).
Rezultat koji navodimo sledi direktno na osnovu prethodno dokazanih teo-
rema.

Teorema 4.38. Neka su skupovi Xi, i = 1, . . . ,m strogo konveksni i neka je
bar jedan od njih ograni£en. Tada uop²teni Ferma-Tori£elijev problem (4.23)
ima jedinstveno re²enje.
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Zaklju£ak

" Konveksne funkcije su kao planine, one imaju samo jedan vrh, ²to zna£i
da su jedinstvene i da se lako mogu prona¢i. "

Ovim ilustrujemo zna£aj konveksnih funkcija u optimizaciji, jer one imaju je-
dinstven minimum, pa iz tog razloga lako moºemo odrediti globalni minimum
funkcije, ²to je i cilj optimizacije.

" Subdiferencijal je mapa koja nam pomaºe da prona�emo put do minimuma
planina koje nisu diferencijabilne. "

Ovim ilustrujemo zna£aj subdiferencijala u optimizaciji, jer on pomaºe u
pronalaºenju minimuma funkcija koje nisu diferencijabilne u svim ta£kama.

Cilj ovog rada je bio da nakon detaljnog de�nisanja ovih zna£ajnih poj-
mova u optimizaciji, do�emo do centralnog dela posve¢enog posledicama
svojstva konveksnosti. Kao prva posledica predstavljene su teoreme Rado-
na, Karateodorija i Helija, koje su zna£ajne jer isti£u razli£ite karakteristike
konveksnih skupova u Rn. Slede¢a posledica konveksnosti kojom smo se bavili
jeste pojam horizontalnog konusa, gde smo videli kako predstavljamo ogra-
ni£enost skupa u terminima njegovog horizontalnog konusa. Nastavljaju¢i na
tre¢u posledicu, pre²li smo na funkciju minimalnog vremena i njenu vezu sa
funkcionalom Minkovskog, a zatim se upoznali i sa subgradijentom funkcije
minimalnog vremena. Nakon toga, izveli smo potrebne i dovoljne uslove za
postojanje optimalnih re²enja problema konveksne optimizacije, ²to je £etvrta
posledica konveksnosti. Na samom kraju, bavili smo se Ferma-Tori£elijevim
problemom i pronalaºenjem njegovog optimalnog re²enja, kao petom posle-
dicom konveksnosti. Nakon formulacije Ferma-Tori£elijevog problema za tri
ta£ke, geometrijske interpretacije ovog problema i prikazivanja Vajsfeldovog
algoritma za numeri£ko re²avanje, pre²li smo i zavr²ili ovaj rad sa uop²te-
njem Ferma-Tori£elijevog problema, gde smo napravili vezu ovog problema
sa funkcijom minimalnog vremena i funkcionalom Minkovskog.
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