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Predgovor

”For since the fabric of the universe is most per-
fect and the work of a most wise Creator, nothing
at all takes place in the universe in which some
rule of maximum or minimum does not appear.”
(Leonhard Euler)

Optimizacija je grana matematike koja se bavi prou¢avanjem i resavanjem
problema u kojima se trazi resenje koje je "najbolje” pri odredenim uslovima.
Nalazenje optimalnog resenja je nesto sa ¢ime se sre¢emo u svakodnevnom
zivotu. Varijacioni ra¢un je podoblast optimizacije Ciji je osnovni zadatak
nalazenje funkcije za koju data funkcionela postize ekstremnu vrednost. Te
funkcije su najcesée glatke i prolaze kroz granic¢ne tacke. Problemi va-
masinstva, ekonomije, avioindustrije, aeronautike, brodogradnje, automo-
bilske i vojne industrije gde je zadatak resiti neki realan problem. Recimo,
to su: nalazenje najkrac¢e putanje u cilju smanjenja vremena putovanja, ma-
ksimizacija profita odredene kompanije kroz minimizaciju njenih troskova ili
maksimizaciju efikasnosti proizvodnje,... Zbog navedenih razloga se u ovom
radu bavimo uslovima koji ¢e obezbediti egzistenciju resenja pomenutih va-
rijacionih problema.

Rad se sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju formuliSemo pro-
blem brahistohrone i dajemo pregled osnovnih pojmova teorije diferencijalnih
jednacina koje koristimo u nastavku rada.

U drugom poglavlju predstavljamo najjednostavniji problem i u nastav-
ku rada se bavimo njegovim resavanjem. DefiniSemo funkcionelu u vidu
odredenog integrala odgovarajuceg oblika. Cilj nam je nalazenje ekstrema te
funkcionele, pri ¢emu su zadovoljeni odgovarajuci grani¢ni uslovi. S obzirom
da u ovom poglavlju proucavamo prvu varijaciju, trazimo uslov koji je ekvi-
valentan tome da je prva varijacija pomenute funkcionele jednaka nuli. Tako
stizemo do Ojler-Lagranzove jednacine ¢iji su rezultati prilicno vazni. Iz tog
razloga je izvodimo na tri nac¢ina. Poc¢injemo sa Ojlerovim pristupom, a onda



nastavljamo sa Lagranzovim pristupom. Razmatramo i nacin na koji je Di
Boa Rejmond modifikovao Lagranzovo izvodenje.

Trece poglavlje je posveceno analiziranju primera kod kojih su funkcionele
specijalnog oblika. Takode, u ovom poglavlju detaljnije obradujemo problem
brahistohrone koji smo predstavili u prvom poglavlju.

U cetvrtom poglavlju se vra¢amo na problem nalazenja ekstrema funkci-
onele kojim smo se bavili u drugom poglavlju, ali sada u svetlu druge vari-
jacije. Izvodimo jos neke uslove koji su potrebni ili dovoljni da bi pomenuta
funkcionela imala lokalni ekstrem. Pocinjemo sa Lezandrovim pristupom
ovom problemu i sagledavamo njegove prednosti i nedostatke, a zatim pro-
ucavamo i Jakobijev pristup. Takode, kroz primer problema navigacije ilus-
trujemo Sta se desava u situacijama u kojima nam nisu zadata oba grani¢na
uslova kao §to je to bio sluc¢aj u vecini problema koji su analizirani u prethod-
nom delu rada. Na samom kraju poglavlja se bavimo jakim varijacijama.
Ukazujemo na probleme sa slabim varijacijama i izvodimo Vajerstrasov uslov
koji je jos jedan u nizu potrebnih uslova za postojanje ekstrema posmatrane
funkcionele.

Peto poglavlje sadrzi gradivo koje je cilj ovog rada. Uslovi koji su pred-
stavljeni u prethodnom delu rada nisu dovoljni za jake lokalne ekstreme. Iz
tog razloga u ovom poglavlju proucavamo Vajerstrasove dovoljne uslove i
Hilbertov dokaz istih. Kako bismo stigli do njih, za pocetak uvodimo po-
jam polja ekstremala, a zatim Hilbertov invarijantni integral i Vajerstrasovu
E-funkciju. Na kraju poglavlja prikazujemo Karateodorijev metod ekviva-
lentnih varijacionih problema koji se ponekad naziva i "kraljevski put” do
varijacionog racuna i predstavlja najbrzi i najelegantniji nacin za izvodenje
dovoljnih uslova za probleme varijacionog racuna.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Milici Zigi¢ na velikoj
pomoc¢i prilikom pisanja ovog rada, kao i za preneto znanje tokom studija.

Tokode, zahvaljujem se ¢lanovima komisije, dr Sanji Konjik © dr Nenadu
Teofanovu.

Na kraju, zahvaljujem se svojoj porodici v prijatelyima na podrsci.

Novi Sad, jun 2023.

Jelena Dimitrié



Poglavlje 1
Uvod

Varijacioni racun je oblast matematicke analize koja se bavi odredivanjem
funkcija koje minimiziraju ili maksimiziraju neke druge veli¢ine koje zavise od
tih funkcija. Od svog nastanka u XVII veku budi interesovanje kod mnogih
matematicara i nauc¢nika. Razlog za to je ¢injenica da se razli¢iti matematicki
problemi mogu ispitivati koriS¢enjem principa varijacionog racuna. Neki od
tih problema su:

e Problem brahistohrone;

e Problem najmanje udaljenosti;

[zoperimetrijski problem;

Fermaov princip;
e Dirihleov problem...

U nastavku ¢emo razmotriti problem brahistohrone. Za vise detalja o ovom
problemu preporucujemo literaturu koja je koris¢ena za realizaciju narednog
odeljka, a to je: ﬂgﬂ, , i . Takode, zainteresovanog ¢itaoca upucu-
jemo ina: [1], 2], [], [8] i [12]. Slike koje se nalaze u narednom odeljku su
preuzete iz ﬂgﬂ, dok je slika preuzeta sa sajta .

1.1 Brahistohrona

U junu 1696. godine, Johan Bernulil| je pozvao najveée matematicare sveta
da rese sledeé¢i problem.

!Johann Bernoulli (1667-1748) - $vajcarski matematicar
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Problem brahistohrone:

Date su tacke A i B u vertikalnoj ravni. Odrediti glatku krivu po kojoj
¢e materijalna tacka sti¢i iz tacke A u tacku B za najkrace vreme.
Kretanje se odvija pod dejstvom sile teze, bez trenja i poc¢etne brzine.

Zamislimo cesticu M mase m u vertikalnom gravitacionom polju ubrzanja
g koja se krece duz krive y = y(x) izmedu tacaka A(a,y,) i B(b,y) (videti
sliku [1.1)). Oznacimo sa T vreme spustanja Cestice. Posto se brzina kretanja

Slika 1.1. Putanja materijalne tacke

duz trazene krive opisuje sa

= dx

_ds =
y dt?

==

T L g Lq b
T:/ dt:/ —d$:/ —ds:/ -/ 1+ y?dz,
0 o ds 0 v o U

gde je L duzina luka krive.

()

vazi

Ako se nasa cCestica krec¢e bez trenja, zakon odrzanja mehanicke energije
garantuje da zbir kinetiékeﬂi potencij alneE] energije ¢estice ostaje konstantan.
Ukoliko nasa cestica krece iz stanja mirovanja, mozemo pisati

1

5"+ mgy = mgye.

1
2Kineticka energija: Ej = imv?

3Potencijalna energija: E, = mgy.



Brzina cestice je onda
v =v29Ya — ).

Sada zelimo da nademo brahistohronu. Re¢ brahistohrona potice od grckih
re¢i BpaxtoTos - kratak i xpovog - vreme. Dakle, zelimo da nademo krivu

y=y) <y

1" [1+y»
T = / Tty dx.
V29 Ja \ Ya—Y

Nekoliko poznatih matematicara je odgovorilo na Bernulijev izazov. Re-
Senja su 1697. godine objavili Gotfrid Vilhelm Lajbnicﬂ Isak NjutnEL Johan
Bernuli, Jakob Bernuliﬁi Gijom Lopita]m.

Lajbnic je dao geometrijsko resenje. On je izveo diferencijalnu jednacinu
za brahistohronu, ali nije precizirao kako izgleda rezultujuca kriva.

koja minimizira integral

Njutnovo "anonimno” resenje je objavljeno u naué¢nom casopisu Philo-
sophical Transactions. Njutn je dao tacan odgovor, ali nije ostavio objasnjenje
za svoju metodu. Uprkos njegovoj anonimnosti, Johan Bernuli je prepoznao
da je to Njutnov rad.

Johan Bernuli je dao dva reSenja. Prvo reSenje se oslanja na analogiju
izmedu mehanicke brahistohrone i svetlosti. Bio je odusevljen Fermaovimﬂ
principom, poznatim i kao princip najmanjeg Vremenaﬂ Tvrdio je da je
brahistohrona kriva koju bi pratio svetlosni zrak na svom putu kroz sredi-
nu ¢ija gustina je obrnuto proporcionalna brzini koju telo dobija prilikom
svog pada. On je razbio opticku sredinu na tanke horizontalne slojeve, iza-
brao odgovarajué¢i indeks prelamanja, iskoristio Sneloﬂ zakon prelamanja
svetlosti i odredio oblik brahistohrone. Svoje drugo resenje je opisao mnogo
godina kasnije. To drugo resenje nije privuklo paznju u to vreme, ali se sada
uzima kao prvi dokaz dovoljnosti u varijacionom racunu.

4Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) - nemacki matematicar, filozof, pronalaza¢,
pravnik, istoricar i diplomata

°Isaac Newton (1643-1727) - engleski fizicar, matematicar i astronom

6Jacob Bernoulli (1655-1705) - §vajcarski matematicar

"Guillaume-Francois-Antoine Marquis de 1’'Hépital (1661-1704) - francuski matematicar

8Pierre de Fermat (1601-1655) - francuski matematicar i pravnik

9Fermaov princip kaze da se svetlosni zrak prostire tako da mu je optiéka duzina puta
najmanja moguca.

OWillebrord van Royen Snell (1580-1626) - holandski matematicar i astronom



Rezultat njegovog starijeg brata, Jakoba Bernulija, nije bio tako "ele-
gantan”, ali je sadrzao klju¢nu ideju variranja samo jedne vrednosti krive
reSenja tokom nekog vremena. Ova ideja je obezbedila osnovu za dalji rad u
varijacionom racunu.

Videé¢emo da je brahistohrona obrnuta cikloida.

z(p) =a+ R(¢p —sing), y(é) =1y, — R(1 — cos¢),

gde je parametar R jedinstveno odreden pomocu pocetne i krajnje tacke.
Ova cikloida je kriva u ravni koja opisuje kretanje tacke koja je fiksirana
na kruznici polupreénika R dok se ona kreé¢e duz prave y = y, (videti sliku
. Kristijan Hajgenﬂ je pokazao da je obrnuta cikloida tautohrona. Re¢

Ya

1
Slika 1.2. Cikloida za R = §ya ia=0

tautohrona potice od grckih reci TavTo - isti i xpovog - vreme. Vreme za
koje se cestica spusti na dno te krive je nezavisno od gornje pocetne tacke.

Problem brahistohrone je jedan od mnogih problema gde Zelimo da odre-
dimo funkciju y(z) koja minimizira ili maksimizira integral

Jy(@)] = / f (0 y(2), ¢ ())d.

Ojler je prvi smislio sistematican metod za resavanje ovakvih problema.

U nastavku ovog poglavlja ¢emo razmotriti jedan problem za ¢ije resenje
je potrebno minimizirati ili maksimizirati taj integral. To je drugi problem
brahistohrone koji se odnosi na kretanje kroz Zemlju. Dakle, vide¢emo da
on moze biti reSen upotrebom varijacionog racuna.

1 Christiaan Huygens (1629-1695) - holandski matematicar, astronom i fizicar
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Slika 1.3. Put kroz Zemlju

1.1.1 Brahistohrona kroz Zemlju

U avgustu 1965. godine, americki nau¢no-popularni ¢asopis Scientific Amer-
ican je objavio ¢lanak High speed tube transportation ¢iji je autor L. K. Ed-
vard. On je dao predlog za podzemne vozove koji bi se kretali kroz Zemlju,
vuceni gravitacijom i potpomognuti pneumatskim pogonom. Prednosti koje
je Edvard naveo su sledece:

1. Veci deo tunela se spusta u duboke stene, gde su troskovi tuneliranja
smanjeni, a slucajna pomeranja zemljista svedena na minimum. Stena
je homogenija i manja je verovatnoc¢a dotoka vode.

2. Sa dubinom se smanjuju smetnje vlasnicima imovine na tom prostoru,
pa bi troskovi koris¢enja bili nizi.

3. Dubok tunel ne smeta podzemnim zeleznicama, temeljima zgrada, bu-
narima,...

Pneumatski voz je konstruisan u Njujorku, ispod Brodveja, 1870. godine.
To je bila prva podzemna zZeleznica u Njujorku.

Razmotrimo sada problem brahistohrone kroz Zemlju. Pretpostavimo da
je Zemlja homogena sfera poluprecnika R. Posmatrajmo put kroz Zemlju sa
polarnim koordinatama u centru Zemlje (videti sliku . Zamislimo cesticu
mase m koja se kreée izmedu dve tacke, A = (r4,0,) 1 B(rp,6,), na ili blizu
Zemljine povrsi. Sada zelimo da nademo ravansku krivu v koja minimizira

11



vreme putovanja

:/ dt = /—ds—/lds:/1 dr? 4 r2d6?
LU o,V

izmedu tacaka A i B, gde je v brzina Cestice.

Kada je ¢estica izvan Zemljinog omotaca (sferne skoljke), on vrsi gravita-
cionu silu jednaku onoj u sredistu Zemlje. Cestice unutar Zemljinog omotaca
ne osec¢aju tu silu. Sferna skoljka je generalizacija prstena u tri dimenzije. To
je oblast lopte izmedu dve koncentricne sfere razlicitih poluprecénika (videti
sliku . Integracijom preko sfernih skoljki razli¢itih poluprecnika, moze se

Slika 1.4. Sferna skoljka

pokazati da se gravitaciona potencijalna energija unutar Zemlje moze napisati

kao
1 mg 2

Vi =3g"

gde je g gravitaciono ubrzanje na Zemljinoj povrsi.

Za Cesticu koja krece iz stanja mirovanja sa Zemljine povrsi, zakon odrza-
nja energije omogucava da zakljuc¢imo da je

1 I mg 2 1
R,
U A L
tako da je
g(R? —1?)
v= "

VR

Iz toga sledi da je ukupno vreme putovanja

/ +7’2
a —7’2



Problem brahistohrone ¢emo detaljnije obraditi malo kasnije. Vide¢emo
da je brahistohrona kroz Zemlju zapravo hipocikloida, tj. kriva koju iscrtava
tacka sa ruba kruga, koji se bez trenja kotrlja po unutrasnjoj strani ruba
drugog fiksiranog kruga (videti sliku . Sa Sap smo oznacili duzinu luka

(a) Hipocikloida sa unutrasnjim (b) Hipocikloida sa unutrasnjim

polupreénikom (R — S“‘TB) polupreénikom S“%

Slika 1.5. Hipocikloide

krive na Zemljinoj povrsi koja spaja tacke A i B.

Najbrzi Amtrak voz prede 400 miljam izmedu Bostona i Vasingtona za
Sest 1 po sati. Voz podzemne zeleznice koji se krec¢e pravolinijski od Bostona
do Vasingtona bi putovao 42 minuta ukoliko bi se ta Zeleznica nalazila 5 milja
ispod Zemlje. Voz podzemne Zeleznice koji se krec¢e duz hipocikloide bi bio
najbrzi. Vreme za koje bi on stigao od jednog do drugog grada bi iznosilo
10, 7 minuta ako bi se ta zeleznica nalazila 125 milja ispod Zemlje.

Tunel oblika hipocikloide koji bi spojio San Diego i San Francisko bi imao
najvecu dubinu od oko 260km ispod Zemljine povrsine i bio bi dugacak oko
1100km. Sa druge strane, tunel koji bi kroz Zemlju pravom linijom povezao
ove gradove bi imao maksimalnu dubinu od oko 13km, a bio bi dugacak
oko 805km. Materijalna tacka bi, krecué¢i se po hipocikloidi, stigla od San
Diega do San Franciska za 12 minuta, a prolazak kroz prav tunel bi trajao
42 minuta.

12Jedna kopnena milja je 1,609344 km.
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1.2 Osnovni pojmovi - diferencijalne jednacine

U ovom odeljku navodimo osnovne pojmove teorije diferencijalnih jednacina,
koje ¢emo koristiti u nastavku rada. Vise detalja o pojmovima ovog odeljka
se moze pronadi u literaturi koja je koris¢ena u ovom odeljku, a to je [3].

Definicija 1.1. Jednacina koja sadrzi izvode jedne ili vise nepoznatih funkcija
po jednoj ili vise promenljivih se naziva diferencijalna jednacina.
Definicija 1.2. Red diferencijalne jednacine je red najveéeq izvoda koji se u
njoj pojavijuje.

U zavisnosti od toga da li nepoznata funkcija zavisi od jedne ili vise
promenljivih, diferencijalna jednacina moze biti:

a) obicna diferencijalna jednacina - nepoznata funkcija zavisi od jedne
nezavisne promenljive. Tada se u diferencijalnoj jednacini pojavljuju
samo obicni izvodi.

b) parcijalna diferencijalna jednacina - nepoznata funkcija zavisi od wvise
nezavisnih promenljivih. Tada se u diferencijalnoj jednacini pojavljuju
parcijalni izvodi.

Napomena 1.1. Obi¢nu diferencijalnu jednacinu ¢emo krace oznacavati sa
ODJ, a parcijalnu diferencijalnu jednacinu sa PDJ, bez obzira na mnozinu i
promenu imenice.

Mi u nastavku navodimo osnovne pojmove teorije obic¢nih diferencijalnih
jednacina.

Definicija 1.3. Jednacina u kojoj se javljaju obicni izvodi nepoznate funkcije
y nezavisno promenljive x se naziva obiéna diferencijalna jednacina (u daljem
tekstu ODJ shodno napoment[1.1). Opsti oblik ODJ n-tog reda za funkciju

y =y(x) je
F(z,y(x),y (), ...,y (x)) =0, (1.1)

dok je njen normalni oblik
y" (@) = fla,y(@),y (@), ..., y" (@),
gde su F i f poznate funkcije.

Definicija 1.4. Funkcijay = ¢(x) koja je definisana i n puta diferencijabilna
na intervalu I C R je resenje (integral) ODJ (1.1),

F(a,y(x),y (z), ...y (x)) =0,

na intervalu I ako za svako x € I vazi

F(z,¢(x), ¢ (x), ... 0™ (z)) = 0.

14



Definicija 1.5. Grafik resenja y = ¢(x), x € I, ODJ

{(z,¢(x)) : x € I}
nazivamo integralnom krivom ODJ .

Definicija 1.6. ODJ zajedno sa pocetnim uslovima se naziva pocetni pro-
blem.

Kada resavamo ODJ prvog reda,

F(x,y(x),y'(x)) =0,

obi¢no dobijamo resenje koje sadrzi proizvoljnu konstantu ¢ € R (slicno kao
kod neodredenog integrala). Resenje koje sadrzi proizvoljnu konstantu c
predstavljamo jedna¢inom

G(z,y(x),c) =0

i zovemo ga (jednoparametarska) familija krivih (u ravni).
Sli¢no, za ODJ n-tog reda,

F(z,y(x),y'(x), ...y () = 0,
dobijamo n-parametarsku familiju krivih
G(z,y(x),c1y .y ) =0,

Dakle, jedna ODJ moze da ima beskona¢no mnogo resenja i svako resenje
odgovara nekom izboru konstante.

Resenje ODJ koje ne sadrzi proizvoljnu konstantu se naziva partikularno
reSenje. Dakle, partikularno resenje dobijamo od n-parametarske familije
krivih za konkretan izbor konstanti ¢4, ..., ¢,.

ODJ moze imati resenje koje nije clan familije krivih, tj. reSenje koje
se ne moze dobiti specijalnim izborom konstanti. Takvo resenje se naziva
singularno resenje.

Ukoliko se svako resenje ODJ,

F(x,y@),y'(m), ’y(n)(l,)) = O,

na intervalu 7, dobija iz n-parametarske familije krivih G(z, y(x), ¢1, ..., ¢,) =
0, izborom konstanti cy,...,c,, tada kazemo da je ta familija krivih opste
reSenje te jednacine. Kod pocetnog problema konstante odredujemo iz po-
¢etnog uslova.

15



Definicija 1.7. ODJ je linearna ukoliko je F' linearna funkcija po
y(2),y (z), ...,y (), tj. oblika

an(2)y" (@) + an-1(2)y" " () + ..+ ar(@)y' (@) + ao(2)y(z) = g(z),

gde su ag(z), k = 0,....,n i g(x) funkcije definisane na nekom intervalu i
an(x) # 0 na tom intervalu. Linearna jednacina je homogena ukoliko je
g(x) = 0 za svako x. U suprotnom je nehomogena, a ¢lan g(x) se naziva
nehomogen clan.

Jednacina koja nije ovog oblika je nelinearna. Nelinearne funkcije koje za-
vise od nepoznate funkcije i/ili njenih izvoda (npr. siny, €¥’,...) ne mogu da
se pojave u linearnoj ODJ. Kod nelinearnih ODJ se ¢esto desava da jednacina
ima singularna resenja. Dakle, moze se desiti da reSenje postoji lokalno, ali
ne i na nekom posmatranom intervalu.

ODJ koje razdvajaju promenljive su oblika ;i_y = g(z)h(y). Za h(y) # 0
x

1
zapisujemo ——dy = g(x)dz, odakle integracijom dobijamo resenje ove ODJ.

h(y)
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Poglavlje 2

Prva varijacija

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti najjednostavniji problem, a to je nalazenje
ekstrema funkcionele (2.1)), pri cemu vaze odgovarajuéi graniéni uslovi. S
obzirom da ¢emo se u ovom poglavlju baviti prvom varijacijom, trazi¢emo
uslov koji je ekivalentan tome da je prva varijacija pomenute funkcionele
jednaka nuli. Tako ¢emo sti¢i do Ojler-Lagranzove jednacine ¢iji su rezultati
prilicno vazni i nju ¢emo izvesti na tri nac¢ina. Poce¢emo sa OjlerovimE] pri-
stupom i onda nastaviti sa Lagraniovimﬂ pristupom. Zatim ¢emo razmotriti
kako je Di Boa Rejmond modifikovao Lagranzovo izvodenje. Vise detalja o
narednim temama se moze pronaci u literaturi koja je koris¢ena za realizaciju

ovog poglavlja, a to je: @, , @, , i . Slike koje se nalaze u

ovom poglavlju su preuzete iz ﬂgﬂ Zainteresovanog c¢itaoca upucujemo i na:
2.1 Najjednostavniji problem

Nas cilj je minimizirati (ili maksimizirati) odredeni integral oblika

b
ol = [ Fle @)/ 2))da, (2.)
pri ¢emu su granic¢ni uslovi

y(a) = Yo, y(b) = us-

Pisemo J[y] umesto J(y) da bismo naglasili da se bavimo i funkcionelama,
a ne samo funkcijama. ReSavajuc¢i odredeni integral dobijamo realan broj za

Leonhard Paul Euler (1707-1783) - §vajcarski matematicar i fizicar
2Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Luigi Lagrangia, 1736-1813) - italijansko-francuski
matematicar i astronom
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svaku funkciju y(x). Funkcionela je operator koji preslikava funkcije u realne
brojeve. Funkcionalna analiza je, prvobitno, proucavala funkcionele. Svrha
varijacionog racuna je maksimiziranje ili minimiziranje funkcionela.

Podsetimo se sada pojmova neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije
jedne realne promenljive.

Definicija 2.1. Funkcija f : X — R je neprekidna u tacki o € X ako je
lim, e, f(z) = f(20).

Definicija 2.2. Funkcija f je neprekidna na intervalu I ako je neprekidna
u svakoj tacki tog intervala.

Definicija 2.3. Funkcija f je diferencijabilna u tacki xo ako postoje broj A
i funkcija o(Azx), a(Az) = o(Azx), Az — 0, takvi da se prirastaj funkcije
Ay = f(xo + Ax) — f(xo) moze zapisati u obliku

Ay =A- Az + a(Ax).

Linearna funkcija A-Ax se naziva diferencijal funkcije f u tacki xq i oznacava
sa dy.

Teorema 2.1. Funkcija f je diferencijabilna u tacki xo ako i samo ako ima
(konacan) izvod u tacki xo i pri tome je A = f'(xg).

Definicija 2.4. Funkcija f je diferencijabilna na intervalu I ako je diferen-
cijabilna u svakoj tack:i tog intervala.

U nastavku ¢emo se susretati sa funkcionelama koje deluju na sve ili deo
nekoliko dobro poznatih prostora funkcija. Prostori funkcija koji se najcesce
sre¢u u varijacionom ra¢unu su:

(a) Cla,b], prostor funkcija koje su neprekidne nad intervalom [a, b];

(b) C'a,b], prostor funkcija koje su neprekidne i imaju neprekidan prvi
izvod nad intervalom |[a, b);

(c) C?[a,b], prostor funkcija koje su neprekidne i imaju neprekidan prvi i
drugi izvod nad intervalom [a, b];

(d) Dia, b], prostor funkcija koje su po delovima neprekidne nad intervalom
[a, b];

(e) D'a,b], prostor funkcija koje su neprekidne i koje imaju po delovima
neprekidan prvi izvod na intervalu [a, b].

18



Po delovima neprekidna funkcija moze imati konac¢an broj prekida nad in-
tervalom [a,b]. Desna i leva grani¢na vrednost funkcije postoje u tackama
prekida. Funkcija koja je po delovima neprekidno diferencijabilna je nepre-
kidna, ali moze imati konacan broj ” épicevaEI".

Zelimo da nademo ekstrem funkcionele. Ekstrem je re¢ koju je uveo Di

Boa Rejmondﬁ 1879. godine i koristimo je kada pricamo i o maksimumu i o
minimumu. Termin se zadrzao.

2.2 QOjlerov pristup

Ojler je bio prva osoba koja je sistematizovala proucavanje varijacionih pro-
blema. U njegovom delu, Metode za nalaZenje krivih linija koje poseduju oso-
bine maksimuma ili mz’nimumcﬂ koje je objavljeno 1744. godine je obradeno
100 specijalnih problema. Knjiga takode sadrzi opsti metod za resavanje ovih
problema. Nekoliko godina kasnije, nakon $to je dobio pismo od Lagranza
1755. godine, Ojler je odustao od svog metoda zbog Lagranzovog elegantnijeg
"varijacionog metoda”. Nazvao ga je varijaciont racun u cast Lagranza.

Ojlerova glavna ideja je bila da prvo krene od varijacionog problema za
n-dimenzionalni slu¢aj i da onda prede na granicni slucaj kada n — oo.

Podelimo zatvoren interval [a,b] na n + 1 jednakih podintervala (videti
sliku [2.1)). Pretpostavimo da su podintervali ograni¢eni tackama

To=0a, Tiy..esTpny, Tpyl = b.

Svaki podinterval je Sirine

B b—a
41

Az = Tip1 — T4
Umesto glatke funkcije y(z) éemo posmatrati poligonalnu liniju sa temenima

(ZZ'(], y0)7 ('Tla yl)? s ('ITH Z/n); (anrl? ynJrl)?

pri cemu je y; = y(z;). Sada mozemo aproksimirati funkcionelu J[y| sa

J(yh 7yn) = Zf(xwyw %%;%)A.T
i=0

3Tacke u kojima funkcija ima &pic su tacke u kojima funkcija nije diferencijabilna.

4Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831-1889) - nemacki matematicar

5Leonhard Euler, Methodus inveniendi lineas curvas mazimi minimive proprietate gau-
dentes, sive solutio problematis isoperimetrici lattissimo sensu accepti, 1744.
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Slika 2.1. Poligonalne linije

Primetimo da radimo sa funkcijom n promenljivih jer su tacke yo = y, i
Ynt1 = Vs fiksirane.

Sta postizemo podizanjem ili spustanjem jedne od slobodnih tacaka y;?
Da bismo odgovorili na ovo pitanje, izaberimo jednu od slobodnih tacaka v;,
Vi, a zatim nadimo parcijalni izvod po promenljivoj y,. Posto se y; pojavljuje
u samo dva Clana navedene sume (za i = k i za i = k — 1), parcijalni izvod
je oblika

aJ Yk+1 — Yk

— = = TIA 2.2

ayk fy (xkv Yk, Az x ( )
+ fy (xkla Yk-1, Y~ Ukt _Aik_1>

— fol ny Yk+1 — Yk
Yy ks Yk» AI °

Da bismo nasli ekstrem, ovaj parcijalni izvod treba da izjednacimo sa
nulom za svako k. Takode, zelimo da odredimo grani¢nu vrednost kada
n — oo. U ovom slucaju, Az — 0 i desna strana jednakosti (2.2)) ide u
nulu. Jednacina 0 = 0 nije od velike pomo¢i. Da bismo dobili netrivijalan
zakljucak, podeli¢emo levu i desnu stranu jednakosti sa Azx.

1 9J _ Yk+1 — Yk
Ef)_yk = fy(ImymT (2-3)

o L fol Yr+1 — Yk — Y — Yr—1
Az y ks Yk, Ar Y k—1y Yk—1, Az .

Kada pustimo da n — oo 1 Az — 0 u jednacini ([2.3)), dobijamo varijacioni
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1zvod 5 p
— / _—— /! / . .
5 Ty(z,y,y) o fy(z,9,9) (2.4)

Varijacioni izvod igra istu ulogu za funkcionele kao parcijalni izvod za funkcije
vise promenljivih. Za lokalni minimum, oc¢ekujemo da ¢e ovaj izvod biti
jednak nuli u toj tacki. Tako dobijamo Oljer-Lagranzovu jednacinu

of d (Of\ _

Ojler-Lagranzova jednacina je jedini potreban uslov, ali ne i dovoljan.
Primer 2.2. (Nagkraca kriva u ravni).

Pogledajmo sta Ojler-Lagranzova jednacina kaze o obliku najkrace krive
izmedu dve tacke, (a,y,) i (b,yp), u ravni. Zelimo da minimiziramo duzinu

luka funkcionele , ,
J[y] :/ ds :/ V14 y2de.
Podintegralna funkcija,
fla,y,y) = V1+y7?
ne zavisi od y tako da se Ojler-Lagranzova jedacina svodi na
i)
dx 1+ y/2

Integrale¢i jednom dobijamo

konstantu oznacili sa d, dobili bismo da je

y = cx +d.

date tacke. Konstante c i d se mogu odrediti iz grani¢nih uslova. v
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2.3 Lagranzov pristup

Vratimo se na problem minimiziranja ili maksimiziranja funkcionele

b
ol = [ 1(evta). @),
pri cemu su granicni uslovi

y(a) = ya, y(b) = v

Ojler je izveo Ojler-Lagranzovu jednac¢inu variranjem jedne slobodne y-koor-
dinate. Lagranz je shvatio da je mogao izvesti ovu istu jednacinu varirajuci
istovremeno sve slobodne y-koordinate.

y

L

y(x) + h(x)

y(x)

Oﬂ_-_-_-_-_-_
x

1
1
i
'l
|

a

Slika 2.2. Mala varijacija

Pretpostavimo da funkcija y = (z) reSava nas problem (videti sliku[2.2)).
Uvodimo sada h(z), malo odstupanje (devijaciju), tj. varijaciju tako da je

y(x) = g(x) + h(z),
pri cemu je

h(a) =0 i h(b) = 0.

Obratimo paznju na tacku koja je promakla Lagranzu, ali za koju se
ispostavilo da je prilicno vazna. Sta taéno znaci kada kazemo da je varijacija
mala? Uobicajen nacin za merenje bliskosti dve funkcije je izracunavanje
norme razlike te dve funkcije. Postoji mnogo normi i videéemo da su nasi
zakljucci o ekstremima (maksimumu i minimumu) prilicno osetljivi na to
koju normu koristimo.

Koristicemo dve razli¢ite norme tokom daljeg rada. To su slaba norma

h|l, = max |h(x
Il = e ()

)
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i jaka norma

IRl = max |h(x)| + S[ug W' ().

Supremum (najmanje gornje ogranicenje) koristimo u slucaju da radimo sa
funkcijama koje su po delovima neprekidno diferencijabilne. Ako su funkcije
neprekidno diferencijabilne, supremum moze biti zamenjen maksimumom.

Koristicemo slabu i jaku normu da uspostavimo bliskost u prostoru fun-
kcija. S obzirom da slaba norma ne namece nikakvu restrikciju na izvod,

Y(W}
W

i \ y(x)

i
b

y

I
I
1
i
a

Slika 2.3. Jaka varijacija

e-okolina u slabo normiranom prostoru obuhvata jake varijacije (videti sliku
koje se znacajno razlikuju od optimalnog reSenja u nagibu, pritom osta-
juci bliske po ordinati.

Jake varijacije mogu imati proizvoljno velike izvode.

Primer 2.3.

Posmatrajmo funkciju
x
h(l’) = ¢sin (;) .

S obzirom da je |sin(z)| < 1, Vz € R, posmatrana funkcija nikada ne prelazi
g, tj. |h(x)] <e, Vz € R. Medutim, njen izvod

B (z) = écos <§2> :

moze da postane proizvoljno veliki kada je € dovoljno malo. v

Za razliku od slabe norme, jaka norma postavlja ogranic¢enje na veli¢inu
izvoda. Uzimajudi
[nlls <e,
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podrazumevamo ne samo da je

max [h(z)] <e,
vec i da je

sup |V (z)| < e.

[a.b]
U jako normiranom prostoru, e-okolina sadrzi samo slabe varijacije (videti
sliku koje su blizu optimalnog resenja i po ordinati i po nagibu.

y
y(x)=y(x) + h(x)

.

N ===
L i L L
=

Slika 2.4. Slabe varijacije

Posto su jake varijacije nadskup slabih varijacija, funkcija koja mini-
mizira funkcionelu u odnosu na obliznje jake varijacije takode minimizira
tu funkcionelu u odnosu na obliznje slabe varijacije. Potreban uslov za slab
lokalni minimum je takode potreban uslov i za jak lokalni minimum. La-
granzov pristup koristi slabe varijacije. Ovo je u redu ukoliko zelimo potrebne
uslove, ali se javlja problem ukoliko zelimo dovoljne uslove. Napomenimo da
postoje primeri funkcionela koje imaju minimum u odnosu na slabe varijacije,
ali ga nemaju u odnosu na jake varijacije.

Razmotri¢emo male slabe varijacije

h(z) = en(x),
gde je
n(a) =0, n(b) =0
i h(z) i h'(x) su istog reda velicine. Stoga pretpostavljamo da je funkcija
n(x) nezavisna od parametra . Kako ¢ tezi nuli, varijacija h(z) tezi nuli i po

ordinati i po nagibu. Radi lakseg oznacavanja, mi ¢emo takode i funkcionelu
J[y] posmatrati kao funkciju koja zavisi od parametra e.

b
J(e) = J[j + o) = / g+ en, il + en')de.
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Pogledajmo sada totalnu varijaciju
AJ = J(e) — J(0).
Sada je

b b
AT = / i+ em g + o) — / P4, 97)da

b
- / Fasg+em g +en) — fo )] da.

Pretpostavicemo da funkcija f ima dovoljan broj neprekidnih parcijalnih
izvoda. Koristeé¢i uobicajen Tejlorov razvoj dobijamo

1
AJ =6+ 55’%} +O(?). (2.6)
Prva varijaciyja je
5T — dJ(e) A
de |._,

b
- . / ()0 + f (6, )7 )

Druga varijacija je

d*J(e)
de?

b
_ 2 / s (5, G0+ 2 (a6, 8007+ Forr (2 5 )

8] =

e=0

Za dovoljno malo ¢, ocekujemo da ¢e prva varijacija, koja se ne anulira,
dominirati desnom stranom totalne varijacije (2.6). Takode, o¢ekujemo da
¢e druga varijacija, koja se ne anulira, dominirati ¢lanovima viseg reda.

Ako je J[g] lokalni minimum, moramo imati da je
AJ >0

za svako dovoljno malo €. Medutim, s obzirom da je prva varijacija neparna
u €, mozemo promeniti njen znak menjajuci znak od €. Da bismo sprecili
ovo menjanje znaka, trazimo da je

0J = 0.
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Takode, za minimum trazimo da je
§°J = 0.
Ako bismo zeleli lokalni maksimum, trazili bismo da je
§J =0, 67 <0.

Mi ¢emo se fokusirati na prvu varijaciju. U svetlu navedenih argumenata,
mozemo sa sigurnoséu reci:

Prvi variyjaciont uslov:

Potreban uslov da funkcionela J[y| ima lokalni minimum ili maksimum za
y = y(x) je da se prva varijacija za J|[y| anulira, tj. §J =0, za y = y(z) i
za sve dopustive varijacije n(x).

Prva varijacija,

b
5.7 = / i+ f (e ), 2.7)

je prilicno nepraktiéno zapisana. Iz tog razloga ¢emo prvu varijaciju za-
pisati tako da nemamo zavisnost od dopustivih varijacija n(x). Postoje dva
nacina da to uradimo. U oba se koristi parcijalna integracija. Poc¢nimo sa
Lagranzovim pristupom.

2.3.1 Lagranzovo pojednostavljenje

Posmatrajmo podintegralnu funkciju u jednacini (2.7)). Primeni¢emo metodu
parcijalne integracije na drugi clan tog zbira.

’ o f
/ fy’(xa ?37?J’)77/d$ = U(x)a_

8b—/biﬁdx
v, Ja Taz\oy )"

S obzirom da varijacije potencijalnog resenja treba da se anuliraju u krajnjim
tackama intervala,

n(a) =0, n(b) =0,

nas prvi potreban uslov se svodi na

Lo ()] aeo o8
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za sve dopustive n(z). Indeks u poslednjoj jednacini oznacava da se u izrazu
u uglastim zagradama podrazumeva da je y = y(z) i v = ¢'(x).

Primetimo da upotreba parcijalne integracije zahteva da pretpostavimo
da je ¢'(x) dva puta diferencijabilna. Parcijalni izvod f, je funkcija koja
zavisi od ¢ (kao i od y i x) i ako y” ne postoji, postojanje

d (0f
dz \ 0y’
je neizvesno. Videéemo sada da Lagranzovo pojednostavljenje zapravo za-

hteva da pretpostavimo da je §”(z) € Cla,b] ili da je g(z) € C?[a, b].

Lagranz je tvrdio, ali nije dokazao, da se za sve n(x) jednacina ({2.8]) mora
anulirati, dajuéi Ojler-Lagranzovu jednacinu

af d (Of\ 0

dy dzx\dy' )
Ojler je u razgovoru sa Lagranzom istakao da njegov zakljucak nije ocigledan
i da on ipak treba da dokaze da se za sve n(x) mora anulirati. Ovaj dokaz je

naknadno dao Di Bua Rejmon 1879. godine. Njegov rezultat je sada poznat
kao fundamentalna lema varijacionog racuna.

Lema 2.4. (Fundamentalna lema varijacionog racéuna).
Ako je M(x) € Cla,b] i

/a M (e)n()dz = 0

za svako n(z) € C'a,b], pri éemu je

onda je

za sve x € [a,b].

Dokaz. Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo, bez umanjenja
opstosti, da je M(x) pozitivno u nekoj tacki iz intervala (a,b). Tada M(x)
mora biti pozitivno u nekom intervalu [z, 25| unutar intervala [a, b]. Neka je
sada (videti sliku

S @ —m) (= 12)%, x € [1, 2]
n(w) = { 0, T & [z, 20
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n(x)

a Xy Xp b

Slika 2.5. Nenegativno ispupcenje

Jasno, n(z) € C'[a,b]. Sa ovakvim izborom n(z),

/ M (z)n(z)dx = /:2 M(x)(z — z1)*(z — 29)*dz.

Posto je podintegralna funkcija nenegativna,

/M x)dz > 0.

Ovo je u kontradikciji sa nasom pretpostavkom i to sada implicira da je
M(z) =0, z € (a,b).

Neprekidnost M (z) nam garantuje da se M (x) takode anulira u krajnjim
tackama intervala. O

Da bismo mogli da primenimo fundamentalnu lemu varijacionog ra¢una,
moramo biti sigurni da je

_of d [of
M“)—a—y‘%(a—y/)

neprekidno na zatvorenom intervalu [a, b]. Ako bismo primenili pravilo lanca,
desnu stranu poslednje jednac¢ine mozemo zapisati u takozvanom ultra-dife-
renciranom obliku

of Ofydx Ofydy Ofydy
M = —— 2= _ - _ hata
(z) oy Oxr dr Oy dr 0y dx

= fy - fy’cc - fy’yy/ - fy/y'y”'
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Da bismo dobili Ojler-Lagranzovu jednacinu koriste¢i Lagranzovo pojed-
nostavljenje, moramo dodatno pretpostaviti da je §”(z) € Cla,b] ili da je

9(z) € C?a,b].

Sada, napravivsi pretpostavku da je §(z) € C?[a, b], mozemo formulisati
potreban uslov za lokalni maksimum ili minimum:

Ojler-LagranzZov uslov:
Svako 9(x) € C?[a, b] koje minimizira (ili maksimizira) odredeni integral

= f; f(z,y(x),y (x))dz zadovoljava Ojler-Lagranzovu diferencijalnu

jednacinu g—— 8f
) Oy dx 8y

Lagranzovo pojednostavljenje zahteva od nas da pretpostavimo da nasa
reSenja imaju neprekidne druge izvode. Mozemo li oslabiti ovu pretpostavku?
Poénimo sa potrebnim uslovom koji kaze da prva varijacija mora da se anu-
lira,

b
5.0 = ¢ / (@8, 300 + Fo (557 Jdz = 0, (2.9)

i pokusajmo sa drugacijim pristupom.

2.3.2 Di Boa Rejmondovo pojednostavljenje

Pretpostavimo sada da su funkcije g(x) i n(x) neprekidno diferencijabilne, tj.
9(z),n(x) € C'a,b]. Posmatrajmo podintegralnu funkciju u jednacini .
Posto fy(x,9,y’) zavisi od g(x), ova funkcija ne mora biti diferencijabilna.
Posledica toga je da ne mozemo primeniti metodu parcijalne integracije na
drugi ¢lan tog zbira.

Umesto toga, metodu parcijalne integracije ¢emo primeniti na prvi ¢lan
tog zbira. Dobijamo:
/ oa

0= | (), § () dus
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S obzirom da imamo samo pretpostavku o neprekidnosti f,(z,y,79") i '(z),
ova parcijalna integracija je u redu. Posto je

potreban uslov (2.9) se svodi na

b g B T 8_f , B
/a (83/ /a By du) g’g/'r] (x)dx = 0. (2.10)

Ocigledno nam je potrebna jos jedna lema da bismo nastavili dalje.

Lema 2.5. (Di Boa Rejmondova lema).
Ako je M(z) € Cla,b] i

/a M () () = 0

za svako n(z) € C'a,b], pri éemu je

onda je
M(z) =¢, c¢= const.

za sve x € [a,b].

Dokaz. Ovu lemu mozemo dokazati razmatrajuéi jednu dobro odabranu
varijaciju n(z). Oznacimo sa p glavnu vrednost od M (z) na zatvorenom

intervalu [a, b,
1 b
= M (z)dx.
n= g | M

b
/ [M(z) — p)dx = 0.

Razmotrimo sada varijaciju n(x) definisanu na slede¢i naéin:

Ocigledno je

Lako se vidi da je n(z) € C'[a,b]. Funkcija n(z) se takode anulira u z = a i

x =b. Jasno je da je to dopustiva varijacija. Stavise,



Prema pretpostavci,

/ M(z)n(z)dx = / M (x)[M(z) — pldz = 0.
Takode, \ \
[ M@ @)~ s - s [ M) - pldz =0,

Poslednju jednac¢inu mozemo zapisati kao

b
/ [M(x) — p)*dz = 0.

Neka je xq € [a, b] tacka u kojoj je funkcija M (x) neprekidna. Ako je M (xg) #
i, onda bi morao da postoji podinterval oko x = z na kome je M(x) # p.
Medutim, ovo je o¢igledno nemoguce zbog nase poslednje zapisane jednacine.
Dakle, M (x) = p u svim tackama neprekidnosti. Odatle zakljucujemo da je
M (z) konstantno za sve x € [a, b]. O

Sada zelimo da primenimo ovu lemu na potreban uslov ([2.10)),

b a_f B mg . B
/a <8y’ /a 8ydu> M,n (x)dx = 0.

Napomenimo da je

M(x)—ﬁ— xﬁdu

SOy o Oy
neprekidna na [a, b] i da su pretpostavke leme zadovoljene. Sada sledi da je
of T of
— = —d 2.11
o r u+c (2.11)

za sve x € [a,b]. Ovo je poznato kao integralni oblik Ojler-Lagranzove
jednacine.

Desna strana jednacine (2.11)) je diferencijabilna. Ovo dalje implicira da
je leva strana jednacine (2.11]) diferencijabilna i da g(z) zadovoljava Oljer-

Lagranzovu jednacinu
A (ory_of
de\oy' ) oy’

Drugim re¢ima, sva resenja sa neprekidnim prvim izvodom (ne samo ona sa
neprekidnim drugim izvodom), zadovoljavaju Ojler-Lagranzovu jednacinu.

Diferencijabilnost od f,(z,y,7’) se takode moze koristiti za dokaz egzi-
stencije drugog izvoda §"(x) za sve vrednosti x za koje je f, . (z,9,79") # 0.

31



32



Poglavlje 3

Primeri

U opstem slucaju ne postoji "recept” za resavanje Ojler-Lagranzove jednacine.
Stoga ¢emo u ovom poglavlju razmotriti neke specijalne slucajeve koji se cesto
sre¢u u praksi. Takode, problem brahistohrone o kom smo pricali u poglavlju
¢emo detaljnije obraditi. Vide¢emo da je brahistohrona kroz Zemlju za-
pravo hipocikloida. Za vise detalja o narednim primerima preporucujemo
literaturu koja je koris¢ena za realizaciju ovog poglavlja, a to je: ﬂgﬂ, ,
i . Slike koje se nalaze u ovom poglavlju su preuzete iz ﬂgﬂ i .

3.1 Specijalni slucajevi

Posmatrajmo Ojler-Lagranzovu jednacinu,

af _ d (Of\ 0
oy dx\oy )
i krive koje je zadovoljavaju. Krive koje zadovoljavaju Ojler-Lagranzovu

jednacinu se nazivaju ekstremale. Ne treba pomesati taj termin sa terminom
ekstrem koji je uveo Di Boa Rejmond za maksimum ili minimum.

Da bismo napisali Ojler-Lagranzovu jednacinu u svom eksplicitnom obli-
ku, moramo uzeti u obzir ¢injenicu da je f, funkcija tri promenljive, z,y i v/,
idasuy iy funkcije koje zavise od x. Dakle,

A (OF _Ofyds Oy dy  0fydy
de\dy' )  Ox dx 0Oy dv 0Oy dx

pa se Ojler-Lagranzova jednacina moze zapisati u ultra-diferenciranom obliku
fy - fy/ac - fy’yy/ - fy’y/y” = 0.
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Ovo znaci da je Ojler-Lagranzova jednacina u opstem sluc¢aju obi¢na diferen-
cijalna jednacina drugog reda. Posto je

1
y// = _<fy - fy’:}c - fy’yy/)7
fy’y’

situacija ¢e mnogo zavisiti od toga da li se f,.,, anulira ili ne. Ako se fy,

nikad ne anlulira, onda imamo regularan problem. Ako se f,,, uvek anulira,
onda imamo specijalne slucajeve.

3.1.1 Degenerisane funkcionele

Slucaj degenerisane funkcionele se javlja ako je podintegralna funkcija nase
funkcionele ili nezavisna od v/,

[, y,y) = M(x,y),

ili zavisi linearno od ¥/,

flx,y,y) = M(x,y) + N(z,y)y.

Prva mogucnost je specijalan slucaj druge. Funkcionele za koje je ovo tacno
se nazivaju degenerisane funkcionele. Ojler-Lagranzova jednacina za degene-
risane funkcionele ima oblik
oM ON , ON ON ,
-ty =0
dy Jy ox dy
il oM  ON
— — —=0. (3.1)
dy ox
Ova jednacina ne sadrzi izvode nepoznate funkcije i nije diferencijalna jed-
nacina.

U praksi se javlja nekoliko podslucajeva. U prvom podslucaju, Ojler-
Lagranzova jednacina (3.1]) daje jednu ili vise krivih. One mogu zadovoljavati
grani¢ne uslove. Medutim, ¢eSée se desava da krive ne zadovoljavaju jedan
od grani¢nih uslova i onda ne mozemo resiti nas problem na taj nacin.

Primer 3.1. Funkcionela

Jyl = /01 B(l’ —y)? + (siny)y' | dx

ima Ojler-Lagranzovu jednacinu oblika

y—x=0.
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Resenje ove algebarske jednacine,
y=x,
ne zadovoljava veé¢inu grani¢nih uslova. v/

Primer 3.2. Funkcionela
1

J[y]:/_ cosy dx

1
ima Ojler Lagranzovu jednacinu oblika
—siny = 0.
Ekstem se moze javiti duz jedne od horizontalnih pravih
y=nm, n=0,+1,£2 ..,

ali samo ako ta prava zadovoljava grani¢ne uslove.

Jednacina
oM  ON
dy Oy
je zadovoljena za svako y(z) i funkcionela je nezavisna od putanje integracije.
Zaista, za podintegralnu funkciju

f(x,y,9') = M(x,y) + N(z,y)y,
funkcionela )
Iyl = / flx,y,y)dx
moze biti zapisana kao
b
J[y] =/ M(z,y)dx + N(z,y)dy.
Sada, ako je

M(l’,y) :%7 N(‘rvy>:_

za neku funkciju S(z,y), onda je

Ty = / 45 = S(b,yn) — S(a, ya)

i imamo nezavisnost od putanje. v/
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Primer 3.3. Posmatrajmo funkcionelu

Iyl :/0 (y + zy)dz,

pri cemu su granicni uslovi

Ojler-Lagranzova jednacina se svodi na identitet
1=1

i integral je nezavisan od putanje integracije. Zaista,

1 (L,1)
/ (y + xy)dx = / ydx + xdy
0 (0,0)

pa je
(1,1)

=1. v
(0,0)

1 (1,1)
/ (y + xy/)dx = / d(zy) = zy
0 (

0,0)

3.1.2 Slucaj kada nemamo eksplicitnu zavisnost od y

Posmatrajmo sada podintegralne funkcije koje ne zavise od y,

b
Il = [ Flay)da,
U ovom slucaju, Ojler-Lagranzova jednacina se svodi na

i ﬁ —Oilia—f—c
de \oy' ) oy

U mehanici, y se naziva ciklicna koordinata i prvi integral odgovara ocuvanju
impulsa.

3.1.3 Slucaj kada nemamo eksplicitnu zavisnost od x

Posmatrajmo sada podintegralne funkcije koje ne zavise od x,

Jly] = / fy,y)de.
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U ovom slucaju, Ojler-Lagranzova jednacina se svodi na

d
fy — %fy’ = fy— fy’yy/ - fy/y/y” = 0.

Posmatrajmo sada

d

%(f —y'fy) = f¥ + ey = fe =V fey " =" fy
= fyy/ - y/fyy’y/ - y/fy/y/y”

(fy - fy’yy/ - fy’y’y”)y/~

Prema tome,
d /
%(f —yfy)=0

je ekvivalentno Ojler-Lagranzovoj jednacini sve dok je i’ # 0. Ovo implicira
da je prvi izvod Ojler-Lagranzove jednacine

f - y,fy’ =C.

U mehanici, ovo u najjednostavnijem slucaju vodi ka odrzanju energije.
Mnogi poznati problemi u varijacionom racunu imaju podintegralnu funkciju
koja ne zavisi eksplicitno od nezavisne promenljive x. Jedan od njih je pro-
blem brahistohrone o kom smo pricali u uvodnom delu. Sada ¢emo ga de-
taljnije obraditi.

3.2 Studija slucaja: Brahistohrona

Preispitajmo problem brahistohrone (videti sliku [3.1). Podsetimo se, treba

a b

3
Y
B

&

Slika 3.1. Problem brahistohrone
odrediti glatku krivu po kojoj ¢e materijalna tacka sti¢i iz jedne u drugu
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tacku za najkrace vreme, pri ¢emu se kretanje odvija pod dejstvom sile teze,
bez trenja i bez pocetne brzine. Dakle, Zelimo da minimiziramo integral

b b
1 1
T:/ —ds:/ —/ 14 y?dx,
a v a v

pri cemu su grani¢ni uslovi

y(a) = ya, y(b) = v

Ovo je izolovani sistem. To znaéi da u njemu vazi zakon odrzanja (kon-
zervacije). Za Cesticu koja krece iz stanja mirovanja, vazi

1
Emv2 + mgy = mgy,

te je
v =1/29(Ya — Y).

Tako nam ostaje problem minimiziranja

1" [14y2
Jy:—/ ——dx,
v V29 o \ va—v

pri cemu vaze gore navedeni granicni uslovi.

Neka je
Z=UYa Y-

1 [ 1422
9 Ja z

Posto u ovom integralu ne postoji eksplicitna zavisnost od x, integraleci
Ojler-Lagranzovu jednacinu dobijamo

Sada je

ili
Vide?2 1 27
— — —— — = (X
vz VZV1 427
Poslednja jednacina se svodi na
1

21+ ()]

= Q.
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Resavajuéi po 2/, dobijamo da je

dz 1—a?z

dx a2z

Poslednja diferencijalna jednacina razdvaja promenljive,

a’z
dr = T aszZ'
Neka je
z= é sin” 6.
Sada je

dz = % sin 0 cos 0d6.
«Q

Nasa diferencijalna jednacina se svodi na

)
2 M sin 6 cos 0d0

a? V cos? 6

dr =

ili
o*dx = 2sin® 0df = (1 — cos 26)d6.

Sledi da je
1

o’r =0 — ésin26’+ﬁ.

Neka je
Y="Ya — %

tako da je

L., 1

Y =Yg — ESID 0= Ya — 27‘42(1 —COSQQ).
Ako uzmemo da je
1 s

RET.;, ¢529, QZE,

nase reSenje mozemo napisati u parametarskom obliku na slede¢i nacin
#(¢) = a+ R(®-sing)
y(¢) = ya— R(1—cosg).

Ovo je parametrizacija krive koju iscrtava tacka sa ruba kruga poluprecnika
R koji se kotrlja po pravoj y = y, (videti sliku . Takva kriva se naziva
cikloida.
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Ako uzmemo da je
2(0) =0, y(0) =0

nas levi grani¢ni uslov, ostaje nam jednoparametarska familija cikloida,
r=R(¢—sing), y=—R(1— coso)

koja ¢ini polje ekstremala (videti sliku . Svaka ekstremala se proteze duz
x-ose do svoje maksimalne dubine.

0 T 2r 3z

Slika 3.2. Jednoparametarska familija cikloida
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Poglavlje 4

Druga varijacija

U ovom poglavlju ¢emo se vratiti na problem nalazenja ekstrema funkcionele
(1), pri cemu vaze odgovarajuéi graniéni uslovi. Za razliku od poglavlja
u kom smo u svetlu prve varijacije dosli do Ojler-Lagranzove jednacine,
ovde ¢emo koriste¢i drugu varijaciju izvesti jos neke uslove koji su potrebni
ili dovoljni da bi pomenuta funkcionela imala lokalni ekstrem. Pocecemo sa
Lezandrovim pristupom i razmotriti njegove prednosti i nedostatke, a zatim
¢emo prouciti i Jakobijev pristup.

Takode, kroz primer problema navigacije ¢emo ilustrovati Sta se desava
u situacijama u kojima nam nisu zadata oba grani¢na uslova kao Sto je
to u vecini problema koje smo analizirali do sada bio slucaj. Na samom
kraju poglavlja ¢emo se baviti jakim varijacijama. Ukazac¢emo na probleme
sa slabim varijacijama i izvesti Vajerstrasov uslov koji je jos jedan u nizu
potrebnih uslova za postojanje ekstrema nase funkcionele.

Vise detalja o narednim temama se moze pronac¢i u literaturi koja je
koriséena za realizaciju ovog poglavlja, a to je: ﬂgﬂ, , i . Slike koje
se nalaze u ovom poglavlju su preuzete iz ﬂgﬂ i . Zainteresovanog Citaoca

upucujemo i na: [1, [ i [§].

4.1 Uvod

Vratimo se sada na problem minimiziranja (ili maksimiziranja) odredenog
integrala oblika

b
ool = [ fayla)./ @) (1)
pri cemu su grani¢ni uslovi
y(a) = Ya, y(b) = s
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Kako znamo da li radimo sa maksimumom ili sa minimumom? Takode, da
li postoje drugi potrebni uslovi pored Ojler-Lagranzove jednacine?

Pretpostavimo da funkcija y = g(z), §(z) € C'[a, b], reava nas problem
i da je h(z) mala varijacija ovog resenja.

y(x) = 9(x) + h(z),

pri cemu vazi
h(a) =0 i h(b) =0.

Pogledajmo sliku Nastavi¢emo da koristimo jaku normu i slabe vari-

y

A

y(x) + h(x)

y(x)

m_-_-_-
O‘—_-_-_-_--_-
>

Slika 4.1. Mala varijacija

jacije,
h(z) = en(x), (4.2)
n € C'a,b], pri ¢emu su zadovoljeni grani¢ni uslovi

n(a) =0, n(b) = 0.

Pretpostavimo da su n(z) i n'(z) dovoljno bliske nuli. Takode, za funkciju
n(z) se pretpostavlja da je nezavisna od ¢ tako da, kada ¢ ide u 0, varijacija
h(z) tezi u 0 i po ordinati i po nagibu.

Pogledajmo sada totalnu varijaciju

AJ = Jlyl = Jgl = Jg + k] = J[g].

Za nasu funkcionelu (4.1)) i slabu varijaciju (4.2]), totalna varijacija je oblika
b b
AT = [t eng epis - [ )
ab a
= [ g en ) - f .o
a
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Setimo se da smo koriste¢i uobicajen Tejlorov razvoj (12.6)) dobili
1
AJ =6J+ §52J + 0(e),
pri cemu je prva varijacija bila oblika
b
5 == [ U gu )+ fyle.d. ),
a druga varijacija oblika
b
50 =& [ {fy(w 3.9 + 2o, 5.3 + Py (o523
Pretpostavimo da je 6.J = 0. To znaci da je
Lo 3
AJ = 5(5 J 4+ O(e).

Za dovojno malo e, totalnom varijacijom dominira druga varijacija. 1z toga
sledi

Drugi varijacioni uslov:

Potreban uslov da funkcionela J[y| ima lokalni minimum ili maksimum za
y = 19(z), 4(z) € C'a,b] je da druga varijacija bude pozitivna (negativna)
ili 0, tj. 6%2J = (<) 0, za sve slabe n(x) € C'[a, b] koje se anuliraju u a i b.

Napomenimo da smo pretpostavili da su nase ekstremale neprekidno
diferencijabilne i da su naSe varijacije neprekidno diferencijabilne i slabe.
Ove pretpostavke su mogle biti i oslabljene. Medutim, mi smo pratili istorij-
ski redosled dogadaja. Druga varijacija je izuCavana pre nego $to su naucnici
razmatrali reSenja koja imaju ”Spic” i bavili se jakim varijacijama.

4.2 Lezandrov uslov

Radi jednostavnosti, zapisimo drugu varijaciju kao
b
§*J = 52/ (Pn? 4 2Qnn + Rn®)dx,
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gde je
P = fyy(x7g7g,)7 Q= fyy/(x,@,g)'), R= fy’y’(%@agl)'
Da bismo nastavili, transformisa¢emo drugu varijaciju u pogodniji oblik. Po-
stoji nekoliko moguéih pristupa. Iz istorijskih razloga, prati¢emo LeZandrovH
pristup. Napomenimo da postoje problemi sa ovim pristupom i na njih je
ukazao Lagranz. Mi ¢emo razmotriti i prednosti i mane ovog pristupa.
Za neko w € C'a, b],

[ @@ = wta)i(e)| =0

a

posto se varijacija n(x) anulira u @ i b. Ako to dodamo drugoj varijaciji,
dobijamo

b
5% J =& / [(P+ )0 4+ 2(Q + w)ny' + Rn?)]dzx.

Prethodna jednakost se moze zapisati kao

62J = & /ab {R(n’ + %”)2 + [(Per’) — M} 772}dx.

Do sada, nismo postavljali neko ogranicenje na w(x). Pretpostavimo sada
da je

2
o = —py QWS (4.3)
R
Odatle je
b 2
5% = 52/ R(n’ L ¢ “’n) dz.
a R
. , Qtw 2 . e
Posto je | ' + T”r; nenegativno, znak druge varijacije je odreden

znakom od R. Lezandr je tvrdio da R ne sme da menja znak unutar inter-
vala [a, b] ukoliko zelimo da imamo lokalni ekstrem. Ovaj potreban uslov je
danas poznat kao LeZandrov uslov. On je takode tvrdio da ako je R nenula
i ne menja znak (ojacan LeZandrov uslov), onda je §2J istog znaka kao i
R (dovoljan uslov). Bio je u pravu u vezi potrebnog uslova, ali se javio
problem kod dovoljnog uslova (LeZandrova greska). Lagranz je ukazao na
nedostatak Lezandrovog razmatranja. Lezandr je pretpostavio da diferenci-
jalna jednacina ima resenje w koje postoji unutar celog intervala [a, b].
Na osnovu teorije obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina znamo da reSenje postoji,
ali za nelinearne ODJ kao $to je ova znamo samo da ono postoji lokalno, ali
ne i na celom intervalu [a, b].

! Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - francuski matematicar
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Primer 4.1.

Neka je
P=-1 Q=0 R=1.

Tada je

W =1+w? (4.4)
Uzmimo da je pocetni uslov

w(0) = 0.

Posto je desna strana jednacine (4.4) neprekidna kao funkcija od z i w i
parcijalni izvodi s obzirom na w su neprekidni u blizini x = 01 w = 0,

oc¢ekujemo jedinstveno resenje u nekoj okolini tacke (0,0). Funkcija
w(z) = tgx

. . .. . .. .. T
je trazeno resenje. Medutim, ovo resenje ne postojiurz =+—. V/

Ovaj primer nam ukazuje na to da duzina intervala [a, b] moze imati uticaj.

LezZandrov uslov:

Potreban uslov da funkcionela J[y| ima lokalni minimum (maksimum) u

y=9(z) je da R(z) = gyf; (x,9(x),9'(x)) =20 (< 0) na [a, b].

U slede¢em dokazu i u nastavku ovog poglavlja ¢emo pretpostavljati, bez
umanjenja opstosti, da pricamo o minimumu.

Dokaz. Pretpostavimo da je
R(c) <0

za neku vrednost ¢ unutar intervala (a,b). Posto je R(z) neprekidno, postoji
zatvoren interval [c¢ — 01,¢ + &1, unutar [a,b], gde je R(z) < 0. Takode,
sledi da postoji jos jedan zatvoren interval, [c — d2, ¢ + J2], unutar [a, b], gde
diferencijalna jednacina

(Q+w)?
R
ima neprekidno diferencijabilno resenje w(x). Neka je [x1,xs] manji od po-

menuta dva intervala i izaberimo 7n(x) tako da

77(35) =0, z §é (x17x2)7

Ww=-—P+
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n(z) #0, z € (z1,x2).
Posto je n € Ct{a, b],
n(x1) = n(ze) =0 i n'(z1) =7'(22) = 0.

Za ovakvo n(x),

2
§J = 82/ (Pn* +2Qnn + Rn®)dx.
1
Za ovaj interval integracije mozemo primeniti Lezandrovu transformaciju i
dobijamo da je
o 2

6 J = 52/ R(n’ + Q—?n) dx (4.5)

1

i to je nepozitivno. Ako bi se jednacina (4.5)) anulirala, zahtevali bismo da je

(@) + L) =0

za 1 < x < x5 posto je na tom intervalu R(z) < 0. Ova linearna ODJ prvog
reda i grani¢ni uslov n(z;) = 0 bi onda podrazumevali da je n(z) = 0 za
r1 < & < 9. Posto smo izabrali n(z) tako da je nenula na ovom otvorenom
intervalu, mozemo zakljuciti da je integral na desnoj strani jednacine (4.5)
negativan.

Pokazali smo da ako je R(c) negativno, mozemo naéi proizvoljno malu
varijaciju koja nam daje da je

5%J < 0.

Medutim, ovo se ne slaze sa postojanjem minimuma. Prema tome, zahtevamo
da je
R(z) >0

na zatvorenom intervalu [a, b]. O

Napomenimo da postoje specijalni sluc¢ajevi u kojima R(z) ima izolovanu
nulu u [a,b]. U veéini slucajeva koji nas zanimaju, R(x) > 0 ili R(z) < 0
svugde u intervalu [a, b].

46



4.3 Jakobijev uslov

Lezandr je pokusao da pokaze da je ojacan Lezandrov uslov zapravo i do-
voljan uslov za postojanje lokalnog minimuma. Njegovo rezonovanje je bilo
pogresno. On je, kako Lagranz istice, implicitno pretpostavio da jednacina
ima resenje koje je kona¢no i neprekidno nad celim intervalom |a, b|.
To ne mora biti tacno. Potrebno je prouciti detaljnije tu diferencijalnu
jednacinu. Prilikom proucavanja te jednacine, otkri¢emo nove potrebne i/ili
dovoljne uslove za lokalne ekstreme.
Diferencijalna jednac¢ina (4.3)),

Q+w)?
R
se naziva Rikatijevd’ jednacina. Rikatijeva jednacina je ODJ &iji je opsti
oblik

Y = a(z)y® + b(x)y + c(x). (4.6)

Ako je a(xz) = 0, Rikatijeva jednacina se svodi na linearnu ODJ. Ako je
c(x) = 0, dobijamo Bernulijevu jedna¢inu. Bernulijeva jednac¢ina je ODJ ¢iji
je opsti oblik

Y =p(@)y" +q(z)y, oeR\{0,1}.
Ako je a =0 ili @ = 1, Bernulijeva jednacina se svodi na linearnu ODJ.

Ukoliko znamo jedno partikularno resenje, mozemo odrediti opste resenje
Rikatijeve jednacine (4.6). Zaista, neka je y,(x) partikularno resenje Rikati-

jeve jednacine (4.6)),

/ p—

Yp

Uvedimo novu promenljivu z(z) koja meri razliku izmedu opsteg resenja i
partikularnog resenja,

ayi + by, + c.

z(z) = y(x) — yp(x).
Sledi da je
7 = a2’ + (2ay, + b)z.

Ova poslednja jednacina je Bernulijeva jednacina.

4.3.1 Jakobijeva jednacina

Jedan od razloga zbog kojih je Rikatijeva jednacina vazna je taj da se svaka
homogena linearna ODJ drugog reda moze pretvoriti u Rikatijevu jednacinu

2Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) - italijanski matematicar
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i obrnuto. Da bi se jednacina (4.3 pretvorila u linearnu ODJ drugog reda,

uvodimo
u'(z)

u(x)’

w(z)=—-Q—R
pod pretpostavkom da je
u(z) #0, z € [a,b. (4.7)

Rezultujuca jednacina,

d / / _

se naziva Jakobijevaﬂ jednacina. Ona takode moze biti zapisana kao

v R'du (Q —P)

dx2+E%+ I0 u=0.

Druga varijacija,

b 2
52J:52/ R(n'%—Q;wn) de,

b u' 2
5 = 52/ R(n’ — En) dr.

Uvodedi Jakobijevu jednacinu i transformisavsi drugu varijaciju koristeci
reSenja Jakobijeve jednacine, mozemo formulisati dovoljan uslov koji obezbe-
duje da je druga varijacija pozitivno definitna.

je sada oblika

Slab dovoljan uslov:

Neka je y = y(z). Ako je

(a) R(x) >0, za sve z € [a,b] i

(b) Jakobijeva jednacina ima resenje u = u(z) # 0 za sve x € [a, b]

onda je 62.J pozitivno definitna, tj. 62J > 0 za sve dopustive slabe varijacije
n(x) koje su razlicite od 0.

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) - nemacki matematic¢ar
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Dokaz. Ako Jakobijeva jednacina ima resenje koje se ne anulira nigde na
intervalu [a, b], mozemo primeniti Lezandrovu transformaciju na drugu va-
rijaciju, kao $to je opisano ranije. Za R(z) > 0, druga varijacija se anulira

samo ako je
/

77’—&7750
u

za sve x € [a, b]. Posto je

i posto se u(x) ne anulira u tim krajnjim tackama, jedino resenje linearne
ODJ prvog reda je

n(z) = 0.
[

Ako se svako resenje Jakobijeve jednacine anulira u bar jednoj tacki intervala
[a,b], onda neéemo moéi da izvrsimo Lezandrovu transformaciju na drugu
varijaciju nad celim intervalom. U tom slu¢aju ¢emo izgubiti dovoljan uslov
za pozitivnu definitnost druge varijacije. Ako postoje dve tacke intervala
[a,b) u kojima se netrivijalno resenje Jakobijeve jednacine anulira, druga
varijacija moze biti negativna. Tako dolazimo do novog potrebnog uslova za
lokalni ekstrem.

Uskoro ¢emo resiti Jakobijevu jednacinu. Pre nego Sto to uradimo, hajde
da ukratko vidimo jos neke nacine na koje ova jednacina nastaje. Oni ce
nam omoguciti da na alternativniji nac¢in zapisemo drugu varijaciju, sto ¢e
se ispostaviti korisnim za ovo poglavlje.

Prema tome, zapisimo podintegralnu funkciju druge varijacije kao funkciju
koja zavisi od n i 7/,

b
§*J = 52/ (Pn* +2Qnn + Rn?)dx

b
= 62/ 2Q(n,n')dz.

Posto je podintegralna funkcija homogenaﬁ stepena dva, sledi da je

00 00
n

20 .
on’

4Neprekidna funkcija f = f(z1,...,2,) je homogena funkcija stepena k na domenu D
ako za sve (z1,...7,) € D vazi f(A\x1, ..., \zy) = A f(21, ..., ), za sve A > 0.
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Sada drugu varijaciju mozemo zapisati kao

b/ 00 o0
52 = 62/ ( — 4+ '—)dx.
. \Ton "oy

Ako integralimo drugi ¢lan podintegralne funkcije metodom parcijalne inte-
gracije, koristedi ¢injenicu da se n(x) anulira u krajnjim tackama, dobijamo

b Ton d (0N
2 f— 2 —_— —
5J_—5/an{ ” a:( n/)]dw.

00 d (090 4
5_77_%<3_77’) =(P=@Q)n——(Bn)

Dalje,

v(n),
pa je
b
62 = 52/ n¥(n)dx. (4.8)

Cesto se kaze da je Jakobijeva jednacina Ojler-Lagranzova jednacina za drugi
varijacioni problem.

4.3.2 ReSenja Jakobijeve jednacine

Jakobi je 1837. godine smislio metod za resavanje pomenute jednacine. On
je pokazao da se opste resenje Jakobijeve jednacine moze izvesti direktnim
diferenciranjem opsteg resenja Ojler-Lagranzove jednacine.

Pretpostavimo da imamo opste reSenje,

y - y('r7a7/8)7

Ojler-Lagranzove jednacine koje nastaje iz prve varijacije. Posto je Ojler-
Lagranzova jednacina diferencijalna jednacina drugog reda, opSte reSenje
sadrzi dve konstante, a i 3.

Ako ubacimo opste resenje u Ojler-Lagranzovu jednacinu, dobijamo
of d {8f

gy @@ 0. 8). 4/ (e, ) — 2| 5

By (z,9(z, o, B), ' (z, a,ﬁ))} = 0.

Ovaj identitet je zadovoljen za sve vrednosti x,« i S. Prema tome, mozemo
diferencirati ovaj identitet s obzirom na « ili . To ¢emo uraditi za «, tako
Sto ¢emo obrnuti redosled diferenciranja izmedu = i «:

705 | P5OF (P50 PIOFY
Oy2 0o Oydy' O dx \Oy'dyda.  Oy? 0o )

20



Sada ovo mozemo zapisati kao

dy oy d a7 o'\
P&a +Q8a dr (Qaa +R8a =0

ili

P- Qg +@- Q5 ~ 2 (R5E) =0

Ja  dr\ O«
Dakle,
gy d oy’
P-Q)-—=—-—|R=—)=0.
( @ )8a dx ( 804)
Primetimo da je ovo Jakobijeva jednacina sa
2% ., o

u:aalu—a—a

Time smo dokazali vaznu teoremu koju ¢emo sada formulisati.

Jakobijeva teorema:

Ako je y = g(x, «, B) opste resenje Ojler-Lagranzove jednacine, onda

d
odgovarajuéa Jakobijeva jednacina, d—(Ru’) + (@' — P)u =0, ima dva
x
Ry
=35

partikularna reSenja: uy(z) = == i wug(x)

Ova dva reSenja su u opstem slucaju linearno nezavisna. OpsSte resenje
Jakobijeve diferencijalne jednacine je oblika

u(x) = crui(x) + coug(z).

4.3.3 Jakobijev kriterijum

Pogledajmo sada jedno partikularno resenje Jakobijeve jednacine izabrano
na pogodan nacin:

A(z,a) = ug(a)ui(x) — ug(a)us(x).

Ovo resenje je izabrano tako da se anulira za = = a.

Ako se sledeca nula od A(z,a), x = a, javlja posle x = b (videti sliku[4.2)),
mozemo slobodno konstruisati reSenje u(z) koje se ne anulira na zatvorenom
intervalu [a, b] razmatrajuéi A(z, a—¢) za dovoljno malo e. Tada smo sigurni,
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A(x, a)

I ]I T X
a b a
Slika 4.2. a>b
A(x, a)
/—\ X
a a=»b
Slikan 4.3. a=b

zbog slabog uslova dovoljnosti, da je §2J > 0 za sve dopustive n(z) koji se
ne anuliraju.

Ako se sledeca nula od A(z,a), z = a, javlja u x = b (videti sliku [4.3),
situacija se menja. Sada mozemo naci netrivijalnu, dopustivu varijaciju koja
uzrokuje da se druga varijacija anulira. Da bismo ovo razumeli, primetimo
prvo da uslov implicira da ne mozemo vise drugu varijaciju zapisati kao

2 2 ’ ! u' ?
0°J =¢ / R(n —En) dz.

Medutim, jos uvek mozemo da koristimo jednacinu (4.8) da zapisemo drugu
varijaciju kao

b
62 = 52/ n¥(n)dx.

zado-

Ako sada izaberemo n(x) da bude umnozak od u(z) = A(zx,a), n(zx)
= 0, tako

voljava grani¢ne uslove n(a) = n(b) = 0. Za ovakav izbor je ¥(n)
da se druga varijacija anulira.

Jednom kada se druga varijacija anulira za netrivijalne n(x), znak totalne
varijacije, AJ, zavisi od znaka treée varijacije, 63J. Generalno, tre¢a vari-
jacija se moze uciniti negativnom izborom odgovarajuceg znaka za €. Ako bi
treca varijacija bila jednaka 0, posmatrali bismo cetvrtu varijaciju. Jakobi je
tvrdio, ali nije dokazao, da necée biti ekstrema ako se slede¢a nula od A(zx, a),
xr = a, javlja pre x = b.
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Jakobijev uslov:

Potreban uslov za lokalni minimum (maksimum) je da je A(z,a) # 0
za sve vrednosti z, pri cemu z € (a,b).

4.3.4 Konjugovane tacke

Prva nula od A(z,a), koja se nalazi posle + = a se naziva konjugat od a i
oznacava sa = a. Tacka A na ekstremali sa z-koordinatom a je konjuga
za tacku A sa xz-koordinatom a.

Postoje dva nac¢ina za odredivanje konjugovanih tacaka.

Analiticki metod:
Vrednost a zadovoljava jednacinu
A(a, a) = ug(a)ui(a) — ui(a)us(a) = 0.

Odatle sledi da je

% %
O _ O«
9| . 9
85 T=a 65 T=a

Koristili smo Jakobijev rezultat da se mogu dobiti partikularna resenja Jako-
bijeve jednacine diferenciranjem dvoparametarskog opsteg resenja odgovara-
juée Ojler-Lagranzove jednacine, s obzirom na parametre. Poslednje prika-
zana jednacina moze u nekim slucajevima biti reSena za xr = a.

Geometrijski metod:

Neka je u(x) resenje Jakobijeve jednacine, g(z, o, ) opste resenje odgo-
varajuce Ojler-Lagranzove jednacine i 7 neka konstanta. Posmatrajmo dve

5Mnogi istraziva¢i nazivaju i @ i A konjugovanim tackama, dok drugi prave razliku
izmedu konjugovane vrednosti @ i konjugovane tacke A. Sli¢no, neki istrazivaci svaku nulu
od A(z,a) koja se nalazi posle x = @ nazivaju konjugovanom tackom, dok ostali koriste
taj termin za prvu takvu nulu.
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krive
y="1(x o, B) iy=79afl)+yu(z).

Ove dve krive se seku kada je
u(z) = 0.

Ako se ove dve krive seku u tacki A, one Ce se takode seci i u konjugovanoj
tacki A.
Posmatrajmo sada dve bliske ekstremale,

Yy = Q(I,a,ﬁ) (49)

y:Q(m,a—l—Aa,B) (410)

za dovoljno malo Aq. Zanemarujuéi ¢lanove viseg reda, druga ekstremala
moze biti aproksimirana sa

. 2
ili
y=19(z,a, )+ Aa - uy(x).
Sada je jasno da ako se bliske ekstremale, i , seku u tacki A,
onda se one takode seku i u konjugovanoj tacki A ili u njenoj blizini (zbog
aproksimacije).

Sada ¢emo sve ovo razmotriti malo preciznije. Umesto nase dvopara-
metarske familije ekstremala ¢emo posmatrati jednoparametarsku familiju
ekstremala, y = g(x,c), pri ¢emu ¢emo obratiti paznju na snop ekstremala
koje ishode iz fiksne tacke A = (a,y,) (videti sliku [4.4). Posmatrajmo sada
dve bliske krive,

y=14(z,c) i y=9(z,c+ Ac),
ove jednoparametarske familije.

Ove dve ekstremale se seku ukoliko imaju iste koordinate. Mozemo ko-
ristiti jednacinu

y(z,c+ Ac) = g(x,c)

da odredimo z-koordinatu tacke preseka i jednacinu
y=19(z,c)

da odredimo y-koordinatu. Takode, ove uslove mozemo zapisati kao
y=1g(zc)
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Vot ———4A

4= — — —

Slika 4.4. Omotac (obvojnica)

y(x,c+ Ac) — g(z, ¢)
Ac
Podelili smo sa Ac da bismo dobili netrivijalan rezultat u grani¢nom slucaju,
kada Ac tezi u 0.
U tom grani¢nom procesu,

= 0.

. 2
=y(z,c), —(r,c)=0
y=19(z,c), 5 (z,0)
i dobijamo nasu konjugovanu tacku. Ovo je c-diskriminatna, skup jednacina
koji opisuje omota¢ nase jednoparametarske familije. Prema tome, ako fa-
milija ekstremala, koje ishode iz tacke A, ima omotac, konjugovana tacka za

element ove familije je tacka preseka te ekstremale sa omotacem.
Primer 4.2.

Posmatrajmo funkcionelu



Ojler-Lagranzova jednacina za ovaj problem je oblika
y' +y=0.
Opste dvoparametarsko reSenje ove jednacine je
y(x,a, B) = asinx + [ cos .

Primenom grani¢nih uslova, dobijamo da je

1
= —— 1 :0'
@ sinb ip

Odavde dobijamo ekstremalu

(videti sliku [4.5)).

|
0 /2 b4

Slika 4.5. Jednoparametarska familija ekstremala

Proverom Lezandrovog uslova, dobijamo da je

9% f

3y =2>0.

Dakle, ojacan Lezandrov uslov je zadovoljen.
Posto je



Jakobijeva jednacina,

LRy +(Q — Plu=0,

dx
se svodi na
u// + U = 0
Jakobijev direktan metod,
0y Y
u(l”) = C1U1($) + CgUg(x) = Cla_z + 023_2’

generiSe opste reSenje ove jednacine,
u(z) = ¢y sinx + ¢ cos .

Sada mozemo analiticki odrediti konjugovanu vrednost. Vrednost a zado-
voljava

Sto, u ovom slucaju, daje
sina  sin0

cosa cos0’

tj.
tga = tg0 = 0.
Sledi da je

a=m.
Takode, konjugovanu tacku mozemo odrediti i graficki, posmatrajuéi jed-
noparametarsku familiju ekstremala

y(r) = asinz,

koja ishodi iz pocetne tacke (videti sliku [£.5). Jasno je da se ”prava” ek-
stremala i ekstremale njoj bliske seku u a = 7. v

4.4 Pokretne granice - uslovi

4.4.1 Prirodni grani¢ni uslovi

U veéini problema koje smo proucavali su bila zadata oba grani¢na uslova.
Medutim, u nekim situacijama je deo problema optimizacije i odredivanje
jednog ili vise granicnih uslova (videti sliku [4.6]).
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Slika 4.6. Promenljiva krajnja tacka

Primer 4.3. (Zermelovﬂ problem navigacije).

Zamislimo ¢camac koji prelazi reku (videti sliku . Obale reke su para-

+THHH+

y(x)

0 b

Slika 4.7. Prelazenje reke

lelne prave i rastojanje izmedu njih smo oznacili sa b. Uzecemo da leva obala
bude y-osa. Pretpostaviéemo da nizvodna struja ima brzinu koja zavisi od
Z,

v =u(a),

i da se camac krec¢e konstantnom brzinom ¢ (¢ > v), u mirnoj vodi, tako da

SErnst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953) - nemacki matematicar
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je brzina promene polozaja ¢amca

d—f = ccosf,
dy
dt

gde je 0 = 0(x) ugao upravljanja ¢amcem. Zamislimo da camac kreée iz

koordinatnog pocetka. Koja kriva y = y(z) minimizira vreme putovanja
preko reke? Za vreme prelaska vazi da je

b b
T:/ ﬁd:L":/ ! dx.
o dx o ccosf

Da bismo ovaj problem sagledali na standardan nacin, treba podintegralnu
funkciju da zapisemo kao funkciju od v,c i y'. Posto je

=v(zr) + csinb,

dy
,_E_v—i—csin@
y= d_l’ - ccosf
dt

mozemo pisati

y' -ccos —v = FcV1 — cos?b.

Nakon kvadriranja obe strane,
c? cos® Oy'* — 2uccos Oy +v* = (1 — cos?0),

pa dobijamo

1
Resavajuc¢i po ——, dobijamo da je
¢

osf
o [ VST e,

2 —v%(x)

gde je v(x) poznata funkcija. Naveli smo samo jedan graniéni uslov za ovaj
problem, pocetnu tacku

y(0) = 0.
Krajnja tacka moze biti bilo gde duz suprotne obale, x = b. Razlicite krajnje
tacke ¢e dati razlicita vremena za koja ¢camac prede reku. Deo ovog problema
je i pronalazenje tacke za koju ¢e pomenuto vreme biti minimalno. v/
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Imajuéi na umu ovaj primer, minimizirajmo

Jlyl = / [z, y,y)de,

pri ¢cemu su z-koordinate krajnjih tacaka date, a y-koordinate nisu. Videli
smo da je prva varijacija oblika

b
o= 8/ [fy (2, 9,9 )0 + fy(z,9,9")nld.

Primeni¢emo parcijalnu integraciju. Radi jednostavnosti ¢emo pratiti La-
granzov pristup. Sledi da je

vea  Ja Tz oy’
pa prva varijacija dobija oblik

of "= b9 d (0
oo Loy (o) Jpoe

0J =en(z)==—
n(x) Dy
Prva varijacija se mora anulirati za sve n(z). To znaci da ¢e to vaziti

i u krajnjim tackama i Ojler-Lagranzova jednac¢ina mora biti zadovoljena.
Ako 7levi” grani¢ni uslov (u pocetnoj tacki) nije preciziran, n(z) se ne mora
anulirati u x = a 1 umesto toga zahtevamo da je

of ., .

a_y/(a7y(a)7y,(a)) = 0. (411)
Sli¢no, ako ”desni” grani¢ni uslov (u krajnjoj tacki) nije preciziran, n(z) se
ne mora anulirati u z = b i umesto toga zahtevamo da je

of
oy’

Ove dve jednacine se Cesto nazivaju prirodni graniéni uslovi.

of

b
[t il = @) 32

(b, §(b), §'(b)) = 0. (4.12)

4.5 Jake varijacije

4.5.1 Problemi sa slabim varijacijama

Ojler-Lagranzova jednacina, ojacan Lezandrov uslov i ojacan Jakobijev uslov
su dovoljni uslovi za slabe lokalne ekstreme. Oni su najvise obelezili tako-
zvani klasiéni varijacioni ra¢un (pre-Weierstrassian calculus of variations).
Nazalost, ovi uslovi nisu dovoljni za jake lokalne ekstreme.
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Primer 4.4.

Posmatrajmo funkcionelu

b
sl = [+ 1y

sa grani¢nim uslovima
y(a) = Yo, y(b) = ve-

Posto nedostaje zavisna promenljiva, Ojler-Lagranzova jednacina za ovaj
problem se svodi na

0
9f _ 4o/ 4+ 6y + 2y = av.
Y’
Sledi da g’ mora biti konstanta i da je ekstremala za ovaj problem prava

y=mzx+k

koja povezuje dve granicne tacke.
Pogledajmo Lezandrov test. Za nasu ekstremalu,

/ = 2(6m?* + 6m + 1)

(videti sliku {4.8)). Gde je R pozitivno, a gde je negativno? Oznacimo sa m
i my dva reSenja jednacine

6m* + 6m + 1.
Resavajucéi jednacinu, dobijamo

—6+36—-24 —3++3
12 6

myo =
Dakle, my; =~ —0.788675 i my ~ —0.21132. Posto je R konkavna funkcija po
m, sledi da je:
R >0zam<m; ili m > my;

R<0zam; <m<ms.
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Slika 4.8. Graficki prikaz za R

Prema tome, ojacan Lezandrov uslov za minimum je zadovoljen za m <
my ili m > mso 1 odgovarajuéi uslov za maksimum je zadovoljen za m; <
m < Mmay.
Za Jakobijev uslov je dovoljno napomenuti da je
Iy

u(@) = 1w (z) + oua(r) = 1o + Cror = €17 + 3

om ok

opste resenje Jakobijeve jednacine i da se
Az, a) = uz(a)ur (v) — ur(a)ua(z)

svodi na
A(z,a) =x — a.

Ovo resenje se anulira u z = a, ali se nigde vise ne anulira. Ne postoji
konjugovana tacka i ojacan Lezandrov uslov je zadovoljen.

Nasa ekstremala zadovoljava dovoljne uslove za slab lokalni minimum
(kada je m < my i m > mgy) i za slab lokalni maksimum (kada je m; <
m < mgy). Ipak, ekstremala nije minimum ili maksimum (u odnosu na jake
varijacije) za —1 < m < 0.

To se najjasnije vidi kada razmatramo minimum. Posmatrajmo pravu

1
y:—gx—i—Q, 0<x <5,

sa grani¢nim uslovima
y(0) =2, y(5) =1.
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Slika 4.9. Ekstremala koja je izlomljena linija

U bilo kojoj, proizvoljno maloj, okolini ove ektremale, gde imamo slabu
normu i jaku varijaciju, mozemo spojiti nase krajnje tacke izlomljenom lini-
jom koja se sastoji od segmenata koji imaju nagib 01 —1 (videti sliku .
Za ovu izlomljenu liniju ¢e funkcionela J biti 0, pa ¢e ona biti minimum za J.
Mozemo se zapitati da li koris¢enje ekstremala u vidu izlomljene linije moze
biti problemati¢no. Medutim, uvek mozemo uciniti glatkim delove gde se
javlja ”spic” ekstremale i tako napraviti neprekidno diferencijabilnu funkciju
¢iji je integral proizvoljno blizak nuli. Pravi problem je da izvod razlike ek-
stremala u vidu izlomljene linije i ektremala u vidu prave ne ide u 0 kada ¢

tezi u 0. Uvek ¢e postojati delovi ove razlike sa nagibom

1 4

- ()=,

Napomenimo da problem nije isklju¢ivo vezan za postojanje ovakvih ek-
stremala. Zapravo, one su na vrhu ”ledenog brega” i to je samo mali korak
ka razmatranju jakih varijacija. v/

Primer 4.5.

Posmatrajmo funkcionelu

Jly] = /0 (y* + y*)dz,

pri cemu su grani¢ni uslovi



Prvi integral za ovaj problem je oblika

of
oy =2y +3y”? = a.

Sledi da je ¢’ konstanta i da je ekstremala prava
y=0za 0<z<l.

Duz ove ekstremale, J[y] je jednako nuli.
Za ovu ekstremalu
R = 0°f

0y |,

i ojacan Lezandrov uslov za minimum je zadovoljen. Takode,

=2

| |
1 2

Slika 4.10. Indikatrisa

A(z,0) =z,

pa ne postoji konjugovana tacka te je i ojacan Jakobijev uslov ispunjen.
Dakle, svi uslovi za slab lokalni minimum su ispunjeni. Prikaz indikatrise
(videti sliku pokazuje da ne postoji prava koja je tangenta na dve
razlicite tacke indikatrise.

Uprkos svemu ovome, J[y] se moze uciniti negativnim. Posmatrajmo
funkciju

, 0<z<1—r,
1—7r

y:
s(1—x)

r
(videti sliku [4.11)). Za ovu funkciju,

, 1—r<z<1
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Slika 4.11. ”Spicasta” varijacija

J

10 4 s=0.5

0.25 0.5 0.75 1.0

-10 -

Slika 4.12. J[y] za "$picastu” varijaciju

l=r g2 s g2 S
= 1 S (1_2
] /0 (1—7’)2< + 1—r>dx+/1_r T2( r)dx’

52 st s(1—r)
i |

Tyl = 1 -
g r(1—r) 1—r r
Slika prikazuje grafik ove funkcije za tipicnu vrednost od s. v/

pa je

Uslovi kojima smo se bavili su potrebni, ali ne i dovoljni za jake varijacije.
Postoji dodatni uslov koji je dobio ime po Vajerstrasu. U nastavku ¢emo
formulisati taj uslov.

4.5.2 Vajerstrasov uslov

Zamislimo da imamo ekstremalu, y = y(x), bez Spiceva (videti sliku [4.13)).
Neka tacka 1, sa koordinatama (x1,y;), lezi na ovoj krivoj i neka tacka 3, sa
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Vi2(x)

a X1 Xq1+0 X3 b
Slika 4.13. Jaka varijacija

koordinatama (z3,ys), takode lezi na ovoj krivoj, ali tako da se nalazi desno
od tacke 1. Neka proizvoljna kriva, y = h(z), sece ekstremalu u tacki 1. Neka
tacka 2, ¢ija je z-koordinata x1 4+ o, bude tacka krive y = h(x), ali tako da
se nalazi desno od tacke 1. Napomenimo da se nagib krive y = h(x) u tacki
1 razlikuje od nagiba y(z) u tacki 1. Ovo ostaje tac¢no ¢ak i ako pomerimo
tacku 2 blize tacki 1 duz y = h(x). Neka je yo3(x) ekstremala koja povezuje
tacke 2 1 3.

Oznacimo sa I15 vrednost naseg integrala izmedu tacaka 1 i 2 duz luka
y12(x), sa Iy3 vrednost naseg integrala izmedu tacaka 2 i 3 duz luka yo3(z) 1
sa I3 vrednost naseg integrala izmedu tacaka 1 i 3 duz gy(x). Po formuli za
promenljivu krajnju tacku, imamo

Iys — I3 = — {(f - Z/g—yf,) + 92—5,] a.
Vrednosti x,y i 3 u ovom izrazu su procenjene duz g, u tacki 1. Za malo o,
imamo da je
Lo = f(z1, 91, 9)o.
Za varijaciju integrala mozemo pisati

. - of - .

Iy + Iz — I13 = |:f(xlay17Q) — f(x1,9,9") — a_y,(xlvylayll)(q - yf)] g.
Ovaj izraz mora biti nenegativan ako g(z) treba da bude minimum. Tacka
1 je bila proizvoljna u gornjem razmatranju. Buduci da je to slucaj, posma-
trajmo

E(l’,y,p, Q) = f(x?y7Q) - f(xay7p) - g_gf/(m’y7p)<q _p>
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Ova funkcija je poznata kao Vajerétrasovaﬂ E-funkcija. Sada mozemo for-
mulisati novi potreban uslov u terminima ove funkcije.

Vajerstrasov uslov:

Da bi funkcionela J[y] imala jak lokalni minimum (maksimum) u
y = y(x), mora vaziti da je E(z,9,79',q) > 0 (< 0) u svakoj tacki
od y = g(x) i za svaku konaénu vrednost g.

Vajerstrasov uslov ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju (videti
sliku [4.14]). On implicira da indikatrisa mora lezati iznad tangente kroz 7'

flx, y(x), y']
A

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
| I
1 |
| |
| |
1 : -y
Y q

Slika 4.14. Vajerstrasov uslov

Evo male tabele u kojoj su navedeni svi potrebni uslovi za jak lokalni
ekstrem koje smo do sada videli.

Potrebni uslovi za jak ekstrem:

a) Ojler-Lagranzov uslov;
b) Lezandrov uslov;

c) Jakobijev uslov;

d) Vajerstrasov uslov;

(
(
(
(

Pogledajmo sada neke jednostavne primere koriséenja Vajerstrasovog potreb-
nog uslova.

"Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - nemacki matematicar

67



Primer 4.6.

Prethodno smo proucavali funkcionelu
b b
Il = [ Feis = [ 62 = s
0 0
pri ¢emu je 0 < b < 7 i grani¢ni uslovi
y(0) =0, y(b) =1.
Zakljucili smo da ekstremala
sinx

glx) =

zadovoljava sve kriterijume da bude slab lokalni minimum. Proverimo sada
Vajerstrasov uslov. Za ovaj problem, FE-funkcija je oblika

sin b

oy’
= (-9 =91 -20(¢—7)
= ¢ —2q7 + (%)
= (¢—9)

0
E<$7Q7QI7Q) = f(magaq) - f(xagag/) - _f($7g7@/)(q - g/>
2
>_

Dakle, jasno je da je
E(z,9,9.q) 20,
pa je Vajerstrasov uslov ispunjen. v/
Primer 4.7.
Za funkcionelu )

Jy] =/ (v +y°)dz,

pri cemu su granicni uslovi :
y(0) =0, y(1) =0,

videli smo da je ekstremala koja nas zanima, oblika

y(r)=0za 0 <z <1,

zapravo prava nultog nagiba. Vajerstrasova E-funkcija za ovu ekstremalu se
svodi na

E(z,9,¥,9) = ¢*(1 +q)
i jasno je da ona moze biti bilo kog znaka, u zavisnosti od znaka za q. Prema
tome, Vajerstrasov uslov nije ispunjen i ekstremala y = 0 nije jak lokalni
minimum. v/
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Primer 4.8.
Za funkcionelu ,
Jly) = / (v +1)%"dw,
ekstremale su prave nagiba m. E-funkcija za ovaj skup ekstremala je oblika

E(z,9,9,9) = ¢*(¢g+1)*> —m*(m+1)* = 2m(m +1)(2m +1)(q — m)
(g —m)*[¢* +2(m + 1)g + (3m?* + 4m + 1)].

Znak FE-funkcije zavisi od znaka izraza u uglastim zagradama. Ovaj izraz je
kvadratna funkcija po ¢ i ima minimum u

g=—(m+1).
Za ovu vrednost ¢, izraz u uglastim zagradama se svodi na
m(m +1).
Zam < —11ili m > 0, ovaj izraz je pozitivan i Vajerstrasov potreban uslov za

minimum je ispunjen. Za —1 < m < 0, ovaj izraz je negativan i Vajerstrasov
uslov za minimum (u odnosu na jake varijacije) nije ispunjen. v/
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Poglavlje 5

Dovoljni uslovi

Potrebnim uslovima Ojlera, Lagranza i Jakobija smo se bavili u prethod-
nom delu ovog rada. Ovi uslovi nisu dovoljni za jake lokalne ekstreme. Va-
jerstras je 1879. godine formulisao ¢etvrti potreban uslov, koristeéi svoju
E-funkciju. On je takode shvatio da moze da ojaca i kombinuje ova Cetiri
potrebna uslova kako bi izveo dovoljne uslove koji garantuju postojanje jakih
lokalnih ekstrema.

HilbertE] je 1900. godine pojednostavio dokaz za Vajerstrasove dovoljne
uslove. Nas cilj, u ovom poglavlju, je da razumemo Vajerstrasove dovoljne
uslove i Hilbertov dokaz tih dovoljnih uslova. Zatim ¢emo pogledati Kara-
teodorijev’] metod ekvivalentnih varijacionih problema. Karateodorijev ele-
gantan metod se ponekad naziva i "kraljevski put” do varijacionog racuna.
Pratec¢i Hilbertove i Karateodorijeve pristupe, prvo moramo razumeti sta se
podrazumeva pod pojmom ”polje ekstremala”.

Vise detalja o narednim temama se moze pronac¢i u literaturi koja je
koriS¢ena za realizaciju ovog poglavlja, a to je: i ﬂgﬂ Slike koje se nalaze
u ovom poglavlju su preuzete iz ﬂgﬂ

5.1 Polje ekstremala
Ozna¢imo sa D domen u (z,y)-ravni i neka je
y = o(z,0) (5.1)

jednoparametarska familija krivih koja pokriva D. Ako jedan i samo jedan
¢lan ove familije prolazi kroz svaku tacku domena D, onda ovu familiju krivih

'David Hilbert (1862-1943) - nemacki matematicar
2Constantin Carathéodory (1873-1950) - gréki matematicar
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zovemo regularno polje na domenu D. Cinjenica da je polje regularno po-
drazumeva da postoji funkcija sa jednom vrednoscu,

c= ¢($,y),

takva da je
y = d(x,¥(x,y))

za svaku tacku naseg domena.

Zaregularno polje, nagib tangente na krivu y = ¢(z, ¢) u svakoj tacki sada
definise funkciju p(z,y), koju zovemo nagib polja. Ovaj nagib je definisan
analiticki preko dve jednacine:

99
p(xvy) = a_(xvc)> C:@Z’(%y) (52>
x
Primer 5.1.
Posmatrajmo jedini¢ni krug
?+y? < 1.
Skup paralelnih pravih
y=zx—+c

je regularno polje na tom krugu sa nagibom p(z,y) = 1 (videti sliku [5.1]).
Funkcija ¢ (z,y) je oblika

Slika 5.1. Regularno polje
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c=1(@,y) =y -z
Jednoparametarska familija parabola
y=(r—c’-1

nije regularno polje na ovom krugu jer u opstem slucaju dve parabole mogu
proc¢i kroz istu tacku. v/

Ako sve krive jednoparametarske familije krivih prolaze kroz istu tacku i
formiraju snopﬂ krivih, one ne formiraju regularno polje. Medutim, ako ove
krive pokrivaju ceo domen D i nikada ne seku jedna drugu sem u centru ili
ivici snopa, kaze se da one ¢ine centralno polje.

Primer 5.2.
Snop sinusnih krivih
y = ¢(r,c) = ssinx

(videti sliku je centralno polje za dovoljno male trake 0 < x < b, za
b < m. Primetimo da je to regularno polje za trake a < x < b, za a > 0 i
b<m v

\
\
\
\
|
0 a

|
|
|
b x
Slika 5.2. Snop sinusnih krivih

Ako imamo regularno ili centralno polje koje je istovremeno i jednopara-
metarska familija ekstremala za varijacioni problem, onda takvo polje nazi-
vamo polje ekstremala.

3U geometriji, snop je familija geometrijskih objekata sa zajednickim svojstvom. Na
primer: skup pravih koje prolaze kroz datu tacku u ravni, skup kruznica koje prolaze kroz
dve date tacke u ravni...
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Prekrivanje domena poljem ekstremala je blisko povezano sa Jakobijevim
uslovom. Za jednostavne probleme, najlaksi na¢in za generisanje jednopara-
metarske familije ekstremala je poceti sa opstim resenjem Ojler-Lagranzove
jednacine i zadati jedan od grani¢nih uslova, recimo za tacku A. To nam
onda daje jednoparametarsku familiju eksremala, y = ¢(z,c), koja ishodi
iz tacke A. Jedna od ovih ekstremala moze zadovoljavati drugi grani¢ni
uslov, recimo za tacku B. Ozna¢imo tu ekstremalu sa g(x). Videli smo, u
poglavlju[4, da ¢ée se dva beskonacno bliska ¢lana jednoparametarske familije
koja ishodi iz tacke A seci u konjugovanoj tacki leze¢i na obvojniciﬁ familije
krivih (videti sliku . Konjugovana tacka lezi na c-diskriminanti definisa-

Yot ——— 4 A

nHn +— — — —

Slika 5.3. Omotac (obvojnica)

noj sa dve jednacine:

0
y=o(,0), 5 (x.c) =0,

Ako ekstremala g(z) ne dodiruje ovu obvojnicu, obliznje ekstremale, koje su
¢lanovi nage jednoparametarske familije, ne seku g(x). Tada imamo centralno
polje koje obuhvata g(z) i koje prekriva neku okolinu od g(z). Ukoliko g(z)
dodiruje obvojnicu, obliznjie ekstremale ¢e seéi () i u tom slu¢aju nemamo
to polje. Dakle, da bismo imali polje ekstremala oko posmatrane ekstremale,
mora biti zadovoljen ojacan Jakobijev uslov.

4Obvojnica (engl. envelope) za familiju krivih u ravni je kriva koja koja je tangentna
na svaki ¢lan te familije u nekoj tacki.
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Za polje ekstremala, mozemo re¢i nesto vise o nagibu polja p(z, y). Naime,
diferencirajuéi jednacine (j5.2)), vidimo da je

Pz = ¢xz + (bxccza by = (bxccy- (53>
Diferenciranjem jednacine ([5.1)) dobijamo

Pa 1

6 74 >4
Iz nasih jednacina nagiba ([5.2)) i jednacina (5.3)) i (5.4) sledi da je
Pz + PPy = Pae-

Posto je ¢(x, ¢) ekstremala i zadovoljava Ojler-Lagranzovu jednac¢inu za svaku
vrednost ¢, znamo iz ultra-diferenciranog oblika (poglavlje [2)) da je

fy/y’gbzvx + fy’y¢z + fy’z — fy =0.

Parcijalni izvodi podintegralne funkcije f nase funkcionele su funkcije ¢iji je
argument z, ¢(x,c) i ¢,(z,c). Sledi da nagib p(x,y) mora zadovoljavati PDJ
prvog reda

(P +ppy) fyry + Dfyy + [y — [y = 0. (5.5)

Vide¢emo u nastavku da se ova ista PDJ pojavljuje i u drugacijem obliku.

5.2 Hilbertov invarijantni integral

Vratimo se na problem nalazenja ekstrema funkcionele

b
Il = [ Fle @),/ 2))da,
pri cemu su grani¢ni uslovi

y(a) = ya, y(b) =us.

Pretpostaviéemo da smo pronasli ekstremalu, y = g(z), koja zadovoljava

oba grani¢na uslova i koja je okruzena poljem ekstremala. Ovo implicira da

y = y(z) zadovoljava i Ojler-Lagranzovu jednacinu i ojac¢an Jakobijev uslov.
Hajde sada da ispitamo totalnu varijaciju

AJ = Jly] — J[J]
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t.
AJ = / F e y(@), o (2))dx — / [ g(@), § @) (5.6)

za krive y = y(z) koje zadovoljavaju nase grani¢ne uslove i koje leze u domenu
koji je prekriven poljem ekstremala. Zahtevamo da je AJ > 0 za minimum i
da je AJ < 0 za maksimum. U poglavlju[2]smo pisali y(z) = §(z)+en(z), ali
viSe ne mozemo da koristimo taj pristup jer sada dopustamo i jake varijacije,
pa ne mozemo garantovati da je n(x) malo.

Umesto toga, praticemo Hilbertov pristup i zameniti drugi integral u
jednacini sa njemu ekvivalentnim koji ne zavisi od putanje integracije,

b
/ B(z,y(x),y (x))da.

Zelimo da ovaj integral ima vrednost J[§j(x)], ne samo za y = §(z), nego za
sve y = y(x) koji zadovoljavaju nase grani¢ne uslove i leze u domenu koji je
prekriven poljem ekstremala. Kakav oblik ®(x,y,y’) treba da ima?

Hilbert je uzeo da opsti oblik ®(z,y,y’) bude

@(Ilf,y,y/) = f(:an?p) + (y/ _p)fy’(l.ayvp%

gde je p = p(x,y) jos uvek nepoznata funkcija. Napomenimo da je ®(x,y,y’)
opsteg oblika
O(z,y,y) = M(x,y) + N(z,9)y,

pri cemu su, u ovom slucaju,

M(z,y) = f(z,y,p) — pfy(z,y.,p) i N(z,y) = fy(x,y,p)

Videli smo, u poglavlju 3] da integrali ovog oblika ne zavise od putanje
integracije ako

oM  ON
dy  Ox’
Posto je
—— = fy = p(fyy + fyypy)

ON

Ox = fyo + fyypa,

sada zahtevamo da p = p(z,y) zadovoljava
(px _'_ppy)fy’y’ +pfy/y + fy’:fc - fy = 0.
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Ova jednacina je identicna PDJ za nagib naseg polja ekstremala ([5.5)). Dakle,
ako izaberemo da p = p(z,y) bude taj nagib, integral

/ [f(z,y,p) + (v — ) fy(z,y,p)ldx (5.7)

je nezavisan od putanje integracije. Za sve $to u nastavku budemo radili
¢emo podrazumevati da je p = p(z,y) nagib naseg polja ekstremala.

Zay = y(z) iy = ¢'(x), sada imamo da je p(z,y) = ¢'(z) (duz y =
g(x)) i integral se svodi na J[j]. PoSto je integral nezavisan
od putanje integracije, takode ima vrednost J[g] za sve krive y = y(z),
koje zadovoljavaju nase grani¢ne uslove i leze u domenu koji je pokriven
pomenutim poljem ekstremala.

5.3 Vajerstrasova F-funkcija

Posmatrajmo totalnu varijaciju

AJ = / f (@, y(@), o (2))dx — / f(5(2), § (2))dz.

Ukoliko zamenimo drugi integral u totalnoj varijaciji sa Hilbertovim invari-
jantnim integralom ((5.7)), dobijamo da je

b
AT = / @ u.y) — F@,y.0) — & — p)fy (@, v, p)ld,

pri cemu se sada integracija vrsi nad proizvoljnom krivom u domenu koji je
prekriven poljem ekstremala. Primetimo da je podintegralna funkcija upravo
Vajerstrasova E-funkcija,

E(z,y,p.y) = flx,y, ) — f(x,y.p) — (¥ —p) fy (2, y,p).

Dakle, mozemo pisati da je

b
AJ:/ E(z,y,p,y)dx.

Kao deo dovoljnog uslova za minimum ¢emo zahtevati da E-funkcija bude
nenegativna. Ako je E(x,y,p,y’) > 0, onda je AJ > 0. Sa druge strane,
kao deo dovoljnog uslova za maksimum ¢emo zahtevati da E-funkcija bude
nepozitivna. Ako je E(z,y,p,y") <0, onda je AJ < 0.

Za slabe ekstreme, jedan ili drugi uslov mora biti zadovoljen za sve x iy
koji su blizu ekstremala g i za sve vrednosti y'(x) koje su blizu p(z,y) = ¢'(x).
Dodajuéi ove nove uslove na nase ranije zahteve dolazimo do dovoljnih uslova
za slabe ekstreme.
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Dovolyni uslovi za slab ekstrem:

(1) y(z) je ekstremala, tj. reSenje Ojler-Lagranzove jednacine koje
zadovoljava odgovarajuce granic¢ne uslove.

(2) Ekstremala g(x) se moze ugraditi u polje ekstremala.
(Ovaj uslov moze biti zamenjen sa ojac¢anim Jakobijevim uslovom.)

(3) Vajerstrasova E-funkcija, F(z,y,p, '), je konstantnog znaka za sve
(x,y) koji su dovoljno blizu ekstremale §(x) i za sve vrednosti y'(x)
koje su dovoljno blizu p(z,y) = ¢'(x). Za minimum treba da vazi da
je E(x,y,p,y') =2 0, a za maksimum da je E(z,y,p,y") <O0.

Za jak ekstrem, ponovo zahtevamo da je £ > 0 (za minimum) ili £ < 0
(za maksimum) za sve vrednosti z i y koje su blizu ekstremale g(x), ali sada
za sve y'(x), a ne samo za one koji su blizu p(x,y) = ¢'(z). Dodavanje
ovih novih uslova na nase ranije zahteve nam pruza dovoljne uslove za jake
ekstreme.

Dovolyni uslovi za jak ekstrem:

(1) y(z) je ekstremala, tj. reSenje Ojler-Lagranzove jednacine koje
zadovoljava odgovarajuce granic¢ne uslove.

(2) Ekstremala g(x) se moze ugraditi u polje ekstremala.
(Ovaj uslov moze biti zamenjen sa ojacanim Jakobijevim uslovom.)

(3) Vajerstrasova E-funkcija, F(z,y,p,v'), je konstantnog znaka za sve
(x,y) koji su dovoljno blizu ekstremale g(z) i za sve vrednosti y'(x).
Za minimum treba da vazi da je E(x,y,p,y’) = 0, a za maksimum da

je E(z,y,p,y') <0.

Primer 5.3.

Posmatrajmo funkcionelu



pri cemu su grani¢ni uslovi

y(0) =0, y(1)=1.

Posto nedostaje zavisna promenljiva, Ojler-Lagranzova jednacina za ovaj
problem se svodi na

oy
Sledi da je i konstantno. Ekstremale za ovaj problem su prave oblika

y=mx+ k.

Posmatrajmo ekstremalu y(z) = z, koja povezuje dve granic¢ne tacke. Snop

pravih y = mx sa centrom (0,0) je centralno polje koje ukljucuje y(z) = x.

Nagib polja za ovo polje je p(x,y) = m. Duz y(z) = z, p(z,y) = 1.
Vajerstrasova E-funkcija za ovaj problem je oblika

E(@y.py) = flayy) - fla,yp) — @ —pfy(zyp)
_ y/3 _ m3 _ 3m2(y/ o m)
= (Y —m)’(y' +2m).
Za y' koje je blizum = 1, E > 0 i svi dovoljni uslovi za slab lokalni minimum
su zadovoljeni. Dakle, §(z) = z je slab lokalni minimum. Medutim, §(x) = x

nije jak lokalni minimum zato $to ako je 3 proizvoljno, znak E-funkcije neée
ostati konstantan.

o
)

y(x)

Slika 5.4. Izlomljena linija

Zaista, hajde da uporedimo vrednost funkcionele duz ekstremale g(z) = =
sa vrednoscéu nase funkcionele duz izlomljene linije

B 5z,  0<2<02,
Y=\ 25015, 02<z<1.
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(videti sliku [5.4). Duz g = z,

Jl§(x)] = /0 ldz = 1.

Duz izlomljene linije,

Jy(z)] :/0'(—5)3dx+/ (2.5)%dx = —12.5.

0.2

Jasno, J[y(z)] < J[y(z)]. v

Provera dovoljnosti pomoéu Vajerstrasove E-funkcije moze biti kompliko-
vana. Dakle, bilo bi korisno kada bismo imali jednostavniji uslov. U poglavlju
smo videli da je Vajerstrasov uslov zapravo lokalni uslov konveksnosti za
podintegralnu funkciju naseg varijacionog problema. U cilju da dokazemo
dovoljnost, zameni¢emo taj uslov lokalne konveksnosti jacim uslovom. To ¢e
biti uslov globalne konveksnosti.

Dovolyni uslovi za jak minimum:

(1) y(z) je ekstremala, tj. reSenje Ojler-Lagranzove jednacine koje
zadovoljava odgovarajuce granicne uslove.

(2) Ekstremala g(z) ne sadrzi konjugovane tacke.

(3) U svim tackama ekstremale i neke njene okoline, za sve konacne
2

vrednosti od 3’ vazi: Wﬁ(x,y, y') > 0.

Obratimo paznju na razliku izmedu uslova

0? ,

i ojacanog Lezandrovog uslova. Nejednakost (5.8)) mora da se primeni za sve
y', a ne samo duz posmatrane ekstremale.

Primer 5.4.

Za Fermaov tip integrala sa podintegralnom funkcijom oblika
f=9(@y)v1+y?,
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lako se pokazuje da je

*f _ glay)

W2 (V1+y?)
Stoga, svaka ekstremala koja ne sadrzi konjugovanu tacku daje jak lokalni
minimum, pod uslovom da je

g(z,y) >0

duz ekstremale. v/
Ova opsta klasa integrala obuhvata rastojanja, brahistohronu i minimalnu
obrtnu povrs.

5.4 Kraljevski put

Karateodori je 1935. godine uveo metod koji je ekvivalentan varijacionim
problemima. Ovaj metod je jedan od najbrzih i najelegantnijih nacina za
izvodenje dovoljnih uslova za probleme varijacionog ra¢una, toliko da je Kara-
teodorijev metod nazvan kraljevskim putem do varijacionog racuna. Ovaj
metod takode istice vezu izmedu varijacionog racuna i klasi¢ne Hamiltonﬂ-
Jakobijeve teorije. Hajde da prodemo kraljevskim putem.

Poc¢nimo sa problemom minimiziranja funkcionele

:/ flz,y(x),y (x))dz,

pri ¢emu su granicéni uslovi

y(@) = Yo, y(b) = vp- (5.9)

Neka je S(z,y) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je C
konturaﬂ Neka y = y(x) zadovoljava granicne uslove (5.9). Duz konture C,

vazi
oS 0S
/a (8x+ > / ——dz = S(b,yp) — S(a, ya)-

Uvedimo dalje
* N — no_YeYY
Fry.y) = flayy) — 5 3y

*William Rowan Hamilton (1805-1865) - irski matematicar, fizicar i astronom
6Kontura je zatvorena kriva koja nema samoprese¢nih tacaka.
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Duz konture C, funkcionela
b
Tyl = /f*(x,y,y’)dw (5.10)

= / f(x,y,y")dx — [S(b,yp) — S(a, ya)]

se razlikuje od nase originalne funkcionele, J[y|, do na konstantu. Prema
tome, svaka kontura koja minimizira J[y] takode minimizira i J*[y]. Za dva
varijaciona problema, sa podintegralnim funkcijama f(z,y,y') 1 f*(z,v,y),
se kaze da su ekvivalentna. Svaka moguca S(x,y) generise ekvivalentan vari-
jacioni problem. Karateodori je trazio S(x,y) i nagib polja p(x,y) koji novi
varijacioni problem ¢ine priliéno lakim za resavanje. Zahtevao je da S(z,vy)
i p(x,y) budu izabrani tako da

[ (z,y,y) =0, za y =p(z,y),

[ (z,y,y') 20, za y # p(x,y),

ili, ekvivalentno, tako da

oS 08

f(xvyay)_ O - ayy :07 za Yy :p(m7y)v (511)
a5  0S
nN_Z2 2P / .
flay.y) = o oY >0, za y #p(z,y), (5.12)

za sve x 1y (ili bar za sve x i y koji su dovoljno blizu resenja).
Ako zelimo da minimiziramo funkcionelu (5.10)), sada je dovoljno da iza-
beremo, kao nase reSenje, krivu koja zadovoljava

/

y =p(,y),
pri cemu su granicni uslovi
y(a) = Yo, y(b) =y

Duz ove minimizirajuée krive,

b

[ Hayyds = $0.m) - S(a.u.) (5.13)
Posto se minimum funkcionele J*[y] dobija za 3y = p(x,y), izvod leve strane
jednacine (5.11) po ¢’ se anulira. Odatle sledi da je

oS of

o a—y(x,y,p(x,y))- (5.14)
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Jednacina (5.10)) sada moze biti zapisana kao

g_i = f(@y,p(,y)) _p(x’y)g—;(%y,p(%y))- (5.15)

Karateodori je poslednje dve navedene jednacine smatrao prilicno vaznim i
nazvao ih je fundamentalne jednacine varijacionog racuna. Drugi ih zovu

Karateodorijeve jednacine.
Ako se Karateodorijeve jednacine, jednacine (5.14]) i (5.15)), iskoriste da
eliminisu S, 1 S, u nejednakosti (5.12)), dobijamo da je

f@,y,9") = f(@,y,p) = (' —p)fy(2,y,p) = 0.

Ova nejednakost moze biti zapisana koris¢enjem Vajerstrasove E-funkcije kao

E(z,y,p,y') > 0.

Nju smo ve¢ videli i to je bio jedan od uslova za jak minimum.
Ostaje da detaljnije okarakteriSemo S(z,y) i p(z,y). U tu svrhu, uvedimo
novu promenljivu
_of
z = a—y/(m,y,p). (5.16)
Sada mozemo uvesti Hamiltonovu funkciju (Hamiltonijan)

H(I7 Y, Z) =ZzZp — f(l', y:p>
Sada sledi, iz Karateodorijeve jednacine, da S(x,y) mora zadovoljavati PD.J

oS oS
—+H —) =0. 5.17
G Gy ) (517)
Jednacina (5.17)) je poznata kao Hamilton-Jakobijeva jednacina.
Ako mozemo resiti Hamilton-Jakobijevu jedna¢inu po S(z,y), onda do-

bijamo, koriste¢i jednacine ((5.14) i ((5.16)), da je

oS
= —. 5.18
=3 (518)
Ova promenljiva odreduje nagib p(z,y) naseg polja,
oOH 05
g= = — —). 5.19
y =pla,y) = - (2,9, 8y) (5.19)

Mozemo integraliti ovaj nagib, postujuéi granicne uslove ([5.9)), kako bismo
minimizirali nasu funkcionelu i resili nas problem.
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Uzimajuéi obic¢an izvod jednacine (5.18)), dobijamo
., 0%*S n 02S
zZ = —.
oxdy  Oy? Y
Uzimajuéi parcijalni izvod po y Hamilton-Jakobijeve jednacine dobijamo

0*S  OH OH9*S

gxdy Oy 0z oy
Kombinujuéi ove dve jednacine dobijamo

oH oS
r= 22 =, 2
d =G (520)

Jednacine i su Hamiltonove jednacine. ResSenje dobijeno ko-
riS¢enjem Hamilton-Jakobijeve jednacine je ekstremala, tj. reSenje Ojler-
Lagranzove jednacine. Obicno je najlakse integraliti Ojler-Lagranzovu jed-
nacinu direktno, ali nam Hamilton-Jakobijeva jednacina u nekim sluc¢ajevima
pruza alternativni nacin za nalazenje resenja.

Primer 5.5.

Posmatrajmo problem minimiziranja rastojanja,

b
Tl = [ VTF P
0

izmedu pocetne tacke i tacke (b,y,). Dakle, zelimo da minimiziramo nasu
funkcionelu, pri ¢emu su granicni uslovi

y(0) =0 i y(b) = u. (5.21)
Resavanje ovog problema ¢emo zapoceti uvodenjem nove promenljive
af p

(5.22)

2= —Y,P)= —F,
oy Y = T

pri cemu je

b= V1—22

Hamiltonijan sada ima oblik

H(Iaya 2) = ZpP— f(x’y7p)

Y & P
oo =2
= —V1-22
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i Hamilton-Jakobijeva jednacina je oblika
2
95 (99
ox oy

95\, (95\' |
Ox oy)

Potrazimo resenje koje zadovoljava

8—82—04 a—52—1—04
ox) 7 \oy) '

S obzirom na ove jednacine, sledi da je

oS
- va,
pa je
S(z,y) = Vaz +g(y).
Takode,
(9_8 =vV1l-«a
oy ’
pa je

S(z,y) =v1—ay+ h(z).

Uporedujucéi ova dva resenja, vidimo da je
S(z,y) = Var +vV1—ay+ 0. (5.23)

Zbog jednacine (5.13)), S(x,y) za ovaj problem je samo rastojanje izmedu
pocetne tacke i tacke (z,y). Dakle, Zelimo resenje Hamilton-Jakobijeve
jednacine koje zadovoljava

S(x,0) = ||, 5(0,9) = [yl. (5.24)

Nazalost, ne postoje vrednosti a i [ koje ¢e dati resenje koje zado-
voljava ove uslove. Medutim, postoji jos jedno resenje, takozvani singularni
integral.

Da bismo dobili taj singularni integral, moramo uzeti obvojnicu reSenja

(5.23)), eliminisanjem « izmedu jednacine ([5.23)) i jednacine

05 _ = __ Y
oa  2y/a 21—«
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Ova poslednja jednacina implicira da je

ZEQ

o0=——-
x2 492

i ako zamenimo ovaj izraz za « u resenju ([5.23)), dobijamo da je

S(z,y) = vVt +y? + 0.

Za [ = 0 sada nemamo problem da zadovoljimo jednacine (5.24). Za ovaj
problem, S(z,y) je Euklidsko rastojanje.

Sledi da je
oS Y

N
i zbog jednacine imamo da je
_ c _Y
e R

Ako integralimo nagib naseg polja,

dy
% —p(l',y) - E:

<

postujudi granicne uslove ([5.21)), dobijamo da je nase resenje prava
y(z) = LIy~
b
Karateodorijev metod ekvivalentnog varijacionog problema nas brzo vodi

ka Ojler-Lagranzovoj jednacini i Vajerstrasovom uslovu i predstavlja osnovu
za mnoga savremena istrazivanja u oblasti varijacionog racuna.
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Zakljucak

U radu smo se bavili dovoljnim uslovima za postojanje ekstrema varijacionog
problema. Najpre smo formulisali problem brahistohrone i dali pregled osno-
vnih pojmova teorije diferencijalnih jedna¢ina koje smo koristili u nastavku
rada.

Nakon toga smo predstavili najjednostavniji problem. U tu svrhu smo
definisali pojam funkcionele. Potom smo se bavili njegovim resavanjem i cilj
je bio nalazenje ekstrema pomenute funkcionele, pri ¢emu su bili zadovoljeni
odgovarajuci granic¢ni uslovi. S obzirom da smo pristupili resSavanju problema
koristeci prvu varijaciju, trazili smo uslov koji je ekvivalentan tome da je prva
varijacija te funkcionele jednaka nuli. Pratili smo tri pristupa koja su nas
dovela do Ojler-Lagranzove jednacine. Prvi pristup je bio Ojlerov, a onda
smo nastavili sa Lagranzovim pristupom. Zatim smo razmatrali i nacin na
koji je Di Boa Rejmond modifikovao Lagranzovo izvodenje.

Dalje smo analizirali primere kod kojih su funkcionele specijalnog oblika i
posvetili se detaljnijem proucavanju problema brahistohrone koji smo pred-
stavili na samom pocetku rada.

Zatim smo se vratili na problem nalazenja ekstrema funkcionele, ali sada
u svetlu druge varijacije. Izveli smo jos neke uslove koji potrebni ili dovoljni
da bi ta funkcionela imala lokalni ekstrem. Poceli smo sa Lezandrovim pri-
stupom, a zatim prikazali i Jakobijev pristup. Takode, kroz primer problema
navigacije smo ilustrovali Sta se desava u situacijama u kojima nam nisu
zadata oba grani¢na uslova. Ukazali smo na probleme sa slabim varijacijama
i presli na upotrebu jakih varijacija. Izveli smo Vajerstrasov uslov koji je jos
jedan u nizu potrebnih uslova za postojanje ekstrema nase funkcionele.

Medutim, videvsi da uslovi koje smo predstavili u prethodnom delu rada
nisu dovoljni za jake lokalne ekstreme, nastavili smo da proucavamo Va-
jerstrasove dovoljne uslove i Hilbertov dokaz istih. Kako bismo ih mogli
proucavati, uveli smo pojam polja ekstremala, Hilbertov invarijantni inte-
gral i Vajerstrasovu FE-funkciju. Na kraju smo prikazali i Karateodorijev
metod koji predstavlja najbrzi i najelegantniji nac¢in za izvodenje dovoljnih
uslova za probleme varijacionog racuna.
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sufficient for strong relative extremes. For this reason, in this chapter we
study Weierstrass’s sufficient conditions and Hilbert’s proof of them. We
introduce the field of extemals, Hilbert’s invariant integral and Weierstrass’s
E-function. At the end of the chapter, we show Caratheodory’s method of
equivalent variational problems. Caratheodory’s method is sometimes called
the royal road to the calculus of variations. This method is one of the quick-
est and most elegant ways of deriving sufficient conditions for the calculus of
variations.
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