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Predgovor

Furijeova analiza je oblast primenjene matematicke analize koja se u velikoj
meri koristi u mnogim naucnim oblastima. U ovom radu ¢e se izloziti pri-
mena Furijeove analize u reSavanju nekih zadataka digitalne obrade signala.

U prvoj glavi rada, odnosno u uvodnom delu, uvodi se pojam signala i
navodi jedna moguca klasifikacija signala. Takode, definisace se i osovni poj-
movi u vezi sa digitalnom obradom signala, odnosno opisace se ukratko faze
kroz koje prolaze analogni signali tokom konvertovanja u digitalne signale.

S obzirom da je Furijeova transformacija najc¢esc¢e koriséena alatka za
analizu signala, druga glava u radu temelji se na nekim segmentima Furi-
jeove analize. Definisa¢e se Furijeova transformacija i dokazati njena os-
novna svojstva. Bududi da je jedna od klju¢nih stvari u digitalnoj obradi sig-
nala prevodenje analognog u digitalni signal, jedan deo ove glave je posvecen
uzorkovanju. Definisac¢e se Najkvistova teorema o uzorkovanju, kao i pojava
poznatija kao aliasing.

U trecoj glavi rada izuc¢avace se neke od diskretnih transformacija. Prvo je
definisana diskretna Furijeova transformacija (DFT) koja se dobija diskretiza-
cijom jedne periode Furijeove transformacije, zatim i njena cikli¢cna kon-
volucija. Potom je definisana diskretna kosinusna transformacija (DCT).
Prvo se uvodi jednodimenzionalana kosinusna transformacija, a potom ¢esée
korisé¢ena, dvodimenzionalana diskretna kosinusna transformacija. Definisace
se i neka osnovna svojstva DCT poput dekorelacije, kompaktnosti energije,
separabilnosti, simetrije i ortogonalnosti.

Cetvrta glava posveéena je brzoj Furijeov transformaciji (FFT), algoritmu
koji omogucava brzo izracunavanje diskretne Furijeove transformacije. FFT
je prikazana kroz dva svoja algoritma sa razbijanjem po vemenu i sa razbi-
janjem po frekvenciji. Takode kroz primer je detaljnije pojasnjen Kuli - Tuki
algoritam.

Budué¢i da je tema rada modifikacija signala, u petoj glavi objasnjeni
su neki od razloga zbog kojih se pribegava modifikaciji signala. Jedan od
nacina za realizaciju modifikacije signala je koriséenje prozorske funkcije, pa
se u ovom delu definiSe pojam i uloga takvih funkcija. Potom se posmatra
nekoliko prozorskih funkcija kao Sto su pravougaona, trougaona, Hanova i
Hemingova funkcija koja predstavlja poboljsanu verziju Hanove funkcije.

Sesta glava rada je posveéena nekim primerima koji ée biti napisani u
obliku Matlab kodova uz njihovu analizu i obrazlozenja.
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1 Uvod

U ovoj glavi se navodi opsta definicija pojma signala, kao i podela na neke
osnovne tipove signala. Potom se navode neki osnovni elementarni signali i
na kraju glave se uopsteno definise pojam digitalne obrade signala. Pri izradi
ove glave koriséena je literatura [1], [2], [9], [12], [13].

1.1 Pojam i vrste signala

Pojam signala se moze definisati na vise nacina. Najopstije, signali predstavl-
jaju merljive velic¢ine koje nose informacije o nekom vremenski promenljivom
fizickom procesu. Jednostavnije receno, signal predstavlja skup podataka ili
informacija. Matematicki, signal mozemo predstaviti kao funkciju nezavisne
promenljive ¢, x(t), pri ¢emu t predstavlja vreme. Neki od primera signala
su pritisak, temeperatura, govor, cene na berzi, struja i napon, video, sila i
brzina,... Postoji vise razli¢itih podela signala. U ovom delu predstavljeni su
neki osnovni tipovi signala.

Jedna od najosnovnijih i najbitnijih podela signala je podela na neprekidne
i diskretne signale. Medutim ove signale je moguce klasifikovati po vremenu
i po amplitudi (vrednosti) te na osnovu toga sledi razlog za sledeé¢u podelu:
Prema vremenskoj promenljivoj:

o Vremenski neprekidan signal - signal x(t) koji je definisan u svakom
trenutku vremena unutar nekog vremenskog intervala odnosno, sig-
nal z(t) je neprekidan ako je ¢ neprekidna promenljiva. Svi procesi u
prirodi predstavljaju kontinualne funkcije. Na slici 1 graficki je prikazan
neprekidni signal.

o Vremenski diskretni signal - signal sa definisanim vrednostima samo
u diskretnim trenucima vremena unutar nekog vremenskog intervala.
Odnosno, kako bi kontinualne signale prilagodili radu na rac¢unaru uvodi
se pojam diskretnog signala x[n], gde je n ceo broj. Dobijeni su uzorko-
vanjem neprekidnih signala z(¢) u odredenim vremenskim trenucima.
Medutim, nisu svi diskretni signali dobijeni na ovaj nac¢in. Neki sig-
nali se mogu smatrati prirodnim diskretnim nizovima. Primeri signala
koji spadaju u ovu kategoriju ukljucuju dnevne cene akcija, statistiku
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Slika 1: Graficki prikaz neprekidnog signala z(t) = t2

stanovnistva, zalihe robe u skladistima i slicno. Na slici 2 dat je graficki
prikaz diskretnog signala.

20r

Slika 2: Graficki prikaz diskretnog signala x[n| = n?

Prema prirodi amplitude signali mogu biti:

e Analogni signali - signal moze da poprimi beskona¢no mnogo razlicitih
vrednosti amplitude u odredenom neprekidnom intervalu.

e Digitalni signali - signal moze da primi samo konacan broj vrednosti
amplitude, odnosno digitalni signal je diskretni signal sa brojcanom
vrednoséu. Npr. binarni signal je digitalni signal sa samo dve vrednosti
amplitude (01 1).



Postupak kojim se iz analognog dobija digitalni signal naziva se kvan-
tizacijal.

Sledec¢a vazna podela je na:

e Deterministicke signale kod kojih je fizicki opis i u matematickom i u
grafickom delu potpuno poznat.

e Stohasticke (slucajne) signale kod kojih se vrednosti signala ne mogu
tacno predvideti (Sum), pa se ne mogu opisati matematickom funkci-
jom, ali su poznati neki statisticki parametri signala (npr. srednja
vrednost)

Na osnovu vrednosti funkcije signale delimo na:

e Realne signale - realna matematicka funkcija vremenskog argumenta
odnosno realni signali su oni signali koji imaju realnu vrednost funkcije.

e Kompleksne signale - kompleksna funkcija vremena (za svako t, vred-
nost signala je jednoznacno definisan kompleksan broj, koji je opisan
svojim modulom i argumentom). Kompleksni signali su oblika x =
1 + 1xo pri ¢emu su x; i xo dva realna signala. Ukoliko je signal x-
jednak nuli, onda signal = postaje realan signal.

Takode jos jedna od podela je na:

e Parne signale - signal z(t) je paran ako je z(t) = z(—t) . Ukoliko je
signal paran on je simetrican u odnosu na y-osu. Graficki prikaz parnog
signala dat je na slici 3.

e Neparne signale - signal z(t) je neparan ako je x(t) = —z(—t). Ukoliko
je signal neparan, on je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.
Na slici 4 graficki je prikazan neparni signal.

Jedna od bitnijih podela signala je i na:

e Periodicne neprekidne signale: Neprekidan vremenski signal z(t) je
periodi¢an sa periodom T > 0 ako je z(t) = z(t +T) za t € R.

e Periodicne diskretne signale: Za diskretan vremenski signal x[n| kazemo
da je periodican sa periodom N > 0 ako za svako n € N vazi x[n+ N| =

lengl. quantisation



Slika 3:

Slika 4: Graficki prikaz neparnog signala z(t) =t

Najmanja vrednost za T ili N za koje vredi uslov periodi¢nosti neprekidnog
ili diskretnog signala predstavlja osnovni period tog signala. Signal koji ne
zadovoljava nijedan uslov periodi¢nosti je aperiodican ili neperiodic¢an signal.
Na slici 5 dat je graficki prikaz periodiénog signala.

Jos jedna podela signala je na osnovu kauzalnosti signala. Prema tome pos-

toje:

Graficki prikaz parnog signala z(t) = |t|

I S

o Kauzalni signali:

Neprekidni signal z(t) je kauzalan ako vazi da je z(t) = 0,t < 0,t € R.

Diskretni signal z[n] je kauzalan ako je x[n] =0,n < 0,n € Z.

o Antikauzalni signali:

Neprekidan signal z(t) je antikauzalan ako vazi da je z(t) = 0,£ >0

teR.




Slika 5: Graficki prikaz periodi¢nog signala z(t)
Diskretni signal z[n] je antikauzalan ako je z[n] = 0,n > 0,n € Z.

1.2 Neki elementarni diskretni i neprekidni (kontinu-
alni) signali
U ovom delu poglavlja navedeno je nekoliko elementarnih diskretnih i kon-

tinualnih signala koji se cesto koriste i sluze da se iz njih izvedu neki slozeniji
signali.

1.2.1 Jedini¢ni impuls

Niz koji ima samo jedan nenula element naziva se jedini¢ni impuls. To je naj-
jednostavniji diskretni signal koji se ¢esto naziva i Dirakov? impuls i oznacava,
se sa d[n], a definiSe se na sledeéi nacin:

o ={ o "o

Prema tome, Dirakov impuls je diskretni signal koji svuda ima vrednost nula
osim u nuli gde je n = 1. Na slici 6 dat je graficki prikaz ovog signala.
Jedini¢na sekvenca pomerena za k uzoraka se definise kao:

non={§ 15

i predstavljena je na slici 7.

2Paul Dirac, 1902-1984, fizicar



1001 1:
Slika 6: Dirakov impuls
0 d[n — k|
101 k :—;

Slika 7: Pomeraj Dirakovog impulsa

Proizvoljni vremenski diskretni signal moze da se prikaze preko jedini¢nog
impulsa i to kao suma pomerenih jedini¢nih impulsa razli¢itih amplituda.
Drugim rec¢ima, ako su date amplitude x[0], z[1], z[2], ... n-ti ¢lan niza dat je

sledeé¢im izrazom:
oo

ln] = > a[klo[n — k).

k=—o00

Ova, najvaznija, osobina jedini¢nog impulsa naziva se osobina selektivnosti.

U neprekidnom slucaju, Dirakov impuls, §(¢) definiSe se slede¢im uslovima:
(i) d(t)=0 za t#0;
(i1) / o(t)dt =1,

to

(m)/&ﬂﬁ:{é’“<0<%
t1 ’

mace.

10



Pomereni Delta impuls u neprekidnom sluc¢aju definise se na slede¢i naé¢in:

5(t—t0):0, Zat#tg
o] 150+
/ 5@—@Mp:/i5@—mM#:L
— t

o 0

U digitalnoj obradi signala, posebno je korisna relacija koja predstavlja svo-

jstvo selektivnosti:
o0

2(to) = / 2()3(t — to) dt,

pri ¢emu je x(t) proizvoljan neprekidni signal u trenutku ¢y. Drugim re¢ima,
vrednost signala u odredenom trenutku ¢y, moze se predstaviti kao konvolu-
cija Dirakovog impulsa 0(t) i signala z(t) u tom trenutku.

1.2.2 Hevisajdov signal

Hevisajdov?® signal u[n], poznat i pod nazivom jedini¢ni odskoé¢ni signal, u
diskretnom slucaju definise se na slede¢i nacin:

{l,nZQ

ulnf =910 w20

Jedini¢ni odskoc¢ni niz se moze predstaviti i preko jedini¢nog impulsa na
slede¢i nacin:

uln] = > 8[n— k.

k=—o00
Hevisajdov signal u diskretnom sluc¢aju prikazan je na slici 8.
U neprekidnom slucaju, Hevisajdova funkcija se definise na sledeé¢i nacin:

1, t>0,
Mﬂ:{o t<0.

1.2.3 Eksponencijalni signal

Eksponencijalni diskretni signal je jako vazan u predstavljanju linearnih diskret-
nih sistema. Ovi diskretni signali dati su izrazom:

zft] = Ad', t € Z.

3Qliver Heaviside

11



Au [72]

n
Slika 8: Diskretni Hevisajdov (jedini¢ni odskoc¢ni) signal

Pri ¢emu su u ops$tem sluc¢aju vrednosti A i a kompleksne. Ako su A i «
realne vrednosti, onda je i ovaj niz realan. Ako je 0 < a < 11 A pozi-
tivno onda su vrednosti sekvenci pozitivne i opadaju sa pove¢anjem t. Za
—1 < a < 0 vrednosti sekvence se smenjuju u znaku, ali opet opadaju sa
porastom t. Ako je |a| > 1 onda sekvenca raste kako t raste. Graficki prikaz
diskretnog eksponencijalnog signala dat je na slici 9.

A 2l

...H..!|H||||H||

Slika 9: Diskretni eksponencijalni signal z[t] = Aa' za a > 1

Y

Eksponencijalni neprekidni signal definisan je na slede¢i nacin:
x(t) = A, t € R,

pri ¢emu su, kao i kod diskretnog eksponencijalnog signala, u opstem slucaju
parametri A i a kompleksne konstante. Signali koji ekponencijalno rastu
koriste se za opisivanje nekih prirodnih pojava poput lancanih reakcija kod

12



slozenih hemijskih procesa, ali se u prirodi fizicke pojave ¢eSce opisuju sig-
nalima koji opadaju. Takva pojava je npr. radioaktivno rasipanje. Kao i u
diskretnom slucaju ukoliko su konstante A i « realni brojevi dobija se realan
eksponencijalni signal. Neprekidni ekponencijalni signal je prikazan na slici
10.

=~y

0

Slika 10: Realni kontinualni eksponencijalni signal z(t) = Ao’ za 0 < a < 1

Sa kompleksnim eksponencijalnim signalima usko su povezani i sinusni sig-
nali, stoga su i oni definisani u nastavku.

1.2.4 Diskretni i neprekidni sinusoidni signali

U digitalnoj obradi signala od velike vaznosti su i signali koji opisuju jednos-
tavne harmonijske oscilacije odnosno sinusoidni signali.
Na osnovu poznate ¢injenice da su sinusna i kosinusna matematicka funkcija
us

istog oblika samo medusobno fazno pomerene za 7, odnosno vazi identitet

, s
sin(z + 5) = oS

sinusne signale mozemo zapisati preko kosinusne funkcije. Prema tome,
diskretni sinusoidni signal definisan je izrazom:

zn| = Acos(won + ¢), —00 < n < 00, (1)

gde je n € Z, A amplituda sinusiode, ¢ faza u radijanima, wy ucestanost u
radijanima.
Medutim, izraz (1) moze da se zapise i kao:

z[n] = Acos(2mfn + ¢), —o0o < n < oo,

13



ukoliko se umesto w iskoristi promenljiva uc¢estanost definisana sa w = 27 f.
Diskretni sinusoidni signal je prikazan na slici 11.

A z[t] = Acos(wet + ¢)

il

H“I I ,
L]

Slika 11: Diskretni sinusni signal z[n]

U neprekdinom obliku sinusoidni signal je definisan na sledeé¢i nacin:
x(t) = Acos(wt + ¢), —00 < t < 0. (2)

Cesto se umesto w koristi i linearna ucestanost F koja ima jedinicu Hz ili
broj perioda signala u sekundi pri ¢emu vazi da je

w=2rF (3)
Ukoliko se iskoristi izraz (3) sinusoidni signal moze se zapisati kao:
x(t) = Acos(2mFt + ¢), —00 < t < 0. (4)

Signal dat izrazom (4) je periodic¢an za svaku konstantnu vrednost ucestanosti
F. Takode bitna osobina signala datim izrazom (4) je da su kontinualni sig-
nali sa razli¢itim ucestanostima medusobno razli¢iti. Dok poveé¢anje ucestanosti
F' za posledicu ima povecanje broja oscilacija u nekom vremenskom intervalu.

Preostaje jos da se pojasni povezanost sinusnih i eksponencijalnih sig-
nala. Razlog bliskosti izmedu sinusoidnih i eksponencijalnih signala je Sto
sinusoidni signal moze, koristeéi Ojlerov identitet e®* = cosx + isinz, da
prikaze kao zbir dva konjugovano-kompleksna eksponencijalna signala jed-
nakih amplituda, odnosno

A . A
2(t) = Acos(wt + ¢) = Eez(wt“s) + 56_1(“”5“5). (5)

14



Prvi sabirak u izrazu (5) odgovara pozitivnoj ucestansoti w u radijanima po
sekundi, dok drugi sabirak odgovara negativnoj ucestanosti (Ucestanost se
interpretira kao broj perioda signala u jedinici vremena za periodi¢ne signale
iona je samim tim pozitivna vrednost, ali zarad matematickih potreba uvode
se 1 negativne vrednosti ucestanosti).

15



1.3 Digitalna obrada signala

Digitalna obrada signala - DSP jedna je od najmo¢nijih tehnologija koje su
oblikovale i oblikuju nauku i inzinjerstvo u dvadeset i prvom veku. Rev-
olucionarne promene su veé¢ napravljene u Sirokom spektru polja kao sto su
komunikacije, medicinsko snimanje, radari i sonori, reprodukcija muzike, is-
trazivanja nafte itd. Svako od ovih podrucja je razvilo duboku DSP tehnologiju
sa svojim sopstvenim algoritmima i specijalizovanim tehnikama.

Od ostalih podrué¢ja u racunarskoj nauci, digitalna obrada signala se raz-
likuje po jedinstvenoj vrsti podataka koje koristi - signali. U veéini slucajeva
ovi signali poticu kao podaci iz stvarnog sveta kao Sto su seizmicke vibracije,
vizuelne slike, zvuéni talasi itd. Dakle, digitalna obrada signala predstavlja
proces analize i modifikacije signala u cilju optimizacije ili poboljSanja ne-
gove efikasnosti. To ukljucuje primenu razlicitih matematickih i racunskih
algoritama na analogne i digitalne signale u cilju dobijanja novog signala
koji je viseg kvaliteta od prvobitnog signala. Tacnije, DSP se bavi pred-
stavljanjem analognih signala nizom brojeva ili simbola i obradivanjem ovih
signala. Ti brojevi predstavljaju izmerene vrednosti signala u sukcesivnim
vremenskim intervalima. Odnosno, ne beleze se sve vrednosti signala, veé¢
vrednosti u nekim tackama u vremenu. Ovako dobijeni signal se naziva
diskretni signal jer je skup tacaka u kojima se posmatra vrednost signala
diskretan. Potom se vrsi kompjuterska obrada signala i time se dobija dig-
italni signal. Ovo svodenje analognog tj. neprekidnog signala na diskretni
odnosno diskretizacija po vremenu se naziva semplovanje ili uzorkovanje, o
cemu ¢e biti viSe re¢i u narednom poglavlju, a svodenje diskretnog na digi-
talni, odnosno diskretizacija po amplitudi se naziva kvantovanje.

Poceci DSP-a poticu iz 1960-ih i 1970-ih kada su digitalni rac¢unari postali
dostupni u nau¢nim istrazivanjima. Kako su ra¢unari bili skupi u to vreme
DSP je bila ograni¢ena na nekoliko aplikacija. Cetiri kljuéne oblasti rada
bile su radari i sonori, istrazivanje nafte, istrazivanje svemira i medicinski
snimci. Revolucija personalnih racunara desila se 1980-ih i 1990-ih i izazvala
je ekspanziju DSP-a. DSP je stigla u proizvodima kao §to su mobilni telefoni,
uredaji za reprodukciju kompakt diskova i elektronaska posta itd.

Digitalna obrada signala se odvija u nekoliko faza:

e Pretvaranje analognih signala u digitalni oblik
e Obrada digitalnog oblika signala

e Pretvaranje obradenog digitalnog signala u analognu formu.
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Prema gore navedenim fazama u digitalnoj obradi signala, prvo se (uz pomo¢
takozvanog sample-on hold kola) vrsi uzorkovanje digitalnog signala u peri-
odi¢nim intervalima. Zatim se ovakav signal Salje na A/D (analogno/dig-
italni) konvertor i signal se digitalizuje. Ovako dobijeni digitalni signal je
binarna sekvenca i njegova obrada se dalje vrsi u digitalnom-signal proce-
soru implementiranjem odgovarajuceg algoritma obrade signala. Kao izlaz
iz digitalnog signal-procesora se ponovo dobija binarna sekvenca koja se u
D/A (digitalno/analogni) konvertoru pretvara u stubicasti analogni signal.
Na kraju, u cilju odstranjivanja nezeljenih visokofrekventnih komponenata,
koristi se nisko propusni filter nakon cega se dobija zeljeni obradeni analogni
signal.

Glavni razlog zbog koga se ranije pribegavalo analognoj obradi signala
je taj sto se u postupku digitalne obrade signala generise mnogo brojeva,

a u ranijem periodu nije postojala neophodna tehnologija koja je mogla da
memorise, obradjuje ili reprodukuje ovoliku kolicinu brojeva.

Razvojom racunara, koji omogucavaju efikasno koris¢enje postojecih al-
goritama i podsticu razvoj novih, i digitalna obrada ostvaruje napredak.
Stoga je danas skoro celokupna obrada signala digitalna, tj. sve analiticke
prorac¢une nad digitalnim signalima, dobijenim od analognih, obavljaju racunari.
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2 Furijeova analiza

Furijeova analiza je vrlo vazan i mocan alat u digitalnoj obradi signala. Pruza
mogucénost mapiranja u drugi domen u kojim se njima moze manipulisati.

Prilikom obrade signala korisno je signal predstaviti kao kombinaciju
prostijih signala jer se time dobija bolji uvod u prirodu signala, a takode
i obrada slozenog signala se moze pojednostaviti putem obrade jednostavnih
signala. Samim tim, ova glava rada je posve¢eno nekim osnovnim pojmovima
Furijeove analize.

Prvo je ispitano kako se za odredenu periodi¢nu funkciju moze dobiti Fu-
rijeov red i koja svojstva on poseduje. Potom pod kojim uslovima Furijeovi
redovi daju tacan prikaz periodi¢nih funkcija. Nakon toga sledi prelazak sa
periodi¢nih na neperiodi¢ne funkcije, odnosno prelazak sa Furijeovog reda na
Furijeovu transformaciju. Literatura koriséena za ovo poglavlje je [1], [2], [4],
9], [12], [15].

2.1 Furijeovi redovi

Najprostije periodi¢ne funkcije, koji se nazivaju i harmonici, najcecse su
oblika
Asin(wt + ), —00 < t < 00

pri cemu A predstavlja amplitudu, w ugaonu frekvenciju, a ¢ pocentu fazu
harmonika Asin(wt + ¢). Ovakav naziv funkcije poti¢e od harmonijskih os-
cilacija, koje se opisuju ovakvim funkcijama. Period ovakvih prostih funkcija
je 27 /w.

Neka je z(t), t € R periodi¢ni slozeni signal sa periodom 7. Pri razlaganju
periodi¢ne funkcije sa periodom T na proste harmonike, ugaone frekvencije
ovih prostih harmonika treba da se izaberu tako da svaki od njih bude T'
periodi¢na funkcija, odnosno da 2kw/w =T, k € Z.

Suma beskona¢no mnogo harmonika je

= 2mkt
Ao + Z Ay sin( 7;
k=1

+ k) (6)
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Ova suma je periodi¢na sa periodom 7T', A, predstavlja amplitudu, ;. fazu za
sinus funkciju frekvencije k. Ukoliko se na izraz (6) primeni adiciona formula

sin(a + ) = sin acos  + sin 3 cos «

on se moze se zapisati na slede¢i nacin:

- 2kt 2kt
Ay + Z(ak cos ; + by sin ; ) (7)
k=1

U gore navedenoj formuli iskoriS¢ene su sledece oznake:

% = Ay, ap = Agsingy, by = Ay cos oy

I kona¢no, uvodenjem slede¢ih oznaka

T - period talasa,

fi= % - osnovna frekvencija talasa,

w = 27 f1- osnovna kruzna frekvencija talasa,

k - ceo broj koji predstavlja harmonike osnovne frekvencije,

izraz (7) postaje:
% + ;(ak cos kwt + by sin kwt). (8)

Prema tome, za periodi¢nu funkciju sa periodom 1" potrebno je odrediti kon-

stante ag, ay, by, as, bo, ..., an, b,, ... tako da vazi

x(t) = % + Z(ak cos kwt + by, sin kwt). 9)
k=1
Ukoliko se pretpostavi da se funkcija z(t) moze razviti u uniformno konver-

gentan red na [—Z, 2] dat sa (9), on se moze integraliti ¢lan po ¢lan, odnosno

0 coskwt dt + by, [ sin kwt dt)

|
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Odakle je
r

2

x(t) dt (10)

2
CL[):T

Nl\ﬂ\

Mnozeci (9) sa cosna i integraleci sabirak po sabirak od [—%, T] dobija se

x(t) cos kwt dt =

cos kwt cos kwt dt + by, [ sin kwt cos kwt dt)

|
S8 i

Qo >
5 | cos kwt dt + ;(ak

|
s el
w8 i w\lﬂ S~

%
= % / cos® kwt dt = a,,
_r
2

3
2
n = 7 / x(t) cos kwt dt (11)
-3
Analogno, mnoze¢i (9) sa sinna i integraleci sabirak po saboirak od [—Z, T]
dobija se
T
2 :
mzf/deMMt (12)
T

2

Izrazi (10), (11), (12) nazivaju se Furijeovi koeficijenti funkcije x(t). Jed-
nakost (9) sa Furijeovim koeficijentima (10), (11), (12) nazivaja se Furijeov

trigonometrijski red funkcije x(t).

Medjutim, izraz (8) moze da se zapise drugacije ukoliko se iskoristi Ojlerova*

formula
e =cosx +isinz

4Leonhard Euler (1707-1783) - §vajcarski matematicar i fizicar
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pa Furijeov trigonometrijski red postaje Furijeov eksponencijalni red pri ¢emu
su uvedeni novi koeficijenti ¢, € C, k € Z. Za ovo izvodjenje iskoristic¢e se

svojstva da za neko ¢, € C vazi da je
ck + ¢ = 2Re(cx)

i
icy —icy, = —2Im(cy)
gde je ¢ oznaka za konjugovano kompleksi broj. Odnosno, traze se koefici-
jenti ¢, takvi da vazi:
ay cos kwt + by sin kwt = cpe™t + ¢ eikwt
i ukoliko se ovde iskoristi Ojlerova formula, dobija se sledece:

ay. cos kwt + by sin kwt = cx(cos kwt + i sin kwt) + ¢ (cos kwt — i sin kwt)

Dalje sledi da je:
ay cos kwt + by sin kwt = cos kwt(c + T) + sin kwt(icy — icy)

Sada, ukoliko se iskoriste gore navedena svojstva dobija se da je:
ar = 2Re(cy),
bk = —2]m(ck).

Potom, nakon mnozenja druge jednacine sa ¢ i dodavanja prvoj dobija se:
_ 1 .
Cr = §(ak + Zbk)

pri ¢emu je iskoriséeno da je Re(cg) — ilm(cy) = ¢. Ako se sada uvede
oznaka c_j = ¢ Furijeov red moze se zapisati na slede¢i nacin:

(8) p(t) = > e

Co =

. Koeficijenti su

NS

gde je C_ = %(ak + Zbk) ick = %(ak — Zbk;), a Cyp =
dati slede¢om formulom:

Ck = x(t)e *tdy

(9)

‘ el
18— i
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Na ovaj nac¢in dobijen je Furijeov eksponencijalni red.
Izraze,

w(t) = Y cpe™ (13)

k=—o00

1

k= z(t)e Rt dt (14)

|
18 Sy

nazivamo Furijeov transformacioni par za neprekidne periodi¢ne signale pri
¢emu prvi izraz u transformacionom paru (13) predstavlja sintezu signala jer
periodican neprekidan signal predstavlja u obliku sume elementarnih kom-
pleksnih eksponencijalnih funkcija, dok je drugi izraz (14) analiza signala jer
govori o vrednostima koeficijenata Furijeovog reda kojima se mnoze elemen-
tarne kompleksne eksponencijalne funkcije prilikom sinteze signala.

Kao sto je ve¢ napomenuto, koeficijenti Furijeovog reda c¢; su kompleksni
brojevi, stoga mogu da se zapisu kao

cr = |cxle*.

Moduo koeficijenata Furijeovog reda |cx| naziva se amplitudni spektar sig-
nala, koji nosi informaciju o modulima, a argument koeficijentata Furijeovog
reda, argc, = @y naziva se fazni spektar koji nosi informaciju o fazama tj. po-
maku u vremenu pojedina¢nih kompleksnih eksponencijalnih funckija ¢ijim
se sumiranjem dobija posmatrani signal. Bitno je napomenuti, da je spektar
periodicnog signala diskretan, odnosno sastoji se od celobrojnih umnozaka
osnovne frekvencije f.

2.1.1 Dirihleovi uslovi

Sve prethodno izvedeno je pod pretpostavkom da se funkcija x(t) moze razviti

u uniformno konvergentni red. Sada se namece pitanje da li red (13) ¢iji su

koeficijenti dati sa (14) konvergentan na [—Z, I].

Dirihleovi uslovi® predstavljaju dovoljne uslove za egzistenciju razvoja
signala u Furijeov red. Prema Dirihlevoim uslovima, neophodno je da signal:

e Bude apsolutno integrabilan na bilo kom otvorenom intervalu trajanja
to+T
jedne periode odnosno, [ |z(t)| dt < oo;
to

SPeter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
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Slika 12: a) amplitudni spektar i b) fazni spektar periodi¢nog signala

e Ima konacan broj minimuma i maksimuma na bilo kom otvorenom in-
tervalu trajanja jedne periode tg < t < tg+ T

e Ima konacan broj prekida prvog reda (diskontinuiteta) na bilo kom
otvorenom intervalu trajanja jedne periode to <t <ty + 7.

Uslovi za uniformnu kovergenciju su nesto jaci:

Teorema 2.1 Ako je funkcija x neprekidna na intervalu [to,to + T i vazi
x(to) = x(to+71") i ako je &’ deo po deo neprekidna, onda Furijeov red funkcije
x konvergira uniformno ka x na [ty,to + T).

Uslov apsolutne integrabilnosti potvrduje da su svi ¢lanovi Furijeovog
reda konacni odnosno,

el = = [z ™ at) < = [ le@e ™ dt = [ |a()] dt <
S =T T ‘
= = 5
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Signali koji ispunjavaju uslov apsolutne integrabilnosti, a da ne ispunjavaju
jedan ili oba preostala Dirihleova uslova u praksi se jako retko javljaju. Jedan
primer ovakvog signala koji je apsolutno integrabilan, ali ne zadovoljava drugi
Dirihleov uslov jer ima beskona¢no mnogo ekstrema unutar jednog perioda je
prikazan na slici 13. Na slici 14 dat je primer apsolutno integrabilnog signala

ar(t)

[l .

T ﬂl oT ¢

Slika 13: Signal promenljive ucestanosti sa beskonatno mnogo minimuma i
maksimuma unutar jednog perioda

koji ne zadovoljava treé¢i Dirihleov uslov. Sa slike se vidi da je svaki period
signala podeljen na beskona¢no mnogo intervala, tako da je prvi interval
jednak polovini perioda signala, a svaki slede¢i dva puta kraéi od prethodnog.
U svakom od tih intervala vrednost signala je konstantna i dva puta manja
u odnosu na vrednost u prethodnom, odnosno, unutar jednog perioda signal
ima beskonacno mnogo diskontinuiteta.
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x(t)

Slika 14: Primer signala sa beskona¢no diskontinuiteta unutar jednog perioda

2.2 Furijeova transformacija

Sada sledi prelazak sa Furijeovih redova na Furijeovu transformaciju. Re¢
prelaz je odgovarajuca rec jer prelaskom na Furijeovu transformaciju prelazi
se sa periodicnih na neperiodicne funkcije. Neperiodicna funkcija moze se
posmatrati kao periodi¢na funkcija gde period postaje sve duzi i duzi. Drugim
reCima neperiodni¢na funkcija moze da se posmatra kao periodi¢na fukcija
kojoj period tezi u beskonacnost.

Radi lakseg razumevanja, gore izlozeno ¢e biti prvo prikazano na jednos-
tavnijem primeru, a potom ¢e ova prica biti generalizovana za opsti slucaj.

Neka je pravougana funkcija definisana na slede¢i nacin:

1t < 1/2,
() :{ 0, Itl ; 1?2 (15)

Grafik ove funkcije je prikazan na slici 15.

Sa grafika pravougaone funkcije vidi se da je II(¢) parna funkcija i Sirine
1. Slikovito, I1(#) moze se posmatrati kao prekidaé¢ koji je ukljucen na jednu
sekundu dok je ostatak vremena iskljucen. Funkcija I1(¢) se zbog svog grafika

naziva jos i Sesir funkcija, indikatorska funkcija ili karakteristicna funkcija za
interval (—1/2,1/2).

I1(¢) nije periodi¢na funkcija. Prema tome nema Furijeov red. Medutim,
funkcija I1(¢) ima jedinstven oblik na intervalu [—1/2,1/2] koji se moze isko-
ristiti za formiranje perioda. Ponavljajuc¢i deo funkcije gde ona nije jednaka
nuli u pravilnim intervalima razdvojenim sa dugim intervalima gde je funkcija
nula dobija se periodi¢na verzija funkcije II(¢). Ponovo na slikovit nacin,
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32 -1 —1)2 0 1/2 1 3/2
Slika 15: Pravougaona funcija I1(t)

samo sada periodi¢na funkcija I1(¢) moze da se posmatra kao prekidac koji
se pali na sekund i proces paljena se ponavlja, a u periodu izmedu dva paljena
drzi se ugasen. Dole je prikazan grafik funkcije I1(¢) koje je periodizovana za
period 15.

Slika 16: Funkcija II(¢) periodizovana za period 15

Potrebno je konstruisati funkciju x takvu da joj je period T i da je na
intervalu [—7"/2,7/2] jednaka funkciji II. Furijeovi koeficijenti ove funkcije

dati su sa
T/2

—— 727’I'7;’I’Lt/T t dt
Cn = 7 / e x(t)

—T/2

Ukoliko se Furijeovi koeficijenti predstave preko funkcije I dobija se

/2 1/2
1 . 1 .
Cp = T / ef2mnt/TH(t) dt = T / 6727r'mt/T 1 dt
-T/2 -1/2
t=1/2
_ 1 1 o= 2mint/T _ 1 emin/T _ o=min/TY b sin(ﬂ)
T | —2min/T —_1sp  2TiN ™m T
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Vrednosti Furijeovih koeficijentata ¢, mogu se posmatrati kao funkcija koja
zavisi od %. Sada ako T' — oo, onda za svako n, ukoliko je T" veoma veliko,
n/T je veoma malo te sledi da je

1 . . 1 . .
— sin(—) veli¢ine oko = (sinz ~ z ako je x malo)
™ T
Drugim rec¢ima, za svako n transformacija,

1 . <Wn)
— sin(—
™ T

tezi nuli kao 1/7.
) takvu da vazi:

@(%):T-cn

i uvrstavajéi u nju veé izracunatu vrednost za Furijeove koeficijente dobija
se:

Uvodeéi funkciju i(%

n 1 mn,  sin(mn/T)
W=)=T ¢, =T—sin(—) = ————
(T ) " ™m ( T ) /T
Ukoliko T' tezi u beskonaénost moze se primetiti da sada promenljiva n/T
iz diskretne prelazi u neprekidnu, pa samim tim povec¢avanjem broja T za-
pravo smanjujemo razmak izmedu vrednosti koje varijabla prima. Konacno,

uvodeci smenu s = Z dobija se:

o0

jj(s) = /G_Qﬂ'istl—[(t) dt
Sada sledi izracunavanje integrala.
f(s) = / 6—2m’stH(t) dt — /e_zm‘st A dt = SID7TS'
TS

Ovo upravo jeste Furijeova transformacija funkcije I1(¢), odnosno

sinms

I(s) =

s

Na slici 17 je prikazan grafik Furijeove transformacije funkcije I1(¢).
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Slika 17: Furijeova transformacija funkcije I1(t)

Funkcija sin 7z /72 koja se ovde puno koristi zbog svoje upotrebe dobila
je naziv "sink” funkcija.

. SINTIT
sinc x = ,
T
gde je
sinc 0 = 1.

Sink funkcija je neprekidna funkcija jer je

sin x
=1.

lim
z—0

Sada se postavlja pitanje kako bi transformacija izgledala u opstem slucaju.
Odgovor na postavljeno pitanje se dobija ukoliko se iskoristi ista ideja kao u
prilozenom primeru.

Sada ¢e da se uradi periodizacija bilo koje funkcije sa namerom da 7" —
oo. Pretpostavka je da je z(t) nula izvan [t| < 1/2. (Moze se uzeti bilo koji
interval, potrebno je samo pretpostaviti da je funkcija jednaka nuli izvan
nekog intervala, tako da se moze periodizovati). Periodizovacée se funkcija
x(t) periodom T i izracunati Furijeovi koeficijenti:

T/2 1/2
1 A 1 ,
o= / e Tty dt = / e=2mnt/T (1) dit. (16)
—T/2 —1/2
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Ukoliko se ovo proceni

1/2

1 )
el = 7| [ e Tate) i
“1/2
1/2 1/2
1 - 1 A
<q [lermmiaia =g [ leld =7,
-1/2 —1/2
gde je
1/2
A= [ fate)at,
—1/2

koje je neki fiksiran broj, nezavisno od n i T'. Ocigledno je da ¢, tezi nuli kao
i 1/T. Ukoliko se izraz za Furijeove koeficijente funkcije x(t) zapise preko
funkcije X koja zavisi od promenljive n/T odnosno

n T/2 .
X(—) —/ z(t)e T gt
r —1/2

Sada nova formula za Furijeov red glasi:

1 .
ZB(t) _ Z ?X<%)62mnt/T

n=—oo

n T/2 '
X(_) =Tec, = / I(t)e—zmnt/T dt
T /2

Odnosno,

Kako je T — oo, granice mogu da se zamene T'/2 — oo, diskretna promen-
jljiva n/T postaje neprekidna i ukoliko se izvrsi zamena n/T sa s dobija se

ista forma integrala:
o0

X(s) = / e~ 2ty (t) dt

Konaéno sledi formalna definicija Furijeove transformacije:

Definicija 2.1 Data je apsolutno integrabilna funkcija x : R — C. Furijeova
transformacija funkcije x je funkcija X definisana sa

r - 2
X(w) = / x(t)e ™ dt, pri cemu je w dato sa w = %

—00
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Specijalno, transformacija u nuli jednaka je

[e.o]

X(0) = / x(t) dt

—00

Sto je zapravo povrsina ispod grafika funkcije na celom domenu funkcije. Za
Furijeovu transformaciju pored notacije koja je ovde koris¢ena, X, ¢esto se
sreCe i oznaka F(z(t))(w) kao 1 Z(t). U praksi se ¢esto domen definisanosti
signala odnosno vremenski domen naziva originalni, a domen definisanosti
Furijeove transformacije frekvencijski ili transformacioni domen.

Uslov apsolutne integrabilnosti je dovoljan za egzistenciju Furijeove trans-
formacije vecéine fizickih signala. Medutim uslov apsolutne integrabilnosti
nije i potreban uslov jer postoje signali koji nisu apsolutno integrabilni npr.
Dirakova funkcija, sinusni i drugi periodi¢ni signali, ali za koje se ipak moze
odrediti Furijeova transformacija.

Kao i kod diskretnog spektra, Furijeova transformacija je kompleksna
funkcija i moze se predstaviti kao

X (w) = | X (w)] ).

Moduo Furijeove transformacije |X(w)| odreduje amplitude elementarnih
funkcija i naziva se amplitudni spektar signala, a argument ¢(w) = argX (w)
je fazni spektar signala jer utice na fazne pomake elementarnih signala.

2.2.1 Inverzna Furijeova transformacija

Kao sto je ve¢ receno, Furijeova transformacija analizira signal na osnovu nje-
gove frekvencije. Ali takode nas interesuje kako da nademo njenu inverznu
funkciju, odnosno kako da rekonstruisemo funkciju x(t) u vremenski domen
iz njene transformacije, odnosno iz njenog frekvencijskog domena X (s)?

Prvi korak pri izvodenju Furijeove transformacije je bio da se formula za

Furijeov koeficijent (16) zapise pomocu funkcije X, koja zavisi od promenljive
n/T. Tada formula za Furijeov red glasi:

)=y %X(%) g2mint/T (17)

n=—oo
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Sada, kada T'— oo, suma u (17) prelazi u integral, a ,_lp zapravo predstavlja
beskonacno malu vrednost ds, odnosno:

x(t) = /00 X (s)e?™stds. (18)

Na ovaj nacin je x(t) "obnovljena” iz X(s). Ova nova transformacija koju
smo konstruisali, naziva se inverzna Furijeova transformacija, ¢ije su najcese
oznake f ili F~!

U nastavku se definiSe teorema koja daje zanimljivu jednakost izmedu Fu-
rijeove transformacije funkcije i inverzne Furijeove transformacije te funkcije.

Teorema 2.2.1 Data je apsolutno integrabilna funkcija x : R — C takva da

je [ |x(t)]*dt < oo. Neka su transformacije F i F~' definisane sa

o0

Fla(t)(w) = / (e dt

—00

F ) = /X(w)ewdw

za ove transformacije vazi da je:
o F1F(z(t)) = x(t)
o« FF(a(t) = a(t)

Moze se primetiti da je Furijeova transformacija dobijena iz jednacine za
koeficijente Furijeovog reda, dok je inverzna Furijeova transformacija dobi-
jena bas iz jednacine Furijeovog reda.

2.2.2 Osobine Furijeove Transformacije

Kako bi se pojednostavila analiza signala u frekvencijskom domenu neohodno
je poznavati osobine Furijeove transformacije. U ovom delu navedeno je neko-
liko osobina Furijeove transformacije koje imaju veliku primenu u resavanju
konkretnih problema. Radi lakseg zapisa, uvodi se oznaka G(R) za familiju
funkcija f : R — C koje su deo po deo neprekidne i apsolutno integrabilne.
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1. Linearnost
Furijeova transformacija je linearna transformacija, odnosno ako su

f(t), g(t) € G(R) i neka su F(z(t))(w) i F(y(t))(w) Furijeove trans-
foramcije tih funkcija, respektivno, tada za svako a, b € C vazi:

Flaz + by)(w) = aF (x(1))(w)) + bF (y(1))(w)

Dokaz. Bududi da je integral linearni operator, direktno sledi da je:

Flax + by)(w) = / laz(t) + by(t)] e ™" dt
=a / r(t)e™ ™t dt + b / y(t)e ™ dt

= aF(2(t))(w) + bF (y(t))(w)

2. Svojstvo pomeranja u vremenskom domenu

Neka je F(x(t))(w) Furijeova transformacija signala z(t) € G(R). Pomer-
anje signala z(t) u vremenu za a vremenskih jedinica implicira mnozenje
spektra kompleksnom eksponencijalnom funkcijom e~

Fa(t — a)(w) = e " F(a(t))(w),

Dokaz. Ukoliko se iskoristi definicija Furijeove transformacije za signal
pomeren u vremenu dobija se:

o0

Flz(t —a)] = / x(t —a)e ™ dt

— 00

Nakon uvodenja smene y =t — a, dobija se

o0

Fle(t - a)] = / 2(y)e 0 dy

—00
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o0

:e—iwa / I<y>6—iwy dy

= e @i F(x(t))(w).

Moze se primetiti da se amplitudni spektar ne menja prilikom pomer-
anja signala u vremenu, odnosno:

[ Fla(t) ()] = |e7| IF((t) ()] = | F (b)) (w)

Pri ovom izvodenju iskoriséena je ¢injenicu da je |e”™*| = 1.

. Svojstvo pomeranja u frekvencijskom domenu

Neka je z € G(R) i neka je F(z(t))(w) Furijeova transfomacija funkcije
x(t). Mnozenje signala u vremenu sa kompleksnom eksponencijalnom
funkcijom ™! ima za posledicu pomeranje spektra po frekvencijskoj
osi za wy. Odnosno,

F(x(t)e ™) = F(z(t))(w — wp).

Dokaz. Dokaz za ovo svojstvo se izvodi slicno kao i za prethodno. O

. Skaliranje

Skaliranje odnosno prosirenje ili suzenje signala u jednom domenu dovodi
do suzenja odnosno progirenja u drugom domenu. Neka z(t) € G(R)
i neka F(z(t))(w) Furijeova transformacija signala z(t) tada za svako
a € R 0 vazi da je

Fla(at)w) = - Fa)((2)),

-~ al a

Dokaz. Prvo je potrebno naéi Furijeovu transformaciju od z(at). Odnosno,

[e.9]

Flz(at)] = /a:(at)e_i‘“t dt

— 00
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Uvodedi smenu at = p dobija se:

Sada, za a < 0 sledi:

Fla(at)] =

Q|
S
—~
~
N—
D
J
Q€
~
Q
~
I
|
—_
8
—
~
S—
o)
<
IS}
o~
QL
~
Il

. Konvolucija u vremenskom domenu

Konvolucija dve funkcije x;(t) i x2(t) definise se kao

o)

(21 % ma)(t) = / x1(7T)xe(t — 7) dr.

Konvoluciji signala u vremenskom domenu odgovara mnozenje u frekven-
cijskom domenu. Odnosno, ako su z1(t) i x2(t) € R i F(z1(t))(w) i

F(xo(t))(w) Furijeove transformacije ovih funkcija respektivno. Tada

vazi:

Fla1(t) * 25(t)) (W) = F(21(2)) (W) - F(22(t)) (w).

Dokaz. Potrebno je naci Furijeovu transformaciju konvolucije dva sig-
nala, odnosno:

o)

Flai(t) * 22(t)] = /[wl(t) * 2o(t)]e ™" dt
- / /a:l(T)xQ(t —7)dr| e ™ dL.
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Sada ukoliko se izvrsi zamena redosleda integracije dobija se:

Flai(t) * 2o(t)] = 7931@) 73:2@ — e tat| dr

i potom se uvedi smena 6 =t — 7 i dobija se:

Flay(t) * 25(t)] = 7 x1(T) 71;2(9)6“’9 do| e 7 dr

Bududi da integral u uglastim zagradama ne zavisi od 7 sledi:
o0 o0

Floy(t) x 25(t)] = / z9(0)e ™0 dh | - / xi(1)e T dr

— 00 — 00

= F(zo(t)(w) - Fx1(t))(w).

. Konvolucija u frekvencijskom domenu

Modulaciona teorema kaze da konvoluciji Furijeovih transformacija sig-
nala u frekvencijskom domenu, odgovara mnozenje signala u vremen-
skom domenu.

Neka su z1(t) i 25(t) € R 1 F(21(t))(w) 1 F(z2(t))(w) Furijeove trans-
formacije ovih funkcija respektivno. Tada vazi:

F((w1 - 22) (1)) (w) = Flaa(t))(w) * Fa2(t))(w)-

Dokaz. Za dokaz ovog svojstva neophodno je prvo pronadi inverznu
Furijeovu transformaciju konvolucije Furijeovih transformacija dva sig-
nala koja je podeljenja sa 27:

FH [ F@)w) « Flaa(t)w)] =

= & | BFm0)) « Flaa) )] e do -

— () T | T ) @) Fast)w - o) do| et do.

Dalje, nakon zamene redosleda integracije dobija se:
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F [ F @ 0)@)  Flaal) )] =
() ] Fa@)@) |] Ao - o) do

Potom se uvodi smena n =w — ¢
FH 5 F (@i(t)(w) * F(a(t)) (w)]
(&) ] Floatn) | [ Fano) e do] e do
jasno je da integral u uglastim zagradama ne zavisi od ¢ stoga:
FH [ F () (w) * F(z2(t)) (w)] =

& T Faooeran] | T Fao)oe o)
F [2l7rf(x1(t))(W) « F(2(t)) ()] = 1(t) - 22(t).

. Izvodi u vremenskom domenu

Neka je z(t) € R i neka je F(z(t))(w) Furijeova transformacija tog
signala. Tada vazi:
dux(t)
dt
Drugim rec¢ima, derivacija signala u vremenskom domenu dovodi do
naglasavanja viskofrekvencijskih komponenti signala u frekvencijskom
domenu (zbog mnozenja sa iw).

& iwF(x(t)) ().

Dokaz. Prvo je potrebno da se signal x(t) izrazi preko njegove inverzne
Furijeove transformacije nakon cega je potrebno potraziti njegov izvod:

o0

1 ,
zwt o . 1wt
dt dt o /.7- dw| = o /zwf(x(t))(w)e dw.

—00

Lako je primetiti da je dobijeni izraz inverzna Furijeova transformacija

od iwF(x(t))(w) pa je:

dx(t)
dt

— wF(z(t))(w).

36



Ponavljajuéi ovaj postupak n puta dobija se:

d"x(t)
(dt)"

< (iw)"F(x(t))(w).

8. Izvodi u frekvencijskom domenu

Neka je z(t) € G(R) i neka je F(z(t))(w) Furijeova transformacija
ovog signala tada vazi sledece:
AF (2(t)) (W)
tx(t) <> .
#(t) dw

Dakle, izvodu u frekvencijskom domenu odgovara mnozenje sa nezav-
isnom varijablom ¢ u vremenskom domenu.

Dokaz. Za pocetak, potrebno je pronaci izvod Furijeove transforma-

cije po w: .
/ H(0)e di = F(a(1)) ()]
—i / to(t)e ™ dt = W
pa vazi:
i) 0 AZE)
Za izvode viseg reda vazi:
t"x(t) < z”—dn}—(czii))(w) .

2.3 Uzorkovanje - sampling

Kako je ve¢ izlozeno u uvodnom delu ovog rada, jedan od nacina za dobi-
janje diskretnih vremenskih signala dolazi iz uzorkovanja neprekidnih signala.
Proces pretvaranja analognih signala u digitalni oblik naziva se analogno-
digitalna (A /D) konverzija. Obrnuti proces, odnosno rekonstrukcija analognog
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signala iz njegovih uzoraka poznata je kao digitalno-analogna (D/A) konverz-
ija. Za ove konverzije od kljuénog je znacaja teorema o uzorkovanju koja daje
precizne uslove pod kojima analogni signal moze biti jedinstveno predstavl-
jen na osnovu svojih uzoraka.

Uzorkovanje generalno nije invertibilna operacija, odnosno iz dobijenog
izlaza (niza diskretnih vrednosti) x[n] generalno nije moguce rekonstuisati
ulazni signal z.(t) jer mnogi neprekidni signali mogu da daju isti izlazni niz
uzoraka. Ovaj problem u uzorkovanju predstavlja vrlo bitno pitanje u obradi
signala. Medutim ovo moze da se ukloni ogranicavanjem ulaznih signala u
konvertor.

2.3.1 Periodi¢no uzorkovanje

Diskretizacija je najées¢éa metoda dobijanja diskretnog signala uzorkovanjem
neprekidnog signala pri ¢emu se niz uzoraka x[n] dobija iz neprekidnog signala
z.(t) u skladu sa formulom:

z[n] = z.(nT),—00 < n < o0, .. (19)

U formuli (19), T" je period uzorkovanja, a njegova recipro¢na vrednost, f; =
1/T je frekvencija uzorkovanja u sekundima, odnosno brzina uzorkovanja.
Frekvencija uzorkovanja takode moze biti prikazana i kao ws = 27/T.

Proces pretvaranja neprekidnog signala u diskretni prema izrazu (19) vrsi
se u sempleru koji se naziva i idealni C/D konvertor (continuous to disrete)
i prikazan je na slici 18

——() CiD jr—.
() z[n] = z(nT)

R

Slika 18: Blok shema idealnog C/D konvertera

Medutim, idealni C/D konverter sa slike 18 ne moze da se realizuje u
praksi, te se proces diskretizacije aproksimira uz pomo¢ A/D konvertera
(analogno-digiralni konverter). Kako bi se ova prica malo pojednostavila,
proces uzorkovanja je prikazan u dve etape kao na slici 19.

Na osnovu slike 19 moze da se primeti da je prva faza procesa uzorkovanja
modulacija niza Dirakovih funkcija, a druga faza je pretvaranje dobijenog
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sa(t)

we(t) _ ® z5(t) o U zorkivaé — sampler
z[n] = z(nT)

Slika 19: Skica uzorkovanja

niza impulsa u niz brojeva.

Sledi analiza semplovanja u frekvencijskom domenu. Neka je z4(t) sem-
plovani signal dobijen iz neprekindog signala z.(t). Sistem u kome se odvija
uzorkovanje moze se posmatrati i kao modulator u kome se odvija mnozenje
originalnog neprekidnog signala x.(t) sa nizom impulsa s,(t). Stoga semplo-
vani signal moze da se posmatra kao proizvod x.(t) i s,(t) Odnosno,

xs(t) = z(t)sa(t) (20)

Sto je prikazano na slici 20.

Ukoliko se periodi¢ni niz impulsa zameni Dirakovim § funkcijama dobija
se:

Sa(t) = Z 6(t - nTs)’ (21)

Izraz (20) moze da se zapise kao:

xs(t) = xc(t)sa(t) = xc(nTs) Z 5(t - nTs) (22)

n=—oo

pri ¢emu su iskoriséene relacije (21) i (19).
Kada se iskoristi osobina selektivnosti Dirakove funkcije (videti poglavlje
1.2.1), izraz (22) moze se zapisati na sledeci nacin:

[e.e]

vo(t) = > we(nT)5(t — nT.)

n=—oo

Buduci da se semplovani signal moze predstaviti kao proizvod originalnog
i niza impulsa, stoga Furijeova transformacija signala x.(t) je konvoloucija
Furijeove transformacije X;(jw) i S,(jw) (videti poglavlje 2.2.2). Moze se
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Sa(t)
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Slika 20: Mnozenje originalnog signala nizom pulseva

primetiti da je Furijeova transformacija impulsne funkcije, impulsna funkcija.
Odnosno,

Saljw) = = D 6w — kw,)
gde je ws = 27 /T frekvencija uzorkovanja u radijanima u sekundi. Stoga,

X () = 5 (Xl) * Su(j)

gde je *x notacija za konvoluciju. Konac¢no, nakon primene konvolucije dobija
se:

. 1« o
Xs(jw) = T Z X (jw — jkws). (23)
S k=—00
Formula (23) predstavlja relaciju izmedu Furijeovih transformacija ulaza i
izlaza idealnog impulsnog modulatora. Takode, na osnovu formule (23) moze
se primetiti da se Furijeova transformacija od x4(t) sastoji od beskonaé¢no pe-
riodi¢no ponovljenih kopija Furijeove transformacije z.(t). Odnosno spektar
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uzorkovanog signala |X(jw)| se sastoji od beskona¢nog broja transliranih
verzija originalnog spektra | X.(jw)| koje su pomerene za vrednost frekven-
cije semplovanja i njenih celobrojnih umnozaka.
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Slika 21: MnozZenje originalnog signala nizom pulseva. a) Spektar originalnog
signala; b )Periodi¢ni niz impulsa; c¢) Furijeova transformacija uzorkovanog
signala kada je ws > 2wy; d) Furijeova transformacija uzorkovanog signala u
slucaju da je ws < 2wy

Na Slici 21 je predstavljen proces uzorkovanja u frekvencijskom domenu.
Pod a) je prikazan frekvencijski ograni¢en spektar kontinualnog signal X.(jw)
¢ija je najvisa frekvencija wy. Pod b) je prikazan spektar niza Dirakovih im-
pulsa s(¢) odnosno periodi¢ni niz impulsa S(jw), dok slika 21 pod ¢) prikazuje
X;(jw) kao rezultat konvolucije X,(jw) i S(jw) koja je skalirana sa 1/27.
Ocigledno je da u slucaju kada je

Ws — WN = WN

odnosno
Ws 2 2wy
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kao na slici ¢) kopije od X.(jw) se ne preklapaju te kada se saberu u formuli
23 kopija od X.(jw) ostaje na svakom celobrojnom umnosku od w,. Prema
tome, z.(t) se moze rekonstruisati iz z4(¢) sa idealnim niskopropusnim fil-
terom. Na slici d) uvedena je pretpostavka da je ws < 2wy usled cega se
kopije od X.(jw) preklapaju.
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2.3.2 Teorema o uzorkovanju i alijasing

Glavni problem rekonstrukcije signala je dobijanje originalnog signala iz uzo-
raka te se samim tim namece pitanje koliko ¢esto treba uzimati uzorke da bi
od semplovanog signala mogli rekonstruisati originalni signal. Odgovor daje
sledec¢a teorema:

Teorema 2.2 (Najkvistova teorema o uzorkovanju) Neka je x.(t) sig-
nal ogranicenog opsega odnosno,

X,(jw) =0 za |w| > wy.

Tada je x.(t) jedinstveno odredenim svojim uzorcima x,(nTy), n = £0, +1,
+2, ... ako je
Wy = — > 2wy (24)
S
Frekvencija wy obi¢no se naziva Najkvistova (Nayquist) frekvencija, a min-
imalna frekvencija uzorkovanja, ws = 2wy, naziva se Najkvistova ocena
odnosno grani¢na frekvencija.

Drugim rec¢ima teorema kaze da frekvencija semplovanja mora biti bar du-
plo ve¢a od najvece frekvencije originalnog signala. Dakle, ako je wy > 2wy
ucestanost uzimanja uzorka, onda se signal z(¢) moze jednoznacéno rekons-
turisati iz uzoraka z(nT'), gde je n = 0,+1,42,... Medutim, izbor brzine
uzimanja uzoraka zavisi i od primene za koju se uzorkovanje koristi. Svrha
uzorkovanja u obradi signala je digitalna obrada signala i rekonstrukcija orig-
inalnog signala iz uzoraka. Medutim prilikom obrade signala, ucestanost
uzorkovanja zavisi i od osobina neprekindog signala. Na primer, ako se
uzorkuje temperatura vazduha ili atmosferski pritisak odnosno ako se sig-
nal koji se uzorkuje sporo menja, nema potrebe da se signal uzorkuje malim
period diskretizacije kao npr. 1 sekunda, jer je vremenska konstanta promene
ovih signala reda i nekoliko sati. Ali ako, na primer, merimo brzinu kretanja
vozila period uzorkovanja od 1 sekund bi bio mozda i predug.

Nasuprot ovoj pric¢i, ukoliko uslov (24) nije zadovoljen dolazi do prekla-
panja spektralnih komponenata, odnosno do pojave poznate pod nazivom
aliasing. Drugim rec¢ima, aliasing je pojava koja nastaje ukoliko se sig-
nal uzorkuje rede nego $to to nalaze Najkvistova teorema. Ovo dovodi do
mogucénosti da jednom nizu uzoraka odgovara vise razlicitih signala. Prema
tome, originalni signal se ne moze rekonsturisati iz uzoraka na jedinstven
nacin jer prilikom rekonstrukcije moze da dodje do zamene ucestansoti odnosno
da se komponenete viskoih frekvencija zamena sa komponentama niskih frekven-
cija.
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Postoje dve stvari koje se mogu uciniti kako bi se sprecila ili bar ublazila
pojava aliasinga. Prva mogucnost bi bila da se poveca frekvencija uzorko-
vanja za sve uzorke kod kojih se pojavio aliasing, dok je druga moguénost da
se koriste anti-aliasing filteri. U praksi, se signal uvek filtrira pre semplovanja.

Dakle, zakljucak je da pojava aliasinga u digitalnoj obradi signala nepozeljna
i da ukoliko nije zadovoljen uslov Najkvistove teoreme ne samo da ¢e biti
izgubljena informacija o signalu, ve¢ ¢e se dobiti pogresna informacija o sig-
nalu.
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3 Diskretne transformacije

U ovoj glavi predstavljene su dve diskretne transformacije. Prvi deo glave
posvecen je diskretnoj Furijeovoj transformaciji. Dok je u drugom delu ove
glave prikazana jos jedna veoma znacajna transformacija koja koristi samo
kosinusne funkcije. Literatura koriséena pri izradi ove glave je [2], [11], [12],
[15].

3.1 Diskretna Furijeova transformacija

S obzirom da se Furijeovi redovi koriste za uvid u frekvencijski sadrzaj peri-
odic¢nih funkcija, a Furijeova transformacija za frekvencijski sadrzaj neperi-
odic¢nih funkcija, postavlja se pitanje da li postoji transformacija koja pruza
uvid u frekvencijski sadrzaj signala koji nisu ni periodi¢ni, ni neperiodi¢ni,
ni deterministicki. Transformacija koja radi sa ovakvim signalima, naziva se
diskretna Furijeova transformacija (Discrete Fourier Transform). Diskretna
Furijeova transformacija - DFT dobija se diskretizacijom jedne periode Fu-
rijeove transformacije.

DFT ima veoma siroku primenu. Diskretna Furijeova transformacija je od
kljuénog interesa u prakti¢noj primeni na digitalnim racunarima jer racunari
rade iskljucivo sa diskretnim vrednostima, a kod DFT-a su oba domena
(frekvencijski i vremenski) diskretna. Takode, DFT ima ogromnu primenu
u digitalnoj obradi signala gde se koristi kao neophodan alat u spektralnoj
analizi signala i omogucava efikasno izvodenje filtiriranja u frekvencijskom
domenu. Znacaj DFT-a u digitalnoj obradi signala potice od toga sto pos-
toje mnogobrojni algoritmi za njeno izracunavanje.

DFT je transformacija koja uzima niz od N kompleksnih vrednosti i trans-
formise ga u niz od N komplesnih vrednosti, odnosno

=2

X[m] = x[n]e—iQWmn/N’ m = 07 17 AE3) N -1 (25)

3
I
=)

x[n] je diskretni niz vrednosti uzorkovanih u kontinualnoj promenljivoj z(t)
iz vremenskog domena.

Obi¢no se o DFT-u misli kao o pretvaranju podataka iz vremenskog
domena u prikaz u frekvencijskom domenu. Stoga, ovaj proces mozemo
preokrenuti i dobiti originalni signal vremenske domene izvodenjem IDFT-a
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na vrednostima X [m] frekvencijskog domena. Inverzna DFT je definisana na
slede¢i nacin:

N-1
1 )

=5 mZ_OX[m] e (26)

Uobicajeno je da se za predstavljanje eksponencijalnog faktora u izrazima

(25) i (26) uvede oznaka
Wy = e 2N (27)

Sada, ukoliko u izraze (25) i (26) uvrsti (27) dobija se:

Xfm] = 3 almwye (28)
1 N—-1 -
x[n] = N X[mjWwym (29)

Eksponencijalni faktori W} nazivaju se rotacioni faktori (twidlle factors).
Ovi rotacioni faktori imaju sledece osobine:

e Periodiénost:
W]»,\?n _ W]’rvn(n—l—N) _ W](\7m+N)n
e Simetrija:

(W)™ = wyt™

Transformacioni par dat izrazima (28) i (29) moze se prikazati i u ma-
tricnom obliku, tako Sto sekvence x[n] i X[k] predstavimo kao vektore sa
N vrsta i jednom kolonom, odnosno xy = [zg, 21, %2, ..., Tp1]7 1 Xy =
(X0, X1, X, ..., X,,_1]T, a rotacione faktore predstavimo u vidu matrice Wy
¢ije su dimenzije NxN. Dakle, izraz (25) u matricnom obliku moze se zapisati

na sledeé¢i naéin:
XN = WNXN (30)

gde je matrica transformacije data sa:

11 1 . ]
WN W]%, e W]%/',l
2(N—-1
Wy = 1 W]%f Wﬁ[ e WN( )
1 Wi, W]%[(N—l) W](VN—1)(N_1) |
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Inverzna DFT u matri¢nom obliku (26) i (30) data je sa:
xy = Wi Xy (31)

Matrica transformacije Wy ima osobinu da je:

1
W&IZN

Odnosno, ova osobina pokazuje da je inverzna matrica matrice Wy jednaka
normalizovanoj konjugovanoj matrici Wy.

Odavde sledi da je

W5

pri cemu je Iy jedinicna matrica dimenzije Nx/N. Dakle, transformaciona
matrica Wy je ortogonalna matrica.
Ukoliko se izraz (32) ubaci u izraz za inverznu DFT u matricnom obliku (31)

dobija se:

1
XN = NW?VXN

3.1.1 Cikli¢na konvolucija

Nizovi z1[n] 1 xs[n] duzine N mogu se pojedinéno rekonstruisati inverznom
DFT iz svojih DFT X; i X5. Proizvod ove dva DFT-a dat je sa

Y{k] = X K] Xa[k],0 <k < N — 1 (33)
i ukoliko se na njega primeni inverzna DFT dobija se niz y[n] od N elemenata.

Inverzna DFT sekvence Y'[k] je:

N-1

N-1
1 ji2rkm /N 1 j2km /N
glm] = = VRN = S X ] X e
k=0 k=0
Ukoliko prethodni izraz raspise detaljnije, dobija se:
ylm] = & S0 [0 wilnl] [ walt] ey
_ % 27]:/:—01 T [n] l]\igl T [l] [ iV:—Ol ejQWk(m—n—l)/N] . (34)

Moze se primetti da izraz u zagradi predstavlja geometrijsku progresiju ¢ija
je suma ¢lanova:

ply . N, a=1,
“ = ll_f;v, a # 1.

k=0

48



Ukoliko se uporedi ova sumu sa izrazom (34) vidi se da je

a= ej27r(m—n—l)/N' (35)

Vidimo da u izrazu (35) a = 1 kada je (m —n — 1) umnozak od N, a a® = 1
za bilo koju vrednost a # 1. Na osnovu ovoga iz izraza za geometrijsku
progresiju dobija se:

Nzla;.c:{ ]g, l=m—n+pN = (m—n)modN, p ceo broj,
k=0

, 1nace.

Na osnovu prethodno izvedenih izraza, izraz za y[m| mozemo zapisati u
konacnom obliku:

ylm] = a1[m] @ wo[ml]. (36)
Izraz (36) predstavalja cirkularnu (kruznu) konvoluciju. Dakle, operacija

mnozenja dve diskretne Furijeove transformacije odgovara u vremenskom
domenu operaciji ciklicne konvolucije.

3.2 Diskretna kosinusna transformacija

Diskretna kosinusna transformacija (DCT), slicno kao i ostale trans-
formacije, predstavlja signal kao sumu frekvencijskih komponenti sa odgo-
varaju¢im koeficijentima. DCT ima veliku primenu u kompresiji zvuénih
i vizuelnih podataka, kao u resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina.
Diskretna kosinusna trasformacija ima mnogo slicnosti sa diskretnom Furi-
jeovom transformacijom, pri ¢emu DCT koristi samo realne brojeve.

Kodiranje predstavlja jednu od najbitnijih stavki prilikom obrade slika
odnosno video zapisa. Ono se bazira na pretpostavci da pikseli na slici
pokazuju odredjeni nivo korelacije sa susednim pikselima. Sli¢no tome, u
sistemu za prenos video zapisa, susedni pikseli u uzastopnim kadrovima
pokazuju veoma veliku povezanost. Shodno tome, ove korelacije se mogu
iskoristiti za predvidjanje vrednosti piksela odgovarajuc¢ih suseda. Trans-
formacija je dakle definisana da mapira ove prostorne - korelisane podatke
u transformisane odnosno nekorelirisane koeficijente. Jasno je da bi trans-
formacija trebala da iskoristi ¢injenicu da je sadrzaj informacija pojedinog
piksela relativno mali, odnosno da u velikoj meri vizuelni doprinos piksela
moze da se predvidi na osnovu njihovih suseda.
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3.2.1 Jednodimenzionalna DCT

Najcese koriséena definicija za jednodimenzionalnu DCT na niz

fQ0), (1), ..., (N = 1)
je

72z + 1)u
Z f(z) cos —N], (37)

zau=20,1,2,.... N — 1. Inverzna Jednodlmenmonalna DCT transformacija
je definisana na slede¢i nacin:

= 3" a(u)C(u) COS[W], (38)

zax=0,1,2,...,N — 1. U izrazima (37) i (38) a(u) je definisano kao:

ofu) = \/@ Z;E (39)

U izrazu (37) za u = 0, dobija se C(u \/72 (x). Prema

tome, prvi koeficijent transformacije je prosecna vrednost sekvence uzorka.
Ta vrednost se naziva DC koeficijent. Svi ostali koeficijenti transformacije se
nazivaju AC koeficijenti. ©

Sada ¢e u izrazu (37) komponente f(x) i a(u) na trenutak biti zane-
marene. Na slici 22 prikazana je suma >~ cos[%] za N = 8 za
razlicite vrednosti parametra w. Prvi gornji levi oblik talasa (u = 0) daje
konstantnu (DC) vrednost, dok svi ostali talasni oblici (u = 1,2, 3,...7) daju
talasne oblike sa progresivno rastu¢im frekvencijama. Ti talasni oblici se

nazivaju kosinusne bazne funkcije i ove bazne funkcije su ortogonalne.

Ulazni niz se moze podeliti na podnizove i potom se na svaki deo moze pri-
meniti DCT nezavisno. Veoma je vazno primetiti da se u ovakvom proracunu
vrednosti baznih funkcija neée promeniti. Menja se samo vrednost f(z) u
svakom podnizu. Ova osobina je veoma vazna jer pokazuje da se bazne
funkcije mogu unapred izracunati "van mreze”. Ovim se smanjuje broj
matematickih operacija (mnoZenja i sabiranja) ¢ime se postize efikasnost
racunanja.

60vaj naziv potice od istorijske upotrebe DCT-a za analizu elektri¢nih kola sa jednos-
mernom i naizmeni¢nom strujom.
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Slika 22: Jednodimenzionalna kosinusna transformacija bazne funkcije (N =
8)

3.2.2 Dvodimenzionalna DCT

Najcesca sfera delovanja DCT je primena na sliku. Samim tim ovo zahteva
prosirenje na dvodimenzionalni prostor. Dvodimenzionalna DCT je direktno
prosirenje jednodimenzionalne i data je izrazom

i, 2z + Du, 72y + 1o

O(u,v) = au)a(v) Y 3~ fla,y) cosl =] cos| =], (40)

=0 y=0

za u,v =0,1,2,.., N — 11 a(u) i a(v) su definisani kao pod (39). Inverzna
dvodimenzionalna DCT je definisana kao

Fr) = 3 3 alua(u)C(u, ) cos T o7+ Doy

zaz,y=0,1,2,.... N — 1.
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Bazne funkcije dvodimenzionalne DCT prikazane su na slici 23. Ponovo
se moze primetiti da bazne funkcije pokazuju progresivno povecanje frekven-
cije i u vertikalnom i u horizontalnom pravcu. U gornjem levom uglu slike
23 se nalazi bazna funkcija nulte frekvencije ¢ije su koordinate (0,0). Dakle,
ova funkcija predstavlja konstantnu vrednost i naziva se DC koeficijentom.
Ostali koeficijenti su koeficijenti kosinusa frekvencije koji odgovara toj tacki
u izrazu (40). Takode, sa slike 23 moze se uociti da je veca frekvencija slike u
njenom donjem desnom uglu, odnosno $to je koordinata funkcije veca to je i
frekvencija kosinusa koji je opisuje vec¢a. Prema tome, koeficijentima u gorn-
jem levom uglu ¢e biti opisane niskofrekvencijske informacije u bloku slike,
dok ¢e koeficijentima u donjem desnom uglu diskretne kosinusne transforma-
cije biti opisane viskofrekvencijske informacije jer ¢e sa njima biti najvise u
korelaciji.

Slika 23: Dvodimenzionalna DCT baznih funkcija (N=8). Neutralna siva
boja predstavlja nulu, bela predstavlja pozitivne amplitude,a crna negativne
amplitude
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3.3 Osobine diskretne kosinusne transformacije

U ovom delu rada, navesée se neka osnovna svojstva DCT koja su od posebne

vaznosti za aplikacije koje se bave obradom slika.

3.3.1 Dekorelacija

Jedna od glavnih prednosti transformacije slike je uklanjenje suvisnosti odnosno
redundanse izmedu susednih piksela. To dovodi do toga da se nekorelisani

koeficijenti transformacije mogu kodidirati nezavisno.

Autokorelacija slike pre i posle primene DCT prikazana je na slici 24.
Jasno se vidi je da je amplituda autokorelacije posle DCT vrlo mala u svakom
potezu. Prema tome, moze se zakljuciti da DCT pokazuje odliéna dekorela-

ciona svojstva.
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Slika 24: (a) Normalizovana autokorelacija nekorelisane slike pre i posle DCT;
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(b) Normalizovana autokorelacija korelisane slike pre i posle DCT.

33




3.3.2 Kompaktnost energije

Ucinkovitost Seme transformacije moze se direktno oceniti njenom sposobnoséu
da ”spakuje” ulazne podatke u §to je moguce manje koeficijenta sto omogucava
da se koeficijenti sa relativno malim amplitudama odbace bez unosenja vizuelne
distorzije u rekonstruisanu sliku. Na slici 25 prikazane su dve slike i njihove
DCT. Jasno se vidi da nekorelisana slika svoju energiju Siri, dok je energija
korelisane slike ”spakovana” u podrucije niske frekvencije (tj. gornji levi
ugao).

(b)

Slika 25: (a) Primer nekorelisane slike i njene DCT; (b) Korelisana slika i
njena DCT

Jos nekoliko primera ovog svojstva dato je na slici 26. Ukoliko bi se bolje
pogledala slika 26 moze se zakljuciti da se ona sastoji iz Cetiri Siroke klase
slika. Slike pod (a) i (b) sadrze velika podruédija ¢iji se intenzitet polako
menja. Ove slike se mogu klasifikovati kao slike niske frekvencije sa niskim
prostornim detaljima. Primena DCT na ovim slikama pruza dobru kompak-
tnost energije u podruéju niskih frekvencija transformisane slike. Slika (c)
sadrzi brojne ivice (odnosno ostre promene intenziteta) i stoga se moze klasi-
fikovati kao slika visoke frekvencije sa malim prostornim sadrzajem. Medutim
podaci o slici pokazuju visoku korelaciju koju koristi DCT algoritam da bi se

o4



(a)
(b)

ic)
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(d)

Slika 26: (a) Saturn i njegova DCT; (b) Dete i njegova DCT; (c)Strujno kolo
i njegova DCT; (d) Drvece i njegova DCT; (e) Zivotinja i njegova DCT; (f)
Sinusni talas i njegova DCT
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obezbedila dobra kompaktnost energije. Slike (d) i (e) su slike sa progresivno
visokim frekvencijama i prostornim sadrzajem. Zbog toga su koeficijenti
transformacije rasporedeni na niske i visoke frekvencije. Slika (e) prikazuje
periodi¢nost pa DCT sadrzi i impulse sa amplitudama proporcionalnim tezini
odredene frekvencije u originalnom talasnom obliku.

Prema tome, moze se zakljuciti da DCT pruza izvrsnu kompaktnost en-
ergije za korelisane podatke.

3.3.3 Separabilnost

Formula za DCT (40) moze biti predstavljena i na sledeéi nacin:

Clu.v) = a(a®) Y cos "LV S 0 g cosTELEDY )

i
o
<
Il
o

zau,v=20,1,2,...,. N —1.
Ovo svojstvo naziva se separabilnost. Njegova glavna prednost je to Sto
se C'(u,v) moze izracunati u dva koraka uzastopnim jednodimanezionalnim

operacijama na redovima i kolonama slike. Ova ideja je prikazana na slici
27.

_'}’ »

fix, ) Transformacija Clx, v) Transformacija Clu, v)
po vrstama po kolonama

Slika 27: Racunanje 2-dimenzionalne DCT uz primenu svojstva separabil-
nosti

v

3.3.4 Simetrija

Ukoliko se u izrazu (41) pogledaju operacije koje se vrse na redovima i
kolonama moze se primetiti da su u pitanju iste operacije.
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Takve trasnformacije se nazivaju simetri¢ne. Separabilna i simetri¢na
transformacija se moze izraziti u obliku

T = AfA, (42)

gde je A je simetri¢na matrica dimenzija NxN sa koeficijentima a(i, j) koji
su predstavljeni izrazom

a f je NxN matrica slike.

Ovo je izuzetno korisno svojstvo jer implicira da se matrica transformacije ”
moze unapred izracunati ”van mreze”, a zatim se primeni na sliku, ¢ime se
obezbeduje poboljsanje u efikasnosti racunanja.

3.3.5 Ortogonalnost

Obrnuta transformaciju od izraza (42) oznacena je na sledei nacin:
f=A"t'TA™L

Buduéi da su bazne funkcije DCT ortoganalne, inverzna matrica matrice A
jednaka je svojoj transponovanoj, odnosno, A~! = A”. Prema tome, ovo
svojstvo dovodi do odredenog smanjenja slozenosti pri izra¢unavanju.

3.4 Brza Diskretna kosinusna transformacija

Prethodno navedena svojstva predstavljaju osnovu za brzi algoritam izracuna
DCT-a. Kao i DFT i izracunavanje DCT-a se moze olaksati pomo¢u FFT-a
(FFT je obradena u narednoj glavi). Ovaj algoritam je predstavljen za 1-D
DCT, ali moze se prosiriti i na 2-D slucaj. Ovde je vazno napomenuti da
DCT nije realni deo diskretne Furijeove transformacije. Sto se lako moze
provertiti uvidom u matrice transformacije DCT i DFT.

Jednodimenzionalna sekvenca f(z) u (37) moze se izraziti kao zbir parne
i neparne sekvence

~

f(l') = fp(J:) + fn(iﬂ),

"U terminima obrade signala ova matrica se naziva jezgro transformacije. U ovom
slucaju ono se sastoji od osnovnih funkcija na Slici (23)
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gde fy(x) = f(20) = f(2), fu=[fQe+1)=f(N-2-1)i0<z<§ -1

Sabiranje u (37) moze biti podeljeno kako bi se dobilo:

= O‘(“){Z fp(2) cos[w] i ful) COS[W]}
_ p A 7T(4SL' + 1)u
= a(u) 2 f(z) cos| oI ]

= Rela(u)e ™YY7 f(a)e N = Rela(w)Ws3 DFT{f(x)}v]

T

I
=)

Za inverznu transformaciju parne tacke mogu biti izra¢unate smatrajuci

da f(2z) = f(2z) dok neparne tacke mogu biti izracunate smatrajuci da
fRzx+1)=f2(N-1-2)za0<z< T -1

3.5 Poredenje DCT sa drugim transformacijama

Ovde ¢e se prikazati superiornost DCT nad ostalim transformacijama pri-
likom obrade slike. Tac¢nije, DCT ¢e biti uporedena sa Karhunen - Loeve
Transform (KLT) i sa Diskretnom Furijeovom transformacijom (DFT). KLT
transformacija nije deo ovog master rada, ovde je samo uporedena sa DCT
kako bi se pokazalo koliko DCT nadvladava ostale transformacije kada je u
pitanju obrada slika.

KLT je linearna transformacija u kojoj su bazne funkcije preuzete iz
statistickih svojstava podataka slike i mogu biti prilagodljive. Optimalna
je u smislu kompaktnosti energije, odnosno nastoji da ”spakuje” sto vise en-
ergije u Sto je moguce manje koeficijentana. Medutim, jezgro transformacije
uglavnom nije separabilno. Drugim rec¢ima, KLT je zavisan od podataka i
samim tim, je bez brze transformacije. Izvodenje odgovarajuce baze za svaki
podblok slike zahteva nerazumne racunske resurse. lako su predlozeni neki
brzi KLT algoritmi, ipak je ukupna slozenost znacajno veca od odgovarajucih
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DCT i DFT algoritama.

Sa druge strane, jezgro DFT transformacije je linearno, separabilno i
simetricno. Dakle, kao i DCT ono ima fiksne baze i moguce su brze imple-
mentacije. Takode pokazuje dobru dekorelaciju i karakteristike kompaktnosti
energije. Medutim, DFT je kompleksna transformacija i stoga propisuje da
se kodiraju i veli¢ina slike i podaci o fazi. Pored toga, DCT omogucava bolju
kompaktnost enrgije od DFT za vec¢inu prirodnih slika. Dalje, implicitna
periodi¢nost DFT transformacije dovodi do grani¢nih diskontinuiteta koji
rezultiraju znacajnim sadrzajem visoke frekvencije.
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4 Brza Furijeova transformacija

U ovoj glavi bi¢e prikazana brza Furijeova transformacija (FFT), algo-
ritam za brzo racunanje diskretne Furijeove transformacije (DFT) koja je
narocito je pogodan za izvrSavanje na racunaru. Prednost u odnosu na
diskretnu Furijeovu transformaciju je u tome $to se kod FFT-a izbegava
ponovno izra¢unavanje izraza koji se medusobno potiru. Postoji vise vrsta
FFT algoritama, medu kojima je najpopularniji Kuli-Tuki algoritam.

Literatura koriséena za izradu ove glave je [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8].

4.1 Princip dekompozicije
Ukoliko bi se DFT rac¢unala direktno preko sume

X[m] = zn|Wy", m=0,1,...,N —1, (43)

n=0

to zahteva N mnozenja i N — 1 sabiranja za svaki od N elemenata X [m].
Ukoliko je x[n| kompleksna vrednost tada svako mnozenje zahteva cetiri re-
alna mnozenja i dva realna sabiranja: (a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(bc+ ad).
Svaki od kompleksnih N — 1 sabiraka zahteva dve operacije sabiranja:
(a+1ib) + (c+id) = (a + ¢) + i(b+ d). Bududi da je u opstem slucaju z[n|
kompleksna vrednost, izraz (43) se moze napisati u sledeé¢em obliku:

=z

Xlm] = )  (Relz[n]] Re [Wx™] — Im [z[n]] Im [Wx"])

n

+j (Re [z[n]] Im [WX"] + Im [z[n]] Re [Wg"]), m=0,1,..,N — 1.

o

Prema gronjem izrazu za izracunavanje koeficijenta X [m| potrebno je 4N
realnih mnozenja i (4N — 2) realnih sabiranja. Ukupan broj koeficijenata
DFT je N, stoga je i ukupno potrebno 4N? moZenja i 4N? — 2N sabiranja.
U nekim hardverima za digitialnu obradu signala, mnozenje i sabiranje je
jedna operacija, i nepotrebno je voditi odvojeno pra¢enje mnozenja i sabi-
ranja. Shodno tome, izvrsi se 4N? realnih operacija. Ovaj broj donekle
moze da se smanji. Ako je z[n] realno, tada su potrebne samo 2N? op-
eracije, ali u ovom slucaju za X moraju izracunati samo vrednosti za m = 0
do N — 2, smanjujué¢i ukupan iznos za otprilike polovinu. Ako je x parno
ili neparno, mogu se iskoristiti osobine simetrije, ali i dalje ostaje ¢injenica
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da je direktno izracunavanje DFT-a proporcionalno N?2. Kaze se da je broj
aritmetickih operacija je srazmeran sa kvadrtaom duzine niza, O(N?), §to di-
retno izracunavanje DFT-a ¢ini prakticno neprimenljivim za vece vrednosti
N.

S druge strane, FFT algoritam resava problem efikasnog izracunavanja
DFT-a. Broj operacija za algoritam FFT je O(NlogsN) kada je N dat kao
celobrojni stepen dvojke. Cak i za malu transformaciju, na primer N = 32,
ustede su znatne: 170 naspram 1024. Za N = 512, veli¢inu koja se obi¢no
susreCe u analizi signala razlika je ogormna: otprilike 4600 prema 256000!.
FFT ostvaruje ovaj podvig koris¢enjem simetrije svojstvene DFT vektorima.
FFT algoritam zasniva se na sukcesivnoj dekompoziciji DFT-a na manje pod-
nizove i potom koristi osobine periodi¢nosti i simetrije rotacionih faktora.
Ova svojstva omogucavaju velike moguénosti u smislu sazimanja procesa
izracunavanja DFT-a uz pomo¢ FFT-a.

Kako je ve¢ napomenuto, algoritam brze Furijeove transformacije se zasniva
na dekompoziciji. Pretpostavlja se da je duzina niza N data kao celobrojni
stepen broja dva, odnosno

N =2° (44)

Ukoliko ulazni niz ne zadovoljava uzlov (44) on se moze dopuniti nulama
do najblizeg vec¢eg broja N = 2P. Potom se vrsi dekompozicija niza. Ovaj
postupak se naziva jo$ i razbijanje sa osnovom 2. Razlog za to je Sto se ulazni
niz duzine N prvo razbija na dva podniza duzina N/2, potom se ova dva niza
dalje razbijaju na isti nac¢in. Ovo razbijanje se vrsi sve dok se ne dode do
elementarnih nizova duzine dva. Ovaj princip pruza veliku ustedu u procesu
racunanja nasuprot direktnom izracunavanju DFT-a. Postoji vise vrsta FFT
algoritama. U ovom radu bi¢e objasnjena dva:

e FFT algoritam sa razbijanjem po vremenu

e FFT algoritam sa razbijanjem po frekvenciji

4.1.1 FFT algoritam sa razbijanjem po vremenu

FFT algoritam za razbijanje u vremenu (eng. FFT Decimation in Time)
zasniva se na dekompoziciji datog vremenskog niza x[n] duzine N na dva
dvostruko manja podniza sve dok se ne dode do trivijalnog slucaja, odnosno
do niza duzine 2. Algoritam se zasniva na razdvajanju parnih i neparnih
¢lanova niza x[n].

Neka je niz z[n| ulazni niz DFT-a, a niz X|k] izlazni niz iz DFT-a. Uz
pomo¢ FFT-a treba da se izracuna svih N koeficijenta DFT-a iz N uzoraka
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vremenskog signala z[n|. DFT je definisana pomo¢u izraza (25). Sada se ova
suma razbija na dva dela jer je duzina niza stepen dvojke odnosno, N = 2P
(p ceo broj). Odnosno, ulazni niz z[n| podeliti na dva podniza dvostruko
manje duzine pri ¢emu jedan podniz se sastoji iz parnih, a drugi iz neparnih
¢lanova. Kada se to primeni na izraz (25) dobija se:

N/2—1 N/2—1
X[m]= Y wl2n]Wgm+ Y alon + ywirtor (45)
n=0 n=0

Radi lakseg zapisa uvode se sledeée oznake. Niz x[2n] koji se sastoji od
parnih ¢lanova oznacen je sa x1[k], a niz od sac¢injen od neparnih ¢lanova sa
xolk]. Odnosno, z[2n] = z1[k] i z[2n + 1] = 23]k], za k = 0,1,...,(N/2 —1).
Ukoliko se to sada primeni na izraz (45) dobija se:

N/2—-1 N/2—-1

X[ml= > m[KWE +WR D ok WET, (46)
\k:o . \k:O .
DFT duzine N/2 DFT duzine N/2

ovde je takode iskoriséeno da je W2 = VV]’\“,/2 jer je eI?m2k/N — ¢i2mk/(N/2) "1y,
izraza (46) moze se primetiti da su obe sume diskretne Furijeove transforma-
cije nizova x[k| 1 xo[k|. Stoga, izraz (46) moze da se zapise kao:

X[m] = Xq[m] + W Xa[m] (47)

Dalje, ukoliko se iskoristi ¢injenica da su nizovi Xi[m] i X3[m| periodi¢ni sa
periodom N/2, odnosno za njih vazi

i ukoliko se iskoristi ¢injenica da je WZJVV/ > = —1 na izraz (47) dobija se:

X[m+ N/2] = XiJm + N/2] + W2 Xy [m + N/2]
= Xi[m] — Wy Xs[m] (48)
Prema tome, dolazi se do zakljucka da pri izracunavanju k-tog koeficijenta
DFT-a X[k] odmah moze da se racuna i k + N/2-ti koeficijent DFT-a,
X[k — N/2].
Jedna¢inama (47) i (48) definisan je skup operacija FFT algoritma. Uobi-
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cajno je da se FFT algoritam graficki predstavlja uz pomo¢ grafa koji pred-
stavlja tok izracunavanja algoritima i koji se zbog svog specificnog izgleda
naziv leptir. Na slici (28) je prikazan ovaj graf operacija. Cvorovi u kojima
se strelice seku predstavlja kompleksno sabiranje, dok je mnozenje prikazano
kao prenos pojednih grana na grafu.

X,4Iml @ ® X[m]
Xym @ ® X[m+N/2]
X4[m] @ > ® X[m]
X4[m] X[m+N/2]

'
-

Wi

Slika 28: Struktura leptira FFT algoritma. Na gornjoj slici je prikazan par
(47) i (48), a na donjoj slici je struktura sa jednim kompleksnim mnozenjem

Medutim, ovim i dalje nije zavrSen postupak izracunavanja DFT-a. Ovim
je zavrSena samo prva dekompozicija u izracunavanju DFT-a. Isti princip
se primenjuje i na izracunavanje dva DFT-a duzine N/2 §to predstavlja
drugu dekompoziciju DFT-a. Prvi korak ove dekompozicije je razdvajanje
parnih i neparnih uzoraka pri ¢emu se od niza x,[k| formiraju dva podniza
x11[k] = ©1[2k] 1 x12[k] = 21[2k+1] oba duzine N/4. Isti princip se koristi i za
razbijanje niza z3[k]. Dalji postupak je isti kao i u prethodnoj dekompoziciji.
Odnosno, leptir dobijen razbijanjem niza x,[k] na dva podniza duzine N/4
je dat jednacinama:

X1[m] = X11[m] + W X15[m]

Xl[m + N/4] = Xn[m] - W]%[leg[m]

Ovim je niz X;[m| razbijen na dve DFT duzine N/4. Razbijanje niza X3[m]
radi se analogno.

Racunanje FFT-a pocinje od racunanja DFT-a u samo dve tacke. Svaka
dekompozicija zapravo predstavlja po jednu etapu pri cemu je ukupan broj
etapa jednak logs N. Poslednja dekompozicija koja racuna DFT u dve tacke
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je prva etapa FFT algoritma. Drugim recima prva etapa FFT algoritma
racuna N/2 DFT od dve tacke. U ovom slucaju rotacioni koeficijenti su -1
i 1 pa u ovo pocetnoj etapi nema mnozenja. Posle opisa algoritma moze se
zakljuciti da svaka etapa ima N/2 kompleksna mnozenja (uklju¢ujuéi i ona
sa 11-1) i N kompleksnih sabiranja. Prema tome ukupan broj kompleksnih
mnozenja je
N
M = Elogg(N )
a ukupan broj kompleksnih sabiranja jednak je:

S = Nlogy(N).

Svaka etapa moze se tumaciti na sledeéi nac¢in. Kako se ulazni skup od N
kompleksnih brojeva transformise u neki drugi skup brojeva pomocéu leptir
operatora, dolazi se do zakljucka da je potrebno rezervisati jedan memorijski
prostor za smestanje ulaznih podataka, a drugi za izlazne podatke. Ali kako
svaki leptir koristi par ulaznih podatak i vraca par izlaznih podataka pa
su u okviru etape leptiri nezavisni. Odnosno, ne postoje dva leptira koji
koriste iste podatke. To pruza posebnu pogodnost u koris¢enju memorijskog
prostora. Drugim recima u registrima se par ulaznih podataka leptira moze
zameniti sa izracunatim parom izlaznih podataka. Ovaj nacin ra¢unanja je
poznat kao racunanje u mestu.

Medutim, sa druge strane, da bi se ovaj princip primenio mora se voditi
racuna o redosledu ulaznih podataka. Usled razbijanja niza na parni i neparni
deo dolazi do promene redosleda uzoraka ulaznog niza, a redosled izlaznih
podatak ostaje nepromenjen. Redosled preuredivanja moze se odrediti tako
Sto se indeks ulaznog podatka napise u binarnom obliku, ali unazad. Za
N = 4 moze se pisati da je:

Xo = z(0)
X; =z(4)
Xy = 2(2)
X3 = z(6)
Xy =2z(1)
X5 = z(5)
Xe = x(3)
X7 =x(7)



4.1.2 Primer Kuli-Tuki algoritama za N=8

Radi boljeg razumevanja Kuli Tuki algoritam je prikazan na primeru za niz
duzine N = 8. Kao sto je receno algoritam se zasniva na deljenju niza duzine
N na dva dela i rekurzivnoj obradi dva dela posebno. Potom se svaki deo
rekurzivno deli na dva dela i tako sve do trivijalnog slucaja. Za osam tacaka
FFT algoritma potrebno je Nloga N = 8-3 = 24 operacije. Za fiksnu vrednost
m iza N =8 DFT je data izrazom:

7
X[m] = Zx[n]Wg_m” = 2[0]W + z[1|Wg ™ + x[2]Wg 2™ + fa[3|Wg ™
+ 2 [4]Wg ™ 4 2[B]Wg o™ + z[6]Wy O™ + 2[TIWg ™™,

gde je W = e?m/N,

Prvi korak je prepoznavanje istih ¢lanova, odnosno Wy ™ = Wy W,
Wg™ = Wy ™Wg *™ itd. Razdvajanjem neparnih i parnih indeksa u nizu
dobija se:

X[m] = (z[0]Wg + z[2]Wg " + z[4]Wg "™ + 2 [6]W, ™)
+ W ™ (@[1]Wy + z[3]Wg ™ + z[5]Wg ™ + z[7]Wg ™).
Moze se pimetiti da je W2 = W,. Ukoliko se ovo iskoristi dobije se:

X[m] = (x[0]W} + x[2]W, ™ + x[4]W, ™ + z[6]W, ™)
X02:6 [m]

AW (@[ W + 2 [8]W ™ + 2[5]W " + 27 W)

S

—~
X1357[m]

= Xoase[m] + W5 ™ Xis57[m),

gde su Xooa6 1 X357 DFT u 4 tacke nizova (z[0], z[2], z[4], z[6]) i
(x[1], z[3], z[5], z[7]) respektivno.

Sto se ti¢e broja operacija za ovakvu podelu racunanja zakljucuje se
da svaka dva DFT-a u cetiri tacke zahteva cCetiri mnozenja - sabiranja za
svaku od osam podela vrednosti X [m|. Njihovo kombinovanje sa rotacionim
faktorom doprinosi jos jednom mnozenju. To je ukupno devet operacija
sto izgleda kao korak u nazad u poredenju sa osam operacija za direktno
izracunavanje. Ali DF'T u cetiri tacke je periodi¢na sa periodom 4, odnosno,

Kossolm +4] = al0]W 1 22 W™+ 1 1l W20 4l %

= z[0)W) + z[2]W ™ + 2 [4]W 2™ + z[6]W, ™
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= X246 [m]
Xizsr[m + 4] = Xiz57[m],

jer je Wik = 1. Ovo pojednostavljuje osam vrednosti od X do

X[0] = Xo246[0] + W X1357(0] = Xo246[0] + X1357[0]

X[4] = Xo246[0] + Wy * X1357]0] = Xo246[0] — X1357[0]
X[l] = X0246[1] + W871X1357[1]
X[5] = Xoaas[1] + Wy Xi357[1] = Xooas[1] — We ' X1357[1]

X[2] = Xo2us[2] + Wy * X1357[2]
X[6] = Xoas[2) + Wy ® X1357[2) = Xooa6[2] — W 2 X1357[2]

X[3] = Xo2as[3] + Wy *X1357[3]
X[7) = Xoaas[3] + Wy "X1357[3] = Xoaas[3] — Wy * X1357[3]

gde je koriséeno Wy * = €2™/8 = ¢i™ = —1. Sledi prebrojavanje operacija:

16 operacija + 2 + 4 =36

—~—
DFT u 4 tacke dva DFT x"twiddle” faktor

Kako je direktnim proracunom potrebno 64 operacije, ovako se dobija nesto
vise od polovine operacija.

Ovaj proces se moze ponoviti izrazavaju¢i svaku DFT u 4 tacke u smislu
DFT-a u dve tacke:

Xooag[m] = z[0]W) + 2[2]W, ™ + x[4]W, 2™ + 2[6]W, 3™
= (z[0] + 2 [4W5 ™) + W, (fx[2] + z[6]W5 ™)
= Xoa[m| + W, ™ Xog[m]
islicno i za
Xigsr[m] = Xis[m] + W™ Xz [m)].

Xo4 je DFT od (z[0],z[4]), Xa6 je DFT od (z[2], z[6]), itd. Ove DFT u dve
tacke su periodi¢ne sa periodom 2, te je Xos[m+2] = Xo4[m], islicno. Stoga,

Xo246[0] = Xo4[0] + Xo6[0]
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Xo246[2] = Xo04[0] — X6[0]

Xoaas[1] = Xoa[1] + W, Xo6[1]
Xooas[3] = Xoa[1] — W Xog[1]
i slicno i za Xy357. Sada DFT u dve tacke je jako jednostavna, na primer:
Xo6[0] = 2[2]W5) + 2[6]Wy = x[2] + x[6]

Xog[1] = 2[2]W3 + 2[6]W,5 " = x[2] — x[6].

Ovo zahteva samo dve operacije (sabiranje i oduzimanje). Broj operacija za
DFT u 4 tacke, izra¢unato na ovaj nacin je

2operacija + 4 + 2 =10

———
DFT u 2 tatcke 4 DFT x"twiddle” faktor

umesto 16 operacija koje bi bile direktinm ra¢unanjem. Konacni broj op-
eracija za DF'T sa osam tacaka je

10 operacija + _2  + 4 = 24,
— ~ ~~
DFT u 4 tacke 2DFT x’twiddle” faktor

kako se 1 ocekivalo.

| etapa Il etapa Il etapa

x[0] ©

x[4] ©

DERERE=O= NV
8

x(6] © e . e f X[3]
x1] © >< v " ~0 (4]

8
x[5] © > —0 —0——> >0 X[5
DI 6= SLIAN

8 8
xX[7] © e ® wa - v X[7]

Slika 29: Dijagram protoka signala za FFT u osam tacaka
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Redosled izracunavanja za brzu Furijeovu transformaciju u osam tacaka
je predstavljen kao dijagram protoka signala na slici 29. Osnovni leptir je
prikazan u gornjem levom uglu. Strelice odgovaraju operacijama mnozenja,
a tacke su operacije sabiranja, na primer, Xo4[0] = f[0] + f[4] i Xu[l] =
x[0] — z[4]. Postoje log,8 = 3 nivoa, sa osam operacija mnozenja i sabiranja
po nivou. Prvi nivo (levo) izracunava ¢etiri DFT-a u dve tacke. Drugi nivo
(centar) kombinuje ih sa dve DFT u 4 tacke. Treéi nivo (desno) kombinuje
DFT u cetiri tacke sa DFT-om u osam tacaka.

4.1.3 FFT algoritam za razbijanje po frekvenciji

Druga klasa FFT algoritama moze se izvesti razbijanjem izlaznog niza X [m]
na sve manje i manje podnizove. Ovi algoritmi nazivaju se FFT algoritmi
za razbijanje po frekvenciji (eng. FFT Decimation in Frequency) i mogu se
izvesti na sledec¢i nacin.

Neka je N duzina niza koja se moze izraziti kao stepen dvojke, tj. N =
2P. Zbog toga se proracun parnih i neparnih koeficijenta DFT posmatra
nezavisno. Parni uzorci su

i

X[2m] = z[n] W™

i
o

Ukoliko se izvrsi razdvajanje ove sume na prvih N/2 ¢lanova i na poslednjih
N/2 ¢lanova i iskoristi se ¢injenica da je W™ = W, 7 dobija se:

N/2-1 N—1
X2m) = Y apWin+ > xn]W
n=0 n=N/2

Potom ukoliko se izvrsi promena indeksa u drugoj sumi dobija se:

N/2-1 N/2—1
X[2m] = Y af Z [+ N/2W A
n=0
Konacno, koriS¢enjem ¢injenice da je WNT};N/ 2m — N2 sledi:
N/2—1
X[2m] = ) [e[n] +a[n+ N/2] Wi (49)
n=0

Isti postupakom na neparne uzorke od X [m] dobija se:

N/2—1
X[2m+1] = Z W [z[n] — z[n + N/2]) W7 (50)
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Izrazi (49) i (50) prestavljaju dva DFT dizine N/2, i ukoliko se uvedu smene
z[n] +zn+ N/2| = z14

Wy [z[n] — z[n + N/2|] = x19

se moze zapisati kao:

N/2-1
n=0
N/2—1
X[(2m+1] = Z z12WNTs
n=0

Ova dva izraza predstavljaju prvu etapu izracuna po ovom algoritmu. I ovaj
algoritam moze da se prikaze preko grafa odnosno leptira. Dekompozicija se
vrsi kao i u prethodnom algoritmu dok se ne dode do elementarnih DF'T od
2 clana. I takode moze da se primeni princip racunanja u mestu.
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5 Modifikacija signala

U ovoj glavi bi¢e navedene neke prozorkse funkcije kojima moze da se vrsi
modifikacija signala. Buduéi da nijedan prozor nije najbolji u svim aspek-
tima, trebalo bi ga odabrati prema zahtevima korisnika. Prvo je uvedena
pojava koja je razlog za koris¢ene prozora pri modifikaciji signala, potom su
izlozene karakteristike koje kvalifikuju funkciju za funkciju prozora, i na kraju
poglavlja je dat sazet pregled nekih popularnih prozorskih funkcija koje se
obi¢no koriste u digitalnoj obradi signala. Pri izradi ovog poglavlja koris¢ena
je literatura [4], [5], [10], [12], [14], [15].

5.1 Spektralno curenje i definicija prozorskih funkcija

U modifikaciji signala veliku primenu nalaze prozorske funkcije koje su naroci-
to znacajne u smanjivanju efekta curenja spektra. Stoga je potrebno, pre
svega, definisati pojmove curenja spektra i prozorske funkcije.

Spektralno curenje predstavlja pojavu da uzorci spektra (DFT) prostoperi-
odi¢nog signala konacnog trajanja nisu jednaki spektru signala iste ucestano-
sti, ali beskonacnog trajanja. Ovo je nepozelja osobina koja utice na kvalatitet
analize spektra posmatranog signala koris¢enjem DF'T. Ono je zapravo posled-
ica nepoklapanja ucestanosti ulaznog signala sa nekom od ucestanosti na
kojima se izracunava DFT, odnosno u izracunatom spektru javljaju se kom-
ponente kojih uopste nema u originalnom signalu. Kako bi se smanjila ova
pojava koriste se razne modifikacije signala ulaznog signala.

Sposobnost razdvajanja komponenata u spektru ulaznog signala se definise
kao frekvencigska selektivnost DFT-a. Komponente koje pripadaju glavnom
luku, centralnom maksimumu u magnitudi transformacije, ne mogu se razd-
vojiti. Prema tome, selektivnost DFT, zavisi od broja tacaka u kojima se
izracunava DFT. Modifikacija ulazne sekvence koja dovodi do smanjenja
spektralnog curenja takode utice na frekvencijsku selektivnost DFT jer ovakav
na¢in modifikacije utice na Sirinu glavnog luka.

Da bi se smanjio efekat curenja spektra, a samim tim i da bi se poboljsale
frekvencijske komponente DFT potrebno je izvrsiti modifikaciju ulaznog sig-
nala. Modifikacija ¢e biti vrsena prozorskim funkcijama tako Sto se uzorci
ulaznog signala pomnoze uzorcima tezinske ili prozorske funkcije w{n]. Pro-
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zorske funkcije, poznate i kao funkcije aperiodizacije ili suzavanja, su matema-
ticke funkcije koje imaju nultu vrednost van nekog izabranog intervala, obi¢no
su simetri¢ne oko sredine intervala, obi¢no im je maksimum u sredini i obi¢no
se suzavaju oko sredine. Prilikom mnozenja signala prozorskom funkcijom
preostaje deo u kome se funkcije preklapaju, odnosno proizvod funkcije sa
prozorskom funkcijom je nula van intervala. U praksi se deo unutar prozorske
funkcije prvo izoluje, a zatim se samo ti podaci pomnoze sa vrednostima pro-
zorske funkcije. Stoga se moze zakljuciti da je suzavanje, a ne segmentacija
glavna svrha prozorskih funkcija.

Ulazna funkcija, z[n], koja je modifikovana prozroskom funkcijom, postaje:

yln] = winfz[n].

Diskretna transformacija ovako modifikovane funkcije je data sa:
YK = whnlzp] Wik = — ZW —nl.

Moze se primetiti da gornji izraz zapravo predstavlja cikli¢nu kovoluciju spek-
tra ulaznog signala X [k] i prozorske funkcije W [k].

Prozorske funkcije imaju Siroku primenu i u dizajniranju FIR (Finite im-
pulse response) filtera. FIR filteri su digitlni filteri sa kona¢nim impulsnim
odzivom. S obzirom da nemaju povratnu spregu (rekurzivni deo filtera), u
literaturi se mogu na¢i pod nazivom nerekurzivni digitalni filteri. Proces
dizajniranja FIR filtera putem prozorskih funkcija moze se podeliti u neko-
liko etapa:

1. Definisanje specifikacija filtera;

2. Odredivanje funkcije prozora prema specifikacijama filtera;

3. Izra¢unavanje redosleda filtera potrebnog za dati skup specifikacija;
4. Izracunavanje koeficijenata funkcije prozora;

5. Izrac¢unavanje idealnih koeficijenata filtera prema redosledu filtera;
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6. Izracunavanje koeficijenata FIR filtera prema dobijenoj funkciji pro-
zora i idealnih koeficijenata filtera.

Ako rezultujudi filter ima presirok ili preuzak prelazni region, potrebno je
promeniti redosled filtera pove¢avanjem ili smanjivanjem u skladu sa potre-
bama, a nakon toga koraci 4, 5. i 6. se ponavljaju onoliko puta koliko je
potrebno. Shodno tome, izabrana funkcija prozora mora da zadovolji date
specifikacije.

Medutim u ovom radu bazira¢emo se na modifikaciji signala prozorskim
funkcijama zarad smanjenja spektralnog curenja.

5.2 Karakteristike prozorskih funkcija

Svaka prozorska funkcija se opisuje u vremenskom i frekvencijskom domenu.
Ovde, w[n] predstavlja prozorsku funkciju duzine N u vremenskom domenu
i W(Q) predstavlja neprekidnu Furijeovu transformaciju datu sa

W(Q) = W(jQ) = / wln]e=1 dn

koja prikazuje spektar prozorske funkcije. Tipican izgled spektra prozorske
funkcije je prikazan na slici (30) sa slede¢im parametrima:

Slika 30: Tipican izgled spektra prozprske funkcije
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AQy/2 - sirina glavnog luka u spektru prozorske funkcije je veoma
vazna jer komponente koje se nalaze unutar glavnog luka se prakticno
ne mogu razdvojiti nakon primene DFT.

Pogodnije za koriSé¢enje su one prozorske funkcije koje imaju uzi glavni
luk jer je time olaksSano filtriranje signala i efikasnije zauzimanje frekven-
tnog opsega. Takode i sto je glavni lik uzi, uza je i prelazna zona izmedu
propusnog i nepropusnog opsega, a i selektivnost je veca.

a - relativno slabljenje prvog bocnog luka u odnosu na glavni luk
pokazuje koliko ¢e izonositi najvece "prelivanje” energije od prve kom-
ponente na prvu susednu. Ukoliko prozorska funkcija ima vece slabljenje
ona se smatra pogodnijom prozorskom funkcijom jer sto je slabljenje
boc¢nih lukova veée samim tim je i slabljenje u nepropusnom opsegu
vece. Relativno slabljenje bocnih lukova se iskazuje u decibelima (dB).

« - nagib sa kojim opadaju bocni lukovi u spektru. Prikazuje kojom
brzinom opadaju boé¢ni lukovi u spektru, odnosno kojom brzinom se
smanjuje prelivanje energije jedne komponenete ka ostalim nesusednim
komponentama. Takode i ova brzina bi tebalo da bude sto je moguce
veca.

Prema tome, svaki prozor, w[n| i Furijeova transformacija, W (2), moraju
da poseduju sledeca svojstva:

wn] treba da bude realna i nenegativna.

wn] treba da bude neparna funkcija, odnosno wln]=w[—n] i stoga je

W () realna.

wn| treba da dostigne maksimum za ¢ = 0, odnosno, |w[n]| < f(0) za
svako n i wln| = 0 za |n| > 7, gde T predstavlja jednostrano trajanje
prozora.

W (€2) treba da ima glavni luk i bo¢ne lukove sa obe strane.
Sirina glavnog luka treba da bude §to je mogude uza.
Glavni luk mora da sadrzi veliki deo ukupne enrgije.

Maksimalni nivo bo¢nog luka - MSLL trebao bi biti sto je moguée manji
u odnosu na vrh glavnog luka.

U nastavku su izlozene neke poznate prozorske funkcije koje se koriste u
obradi signala.
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5.3 Pravougaona prozorska funkcija

Pravougaona prozorska funkcija ili kako je jos nazivaju uniformna funkcija
definisna je na slede¢i nacin:

1

32 unt) = {

n=01,..,N—-1
mace

0.9 1]

0.8 1]

0.7 1]

0.6 1]

05T

0.4 1]

0.3 1]

0.2 1

0.1 7]

Slika 31: Pravougaona prozorska funkcija u vremenskom domenu

Spektar ove prozorske funkcije definisan je na slede¢i nacin:
N-1 ; .
, , 1—e M &in(QN/2)
%% 7Q — —70n — : — —JjQ(N-1)/2 51
r(e”) Z ‘ 1 —e 79 sin(€2/2) ¢ (51)

n=0

Moze se primetiti da prozorska funkcija ne vrsi nikakvu modifikaciju sig-
nala ve¢ je njen rezultat direktno skrac¢ivanje, odnosno odsecanje signala.
Spektar prozorske funkcije je prikazan na slici 32 i ima linearnu faznu
karakteristiku dok je amplitudna karakteristika ove prozorske funkcije data
a S;Tﬁ?sé\/[g) Sirina glavnog luka pravougaone prozorske funkcije iznosi 47 /N
dok prvi bocni luk ima slabljenje od -13 dB u odnosu na glavni luk, a boc¢ni
lukovi opadaju sa nagibom od -6 db/oktavi. Prema tome, osnovni nedostatak
ove prozorske funkcije je malo slabljenje bo¢nih lukova u amplitusdkom spek-
tru. Velika amplituda u spektru ove prozorske funkcije posledica je diskon-
tinuiteta sekvence w[n] jer je poznato da sekvence koje imaju manje bocne

lukove u spektru nemaju diskontinuitet u vremenskom domenu.
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Slika 32: Spektar pravougaone prozorkse funkcije

Kao sto je ve¢ poznato dobra prozorska funkcija je ona prozorska funkcija
koja ima postepen prelaz od centra funckije prema krajevima. Ukoliko
bi povecali duzinu prozorske funckije neke karakteristike ove funkcije bi se
poboljsale. Odnosno povecala bi se amplituda glavnog i bo¢nih lukova u spek-
tru pravougaonog prozora, dok se Sirina boc¢nih lukova smanju, a povrSina
ispod njih ostaje nepromenjena. Na ovaj nacin se povecava selektivnost pro-
jektovanog filtera dok amplituda oscilovanja u funckiji prenosa, ostaje ista,
bez obzira na duzinu impulsnog odziva filtera. Ovo je poznato pod imenom
Gibsov fenomen i on se ne moze prevazi¢i pravougaonom prozorskom funkci-
jom. Za razliku od ostalih prozorskih funkcija koje su svojevrsni kompromis
izmedu zahteva za Sto uzim prelaznim regionom i sto veceg slabljenja opsega
zaustavljanja, ovaj prozor karakterisu ekstremne vrednosti. Naime, postize
se minimalni prelazni region, ali po cenu slabljenja opsega zaustavljnja.

5.4 Trougaona prozorska funkcija

Trougaona prozorska funkcija, ili kako je neki nazivaju Bartletova, je izve-
dena linearnim spajanjem dva pravougaona prozora koja imaju upola krace
trajanje.

Ova prozorska funkcija je odredena funkcijom vremenskog domena:

2n n—Ol
— N>
wT(n>_{wT[N—n], +1’3+2 N — 1.
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koja je prikazana na slici 33.

Trougaoni prozor N=64
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Slika 33: Trougaona (Bartletova) fukcija u vremenskom domenu

Trougaona prozorska funkcija je simetricna oko centralnog uzorka, pa
samim tim ima linearnu faznu karakteristiku, ali joj nedostaje poslednja tacka
u nizu koja je dodata slede¢oj periodi u periodi¢nom prosirenju prozorske
funkcije. Spektar trougaone funkcije, koja se dobija direktnom primenom
Furijeove transformacije na sekvencu wr[n], dat je sa:

QN
Wir(e) = 22 pgnc- (52
N sin g

U izrazu (52) moze se primetiti da je amplitudski spektar trougaone pro-
zorske funkcije jednak kvadratu amplitudskog spektra pravougaone prozorske
funkcije. Trougaona prozorska funkcija se moze posmatrati kao konvolucija
dve pravougaone prozorske funkcije duzine %, pri ¢emu je poslednja tacka
rezultata zanemarena, a glavni razlog za pojavu kvadrata je taj Sto konvolu-
cija u vremenskom domenu odgovara mnozenju u frekvencijskom domenu.

Spektar trougaone prozorske funkcije je prikazan na slici 34. Moze se
primetiti sa slike da je polovina Sirine glavnog luka ove prozorske funkcije
dvostruko veca od glavnog luka pravougaone prozorske funkcije, odnosno
Sirina bo¢nog luka ove prozorkse funkcije iznosi 87 /N, a bo¢ni lukovi opadaju
sa -12 db/oktavi. Maksimalna amplituda bo¢nih lukova je -26 dB ispod
glavnog luka.

7



Amplitudska karakteristika (dB)

0
10 H
\
20t |
I|
B0 |
| 'II \I
40t ||
(N
Ll A
-50 | [ |I I' | \" n
| ' I| [ 1] \'u A
60T TR AWAE
| I | | | A
| ' | ,
70t | | | Non Ao ,—
| | || ' q'| f
i , | | |||n|| |||||.|.|
801 ' ! ||| |||I |'|| i
90} ' [ | 14
=100 1 i i
0 o 02 06 07 08 09 1

Normallzovana frekvencija

Slika 34: Spektar Bartletove prozorske funkcije

U poredenju sa pravougaonom prozorskom funkcijom, trougaonu pro-
zorsku funkciju odlikuje bolje slabljenje u nepropusnom opsegu, ali je se-
lektivnost manja s obzirom da je Sirina glavnog luka trougaone funkcije
dulo veta od Sirine glavnog luka pravougaone funcije pa samim tim je i
Sira pralazna zona izmedu propusnog i nepropusnog opsega. Prema tome,
ova funkcija takode predstavlja neku vrstu kompromisa izmedu zahteva za
Sto uzim prelaznim regionom i sto ve¢im slabljenjem opsega, gde se prelazni
region smatra vaznijom karakteristikom. Jedna od prednosti dizajniranja

filtera ovom prozorskom funkcijom je jednostavnost izracunavanja koeficijen-
tata.

Prigusenje trouglastog prozora je malo za veé¢inu aplikacija digitalnih fil-
tera, ali je znatno vec¢e od onog za pravougaoni prozor. U nekim slucajevima,
kada nisu potrebna velika prigusenja, ovaj filter se moze koristiti jer pruza
jednostavan nacin izracunavanja koeficijenata.

5.5 Kosinusna/sinusna prozorska funkcija

Kosinusne (sinusne) funkcije oblika cos® z ili sin®z koriste se kako bi se
napravili jos blazi prelazi u blizini krajeva prozorske funkcije, odnosno kako
bi se jos viSe smanjili boc¢ni lukovi. Razlika izmedu prozorskih funkcija
kosinusnog i sinusnog tipa je u vremenskom pomeranju za polovinu duzine
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sekvence kao i u tome $to je kosinusna funkcija simetricna u odnosu na ko-
ordinatni pocetak. Prema tome, sinusni oblik funkcije, dat izrazom (53), je
pogodniji za primenu u spektralnoj analizi pomoéu DFT-a

wln] :sina(%),nzo,l,...,]\f—l (53)

gde parametar a € [1,4].
Za o = 1 dobija se sinusna prozorska funkcija:

wen] = sin(%),n =0,1,..,N — 1.

5.6 Hannova prozorska funkcija

Ukoliko se u jednacini (53) uzme za vrednost parametra o = 2, §to je i
najcesc¢a vrednost ovog parametra, dobija se Hanova prozorska funkcija. Ova
funkcija je dobila naziv po austrijskom meteorologu Julius Von Hannu i poz-
nata je pod nazivima podignuti kosinus, kvadratni kosinus ili Hanning pro-
zorska fukcija.
U vremenskom domenu Hanova prozorska funkcija je definisana sa:
. o, T 1 2nm
wy[n] = sin (W):5[1—(:08(—)],71:0,1,...,]\[—1 (54)

Iz izraza (54) se vidi da je na krajevima intervala wg[n] = 0.

Spektar ove prozorske funkcije dat je sa:

WH(ejQ) = O, 5WR(6jQ) - 0, 25[WR(€j(Q_2WW)) + WR(ej(Q+2W”))]
gde je Wg(e’?) spektar pravougaone prozorske funkcije date izrazom (51).
Spektar Hanove prozorske funkcije predstavlja superpoziciju spektra pra-
vougaonog prozora pomnozenog faktorom 0,5 i spektra pravougaonih pro-
zora pomerenih za +£27/N i pomozenih sa 0,25. Maksimumi pomerenih
spektara se nalaza na mestima gde centralni spektar ima nule. Cilj ovakvog
sabiranje tri spektra je da smanji amplitudu prvog boc¢nog luka. Ova spek-
tralna interpertacija ima takode i vaznu prakticnu primenu. Kada se odreduje
DFT iz spektra Wi (e/?) uzorci se uzimaju sa razmakom 57 /N, tj. uzimaju
se tacno na mestima gde se nalaze nule spektra Wg(e/?). Prema tome, u
rezultatnom spektru Wy (e/®?) postoje samo tri nenulta uzorka na pozicijama
—27w/N, 01 27/N i one se nalaze na mestima gde leze centralni uzorci tri
spektra koji ulaze u superpoziciju. Ovo omogucava da se mnozenje u vre-
menskom domenu sa Hanovom prozorskom funkcijom zameni superpozicijom
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Slika 35: Vremenski domen Hanove prozorske funkcije

spektara u frekvencijskom domenu. Prema tome, spektar signala ogranicenog
Hanovom prozorskom funkcijom Y [k] se dobija ako se nade spektar signala
bez mnozenja sa prozorskom funkcijom X [k] i primeni formula:

Y [k]

(55)

_ % (X[k] - %(X[k: — 1]+ X[k + 1]))

za svaki DFT uzorak. Kako se superpozicioni koeficijenti £1/2 lako realizuju
pomeranjem u desno, a ne mnozenjem, vidi se da se N realnih mnozenja u
vremenskom domenu zamenjuje sa 2N realnih sabiranja i 2N pomeraja u
spektralnom domenu. Samim tim se smanjuje potreban memorijski prostor
jer nije potrebno ¢uvati vrednosti uzoraka prozorske funkcije. Takode, u
nekim slucajevima, racunanje spektra uz pomoc¢ izraza 55 moze predstavljati
veoma znacajno ubrzanje.

Digitalni filteri dizajnirani sa ovom prozorskom funkcijom imaju vece
slabljenje opsega zaustavljanja od onih dizajniranih sa trougaonom prozorskom
funkcijom. Prvi bo¢ni luk u frekvencijskom domenu ovog filtera ima slabljenje
od -31 dB dok je prelazno podrucje isto kao i kod torugaone prozorske funkcije
jer je Sirina glavnog luka ista kao i kod trougaone funkcije, odnosno iznosi
87 /N.

Jos jedna prednost ove prozorske funkcije je moguénost realnog smanjenja
opsega zaustavljanja narednih lukova. Veé¢ drugi luk ima slabljenje od -41dB.
Spektar prozorske funkcije ima znatno manje bocne lukove, jer je prelazak
sa nenultih na nulte vrednosti prozorske funcije ”gladak”.
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Slika 36: Spektar Hanove prozorske funkcije

5.7 Hamingova prozorska funkcija

Hamingova prozorska funkcija je jedna od najpopularnijih i najcesée koris¢enih
prozorskih funkcija. Ova prozorska funkcija nosi naziv po Hammingu® i moze
se smatrati optimizovanom Hanovom prozorskom funkcijom.

Osnovi cilj poboljsanja u odnosu na Hanovu prozorsku funkciju je jos
bolje smanjenje bo¢nih lukova. Hemingova prozorska funkcija i njen spektar
definisani su na sledeci nacin:

wy[n] :aH—(1—aH)cos(QnTﬂ),n:O,l,...,N—1 (56)

Wi (') = agWr(e™?) — 0,5(1 — ag) [Wa[e?F27MN] 4 Wp[elH+20/N)]]
(57)
Ukoliko za vrednost aoy uzme da je 0, 54 (to se lako izra¢unavanjem moze
i utvrditi) prvi boé¢ni luk se potpuno eliminise. Sirina centralnog luka je go-
tovo ista kao i kod Hanove prozorske funkcije. Maksimalna amplituda boc¢nih
lukova je -43 dB. Takode ukoliko se u (56) umesto n uvrsti 0 ili N dobija
se da je w[0] = w[N] = 0,08, odnosno Hamingova prozorska funkcija ima
diskontinuitet na krajevim sto je razlog zbog koga bocni lukovi opadaju sa

8Richard Hamming, 1915-1998, matematicar
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Slika 37: Vremenski domen Hemingove prozorske funkcije

nagibom od samo -6dB/oktavi. Takode potrebno je naglasti da Hamingova
prozorska funkcija daje najnize nivoe bo¢nih funkcija.

Sto se tice frekvencijskog domena vidi se da je prvi boéni luk oslabljen
tako da je minimalno slabljenje zaustavnog opsega definisano u smislu dru-
gog bocnog luka i iznosi 41 dB. Svi bo¢ni lukovi imaju skoro iste maksi-
malne vrednosti od oko -45 dB. Prema tome, filter dizajniran sa Hemingovom
prozorskom funkcijom ima minimalno slabljenje opsega zaustavljanja od -
53 dB sto je dovoljno za vec¢inu primena digitalnih filtera. Prelazno po-
drucije je nesto sire od Hanove prozorske funkcije dok je slabljenje zaustavnog
opsega znatno vece. Za razliku od minimalnog slabljenja zaustavnog opsega,
prelazno podrucije se moze promeniti promenom redosleda filtera. Prelazno
podrucije se suzava dok je minimalno slabljenja zaustavnog opsega ostaje
nepromenjeno kako se redosled filtera povecava.

5.8 Blekmanova prozorska funkcija

Blekmanova prozorska funkcija, zajedno sa Kajzerovom, Hamingovom i Ha-
novom, smatra se najcéesce koris¢enim i najpopularnijim prozorom. Relativno
visoko slabljenje ¢ini ovu prozorsku fukciju veoma pogodnom za gotovo sve
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Slika 38: Spektar Hemingove prozorske funkcije

primene. U opstem obliku Blekmanova prozorska funkcija je data izrazom:

M
2
win] = Y~ (=1)"ap cos(=5).n = 0,1, ., N = 1. (58)
m=0

pri cemu koeficijenti a,, zadovoljavaju uslov:

M
Z am =1
m=0

Ideje koje su koriséene u razvoju Hanove i Hamnigove prozorske funcije kobi-
novane su i u razvoju Blekmanove prozorske funkcije.
Analiticki oblik spektra ove funkcije dat je sa:

M
j am 1 (2—27mm j m
wW(e") = Z(—Um?[WR(eﬂQ /N 4 Wy (e, (59)
m=0

Ukoliko se u izraze (58) i (59) uvrsti M = 1 dobija se Hanova i Hemingova

prozorska funkcija, u zavisnosti od koeficijenata a,,. Jos bolji rezultat se
postize sabiranjem tri ili ¢etiri clana tj. kada se u ove izraze uvrsti M = 2
ili M = 3. Prema tome, Blekmanov frekvencijski domen podse¢a na Hanov
frekvencijski domen. Razlika je u slabljenju prvog bo¢nog luka koji iznosi
-51 dB kao i u glavnom luku koji je nesto Siri. Bocni lukovi prateéi prvi,
uzrokuju dodatno slabljenje opsega.
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Slika 39: Vremenski domen Blekmanove prozorske funkcije

Vrednosti koeficijenata ag = 0,42659071 ~ 0,42, a; = 0,49656062 =~ 0, 50 i
as = 0,07684867 ~ 0,08 dobijaju se ukoliko se uzme da je M = 2 i postave
se nule funkcije W (e/?) na ucestanosti w = 77/N i 97 /N koje odgovaraju
polozajima trec¢eg i cetvrtog bocnog luka pravougaone prozorske funkcije.

Prozorska funkcija koja koristi ove aproksimativne vrednosti koeficijenta
naziva se Blekmanova prozorska fukcija, i data je izrazima:

2 4
wpn] = 0,42 + 0,5cos(%") n 0,08008(%”),71 —0,1,...,N — 1.

Wp(e?) = Z(_l)mag[WR(ej(Qf%/N)) + Wy (ed@F2m/N)y),
m=0
Maksimalna amplituda boc¢nih lukova u odnosu na maksimalnu amplitudu
glavnog luka je -58 dB, dok je pad bo¢nih lukova -18 dB/oktavi, razlog za
ovo opadenje bo¢nih lukova je povecanje Sirine glavnog luka na 127 /N. Uko-
liko se za prozorsku funkciju koriste tacne vrednosti koeficijenata dobijaju se
losiji rezultati, odnosno maksimalna amplituda bo¢nih lukova iznosi -51dB
u odnosu na maksimalnu amplitudu glavnog luka, a nagib opadanja boc¢nih
lukova je samo -6 dB/oktavi jer wp # 0 na krajevima intervala definisanosti.
Medutim ukoliko se koeficijenti odrede metodom optimizacije, dobija se bolji
rezultat. Na taj nacin se dobijaju optimalne Blekmanove prozorske funkcije
od tri ili ¢etiri ¢lana. Vrednosti ovih koeficijenata su prikazane u tabeli ispod.
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3 clana (51dB)

3 clana (- 58dB)

3 clana (- 67dB)

4 clana (- 92dB)

ap | 0,42659071

0,42

0,42323

0,35875

ap | 0,49656062 0,50 0,49755 0,48829
ay | 0,076848971 0,08 0,07922 0,14128
as 0,01168
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Slika 40: Spektar Blekmanove prozorske funkcije

5.9 Kaiserova prozorska funkcija

Kaiser je 1966. godine otkrio da skoro optimalni prozor moze biti obliko-
van koris¢éenjem modifikovane Beselove funkcije prve vrste. Odnosno Ka-
jzeorova ili Kajzer-Beselova (Kaiser-Bessel) prozorska funkcija predstavlja
jednostavnu diskretnu aproksimaciju funkcije ogranicenog trajanja Tk koja
maksimizira energiju u opsegu ucestanosti Bx uz pomo¢ modifikovane Be-
selove funkcije prve vrste nultog reda Iy(x), gde je aproksimativna vrednost
ove funkcije izracunava uz pomoc¢ reda:

k!
k=0

Ovaj red jako brzo konvergira tako da se u samo nekoliko sabiraka postize
maksimalna tacnost izracunavanja na racunaru. Koristeé¢i funkciju Ip(x)
uzorci Kajzerove prozorske funkcije se dobijaju iz izraza:

LisyT—[—20/(N -1}
Io(B) ’
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gde je § = 0,5TxBk. Iz izraza moze da primeti da Kajzerova prozorska
funkcija zavisi od paramtera (3, koji predstavlja parametar oblika, i parametra
duzine N. Ovo omogucava da se pravi kompromis izmedu Sirine prelaznog
opsega i slabljenja u nepropusnom opsegu. Ukoliko se uzme za vrednost
parametra = 0 Kajzeorava funkcija postaje ista kao pravougaona prozorska
funkcija iste duzine. Prema tome, kontinualnom promenom parametra [
moze se povecati slabljenje bo¢nih lukova na racun prosirenja glavnog luka
dok se kod prethodno definisanih funkcija to moglo posti¢i samo ukoliko bi
se promenila duzinu prozorske funkcije sto nije dovoljno fleksibilno.

5.10 Dolf-Cebisevljeva prozorska funkcija

Uzorci Dolf-Cebisevljeve prozorske funkcije dati su na sledeéi nacin:

,.cos (N cos™ [ cos(mk/N)])
cosh [Ncosh=1(j3)]

Wplk] = (—1) k=0,1,..,N 1.

pri cemu je:
1
B = cosh {Ncoshl(loa)}

a predstvalja logaritam odnosa amplitude centralnog luka i amplituda jed-
nakih boc¢nih lukova.

Uzorci Doflf-Cebigevljeve prozorske funkeije u vremenskom domenu dobijaju
se ukoliko na uzorke Wp[k] primeni inverzna DFT i potom skaliranje da bi
maksimalna amplituda bila jednaka jedan.

5.11 Poredenje prozorskih funkcija

Budu¢i da tacna definicja dobre prozorske funkcije ne postoji, sledi kom-
paracija prozorskih funkcija da bi se shodno tome zakljucilo koja od njih je
najbolja u odnosu na pojedine karakteristike.

Poredenje prozorskih funkcija vrsi se na osnovu relativnog slabljenja bo¢nih
lukova, relativne sirine glavnog luka i na osnovu faktora curenja.

Budu¢i da se pod pojmom faktora curenja podrazumevamo odnos snage
sadrzane u bo¢nim lukovima i ukupne snage signala, to znaci da ¢e faktor
curenja biti manji ukoliko prozorska funkcija ima Siri glavni luk i manju am-
plitudu boé¢nih lukova. Tada je vise snage koncentrisano u glavnom luku nego
u bo¢nim lukovima. Na osnovu ovakve definisanosti faktora curenja mozemo
da zaklju¢imo da su bolje one prozorske funkcije koje imaju manji faktora
curenja jer tada postoje manji gubitci snage signala.
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Slika 41: Vremenski domen Dolf - Cebisljeve prozorske funkcije

U nastavku su izlozene tabele u kojima su prikazani parametri na osnovu
kojih se vrsi komparacija prozorskih funkcija.

Prozorska funkcija Relativno slabljenje bocnih lukova
Praougaona prozorsksa funkcija -13,3 (dB)

Trougaona prozorska funkcija -26,6 (dB)

Hanova prozorska funkcija -31,5 (dB)

Hemingova prozorksa funkcija -42.5 (dB)

Kajzerova prozorska funkcija -44 (dB)

Blekmanova prozorska funkcija -58,1 (dB)

Don-Cebisevljeva prozorska funkcija | -100 (dB)

Prozorska funkcija Relativna Sirina glavnog luka
Praougaona prozorska funkcija 0,027344

Trougaona prozorska funkcija 0,039063

Hanova prozorska funkcija 0,042969

Hemingova prozorska funkcija 0,039063

Kajzerova prozorska funkcija 0,070313

Blekmanova prozorska funkcija 0,050781

Don-Cebisevljeva prozorska funkcija | 0,054688
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Slika 42: Spektar Dolf - Cebisljeve prozorske funkcije

Prozorska funkcija Faktor curenja (%)
Praougaona prozorska funkcija 9,14

Trougaona prozorska funkcija 0,28

Hanova prozorska funkcija 0,05

Hemingova prozorska funkcija 0,03

Kajzerova prozorska funkcija 0

Blekmanova prozorska funkcija 0

Don-Cebisevljeva prozorska funkcija | 0

Na osnovu gornjih tabela i na osnovu prethodno definisinah prozorskih
funkcija moze se zakljuciti da slozenije funkcije imaju i vece slabljenje bo¢nih
lukova pa samim tim imaju i bolje ponaSanje u nepropusnom opsegu, odnosno
imaju vec¢e sabljenje u nepropusnom opsegu. Najjednostavnije prozorske
funkcije poput pravougaone i trougaone imaju i najmanje slabljenje bo¢nih
lukova. Medutim, visina boc¢nih lukova se moze smanjiti ukoliko se funkcija
prozora " zaobli” pri krajevima, tako da se dobije postepen pad ka nuli. Ovo
za posledicu ima vecu Sirinu glavnog luka, pa se samim tim povecava i prelazni
opseg. Iz prilozenih tabela vidi se da najve¢e bocne lukove ima pravougaona
porzorska funkcija kod koje postoji nagli pad u prelazu sa nenultih na nulte
vrednosti. Sa druge strane, sto je prozorska funkcija jednostavnija ona ima i
manju Sirinu glavnog luka.

Sa aspekta faktora curenja, iz tre¢e tabele da se primetiti da su najbolje
Blekmanova, Dolf-Cebisijeva i Kajzerova funkcija, dok je najgora pravougaona
koja ima i najuzi glavni luk, pa samim tim i najmanje energije u njemu.
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Prema tome moze se zakljuciti da ne postoji po definiciji idealna pro-
zorska funkcija ondosno funkcija koja ima veliki pad boc¢nih lukova i malu
Sirinu glavnog luka. Izbor prozorske funkcije je zapravo kompromis po pi-
tanju Sirine glavnog luka i opadanja boc¢nih lukova.
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6 Primeri

U prethodnim poglavljima date su neke teoretkse osnove vezane za digitalnu
obradu signala. Ovo poglavlje je pre svega namenjeno primerima objasnjenih
transformacija. Neki od njih bi¢e prezentovani uz pomo¢ MATLAB kodova.

6.1 Primeri FFT implementacije

Bududi da je algotiam brze Furijeove transforamcije FFT jako mocan alat
u resavanju mnogih problema u digitalnoj obradi signala, ovde je izlozeno
nekoliko primera.

U MATLAB-u postoji ugradena funkcija za FFT algoritam, njen zapis u
MATLAB-u je fft(). Ukuliko se u MATLAB-u zada funkcija kao Y = f ft(X),
ova funkcija izracunava diskretnu Furijeovu transformaciju signala X ko-
riste¢i algoritam brze Furijeove transformacije. U slucaju da je X vektor,
fft vraca Furijeovu transformaciju kao vektor, dok u slucaju da je X ma-
trica, onda fft(X) tretira kolone kao vektore i vra¢a Furijeovu transforma-
ciju svake kolone posebno. U slucaju da je X vise dimenzionalni niz, onda
fft(X) tretira vrednost duz cele prve dimenzije niza, koji su razliciti od 1,
kao vektor, i vrac¢a Furijeovu transformaciju svakog vektora.

Ukoliko se funkcija u MATLAB-u zada kao Y = fft(X,n), ova funck-
ija vra¢a n vrednosti DFT. Ukoliko se drugacije ne navede, Y ima isti broj
vrednosti kao i X. U slucaju da je X vektor ¢ija je duzina veca od n tada se
vektor X dopunjava nulama do duzine n. U slucaju da je X vektor duzine
veCe od n, onda se vektor X skrac¢uje na duzinu n. U slucaju da nam je X
matrica, tada se svaka kolona tretira kao poseban vektor. U slucaju da je X
viSedimenzionalni niz, tada se vrednosti duz cele prve dimenzije niza, koji su
razliciti od 1, tretiraju kao vektori.

Takode funkciju u MATLABU-u, moze da se zada i na slede¢i nacin:
Y = fft(X,n,dim). Ovakva funkcija vra¢a FFT transformaciju duzine dim.
Na primer ukoliko je X matrica, tada funkcija f ft(X, n,2) vra¢a n vrednosti
FFT svakog reda.

6.1.1 FFT audio signala

Koriste¢i FFT izdvaja se korisni signal iz buke. Kod za ovu primenu FFT je
dat sa:
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Listing 1: Algoritam za izdvajanje korisnog signala iz buke

Fs = 1000; % Sampling frequency

T = 1/Fs; % Sampling period

L = 1000; % Length of signal

t = (0:L—1)%T; % Time vector

S 0.7sin (2xpi*x50xt) + sin(2xpix120xt);

= S + 2xrandn(size(t));

plot (1000t (1:50) ,X(1:50))

title ('Signal Corrupted with Zero—Mean Random Noise )
xlabel(’t (milliseconds)’)

ylabel ('X(t) )

Y = fft (X);

P2 = abs(Y/L);

Pl = P2(1:L/241);

P1(2:end—1) = 2«P1(2:end—1);

f = Fsx(0:(L/2))/L;

subplot (f,P1)

title (’Single—Sided Amplitude Spectrum of X(t))
xlabel (’f (Hz)’)

ylabel (7 |P1(f)] ")

Y = fft (S);

P2 = abs(Y/L);

Pl = P2(1:L/2+41);

P1(2:end—1) = 2«P1(2:end—1);

subplot (f,P1)

title (’Single—Sided Amplitude Spectrum of S(t)’)
xlabel ('f (Hz) ")

ylabel ("|P1(f)]| ")

<

Prvo su u kodu navedeni parametri signala, frekvencija uzorkovanja i vre-
mensko trajanje. Potom se formiraju signali koji sadrze sinusoide odredenih
frekvencija i amplituda. Potom sledi iscrtavanje signala u vremenskom domenu.
Na slici (43) je predstavljen signal na kome je izvrsena decimacija po vre-
menu. Na osnovu slike moze da se zakljuci da je tesko identifikovati frekven-
cijske komponente signala X (t).

Dalje u kodu se izracunava FFT signala sa decimacijom po frekvenciji.
Potom se vrednosti dvostranog spektra P2 prebacuju u pozitivne i tako se
formira jednostrani spektar P1 i potom se dalje izracunavanje vrsi na celoj
duzini signala. Posle ovih koraka sledi iscrtavanje signala P1 u frekvenci-
jskom domenu. Amplitude nisu ta¢ne vrednosti kao na pocetku, a razlog za

91
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Slika 43: Noisy signal decimacija po vremenu
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Slika 44: Noisy signal decimacija po frekvenciji

to je prisustvo belog suma. Sto je signal duzi on ¢e proizvsti bolju aproksi-
maciju frekvencije. Na slici (44) prikazan je signal u frekencijskom domenu.

Slede¢i korak u kodu je primena FFT na originalni signal bez prisustva

suma (amplitude koje su zadate u kodu su 0.7 i 1.0) i iscrtava se signal u
frekventnom domenu koji je prikazan na slici (45).
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Slika 45: Noisy signal decimacija po S(t)

6.1.2 FFT algoritam koji prikazuje kosinusne talase

Ovde je prikazan primer algoritma koji prikazuje kosinusni signal u vremen-
skom i fekvencijskom domenu.

Listing 2: Primer algoritma za prikazivanje kosinusnog talasa

Fs = 1000; % Sampling frequency

T = 1/Fs; % Sampling period

L = 1000; % Length of signal

t (0:L—1)%T; % Time vector

x1 = cos(2%pixb0xt); % First row wave
x2 = cos(2%pix150%t); % Second row wave
x3 = cos(2xpi*300%t); % Third row wave
X = [x1; x2; x3];

for i = 1:3

subplot (3,1,1)

plot (t(1:100) ,X(i,1:100))
title ([ 'Row ' ,num2str(i),
end

n = 2 nextpow2 (L) ;

dim = 2;

Y = fft (X,n,2);

P2 = abs(Y/n);

Pl = P2(:,1:n/241);
P1(:,2:end—1) = 2«P1(:,2:end—1);

for i=1:3

subplot (3,1,1)

plot (0:(Fs/n):(Fs/2—Fs/n) ,P1(i,1:n/2))

title ([ 'Row ’,num2str(i), ’ in the Frequency Domain’])
end

in the Time Domain’])

Na pocetku koda navedeni su parametri signala sa frekvencijom od 1Hz i
trajanjem od 1 sekunde. Nakon toga se kreira matrica u kojoj svaki red pred-
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stavlja kosinusni talas sa razlicitim frekvencijama. Prva for petlja tumaci se
tako da postoje tri reda sa po 1000 vrednosti, gde su u prvom redu talasi ¢ija
je frekvencija 50Hz, drugom 150Hz i u tre¢em su talasi frekvencije 300 Hz.
Kodom je prikazano prvih 100 vrednosti iz svakog reda i izvrSeno je poredenje
njihovih frekvencija u vremenskom domenu. Rezultat je prikazan na slici 46.
Kako bi postigli bolje performanse algoritma, ulazni signal je dopunjen nu-
lama. Za definisanje nove duzine niza koristi se funkcija nextpow?2. Nakon
ovog postupka izracunava se FFT signala i odreduje se dvostrani i jednos-
trani spektar svakog signala. I na kraju, druga for petlja iscrtava jednostrani
amplitundi spektar za svaki red signala.

Row 1 in the Time Domain
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Slika 46: Kosinusni signal decimacija po vremenu
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Slika 47: Kosinusni talas decimacija po frekvenciji

6.2 Primer algoritma za kompresiju slike DCT-om

Ovde je predstavljen primer algoritma za kompresiju slike diskretnom kosi-
nusnom transformacijom. Kod za kompresiju je:

Listing 3: Kod za kompresiju slike Diskretnom kosinusnom transformacijom

I = imread(’cameraman. tif ') ;
I = im2double(I);
T = dctmtx (8) ;
dctl = @(block_struct) T % block_struct.data x T7;
B = blockproc(I,[8 8],dctl);
mask = [1 1 0

1

SO O =
OO OO =
OO DD OO O
OO DO OO OO
OO O OO oo

0 0

B2 = blockproc(B,[8
) ;

invdet = @Q(block_struct) T’ % block_struct.data * T;
12 = blockproc(B2,[8 8],invdct);
imshow (1) ;
figure
imshow (12);

0 I;

0
0
0
0
0
0
0
0
block_struct) mask .x block_struct.data

OO OO OO o
—~O OO O o oo

®

Ovaj primer pokazuje kako kompresovati sliku pomo¢u DCT-a. Primer izra-
c¢unava dvodenimenzionalnu DCT od 8x8 blokova na ulaznoj slici, odbacuje
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(postavlja na nulu) sve osim 10 do 64 DCT koeficijenta u svakom bloku, a
zatim rekonstruise sliku pomoc¢u dvodimenzionalnog DCT-a inverznog oblika
svakog bloka. Primer koristi metod ra¢unaja matrice transformacije. DCT
se koristi u JPEG algoritmu kompresije slike. Ulazna slika je podeljena na
blokove 8x8 ili 16x16, a dvodimenzionalna DCT se izracunava za svaki blok.
DCT koeficijenti se potom kvantizuju, kodiraju i prenose. JPEG prijemnik
(ili ¢ita¢ JPEG datoteka) dekodira kvantizovane DCT koeficijente, izracunava
inverzni dvodimenzionalni DCT svakog bloka, a zatim ih vracva u jednu sliku.
Za tipicne slike, mnogi DCT koeficijenti imaju vrednosti blizu nule. Ovi
koeficijenti se mogu odbaciti bez ozbiljnog uticaja na kvalitet rekonstruisane
slike.

Lako se moze doneti zakljucak da iako u rekonstruisanoj slici postoji
odredeni gubitak kvaliteta, iako je odbaceno gotovo 85% DCT koeficijenta
jasno je prepoznatljivo koja je slika u pitanju.

Slika 48: Originalna slika
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Slika 49: Slika posle izvrsene kompresije
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