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Predgovor

U ovom master radu baviéemo se izucavanjem grafova pomoc¢u matrica.
Sadrzaj rada je rasporeden u cetiri dela.

Prvo poglavlje je uvodnog karaktera. Dat je kratak istorijski pregled u kojem
se navode matematicari, koji su doprineli nastanku novih i daljem razvoju
tada postoje¢ih matematickih teorija. Sadrzi osnovne pojmove i definicije iz
teorije grafova i linearne algebre koje se koriste u navedenoj problematici.

Drugo poglavlje se bavi grafovskim matricama. Upoznajemo se sa poj-
movima matrica susedstva i matrica incidencije koji se na odredeni nacin
pridruzuju grafu. DefiniSemo i matricu incidencije orijentisanih grafova. Da-
jemo pregled osnovnih osobina takvih matrica. Navodimo i dokazujemo te-
oreme vezane za rang i regularnost odredenih grafovskih matrica.

U trecem delu fokusiramo se na spektralne osobine grafova. Upoznajemo
se sa osnovnim pojmovima spektralne teorije grafova. Navedene su teoreme
kao sto su Rejlijev koli¢nik, Teorema o preplitanju i Perron - Frobeniusova
teorema. Na kraju ovog poglavlja izlozeni su i spektri nekih poznatih speci-
jalnih grafova.

U cetvrtom poglavlju definiSemo pojam jako regularnog grafa i neke njegove
spektralne osobine. Navedena je i jedna vazna teorema iz klasi¢ne teorije
grafova - teorema o prijateljstvu, kao i njen dokaz.

*x kK

Ovim putem zelela bih i da se zahvalim svom mentoru, dr Anni Slivkovoj
na svim stru¢nim savetima, sugestijama i primedbama u toku pripreme ovog
master rada. Takode se zahvaljujem i ¢lanovima komisije, dr Ivici Bosnjaku
i dr Samiru Zahirovicu.



Veliku zahvalnost dugujem i svojim roditeljima i svom muzu na podrsci to-
kom osnovnih i master studija.

Novi Sad, april 2023. Diana Surjan



1
Uvod

Teorija grafova je samostalna i vazna oblast matematike. Grafovi se mogu
koristiti za reSavanje mnogih prakti¢nih problema. Primenjujemo ih kod raz-
nih problema optimizacije, kod postavljanja racunarskih i elektri¢nih mreza
i za modelovanje i reSavanje mnogih drugih slozenih problema iz svako-
dnevnog zivota. Rad za koji se smatra da je prvi koristio teoriju grafova
je rad Leonarda Ojlera, objavljen 1736. godine, u kojem je resio problem
Sedam mostova Keningsberga.

U vreme QOjlera, kroz grad Kenigsberg protice reka Pregel koja deli grad na
¢etri dela, medusobno povezanih sa sedam mostova kao Sto je prikazano na
slict 1. Problem se sastoji u tome kako prec¢i sve mostove a pritom ne preci
ni jedan most dva ili vise puta. Ojler je resio problem tako Sto je posmatrao
svaki deo grada kao celinu, odnosno kao ¢vor, dok je mostove posmatrao kao
veze izmedu ¢vorova. Na taj nacin je predstavio problem u vidu grafovske
strukture. Tako analiziraju¢i problem dosao je do zakljucka da ne postoji
put kroz grad tako da se prode preko svakog mosta tacno jednom.

Slika 1.

Nesto kasnije, 1845. godine roden je rad Gustafa Kirhofa koji se odnosio
na problem racuna struje u elektricnom kolu. Nakon njega 1852. godine



Frensis Gatri izlozio je problem cetiri boje koji postavlja pitanje da li je
moguce obojiti zemlje na geografskoj karti sa samo cetiri boje tako da se
ne pojave dve susedne zemlje obojene istom bojom. Ovaj problem su resili
Kenet Apeli Volfgang Hejken tek 1976. godine.

Denes Kenig je 1936. godine objavio knjigu Teorija konacnih i beskonacnih
grafova i ta godina se smatra godinom zasnivanja teorije grafova kao po-
sebne matematicke discipline. Nekoliko decenija kasnije pocinje i proucavanje
grafova uz pomo¢ linearne algebre, preko karakteristicnih korena i karakte-
ristiécnih vektora matrica koje su im pridruzene.

1.1 Osnovni pojmovi i osobine

U slede¢em odeljku podseti¢cemo se na najvaznije definicije i teoreme iz te-
orije grafova i linearne algebre, koje ¢e nas pratiti tokom rada.

Osnovna literatura koju smo koristili je [4, 8, 10, 11].

Graf G je uredeni par (V, E) gde je V neprazan konacan skup, a F je pro-
izvoljan podskup skupa V® = {{u,v} C V : u # v}'. Elemente skupa V zo-
vemo ¢vorovi grafa, a elemente skupa F grane grafa. Ako je e = {u, v} grana
grafa, onda kazemo da su u i v susedni cvorovi, i da je grana e incidentna
sa ¢vorovima u i v. Skup ¢évorova grafa G se oznacava sa V(G), skup grana
sa F(G), broj ¢vorova sa n(G), a broj grana sa m(G). Ovako definisan graf
nazivamo i prost graf. Takode nekim slucajevima dozvoljavamo da razlicite
grane budu incidentne sa istim parom ¢vorova, kao i da grana bude inci-
dentna samo sa jednim ¢vorom.

Grane koje su incidentne sa istim parom ¢vorova nazivaju se paralelne grane.
Grana kod koje se pocetni i krajnji ¢vor poklapaju naziva se petlja.
Graf G je prost ukoliko u njegovom skupu grana, E(G), nema ni petlji ni

paralelnih grana. Multigraf je graf u ¢ijem se skupu grana mogu pojavljivati
paralelne grane i petlje.

Lskup svih dvoelementnih podskupova skupa V



MultigrafG

V(G) = vy, 9, v3, Vg, V5
vy — izolovan cvor
E(G) = ey, eq,e3,¢e4,65
ey4, €5 — paralelne grane
e3 — petlja

Slika 1.1.

Stepen cvora v, u oznaci d(v), je broj grana koje su incidentne sa njim. Sa
d(G) oznacavamo najmanji, a sa A(G) najveéi stepen ¢vora u grafu G. Za

¢vor Ciji je stepen 0 reéi ¢emo da je izolovan. Za ¢vor stepena 1 ¢emo reéi da
je viseci.

Teorema 1.1. Zbir svih stepeni ¢vorova grafa jednak je dvostrukom broju
njegovih grana.

Dokaz. Stepen ¢vora predstavlja broj grana koje su incidentne sa datim
¢vorom. Stoga, ako saberemo sve stepene ¢vorova, mi ¢emo prebrojati sve
grane i to svaku po dva puta. Time je tvrdenje pokazano. a

Graf je regularan ako su mu svi ¢vorovi istog stepena. Graf je k-regularan
ako su mu svi ¢vorovi k-tog stepena.

Graf H = (W4, E1) je podgraf grafa G = (V| E), u oznaci H < G, ako je
Vi CVikFE, CFE. Ako je H podgraf od G, onda je G nadgraf od H.
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Graf G Gy — podgraf grafa G

Slika 1.2.

Pokrivajuéi (razapinjuéi) podgraf H grafa G je podgraf ¢iji su évorovi svi
¢vorovi grafa G tj. V(H) = V(G).

Neka je v ¢vor grafa G. Uklanjanje cvora v iz grafa G se vrsi tako Sto se
iz grafa G ukloni ¢vor v i sve grane koje su sa njim incidentne. Dobijen graf
oznacavatemo sa G — v.

Neka je e grana grafa G. Uklanjanje grane e iz grafa G se vrsi tako Sto se
iz grafa G ukloni grana e, a njeni krajevi ostaju u skupu ¢vorova grafa G.
Dobijen graf oznacava¢emo sa G — e.

Put uw grafu je niz razlicitih ¢vorova vy, ..., vs tog grafa takav da su v; i vy
susedni za sve ¢ € 1,2,...,s — 1. Broj grana na putu zovemo duzina puta.
Rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu je duzina najkrac¢eg puta koji ih pove-
zuje. Rastojanje izmedu ¢vorova u i v oznacavamo sa d(u, v).

Graf je povezan ako za svaka dva ¢vora postoji put koji ih povezuje.
Komponenta povezanosti grafa je njegov podgraf koji je povezan i koji nije

povezan putem ni sa jednim ¢vorom van ovog podgrafa.
Na primer, graf na slici 1.3 ima tri komponente povezanosti.
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Slika 1.5.

Neka je graf G = (V, E) povezan graf. Ekscentricitet ¢vora v je najvele
rastojanje nekog drugog ¢vora u grafu od tog ¢vora: ex(v) = max{d(v,x) :
x € V}. Poluprecnik grafa G je minimalni ekscentricitet ¢vora u grafu:
r(G) = min{ex(v) : v € V'}. Dijametar grafa G je maksimalni ekscentricitet
¢vora u grafu: D(G) = max{ex(v) :v € V'}.

Lzomorfizam grafova Gy = (Vi, E1) 1 Go = (Va, E3) je bijekcija ¢ : Vi — Vs
takva da za svaka dva ¢vora u # v grafa G; vazi u je susedan sa v u Gy ako
i samo ako p(u) je susedan sa ¢(v) u Gy. Grafovi Gy i Gy su izomorfni, u
oznaci G = (G5, ako postoji izomorfizam ¢ : Vi — V5.

Vy V3 us
V(G = V(Ga)
! Vo V3 V4
f' (m U U3 ’LL,1)
1 (%) <A U9
G] G1 = G2 G?
Slika 1.4.

Automorfizam grafa G je svaki izomorfizam ¢ : G — G.



Sada ¢emo navesti neke od specijalnih tipova grafova.

Kompletan graf sa n ¢vorova, u oznaci K,, je graf kod koga je svaki ¢vor
susedan sa svim ostalim.

Slika 1.5.

Prazan graf sa n c¢vorova, u oznaci K,, je graf koji nema nijednu granu.

Uy
U3
U1

U2

K,

Slika 1.6.

Kontura sa n ¢vorova, u oznaci C,, je povezan graf koji ima sve Cvorove
stepena dva.

Slika 1.7.
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Put sa n évorova, u oznaci P,, je povezan graf koji ima sve ¢vorove stepena
dva, sem dva koji su stepena jedan.

v7

Slika 1.8.

Zvezda sa n ¢vorova, u oznaci S, je graf koji ima jedan ¢vor koji je povezan
sa svim ostalim i pored tih grana nema drugih.

U1 v2 U3
U, 9 Vg
7 Us
U6
So
Slika 1.9.

Graf G(X1, Xs, ..., Xi) je k-partitan ako skup ¢vorova V(G) delimo u k di-
sjunktnih klasa X, Xs, ..., X;. Svaka grana k-partitnog grafa spaja ¢vorove
koji pripadaju razli¢itim klasama. Bipartitan graf je vrsta k-partitnog grafa
kod kojeg je skup ¢vorova podeljen u dve disjunktne klase. Kompletan k-
partitan graf K, n,..n, je k-partitan graf G(Xi, X, ..., Xg), | Xi| = ni, u
kojem izmedu svaka dva ¢vora iz razlicitih klasa postoji grana.

11



4 5 V6 U7

Bipartitan graf

Slika 1.10.

Ks93

Slika 1.11.

Bipartitni grafovi imaju vrlo korisnu karakterizaciju koja je data u narednom
tvrdenju ¢iji se dokaz moze naci u [10].

Teorema 1.2. Graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi podgraf koji
je kontura neparne duzine.

Stablo je povezan graf bez kontura. Suma je graf bez kontura. Primetimo da
je Suma je unija stabala.

Stablo koje se sastoji od svih ¢vorova i nekih grana grafa G je pokrivajuce
stablo.

Definisa¢emo i neke od operacija nad grafovima.
Za grafove Gh = (V1,Ey) 1 Gy = (Va, Fs) kazemo da su disjunktni ili di-
sjunktni po cvorovima ako je Vi, NV, = @&. Za grafove G 1 G2 kazemo da su

disjunktni po granama ako je E1 N Ey = @.

12



Komplement grafa G je graf G koji ima isti skup ¢vorova kao 1 graf G, a
komplementaran skup grana, tj. V(G) = V/(G), dok je E(G) = VAN B(G).

Graf G je samokomplementaran ako je G = G.

Uy Uy Vg
U3 Us V3 Us U3 Vs
vy vp vy U2 v 02
Shika 1.12.

Disjunktna unija grafova G = (Vi, E1) i H = (Va, E3) je definisana samo u
slucaju kada GG i H imaju disjunktne skupove ¢vorova. Tada je to grat GUH
¢iji skup ¢vorova je V3 U Vs a skup grana Fy U Fj.

Potpuni proizvod grafova G = (V1, E1) 1 H = (Va, Es) je definisan samo u
slucaju kada G i H imaju disjunktne skupove ¢vorova. Tada je graf G 7 H
sa skupom ¢évorova V; UV, i skupom grana EyUE,U{xy : z € Vi, y € Va}. To
zapravo znaci da G sy H dobijamo tako sto grafove stavimo jedan do drugog
i onda spojimo svaki ¢vor jednog od njih sa svakim ¢vorom onog drugog.

13
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Slika 1.13.

Kako ¢emo se u nekim delovima ovog rada baviti i orijentisanim grafovima,
onda ¢emo ovde navesti i kratko objasnjenje za taj pojam.

Orijentisani graf ili digraf D je uredeni par (V (D), E(D)), gde je V(D)
konacan neprazan skup elemenata koje nazivamo ¢vorovima dok je E(D)
konacan skup uredenih parova elemenata iz V(D) koje nazivamo granama.

Pojam grana kod orijentisanih grafova predstavlja uredeni par ¢vorova. Uko-
liko je e = (u,v) € E(D) kazemo da je grana e orijentisana od u ka v. Cvor
u naziva se pocetak, a ¢vor v kraj grane (u,v). Umesto (u,v) koristicemo
oznaku wv. Cinjenicu da grana ide od ¢vora u ka évor v mozemo oznadciti sa
u — v i kazemo da je u prethodnik ¢vora v, a v sledbenik ¢vora wu.

Broj grana koje izlaze iz ¢vora v zovemo izlazni stepen cvora vi oznacavamo

sa d*(v), a broj grana koje ulaze u ¢vor v ulazni stepen évora vi oznacavamo
sa d—(v).

Na kraju podsetimo se i nekih pojmova iz linearne algebre.

14



Glavni pojam iz linearne algebre koji ¢emo koristiti jesu matrice nad po-
ljem realnih brojeva, tj. realne matrice.

Ako je A realna kvadratna matrica reda n, onda se matrica AE — A na-
ziva karakteristicna matrica matrice A.

Polinom po A ; P(\) = det(\E — A) naziva se karakteristicéni polinom matrice
A. Jednacina det(A\E — A) = 0 naziva se karakteristicna jednacina matrice A.

Karakteristicni koreni matrice A € R™" jesu koreni njene karakteristicne
jednacine. S obzirom na to da je karakteristicni polinom matrice A n-tog ste-
pena, sledi da matrica A ima n karakteristi¢nih korena nad poljem kompleks-
nih brojeva, gde svaki od njih brojimo onoliko puta kolika mu je visestrukost.
Ovu visestrukost nazivamo algebarska visestrukost.

Skup svih karakteristicnih korena matrice A naziva se spektar te matrice
i oznacava sa o(A).

Ako su Ap, Ag, ..., A, karakteristi¢ni koreni matrice A € R™" onda se p(A) =
maz|\;|,i = 1,2,...,n naziva spektralni radijus matrice A.

Neka je A linearna transformacija vektorskog prostora V(F). Karakteisticni
koren transformacije A je svaki skalar A € F' za koji postoji vektor x €
V(F),x # 0, takav da je A(x) = Az. Vektor x je karakteristicni vektor tran-
sformacije A koji odgovara karakteristicnom korenu .

Neka je A € F™". Akosux € F™" x # 01\ € F takvi da vazi Ar = Az,
onda je x karakteristicni vektor matrice A, a A karakteristi¢ni koren te ma-
trice. S obzirom na izomorfnost strukture linearnih transformacija kona¢no
dimenzionalnog vektorskog prostora i strukture odogvaraju¢ih matrica, sledi
da je u kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru koordinatna kolona [x]
karakteristicnog vektora x linearne transformacije A tog prostora karakte-
risticni vektor matrice [A] te transformacije, a karakteristicni koreni linearne
transformacije i njene matrice su isti.

Geometrijska visestrukost za karakteristicni koren A je jednaka
n—rang(AE—A(G)), gde je n red kvadratne matrice A. Algebarska visestrukost

je uvek veca ili jednaka geometrijskoj visestrukosti.

Kako se u radu bavimo uglavnom neorijentisanim grafovima, matrice koje
¢emo im pridruzivati ¢e biti simetric¢ne i realne i sledec¢a teorema nam je od

15



velikog znacaja.

Teorema 1.3. Simetricna matrica A € R™" ima samo realne karakteristicne
korene, njihove algebarske i geometrijske visestrukosti su jednake i postoji
skup karakteristi¢nih vektora, reda n, koji ¢ini ortonormiranu bazu? vektor-
skog prostora R™.

2Baza e = (e1, ea, ..., e,) nekog vektorskog prostora V sa osobinom |e;| = 1 i za svaka
dva razli¢ita e; i e; je njihov skalarni proizvod jednak nuli, tj. (e;,e;) = 0.
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2
Matri¢cno predstavljanje grafova

Kako smo ve¢ na pocetku konstatovali, grafovi se mogu koristiti za resavanje
mnogih prakticnih problema. Takve probleme resavamo najcesée pomocu
racunara. Iz tih razloga potrebno je na adekvatan nacin predstaviti grafove.
Ne postoji neka univerzalna reprezentacija grafova koja bi resila sve razlicite
probleme u kojima se oni koriste. Jedan od uobicajenih na¢ina reprezentacije
grafova je pomoc¢u matrica susedstva i matrica incidencije.

Koristili smo reference [1, 3, 7].

2.1 Matrica susedstva

Definicija 2.1. Matrica susedstva grafa G sa n ¢vorova je kvadratna matrica
reda n, gde je a;; broj grana od ¢vora v; do ¢vora v;, dok a;; predstavlja broj
grana koje pocinju u ¢voru v; i zavrSavaju se u istom.

Elementi matrice susedstva prostog grafa mogu biti samo 0 i 1. Elementi
matrice multigrafa su prirodni brojevi i nula. Matrica susedstva neorijenti-
sanog grafa je simetricna. Matricu susedstva grafa G oznaci¢emo sa A(G).

Primer 2.1. Odrediti matricu susedstva sledec¢ih grafova:

(a) prost graf Gy

17



-n‘l -v2

U3
4
G
Shika 2.1.
Matrica susedstva prostog grafa G, je
0110
1 011
AG) =11 1 ¢ o
0100
(b) multigraf G
1 V2
4

G

Slika 2.2.
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Matrica susedstva multigrafa G5 je

A(G,) =

N O WO
O = O W
N = = O
O NN O N

O matrici susedstva mogu se napraviti slede¢a opsta zapazanja:

e Ako je graf G bez petlji, tada su svi elementi na glavnoj dijagonali matrice
A(G) jednaki nuli. U suprotnom ako postoji petlja u ¢voru v; tada elementu
a;; dodeljuje se vrednost 1.

e U grafu G, stepen ¢vora v; je jednak zbiru elemenata u i-toj koloni, od-
nosno vrsti matrice A(G).

e Graf (G je nepovezan, sa komponentama GGy i G, tada je matrica susedstva
grafa G slicna sa matricom:

46) = | A8 |

gde su blokovi na dijagonali A(G;) i A(G2) matrice susedstva komponenata
(GG 1 G5 redom, a blokovi van dijagonale su nula-matrice odgovarajuceg for-
mata. Iz gornjeg predstavljanja se vidi da ne postoji grana koja povezuje
¢vorove iz (31 sa ¢vorovima iz G.

e Ako je A(G) matrica susedstva grafa G koja je oblika

wo-[32]

gde su B i C kvadratni blokovi a van dijagonale su nule, onda je G nepovezan
graf i ima bar dve komponente ¢ije su prateée matrice B i C.

e Za svaku kvadratnu, simetri¢nu i binarnu matricu A reda n postoji graf sa
n ¢vorova, bez paralelnih grana, ¢ija je matrica susedstva bas matrica A.

e Permutacija redova i odgovaraju¢ih kolona podrazumeva preuredivanje
¢vorova u grafu. Primecujemo da su vrste i kolone matrice A(G) rasporedene
tako da odgovaraju istom redosledu ¢vorova. Prema tome, kada se dve vrste
izmene u A(G), odgovarajuée kolone se takode zamenjuju.

19



Matrica susedstva grafa zavisi i od numeracije ¢vorova, ali se moze pokazati
da su sve matrice susedstva jednog grafa medusobno sli¢ne.

Primer 2.2. Na slede¢oj slici imamo dva izomorfna grafa G i G (tj. imamo

jedan isti graf sa dve razli¢ite numeracije évorova). Potrebno je odrediti nji-
hove matrice susedstva.

Y4 Uy
@UB /\ U3
2 %

Us
1
G1 G2

Slika 2.3.

Ovim grafovima odgovaraju razlic¢ite matrice susedstva. To su

01001 00110
10100 00011
AG1)=10 1 0 1 0|iA(Gy)=1|1 0 0 0 1
00101 1 1000
1 0010 01 100
One su sliéne jer postoji matrica

00001

00100

X=1[102000

00010

01000

takva da je A(Gy) = X TA(G2)X. Ovde je X permutaciona matrica .
Teorema 2.1. Grafovi G = (Vi,E1) 1 Gy = (Vo, Ey) , n = || = |4
su izomorfni ako i samo ako su njihove matrice susedstva A(Gp) i A(Gs)

permutaciono sli¢ne, tj. ako i samo ako vazi A(Gy) = PA(G,)P™!, gde je P

20



permutaciona matrica.

Dokaz. Neka su grafovi G; i G izomorfni, tada matricu susedstva jednog
grafa mozemo dobiti permutacijom vrste i kolone matrice susedstva drugog
grafa tj. A(Gy) = PA(G,)P™!, gde je P permutaciona matrica. MnoZenje
A(G,) sa leve strane sa matricom P permutuje vrste, a mnozenje sa desne
strane sa P~! permutuje kolone matrice A(G1).

S druge strane, ako vazi A(G2) = PA(G;)P~! onda postoji preslikavanje
f Gy = Gj takvo da e; = (v;,v;) € Ey (tj. a;; = 1) ako i samo ako
e; = (Vra),vr0)) € Ea (tj. apaypig) = 1), Sto je i definicija izomorfizma gra-
fova.

O

Teorema koja sledi daje nam odgovor na pitanje koliki je broj Setnji duzine
k izmedu dva proizvoljna ¢vora.

Teorema 2.2. Neka je A(G) matrica susedstva grafa G = (V| E). Tada

je broj Setnji duzine £ izmedu ¢vorova v; € V iv; € V jednak elementu agf),

tj. elementu na poziciji (4,7) u matirci A(G)*.
Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati matematickom indukcijom po k.

Posmatrajmo matricu susedstva A(G). Njena i-ta vrsta, i = 1,2,...,n, od-
govara broju puteva duzine 1 od ¢vora v; do svakog ¢vora grafa GG, gde je na
[-tom mestu broj puteva do ¢vora v;. Kako je matrica grafa GG simetricna,
gornja pretpostavka vazi i za kolone matrice A(G). Kako od i-tog do I-tog
¢vora mozemo sti¢i na a;, a od [-tog do j-tog ¢vora mozemo sti¢i na ay;
nacina, sledi da od i-tog do j-tog évora mozemo stiéi na >, | a;a;; nacina,
gde nam je dobijena suma broj razlic¢itih Setnji duzine 2, sto je dalje jednak
elementu matrice A(G)? na poziciji (4, j).

Pretpostavimo sad da tvrdenje vazi za k i pokazimo da onda mora vaziti
izak+ 1.

Na osnovu indukcijske hipoteze znamo da elemenat [A(G)¥];; matrice A(G)*
predstavlja broj Setnji duzine k od i-tog do svakog I-tog ¢vora u vrsti. Kako
u matrici A(G) elementi j-te kolone predstavljaju broj Setnji duzine 1 do
j-tog évora od svakog I-tog ¢vora u koloni, dobijamo da element )", a,l(lk)alj
predstavlja broj Setnji duzine k + 1 od i-tog do j-tog ¢vora, tj. dobijamo da
je ova suma elemenat ag-c) u matrici A(G)*L, sto je i trebalo da pokazemo.

Na osnovu principa matematicke indukcije dobijamo da tvrdenje vazi za svaki
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prirodan broj k. O

Pomoc¢u matrice susedstva grafa mozemo odrediti i rastojanje izmedu ¢vorova
grafa.

Teorema 2.3. Neka je G = (V, E) povezan graf. Rastojanje izmedu ¢vorova
v; € Viv; €V je k ako i samo ako je k najmanji prirodan broj za koji vazi
[A(G)¥);; # 0, gde je A(G) matrica susedstva grafa G.

Dokaz. Neka je G povezan graf sa matricom susedstva A(G) i neka su ¢vorovi
v; 1 v; takvi da je duzina najkraceg puta izmedu njih d(v;,v;) = k tj. broj
puteva duzine 1,2, ..., k —1 izmedu ¢vorova v; i v; je nula. Na osnovu teoreme

2.2 sledi a;; = al(-?) =...= al(f_l) = 0. Znaci k je najmanji prirodan broj za

koji je ait) # 0 tj. [A(G)¥);; # 0.

Sa druge strane, ako je k najmanji prirodan broj za koji vazi [A(G)"];; # 0
tj. ai; = O,ag) =0, ...,agf_l) = 0, tada na osnovu teoreme 2.2 to znaci da

broj puteva duzine manje od k je nula. Sledi d(v;,v;) = k. O

Posledica 2.1. Neka je G = (V, E) povezan graf i neka je A(G) matrica
susedstva grafa G. Ako za ¢vorove v; € V iwv; € V vazi d(v;,v;) = m, onda
su matrice E, A(G), A(G)?, ..., A(G)™ linearno nezavisne.

Dokaz. Bez umanjenja opstosti, neka je ¢ = 1 i neka je v1v2...v; jedan
put duzine m od ¢vora v; do v; u grafu G. Dakle, j = m + 1. Primetimo da
je za svako k < m

[A(G)k]lk_H >01
[A(G)*] 11 =0 zasve Ik <1 <m.

Da bismo dokazali da su matrice E, A(G), A(G)?, ..., A(G)™ linearno neza-
visne, dovoljno je pokazati da je matrica

[ 1 0 0 i
[A(G)]1n [A(G)]i2 [A(G)]1m+1
M= | [AG)?ln  [A(G)i2 [A(G)?]1ms1
[AG) 1 [AG) ™2 -+ [AG) s

regularna. Medutim, na osnovu gornjeg razmatranja, matrica M je donje
trougaona sa elementima na dijagonali razlicitim od 0. Ovim je tvrdenje
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dokazano. O

Teorema 2.4. Neka je G = (V, E) graf sa n ¢vorova, vy, vs,...,v, € V|
i neka je A(G) matrica susedstva grafa GG. Neka je data jos i matrica
Y = AG) + AG)? + ... + A(G)" L.

Graf G je povezan ako i samo ako su svi elementi van glavne dijagonale ma-
trice Y razliciti od nule tj. y;; # 0,7 # j.

Dokaz. Neka je G povezan graf i neka je dato y;; = [Y];; = [A(G)]i; +
[A(G)%;; + ... + [A(G)" Yy, ede [A(G)F];; oznacava elemenat matrice A(G)F
na mestu (4, 7). Kako, na osnovu teoreme 2.2, znamo da ovaj elemenat pred-
stavlja broj Setnji duzine k izmedu ¢vorova v; i v; dobijamo

Yij = Z?;ll Ny, gde je N; broj Setnji duzine [ izmedu ¢vorova v; i v;.

Dalje sledi, da je y;; jednak broju setnji duzine manje od n, izmedu ¢vorova
(5 1 Vj.

G je povezan graf, pa za svaki par (i,j),i # j postoji Setnja iz v; u v;.
Kako je G graf sa n ¢vorova, ta Setnja prelazi kroz najvise n ¢vorova, znaci
sigurno je duzine manje od n. Sledi, y;; # 0 za svaki (4, 7),¢ # J.

S druge strane, ako pretpostavimo y;; # 0 za svaki (4,7),7 # j na osnovu
teoreme 2.3 sledi da postoji bar jedna Setnja izmedu ¢vorova v; i v; duzine
manje od n. Proizilazi da je v; povezan sa v;. Kako smo (4,7),7 # j, birali
proizvoljno, sledi da je graf G' povezan. O

Naredne teoreme odnose se na odredivanje broja grana, trouglova i kontura
duzine 4 u grafu ako nam je data matrica susedstva.

Teorema 2.5. Neka je dat graf GG i neka je broj grana u grafu oznacen
sa e, a broj trouglova sa t. Ako je A(G) matrica susedstva grafa G, onda vazi
(a) trA(G) =0,

(b) trA(G)? = 2e,

(c) trA(G)? = 6t.

Dokaz.

(a) Kako su svi elementi na glavnoj dijagonali matrice susedstva jednaki nuli
sledi trA(G) = 0.

(b) Elemenat [A(G)?];; predstavlja broj zatvorenih Setnji duzine 2 od ¢vora
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v;. Svaka zatvorena Setnja duzine 2 odgovara jednoj grani u grafu. Kako je
[A(G)?]; = d(v), sledi trA(G)?* = 2e.

(¢) Da bismo dokazali treéu tvrdnju, prvo konstatujemo da kroz svaku zatvo-
renu Setnju mozemo prolaziti na dva razli¢ita nacina. Znaci, za svaki ¢vor v;
trougla, postoje dve zatvorene Setnje duzine 3 koje poc¢inju u v; i prolaze kroz
trougao. Kako se svaki trougao sastoji od tri razlic¢ita ¢vora, za svaki trougao
u grafu mozemo rac¢unati Sest Setnji duzine 3. Kako je -7 | [A(G)?];; jednaka
broju Setnji duzine 3, u grafu G imamo trA(G)* =37 [A(G)*]; =6t. O

Primer 2.3. Neka je dat graf G sa 6 grana, koji ima ¢ = 1 trouglova i
neka je A(G) matrica susedstva grafa G. Tada

G
Slika 2.4.
01001
10110
AG)=10 1 0 1 0],trA(G)=0
01101
10010
2 01 20
03 1 12
AGP =111 2 1 1|,trA(G)* =2e=12
21130
0210 2
052 14
5246 1
AGP =12 4 2 4 2| ,trA(G)? =6t =6
16425
41250
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Teorema 2.6. Neka je dat graf G i neka je A(G) matrica susedstva grafa
G. Broj kontura duzine 4 u grafu G je

g = %(trA(G)A‘ L A(G) — 2 Zn: i2),

gde je dy,ds, ...,d, niz stepena ¢vorova grafa G.

Dokaz. Dokazactemo ekvivalentno tvrdenje tj.
trA(G)* =8¢ —2e+2% " d2

Znamo, trA(G)* = > [A(G)*);;. Elemenat [A(G)*];; predstavlja broj za-
tvorenih Setnji duzine 4 od ¢vora v;. Postoje tri vrste takvih Setnji:

(a) Zatvorena Setnja u formi (v;, z,v;,y,v;), gde su x i y ¢vorovi susedni sa
¢vorom v;. Broj takvih Setnji je d?, jer i évor x i Evor y mozemo da biramo
na d; nacina.

(b) Zatvorena Setnja u formi (v;,v;,z,v;,v;), gde je ¢vor v; u susedstvu sa
¢vorovima v; i x, dok ¢vor x i ¢vor v; su nesusedni. Broj takvih Setnji je
>-(d; —1), gde j prolazi kroz skup indeksa ¢vorova koji su susedni sa ¢vorom
vi.

(¢) Setnje kroz konture duzine 4 od ¢vora v;. Za svaku takvu konturu mozemo
racunati dve konture duzine 4, u oznaci 2¢;, gde je g; broj kontura duzine 4
Sledi,

[A(G)Yii = 2q; + df + 32(d; — 1)

Prema tome,

trA(G) =300, (2¢ +d7 + 30(d; — 1))
=80+ L, (@~ i+ D)
=8¢ —2+> ., d +Zz_ Zd

_8q_26+211 7 Zzl i
=8¢ —2e+2) " d7
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2.2 Matrica incidencije

U slucaju orijentisanih i neorijentisanih grafova imamo razli¢ite matrice in-
cidencije.

2.2.1 Matrica incidencije neorijentisanog grafa

Definicija 2.2. Neka je G = (V, E) neorijentisani graf kod koga je skup
¢vorova V. = {vy,v9,...,v,} 1 skup grana E = {ej,es,...,e,,}. Tada je
matrica incidencije grafa G, matrica B(G) = [bi;]nxm data sa

b {1 ¢vor v; je incidentan sa granom e;,
]

0 ¢vor v; nije incidentan sa granom e; .
Kako su elementi matrica incidencije neorijentisanih grafova samo nule i je-
dinice, ove matrice ¢emo posmatrati kao matrice nad poljem GF(2).3
Primer 2.4. Odrediti matricu incidencije slede¢ih grafova:
(a) prost graf G,
er AU

€2

€3

€4

G

Slika 2.5.

3Polje nad skupom {0, 1} i operacijama sabiranja i mnozenja po modulu 2.
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Matrica incidencije prostog grafa Gy je

1000
1110
B(Gy)=10 10 0
0011
0001

(b) multigraf G

Slika 2.6.

Matrica incidencije multigrafa G5 je

11100
01011
BG)=1y 011 1
0000 0

Matrica incidencije neorijentisanog grafa je binarna matrica koja ima sledece
osobine:

e Ova matrica je matrica formata n x m.

e Ako je G graf bez petlji, onda broj jedinica u i-toj vrsti matrice B(G)
jednak je broju grana incidentnih sa ¢vorom v;, tj. stepenu ¢vora v;.

e Ako je graf bez petlji, u svakoj koloni se nalaze po dve jedinice, $to odgo-
vara Cinjenici da je svaka grana incidentna sa dva ¢vora.

e U slucaju da postoji petlja, odgovarajuca kolona matrice B(G) sadrzi tacno
jednu jedinicu.
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e Vrsta matrice B(G) ¢iji su svi elementi 0 odgovara ¢voru koji je izolo-
van.

e Paralelne grane u grafu generisu identi¢ne kolone u matrici B(G).

e Graf G je nepovezan sa komponentama G; i G, onda je matrica inci-
dencije grafa G sli¢na sa matricom

56 = [ 25 ey

Iz gornje podele se vidi da ne postoji grana koja povezuje ¢vorove iz (G sa
¢vorovima iz Go.

e Ako je matrica incidencije grafa G slicna sa matricom oblika

gde su Bj i By kvadratni blokovi, a van blokova su nule, onda je G nepovezan
graf sa bar dve komponente.

e Zamenom mesta dve vrste preureduje se numeracija ¢vorova, a zamenom
mesta kolona dolazi do prenumeracije grana.

Teorema 2.7. Grafovi G; = (V1,E1) 1 Gy = (Va, Es) , n = |Vi| = |Vs]
su izomorfni ako i samo ako se njihove matrice incidencije B(G1) i B(Gs)
razlikuju samo po permutaciji vrsta, odnosno kolona.

Dokaz. Neka su grafovi GG; i Gy izomorfni .Tada postoji injektivno presli-
kavanje izmedu ¢vorova i grana grafa (G; i Gy takvo da je ocuvana relacija
incidencije. Tada su matrice incidencije B(G;) i B(Gs) ili identi¢ne ili se
razlikuju samo po permutaciji vrsta, odnosno kolona. S druge strane, permu-
tacijom vrsta i kolona u matrici incidencije grafa se dolazi samo do razmene
numeracije ¢vorova i grana grafa.

O

Teorema 2.8. Neka je G povezan prost graf sa n ¢vorova. Rang matrice
incidencije grafa G je tada n — 1.

Dokaz. Neka je G povezan graf sa n ¢vorova i m grana. Neka je B(G)
matrica incidencije grafa G i neka su Ay, As, ..., A, vektori vrste matrice
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B(G) definisane nad poljem GF'(2). Kako svaka vektor kolona matrice B(G)
sadrzi tacno dve jedinice, suma svih vektora vrsta je nula po modulu 2. Znaci

rang(B(G)) <n—1 (1).

Kako je G povezan, matricu incidencije grafa G ne mozemo napisati u obliku

5@ = [P gy

gde se jedna komponenta sastoji od m vektora vrsta, a druga od n —m. Ne
postoji kvadratna podmatrica reda m matrice incidencije B(G) zam < n—1
takva da je suma tih m vrsta po modulu 2 jednak nuli. Znaci

rang(B(G)) >n—1 (2).

Iz (1) i (2) sledi rang(B(G)) =n — 1.
O

Teorema 2.9. Ako je G nepovezan graf sa k komponenata, tada

rang(B(G)) =n — k.

Dokaz. Neka je G nepovezan graf sa k komponenata. Tada matrica inci-
dencije B(G) ekvivalentna je matrici oblika

BG) 0 .. 0

0 B(Gs) 0

B@)=| . .
0 .. 0 BG

gde je B(G;) matrica incidencije i-te komponente. Iz teoreme 2.8 sledi da je
rang(B(G;)) = n — 1. Znaci rang(B(G)) = rang(B(G1)) + rang(B(G2)) +
w.+rang(B(Gk))=n1—14+ny—1+4+ .. +ny—1=n—k.

O

Sledece teoreme daju nam uslove za regularnost matrice incidencije.
Pre nego sto formuliSemo gore pomenute teoreme, definisa¢emo pojam
redukovane matrice incidencije grafa.
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Definicija 2.3. Neka je G graf sa m grana i n ¢vorova, tada je format
matrice incidencije B(G) grafa G n x m. Brisanjem bilo koje vrste matrice
te vektor vrste moraju biti linearno nezavisne. Odavde proizilazi da za opis
grafa dovoljno je da bude poznato n—1 vrsta matrice incidencije grafa. Tako
definisana podmatrica se naziva redukovana matrica incidencije grafa G, u
oznaci By, i sadrzi iste informacije kao i matrica incidencije grafa.

Teoreme 2.10. Graf reda n sa n — 1 granom je stablo ako i samo ako
je njegova redukovana matrica incidencije regularna.

Dokaz. Stablo sa n ¢vorova ima n — 1 granu. Stablo je povezan graf. Re-
dukovana matrica incidencije stabla sa n ¢vorova je kvadratna matrica reda
n — 11iranga n — 1. Sledi da je ta matrica regularna.

S druge strane, graf sa n ¢vorova i n — 1 granom, koji nije stablo, je ne-
povezan i rang matrice incidencije takvog grafa je manji od n — 1. Znaci
redukovana matrica incidencije reda n — 1 je regularna ako i samo ako je graf
stablo sa n ¢vorova.

O

Teorema 2.11. Neka je G povezan graf sa n ¢vorova i neka je B(G) ma-
trica incidencije grafa G. Kvadratna podmatrica reda n — 1 matrice B(G)
je regularna ako i samo ako sve n — 1 grane koje odgovaraju kolonama te
podmatrice predstavljaju pokrivajuce stablo grafa G.

Dokaz. Neka je G povezan graf sa n ¢vorova i m grana. U povezanom
grafu broj grana je vedi ili jednak sa n — 1. Neka je B(G) matrica incidencije
grafa G' sa n vrsta i m kolona.

Znamo da svaka kvadratna podmatrica reda n — 1 od B(G) je redukovana
matrica incidencije nekog podgrafa H grafa G sa n — 1 granom i obrnuto.

Znamo jos da je kvadratna podmatrica matrice B(G) regularna ako i samo
ako je odgovarajuci podgraf stablo. Stablo koje se sastoji od svih ¢vorova i
nekih grana, u ovom slu¢aju n — 1 grane, grafa GG je pokrivajuce stablo.

Sledi, kvadratna podmatrica reda n — 1 je regularna ako i samo ako grane
koje odgovaraju kolononama te matrice formiraju pokrivajuce stablo.
O
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2.2.2 Matrica incidencije orijentisanog grafa

Definicija 2.4. Neka je G = (V, E) orijentisani graf kod koga je skup

¢vorova V. = {vy,vg,...,v,} 1 skup grana E = {ej,eq,...,e,}. Tada je
matrica incidencije grafa G, matrica F'(G) = [bij]lnxm nad poljem R data
sa
1 ako grana e; izlazi iz ¢vora v;,
fij= 40  ako ¢vor v; i grana e; nisu susedni,

—1 ako grana e; ulazi u ¢vor v; .

Primer 2.5. Odrediti matricu incidencije orijentisanog grafa.

Slika 2.7.

Matrica incidencije grafa G je

-1 -1 0 0 0 -1

1 1 -1 -1 0 0
FG=0 0o 1 0 1 0
0o 0 0 0 0 1
0 0 0 1 -1 0

Osobine matrice incidencije orijentisanog grafa:
e Ova matrica je isto matrica formata n x m.
e Broj pojavljivanja —1 u i-toj vrsti matrice F(G) jednak je broju grana
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koje ulaze u ¢vor v;, tj. ulaznom stepenu ¢vora v;.

e Broj pojavljivanja 1 u i-toj vrsti matrice B(G) jednak je broju grana koje
izlaze iz ¢vora v, tj. izlaznom stepenu ¢vora v;.

e U svakoj koloni se nalaze po jedan element —1 i 1, Sto odgovara ¢injenici
da svaka grana izlazi iz tacno jednog ¢vora i ulazi u ta¢no jedan ¢vor.

Sada ¢emo navesti tvrdenja koje nam daju informacije o rangu i regular-
nosti matrice incidencije orijentisanog grafa.

Teorema 2.12. Ako je G povezan orijentisan graf sa n ¢vorova, onda rang
matrice incidencije grafa G je n — 1.

Dokaz. Neka je G povezan orijentisan graf sa n ¢vorova i m grana. Neka je
F(G) matrica incidencije grafa G, sa vektor vrstama oznacenih sa Fy, Fy, ..., F,,.
Svaka kolona matrice F'(G) ima ta¢no jednu 1, tacno jednu -1, a ostali ele-
menti su svi jednaki 0. Sledi > 77, Fj = 0 $to dalje znaci da rang(F(G)) <
n— 1.

S druge strane, posmatrajmo Z?Zl F;, k <n —1. Kako je G povezan, ma-
tricu incidencije grafa G ne mozemo napisati u obliku

F(G) = { F(OGl) F(OGQ> ]

gde se jedna komponenta sastoji od k vektora vrsta, a druga od n — k. Znaci
ne postoji kvadratna podmatrica reda k& < n — 1 matrice F(G) takva da
je 25:1 F; = 0. Pokazimo sada da nijedna linearna kombinacija vektora
F;,7=1,2,...,k nije jednaka nuli.

Pretpostavimo suprotno, da je 2521 ¢;I; = 0 linearna kombinacija, gde pos-
toji bar jedan ¢; razlicit od nule npr. ¢, # 0, tada vrsta F, ima nenula
elemente u kolonama koji odgovaraju granama incidentnih sa ¢vorom v,. Za
svaku takvu kolonu postoji tacno jedna vrsta npr. F koja u istim kolonama
ima iste nenula elemente samo sa suprotnim znakom. To implicira da ¢, = ¢,
za svako s za koji su ¢vorovi v, i v, susedni. Kako je G povezan graf vazi
c; = czasvako j = 1,2,..., k. Tada linearna kombinacija C(Z?Zl F;) postaje
nula. Dobili smo kontradikciju. Sledi rang(F(G)) =n — 1. O

Teorema 2.13. Ako je G nepovezan orijentisan graf sa k komponenata,

tada rang(F(G)) =n — k.
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Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 2.9. Neka je G nepovezan graf sa k
komponenata. Tada matrica incidencije F/(G) grafa G ima sledeci oblik

F(G) 0 0

0 F(Gy) 0

F(G)=| . .
0 0 F(GY)

gde je F'(G;) matrica incidencije i-te komponente. 1z teoreme 2.12 sledi da je
rang(F(G;)) = n — 1. Znadi rang(F(G)) = rang(F(G1)) + rang(F(G2)) +
o trang(F(Gg))=n1—14+ny—1+ ..+ —1=n—k.

O

Teorema 2.14. Neka je X proizvoljan skup grana povezanog grafa G =
(V,E)i|X|=n—1. Neka je Fx(G) kvadratna podmatrica reda (n — 1) x
(n — 1) matrice incidencije grafa G. Kolone matrice F'y(G) odgovaraju gra-
nama skupa X. Fx(G) je regularna ako i samo ako podgraf (X) indukovan
skupom grana grafa GG je pokrivajuce stablo.

Dokaz. Neka je F' matrica incidencije koja odgovara grafu (X). Ako je
(X)) pokrivajuce stablo grafa GG, tada se matrica F'y(G) sastoji od vrsta ma-
trice F'. Kako je (X) povezan graf, rang(Fx(G)) = n — 1, znac¢i Fx(G) je
regularna.

S druge strane, ako je Fx(G) je regularna, onda u matrici F’ postoji kva-
dratna podmatrica reda n — 1 koja je isto regularna i rang(F') =n— 1.
Zmaci graf je (X) povezan i da predstavlja stablo. O

Za kvadratnu matricu kazemo da je unimodularna ako su njeni elementi
celi brojevi i ako je njena determinanta jednaka 1 ili —1. Kvadratna matrica
je totalno unimodularna ako je svaka njena kvadratna regularna podmatrica

unimodularna.

Teorema 2.15. Neka je F(G) matrica incidencije orijentisanog grafa G.
Tada je matrica F'(G) totalno unimodularna.

Dokaz. Neka je F(G) matrica incidencije orijentisanog grafa G. Pokazaéemo
da determinanta svake podmatrice reda k x k matrice F'(G) je 0, 1 ili —1.

Tvrdenje ¢emo dokazati matematickom indukcijom po k.
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Za k = 1 oc¢igledno vazi tvrdenje. Elementi matrice F(G) su 0, 11 —1.
Za k — 1 pretpostavicemo da je tvrdenje istinito.

Neka nam je F (G) kvadratna podmatrica reda k, matrice F'(G), tada imamo
slede¢e moguce slucajeve:

1. sluéaj U matrici Fx(G) postoji kolona ¢iji su svi elementi 0. Tada

2. slucaj Ako svaka kolona matrice F(G) ima taéno jedno pojavljivanje
1 i ta¢no jedno pojavljivanje —1, tada je detFx(G) = 0.

3. slucaj Ako u matrici Fx(G) postoji kolona koja sadrzi tacno jedan ne-
nula element 1 ili —1, tada racunajuéi determinantu matrice Fx(G) pomocu
indukcijske hipoteze i gore pomenute kolone dobijamo da je det F(G) 0,1 ili
—1.

O
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3
O spektrima nekih klasa
grafova

U ovom poglavlju baviéemo se proucavanjem grafova uz pomoé¢ karakte-
risticnih korena i karakteristicnih vektora matrice koji se na odredeni nacin
pridruzuje grafu. Najcesée koris¢ena grafovska matrica je matrica susedstva
A(G). Pre nego sto krenemo sa izu¢avanjem spektralnih osobina grafova defi-
nisacemo pojam “spektar grafa” i naveSéemo par tvrdenja iz linearne algebre,
neophodnih za analizu spektra matrice.

Koristili smo reference [1, 3, 5, 6, 9].
Definicija 3.1. Spektar grafa G je spektar njegove matrice susedstva A(G).

Spektar grafa je skup karakteristicnih korena matrice susedstva, zajedno sa
njihovim algebarskim visestrukostima. Ako su razli¢iti karakteristi¢ni koreni

matrice A(G) takvi da vazi Ay > Ay > ... > A, a njihove visestrukosti
m(A1),m(A2),...,m(\), tada spektar grafa G oznacavamo sa:
Spec _( )\1 )\2 )\k )
PECE=\mA) me) ... m(\)

Definicija 3.2. Grafovi sa istim spektrom nazivaju se kospektralni.

Dva grafa su kospektralna ako njihove matrice susedstva imaju iste spek-
tre. Kospektralni grafovi ne moraju da budu izomorfni, ali izomorfni grafovi
su uvek kospektralni.

Primer 3.1. Neka su dati grafovi G; i G5. Oni su neizomorfni sa istim

spektrom.
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U1 U2 Ht U2

3 V4 3 Uy

G1 G(2

Slika 3.1.

Matrice susedstva grafova G i Gy su redom

00001 01 010
00001 1 0100
AGy)=10 0 0 0 1 AG)=10 1 0 1 0
00001 1 0100
11110 000O0O
Odgovarajuéi karakteristicni polinomi su:
A0 0 0 -1
0O X 0 0 -1
Poy(A) =det(AE—A(Gy))=10 0 X 0 —1]=X—4\
0O 0 0 X -1
-1 -1 -1 -1 A
A -1 0 -1 0
-1 X -1 0 0
Po,(A) =det(AE — A(G2)) =0 —1 X —1 0 =X —4X
-1 0 -1 X 0
0O 0 0 0 X

Grafovi G 1 G imaju isti karakteristicni polinom, znaci oni imaju isti spek-
tar tj.

-2 0 2
Specg, = Specg, = < 1 3 1) .
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Naredna teorema, poznata kao Courant-Fischer teorema, predstavlja min
max i max min karakterizaciju karakteristi¢nih korena.

Teorema 3.1. Neka je A realna simetricna matrica reda n sa karakte-
risticnim korenima A; > Ay > ... > \,. Tada za svako k € {1,2,...,n} vazi

ulAu . u” Au
A = max min —— = min maxr ———.
UCR™;dim(U)=k  uweU\{0} U" U UCR";dim(U)=n—k+1 ucU\{0} U U

Dokaz. Dokazacemo prvu jednakost. Neka je x1, zo, ..., z, ortonormiran skup
karakteristi¢nih vektora matrice A koji odgovaraju karakteristicnim korenima
A1 > Ay > ... > \,. Kako oni obrazuju bazu, za svaki vektor y € R™ postoje
realni koeficijenti ay, as, . . ., a, tako da je y = > | a;x;. U tom slucaju vazi

yy" = <Z?:1 aw) (Z?zl W) =24

yAy" = (Z?:l aﬂ?i) (ZL Aaixi) = <Z?:1 aiﬂfi) (Z?:l az‘)\ﬂi) =
n 2

Za svaki potprostor U C R" dimenzije k vazi da je njegov presek sa potpros-

torom indukovanim vektorima {zy, Zx11, . .., T, } netrivijalan. Postoji nenula

vektor u = )", a;x; koji mu pripada. Na osnovu prethodnih jednacina vazi
u'Au YL, Nad < D ik ARGT

— — A\
T n__ 3 = n 9 :
utu Zi:k a; Zi:k a;
T

ut Au

Znaci, min ——— < A Sa druge strane, ova vrednost se dostize ako je U
ueU\{0} u*u
potprostor generisan sa prvih k karakteristicnih vektora i to ako i samo ako

je u karakteristiéni vektor koji odgovara \j. Sledi

ul Au

max min —
UCR™;dim(U)=k  ueU\{0} ulu

Druga jednakost se dokazuje analogno.
O

Sledeca teorema je direktna posledica teoreme 3.1.
Teorema 3.2. (Rejlijev koli¢nik) Neka je A realna simetricna matrica
reda n sa karakteristicnim korenima A\; > Ay > ... > \,. Tada za svaki

vektor x € R™ \ {0} vazi Rejlijev odnos:

37



T
z' Az
> )\
Ty

- ny

A1 >

pri ¢emu se leva (odnosno desna) jednakost dostize ako i samo ako je x vektor
karakteristi¢ni vektor koji odgovara A; (odnosno A,).

Sledeé¢a poznata teorema daje informacije o poretku karakteristi¢nih korena
matrice i njene podmatrice.

Teorema 3.3. (Teorema o preplitanju) Neka je A € R™" simetri¢na
matrica. Neka je A’ € R*1"~! matrica koja se sastoji od prve n — 1 kolone
i prve n — 1 vrste matrice A. Ako su karakteristi¢ni koreni za A i A’ redom
M > X > .2 iy > e >0 > iy tada vazi nejednakost

AL > 2 A2 flg 2 oo 2 N1 2 1 2> A

Kako matrica A(G)" matrice susedstva grafa G odgovara indukovanom pod-
grafu G — v, gde je v ¢vor grafa G, onda mozemo formirati sledece tvrdenje.

Posledica 3.1. Ako je H indukovan podgraf grafa G, ako su pu; > pug >
... >, karakteristicni koreni grafa H i ako su Ay > Ay > ... > \, karak-
teristicni koreni od G, tada A\, <y < Ny zat=1,2,...,m.

Teorema koja sledi daje nam informacije o najveéem karakteristicnom ko-
renu i njemu odgovaraju¢em karakteristicnom vektoru nerazlozive matrice.
Pre nego sto formulisemo samu teoremu, definisatemo pojam nenegativne i
nerazlozive matrice.

Matrica A € R™" je nenegativna, u oznaci A > 0, ako su svi elementi matrice
A nenegativni.

Matrica A € R™".n > 2, je razloZiva ako postoji permutaciona matrica
P € R™" i prirodan broj 1 <r < n, tako da je

All A12:|

PAP = [ 0 Ay

gde je A;; € R™ 1 Agy € R~ U suprotnom, ako takva permutaciona
matrica ne postoji, za matricu A kazemo da je nerazloziva. U slucaju kada
je A € RM | A je razloziva matrica ako je njen jedini element 0, a nerazloziva
u suprotnom.
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Teorema 3.4. (Perron-Frobenius) Ako je A nenegativha matrica sa
karakteristicnim korenima A; > Ay > ... > \,, tada vazi |[\| > [Ag],
za k = 1,2,...,n i moze se odabrati odgovaraju¢i karakteristi¢ni vektor
(x1,mo,- -+ ,x,) za A\ takav da je za sve i € {1,2,--- ,n},xz; > 0. Ako je A
nerazloziva matrica, onda je vrednost algebarske visestrukosti korena Ay je-
dan i postoji odgovarajuéi karakteristiéni vektor (zq,xs,- -, x,) za A\; takav
dajezasvei e {1,2,--+ ,n},z; >0.

Matrica susedstva grafa G je nerazloziva, ako je G povezan graf. Prema tome,
najveci karakteristicni koren povezanog grafa ima algebarsku viSestrukost je-
dan.

Odredimo sada vrednost karakteristi¢cnih korena nekih poznatijih vrsta gra-
fova i njihovu visestrukost.

Prvo ¢emo analizirati spektar kompletnog grafa. Sledec¢u tabelu smo dobili
pomo¢u MATLAB-a tako sto smo izracunali karakteristicne korene odgova-
raju¢ih matrica susedstva. Sve vrednosti u radu dobijeni pomoé¢u MATLAB-a
su priblizne vrednosti.

K, | Speck,
Ky 3;,—-1;—-1;-1
K5 | 4;,—1,0001; —1,0001; —0,9999; —0, 9999

Kg | 5;—1,0009; —1,0003; —1,0003; —0, 9992; —0, 9992
Ky | 6;—1,0024; —1,0024; —1; —1; —0.9976; —0.9976
Ks | 7;—1,0091; —1,0057; —1,0057; —0, 9979; —0, 9979; —0, 9918; —0, 9918

Tabela 1.

Iz tabele mozemo primetiti da K, ima jedan karakteristicni koren jednak
n — 1 1 preostali koreni su vrednosti jako blizu —1. U nastavku dajemo teo-
remu koja nam daje tacne vrednosti spektra kompletnih grafova. Odavde
zapravo dobijamo da su koreni samo n — 1 i —1 sa viSestrukostima 1in — 1,
redom.

Teorema 3.5. Karakteristi¢ni polinom matrice susedstva kompletnog grafa
K, ima oblik P(A\) = (A +1)"" (A —n + 1), tj. njegov spektar je

-1 n-1
Specg, = (n—l 1 )
Dokaz. Matricu susedstva kompletnog grafa K, napisa¢emo kao razliku ma-
trice J,, Ciji su svi elementi jedinice i jedinicne matrice FE,,.
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01 1 11 1 10 ... 0O
10 1 11 1 0 1 0

Rang matrice J,, je jedan. Prema tome jedan karakteristicni koren matrice
Jn je n, a ostali karakteristicni koreni su jednaki 0. Oduzimanjem jedini¢ne
matrice od J,, i karakteristi¢ni koreni se smanjuju za 1.

A(Ky)x = (J, — Ip)x = Jpx — x = Az,

gde je = karakteristi¢ni vektor matrice A(K,).
Sledi, karakteristi¢ni koreni grafa K, su \; = n — 1 sa viSestrukos¢u 1 i
Ao = —1 sa viSestrukoséu n — 1. O

Teorema 3.6. Suma svih karakteristicnih korena prostog grafa je jednaka
nuli.

Dokaz.

Prvo ¢emo dokazati da je trag kvadratne matrice jednak sumi svih njenih
karakteristi¢nih korena.

Neka je data kvadratna matrica A reda n, sa karakteristicnim korenima

A1, Ag, .. A, koja se moze dijagonalizovati, tj. postoji regularna matrica
P tako da je A= PDP~!, gde je
A1 0
D= A
0 | An

Kako za operator trag vazi komutativnost, sledi
tr(A) =tr(PDP™ ') =tr(PP'D)=trD=3% 7"\

Posto je trag matrice susedstva prostog grafa G nula, koriste¢i gore dokazanu
¢injenicu da je zbir karakteristicnih korena kvadratne matrice jednak njenom
tragu, zakljucujemo da je suma svih karakteristicnih korena grafa GG jednaka
nuli. O

Posmatrajmo sada tabelu 2 sa spektrima kompletnih bipartitnih grafova do-
bijenu pomoéu MATLAB-a i odgovaraju¢ih matrica susedstva. Mozemo pri-
metiti da je za ovakve grafove spektar simetrican. Stavise, karakteristiéni
koreni su a i —a i preostale vrednosti su nule.
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Km,n Sp@CKm,n

K2’2 —2,2,0,0

Kys | —2,4495;2,4495;0;0;0
Ky | —2,8284;2,8284;0;0;0;0
Kss | —3;3;0;0;0;0

Ks 4 | —3,4641;3,4641;0;0;0;0;0
Ky | —4;4;0;0;0;0;0;0

Tabela 2.

Dokazimo sada teoremu koja nam daje ta¢ne vrednostni spektra kompletnih
bipartitnih grafova.

Teorema 3.7. Ako je K,,, kompletan bipartitan graf, onda je njegov spek-
tar:

Speck,, . = (\/Tm —y/mn 0 ) '

1 m+n-—2

Dokaz. Matrica susedstva A(K,, ) ima oblik:

Altinn) = | o 0]

gde je B matrica m X n ¢iji su svi elementi jednaki jedan.

Rang matrice A(K,,,) je dva. Prema tome nulitet matrice A(K,,,) je
m + n — 2, te je geometrijska viSestrukost karakteristicnog korena A = 0
jednaka m + n — 2. Zato A(K,,,) ima bar m + n — 2 karakteristi¢nih ko-
rena jednakih nuli. Znaci najvise dva karakteristi¢na korena su razli¢ita od
nule. Na osnovu teoreme 3.6 karakteristicni koreni matrice A(K,, ), koji su
razli¢iti od nule, imaju oblik A i —A\.

Vrednost karakteristicnog korena A dobijamo resavanjem karakteristicne jed-
nacine A(K,, )z = Azx. Vazi

0 ... 001 ... 17 [ o ]

O ... 01 ... 1 T,
A<Km,n)$: 1 ... 1 0 ... 0 Tn+1 =

1 ... 10 ... 0| |zpeo

1 ... 10 ... 0] |zneml
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Tni1 + Tni2 + o+ Thm T

Tni1 + Tni2 + Tntm Tn

Tl T Tpy2+ -+ Tpypm | = A Tn+1
T+ 22+ -+ 2, Tp+2
1+ ZTo+ -+ x, i LLn+m ]

Sledi, vektor x mozemo napisati pomoc¢u n komponenti o i m komponenti 3,
te imamo:

mp = Aa ina = A\G.
Iz ¢ega sledi:

A =t/ mn.

Primer 3.2. Odrediti spektar grafa K 3.

U1 (]

Slika 3.2.

Na osnovu teoreme 3.7 vazi

(V23 —V23 0 B
SpeCK2,3—< 1 1 2+3_2 -
V6 —v6 0
1 1 3]

Definicija 3.3. Kvadratna matrica u kojoj su svi vektori vrsta sastavljeni
od istih elemenata i svaki vektor vrsta je pomeren za jedan element udesno
u odnosu na prethodni vektor vrsta se zove matrica cirkulacije, u oznaci C.
Opsti oblik te matrice je
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Co Ch—1 Cp—2 ... (9 C1
C1 Co Cp—1 ... C3 Co
Co C1 Co N o1 C3
C =
Cn—2 Cn—3 Cp—yg ... Co Cp—1
|én—1 Cp—2 Cp—3 ... C  Co |

Karakteristi¢ni koreni matrice cirkulacije C' odredeni su sa:

Aj = cow’ + 1w’ + ¢ ow¥ + .+ DT eI =01, n—1,

do i _om 2 - ik edinice. a i i .
gde je w = e = cos + 7sin , n-ti koren jedinice’, a 1 imaginarna
n n

jedinica.

Naredna teorema daje nam informacije o matrici susedstva i spektrima kon-
ture, ali posmatrajmo prvo spektar nekih konkretnih kontura.

Cy | Spece,

Cy| —2;2;0;0

Cs | —1,618;—1,618;0,618;0,618;2

Ce | —2;—1;-1;1;1;2

C7 | —1,8019; —1,8019; —0, 445; —0,445; 1,247, 1, 247; 2
O | —2;—1,4142; —1,4142;0;0; 1,4142; 1,4142; 2

Tabela 3.

Teorema 3.8. Karakteristi¢ni koreni konture C,, su:

2k
)\k:2cos(—7r), k=1,2,...,n
n

sa visestrukoséu 1 ako je A = £2 i sa viSestrukoséu 2 ako je \ # +2.

Dokaz. Matrica susedstava A(C,,) konture C,, je matrica cirkulacije i ima
slede¢i oblik

010 0 1

1 1 0 0

010 0 0
A(Cn):

000 ... 01

100 ... 10

Skompleksni broj koji daje 1 kada se podigne na neki pozitivni celobrojni stepen n
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Karakteristi¢ni koreni matrice A(C),) su jednaki
N=w 4w =0l 4w j=0,1,...,n— 1.
Dalje sledi,

297 L2 —29m L., 2T
P — 27
; = cos( - ) + i sin( - ) + cos( . ) + isin( -

Kako je sin x neparna funkcija, a cosx parna funkcija dobijamo

27 ,
)\j:2cos(£):Rew],j:(),l,...,n—l.
n

Primer 3.3. Odredi spektar konture Cy.

U3

(o

Cy

Slika 3.3.
Spektar konture Cy odredi¢emo na osnovu teoreme 3.8.

Ao =2cos0 =2,
2
A = 2005(%) ~ V2,

4
Ay = 2(:03(%) ~ 0,

A3 = 2(:08(6—7T) ~ —V/2,

), i=0,1,...



Znaci spektar grafa Cy je:

2 V2 0 —V2 -2
Sp6008:(1 2 2 2 1)'

U nastavku ¢emo dokazati teoremu koja nam daje formulu za odredivanje
spektra puta, ali pre toga pogledajmo tablicu 4 sa izracunatim spektrima
puteva.

P, | Specp,

P, | —1,618;-0,618;0,618;1,618

Py | —1,7321;-1;0;1;1, 7321

Ps | —1,8019;1,247; —0,445;0,445;1,247;1,8019

P; | —1,8478; —1,4142; -0, 7654; 0; 0, 7654; 1,4142; 1, 8478

Py | —1,8794; —1,5321; —1; -0, 3473; 0,3473; 1; 1, 5321; 1, 8794

Tabela 4.

Teorema 3.9. Spektar puta P, je:

km
n+1

2 cos( ), k=1,2,...,ngde je svaki koren viSestrukosti 1.

Dokaz. Matrica susedstva grafa P, je

[0 1
10 1
1 0
A(P,) = .
0 1
- 1 0_
Njen karakteristi¢ni polinom je
A -1
-1 X -1
-1 A
A -1
-1 A

Razvijanjem determinante po kolonama, dobijamo

Rn(A)
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A —1 -1 -1 0 0
—1 A 0 X 0 0
=)\ + |
A —1 0 A —1
L Moy 10 LA )
A -1 A =1
—1 A —1 A
=\ . - Ce
A —1 A =1
1 A e LA e

=AR,_1(\) — R,—2(\),n>3
Odavde dobijamo rekurentnu vezu.

Ru(N) = ARy 1(\) — Ruo(\),n > 3

Primetimo da je gore navedena rekurentna veza u stvari Cebisevljev polinom®

A A
druge vrste za x = BL tj. Ro(\) = Un(i)

Cebisevljevi polinomi drugog reda mogu da se definisu i pomoc¢u trigonome-
trijskih relacija:

A A
Un(E) =sin((n + 1) arccos(i))
. : NP . A .
Resavanjem karakteristicne jednacine R, (\) = Un(i) = 0 dobijamo

A
sin((n + 1) arccos(a)) =0,
iz ¢ega sledi
A
(n+1) arccos(§) =km, k € Z.

Daljim sredivanjem dolazimo do resenja, t;j.

k
A = 2cos( u

),k €Z

n+1

Kako nam treba samo prvih n resenja, karakteristi¢ni koreni puta P, su

5Definige se formulama rekurzije: Ug(x) =1, Uy(x) = 22 i U, y1 = 22U, (x) — U,_1(x)
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A = 2 cos( hm

) k=1,2,...,n.
n+1

Primer 3.4. Odrediti spektar puta Pj.

U2 V4

P,

Stika 3.4.

Na osnovu formule 2 cos( 1), k=1,2,...,n iz Teoreme 3.9. dobijamo:

n—+
A = 2cos(%) ~1,61;
Ay = ZCOS(%T) ~ 0,61;

A3 = 2008(3%) ~ —0,61;

Ay = 2COS(4§) ~ —1,61;

gde je svaki koren visestrukosti jedan.

Teorema 3.10. Neka je dat graf G ¢iji je najvedi stepen ¢vora A(G). Tada
vazi Az > A(G). Jednakost je zadovoljena ako i samo ako je graf G regu-
laran.

Dokaz. Pretpostavimo da je stepen ¢vora v; jednak A(G) i posmatrajmo
vektor x koji na i-toj koordinati ima jedinicu, a ostali elementi su mu jed-
naki 0. Kako postoji i A za koje je zadovoljena jednakost A(G)z = Az,
onda je vektor x karakteristicni vektor, i to za A = A(G). Prema tome vazi

Amaz = A . Amaz > A(G).

S druge strane, pretpostavimo da je A maksimalni karakteristi¢ni koren re-
gularnog grafa G i da je vektor x = [ay,as,...,a,|T karakteristi¢ni vektor
koji mu odgovara. Prema Perron-Frobeniusovoj teoremi vazi da maksimal-
nom karakteristicnom korenu odgovara vektor sa pozitivnim koordinatama.
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Prema tome svako a;,i = 1,2,...,n treba da bude ve¢e od nule. Posto je G
regularan graf, onda svaka vrsta matrice susedstva ima ta¢no A(G) jedinica,
pa sledi:

AG)x = Xz
(a1 A(G), a2 A(G), . .., an A(G))T = a1, ag), . .., a N
A(G) = A\

O

Teorema 3.11. Neka su Aj, Ag, ..., A, karakteristicni koreni regularnog
grafa GG. Tada su karakteristi¢ni koreni grafa G slede¢i: n —1—ri -\, — 1,
gde je r stepen ¢vora grafa Gia € {2,3,...,n}.

Dokaz. Iz teoreme 3.10. sledi da je r jednak maksimalnom karakteristicnom
korenu grafa G. Odgovarajuc¢i karakteristicni vektor z ima sve koordinate
jednake 1. Neka su A\; = 7, o, ..., \, karakteristi¢ni koreni grafa GG i neka
je x, karakteristicni vektor koji odgovara karakteristicnom korenu \,,a =
1,2,...,n, tada vektori x1 = 2, x», ..., x, ¢ine ortogonalnu bazu vektorskog
prostora R™ jer je A(G) simetri¢na matrica.

Matrica susedstva komplementa grafa G ima sledeéi oblik A(G) = J — E —
A(G), gde je J kvadratna matrica ¢ije su sve komponente jednake 1.

Na osnovu jednakosti A(G)z = rz sledi:

AG)z=(J-E—-AQ)z=nz—z—r2=(n—1-1)z

Kako je x, ortogonalno sa z za a = 2,3,...,n, i matrica J se sastoji od n
kolona vektora z dobijamo:

Ay =(J —E - A(G)2a =0 — 24 — MgZa = — (N + 1)z4.
Prema tome, mozemo zakljuciti da G ima iste karakteristi¢ne vektore kao G,

a karakteristicni koreni grafa G sun —1—7ri—(\, +1),a=2,3,...,n. O

Teorema 3.12. Neka je dat kompletan p-partitan graf sa m ¢vorova u
svakoj particiji, u oznaci K, ,, tada je njegov spektar

~ (p(m—=1) —m 0
Speck,, .. —( 1 p—1 pm—p)

Dokaz. Komplement grafa K, ., se sastoji od p komponenata povezanosti
K,,. Iz teoreme 3.5. znamo da je spektar grafa K,,:
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-1 m-1
Speck,, = (m—l 1 )
Na osnovu toga sledi da graf K, , ima karakteristicni koren m — 1 sa

visestrukoséu p i karakteristiéni koren —1 sa viSestrukoséu p(m — 1). Na
osnovu teoreme 3.11. sledi da su karakteristicni koreni grafa K,, .,

m—1l=pm—-1—-—X\ = M =pm—m
—1l==-\-1= Nj=0,=p+1,....,pm.

O

Vazno strukturno svojstvo grafa koje se moze povezati sa spektrom je bi-
partitnost. Poslednja teorema ovog poglavlja je teorema koja pokazuje kako
mozemo bipartitni graf opisati pomocu njegovih karakteristi¢nih korena. Da
bismo u potpunosti razumeli gore pomenutu teoremu, prvo ¢emo navesti i
dokazati slede¢ih par tvrdenja. Na pocetku uvodimo definiciju elementarnog
podgrafa grafa G.

Definicija 3.4. Podgraf H grafa G je elementartni podgraf ako svaka kom-
ponenta grafa H je ili grana ili kontura.

Teorema 3.13. Neka je G graf sa skupom ¢vorova V(G) = {1,2,...,n}
i sa skupom grana E(G). Neka je dalje A(G) = [a;;] matrica susedstva grafa
G. Tada

det A(G) = Y (—1)r—er (D)~ ge()

gde se sumira po pokrivajuéim elementarnim podgrafovima H od G, ¢;(H)
je broj komponenata grafa H koji odgovaraju granama, a ¢(H) broj kontura
u grafu H.

Dokaz. Determinanta matrice A(G) ima oblik

det A(G) = ngn(ﬂ—)alﬂ'(l) <o« Unp(n),

gde je m permutacija skupa {1,2,...,n}. Funkcija sgn(m) je 1 ili —1 u za-
visnosti od toga da li je m parna ili neparna. Znamo jos da je ajr; = 0
ako je m(i) = i ili w(i) = j, za vv; ¢ E(G). Takode a;r; # 0 ako
i samo ako je m proizvod disjunktnih ciklusa duzine najmanje 2. Sledi,
sgN(T)A17(1) - - - Ana(n) = sgn(m)1... 1 = sgn(m). Kako svaki ciklus duzine 2 u
7 odgovara jednoj grani u grafu G i svaki ciklus duzine vece od 2 u m odgovora
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konturi u grafu G, onda sledi da svaki nenula ¢lan sume odgovara jednom
elementarnom podgrafu grafa GG. Pretpostavimo da izraz air(1) . . . Gpr(n) 0d-
govara elementarnom pokrivaju¢em podgrafu H. Predznak permutacije 7 je
(—1) na n minus broj kontura duzine najmanje 2 tj. (—1)"~1(H)=<())  Dalje,
svaka kontura se moze povezati sa ciklickom permutacijom na dva razli¢ita
nacina §to odgovara izrazu 2¢(7.

Na taj nacin dobili smo trazenu formulu.
O

Primer 3.5. Posmatrajmo sad graf G:

V1 V9

G

Slika 3.5.

Pokrivajuéi elementarni podgrafovi grafa G su: Hy, Hy, Hs, Hy za koje vazi
V(H,) =V (Hy) =V (H3) =V(Hy) =V(G)i E(Hy) = {v1vg, 103, V304, 04Us5, U501 },
E(HQ) = {U1U2, V2Vy4, V4qU3, V3Vs5, ’U5U1}, E(Hg) = {1)11]2, V3Vy4, V4Us, U5U3}, E(H4) =
{U1U5, VaUs3, U3y, U4U2}.

Na osnovu teoreme 3.13. dobijamo
det A(G) = 2(—1)>"17021 4 2(—1)5>"1-121 = 0.

Dobijeni rezultat sledi i iz ¢injenice da su u matrici susedstva grafa G druga
i peta vrsta identic¢na.

Teorema 3.14. Neka je G graf sa skupom ¢vorova V(G) = {1,2,...,n}
i sa matricom susedstva A(G), Dalje, neka je

Pa(\) = detO\E — A(G)) = A" + el A 4.+ e
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karakteristiéni polinom matrice A(G). Tada vazi ¢, = Y (—1)ct(H)F+e(H)geH)
gde sumiramo po svim elementarnim podgrafovima H od G sa k ¢vorova,
k=1,2,...,n.

Dokaz.  Primetimo da je ¢, jednak sumi glavnih minora matrice A(G)
reda k, k = 1,2,...,n, sa predznakom (—1)*. Na osnovu teoreme 3.13,

Cp = (_1)k Z(_l)k—61(H)—C(H)2C(H)7

gde sumiramo po svim elementarnim pokrivaju¢im podgrafovima H od G sa
k ¢vorova. Odakle odmah sledi tvrdenje teoreme.
O

Posledica 3.1. Neka je G graf sa skupom ¢vorova V(G) = {1,2,...,n}
i sa matricom susedstva A(G). Dalje, neka je

Po(\) =det(A\E — A(G)) = A"+ N L+ . . +cp
karakteristi¢cni polinom matrice A(G). Pretpostavimo da vazi ¢; = ¢ =
... = cC9p_1 = 0. Tada u grafu G ne postoji neparna kontura duzine 7, gde je

1
3 <i <2k —11broj kontura duzine 2k + 1 je —502k+1.

Dokaz. Kako su c3 = c5 = ... = cop_1 = 0, na osnovu teoreme 3.13 sledi
da bilo koji elementarni podgraf grafa G, koji se sastoji od 2k + 1 ¢vorova,
je kontura duzine 2k + 1. Dalje sledi

Copy1 = > (—1)crlH)+e(H)ge(H)

gde sumiramo po svim konturama H u grafu G cija je duzina 2k + 1. Za
takve konture vazi ¢;(H) = 01 ¢(H) = 1. Prema tome sledi da je coriq
jednak (—2) puta broj kontura duzine 2k + 1.

O

Posledica 3.2. Koriste¢i oznake iz posledice 3.1, ako je copiqy = 0 za
k=0,1,..., onda je G bipartitan.

Dokaz. Ako je copy1 = 0 za k = 0,1,..., onda na osnovu posledice 3.1 u
grafu G ne postoje konture neparnih duzina. Prema tome G mora da bude
bipartitan.

O

Teorema 3.15. Neka je G bipartitan graf sa matricom susedstva A(G).
Ako je A karakteristi¢ni koren matrice A(G) visestrukosti k, onda je i —A
karakteristi¢ni koren matrice A(G) visestrukosti k.
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Dokaz. Neka je G bipartitan i za njega vazi V(G) = X UY ., X NY = ),
|X| = |Y| = m, dodajudi izolovane ¢vorove, ako je potrebno. Ovo ne menja
osobinu koju dokazujemo, jer se dodavanjem izolovanih ¢vorova A(G) dopu-
njava kolonama i vrstama sa svim nulama. Sada matricu susedstva grafa G
mozemo zapisati u obliku

A6 = ||

gde je B kvadratna matrica reda m.
Neka je A karakteristicni koren matrice A(G) sa karakteristicnom vektorom

v = [ﬂ . Tada vazi A(G)v = \v tj.

o] bl L

Iz toga sledi By = Az i BTx = \y. Vazi nam i sledeca jednakost

i )= L) = 0] = [5)

pa je —\ karakteristicni koren matrice A(G) uz pridruzeni karakteristi¢ni
vektor {_xy} Jasno je, da ako za A\ postoji k linearno nezavisnih karakte-

risticnih vektora, onda postoji i za —\. Prema tome karakteristi¢ni koreni A
i —\ imaju istu viSestrukost ¢ija je vrednost k.
O

Teorema 3.16. Neka je G graf sa skupom ¢vorova V(G) = {1,2,...,n}
i sa skupom grana E(G). Neka je dalje A(G) matrica susedstva grafa G.
Tada su slede¢a tvrdenja ekvivalentna:

(a) G je bipartitan;
(b) ako je

PeA\) = A"+ N+ +c,

karakteristi¢ni polinom matrice A(G), onda vazi cop1 = 0,k =0,1,...;
(¢) spektar od G je simetrican u odnosu na nulu.

Dokaz. Implikacija (a) = (c¢) vazi na osnovu teoreme 3.15.
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Dokazujemo sad da (¢) = (b). Pretpostavimo da vazi tvrdenje (c), onda se
vrednost karakteristicnog polinoma ne menja ako zamenimo A sa —A. Dru-
gim rec¢ima, karakteristi¢ni polinom matrice A(G) je parna funkcija za koju
vazi da su svi koeficijenti neparne numeracije c3, cs, ... jednaki nuli. Prema
tome sledi (b).

Na kraju, na osnovu posledice 3.2 vazi i implikacija (b)) = (a).

Time smo 1 zavrsili dokaz teoreme.
O
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4 Spektralne osobine jako
regularnih grafova

U ovom poglavlju baviécemo se jako regularnim grafovima. Naves¢emo os-
novne definicije, tvrdenja i primere vezane za jako regularne grafove, anali-
zira¢emo njihov spektar i dokaza¢emo teoremu o prijateljstvu.

Koristili smo reference [1, 7].

Definicija 4.1. Jako regularan graf sa parametrima (n,k,a,c) je svaki k-
regularan graf G sa n ¢vorova za koji vazi:

(a) nije ni kompletan graf, niti prazan graf;

(b) za svaka dva susedna ¢vora grafa G vazi da je broj njihovih zajednickih
suseda jednak a;

(c) za svaka dva nesusedna ¢évora grafa G vazi da je broj njihovih zajednickih
suseda jednak c.

Primer 4.1.  Petersenov graf sa parametrima (10,3,0,1) je jedan jako
regularan graf.

Petersonov graf sa parametrima (10, 3, 0, 1)

Slika 4.1.
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Teorema 4.1. Neka je G jako regularan graf sa parametrima (n,k, a,c) i
neka je A(G) matrica susedstva grafa G. Tada vazi

A(G)? = kE + aA(G) + ¢(J — E — A(G)),

gde je F jedini¢na matrica, a J kvadratna matrica ¢iji su svi elementi jednaki
1.

Dokaz. Svaki elemenat na glavnoj dijagonali matrice A(G)? je jednak k.
Na osnovu teoreme 2.2 elemenat matrice A(G)? na poziciji (i,7) je jednak
broju Setnji duzine 2 iz v; u v;. Kako je G jako regularan graf, u zavisnosti
od toga da li su ¢vorovi v; i v; susedni ili nesusedni, taj broj ¢e biti jednak
ili a ili ¢. Prema tome, sledi

A(G)? = kE + aA(G) + ¢(J — E — AG)).

O
Teorema 4.2. Neka je G graf koji nije ni kompletan, niti prazan i neka
je A(G) matrica susedstva grafa G. Tada ako se A(G)? moZe napisati kao
linearna kombinacija matrice A(G), E i J, onda je G jako regularan graf.

Dokaz.  Pretpostavimo da se matrica A(G)? moZe napisati kao linearna
kombinacija matrice A(G),E 1 J. Znamo jos da je [A(G)?];; broj zajednickih
suseda ¢vorova v; 1 vj, a [A(G)?; jednak stepenu ¢vora v;. Prema tome, na
osnovu definicije jako regularnog grafa sledi tvrdenje.

O

Teorema 4.3. Neka je GG jako regularan graf sa parametrima (n,k,a,c)
i neka je A(G) matrica susedstva grafa G. Tada svaki karakteristi¢ni koren

1
matrice A(G) ili je jednak k ili 5(@ —ct+/(a—c)2+4(k—c)).

Dokaz. Kako je G k-regularan graf znamo da je k njegov karakteristicni
koren sa karakteristicnim vektorom 1 = [1,1,...,1]7. Neka je u # k isto
karakteristi¢ni koren matrice A(G) sa odgovarajuéim karakteristi¢nim vek-
torom y, tako da je A(G)y = uy. Primetimo da je y’1 = 0. Na osnovu
teoreme 4.1 vazi

A(G)? = kE + aA(G) + (] — E — A(G)).
Stoga sledi,

A(G)*y = ky + aA(G)y + c(—y — A(G)y).
Dalje,
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f* =k +ap+c(—1— p).
Sredivanjem dobijamo,

p*—(a—cjp—(k—c)=0.

1
Resenje ove poslednje jednacine je upravo p = é(a—cj: Ve — )2 +4(k —c)),
Sto smo i trazili.
O

Teorema 4.4. Neka je G povezan, jako regularan graf sa parametrima
(n,k,a,c). Tada su brojevi

(n—l)(c—a)—Qk)
Via—c)2+4(k —c)

1

(n—1)(c—a)—2k )
Via—c)?2+4(k —c)

1
777/2:5(71—1—

nenegativni celi brojevi.

1
Dokaz. Na osnovu teoreme 4.2 karakteristi¢ni koreni grafa G su k i §(a —

c++/(a—c)2+4(k—c)). Kako je G povezan graf, vrednost visestrukosti
karakteristicnog korena k je 1. Neka je vrednost viSestrukosti ostala dva
karakteristicna korena m; 1 my. Vazi

1+m1+m2:n.

Dalje, na osnovu teoreme 3.6 sledi

k—i—%(a—c-i—\/(a — )24+ 4(k - c))+%(a—c—\/(a "2 14k — o) =0.

Koriséenjem smene my = n — 1 — m; dobijamo

k+@(a—0+\/(a—c)2+4(/g_c))+n_lz_ml

2
Vi(a—c)2+4(k —c)) = 0.

(a—c—

[zrazavanjem my sledi

my = \/(a—c)21+4(k_c)<_k_ngl(a_c—\/(@_C)2+4<k_c)))

—ln— (n—1)(c—a)—2k
“al 1+¢<a—c>2+4<k—c>>'

2
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Na kraju ubacivanjem gornjeg izraza u jednacinu ms = n — 1 — my mozemo
izraziti 1 mo

1 (n—1)(c—a)—2k
ma =5 (n—1- ¢(a—c)2+4(k»—c)>'

2
Dokazali smo da m; i mg odgovaraju visestrukostima karakteristicnih korena
jako regularnog grafa G. Prema tome oni moraju biti nenegativni celi bro-
jevi.
O

Teorema 4.5. Neka je G povezan graf. G je jako regularan graf ako i
samo ako je regularan i ima najvise tri razli¢ita karakteristi¢na korena.

Dokaz. Neka je A(G) matrica susedstva grafa G. Matricu susedstva jako
regularnog grafa, sa parametrima (n, k, a, ¢), mozemo napisati u obliku

A(G)? = kE + aA(G) +c(J — E — A(@)).

Najvedi karakteristicni koren matrice A(G) je k. Svi ostali karakteristicni
koreni su resenje jednacine

AN —(a—c)\—(k—c),

Prema tome, broj razlicitih karakteristi¢nih korena je najvise 3.

Obratno, pretpostavimo da je graf G k-regularan i ima najvise tri razlicita
karakteristicna korena. Kako je G k-regularan graf znamo da je k jedan od
karakteristicnih korena sa karakteristicnim vektorom 1 = [1,1,...,1]7. Neka
su ostala dva karakteristicna korena A; i Ay. Tada je

B = A(G)? — (A + M)A(G) + MA\E

matrica za koju vazi Bx = 0, gde je x proizvoljan karakteristicni vektor
matrice A(G) takav z # al,a € R.

Dalje, B1 =d1, za d = (k — A\)(k — X2) i prema tome B = 4.J.

Sledi,

AG)? = (M + M) AG) — MAE + 47

Znaci vrednost elementa [A%(G));;, ¢ # J, zavisi samo od toga, da li su évorovi
v; 1 v; susedni ili nisu. Na osnovu toga proizilazi da je graf G' jako regularan.
O

Teorema 4.6. (Teorema o prijateljstvu) Neka je G graf u kojem svaka

o7



dva razli¢ita ¢vora imaju tacno jednog zajednickog suseda. Tada u grafu G
postoji ¢vor koji je susedan sa svim ostalim ¢vorovima.

Dokaz. Prvo dokazujemo da svaka dva nesusedna ¢vora grafa G imaju isti
stepen.

Pretpostavimo da su w i v nesusedni ¢vorovi. Za svaki ¢vor w koji je su-
sedan sa ¢vorom wu i nesusedan sa v postoji ¢vor w’ koji je susedan i sa w
i sa v. Za bilo koja dva razlicita suseda ¢vora w, npr. w; i wy, ¢vorovi
w) 1 w) takode moraju biti razli¢iti, inace bi évorovi wy i wy imali dva za-
jednicka suseda. Znaci ¢vor v ima barem toliko susednih ¢vorova koliko ima i
¢vor u tj. d(u) < d(v). Analogno se dobija i d(v) < d(u), te sledi d(u) = d(v).

Ako u grafu G postoji ¢vor v ¢iji je stepen jedinstven, tada zbog prethodno
pokazanog taj ¢vor mora da bude povezan sa svim ostalim ¢vorovima. S time
smo dokazali tvrdenje.

Pretpostavimo sad da ne postoji ¢vor jedinstvenog stepena u grafu G.

Ako u grafu G postoje ¢évorovi u i v takvi da d(u) # d(v), tada mora da
postoje i ¢vorovi x i y za koje vazi d(u) = d(x) i d(v) = d(y). Proizilazi da
su iz i u zajednicki susedi ¢vorova v i y, Sto je kontradikcija.

Dakle, graf mora biti regularan. Ako je regularan, zbog uslova teoreme
mora biti i jako regularan i vazi a = ¢ = 1. Na osnovu teoreme 4.4 broj

mi — Mo = je ceo. Stoga k — 1 treba da deli £* §to vazi samo za

vVk—1
k = 2. Ako je k = 2, onda kako svaka dva nesusedna ¢vora imaju jednog
zajednickog suseda, vazi da je G kompletan graf, te je G = K3. K3 ispunjava
uslove tvrdenja, te je dokaz zavrSen. O

Upravo zbog ove teoreme klasu grafova koji proizilaze iz ovakvih osobina
nazivamo grafovima prijateljstva.
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Slika 4.2.

Graf prijateljstva Fj, k > 0, dobija se od k trouglova tako da svi imaju
jedno zajednicko teme. Ovi grafovi imaju osobinu da svaka dva ¢vora imaju
tacno jednog zajednickog suseda. Graf prijateljstva Fj ima tacno 2k + 1
¢vorova, k trouglova i 3k grana. On se moze predstavitii kao potpuni pro-
izvod grafa K i grafa koji je disjunktna unija k kopija K tj. F = K1VEK,.

Odredimo sad spektar grafova prijateljstva. Pomoéu MATLABA-a dobili
smo tabelu vrednosti spektra F,, za n € {2,3,4,5,6}. Mozemo primetiti da
se dosta vrednosti nalazi blizu 11 —1.

F, | Specp,

Fy | —1,5616; —1;—1;1;2,5616

F3|—-2,-1;—-1;—-1;1; 1;3

Fy| —2,3723;—1,001; —1,001; —0,9999; —0,9999; 1; 1; 3, 3723
F5 | —2,7016; —1,008; —1,008; —0,9997; —0,9997; —0, 999;
0,999;1;1;1,001; 3, 7016

Fs | —3;—1,041; —1,002; —1,002; —0, 998; —0, 998; —0, 996;
0,9993; 0, 9998; 0, 9998; 1, 0006; 1, 0006; 4

Tabela 5.

Da bismo izracunali tacne vrednosti spektra grafova prijateljstva pomoci ¢e
nam naredna teorema za ¢iji dokaz ¢italaca moze pogledati u [6, teorema 2.8].

Teorema 4.7. Neka su G i H prosti grafovi sa m i n ¢vorova, redom i

pri tome su regularnosti redom r i s. Tada je karakteristicni polinom grafa
GVF:

Pavi(A) = (fci(j\“;-(}))\[{(—Ai) (()\ —7r)(A—s) — mn).
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Sada mozemo dokazati narednu teoremu.

Teorema 4.8. Spektar grafa prijateljstva Fj je:

1+v1+8k 1 1 l=vIEEk
SpecF’“:( I k=1 k1 >

Dokaz. Kako vazi Fj, = K1 VEkK,, imamo

Pr) = A (0 - 00— 1) - 28)

AP, (N)
A=)

(X2 = A= 2k).

Matrica susedstva grafa kK5 ima 2k vrsta i 2k kolona.

[0 1 0]
10
0 1
A(kK,) = 10 ,
01
_0 1 O_
te karakteristi¢ni polinom je
A =1
-1 A
A =1
Pik,(A) = -1 A
A =1
1— A o
A0 -1 0
0 A -1 0o X -1
1 A 0 -1 X 0
=\ 0 A + 0 A
A =1 A =1
1= A 2%—1 1= A 2%k—1
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-1

—\2

-1
A0

A
1—

(N = 1) Pk, (N) =

Sada mozemo izraziti

PFk (/\) =

(¥ — 1)}
A—1

-1
A

odakle dobijamo trazeni spektar.

|

2k—2
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A0

1—

L= (A2 1)k

-1

2k—2

(v - Zk) = (A= 1RO+ DFO2 — A — 2k),



Zakljucak

Istorijska pozadina grafova navodi da mnoge vazne teme nauke ne bi mogle
biti objasnjene bez pomoci teorije grafova. Mnogi prakti¢ni problemi mogu
se lako predstaviti u terminima teorije grafova.

U ovom radu analizirali smo grafove kroz jednostavne primere i teoreme
koje se mogu lako objasniti. Ukratko je prikazana istorijska pozadina gra-
fova, klasifikacija, matricna reprezentacija grafova, razlicite vrste operacija
na grafovima, izomorfizam i neke vazne teoreme. Kako spektri grafova i
odgovarajuci karakteristicni vektori imaju znacajnu primenu kod veéine pri-
rodno-matematickih nauka, ovaj rad tezi da upozna c¢itaoce i sa osnovima
spektralne teorije grafova. Na kraju je dat i prikaz spektra matrice susedstva
nekih specijalnih, dobro poznatih grafova, jako regularnih grafova i grafova
prijateljstva.

Glavni cilj ovog rada je da predstavi teoriju grafova u terminima matrica.

Nadam se da ¢e bududi istrazivaci pomocu ovog rada dobiti jasan i vizuelan
koncept teorije grafova i uvid u moguce matricne reprezentacije grafova.
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Prilog

U prilogu su navedene funkcije implementirane u Matlabu za tablice 1, 2, 3,
4, 5.

function [A,KPolinom,KKoren|=KKorenBipartitG(m,n) for k=2:m
for 1=2:n

BP1=zeros(k)

BP2=ones(k,1)
BP3=ones(l,k)

BP4=zeros(l)
A=[BP1,BP2;BP3,BP4]
KPolinom=poly(A)
KKoren=real(roots(poly(A)))
end;

end;

function [A,KPolinom,KKoren|=KKorenKompletnogG(n)
sym B;

for i=3:n

A=ones(i)-eye(i)

B=sym(A)

KPolinom=poly(B)

KKoren=real(roots(poly(A)))

end;

function C=MSusedstvaKonture(n)
C=zeros(n);

C(n,1)=1;
C(1,n)=1;
for i=1:n

for j=1:n
if (i-j==

Hj==1)

63



C(L.j)=1;
end;
end;
end;

function [A,KPolinom,KKoren]=KKorenKonture(n)
for k=3:n

A=MSusedstvaKonture(k)

KPolinom=poly(A)

KKoren=real(roots(poly(A)))

end;

function P=MSusedstvaPuta(n)
P=zeros(n);

for i=1:n
for j=1:n
if (ij==
P(ij)=1
end;

end;

end;

Hj==-1)

function [A ,KPolinom,KKoren|=KKorenPuta(n)
for k=3:n

A=MSusedstvaPuta(k)

KPolinom=poly(A)
KKoren=real(roots(poly(A)))

end;

function FG=MSusedstvaGPrijatelj(n)
B=[0 1;1 0];

C=repmat(B,n,1);

D=Dblkdiag(C:);
FG=zeros(size(D,1)+1,size(D,2)+1);
FG(1:size(D,1),1:size(D,2))=D;

for k=1:(2*n+1)

for 1=1:(2*n+1)

FG(k,2*n+1)=1;

FG(2*n+1,1)=1;
FG(2*n+1,2*n+1)=0;

end;
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end;

function [A,KPolinom,KKoren]|=KKorenGPrijatelj(n)
for k=1n

A=MSusedstvaGPrijatelj(k)

KPolinom=poly(A)

KKoren=real(roots(poly(A)))

end;
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