ST S
SO S mmm— T
Q 7 2 4
S 100 PRy
% & “oinNr o
A S UNIVERZITET U NOVOM SADU Opy ol o

PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I
INFORMATIKU

Jovana Jovicié

KLEENEJEVE TROVALENTNE
LOGIKE

-Master rad-

Mentor

dr Rozalia Sz. Madarasz

2023, Novi Sad



Sadrzaj

Predgovor

1

Uvod
1.1 Korjeni viSevrijednosne logike . . . . . . ... .o oo

2 Neke trovalentne logike
2.1  Lukasiewiczeva trovalentna logika . . . . . . . ... oL o Lo
2.2 Kleenejeva jaka i slaba trovalentna logika . . . . ... ... .. ... .. 0.
2.3 Sli¢nosti i razlike izmedu Kleenejeve i Lukasiewiczeve logike . . . . . . . ... ..
2.4  Bochvarova trovalentna logika . . . . . . . ... oL oL oo
3 Semantika Kleenejeve iskazne logike
3.1 Dvovalentna semantika . . . . . . . .. .. oL
3.2 Trovalentna semantika . . . . . . . .. .. L L Lo
4 DMF-algebre
4.1 Prosti ideali i morfizmi DMF-algebre . . . . . . . . ... ... oL
5 Sekventni racun Kleenejeve logike
6 Teorema kompletnosti za Kleenejevu logiku
7 Zavrsne napomene
Zakljucak
Literatura
Biografija

16
17
18

22
22

29

34

38

41

42

43






Predgovor

Upoznavajuéi se sa logickim sistemima i razmisljajudi izvan okvira apsolutno ta¢nog i neta¢nog,
prirodno je zapitati se da li postoji jos neka istinitosna vrijednost ili vise njih? S obzirom na to da je
nerjetko Sta u nasoj okolini, nasem rezonovanju stvari i komunikaciji ta¢no-netacno, ili crno-bijelo,
opravdano je zapitati se Sta ako ne mozemo sa sigurnosé¢u da tvrdimo da je nesto ta¢no ili netacno
ili Sta ako je sivo? Da li je mogudée konstruisati svijet koji i ove odgovore opravdava i njima daje
smisao? Da li je mogucée pronadi algebarsku strukturu koja ¢e odgovarati sistemima sa vise od dvije
istinitosne vrijednosti?

U ovom master radu bavimo se viSevrijednosnim iskaznim logikama, posebno opredjeljujuci se
za Kleenejevu logiku. Prikazujemo da neke teoreme koje vaze u klasiénoj logici funkcionisu i u ovoj
logici, kao i razlike izmedu njih. Rad se sastoji od sedam glava.

U prvoj glavi koja je i uvodna, dajemo osvrt na ,praistoriju” visevrijednosnih logika. Od Ari-
stotela, koji se smatra osnivacem klasi¢ne logike, zatim doprinosi Boehnera, Villjiama Okama,
Johna Lockea, zatim autori alternativnih logika poput Hugh MacColla , Charlesa Sanders Peircea
i Nikolai A. Vasil’eva, potom osvrt na prve formalne sisteme koji su razvili Jan Lukasiewicz , Paul
Bernays i Emil Post i nedugo poslije njih novi formalni sistem Stephena C. Kleeneja.

U drugoj glavi upoznajemo se detaljnije sa trovalentnim logikama Lukasiewicza, Kleeneja, ve-
zama izmedu njih, odnosno sa njihovim razlikama i slicnostima, zatim navodimo i osnovne osobine
Bochvarove trovalentne logike.

U trecoj glavi pricamo o semantici Kleenejeve logike, uporedno podsjecajuci se i dvovalentne
klasi¢ne semantike. DefiniSemo je preko valuacije, zatim preko morfizma, pa dovodimo u vezu ova
dva razli¢ita pristupa. Analogno definisemo i trovalentnu semantiku na ovaj na¢in. Podsjetamo se
definicija ideala, filtera neke mreze, kao i njihovih osnovnih osobina.

U cetvrtoj glavi predstavljen je pojam DMF-algebre, koju mozemo da posmatramo kao struktu-
ru tipa K (DM F') koja zadovoljava aksiome De Morganove algebre, aksiomu normalnosti i aksiomu
fiksne tacke.

U petoj glavi krecemo sa sekventnim racunom za Kleenejevu logiku. Definisemo tri razli¢ita
racuna S(DL), S(BA) i S(DMF). Prvi se odnosi na ograni¢enu distributivnu mrezu, drugi se
odnosi na Bulovu algebru i tre¢i na DMF-algebre.

U Sestoj glavi kona¢no dajemo dokaz kompletnosti za Kleenejevu logiku. Za potpun dokaz su
nam neophodni topoloski pojmovi, te se prvo podsjetamo istih.

U sedmoj, ujedno i poslednjoj glavi, dajemo neke napomene vezane za druge, jos dovoljno
neistrazene, viSevrijednosne logike. Prikazujemo i filozofski pogled na veé upoznate logike.
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1 Uvod

1.1 Korjeni viSevrijednosne logike

[2] Uobicajeni pogled na istoriju logike povezuje pocetak logike sa starom Grékom, a Aristotel
(384-322 p.n.e) se obi¢no smatra osnivacem klasi¢ne logike. To je prvenstveno zbog njegovog ra-
zvoja sistema Sema zakljucivanja (silogizama) za deduktivno rasudivanje koji je uticao na razvo]
klasi¢ne logike oko dvije hiljade godina. Ovaj sistem, koji se obi¢no naziva silogistickim, opisan je
u jednom dijelu Aristotelovog glavnog djela pod naslovom Organon. Razvijajuéi svoju silogistiku,
Aristotel je u potpunosti prihvatio princip bivalencije. Medutim, on je doveo u pitanje primjen-
ljivost ovog principa na propozicije u vezi sa buduéim nepredvidenim situacijama. Ovo pitanje se
razmatra u jednom dijelu Organona, koji nosi naslov O tumadenju [1]. Sustina njegovih argume-
nata se vidi iz sledeceg citata:

» Nuzno je da sutra bude pomorska bitka, ili da ne bude, ili nije nuzno da sutra bude pomorska bitka, kao $to
nije nuzno ni da ona ne bude. Ali, nuzno je da ona sutra bude ili ne bude.

A posto su propozicije istinite na isti nac¢in kao stvari, ocevidno se moraju kod svega $to se tako odnosi da je u
jednom kao i u drugom [gore navedenom)] slu¢aju moguéa i suprotnost, — i protivreéne propozicije nuznim na¢inom
isto tako odnositi. To se dogada kod onoga Sto ne postoji uvek ili §to nije uvek nepostojece. Tada nuznim nac¢inom
treba da jedna od dve protivre¢ne propozicije bude istinita, a druga lazna; ali ne ova ili ona odredena propozicija, ne-

go ma koja od njih, — i mada je jedna od njih verovatno istinitija nego druga, ona nije veé [trenutno] istinita ili lazna.”

Tako je Aristotel zasigurno doveo u pitanje primjenljivost principa bivalentnosti za propozicije
koje uklju¢uju buduce pojave, on zapravo nije napustio bivalentnost, tada duboko ukorjenjeni stub
logickih istrazivanja.

Aristotel nije bio jedini filozof u staroj Grékoj koji je dovodio u pitanje univerzalnu primjenlji-
vost principa bivalentnosti u logici. Taj princip je jos naglasenije doveo u pitanje jedan od njegovih
savremenika, Epikur (341-270 p.n.e), i njegovi sljedbenici - epikurejci. Ovi filozofi su u osnovi odba-
cili princip bivalentnosti na osnovu svog snaznog vjerovanja u slobodnu volju i njihove privrzenosti
nedeterminizmu.

Stoici, grupa grékih filozofa sa snaznim interesima u logici, kritikovali su Aristotelovo oklevanje
u pogledu opste primjenljivosti principa bivalentnosti. Postojalo je samo nekoliko rijetkih epizoda
u istoriji logike pred kraj 19. vijeka, kada se princip bivalentnosti ponovo pojavio kao predmet
rasprave i daljeg razvoja. Prva od ovih rijetkih epizoda dogodila se u 14. vijeku i prvenstveno se
pripisuje poznatom engleskom filozofu Vilijamu Okamu (oko 1287-1347). Okamova analiza poka-
zuje da argumenti Aristotela, o istinitosnim vrijednostima buduceg dogadaja, neizbjezno dovode
do propozicija koje nisu ni istinite ni lazne.

Boehner (1945) uvodi naziv neuter (N) kao treéu vrijednost — ni ta¢nu ni netaénu — za takve
propozicije. Nakon §to je detaljnije ispitao Okamove argumente, on pokazuje da ustvari oni sadrze
opis istinitosne funkcije trovalentne implikacije, p — ¢, koja je prikazana u sledecoj tabeli:

- | F|N|T
F | T|T|T
NI N|T|T
T|F|N|T

Vrijednosti F i T u tabeli iznad predstavljaju netacne (false) i tacne (true) propozicije redom.
Okam je svojom analizom objasnio da Aristotelov argument o statusu istinitosti, tvrdnji koje

se ti¢cu buduéih nepredvidenih okolnosti, neizbjezno vodi krsenju principa bivalentnosti. Okam nije

prihvatio ove argumente, djelimi¢no iz teoloskih razloga, a djelimi¢no zbog svog snaznog vjerovanja



u princip bivalentnosti. Kao posljedica toga, njegova ideja o trovrijednosnoj logici prakti¢no nije
imala uticaja na razvoj logike.

Godine 1465, Aristotelovi argumenti u vezi sa statusom istinitosti propozicija o budué¢im ne-
predvidenim okolnostima postali su predmet opseznih i zestokih debata na Univerzitetu u Luvenu
(sada u Belgiji). U debatama su uéestvovali ¢lanovi Fakulteta umjetnosti, koji su podrzali Aristo-
telove argumente, i pripadnici jedne frakcije Bogoslovskog fakulteta, koji su ih odbacili na strogo
bogoslovskim osnovama. Na kraju, medutim, nijedna strana u ovim desetogodisnjim debatama nije
bila ocigledan pobjednik.

Od kraja 17. vijeka promisljanja o nepreciznosti ljudskih koncepata su se ponovo pojavila, bez
oc¢iglednog uticaja Aristotelovih ranih analiza, prvo u djelima Johna Lockea, a zatim nastavila da se
pojavljuju u udzbenicima iz filozofije i logike, kao sto su udzbenik Wattsa (1724) i Baina (1870).
Tako je princip bivalentnosti jasno doveden u pitanje takvim razmatranjima, ovi radovi to nisu
eksplicitno odbacili.

U kasnom 19. vijeku, logi¢ari i matematicari su ponovo osporili princip bivalentnosti. Oni su
tvrdili da je princip nepotrebno restriktivan i da je moguce razvijati razlicite alternativne logike
napustanjem istog. Pokrenule su se neke alternativne logike krajem 1910-ih i po¢etkom 1920-ih,
u svakoj od kojih je prepoznato vise od dvije istinitosne vrijednosti. Autori ovih ranih ideja, bili
su Hugh MacColl (1837-1909) skotski matematicar, Charles Sanders Peirce (1839-1914) poznati
americki filozof sa jakim interesovanjima za logiku i matematiku, i Nikolai A. Vasil’ev (1880-1940),
ruski filozof. Zanimljivo je i primjetiti da je veé¢ u svojoj analizi klasi¢ne logike George Boole (1815-
1864) ukratko razmotrio ideju da neki prirodno izvedeni algebarski izrazi dozvoljavaju trihotomiju
u logickim vrijednostima, ali je zakljucio da se takvi izrazi ,ne mogu tumagciti u sistemu logike” .

U periodu od 1877. do 1908. MacColl je objavio brojne radove i knjigu u kojima je predstavio
mnoge ideje koje se bave Sirokim spektrom pitanja koja se odnose na simbolicku logiku. MacColl
se smatra pretecom viSevrijednosne logike zbog svog rada u modalnoj logici, koji je ocigledno
bio motivisan njegovim nepovjerenjem u materijalnu implikaciju i njegovom potragom za strogom
implikacijom. On je izlozio sistem iskazne logike u kojem se tvrdnje kvalifikuju kao istinite, netacne,
izvjesne, nemoguce i promjenljive.

Godine 1902, Peirce je napisao esej pod naslovom ,,Minute logic” (objavljen samo posthumno u
njegovim sabranim djelima Collected Papers of Charles Sanders Peirce) u kojem je zamislio novu
matematiku zasnovanu na trovrijednosnoj logici. Ovu matematiku je nazvao trihotomnom mate-
matikom (trichotomic mathematics), a osnovnu trovrijednosnu logiku kao trijadnu logiku (triadic
logic). Analizirajuéi ovaj dokaz, Fisch i Turquette (1966) su dosli do zakljucka da je Peirce uspio
do 1909. godine da razvije osnovne ideje nekih trovrijednosnih logika.

Pocetkom 1910-ih Nikolai A. Vasil’ev (1880-1940), koji je u to vrijeme bio na Kazanskom uni-
verzitetu u zapadnoj Rusiji, istrazio je moguénost nove logike, razlic¢ite od klasi¢ne logike, koju je
nazvao imaginarna logika (imaginary logic). Vasil’ev je odabrao termin ,imaginarna logika” jer je
vidio paralelu izmedu njegovih ideja i onih od N. A. Lobachevskog koji je razvio svoju imaginarnu
geometriju — vrstu neeuklidske geometrije koja u izvjesnom smislu opisuje drugaciji svijet od onog
koja opisuje klasi¢na, euklidska geometrija. Glavna ideja Vasil’eva bila je ta, da pored naseg svijeta,
koji je on vidio kao opisan aristotelovskom logikom, postoje i drugi, imaginarni svijetovi za koje je
potrebna logika drugacija od klasi¢ne. Dok neki smatraju Vasil’eva pionirom visevrijednosne logi-
ke, neki smatraju takve zakljucke neopravdanim i tvrde da on nikada nije iznio ideju o viSestrukim
istinitosnim vrijednostima.

Prve formalne sisteme visevrijednosnih logika razvili su Jan Lukasiewicz (1878-1956), Paul
Bernays (1888-1977) i Emil Post (1897-1954). Tako su razvili svoje logike nezavisno i otprilike u
isto vrijeme, Lukasiewicz ne samo da ima blagi prioritet da bude prvi, ve¢ je i njegova logika bila
najuticajnija u kasnijim razvojima.



Lukasiewicz je prvo razvio trovrijednosnu logiku i predstavio je na predavanju Poljskom filo-
zofskom drustvu, koje je odrzao juna 1920. u Lavovu.

U ovom radu, Lukasiewicz dozvoljava da svaka propozicija ima jednu od tri vrijednosti. Dvije
od njih su klasi¢ne vrijednosti 1 i 0, koje predstavljaju istinu, odnosno neistinu. Tre¢a vrednost
ne predstavlja ni istinu ni laz i tumaci se kao ,,mogucénost”. Ova vrijednost je u ovom ranom radu
oznacena sa 2, ali je kasnije usvojen zgodan simbol %

Lukasiewiczeve logike sa kona¢nim i beskona¢nim skupom istinitosnih vrijednosti igraju vaznu
ulogu u fuzzy logici. Zatim vaznu ulogu u fuzzy logici u uzem smislu ima Kurt Gédel (1906-1978)
koji je razvio logiku u kontekstu intuicionisticke logike, zatim trovrijednosna logika Dmitri A.
Bochvara (1903-1990) za analizu nekih paradoksa klasi¢ne logike i teorije skupova, u kojoj je treca
vrijednost protumacena kao ,besmislenost” i trovrijednosna logika Stephena C. Kleeneja (1909—
1994), u kojoj se treca vrijednost tumaci kao ,nije definisano”, a potom i neke probabilisticke
logike i logike razvijene u kontekstu kvantne mehanike.

Literatura o visevrijednosnoj logici brzo je rasla od pocetka 1920-ih. Rani glavni izvori u ovoj
oblasti ukljuc¢uju odlican i sveobuhvatan pregled literature o visevrijednosnoj logici.

Krajem 19. vijeka doslo je do ozivljavanja interesovanja za neodredenost. Peirce je prepoznao
prije svega neodredenost opstih pojmova, sveprisutnih u prirodnom jeziku, koji ¢ini klasi¢nu logiku
nesposobnom da formalizuje zdravorazumsko zakljucivanje izjavama opisanim prirodnim jezikom.

Ubrzo nakon smrti Peircea, ¢uveni engleski filozof, logicar i matematicar Bertrand Russell
(1872-1970) napisao je rad koji je u potpunosti posveéen neodredenosti. U ovom radu, Russell
je direktno izlozio ogranicenja klasi¢ne dvovrijednosne logike, ¢emu je i sam neizmjerno doprineo.
Sledeéi odlomci iz njegovog rada prilicno dobro prikazuju sustinu Russellove kritike:

,Zakon iskljucenja treceg je tacan kada se koriste precizni simboli, ali nije istinit kada su simboli nejasni, kao

- . .. P
§to su, u stvari, svi simboli...

Pored argumenata zasnovanih na neodredenosti prirodnog jezika, u filozofskoj literaturi kasnog
19. vijeka mogu se naéi i drugi argumenti protiv principa bivalentnosti. Jedna vrsta argumenata
proizasla je iz metafizickih pogleda engleskog filozofa, Francis H. Bradleya (1846-1924). Drugu
vrstu argumenata, zasnovanu na epistemoloskim osnovama, iznio je uticajni francuski fizicar, ma-
tematicar i filozof, Pierre Duhem (1861-1916).

Spomenimo na kraju malo poznatu ¢injenicu da je Aristotel bio tolerantan prema nepreciznosti.
Ovo je u suprotnosti sa nekim spisima koji ga prikazuju kao ,prvosvestenika” logicke preciznosti,
zbog Cega nazalost, svaku logiku koja odstupa od klasi¢ne logike nazivaju nearistotelovom logi-
kom. Cuvari principa bivalentnosti u staroj Grékoj su bili stoici, a ne Aristotel. Oni su zapravo
bili prethodnici moderne dvovalentne logike kao sto je ubjedljivo tvrdio Lukasiewicz (1930). Kao
$to je on primjetio, neklasi¢ne logike koje ne prihvataju princip dvovalentnosti trebalo bi, poslije
velikog stoickog filozofa, Hrisipa (279 — oko 206 p.n.e) da budu nazvane nehrisipove prije nego
nearistotelove.[2)



2 Neke trovalentne logike

2.1 Lukasiewiczeva trovalentna logika

Poljski logicar Jan Lukasiewicz je jedan od prvih naué¢nika koji je razvio trovalentnu logiku.
Lukasiewicza je zanimala istinitosna vrijednost od tzv. future contingent sentences (istinitosna
vrijednost buduéeg dogadaja), koju je prvi posmatrao Aristotel. Future contingent sentences je
reCenica o buducénosti koja bi se mogla ispostaviti kao istinita, ali i lazna. Na primjer, ako posma-
tramo reGenicu: Zena ce biti predsjednik SAD 3000. godine, takva reGenica, prema Lukasiewiczu
danas nije ni tatna ni neta¢na. Jer ako je ta¢na, onda ¢e morati da postoji zena predsjednica SAD
3000. godine, a ako je neta¢na, onda ne moze biti Zena predsjednica SAD 3000. godine. Ali posto
ne mora da postoji zena predsjednica SAD 3000. godine, iako bi mogla biti, slijedi da recenica
danas nije ni ta¢na ni netactna. S obzirom na pretpostavku da su future contingent sentences ni
tacne, ni netacne, Lukasiewicz predstavlja logiku za takve recenice.

U nastavku ¢emo umjesto oznaka 0,1 i % za istinitosne vrijednosti, koristiti oznake F, T i N
redom.

Predstavimo tablicu istinitosti za Lukasiewiczevu logiku Ls:

T F
N[ N
F T
(PAQ[T[N]F|
T [T |N|F
N [N[N[F
F |F|F|F
[PVQ[T[N[F]
T [T[T|T
N [T|N|[N
F [T|N|F
(P=Q[T[N[F]
T [T[N|F
N |[T|T|N
F [T[T|T
[PoQ[T[N]F]
T [T|N|F
N [N|T|N
F |[F|[N|T

Iz tablica vidimo, da na primjer rec¢enica: George Bush je bio predsjednik SAD 2004. godine i
Zena ée biti predsjednik SAD 3000. godine nije ni taéna ni neta¢na. Ali recenica: Ako Zena bude
predsjednik SAD 3000. godine, onda ¢e Zena biti predsjednik SAD 3000. godine je tacna.

Definicija 2.1 Formula u trovalentnom logickom sistemu je tautologija ako uvijek ima vrijednost
T (tj. 1), a kontradikcija ako uvijek ima vrijednost F (tj. 0).



2.2 Kleenejeva jaka i slaba trovalentna logika

Stephen C. Kleene je uveo trovrijednosnu logiku kao dio svojih studija teorije izrac¢unljivosti
([5]). Teorija izracunljivosti se pojavila u 1930-im u radovima Alonzo Churcha, Kurt Gédela, i
Alan M. Turinga. Oni su pokusali da preciziraju neformalni pojam izracunljivosti i predlozili su
tri razlicite formalizacije: teoriju rekurzivnih funkcija inspirisanu Herbrandom i formulisanu po
Godelu, A-racun Churcha i izra¢unljivost formalnim masinama, koje se danas nazivaju Tjuringove
masine, po Turingu.

Kleene, koji je bio student Churcha, ubrzo je dao vazan doprinos teoriji izracunljivosti, npr.
sada ve klasitna teorema kojom se utvrduje ekvivalentnost tri gore navedena formalna pojma
izra¢unljivosti. Dok su se rani koncepti izrac¢unljivosti odnosili na totalne funkcije i relacije, Kleene
je uveo i proucavao fundamentalno vazne pojmove parcijalno rekurzivnih funkcija i relacija.

Kleenejeva motivacija je bila slede¢a. Prema tvrdnji koju je utvrdio Gdédel, za bilo koje dvije
(totalne) rekurzivne relacije, relacije dobijene iz njih pomoéu operacija zasnovanih na klasiénim
logickim vezama, npr. komplement, presjek i unija, su takode (potpuno) rekurzivne. Odgovarajuéa
tvrdnja za parcijalno rekurzivne relacije nije bila jasna. Konkretno, nije bilo o¢igledno $ta operacije
komplementa, unije, presjeka itd. treba da budu za parcijalne relacije. U tu svrhu, Kleene je uveo
trecu istinitosnu vrijednost %, i protumacio je kao ,,nedefinisano”. Jasno, svaka parcijalna relacija
moze se onda predstaviti svojom trovrijednosnom karakteristicnom funkcijom R tako da R(y) =0
znaci da je R definisana i netacna (F) za y, R(y) = 1 znaci da je R definisana i tacna (T) za y, a
R(y) = § znadi da je R nedefinisana (N) za y. Kleene (1938) je definisao istinitosne funkcije kao:

|

2zl Z|| =z szg zlz|13||2 = ZzZ|=2
R e R R R

T
T
N
F
T
T
T
T
([ P->Q]T
T
T
T
T
T
N
F

Njegov razlog je bio da zeljeno svojstvo, za parcijalne relacije koje nastaju od parcijalnih re-
kurzivnih relacija pomo¢u ovih operacija, budu parcijalno rekurzivne. Na primjer, ako su R i S
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parcijalno rekurzivne relacije, parcijalna relacija RV S definisana sa (RV S)(y) = R(y) V S(y) je
takode parcijalno rekurzivna.

Kleene koristi svoju trovalentnu logiku i dalje je razraduje u svojoj ¢uvenoj knjizi ([6]). On
predstavlja uslove koje treba da prate sve razumne istinitosne funkcije relacija pogodnih za opisa-
nu svrhu u prethodnom pasusu i takve istinitosne funkcije naziva regularnim. Istinitosne funkcije
prikazane tabelama iznad su regularne i Kleene ih naziva jakim, za razliku od slabe istinitosne
funkcije koje on definiSe na sledeéi nacin:

T F
N[ N
F T
[(PAQ[T[N]F]
T [T|N|F
N [N[N|N
F |F|N|F
[PVQ[T[N]F]
T [T|N|T
N [N[N|[N
F |T|N|F
[PoQ[T[N]F]
T [T|N|F
N |[N|N|N
F |[T|[N|T
[PoQ[T[N]F]
T [T N|F
N |[N|N|N
F |[F[N|T

Kleene opravdava termin ,jaka” primjecujuéi da je jaka tablica istinitosti najjace regularno
prosirenje klasi¢ne tablice, po tome sto ima T ili F' u svakoj poziciji gdje svako trovalentno regularno
prosirenje klasi¢ne istinitosne funkcije moze imati T ili F.

U nastavku, kad god nije naznaceno da li je u pitanju jaka ili slaba Kleenejeva logika podrazu-
mjeva¢emo jaku Kleenejevu logiku.

Dienes (1949) je ispitao novu implikaciju u Zukasiewiczevoj logici, —p , tako da je p—p1p
ekvivalentno sa (- — 1) — 1. Tablica istinitosti ove implikacije zadovoljava:

a—pb=-aVb

Ove definicije predstavljaju generalizaciju Kleenejeve jake tablice istinitosti, sa kojima se po-
klapaju u Ls.

Kleene je zapravo primjetio da je ¢ — ¢ ekvivalentno sa —¢ V 1 ([6]).

Kleenejeva trovalentna logika postala je klasik u literaturi o visevrijednosnim logikama i inspi-
racija za dalja istrazivanja, posebno parcijalne logike.
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2.3 Sliénosti i razlike izmedu Kleenejeve i Lukasiewiczeve logike

Pored razli¢itih motivacija za uvodenje trovalentnih sistema, Kleenejeve i Lukasiewiczeve tro-
valentne logike se razlikuju jo§ po necemu.

Naime, predstavljajuéi tablice istinitosnih funkcija mozemo primjetiti da se Kleenejeve tablice
jake trovalentne logike poklapaju sa Lukasiewiczevim tablicama kada su u pitanju negacija, ko-
njunkcija i disjunkcija, dok je jedina razlika u implikaciji i ekvivalenciji. Ta¢nije, centralni element
koji se javlja u tablicama implikacije i ekvivalencije je razlicit.

Pa tako, ve¢ spomenuta rec¢enica u primjeru iznad (Ako Zena bude predsjednik SAD 3000. godine,
onda Ce Zena biti predsjednik SAD 3000. godine) koja je tatna po Lukasiewiczu, po Kleeneju i dalje
ne mozemo utvrditi da li je ta¢na ili neta¢na, odnosno recenica je nedefinisana.

Zatim, rezultati odnosno teoreme koje vaze u Lukasiewiczevoj trovalentoj logici ne vaze u Kle-
enejevoj upravo zbog pomenutih razlika. Tacnije imamo sledeca tvrdenja.

Teorema 2.1 Svaka formula iz klasicne logike, koja je tautologija w L3 takode je tautologija i u
klasicnoj logici. Svaka formula iz klasicne logike, koja je kontradikcija uw L3 takode je kontradikcija
1 u klasicnoj logici.

Dokaz: Primjetimo prvo sledeée, u normalnom' trovalentom sistemu, klasiéna dodjela istinito-
snih vrijednosti se ponasa na isti nac¢in kao $to se ponasa u klasi¢noj logici. Odnosno, svaka formula
koja je ta¢na za tu dodjelu u trovalentnom sistemu je takode ta¢na za tu dodjelu u klasi¢noj logici i
svaka formula koja je neta¢na za tu dodjelu u trovalentom sistemu je takode netacna za tu dodjelu
u klasi¢noj logici.

Svaka formula koja je tautologija u L3 je tactna za svaku klasi¢nu dodjelu istinitosnih vrijedno-
sti. Kako je L3 normalna, onda vazi da je formula tactna za sve dodjele istinitosnih vrijednosti
u klasi¢noj logici pa je zato tautologija u klasi¢noj logici. Sli¢cnim zakljuc¢cima pokazujemo i za
kontradikciju. |

Teorema 2.2 Nije svaka formula koja je tautologija u klasiénoj logici, tautologija i u Lz i mije
svaka formula koja je kontradikcija u klasiénoj logici, kontradikcija i u Ls.

Dokaz: Posmatrajmo sledeéu formulu, koja je tautologije u klasi¢noj logici: A V —A. Ova
formula nema uvijek vrijednost T u Lg, jer za v(A) = N vrijednost posmatrane formule je N.
Dakle, tautologija u klasi¢noj logici nije uvijek tautologija i u Ls.

Zatim, posmatrajmo formulu: A A =A. Ova formula nema uvijek vrijednost F u Ls, jer za
v(A) = N vrijednost posmatrane formule je N. Dakle, kontradikcija u klasiénoj logici nije uvijek
kontradikcija u Lg. [ ]

Teorema 2.3 Ne postoje kontradikcije ni tautologije u Kleenejevoj logici.

Dokaz: Kad god komponente slozene formule uzimaju vrijednost N, vrijednost slozene formule
je takode N, §to mozemo vidjeti posmatranjem istinitosnih tablica. Dakle, za neku proizvoljnu for-
mulu postoji barem jedna dodjela istinitosnih vrijednosti za koju ona ima vrijednost N, pa nijedna
formula ne moze biti ni tautologija ni kontradikcija u Kleenejevoj logici. ]

ITrovalentni sistem nazivamo normalnim ukoliko su u njemu iskazni veznici normalni. Iskazni veznik je normalan
ako, kad god veznik povezuje formule sa klasi¢nim istinitosnim vrijednostima, rezultujuéa formula ima istu istinitosnu
vrijednost kao i u klasi¢noj logici.
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Teorema koja vazi u obe logike, vezana za logicku posljedicu, analogno se definise i dokazuje u
oba ova sistema.

Definicija 2.2 Formulu F nazivamo logickom posljedicom skupa formula ¥ u trovalentnoj logici i
piSemo X = F ako, kad god su sve formule iz skupa X tacne i formula F je nuzno tacna.

Teorema 2.4 Svaka logicka posljedica u Kleneejevom sistemu je takode logicka posljedica u kla-
si¢noj iskaznoj logici. (Odnosno, ako X =k F onda ¥ |E F).

Dokaz: Pretpostavimo da vazi ¥ =k F. Iz definicije logicke posljedice slijedi da za svaku kla-
si¢nu (i neklasi¢nu) dodjelu istinitosnih vrijednosti u Kleenejevom sistemu za koju su sve formule
u X tacne, F je takode tac¢na. Ali, kako je nas sistem normalan, ovo je tacno i u klasi¢noj logici. B

Teorema 2.5 Nije svaka logicka posljedica u klasiénoj logici, logicka posljedica i u Kleenejevom
sistemau.

Dokaz: Da bi dokazali da obrnut smjer teoreme 2.4 ne vazi, dajemo kontraprimjer koji je
klasi¢no ispravan, ali nije ispravan u Kleenejevom sistemu:
-(A < B)
(A= C)v(BeCO)

Zaista, da bi ovaj primjer bio ispravan u klasi¢noj logici, A i B moraju imati razliCite istinitosne
vrijednosti. Vrijednost od C' ¢e sigurno biti ekvivalentna ili sa A ili sa B (jer u klasi¢noj logici po-
stoje samo dvije istinitosne vrijednosti). Zato je zakljuc¢ak sigurno tacan. Dakle, ispravnost zavisi
od ¢injenice §to imamo samo dvije istinitosne vrijednosti. Dok u Kleenejevom sistemu zakljucak
moze imati vrijednost N, ako C' ima vrijednost N, a A i B suprotne vrijednosti, $to implicira da
ovaj primjer nije ispravan u Kleenejevoj logici. |

Teorema 2.6 Svaka logicka posljedica u Lukasiewiczevom sistemu je takode logicka posljedica u
klasi¢noj iskaznoj logici. (Odnosno, ako ¥ [=p F onda ¥ = F).

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 2.4. |

2.4 Bochvarova trovalentna logika

Ruski logicar Dmitri A. Bochvar uveo je trovalentnu logiku za dobijanje ra¢una pogodnog za
analizu paradoksa u klasi¢noj logici kao Sto je Raselov paradoks. On je pokusao da obezbjedi sistem
u kome je moguce formalno dokazati da su pojedini iskazi besmisleni. Tre¢a istinitosna vrijednost N
(tj. 3), koristena pored klasi¢nih vrijednosti istine T (tj. 1) i F (tj. 0), tumaci se kao ,,besmislenost”.

Svoju propozicionu logiku Bochvar motivise semantickim razmatranjima. On pravi razliku
izmedu unutrasnjeg i spoljasnjeg oblika tvrdnje. Na primjer, unutrasnjim oblicima ,¢” i ¢ ili
1” odgovaraju spoljasnji oblici ,¢ je tatno” i ,p je tacno ili ¥ je ta¢no”. On naglasava krucijal-
nu semanticku razliku izmedu dva oblika. Na primjer, ako ¢ predstavlja besmislenu izjavu, onda
unutrasnji oblik ,nije ¢” je i dalje besmislen, dok odgovarajuéi spoljasnji oblik ,¢ je lazan” nije be-
smislen jer je lazan. Logika spoljasnjih iskaza je klasi¢na logika, Sto omogucava primjenu klasi¢nih
principa pri rasudivanju o unutrasnjim iskazima od kojih su neki besmisleni. Na ovom ra¢unu iskaza
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zasnovan je racun iskaznih funkcija ili predikata bez tipova unutar kojeg su paradoksi analizirani
i razrjeSeni dokazom besmislenosti iskaza koji su u njihovoj osnovi.

Istinitosne funkcije unutrasnjih veznika logike Bi (Bochvar’s ,internal” three-valued system)
opisane su u slede¢im tabelama:

[P [ -P]

| 2| =
=z =

T
N
F

(PoQ
T
N
F

z 'zl 2|z zzzg z| Z2|z||2z| |22 2=
R 2| || = sz; =z | E 2

T
T
N
F
T
T
N
T
([ P—-Q]JT
T
N
T
T
T
N
F

Mozemo primjetiti da su ove istinitosne funkcije iste kao i istinitosne funkcije slabe Kleeneje-
ve logike. Tablice isitinitosti za spoljasnje veznike logike BY (Bochvar’s ,external” three-valued
system) su date kao:

T F
N T
F | T
(PAQ[T|N[F]
T [T|F|F
N |[F|F|F
F |[F|F|F
[PVQ[T[N]F]
T [T|T|T
N |[T|[F|F
F |[T|F|F

—
~



(P2Q[T|N[F]
T [T|F|F
N | T|T|T
F ||T|T|T

(PoQ[T[NF]
T [T[F|F
N [F|T|T
F ||[F|T|T

U Bochvarovom sistemu, svi iskazni veznici su takode normalni.
I ovdje, tautologije se definisu kao formule koje uvijek imaju vrijednost T, a kontradikcije kao one
koje uvijek imaju vrijednost F.
Kao i u Kleenejevom sistemu, i u Bochvarovom sistemu unutrasnjih veznika Bl ne postoje ni
tautologije ni kontradikcije. Zato $to, kad god komponentne slozene formule imaju vrijednost N i
Citava formula ¢e imati vrijednost N.
U Bochvarovom sistemu spoljasnjih veznika BY | svaka formula iz klasi¢ne logike koje je tautologija
u Bochvarovom sistemu tautologija je i u klasi¢noj logici. Zatim i, svaka formula iz klasi¢ne logike
koje je kontradikcija u Bochvarovom sistemu spoljasnjih veznika BY je kontradikcija i u klasi¢noj
logici.

Teorema 2.7 Svaka logicka posljedica uw Bochvarovom sistemu unutrasnjih veznika je takode lo-
gicka posljedica u klasicnoj iskaznoj logici. (Odnosno, ako % ):Bg F onda S = F).

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 2.4. |
Teorema 2.8 Svaka logicka posljedica uw Bochvarovom sistemu spoljasnjih veznika je takode logicka
posljedica u klasicnoj iskaznoj logici. (Odnosno, ako ¥ |=pe F onda ¥ = F).

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 2.4. |
Ogranicene propozicionalne logike su razvijene da bi se omogucéila analiza paradoksa.

Bochvarovu ideju o trecoj istinitosnoj vrijednosti dalje je razvijalo nekoliko drugih logicara.
Konkretno, aksiomatizacije Bochvarove i srodne logike proucavao je Finn.
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3 Semantika Kleenejeve iskazne logike

Kleenejeva trovalentna logika obi¢no se razvija na jeziku koji se zasniva na skupu veznika i
konstanti, tj. K(BA) = {A,V,—,0,1}. Kao posljedica ovog sintaktickog izbora, formule moraju
imati vrijednost na jeziku K(BA) i prirodan izbor je klasa (normalnih) De Morganovih algebri.
Podsjetiéemo se definicije De Morganove algebre (DM-algebre), ali prije toga neophodno je da
definiSemo mrezu i neke osnovne osobine mreza.

Definicija 3.1 MrezZa je ureden skup (L, <) u kome za svaka dva elementa a i b postoji inf{a,b}
i sup{a,b}.

Teorema 3.1 U svakoj mrezi (L, <) mogu se definisati binarne operacije N\ iV, na sledeéi nacin:
zANy=inf{z,y} 1 xVy=sup{z.y},
gdje su x iy proizvoljni elementi skupa L.
Dokaz: Pogledati u [12]. [ |

Definicija 3.2 MreZa je struktura A na jeziku L= {A,V}, gdje su x,y i z proizvoljni elementi
skupa L, za koju vaZe sledeée aksiome:

(a) xANy=yAzxz & zxVy=yVz (komutativni zakoni)
(b) eAN(ynz)=(xAy)Az i aV(yVz)=(@Vy)Vz (asocijativni zakonsi)

(c) zN(yVz)=x ¢ xzV(yAz)=z (apsorbcioni zakoni)

Ove dvije definicije mreze su ekvivalentne, jer komutativnost slijedi neposredno iz definicije
infimuma i supremuma skupa (redoslijed elemenata nije svojstvo skupa), asocijativnost vazi jer se
obe strane svake jednakosti odnose na isti skup {z,y, z}. Za apsorpciju treba uociti da je z < zVy,
pa je na osnovu osobina infimuma i supremuma z A (zVy) = x i slicno za drugu jednakost. Takode,

poznato je da za algebarsku strukturu koja ispunjava uslove iz definicije 3.2 moze da se konstruise
mreza takva da je x <y akko x Ay = z.

Ukoliko postoje, infimum i supremum skupa L su redom najmanji (0) i najveéi (1) element, pa
mozemo dati slede¢u definiciju.

Definicija 3.3 MrezZa je ogranicena ako je ogranicena kao ureden skup, tj. ako posjeduje najmangi
element 0 i najveéi element 1.

Teorema 3.2 U svakoj mrezZi vaZe identiteti :

rANx=x 1 zVr==z
Ti identiteti se zovu idempotentni zakoni.
Ovi zakoni slijede iz definicije 3.2.

Definicija 3.4 Identiteti x A (yV z) = (x Ay)V(zAz) i zV(yAz)=(@xVy A(xVz)su
poznati kao distributivni zakoni.
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Definicija 3.5 Distributivna mreZa je mreZa u kojoj vaze distributivni zakoni.

Ako prosirimo jezik L sa dvije konstante 0 (najmanji element) i 1 (najveéi element), tada vaze
i sledeée aksiome:
(1) OAz=0 i OVz=u;

(2) 1hz=2 i 1vaz=1L1

3.1 Dvovalentna semantika

Podsjetimo se prvo kako smo definisali klasi¢nu (dvovalentnu) semantiku.

Neka je F,, algebra formula jezika L = E U K(BA), gdje je E = {p; : i € w} skup iskaznih
slova, K(BA) = {A,V,—,0,1} skup veznika i konstanti. Algebra formula F), je slobodna algebra
u klasi svih struktura tipa K(BA) imajuéi i E kao skup slobodnih generatora.

Klasi¢na semantika se obi¢no predstavlja kroz koncept ,vrijednost u datoj valuaciji”.
Valuacija je funkcija v : E — 2. Svaka valuacija v indukuje morfizam Val, : F,,, — 2, gdje je
2 ={0,1}. Kazemo

yformula « je tacna u valuaciji v akko Val,(«) = 1.7

S druge strane, klasiéna (2-valentna) semantika moze biti predstavljena i kao morfizam M iz
F,, u partitivni skup:
P(2¥) = (P(2),n,U,7,0,2¥)

pa definisemo M : F,,, — P(2¥) kao (jedinstveni) morfizam indukovan sa g : E — P(2¥) gdje
g(pi) = {s € 2% : 5(i) = 1}. Tada imamo:

M(anp) = M(a) N M(5)

MoV B) = M(o) U M(p)

M(—a) = M(«)
M(0)=10
M(1) = 2%.

Kazemo da je s model od « akko s € M(«) i pisemo s = a. Dakle, znacenje formule « je skup
njenih modela, a model od « je element njenog znacenja.

Ovi razli¢iti pristupi klasi¢noj semantici mogu se povezati na sledeé¢i na¢in. Prvo primjetimo da

postoji bijekcija izmedu E i w, pa mozemo pridruziti valuaciji v niz s, tako da je s,(i) = v(p;), i
mozemo pridruziti nizu s valuaciju v, tako da je vs(p;) = s(i), za sve i € w. Tada mozemo zakljuéiti:

s € M(a) akko Val, (a) = 1.

Dakle, znacenje formule o moze biti definisano preko koncepta istine u odnosu na v.

Moze se reéi i da:

Sy € M(a) akko Val,(a) =1,
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pa istinitost od o u odnosu na v moze biti definisano preko koncepta znacenja

Sada mozemo definisati koncept logicke posljedice

Definicija 3.6 Za sve formule a, 8 vaZi: o |= 8 akko M(a) C M(B)
mula ovako:

U slucaju da je skup formula beskonac¢an skup, tada preslikavanje M prosirujemo na skup for-
M(E) = o) :

({M (o) : o € £}. Tada kazemo ¥ = o akko M (X) C M(«)

Moze se pokazati da je M(a) C M(B) akko za sve v vazi Val,(a) < Val,(8) 1 M(X) C M(«)
akko A{Val,(0) : 0 € ¥} < Val,(«), ¢ime je pokazano da se logicka posljedica moze ekvivalentno
definisati i u terminima znacenja i u terminima valuacije

Mozemo reéi da je « tautologija akko 1 = a, Sto znaci da je tautologija posljedica praznog
skupa pretpostavki, jer M (0) =

N0 =22 = M(1).

3.2 Trovalentna semantika

Sada na isti na¢in, mozemo definisati 3-valentnu semantiku Kleenejeve logike kao $to smo de-
finisali 2-valentnu semantiku klasi¢ne iskazne logike

Prvo, mozemo uvesti 3-valentnu semantiku kroz koncept istine uzimajuéi u obzir da je valuacija
funkcija v : E — 3, gdje je 3 = {0, n, 1}. Svaka takva valuacija v moze biti prosirena na jedinstveni
morfizam Val, : F,,, — 3. Reéi ¢emo da je

,, @ je tacéna u valuaciji v ako Val, (o) =
a je netaéna u valuaciji v ako je Val,(«) =
« je nedefinisana u valuaciji v ako je Val,(«)

Iz bilo kog skupa X mozemo napraviti tzv. skup D(X) svih parcijalnih skupova na X. Parcijalni
skup na X je par (A, B) gdje A,B C X i AN B = (. A predstavlja pozitivne sluc¢ajeve i B pred-

stavlja negativne slucajeve parcijalnih osobina (tj. osobine nedefinisane za elemente X \ (AU B))
Oznacimo sa D(X) algebru ¢ije su operacije definisane na sledeé¢i na¢in

0,1

(A,BYA(A,BY=(AnA,BUB),
(A,B)V (A ,BY=(AUA",BNB),
—(A,B) = (B, A),
0= (0,X),
1=(X,0),
n = (0,0).

Uvodimo relaciju uredenja na parcijalnim skupovima ovako

I
%N

(A,B) < (A',B’) akko (A4, B) A (A", B') = (A, B).
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Tada imamo (A4, B) < (A, B') akko A C A" i B’ C B. Svaka podalgebra A od D(X) naziva se
poljem na X.

Dalje, definiSemo 3-valentnu semantiku, sli¢cno kao 2-valentnu semantiku, imajuéi na umu da
¢e uloge koje su igrale 2 1 P(2*) u dvovalentnoj logici sad preuzeti 3 i D(3%).

Neka je F,, algebra formula na jeziku L = EUK(DMF), gdje je K(DMF) = {A,V,—,0,1,n}.
Definisemo znacenje formula kao morfizam M : F,,, — D(3“) indukovan sa g : E — D(3¥), gdje

g(pi) = ({s€3Y:s(i) =1}, {s € 3¥ : s(i) = 0}).

Tada imamo:

M(aAB)=M(a)ANM(B) = (M(a)o N M(B)o, M(c)1 UM(B)1),
M(aV ) =M(a)VM(B) = (M(a)oUM(B)o, M(a)r N M(B)1),
M (o) = ~(M(a)) = (M(a)1, M(a)o),

M(0) = (0,3%)

M(1) = (32,0),

M(n) = (0,0)

Dakle, znacenje formula od « u 3-valentnoj semantici je parcijalni skup M («) na 3“. Elementi
od M(a)o i M(«)y su, redom, pozitivni i negativni modeli od a. Kao i u klasi¢noj semantici, moze
se uspostaviti ekvivalencija izmedu ta dva pristupa. Prvo primjetimo da postoji bijekcija izmedu
E¥ isekvenci 3¥, pridruzujuéi valuaciji v sekvencu s, tako da je s, (i) = v(p;), i mozemo pridruziti
nizu s valuaciju v tako da je vs(p;) = s(i). Sada mozemo dokazati sledece teoreme.

Teorema 3.3 Neka je a formula, tada vazi:
M(a) = ({s €3Y:Val,, (o) =1}, {s € 3° : Val,, (a) = 0}).

Dokaz:
Ako je a promjenljiva p;, tada imamo

M(pi) = ({s : s(i) = 1}, {s : 5(1) = 0}) = ({s : Vialy, (pi) = 1}, {s : Val,, (pi) = 0}).

Ako je a = B A~y tada imamo

MBAv)=M(B)ANM(y)=(M(B)oNM(y)o, M(8)1 U M(7)1).
Dalje imamo

M(BoNM(y)o={s:Val, (B) =1} N{s: Val, (v) =1} ={s: Val,,(BAvy) =1} i
M(B)oUM(7)o = {s: Valy,(8) = 0} N{s: Val, () = 0} = {s : Val, (8 Av) = 0}

Drugi slucajevi se dokazuju analogno. |

Teorema 3.4 Za svaku formulu o i svaku valuaciju v : E — 3 vaZi:

1 ako s, € M(a)o,
Valy,(a) =4 0 ako s, € M(a)1,

n inace.

Dokaz:
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Ako je a promjenljiva p;, tada imamo:
e Val,(p;) =1
akko v(p;) =1 akko s,(i) = 1 akko s, € M(p;)o

e Val,(p;) =0
akko v(p;) = 0 akko s, (i) = 0 akko s, € M (pi)1

e Val,(p;) =n
akko v(p;) =n akko s, & M(p;)o 1 sy & M(pi)1

Ako je a = B A vy, tada imamo:

e Val,(BAy)=1
akko Val,(8) =11 Val,(v) =1
akko s, € M(8)o 1 sy € M(7)o akko s, € M(B)o N M (7)o
akko s, € M (B Av)o

e Val,(BAy)=0
akko Val,(8) =01ili Val,(v) =0
akko s, € M(f); ili s, € M(~); akko s, € M(8)1 UM(y)1
akko s, € M(B A7)1

o Val,(BAy)=ntada s, ¢ M(BAY)o1sy & M(BAY)
(jer smo dokazali da s, € M(BA~v)o = Val,(8Avy)=1ida
Sy €E M(BAY)1 = Val,(BAYy) =0).

U drugom smjeru, ako s, ¢ M(BA~)o 18, ¢ M(B8Av)1 tada Val,(8 Av) mora biti n (jer ne moze
biti 0 ili 1, a kodomen od Val, je 3).

Na slican nacin pokazujemo i za ostale veznike. |

Uvodimo koncept logicke posljedice u Kleenejevoj 3-valentnoj logici.

Definicija 3.7 Za sve formule o i 8 vaZi:
a | B akko M(a) < M(B) tj. M(a)o C M(B)o i M(8)1 C M();.

U slucaju beskona¢nog skupa premisa, prvo prosirimo M na skup formula ¥ ovako:

ME) = N{M(0): 0 €L} = ((Y{M(0)o:0 €T} J{M(0)1: 0 €5}).

Sledeéa teorema pokazuje da se logicka posljedica moze ekvivalentno definisati i u terminima
znacenja formula i u terminima valuacije.

Teorema 3.5 Za sve skupove formula ¥ i svaku formulu o vaZi: M(X) < M(«a) akko za sve
v:E — 3 vazi

N{Valy(0) : 0 € £} < Valy(a).
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Dokaz:
(=) Pretpostavimo M (X) < M(«). Treba pokazati da A{Val, (o) : 0 € £} < Val,(a).

e 1. slucaj: A{Val,(c):0 € X} =0 jasno.

e 2.slucaj: A{Val,(0):0€X} =1, tada Val,(0) =1,Vo € &
Zbog teoreme 3.4 onda vazi s, € M(0)o,Vo € ¥, pa s, € ({{M(0o)o: 0 € L}.
Iz pretpostavke onda vazi ({{M (o) : 0 € £} C M(a)o, pa s, € M(a)g i Val,(a) =1
(gdje vazi v = vy).

e 3.slucaj: A{Val,(0):0 € £} =n. Tada Vo € &, Val, (o) € {n,1}.
Mozemo dokazati da je Val,(«) # 0.
Pretpostavimo suprotno Val,(a) = 0. Tada s, € M(«);. Ali iz nase pretpostavke vazi
M(a); CU{M(0)1:0€ X}, pas, € M(o)1, zaneko o € X.
Tada Val,(c) = 0, (zbog teoreme 3.4) sto je u kontradikcija sa pretpostavkom.

(<) Pretpostavimo A{Val,(0) : 0 € £} < Val,(a). Treba M(X) < M(«).

e Prvo ¢emo pokazati (J{M(c)o: 0 € X} C M(a)o.
Neka s € (N{{M(o)o : 0 € X}, tada je s € M(0)g, Vo € 3. Zbog teoreme 3.4 vazi
Val,,(6) = 1, Vo € X, pa vazi A{Val,,(c) : ¢ € ¥} = 1 i zbog pretpostavke
Val,, (o) = 1. Zatim, s € M(«a)g slijedi iz teoreme 3.4, gdje s = s,,.

e Zatim pokazujemo M («a); C | U{M (o), : 0 € Z}.
Neka s € M(a)1, tada zbog teoreme 3.4 Val,_ () =0 i iz pretpostavke vazi
N{Val, (o) : 0 € ¥} = 0. Tada je Val, (o) = 0, za neko o € ¥. Kako je s,, = s, opet
zbog teoreme 3.4 imamo s € M(0)1is € | J{M(o);:0 € E}.

Posljedica 3.1 Za sve formule « i B vazi: o = B akko za sve v: E — 3, Val,(a) < Val,(B).

Uporedimo neke pojmove klasiéne i 3-valentne semantike Kleenejeve logike. Prvo razmotrimo
pojam tautologije. Tautologiju mozemo definisati kao formulu a koja zadovoljava uslov 1 E «
tj. (3*,0) < M(a). No, tautologije u 3-valentnoj logici nisu jako interesantne. U stvari, svaka
tautologija mora da sadrzi konstantu 0 ili 1. Ako pretpostavimo da nema ni 0 ni 1 u «, tada
Val,(o) = n kada v(p;) = n, za sve i € w, pa s, ¢ M(a)p i « nije tautologija. Npr. zakon
iskljucenja tredeg (tertium non datur) nije tautologija.

Druge razlike mozemo vidjeti izmedu relacija = i =. Ako definisemo o = 3 kao —aV 3, klasi¢na
ekvivalenicija ¥ U {a} = 8 akko ¥ = o = [ viSe ne vazi u Kleenejevoj logici.

Implikacija slijeva nadesno, poznata kao teorema dedukcije ne vazi jer p; Ep; i 0 ¥ p; = p;. U
stvari M (0) = M(N0,U0) = (3*,0) = M(1), ali M(—p; V p;) # (3“,0).

Implikaciija sdesna nalijevo, poznata kao modus ponens ne vazi jer —p; = p; = 0,1 {—p;, p;} ¥ 0.
U stvari, M (—p; V0) = (M(pi)1, M(pi)o) V (0,3*) = (M (p:)1, M (pi)o) = M(—p;), ali

M (=pi) A M(pi) = (0, M(pi)o U M(pi)1) £ (0,3%).
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4 DMF-algebre

Definicija 4.1 Struktura A na L= {A,V,—,0,1} gdje je = unarna operacija, sa konstantama 0 i
1 je De Morganova algebra (DM-algebra) akko je A distributivna mreZa sa najmangim elementom
0 4 najveéim elementom 1 koja zadovoljava zakon duple negacije: ——x = x © De Morganove zakone:
—(xAy)=-aV-y ¢ —(zVy)=-xA-y. (To znadi da je - involucija i dualni automorfizam.)

U ovom radu pri¢amo o 3-valentnoj logici na jeziku K(DMF) = {A,V,—,0,1,n} i prema tome
posmatramo DMF-algebre, tj De Morganove algebre sa jednom fiksnom tackom za nega-
ciju, kao domene istinitosnih vrijednosti.(De Morgan algebra with fixed point—-DMF')

Definicija 4.2 DMF-algebra je algebra A= (A, A, V,—,0,1,n) gdje je (A, A,V,—,0,1) DM-algebra
u kojoj je —m = n.

Sa sintakticke strane, sada imamo naziv za meduvrijednost n, $to je potrebno da bi se neod-
redenost mogla izraziti. Aksiome za n ¢ine dostupnim i oslabljene forme teoreme dedukcije i modus
ponensa.

Sa semanticke strane, domen je sada ogranicen, jer je svaka DMF-algebra o¢ito DM-algebra, ali
ne moze se svaka DM-algebra prosiriti do DMF-algebre (npr. svaka Bulova algebra je DM-algebra,
ali ne postoji Bulova algebra sa elementom z takvim da vazi ~x = ).

4.1 Prosti ideali i morfizmi DMF-algebre

Glavni alat u dokazivanju teoreme kompletnosti za 3-valentnu logiku daje modifikovana verzija
teoreme o prostom idealu u DMF-algebrama.

Definicija 4.3 Ideal u mrezi L je njen neprazni podskup I koji ispunjava uslove:
(1) iz a,b e I slijediaVbel;

(2) iza€l ic<a slijedic € I.

Definicija 4.4 Filter v mrezi L je njen neprazni podskup F koji ispunjava uslove:
(1) iz a,b € F slijedi aNb € F;

(2) iza€e F ia<cslijediceF.
Definicija 4.5 Ideal I je prost akko je pravi® i ako iz x Ay € I slijedi x € I ili y € I.
Definicija 4.6 Filter F je prost akko je pravi® i ako iz xVy € F slijedi x € F iliy € F.

Postoji bijekcija izmedu prostih ideala i prostih filtera, jer ideal je prost akko je njegov kom-
plement prost filter.

?Ideal u mrezi L je pravi ako se ne poklapa sa L.
3Filter u mrezi L je pravi ako se ne poklapa sa L.
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Teorema 4.1 [9] Neka je A distributivna mreza, I i F su redom ideal i filter uw A tako da vazi
INF =10. Tada:

(1) postoji prost ideal J takav da vazi I CJ i JNF =10,

(2) postoji prost filter G takav da vaz F CG i GNI=1.

Posljedica 4.1 Ako su x iy elementi distributivne mreze A i x £ y, tada postoji prost ideal I u
A takav day € I i x ¢ I, i postoji prost filter F u A takav dax € F iy ¢ F.

Dokaz: Neka je z | tzv. glavni ideal {a € A : a < z} i neka je y 1 tzv. glavni filter {a € A :

y <a}.
Oni nemaju zajednickih elemenata, jer « £ y, pa zbog teoreme 4.1 znamo da postoji prost ideal J
takav da vazi x | C J i J Ny 1= 0, i postoji prost filter G takav davaziy t1C GiGNzl=0. W

Postoji ¢vrsta veza izmedu prostih ideala i epimorfizma ¢ : A— 2, gdje je A mreza.
Sa jedne strane vidimo, da ako je ¢ epimorfizam tada je skup I, = ¢~'{0} prost ideal u A.
Sa druge strane, mozemo definisati, za svaki prost ideal I u A, funkciju ¢; : A— 2 na sledeéi nac¢in:

0 ako a€l,
¢1(“){1 ako a¢ 1.

Teorema 4.2 [9] Ako je A ogranicena mreza i I prost ideal v A, tada je ¢ :A— 2 morfizam
ogranicene mreze, a ako je A Bulova algebra onda je ¢; Bulov morfizam.

Dualno tvrdenje vazi za filtere.

Mi ¢éemo dokazati slicne rezultate za DMF-algebre, gdje ulogu prostog ideala I (ili filtera F') koji
razdvaja tacke £ y preuzima sad par (I, F), gdje je INF =0 i F = =I i gdje ulogu morfizma
o1 :A— 2 preuzima ¢y :A— 3.

Pozvademo se na neke od rezultata, koji su dokazani u [10].

Definicija 4.7 Neka je I ideal i F filter mreze A. Tada za bilo koji par (I, F) relacija =1 p se
definise na sledeci nacin:

a =r,r b akko postojei € I i f € F takvi da je (aVi) AN f=(bVi)Af.
Lema 4.1 Neka je A distributivna mreza, I ideal i F filter. Tada za sve a,b € A vaZi:
a=rpb akko (Fiel)BfeF)((anf)Vi=(bA[f)Vi).

Definicija 4.8 Relacija ekvivalencije © na mreZi (L, \,V) je njena kongruencija ako i samo ako
i za sve x,y,z € L

iz 2Oy sligedi (x A z)O(yAz)i(xVz)O(yV z).
Zatim pokazujemo slede¢u teoremu.
Teorema 4.3 Ako je A distributivna mreza, I ideal i F filter u A, onda je relacija =; p relacija

kongruencije na A.
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Dokaz: =; r je refleksivna i simetri¢na relacija (lako se uocava). Pokazujemo tranzitivnost:
pretpostavimo a =7, p b i b =1 f c. Treba da dokazemo a =; F c.
Iz pretpostavke imamo da postoje i,7 € I'i f,g € F tako da

(avViyAf=0OVi)ANf 1 (BVIi)ANg=(cV))Ag.

Tada imamo:

(av(@Vvi)A(fAg)={aV)A(fAG)VIANAG)
=({(bVI)AINGVGEAfAG)
=((bV)ANFAG)VEAfAG)

=((bVi) Vi) A(fAg)
=(bVi)Vi)A(fAg)
= (VNN VEN(FAY)
=(((eVIHADN)VEN(fAG)
=((cVHANTIANG)VEN(fAY)
=((eVi)Vi)A(fAg)
=(cV(EVi)N(fAg)

Sto implicira a =1 F c.
Dalje pokazujemo da =; r ¢uva operaciju A,  tj.

ako a =1 aib =/ F b onda aAb =/ F a Ab
Iz pretpostavke imamo

(FieD)3f e F)((anf)Vi=(d Af)Vi)

(FjeN@Bge F)((bAg)Vi=( Ag)Vj).

Pa imamo:
DV EVH) =anf)ADAG)V (V)
((aAFYVI)A((bAG) V)V
=(((d AH)VA((bAG Vi) V]
=((a ASYNDBAG)V (V)
=(((d AF)VIN((DAG)V ) Vi
=(((d AHVIH A Ag)V i) Vi
=((d AHAD Ag)V(iVy)
=((d ADYA(FAG) V(N

((anb) A (F A
= (

~ . . . ’ ’
Sto implicira a Ab=rra Ab.
Na isti na¢in se pokazuje da = r €uva i operaciju V.
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Lema 4.2 U DM-algebri A za sve a,b € A vaZi:
a<b= -b< a.

Dokaz: Neka za proizvoljne elemente a, b vazi a < b. Tada je: aAb = a, odnosno =(a Ab) = —a.
Sada, zbog De Morganovih zakona vazi: —a V =b = —a tj. imamo da je —=b < —a. |

Rezultati koji su takode znacajni su i sledece teoreme.

Teorema 4.4 Ako je A DM-algebra, onda
(i) X je ideal akko =X je filter,
(i) X je filter akko —X je ideal,
(ii) X je prost ideal (filter) akko =X je prost filter (ideal).

Dokaz:
(i) (=) Neka je X ideal. Treba da dokazemo da je =X filter.
Odnosno, da bi =X bio filter, treba da dokazemo da vazi, po definiciji:

(1) ako a,b € =X ondajeaAbe -X i
(2) akoa€e ~-Xia<bondabe X

(1) Neka a,b € =X. Tada —a, —b € ==X, tj —a, ~b € X. Kako je X ideal, slijedi ~a V —b € X.
Onda —(—aV-b) € =X te zbog De Morganovih zakona i zakona duple negacije dobijamo aAb € =X

(2) Neka je a € =X ia < b. Zbog leme 4.2 vazi —b < —a. Takode —a € ==X, tj. ma € X. Sada,
posto je X ideal vazi —b € =X, te je kona¢no, zbog duple negacije b € X.
Dakle, =X je filter.

(«=) Dualno smjeru (=).

(ii) Analogno dokazu pod (i) jer je ==X = X.

(iii) Neka je X prost ideal. Tada je =X filter (zbog (i)). Jos treba pokazati da je prost.
AkoaVbe -X onda—aA—-be Xi-ae€Xili-be X, jer je X prost.

Slijedi @ € =X ili b € =X pa je =X prost filter.

Na isti na¢in dokazujemo i drugi smjer. |

Oznacimo sa A/ p faktor algebru A/=; p. Moze se pokazati da je faktor A/; p ogranicena
mreza koja nije trivijalna akko I N F = (). Dokaz vidjeti u [10].
Napomenimo da je |z|;, r klasa po z. Pisa¢emo jednostavnije |z| umjesto |z

1,F 1 =umjesto =y p.
Teorema 4.5 Neka je A De Morganova algebra. Ako je I ideal uw A, i F' = =1 gdje je
- ={—i:i €I}, onda je =1 p relacija kongruencije i A/r p je De Morganova algebra.

Dokaz: Zbog teoreme 4.4, =1 je filter, pa =; p ¢uva operaciju A i V (zbog teoreme 4.3).
Akoa=;pb,onda (aVi)ANf=(bVi)AfzanekeieclifePF.
Zbog De Morganovih zakona tada ¢ée vaziti

(ma A=)V —f =(=bA i)V —f,
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gdje i € F, ~f € I, pa vazi ~a =1 —b.
Dakle, =; r ¢uva operaciju — i jeste kongruencija na A.
Vazic¢e da je A/r r De Morganova algebra sa najmanjim elementom |0] i najveéim elementom [1],
zato $to je A De Morganova algebra i vazi da je F' = —1.
|

Ovi rezultati se odmah mogu prosiriti na DMF-algebre, pa za svaki par (I, —I) u DMF-algebri
A postoji homomorfizam iz A u DMF-algebru A/ —1, koji je netrivijalan akko I N —I = 0.

Teorema 4.6 Za svaki ideal I DMF-algebre vazi IN—1 =0 akkon & I.

Dokaz: (=) Neka vazi I N —I = (. Pretpostavimo suprotno, n € I. Tada, uslov implicira
-n € —I, alin = —n pa je I N —I # (), §to je u kontradikcija sa pretpostavljenim.

(<) Neka vazi n ¢ I. Pretpostavimo suprotno, © € I N —I. Onda iz x € =I imamo = = —i, za
neko i € I iiz z € I imamo ¢V —i € I. Kako u DMF-algebri vazi n < ¢V =i, onda vazi n € I, §to
je u kontradikciji sa pretpostavkom. |

Teorema 4.7 Neka je A DM-algebra i I prost ideal od A. Nula ¢ jedinica od A/r 1 su redom I
i1

Dokaz: Znamo I C 0 (jer za bilo koju distributiviu mrezu gdje su I i F redom ideal i filter
vazi da je A/ p distributivna ograni¢ena mreza gdje 0 = |i|, zasve i € I i 1 = |f| za sve f € F)*.
Treba jos 0 C I. Pretpostavimo da vazi x € 0. Tada x =4, zaneko ¢ € [ paimamo j € I, f € =1
tako da (x Vj) A f = (i Vj) A f. Obe strane jednakosti su elementi od I. Kako je I prost i f ¢ I
(jer IN—=I=0),ondamorazVjelizel. [ |

Teorema 4.8 Ako je A DMF-algebra i a £ b, onda postoji par (I, F) takav da je:
(1.) I je prost ideal uw A i F' je prost filter u A, gdje INF =0,

(2.) F=-I,

(3.)aé¢libel,iliac Fibé¢F.

Dokaz: Ako je a £ b onda a1t Nb = 0.
Zbog posljedice 4.1 postoji prost ideal I takav da b |C TilINa 1= 0.
Pabelia¢l.

(1) Akon ¢ I, onda I N—I =), —I je prost filter i (I, 1) je par koji trazimo.
(2) Ako n € I, imamo sledeéa dva slucaja:

(2.1) nebl
Tadan <bin ¢ aft, jer a £ b. Zbog posljedice 4.1 postoji prost filter F' takav da
atCFiFNbl=0.PaacFib¢F.
Vaziin & F (jer akon € F tada b € F i iz pretpostavke n € b | mozemo re¢i FNb |# ()
Sto je kontradikcija.)
Stoga iz n ¢ F imamo =FNF = (), a kako je —F prost ideal, (=F, F) je par koji trazimo.

4Opsirnije u [10].
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22) nel—b|
Tada zbog posljedice 4.1 postoji prost filter F' takav da a 1C F'i FNb = 0.

(2.2.1) Ako vazi n ¢ F, onda je (—F, F) trazeni par.

(2.2.2) Pretpostavimo n € F. Kako a,n € F, onda jeaAn € F.
Te imamo a An £ b (jer iz a An < b mogli bi dobiti b € F ali FNb |=0).
Zbog posljedice, postoji prost ideal J tako da b JC JiJN(aAn)t=0.
Zato imamo b € Jia ¢ J (jer ako bi a € J mozemo izvesti a An € J, ali
JN(aAn)t=0).
Konaéno, n ¢ J (jer ako n € J imamo a An € J). Pa je (J,~J) par koji trazimo.l

Sledeca teorema ilustruje vezu izmedu morfizma ¢ :A— 3 i para (I,—1I), gdje je I prost ideal
u A. Za svaki morfizam ¢ :A— 3 i par (I,~I) definiSemo ideal I, = ¢~1{0} i filter F, = ¢~ *{1}.
Za njih mozemo reéi da su prosti i da je =1, = Fy. Dakle, za svaki morfizam ¢ :A— 3 postoji par
(I,—I) gdje je I prost ideal, ~Iy prost filter, i vazi Iy N —Iy = 0.

Sada pretpostavimo da je A DMF-algebra i I je prost ideal u A tako da n ¢ I. Definisemo
o1 :A— 3 tako da vazi:

0, ako a€l,
¢r(a) =< 1, ako ae€-lI,
n, ako a€A\({U-I).

Teorema 4.9 Ako je A DMF-algebra i I prost ideal uw A, takav da n ¢ I tada je ¢y :A— 3
morfizam DMF-algebri.

Dokaz: Ocigledno vazi

¢r(0) =0
or(1)=1
dr(n)=mn,jerngIin¢-I.

Prvo pokazujemo da ¢; ¢uva operaciju A:

(1) ¢r(xny)=0
OndazAyelixzeliliyel (jerje I prost).
Stoga imamo ¢;(z) = 0 ili ¢7(y) =0 i tada je ¢r(x) A ¢r(y) = 0.

(2) or(zAy) =1
Onda x Ay € =T iobaix iy ne pripadaju I (jer je —I filter). Stoga imamo ¢;(z) = ¢;(y) =1
i ¢](I) A\ (,25](y) =1.

(3) dr(xzAy)=n
Ondax Ay ¢ IixAy ¢ —I. Kako je I ideal imamo = ¢ I iy ¢ I (u suprotnom bi mogli
dokazati © Ay € I, §to je u kontradikeiji). Kako je —I filter imamo « ¢ —I ili y ¢ —I (u
suprotnom bi mogli dokazati x Ay € —I, §to je kontradikcija). Zato imamo sledeée slucajeve:

(3.1) z,y e A— (TU-I), tada ¢;(x) = ¢7(y) =n pa je dr(x) A dr(y) = n.
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(32) xe A—(IU-I),y € —I, tada ¢;(x) =n,dr(y) =1 pa je ¢r(x) A dr(y) =
(33) ye A= (ITU~I),z € -, tada ¢;1(x) = 1,¢1(y) = n paje ¢r(z) A ¢r(y) =

s F

Na isti na¢in provjeravamo za operaciju V.

Konaé¢no, jo§ provjeravamo da ¢y ¢uva i —.

e ¢;(—x)=0:tada ~xz €I, paize€—Ii¢;(z)=1,tj ¢;(—x)=—¢;(z).
e oy(—x)=1:tada ~z€-Tixzeligp;(z)=0,tj ¢;(~x)=—¢;(x).

e ¢oj(—x)=n:tada ~a ¢ Ii-a¢-I,pax¢glix¢ I Tada ¢;(x) =n1ikako jen =-n
dobijamo ¢r(—z) = =g ().
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5 Sekventni racun Kleenejeve logike

Sekvent je ureden par (I';«) gdje je I' C F,,, a € Fy,, i F, je skup formula na jeziku L =
EUK(DMF).
Ako proizvod P(F,,) X F,, ozna¢imo sa S, (tj. skup svih sekvenata), tada je svaka relacija logicke
posljedice = podskup od S,. Nas zadatak je da opiSemo relaciju = videnu u prethodnoj sekeiji u
C¢istoj sintaktickoj formi.

Kazemo da je n-arno pravilo g, n > 0, podskup od S," x S,.

Definicija 5.1 Sekventni racun je ureden par S = (B, R) gdje B C S, i R={p; :i € I}, gdje je
svako g; n-arno pravilo za neko n € w.

Za svaki ureden par ((o9,...,0n—1),0) u o kaze se da je primjena od o, gdje su (og, ..., 0r,—1) premise
i o zakljucak te primjene. Svaka primjena od g moze se predstaviti kao:

(O’Q, ceey Un—l)
g

S obzirom na sekventni rac¢un S, mozemo definisati skup teorema od S kao najmanji podskup od
Sy koji sadrzi B i zatvoren je u odnosu na pravila iz .

Definicija 5.2 Neka je S = (B, R) sekventni racun. Dokazni niz ili dokaz je konacan niz sekvenata
tako da je u tom nizu svaki sekvent ili aksioma ili slijedi iz ranijih sekvenata po nekom pravilu iz

R.
Definicija 5.3 Teorema u sekventnom racunu je sekvent za koji postoji dokazni niz (dokaz).

Kada je (T'; &) teorema od S pisemo I'ga ili jednostavno pisemo I' F .

Definicija 5.4 Neka je |= data relacija logicke posljedice u nekoj logici. Kazemo da je sekventni
racun S pouzdan u odnosu na tu logiku ako T+ « implicira T |E «, a kompletan ako iz T E «
slijedi T' - .

Dakle, zadatak je da definiSemo pouzdan i kompletan sekventni ra¢un za relaciju logicke posljedice
za jaku Kleenejevu trovalentnu logiku.

Definicija 5.5 Neka je dat sekventni racun S i skup formula X. Definisemo relaciju p na F,,
postavljajuci uslov:

apfB akko X, a bk S.
Kao i inade, éesto piSemo 3, o umgjesto ¥ U {a}.

Ako pretpostavimo da su svi sekventi (I';a) gdje a € T' aksiome u ra¢unu S, onda mozemo
dokazati da je relacija p refleksivna.

Ako pretpostavimo da u S vazi pravilo:

T;0) (A 058)
(T, A;8)

zvano cut rule, tada mozemo dokazati da je p tranzitivna.
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Definicija 5.6 Neka je S dati sekventni racun. KaZemo da su dvije formule o i  sintakticks
ekvivalentne u odnosu na skup formula 3, akko apB i Bpa tj. ako X, o B i %, 5 F a.

Pisemo a =y B kao oznaku za sintakticku ekvivalenciju izmedu formula a i 8 u odnosu na .

Relaciju p mozemo progiriti na relaciju < (jer je relacija =5 kongruencija) izmedu klasa ekvi-
valencije po =y, tako §to kazemo:

Definicija 5.7 Neka je S neki sekventni racun, ¥ neki skup formula. Na faktor skupu F,,/=s
definsemo relaciju < na klasama kao: |a| < |B| akko apf akko &, B.

Definicija 5.8 Neka je S neki sekventni racun, ¥ neki skup formula. Skup F,,/=s., sa uredenjem
< je Lindenbaumova algebra od X.

Osobine Lindenbaumove algebre zavise strogo od aksioma i pravila sekventnog rac¢una S.
Definisa¢emo tri razlicita sekventna racuna S(DL),S(BA) ¢ S(DMF'). Prvi se odnosi na ogra-
nic¢enu distributivnu mrezu, drugi se odnosi na Bulovu algebru i tre¢i na DMF-algebre.

Definicija 5.9 Aksiome i pravila sekventnog racuna S(DL) su sledeca:

aksiome identiteta: I' - «, gdje je a € T,
o aksima praznog skupa O 1,

e aksioma najveceg elementa a1,

e aksioma najmanjeg elementa 0 F «,

e cut rule,

e first rule of introduction of A in the antecedent” ili A o,

__Ta0f)
(T, N B)’

e second rule of introduction of A\ in the antecedent” ili A Fq,

(Faal;ﬁ)
(T,a0 N B)

o rule of introduction of N\ in the consequent” ili + A,

(T;0)(T; )
T;aAB)

e _rule of introduction of V in the antecedent” ili V|,

(F,Oéo;ﬁ), (Faal;ﬁ)
(T ap V a3 B)

e _first rule of introduction of V in the consequent” ili + Vg,

(I'; )
(F; o V 041) ’
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o second rule of introduction of V in the consequent” ili V1,

(I a1), (T a1)
(F; g V al)

Lema 5.1 U sekventnom racunu S(DL) za sve formule a i 8 vaZi:
(1.) anBraianft B,
(2.) akaVvpifkavp.

Dokaz:
(1.) Direktno primjenom aksiome identiteta i pravila A kg i A by
(2.) Direktno primjenom aksiome identiteta i pravila - Vg i F V. |

Lema 5.2 U sekventnom racunu S(DL) za sve skupove formula T, A i sve formule a, 8, vaZi
pravilo monotonosti:

I a)
(T, A;0)°
Lema 5.3 U sekventnom racunu S(DL) za svaki skup formula T i za sve formule «,f3,v vaZi
pravilo:
(T, a,B7)
T, A B5v)

Teorema 5.1 Za svaki skup formula 3, ako je =x ekvivalencija generisana sa Fpyp, tada je
F,./=s ogranicena distributivna mreZa.

Dokaz: Vidjeti u [9]. |

Definicija 5.10 Iz sekventnog rac¢una S(DL) dobijamo sekventni racun S(BA) dodavajuéi sledede
aksiome:

o  Tertium non datur”: 1 F aV -« (ili kraée tnd)

o  Contradiction”: a A —a F 0.

Teorema 5.2 Za svaki skup formula 3, ako je =x ekvivalencija generisana sa Fpa, tada je
F,./=s Bulova algebra u kojoj je |a| = |1| akko X+ «.

Dokaz: Zbog teoreme 5.1, znamo da je F,, /=y ogranic¢ena distributivna mreza, pa jedino treba
da dokazemo da je |~«| komplement od |a], t].

o Vi|mal = 1] i | Al=al = (0],
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Zbog monotonosti i aksiome najveéeg elementa imamo:
Y,aV-oatb1,

dok zbog monotonosti i tnd imamo:
Y, 1FaVa.

Iz ova tvrdenja imamo da slijedi
aV o=y 1.

Na isti na¢in mozemo dokazati
al-a=yxy0,

Sto implicira da je F},,/=s, Bulova algebra.

Jos treba |a| = |1] akko ¥ F a.
(<) Pretpostavimo ¥  «. Onda imamo 3,1 F a, zbog monotonosti.

S druge strane imamo
YaFa, a1

Yoak1

(zbog aksiome identiteta, aksiome najveéeg elementa i cut rule). Dakle, |a| = |1].
(=) Pretpostavimo |a| = [1]. Tadaa=x f 1 3,1k a.
Zbog aksiome praznog skupa () - 1 i primjenom cut rule imamo X + . |

Definicija 5.11 Iz sekventnog racuna S(DL) dobijamo sekventni racun S(DMF) dodavajuéi sle-
dece aksiome i pravila:

e prva aksioma duple negacije: ~—a b «,

e druga aksioma duple negacije: a - ——a,

e prva aksioma nedefinisanog elementa: n = —m,
e druga aksioma nedefinisanog elementa: —n F n,
e aksioma normalnosti: o A ~a = BV —[,

e kontrapozicija:

a; 3

—B;-a’
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Teorema 5.3 Za svaki skup formula X, ako je = ekvivalencija generisana sa ‘Fpyr, tada je

F,,/ = DMF-algebra.

Dokaz: Znamo da je F,,/ = ogranicena distributivna mreza (zbog teoreme 5.1). Kontrapo-
zicijom « = @ implicira = = -, pa mozemo predstaviti operaciju —|a| = |—a| u F,/ =.
Zatim pokazemo da aksiome DMF-algebre vaze u F,,/ =. Iz aksiome duple negacije imamo
|a| = =—|a|. Iz aksiome nedefinisanog elementa imamo |n| = —|n|. Iz aksiome normalnosti imamo
la| A =] < |B] V —|B|. Vaze i De Morganovi zakoni, §to mozemo detaljno vidjeti u [9]. |
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6 Teorema kompletnosti za Kleenejevu logiku

Sada smo u dobroj poziciji da dokazemo kompletnost sekventnog racuna S(DMF') u odnosu
na relaciju logicke posljedice = u Kleenejevoj trovalentoj logici.

Prvo ¢emo se podsjetiti dokaza teoreme kompletnosti za klasiénu iskaznu logiku.

Teorema 6.1 Neka je |= relacija logicke posljedice klasiéne iskazne logike, a & relacija dokazivosti
sekventnog racuna S(BA). Tada za sve skupove formula ¥ i sve formule « vazi:

ako ¥ = a, onda ¥+ .

Dokaz: Dovoljno je da dokazemo da ¥, ¢ = « implicira 3, £ b «, za sve formule £ i a.

Naime, ako £ = 1, onda sa semanticke strane imamo X,1 = a akko ¥ E «a. Sa sintakticke
strane, iz 3,1 F « i aksiome praznog skupa () = 1 mozemo dobiti ¥ F « cut pravilom iiz ¥ F «
mozemo dobiti 3,1 F « pravilom monotonije.

Sada pretpostavimo: £, Ea i X,& ¥ «. Tada u Lindenbaumovoj algebri od ¥ imamo:
€| £ e i zbog posljedice 4.1, postoji prost ideal I tako da |a| € 1 [¢| & 1.

Zbog teoreme 4.2 postoji Bulov morfizam ¢y : F,,/ =5— 2.

Sada mozemo definisati klasi¢nu valuaciju v : E — 2 tako da je v(p;) = ¢r(|p;|). Svaka valuacija
v indukuje jedinstveni morfizam Val, : F,, — 2.

Za svaki v, Val, () = ¢(]7]) (jer Val, i ¢ro| | se slaze sa generatorima E od F,).

Iz || € I i definicije ¢; imamo ¢7(|a|) =01 Val,(«) = 0.
Iz |€| ¢ T i definicije ¢; imamo ¢;(|¢]) =11 Val,(€) = 1.

Kako je ¥ F 0 za sve 0 € X, zbog teoreme 5.2 imamo |o| = |1|, pa je Val, (o) = ¢(|o]) = 1.
Dakle, postoji valuacija v za koju je ta¢no £ i tacni svi o0 € X, ali za koju je netacno «, pa
X, & ¥ a §to je kontradikcija sa pretpostavkom. |

Teorema 6.2 (Slaba teorema kompletnosti za Kleenejevu logiku (weak completeness))
Ako je | relacija logicke posljedice u Kleenejevoj trovalentnoj logici, & je relacija dokazivosti ge-
nerisana sa S(DMF), tada za sve formule « i 8

iz alEp slijedi atp.

Dokaz: Dokaz dajemo kontrapozicijom, odnosno pretpostavimo da vazi a ¥ 5. Onda treba da
dokazemo o ¥ (3.

Ako a ¥ 8 onda u Lindebaumovoj algebri F,,/ = vazi |a| £ |8].
Zbog teoreme 4.8, postoji par (I, F') u F,,/ = tako da

lo| ¢ i |Blel ili |o|eF i |f|¢F. (1)

Zbog iste teoreme, I i F su prosti, F=-IiINF =(,pan¢ I (jer akon € I, tada -n € F,
alin=-m,pane€ FilNF #0).
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Zbog teoreme 4.9, postoji morfizam ¢ : F,,,/ =— 3 tako da:
Veel ¢(z)=0
VeeF ¢(x)=1
Ve¢ ITUF ¢(x)=n

Sada mozemo definisati valuaciju v : E — 3 tako da je v(p;) = ¢(|pi]).
Kako se Val, i ¢o| | slazu sa generatorima E od F,,, za svaku formulu £ imamo

Valy(€§) = ¢([¢])-
Kako vazi (1), moguéa su naredna dva slucaja:
(1) |a| ¢ I1]8] €I onda Val,(a) € {n,1}iVal,(8) =0, pa Val,(a) £ Val,(B);
(2) |al € Fi|B| ¢ F onda Val,(a) =11 Val,(8) € {0,n}, pa Val,(a) £ Val,(B).

U oba slucaja o ¥ (. |

Posljedica 6.1 ay,...,a,—1 | B implicira ag, ..., an—1 F B.

Prije dokazivanja ,jake” teoreme kompletnosti za Kleenejevu trovalentnu logiku, podsjetiéemo
se nekih topoloskih pojmova i tvrdenja.

Definicija 6.1 Neka je X # (). Kolekcija O podskupova skupa X je kolekcija otvorenih skupova
ako vaze sledeci uslovi:

(01) 0O, X €O,
(02) ako O1,02 € O onda O, N Oy € O,
(03) za svaku kolekciju {O; : i € I} vazi | J,c; € O.

Za kolekciju O kaZemo da je topologija na skupu X, a za par (X, O) kaZemo da Jje topoloski prostor.
Elemente kolekcije O nazivamo otvorenim skupovima, a skupove C' C X, gdje C € O nazivamo
zatvorenim skupovima.

Primjer: Neka je X proizvoljan neprazan skup. Tada je Qg5 = P(X) topologija na skupu X
i zovemo je diskretna topologija. Za prostor (X, Ogis.) kazemo da je diskretan.

Definicija 6.2 Neka je X neprazan skup. KaZemo da je F C P(X) filter na skupu X akko
(F1) 0 ¢ F i X € F;

(F2) ako A,B € F, ondai ANB € F;

(F3) akoje Ac F iAC BCX, onda B e F.

Kazemo da je filter F na skupu X neglavni akko (F = 0.

Definicija 6.3 KazZemo da je filter U na skupu X ultrafilter ako za svaki filter F na X, iz U C F
slijedi U = F.

35



U topoloskom prostoru (X, O), gdje je A C X, familiju {O; : i € I} otvorenih podskupova
skupa X zovemo otvoren pokrivac¢ skupa A akko je A C (J;c; O;. Za potkolekciju pokrivaca koje
je i sama pokriva¢ kazemo da je potpokrivac¢ datog pokrivaca.

Definicija 6.4 Topoloski prostor (X,0) je kompaktan akko svaki otvoren pokrivac skupa X ima
konacan potpokrivac.

Teorema 6.3 Topoloski prostor (X, Q) je kompaktan ako i samo ako za svaki ultrafilter U C P(X)
postoji tacka x € X ¢ija svaka okolina pripada U .

Dokaz: Vidjeti u [8]. |

Teorema 6.4 (Teorema Tihonova) Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih topoloskih pro-
stora je kompaktan prostor.

Dokaz: Vidjeti u [8]. |
Oznacimo sa (3, () topoloski prostor u kojem 3 = {0,n, 1} i neka je ¢ diskretna topologija na 3.
Oznacimo sa (3%, (*) proizvod prostora gdje je ¢* topologija indukovana projekcijom ;. Podbaza

za ¢* je datakao S = {m; ' (A): A€ (,i €w}
Zbog teoreme Tihonova vazi da je (3,(*) kompaktan prostor kao proizvod kompaktnih prostora.

Lema 6.1 Za svaki o € F,, M(a)g i M(a)1 su i otvoreni i zatvoreni (cloopen) skupovi u topologiji
¢*.
Dokaz: Dokaz radimo indukcijom po slozenosti formule.
M(pi)o = {s €3% :5(i) = 1} = 7, *({1}), pa M(p;)o € C*, jer {1} € C.
M(pi)o = {s€3:5(i) =0 ili s(i)=n}=m;'({0,n}), pa M(p:)o € C*, jer {0,n} € (.
M(pi)1 = {s €37 5(i) = 0} = m; " ({0}), pa M(pi)1 € ¢*, jer {0} € .
M(pi)1 ={s€3%:s(i) =11ili s(i)=n}=m;"({1,n}), pa M(p)1 € ¢*, jer {1,n} €.

Dakle, {M (pi)o, M (pi)o, M (pi)1, M (pi)1} € ¢*.

e Neka jea=pF8A".
Tada M («)g = M(8)o N M(7)o pa zbog pretpostavke, vazi da su M (8)o i M (7)o cloopen pa
jel M(a)g cloopen takode.
Sliéno, M (a); = M(8)1 U M ()1 pa dobijamo takode da je M ()1 cloopen.

e Nekajea=pV~.
Na isti na¢in dolazimo do istih zakljucaka, odnosno da su M («)g i M () cloopen.

e Neka je a = —f.
Tada M(—8)o = M(8)1 1 M(=8)1 = M(B)o, a M(8)1 1 M(B)o su cloopen, pa vazi i da su
M(—pB)o i M(—f)1 takode cloopen.

o Akoje o =1, tada M(a)o =31 M(a); =0, aobail”ilsu cloopen.
e Ako je a =0, tada M(a)p =01 M(a); = 3¥ pa analogno vazi.

e Ako je a = n, tada M(a)g =01 M(a); = 0, te takode analogno vazi da su cloopen.
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Teorema 6.5 Ako je |= relacija logicke posljedice Kleenejeve trovalentne logike, onda za sve sku-
pove formula 3 1 sve formule a,

iz ¥ = « slijedi Y E a, za neki konacan podskup ¥y
Dokaz: Pretpostavimo da vazi ¥ = a. Tada imamo M (X) < M(«). Pa iz M(X) < M(«) vazi
NM(o) : 0 € B} < M(«). Dalje, po definiciji, vazi:
({M(o)o:0 € X} C M(a)o, (1)
M(a)y ClU{M(0)::0€X}. (2)
Iz (1) vazi
M(a)o C | {M(0)o: 0 € %}

Zbog leme 6.1 vazi:

M (a)g je zatvoren i {M (o) : 0 € X} je otvoren pokrivac zatvorenog skupa M ().

Kako je (3“,¢*) kompaktan i znamo da je svaki zatvoren podskup kompaktnog prostora kompak-
tan, vazi¢e onda da je M(a)o kompaktan, pa postoje 01, ...,0,% € ¥ takvi da

M(Oz)o - M(U1O)0 U...u M(O’no)o,
odakle dobijamo
M(Ulo)oﬂ...mM(UHO)o Q M(Oé)o. (3)

Iz (2) vazi, na isti nac¢in (zbog leme 6.1) da imamo otvoren pokriva¢ {M (o), : 0 € X} zatvorenog
skupa M (a)1, pa zbog kompaktnosti (3¢, (*) imamo da postoje o1%,...,0,' € ¥ takve da

M(a); € M(o1Y)1 U ... UM (opmt):. 4)
Iz (3) vazi dalje da je:
M(o1%)oN..n M(0,°)oNM(o1')oN ... M(omt)o € M(a)o.
Iz (4) vazi dalje da je:
M(a); € M(01°); U...UM(0,°)1 UM(c1)1 U...UM(opmt)1.

’ . ’
Paza® = {0{% ..,0,% 0 ...,0,'} imamo ¥  a. [ |

Sada mozemo lako da dokazemo ,jaku” kompletnost.

Teorema 6.6 (Teorema kompletnosti za Kleenejevu logiku (full completeness)) Ako je
E relacija posljedice u trovalentnoj logici, & je relacija dokaza generisana od S(DMF), tada

iz YEa slijedi YFa.

Dokaz: Ako ¥ = « onda 09,01, ...,0,-1 = « za neke og, 01, ...,0,-1 € X, zbog teoreme 6.5.
Tada g Aoy A ... ANop—1 Ea,pajeiog Aoy A...\Nop_1 F «, zbog teoreme 6.2.
Sada X F oy, za sve ¢ < n, zbog aksiome identiteta i ¥ - og A ... A 0,—1 primjenom pravila - A
n-puta, pa dobijamo ¥ F a zbog pravila cut. |
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7 ZavrSne napomene

Kako je sve vise paznje u poslednjih par godina preusmjereno na visevrijednosne logike, za-
nimljivo je spomenuti i imune i infektivne logike koje se takode zasnivaju na trovrijednosnim
logikama. One sadrze imun odnosno infektivan element koji se ponasa kako i sam naziv kaze ([11]).

Infektivne logike se mogu poistovjetiti sa slabom Kleenejevom logikom, s obzirom da treé¢a vri-
jednost ,zarazi” preostale dvije u bilo kojoj kombinaciji veznika. Ove logike se puno spominju u
teoriji skupova i sematici paradoksa. Dakle, prema nekim nauc¢nicima — medu kojima su istaknuti
Bochvar i Hallden, izjave koje se sastoje od paradoksa predstavljaju besmislenu recenicu. Odno-
sno, izrazi koji su, iako gramaticki ispravni, ne prenose znacenje. Misljenje ovih autora je bilo da
konjunkcija besmislene recenice sa smislenom rec¢enicom jedino rezultira besmislenom re¢enicom.
Po njima, nemoguée je da nesto ima smisla i ima komponentu kojoj nedostaje znacenje. Krace
reCeno, besmislenost ima zarazno ponasanje. S tim ciljem Bochvar je i formulisao veé¢ spomenu-
ti racun iskaza (statement calculus). Na ovom racunu iskaza zasnovan je rac¢un iskaznih funkcija
ili predikata bez tipova unutar kojeg su paradoksi analizirani i razrjeseni dokazom besmislenosti
iskaza koji su u njihovoj osnovi. Spoljasnje funkcije i iskazi su, sa druge strane iskljuceni iz tog
domena. Tu se, na vrlo bitan nacin ispoljava razlika izmedu objekta i metajezika, sto ¢e do¢i do
izrazaja prilikom razmatranja paradoksa.

Imune logike se, s druge strane, nekako zanemaruju u savremenoj literaturi. Imun element, bez
obzira sa kojim elementom se ,spaja” kao rezultat daje preostali element. Ovu strukturu prezentuje
Sobocinski. Tablice istinitosnih funkcija u toj logici izgledaju ovako:

oz 4
= =Z=

51 es1 e s M Mes| el el fes

HZiH2 =212

e
<
o
el T

Moguéa tumacenja ovih operacija u poredenju sa ,radom” infektivnog elementa su slede¢a. Dok
tumacenje zasnovano na slaboj Kleenejevoj logici smatra da su besmislene recenice zarazne, ovaj
pogled kaze da su besmislene re¢enice bezazlene u pogledu semantike. One su kao buka ili smetnja.
Dakle, ocjenjuju se kao semanticki neefikasne i trebamo ih izostaviti kao besmislene dijelove. To je
moguca primjena ove logike, ali potpuno razvijena pric¢a o njoj treba sacekati drugu priliku.
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Ve¢ spomenuta slaba Kleenejeva logika razmatra se ¢esto i u filozofiji. Ta¢nije kao moguéi in-
strument za analiziranje paradoksa. Slede¢a razmatranja su upravo takve vrste, gdje navodimo
filozofski pogled na ove trovrijednosne logike. [7]

»Krajnji uzrok paradoksa lezi u tome $to mi ne vidimo $ta je zaista €-relacija (u pojmovnom
svijetu), nego vidimo njenu zamjenu u onome $to smo mi sami konstruisali. Jednako malo vidimo
Sta pojam ,pojam” zapravo jeste.” ([4])

Dakle prvo treba da razumijemo §ta sve moze da dovede do paradoksa. Jedna od moguéih
gresaka je razumjevanje i upotreba samog pojma, odnosno nemogucénost sagledavanja da je pri-
mjena tog pojma besmislena. Samim tim, re¢enice o primjeni tj. opisu tog pojma ne bi mogle biti
ni istinite ni lazne.

U pomenutom radu [7], zbog uspostavljanja veze izmedu primjene pojma i njemu odgovarajuéeg
predikata, uvodi se sledeca definicija:

Definicija 7.1 Predikati koji nisu definisani za sve objekte domena nazivaju se parcijalnim predi-
katima.

Cilj uvodenja ove definicije je spoznaja da u klasi¢noj logici nije moguée odrediti vrijednost
reCenica koje nisu ni istinite ni lazne. Odnosno, u ovoj logici nije moguée posmatrati parcijalne
predikate, nego nam treba alternativna logika koja dozvoljava i treéi ishod.

Zato se prica nastavlja u upoznavanju sa Kleenejevom logikom, kao jedne od moguénosti dava-
nja odgovora.

Vet smo spomenuli Kleenejevu motivaciju uvodenja treée vrijednosti, odnosno treéa vrijednost
se moze tumaciti kao neodredeno. Samim tim, imamo dvije interpretacije logickih veznika. U oba
slucaja, veznici su isti kao i u klasi¢noj logici, ali novost je ponasanje veznika u odnosu na trecu
istinitosnu vrijednost.

Prva interpretacija se zasniva na slaboj Kleenejevoj logici u kojoj se vrijednosti potformula
izracunavaju jedna za drugom (sekvencijalno izracunavanje). Jaka interpretacija, zasnovana na
jakoj Kleenejevoj logici, odgovara izracunavanju potformula neke formule istovremeno (paralelno
izracunavange). [7]

Postoji jos jedna motivacija interpretacije trece vrijednosti kao besmislenost koju je dao Jan
Lukasiewicz. ,Ako je neka reGenica besmislena, onda bi i svaka druga recenica izgradena pomocu
nje primjenom veznika trebalo takode da bude besmislena.”[7] Razlika izmedu njegove logike i
Kleenejeve jake trovalentne logike je u interpretaciji implikacije i ekvivalencije.

Zasto pricamo i o filozofskom pogledu na veé poznate logicke sisteme?

Iz pomenutog rada [7], navodimo neke zakljucke kao odgovore na probleme koje klasi¢na logika
ne rjesava.

»ovaki od pomenutih logickih sistema koris¢en je na neki nacin u cilju postizanja alternativnog

reSenja skupovno-teorijskih i semantickih paradoksa koje se ne zasniva na uvodenju tipova ili nivoa
jezika.”
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,Trovrednosna logika ¢ini se odgovaraju¢om formalnom osnovom koja omogucéava razmatranje
primena predikata koje nisu ni istinite ni lazne. To naizgled omogucéava da u teoriji zasnovanoj na
takvoj logickoj osnovi svaka primena pojma ipak bude u korelaciji sa odgovaraju¢om primenom
predikata, jer bi nacin na koji je ta korelacija formulisana bio drugaciji od klasi¢nog.”

,Resenje paradoksa tako moze biti postignuto u teoriji zasnovanoj na trovrednosnoj logici ali
samo ako je implikaciji i ekvivalenciji pripisan poseban status u odnosu na druge veznike, koji
moze biti opravdan s obzirom na posebnu ulogu koje one mogu imati u teoriji pojmova. Paradoksi
su izbegnuti zahvaljuju¢i moguénosti da recenice koje tvrde primenu odredenog pojma ili njemu
odgovarajuceg predikata, a koje bi u dvovrednosnoj logici vodile kontradikcijama, budu proglasene
besmislenim.”
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Zakljucak

U ovom radu, bavili smo se trovalentim logickim sistemima, slicnostima i razlikama sa klasi¢nim
sistemom, kao i teoremama koje se dokazuju paralelno i u klasi¢noj logici.

Najprije smo se podsjetili kako je tekao razvoj ovih sistema kroz istoriju do danas. Tako su
prolazili kroz velike kritike i neprihvatanja, trovrijednosni sistemi su ipak privlacili paznju i imali
potrebu za formulisanjem.

Prikazali smo Kleenejevu trovalentnu logiku na jeziku koji ukljucuje, pored Bulovih konstanti, i
simbol za meduvrijednost istine n. Upoznali smo se sa Lukasiewiczevom logikom i posmatrali kako
se 1 po ¢emu ova dva sistema razlikuju.

Zatim, razvijali smo semantiku koriséenjem DMF-algebre (De Morganove algebre sa jednom
fiksnom tac¢kom za negaciju) umjesto Sire klase koju ¢ine De Morganove algebre. Zatim smo uveli
sekventni rac¢un, za koji smo dokazali da je potpun u odnosu na trovalentnu Kleenejevu semantiku.

Potom smo dali dokaz kompletnosti zasnovan na teoremi o prostom idealu koji je tipican za
DMF-algebre. Dokaz je u potpunosti algebarski samo u pogledu slabe kompletnosti, jer smo u
dokazu jake kompletnosti primorani da koristimo topoloske metode (teorema Tihonova).

Na kraju smo dali napomene, uzimajuéi u obzir gdje se jo§ sve pojavljivao trovalentni sistem,

na koji sve na¢in mozemo interpretirati tre¢u vrijednost, kao i drugaciji, filozofski, pogled koji
mozemo imati na ove sisteme.
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