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Predgovor

Tema ovog rada je aktuarsko vrednovanje polisa osiguranja zasnovano na stohastickim
modelima rizika Sirenja epidemije.

U radu ¢e biti opisan deterministicki model epidemije koji se potom uopstava na dva
stohasti¢ka modela. Deterministicki model je alternativa za SIR model i on objasnjava evoluciju
prvog talasa COVID-19 (eng. COVID-19%). U ovom radu, biée prikazana empirijska ilustracija
Cetiri vremenska intervala za Srbiju, Rumuniju, Madarsku i Bosnu i Hercegovinu. Takode,
vide¢emo 1 kolika je premija zdravstvenog osiguranja pri posmatranju ovakvog modela. Drugi
model je prosSirenje prvog, s tim Sto vremenski trenutak postaje stohasticka promenljiva. Ovakav
pristup omogucéava da se vreme vrhunca epidemije posmatra kao slucajna varijabla. U tre¢em
modelu, evolucija zarazne bolesti je pra¢ena Braunovom difuzijom i procesom skoka. Procena
vrednosti osiguranja povezanog sa epidemijom zahteva izraCunavanje jednog od integrala velic¢ine
zarazene 1 osetljive populacije i stoga je racunski zahtevna. Sva tri modela opisana u ovom radu
pate od ovog problema i imaju visok nivo analiti¢ke popravljivosti za aktuarske primene. Stavise,
procena njihovih parametara ne predstavlja nikakav problem, a njihova empirijska moé
objasnjenja je uporediva sa pristupom osetljivim-inficiranim-oporavljenim (SIR).
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1 SIR je akronim za susceptible-infected-recovered or removed.
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objavljen je u radu ,,A Contribution to the Mathematical Theory in Epidemic*, 1927. godine.

2 COVID-19 — Coronavirus disease.



1. Uvod

1.1. Osiguranje

Osiguranje je jedan oblik upravljanja rizikom, prvenstveno usmeren na smanjenje
finansijskih gubitaka. Ono predstavlja prenos rizika sa osiguranika na osiguravaju¢e drustvo
(kompaniju), uz pladéanje premije osiguranja. Kada osiguranik kupi polisu® osiguranja,
osiguravaju¢a kompanija tada preuzima rizik koji bi osiguranik kao individua sam snosio i samim
tim on mora da plati naknadu - premiju, za tu vrstu usluge. Kada osiguravaju¢e drustvo preuzme
rizik od pojedinca, ono ga ne preuzima samo od jednog pojedinca, ve¢ od viSe njih, ¢ime se stvara
c¢itav portfolio klijenata. Time S§to osiguravaju¢e kompanije imaju sve te rizike, time rizik postaje
predvidiv i lakSe ga je kontrolisati.

Medutim, mnogo je rizika ¢ijim bi ostvarenjem nastale Stete koje ne bi mogle da nadoknade
ni velika osiguravajuca drustva u svetu. Kako bi se obezbedile od velikih gubitaka, osiguravajuce
kompanije nalaze reSenje putem sopstvenog osiguranja od velikih i skupih $teta. To, tzv.
osiguranje osiguranja, naziva se reosiguranje.

Jedan od zadataka aktuara u svakoj osiguravaju¢oj kompaniji jeste da odrede takozvanu
fer premiju. Ukoliko se desi da je premija previSe mala, ljudi koji inace ne bi uzeli osiguranje ¢e u
ovom slucaju to uraditi. U tom sluc¢aju kompanija preuzima rizik jer postoji veca verovatnoca da
¢e bankrotirati. S druge strane, ako su premije prevelike, osiguranici nece hteti da se osiguraju u
toj kompaniji, ve¢ odlaze u nekoj drugoj. Zbog toga je veoma bitno odrediti fer premiju.

1.2. COVID-19

Epidemija je brzo Sirenje bolesti na veliki broj ljudi u datoj populaciji u kratkom
vremenskom periodu. Epidemije zaraznih bolesti su generalno uzrokovane raznim faktorima
ukljucujuéi promenu u ekologiji populacije domacina (npr. povecan stres ili povecanje gustine
vektorske* vrste), genetsku promenu u rezervoaru patogena® ili uvodenje novog patogena u
populaciju domacdina (premestanjem patogena ili domacina). Generalno, do epidemije dolazi kada
se imunitet domacina na utvrdeni patogen ili novonastali patogen iznenada smanji ispod onog koji
se nalazi u endemskoj ravnotezi i prede prag transmisije. Epidemija moze biti ograni¢ena na jednu
lokaciju; medutim, ako se prosiri na druge zemlje ili kontinente 1 utie na znacajan broj ljudi, moze
se nazvati pandemijom, kao §to je to slucaj sa COVID-19.

COVID-19 je zarazna bolest uzrokovana virusom SARS-CoV-2°, koji se moze §iriti iz usta
ili nosa zarazene osobe u malim te¢nim Cesticama kada ta osoba kaslje, kija, govori, peva ili dise.
Ove Cestice se krecu od vecih respiratornih kapljica do manjih aerosola. Virus je prvi put
detektovan u Kini, u gradu Vuhan, krajem decembra 2019. godine. Vecina ljudi koji su zarazeni

3 Polisa predstavlja ispravu o zakljuéenom ugovoru o osiguranju koju izdaje osiguravac.

4 Vektor je Zivi organizam koji prenosi infektivni agens sa zaraZene Zivotinje na ¢oveka ili drugu Zivotinju.

5 U biologiji, patogen u najstarijem i najsirem smislu je svaki organizam koji moZe proizvesti bolest. Patogen se
takode moZze nazvati infektivnim agensom ili jednostavno klicom.

6 Teski akutni respiratorni sindrom koronavirus 2 (eng. Severe acute respiratory syndrome coronavirus 2).
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virusom dozivljavaju blagu do umerenu respiratornu bolest i mogu se oporaviti bez potrebe za
posebnim tretmanima. Medutim, neki ljudi se ozbiljno razboljevaju i njima je potrebna lekarska
pomo¢. Stariji ljudi i oni sa oboljenjima kao $to su kardiovaskularne bolesti, dijabetes, hroni¢ne
respiratorne bolesti ili rak imaju vecu verovatno¢u da razviju teZi oblik bolesti. Svako moze da se
zarazi virusom i ozbiljno razboli ili umre u bilo kom uzrastu.

Svetska Zdravstvena Organizacija je u martu 2020. godine okarakterisala Sirenje COVID-
19 kao pandemiju. Broj zarazenih i umrlih osoba, kao i broj drzava koje su podlegle pandemijom
se vremenom brzo povecavao. Od pocetka pandemije do 31. decembra 2021. godine, ukupan broj
zarazenih ljudi bio je 286.583.555, a broj umrlih 5.430.758. Veruje se da su ove brojke potcenjene
iz viSe razloga: testiranje nije pocelo u pocetnim fazama izbijanja pandemije, mnogi ljudi zarazeni
virusom nemaju simptome ili imaju samo blage simptome i mozda nisu testirani, smrtni slu¢ajevi
se ponekad prepisuju drugim stanjima itd.

1.3. Matematic¢ki modeli

Matematic¢ki modeli’ igraju vaznu ulogu u krizama kao sto je pandemija COVID-19.
Modeliranje zaraznih bolesti je alat koji se koristi za prouc¢avanje mehanizma Sirenja bolesti, za
predvidanje buduceg toka izbijanja i za procenu strategija za kontrolu epidemije. Modeli koriste
osnovne pretpostavke ili prikupljene statisticke podatke i uz pomo¢ matematike pronalaze
parametre za razli¢ite zarazne bolesti. Zatim te parametre Koriste za izraCunavanje efekata
razli¢itih intervencija, poput masovne vakcinacije. Vazno je napomenuti da su modeli dobri
onoliko koliko su dobre pretpostavke na kojima se zasnivaju. Ako model daje predvidanja koja
nisu u skladu sa posmatranim rezultatima, a matematika je ta¢na, pocetne pretpostavke se moraju
promeniti da bi model bio koristan. Takode, naSom reakcijom na predvidanja modela, t;.
uvodenjem mera kao $to su noSenje maske, odrzavanja distnace, boravka u karantinu, odrzavanja
nastave na daljinu itd, ¢inimo model pogresnim (neazurnim) ¢ime dolazi do neslaganja brojki.

Postoje dva tipa modela: deterministicki i stohasti¢ki. Kada se radi o velikim populacijama,
kao u sluéaju tuberkuloze, ¢esto se koristi deterministicki model. U deterministickom modelu,
pojedinci u populaciji su rasporedeni u razlic¢ite podgrupe ili odeljke, od kojih svaka predstavlja
specificnu fazu epidemije. Stope prelaza iz jedne klase u drugu su matematicki izraZzene kao
derivati, pa je model formulisan kori§¢enjem diferencijalnih jednacina. Prilikom izgradnje ovakvih
modela, mora se pretpostaviti da je veli¢ina populacije u odeljku diferencibilna po vremenskoj
promenljivoj i da je epidemijski proces deterministicki. Drugim re¢ima, promene U populaciji
jednog odeljka mogu se izracunati koriste¢i samo istoriju koja je kori$¢ena za razvoj modela.
,»Stohasticki" znaci postojanje ili uticaj slucajne promenljive. Stohasticki model je alat za procenu
raspodele verovatnoce potencijalnih ishoda dozvoljavaju¢i nasumicne varijacije u jednom ili vise
inputa tokom vremena. Stohasticki modeli zavise od slucajnih varijacija u riziku od izloZenosti,
bolesti i druga dinamika bolesti.

7 Matemati¢ki model je apstraktan, pojednostavljen, matemati¢ki koncept koji uspostavlja relaciju sa stvarno$éu, a
kreira se za odredenu namenu.



2. Pojmovi, definicije, teoreme i tabela oznaka

U radu ¢e se pojavljivati razni izrazi i formulacije iz predmeta Aktuarska matematika i
Stohasticka analiza. Stoga, prvo ¢emo se podsetiti znacajnih pojmova, definicija i teorema, a nakon
toga Ce biti data tabela bitnih oznaka kori$¢enih u radu.

2.1. Slucajni (stohasti¢ki) procesi

Neka se u svakom trenutku t nekog vremenskog intervala I posmatra karakteristika X
fizickog sistema i neka je ona sluc¢ajnog karaktera. Dakle, X(t) (pise se jo§ X;) je neka slucajna
promenljiva za svako t € I. Tada se na skup svih sluc¢ajnih promenljivih X¢, t € I, moze gledati
kao na slucajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, tj. moZze se smatrati da je X;, t € I jedna slucajna
funkcija vremena. U tom slucaju, kaze se da je X;, t € I jedan slucajan (stohasti¢ki) proces.

Definicija 1. Realni slucajni (stohasticki) proces {X; t € I} je familija realnih slucajnih
promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoca (£, F, P). Skup I se zove parametarski
skup ili skup parametara (indeksirani skup), a realni prostor (R%) skup stanja procesa.

Definicija 2: Niz o — algebri F;, F,, ... na Q takvih da
F,cF,ccF,cFy,c-cFneN

naziva se filtracija.

Intuitivno, F, predstavlja nase znanje u trenutku n,n € N. Taénije, F,, sadrzi sve dogadaje
A takve da u trenutku n znamo da li se A desio ili ne. Kako n raste, bice sve vise takvih dogadaja
A, to jest, familija F,, koja predstavlja nase znanje, bi¢e sve veca.

Ako je {X;, t € [t,, T]} stohasticki proces, tada:

o X.(*) je, za svako fiksirano t € [t,, T] jedna realna slucajna promenljiva,;

e X.(w) je, zasvako fiksirano w € Q jedna realna funkcija definisana na [t, T].
Ta funkcija se naziva trajektorija (staza, realizacija) stohastickog procesa
{X,,t € [to, T]}. Prostor (R%)tT] je prostor trajektorija ili prostor realizacija
stohasti¢kog procesa.

Definicija 3. Stohasticki proces {X;,t = 0} se zove proces prebrajanja ako X, predstavlja ukupan
broj dogadaja koji se pojavljuju do vremenskog trenutka t, ukljucujuéii t.
Procesi prebrajanja zadovoljavaju sledece uslove:

e X,=>0,Vt;

e X, imavrednost u Z;

e Akos < t,ondaXg < Xg;

e Akojes <t,onda X, — X predstavlja broj dogadaja koji se dese u intervalu (s, t].



Definicija 4. Stohasticki proces {X,, t > 0} se zove Levijev proces® ako vazi:
e X, = 0 skoro sigurno;
e Proces ima nezavisne prirastaje;
e Proces ima stacionarne prirastaje;
e Zasvakoe>0it > 0 vazi }li_r)r(l) P(|Xion — Xe| > €) =0.

Najpoznatiji primeri Levijevog procesa su Poasonov proces, Vinerov proces (Braunovo
kretanje), Gama proces itd. Pre nego $to definiSemo spomenute procese, objasnicemo Levi-
Hinc¢inovu (eng. Lévy—Khintchine) reprezentaciju.

Distribuciju Levijevog procesa karakteriSe karakteristicna funkcija koja je data Levi-
Hin¢inovu formulom:

Ako je {X;,t = 0} Levijev proces, onda je njegova karakteristi¢na funkcija ¢y (6) data sa

, 1 ,
goX(G)(t) = E[elex(t)] =exp|t <a19 - 50'292 + j (e‘ex -1- i01|x|<1)l'[ (dx)) ’
R

\{0}

gde je 1 indikator funkcija®, a € R, o > 0, a Il je o-kona¢na mera i zove se Levijeva mera X koja
zadovoljava:

f min(1, x?) [I(dx) < oo.
R\{0}

Posto karakteristi¢ne funkcije jedinstveno odreduju osnovne raspodele verovatnoce, onda je
svaki Levijev proces jedinstveno odreden ,,Levi-Hin¢inovom trojkom* (a,d?,1T). Termini ove
trojke sugerisu da se Levijev proces moze posmatrati kao zbir tri nezavisne komponente: linearnog
drifta, Braunovog kretanja i Levijevog procesa skoka. 1z ovoga sledi da je jedini
(nedeterministicki) kontinuirani Levijev proces Braunovo kretanje sa driftom; slicno, svaki
Levijev proces je semimartingal.

Definicija 5. Stohasti¢ki proces X definisan na prostoru verovatnoce (Q, F, (Ft)¢=o, P), ZOvVe se
semimartingal ako se moZe predstaviti na slede¢i nacin:

Xt:Mt-I_At

gde je M lokalni martingal, a A je RCLL™ prilagoden proces lokalno ogranigene varijacije.

8 Levijev proces je nazvan po francuskom matemati¢aru Paul Leviju (Paul Pierre Lévy ).

9 Indikatorska funkcija podskupa A skupa X je funkcija 1,: X — {0,1} definisana kao 1,(x) = {é Z,’iz ;C Z j
10 RCLL (right continuous with left limits) funkcija je funkcija definisana na skupu realnih brojeva, ili podskupu
realnih brojeva, koja je sa desne strane neprekidna a sa leve strane je ogranicena.
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Definicija 6. Proces prebrajanja {X;, t = 0} se zove Poasonov proces sa stopom rasta 1, 4 > 0, ako
vazi:

e X,=0,

e Proces ima nezavisne prirastaje,

e Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzine t ima Poasonovu raspodelu

P{Xppe — X = e M2 0 = 01,2..,vt>0,Vs > 0.

n! "’
Definicija 6 je ekvivalentna sa sledeCom definicijom.

Definicija 7. Proces prebrajanja {X;, t = 0} se zove Poasonov proces sa stopom rasta 4, 4 > 0, ako
vazi:

e X,=0,

e Proces ima nezavisne prirastaje,

o PXin—X,=1}=Ah+0o(h),h -0,

o P{Xip—X,=2}=0(h),h—-0.

Definicija 8. Stohasticki proces {X;, t = 0} se zove sloZeni ili zbirni Poasonov proces ako moze
biti predstavljen kao X, = Z'i\':tl Y;, gde je {N,t > 0} Poasonov proces, a Y;,i =1,2,.. su
nezavisne sluc¢ajne promenljive sa istom raspodelom.

Definicija 9. Stohasti¢ki proces {W;, t = 0} se zove Braunovo kretanje (Vinerov proces) ako vazi:

® WO = 0,
e Proces ima nezavisne prirastaje,
o W,—WgaN(,t—s),t>s=>0.

Specijalno, za s = 0, dobija se W;: V' (0, t), pa sledi E(W,) = 0,V(W,) = t.

U matematici i teoriji verovatno¢e, Gama proces, takode poznat kao (Moran-)Gamma
subordinator, je slu¢ajni proces sa nezavisnim priraStajima koji imaju gama raspodelu. Gama
proces, I'(t; y, 1) , je rastuci Levijev proces isklju¢ivo sa skokovima (eng. pure-jump Levy process)
sa merom intenziteta v(x) = yx~'e~**, za pozitivno x. Tako se procesi ¢ija veli¢ina skokova lezi
u intervalu [x,x + dx) javljaju kao Poasonov procesi sa intenzitetom v(x)dx. Parametar y
kontroliSe stopu vremena dolaska skoka, a parametar skaliranja A obrnuto kontrolise veli¢inu
skoka.

Itova teorema. Neka je u = u(t, xq,xy,...,%x4) neprekidna funkcija definisana na intervalu
[to, T] x RY sa neprekidnim parcijalnim izvodima wu,, u,, Uy, 28 1) = 1,2,...,d. Neka je d
jednodimenzijalnih stohasti¢kih procesa X;(t) definisano na intervalu [t,, T] stohasti¢kim
diferencijalima dX;(t) = f;(t)dt + G;(t)dW, ,i = 1,2, ...,d u odnosu na isto Braunovo kretanje
W;. Tada stohasti¢ki proces Y; = u(t, X1, X5, ..., X;) ima stohasticki diferencijal na intervalu
[to, T] dat sa



d L d d
dY; = u.dt + Z Uy, dx; + 52 z uxl.xjdxl-dxj.

i=1 i=1 j=1
Koristeé¢i simboli¢ku tablicu:
« | ar AW,
dt 0 0
dWw, 0 dt

dobija se ekvivalentan oblik gornje formule:

j i=1

d d d d
1
ay, = | u, + z e f(E) + Ez 2 e G (DG (0) | dt + z 1y G (£)AW,.
i=1 i=1 j=1 =

2.2. Funkcije koje jedinstveno odreduju slu¢ajne promenljive
Neka je X slu¢ajna promenljiva.

Funkcije koje jedinstveno odreduju slu¢ajne promenljive su:

1) Funkcije raspodele, funkcije gustine,

2) Karakteristicne funkcije: fy (t) = E(e'*) = [ ey (x) = F 1 (px(x))(£); t € R
T‘1(<px(x))(t) - inverzna Furijeova transformacija!!, dobro je definisana jer je
funkcija gustine lokalno integrabilna (njen integral je jednak jedinici),

3) Funkcija generatrisa verovatnoée: Py(z) = E(z%), z € R, E(z%) < oo,
4) Funkcija generatrisa momenata: My (t) = E(et¥), t € R, E(e¥) < oo.

Za funkciju generatrise verovatnoce i funkciju generatrise momenata, vazi:
o My(t) = Px(e"),
e Px(z) = Mx(In(2)),
e Akosu X;, X,, ..., X,, n € N medusobno nezavisne slu¢ajne promenljive, onda
o MZ’iLlXi(t) = [Ii=1 My, (t), za one t € R za koje postoje sve pojedinaéne
generatrise momenata My, (t),
o PZ?:NQ(Z) = [Iiz1 Py, (2).

1173 funkciju f € L' (R™) definiemo Furijeovu transformaciju od f sa: f(y) = F(f)(y) := fRn e ¥ f(x)dx, gde
je L'(R™) = {f: R" > R| [y lf ()ldx < oo},



Da bismo objasnili zasto se funkcija generatrise verovatnoce bas tako zove, posmatraéemo
je na slede¢i nadin:

Py(2) = Y5, z*P{x = k} < matematicko o&ekivanje

(k)
P 0 . . .
Py(z) = ,‘f:o"k—'()z" « napisano preko Tejlorovog razvoja

Izjednacavanjem desnih strana dobijamo:
P (0)
k! -

Na ovaj nacin vidimo da generatrisa generiSe ove verovatnoce, tj. generise sve verovatnoce
koje slucajna promenljiva moze da primi.

P{x =k} =

Analogno, ako posmatramo prvi i drugi izvod po t generatrise momenata My (t) = E(e'X)
imamo

' d ( tx txy 250 0 :
My (£) = E (E (e )) = E(Xet®) 5 M,’(0) = E(X) « prvi momenat
t=0
M, (t) = E (X%(etx)) — E(X2e™) 5 M," (0) = E(X?) « drugi momenat

= My;™(0) = E(X"),n €N

N-ti izvod generatrise momenata u 0 generiSe n-ti momenat slu¢ajne promenljive X,
ukoliko postoji izvod.

2.3.SloZena Poasonova raspodela

Posmatramo slucajne promenljive X4, X5, ..., X, pri ¢emu je N diskretna slucajna
promenljiva i ona predstavlja broj zahteva ili broj osiguranika.

N: ( )
pO pl cee pn Ry
OznaCimo sa Sy = ZIiV=1 X; ukupne Stete. Pretpostavimo dasu X;,i = 1,2, ..., N medusobno
nezavisne sluc¢ajne promenljive koje imaju istu raspodelu i funkciju generatrise verovatnoce Py (z).

Dalje, neka je N nezavisna od svih slu¢ajnih promenljivih X;,i = 1,2,...,N koja ima svoju
raspodelu i njena funkcija generatrise verovatnoce je Py(z). Tada vazi:

1) Ps(2) = PN(PX(Z)) = (Py ° Px)(2),

2) Ms(t) = PN(MX(t))1
3) E(S) = E(N)E(X),

4) Var(s) = E(N)Var(X) + Var(N)(E(X))”.
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Jedna od najvaznijih raspodela u aktuarskoj profesiji je slozena Poasonova raspodela.

Definicija 10. Slucajna promenljiva S ima slozenu Poasonovu raspodelu ako je ona slozenog tipa,
tj. ako se njena generatrisa verovatnoce moze prikazati kao kompozicija primarne i sekundarne
raspodele, pri ¢emu je primarna raspodela obavezno Poasonova slucajna promenljiva:

Ps(z) = Py(Px(2)), N: P(4).

Napomena: Ne mora uvek biti kompozicija dve rapodele. Moze se desiti da imamo i vise
raspodela, ali bitno je da primarna raspodela bude Poasonova.

Teorema. Ako su slucajne promenljive S;, i = 1,2, ..., n medusobno nezavisne i sve imaju slozenu
Poasonovu raspodelu, gde je parametar primarne (Poasonove) raspodele 4;, i = 1,2,...,n, a
sekundarna raspodela je diskretna raspodala data verovatnocama qy (i), pri ¢emu k = 0,1,2, ...,

tada 1 slucajna promenljiva S =S§; + S, + -+ S,, ima sloZenu Poasonovu raspodelu ¢iji je
primarni parametar A = Y;i-; 4;, a sekundarna raspodela je data verovatno¢ama qy, k = 0,1,2, ...,

gde je g = %Z?ﬂ Qe (DA

2.4. Tabela oznaka

So - veli¢ina populacije pogodena epidemijom

p - premija

I, - broj zarazenih osoba u trenutku t > 0

b -beneficija

a - stopa oporavka od bolesti

¢ - jednoktratna beneficija

M - stopa smrtnosti zaraZzenih osoba

T - bezrizi¢na kamatna stopa

P - stopa prenosivosti

T, — stohasticki sat

lt'— stopa zaraZavanja

fr,(x) — funkcija gustine verovatnoce za t,

S; - broj osoba osetljivih na virus u trenutku t = 0

E(I;|F¢) — ocekivani broj inficiranih

R - osnovni broj reprodukcije

E(D;|F,) — otekivani broj umrlih

tinax - Vremenski trenutak u kome epidemija
dostize vrhunac

E(S.|Fy) — otekivana veli¢ina populacije

I .- veli¢ina populacije u trenutku &4

K - prag

D, - ukupan broj umrlih do vremenskog trenutka t

C — beneficija u reosiguranju
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3. Deterministi¢ki model epidemije

3.1. SIR model i zna¢ajnost parametra R,

Postoji veliki broj modela koji se odnose na SIR klasu modela. SIR model je
deterministicki model, §to znaci da ne postoje nikakvi slucajni dogadaji unutar populacije. Kod
ovakvog modela, populacija obima N je podeljena u tri grupe. Svaki ¢lan populacije pripada jednoj
grupi u zavisnosti od toga da li je on osetljiv, inficiran ili oporavljen/preminuo od virusa. Prva
grupa se obelezava slovom S od engleske reci ,,suscetible® Sto znaci ,,0setljiv i njoj pripadaju oni
koji nemaju razvijen imunitet protiv odredenog virusa. Drugu grupu ¢ine oni koji su zaraZzeni
virusom i ta grupa se obelezava slovom I od engleske reci ,,infected®, sto znaci ,,inficirani®. Trecu
grupu c¢ine oni koji su prelezali bolest i ona se obelezava slovom R od engleske reci
,recovered‘/,,removed* §to znaci ,,oporavljen‘’/,,uklonjen®.

Svaka individua u populaciji moZe tokom vremena da menja grupu u kojoj se nalazi.
Osetljiva osoba koja biva zaraZzena prelazi u grupu inficiranih, a nakon toga u grupu oporavljenih,
Sto je Sematski prikazano na llustraciji 1.

Cr—( )=

llustracija 1

Obzirom da se broj ¢lanova svake grupe menja vremenom, uvode se promenljive S(t), I(t)
i R(t) koje predstavljaju broj osoba koj su osetljive, inficirane ili oporavljene od bolesti u
vremenskom trenutku t, respektivno.

Pretpostavke modela su:

1. Prosecan ¢lan populacije ostvaruje SN kontakata sa drugim ¢lanovima populacije
u jedinici vremena, gde je B stopa prenosivosti virusa;

2. al(t) osoba prelazi iz grupe I u grupu R u jedinici vremena, tj. toliki broj ljudi se
oporavi od bolesti u jedinici vremena, pri ¢emu je @ stopa oporavka od bolesti koju
virus izaziva,

3. Bolest je kratkotrajna i zbog toga natalitet i mortalitet nemaju uticaj na model, pa
je N = const;

4. Odmah nakon kontakta sa zarazenom osobom kod osetljive osobe se ispoljavaju
simptomi bolesti 1 ta osoba moze da prenese virus ostalim ¢lanovima populacije, a
bolest izazvana tim virusom nije smrtonosna.

Posmatrajmo grupu ljudi koji su inficirani u istom trenutku. Neka je u(s) broj osoba koji
su jo$ uvek inficirani s jedinica vremena nakon $to su zarazeni. Ako je a deo njih koji izlaze iz te
grupe u jedinici vremena, onda je

u'(s) = —au(s).
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To je jedna obi¢na diferencijalna jednacina cije je reSenje
u(s) = u(0)e™*,

Dakle, deo inficiranih s jedinica vremena nakon inficiranja je e =%, §to znaci da duzina
infektivnog perioda, tj. vreme trajanja bolesti ima ekponencijalnu raspodelu sa srednjom

vredno$c¢u
© 1
f e %ds = —,
0 a

Ovaj podatak ¢emo koristiti kasnije u radu.

Dalje, neka je s(t) =22, i(t) = =2 i r(t) = 22 Tada, s(6) +i(t) +7(t) = 1. SIR

model je opisan slede¢im sistemom obi¢nih diferencijalih jednacina (ODJ):

ds )
7 Psi

di ) .
pri Bsi — ai
dr )

E = al

gde je a stopa oporavka od bolesti koju virus izaziva, a § stopa prenosivosti virusa.

Klju¢ni parametar u modelu je osnovni reproduktivni broj, dat sa Ry = g, koji pokazuje da

li se i kojom brzinom epidemija moze razviti. Preciznije reCeno, R, predstavlja prosecan broj
sekundarnih zarazenih slucajeva koji su zarazeni od odredenog primarnog slucaja. Na primer,
osoba A koja je primarni slucaj, moze da zarazi sve osobe B koje su dosle u kontak sa njom.
R, predstavlja prosecan broj tih osoba B. Ova koli¢ina odreduje da li ¢e se infekcija
eksponencijalno Siriti, izumreti ili ostati konstantna: ako je R, > 1 onda svaka osoba u proseku
inficira vise od jedne osobe tako da ¢e se bolest prosiriti; ako je Ry < 1, onda svaka osoba u
proseku inficira manje od jedne osobe tako da ¢e bolest izumreti; a ako je R, = 1, onda ¢e svaka
osoba u proseku zaraziti tacno jednu osobu, tako da ¢e bolest postati endemska: Siri¢e se kroz
populaciju, ali se ne¢e povecavati ili smanjivati. Sto je R, vece, to je teze kontrolisati epidemiju.

Postoje razli¢iti sojevi COVID-19, medu kojima su Alfa, Delta i Omikron soj. Vrednost
reproduktivnog broja se razlikuje za razliite sojeve virusa.

Epidemiolozi mogu izraCunati R, koriste¢i podatke za pracenje kontakata (eng. contact-
tracing data). NajceS¢a metoda jeste koriS¢enje kumulativnih podataka o incidenciji (eng.
cumulative incidence data).

Za prvi soj virusa koji se pojavio u Kini, R, u Hong Kongu je procenjen sa 2,7, a u
Singapuru ta ocena iznosi izmedu 2,2 i 3,6. Kada se koriste matematicki modeli, vrednosti R, se
aproksimiraju pomo¢u ODJ. Svetska zdravstvena organizacija je 30. januara 2020. godine objavila
da R, iznosi izmedu 1,41 2.4.
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U reviziji koju su radili Liu i saradnici [8], izracunato je da R, varira izmedu 1,5 i 6,68.
Oni su otkrili da konacna srednja vrednost i medijana iznose 3,28 i 2,79, respektivno, sa
interkvartilom od 1,16. Razlog za nizak nivo uskladenosti izmedu studija pripisani su razlici u
posmatranim varijablama, metodama modeliranja i postupcima procene. Prema Liu-ovim
pronalascima, studija koja koriste matematicke modele daju procene koje su veée od stohastickih
i statistickih modela u odredivanju R, za COVID-19. R, je proporcionalan stopi kontakata i
varirace u zavisnosti od lokalne situacije.

Rai i saradnici [10] su sproveli istrazivanje u kojem su koristili model eksponencijalnog
rasta primenjen na izraCunavanje buducih slucajeva na osnovu kumulativnih potvrdenih slucajeva,
oporavljenih slu¢ajeva i stopi smrtnosti u proteklih 21 dana. Njihov zakljucak bio je da R, u Indiji
iznosi 2,56 i da populacija ima imunitet krda od 61%.

Vrednost R, na kruzeru ,Diamond Princess® pocetkom februara iznosio je 2,28.
Procenjeno je da ukoliko uvodenjem strogih mera za upravljanje i kontrolu $irenja infekcije R, ne
spadne za 25-50%, ukupan broj zarazenih bice veliki u narednom periodu. U slu¢aju da vrednost
R, opadne za 50%, broj slucajeva inficiranih virusom bi spao za pola i ako bi Ry < 1, virus bi
vremenom izumreo.

Jo$ dva znacajna soja COVID-19 su Delta i Omikron soj.

Vrednost osnovnog reproduktivnog broja originalnog soja COVID-19 je polovinom prosle
godine procenjena sa 3. Posto je Delta soj virusa zaraznije od originalnog soja COVID-19, njegova
vrednost osnovnog reproduktivnog broja je vec¢a od vrednosti R, originalnog soja. U avgustu 2021.
godine, R, za Delta soj, po Centrima za kontrolu i prevenciju bolesti Sjedinjenih Americkih
Drzava'? (U.S. CDC.) iznosio je izmedu 5 i 9. Kasnije U.S. CDC. su azurirali aproksimaciju i
dobili su da je R, Delta soja 8,5. Mnoge druge procene daju da je R, Delta soja virusa izmedu 6 i
8, dok nekoliko naucnika smatra da je srednja vrednost osnovnog reproduktivnog broja 7. Ovo
predstavlja znacajno povecanje sposobnosti virusa da se $iri medu ljudima i zarazi ih. Konkretnija
procena evolucionog biologa i biostatisticara profesor Tom Wenseler i biologa Karthik
Gangavarapu je da R, Delta soja varira izmedu 6 i 7. Vensler je prvi nau¢nik koji je koristio
matematicki raCunarski model da bi procenio koliko se brzo Delta soj $iri u Indiji. On je primenio
podatke delta soja da bi kreirao ,,Venselerlove krive koje procenjuju kako varijanta moze uticati
na populaciju.

Omikron soj COVID-19 je rasprostranjen Sirom sveta. Po¢etkom decembra 2021. godine,
ukupno 758 slu¢ajeva ovog soja je potvrdeno u Danskoj. Koriste¢i nukleotidne sekvence Delta i
Omikron soja registrovane iz Danske u bazi podataka GISAID*®, otkriveno je da je efektivni
(trenutni) broj Omikron soja 3,19 puta veci od Delta soja, pod istim epidemioloskim merama.
(195% interval poverenja 2,82-3,61). [7]

Moze se zakljuciti da se osnovni reproduktivni broj zasniva na epidemioloSkim faktorima
kao Sto su karakteristike osetljive populacije, stopa prenosivosti bolesti 1 usvojene mere kontrole.
R, pomaze vladama Sirom sveta da procene buduéi broj slucajeva, da u skladu s tim naprave

12 United States Centers for Disease Control and Prevention (U.S. CDC).
13 GISAID - Global Initiative on Sharing Avian Influenza Data.
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strategiju za postizanje ciljeva zadrzavanja u odredenom vremenskom periodu kako bi se izbeglo
bilo kakvo nepovoljno stanje.

3.2. Formulacija deterministickog modela epidemije

Neka je veli¢ina populacije pogodena epidemijom u trenutku t = 0 data sa S,. Broj
zarazenih osoba u trenutku t = 0, I;, dat je slede¢om jedna¢inom

I, = Spe~@W(BYY, t > t,, (1)

gde a,B, 1,y € R*. Funkcija e (@*Mt je opadajuéa eksponencionalna funkcija, dok je (Bt)Y
rastuca funkcija. Broj zarazenih osoba eksponencijalno opada sa stopom (a + p). Parametar «
predstavlja stopu oporavka od bolesti, a u je stopa smrtnosti zarazenih osoba. Proseéno vreme

oporavka je 1/a- Za t = 0, inicijalni broj zarazenih osoba je jednak I, = 0. Za razumevanje
znacenje parametra [, diferencira se jednacina (1).

dl, = —(a + wldt + Spe @Y (yt¥"Ndt = —(a + p)l,dt + It%dt (2)

Diferencijalna jednacina (2) govori da je inicijalna stopa zaraze po glavi stanovnika %

Funkcija opada prema 0 kada t — oo.

Dati model se malo razlikuje od SIR modela. U SIR modelu, evolucija epidemije je opisana
slede¢com ODJ:

SIR SIR ;. . BsIRSE™R SIR
drI; Pt R at

=—(asir+usir)!
SIR 3)
SIR__BSIRSt " /sIR
gde je S5z € RY , a SP'R predstavlja broj osoba koje su osetljive na virus u trenutku t. Kao i u
nasem modelu, agg i ugr SU Stopa oporavka i smrtnosti, respektivno. Stopa zaraze po glavi

SIR
stanovnika u SIR modelu je proporcionalna populaciji ljudi osetljivih na infekciju, BS”;—St, dok

0
je unasem modelu to funkcija vremena % Data pretpostavka omogucuje da se posmatra zatvorena

forma jednacine (2) za inficiranu populaciju. Ovo je najvecéa beneficija ovog modela u poredenju
sa SIR modelom (3) koji nema analiticka reSenja u zatvorenoj formi. U aktuarskoj primeni
razvijenoj u poglavlju Aktuarsko vrednovanje polisa osiguranja deterministickog modela
epidemije, moracemo da integralimo I;. Imajuéi analiticku formulu mozZe se izbeé¢i numeri¢ka
integracija numeri¢kog resenja ODJ i propagacija numerickih gresaka. Stavige, model (2) se lako
prosiruje na stohasticke okvire, kao $to je detaljno opisano u glavama Model sa vremenskom
slucajnom promenljivom i Model difuzije skoka.

Neka je osnovni reproduktivni broj, R,, dat kao u poglavlju SIR model i znacajnost
parametra R. Pod pretpostavkom da je broj osoba osetljivih na infekciju veliki, vazi da je
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sSIR . .. . . . .
g— ~ 1, a osnovni reproduktivni broj za SIR model je R, = a%. U naSem modelu, osnovni
0

reproduktivni broj je funkcija vremena, Ry (t) = t(a’;m. Vremenska promenljiva R, omogucuje

uzimanje u obzir uticaj preventivnih mera za suzbijanje epidemije, kao $to su zatvaranje ili noSenje
maski. Vrhunac epidemije je poznat i dostize se u

__r 4)
a+u

tmax

Kombinacijom jednacina (1) i (4) dobija se da je veli¢ina populacije zarazena virusom u
trenutku kada epidemija dostize svoj vrhunac jednaka:

_ Y\ 5

eV
(tmax)?
Obzirom da je stopa mortaliteta u, ukupan broj umrlih do vremenskog trenutka t je funkcija D;,
koja je resenje ODJ

Populacija zarazenih osoba ne moze da premasi Sy, pa je neophodno da vazi ¥ <

dD, = ul,dt. (6)

Pod pretpostavkom da osoba koja prelezi virus nema imunitet i da nema ulaska i izlaska iz
populacije, veli¢ina populacije koja je osetljiva na virus, S;, je reSenje slede¢e ODJ

dS; = alydt — I, L dt, t > t,. (7)

Po konstrukeiji, populacija osetljivih se povecava ukoliko zaraZzena osoba ozdravi, a
smanjuje se kada osoba postane inficirana. Posto je pretpostavka bila da nema ulaska u populaciju,
zbir broja osetljivih, inficiranih i preminulih mora ostati jednak S,, odnosno vazi:

St+lt+Dt=So,t20. (8)

3.3. Aktuarsko vrednovanje polisa osiguranja deterministicCkog modela epidemije

Razmatra se polisa osiguranja za zarazne bolesti koja naplacuje godisnju premiju osetljivih
¢lanova populacije sve dok su oni zdravi. Neka je premija, p, konstanta. Prikupljene premije
pokrivaju medicinske troskove svakog osiguranika koji je zarazen virusom. Beneficija je data sa
b, a polisa osiguranja prestaje da vazi ¢im osiguranik ozdravi ili premine od bolesti. U slucaju
smrti, jednoktratna beneficija, c, biva ispla¢ena ¢lanovima porodice. Bezrizicna kamatna stopa je
konstanta data sa r.

Ukoliko polisa osiguranja pokriva celu populaciju, premija, beneficije i jednokratna
beneficija moraju zadovoljavati uslov finansijskog ekvilibrijuma polise. Pod pretpostavkom da se
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posmatraju polise osiguranja u vremenskom intervalu (0,T), diskontovane premije moraju da
pokrivaju diskontovane beneficije, pa treba da vazi:

pfOTe‘”SS ds = beTe‘”IS ds + chTe‘” dD;. (9)

Objasnjenje formule je sledece: Veli¢ina populacije u svakom trenutku intervala (0,T), se
diskontuje, uzima se ,,suma®, tj. integral svih tih trenutaka i mnozi se sa premijom. Na taj nacin se
dobija desna strana jednacine (9) koja predstavlja diskontovane premije u intervalu (0, T). Sa leve
strane, broj zarazenih osoba u vremenskom intervalu (0, T) se diskontuje, uzima se suma svih
trenutaka iz datog intervala i ona se mnozi sa s beneficijom. Potom se sve to sabira sa ukupnim
brojem preminulih osoba u vremenskim trenucima t € (0, T), koji se diskontuju, uzima se njihova
suma koja se potom mnozi sa jednokratnom beneficijom.

Teoremal. Zar = 0, vazi:

T S ﬁy
jo e "SIds = #n(y +1,T6), (10)

gdejef =r+a+uili(y+1,x) = fox u’e™*du je donja nepotpuna gama funkcija.

Dokaz. Koristeéi jednacinu (1), dobija se da je

T

T
f e "Slds = 50,8”] e~(r+atmsgy s,
0 0

Uvode¢i smenu u = Os, dati integral dobija oblik

T or
f e "SI.ds = SOBVH‘V‘lf e “uYdu.
0 0

Potom se direktno iz definicije donje nepotpune gama funkcije dobija jednakost. m

Na osnovu Teoreme 1, vazi sledec¢a posledica.

Posledica 1. Ukupan broj preminulih od posledice epidemije u vremenskom trenutku ¢ > 0 jednak
je

Dy = uSoBY (@ + WV (y + 1, t(a + ). (11)

Ako je 8 = r + a + u, drugi sabirak desne strane jednakosti ( 9 ) postaje:
T
f e S dD; = uSoBY07 Y (y + 1,TH). (12)
0

Veli¢ina populacije osetljivih na virus u trenutku t > 0, dobija se iz relacije S; + I, + D; = Sy:

St = So — Spe " @HE(B)Y — puSoBY (@ + W (y + Lt(a + ). (13)
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Naredna teorema daje izraz zatvorenog oblika za premiju koja je resenje jednacine (9).

Teorema 2. Za beneficije (b,c), fer premija koja obezbeduje aktuarski ekvilibrijum polise
osiguranja, data je sa:

_ (b + C#)SOBYH_V_IH(V + 1' TH) (14)
= = :
J, e7SSgds

gde je imenilac dat na slede¢i nacin

T
So SoBY u

-7Ss —_ —rT
J;)e SSdS——r (1-—e )—9y+1FI(y+1,T0)(1+T)

Sof” (15)
,,JJF—ZMQ‘”D(V +1,T(ax + ).

Dokaz. 1z jednacine (8) se dobija :

T T T T
j e "Ssds = Soj e "ds —J e "lds —J e " Dgds. (15"
0 0 0 0

Prvi integral sa desne strane se moze izracunati uvodeci smenu a = —7s.

T S, (T S, (° S S
So.f e "Sds = ——Of etda = —Of elda=—("—e M) =2(1-e"T)
o o r r r

r —rT

Zatim, na osnovu Teoreme 1 imamo da je drugi integral jedna¢ine (15") jednak:

- SoB”
e Isds = 25 Ty +1,67)

Preostaje jo$ da se izraCuna tre¢i integral jednacine (15"). Koriste¢i jednakost (11) dobija se:

uSoB”

T
~TSD ds = ——0 __
foe SE = @+

T
f e‘rSFl(y +1,s(a + ,u))ds.
0

Uz pomo¢ parcijalne integracije gde je smena data sa

u=Fl(y+1,s(a+u)), dv=m s

—=Trs

i donje nepotpune gama funkcije:
Ny +1s(a+w)= fos(aw e v dv = [ e @y (a + )+ dv

dobija se:
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e TS
f W[‘l(y + 1,5((1 +ﬂ))d$
0
-rs

_ [—er(y +1,s(a+ u))] )

T e—rs d s ( ) - .
— b % a+u Y ]/+ d
+f0r(a+u)V+1ds<Le vY(a+ ) v)ds

-rT

T ,-1s s
-__° 7 (y+1,T(a+p) +f e "4 f e @y dy | ds
r(a+pr+t ! ' o T ds\J, '

Dalje, integral sa desne strane se moze raspisati na slede¢i nacin:

T ,—T1s d s 1T 1
]0 " g(fo e v@thyy dv> ds = ;L e~ rratisgrds = pTaEY I(y +1,T6).
gde se za % (Jy e @y dv) koristi formula:

;_x (f;((;)) 9(®) dt) = g(b())b'(x) — g(a(x))a’ (x).
Tre¢i integral jednacine (15") ima oblik

uSopSY

— L +1,76)

T -rT

_ uSope

.f e TSDSdS:—WFl()/‘l‘l,T(a‘l'ﬂ))"'
0

Ubacivanjem dobijenih rezultata u (15") dobija se formula (15). Fer premija se ratuna iz
jednacine aktuarskog ekvilibrijuma, tj. iz formule (9).

T _
b fOTe"rSIS ds + cfoTe‘rS dD, b 9(]’,61 Ny +1,60T) +c [ e ulds
Jy e85 ds [T erss, ds

p =
S
b 9‘;61 Iy +1,6T) + cu g‘ﬁl I,(y +1,0T)
f e~"sSsds
(b +c)SeBYOY Ny + 1, HT)
f e "SSgds
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3.4. Empirijska ilustracija

U radu [5], podaci su fitovani za izbijanje pandemije COVID-19 u Belgiji, Nemackoj, Italiji
i Spaniji. Prve tri drzave su izabrane zato §to je u njima prijavljeno najveéi broj smrtnih sludajeva
u Evropi tokom prvog talasa COVID-19

U ovom radu, podaci ¢e biti fitovani za Srbiju, Rumuniju, Madarsku i Bosnu i
Hercegovinu. U Srbiji, prvi slu¢aj COVID-19 otkriven je dana 06.03.2020, u Rumuniji
26.02.2020, a u Madarskoj i Bosni i Hercegovini 05.03.2020. Obzirom na datume otkrivanja virusa
u spomenutim drzavama, kao pocetan datum za model uzima se datum prvih slu¢ajeva u datoj
zemlji, a krajnji 31.12.2021. Podaci kao $to su dnevni broj zarazenih osoba, umrlih itd. uzeti su sa
sajta Svetske zdravstvene organizacije, s tim $to je dnevni broj zarazenih ljudi u svakoj drzavi
objavljen dan kasnije nego S$to je zapravo nastao. Primera radi, na sajtu Svetske zdravstvene
organizacije je 24.11.2021. objavljeno da se toga dana inficiralo 3033 osoba, dok je zapravo
23.11.2021. prijavljeno toliko zarazenih.

Obzirom da je model dizajniran da radi na jednom talasu, vremenski interval ¢emo podeliti
na Cetiri manja intervala (podintervala) na slede¢i nacin:

1. 06.03.2020 - 23.06.2020.
2. 24.06.2020 - 31.01.2020.
3. 01.02.2021 - 20.06.2021.
4. 21.06.2021 - 31.12.2021.

Podelu na cetiri intervala radimo ne samo na osnovu empirijskih podataka nego i prema
pocetku vakcinacije 1 pojave mutiranih sojeva, tj. prirodno je da se menjaju parametri u modelu.

Srbija
9.000
8.000
7.000
6.000
5.000
4.000
3.000
2.000
1.000

Broj zarazenih Broj umrlih
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Grafici na llustraciji 2 predstavljajaju broj zarazenih korona virusom kao i broj umrlih od
posledice virusa u periodu od poc¢etka pandemije do 31.12.2021. u Srbiji, Rumuniji, Madarskoj i
Bosni i Hercegovini.

U Tabeli 1, prikazana je statistika o vremenskim serijama smrtnih i potvrdenih slucajeva
COVID-19 za date intervale.

Broi dana po Broj zaraZenih Broj umrlih Veli¢ina
Zemlja Intervali >1o) a p osoba u datom = osoba u datom populacije
intervalima . .
intervalu intervalu So
I 110 12.990 263
. Il 222 380.937 3.738
Srbija 8.737.371
11 140 321.796 2.997
1% 194 581.381 5.691
I 119 24.300 1.523
.. Il 222 702.628 16.741
Rumunija 19.237.691
11 140 353.335 14.044
vV 194 727.010 26.406
I 111 4.107 573
Madarsk Il 222 363.488 11.951 9.660.351
adarska M 140 439.884 17.427 Rt
vV 194 448.987 9.235
I 111 3.498 171
Bosna | I 222 118.366 4.525 3.280.819
Hercegovina 11 140 82.951 4.920
1% 194 85.765 3.812

Tabela 1. Statistika o vremenskim serijama broja umrlih i zarazenih od COVID-19 (po intervalima)

Oba modela, SIR i dati model u ovom poglavlju, imaju za cilj da opiSu evoluciju broja
zarazenih I;. AKko je (I,?bs)t_1 . vremenska serija posmatranja i n,,s je broj dana, onda se
=L.llobs

parametri dobijaju minimizacijom tezinske srednjekvadratne greske

n 2
4 2028wy (- 12") 17)
(a + u, %ﬁ) = argmin S0 )

gde je I, vrednost I, u vremenskom trenutku t,, a wy, k = 1, ...,n,p,s SU tezinski koeficijenti.

Obzirom da je uticaj a i u na I; isti, prvo se procenjuje njihova suma. Godisnja stopa
mortaliteta procenjuje se kao odnos ukupnog broja umrlih prema kumulativnom broju inficiranih
po modelu, pomnozeno sve sa 365. Testiranje na COVID-19 pocelo je tek u martu, pa je vrlo

14 podaci su preuzeti sa sajta Population > Europe - Worldometer
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verovatno da je broj zarazenih bio veéi nego Sto je prijavljeno. Da bi se ovo uzelo u obzir u
postupku procene, veéi znacaj se daje najnovijim dnevnim zapazanjima i to na slede¢i nacin:

w =0.05 k€{12,..,332}
w, =05 ke€{333,..472},
w, =15 k=473

U nastavku éemo objasniti postupak dobijanja parametara & + 1,7 i . Najpre napigimo
formulu (17) na slede¢i nacin:

Yot wp (I — 1279) 202wy (Soe @ (B, )Y — I2PS)
argmin T = argmin Ty
w w
k=1 Yk k=1 Yk

Potom podatke kao $to su datumi, tezinski koeficijenti, veli¢ina populacije, vreme i broj
zarazenih, unosimo u Excel glavnu tabelu. U ostalim poljima glavne tabele ¢emo izracunati I, po
modelu, I, — Ig%S, (I, — I,‘c’bs)2 iy (I — I,?bs)z. Pored tabele zapisujemo ocenjivace, ispod kojih
smo za pocetak stavili da imaju proizvoljne vrednosti, npr. 20, 2, 4. Ispod tabele, ubacujemo SSE

i grafik na kome je predstavljen broj zarazenih kao i broj zarazenih dobijen pomo¢u modela. Deo
glavne tabele, tabele sa ocenjivacima, vrednost SSE i grafikon je dat na Slici 1.

A B C V] 4 3 G H | M N 4] P Q
date wy 8 t I I = SOk (Be ) I — IgbS (1 - ,gvs): ol - 10=)° aTq £ [
632020 005 8737371 0,003 1 0- 1 1 0 2000 200 400
732020 005 8737371 0,005 - 0 0 0 0
832020 005 8737371 0,008 - 1 1 0 0
9032020 005 8737371 0011 - 2 2 3 0
1032000 005 877371 0,014 1 13 8 0
11320200 005 877371 0,016 2 7 5 3 1 | interval
132000 005 87373 0,019 8 13 5 un 1 Pt
1332000 005 8T 0,022 - 7 n 13 b7 I e
143200 005 8B 0,025 2 I 874 “ Eam
153200 005 873 0,027 2 %6 U 183 9 3w
1632020 005 8737371 0,030 - 63 63 3.984 199 & 2000
73200 005 BB 003 - 5 8 7161 m g
183200 005 8T 0,03 % 10 84 7414 356 w0
193200 005 8773 0,038 n u119 1403 702 -
203200 005 8773 0,08 2 175 146 21399 1070 0B 130 5B 985 12 140 361 195 12 240 1!
213200 005 8BI3 0,04 50 05 165 21.163 1358 p—
23200 005 8B 0,047 1 259 13 15439 2272 - rojzaatenihpo models
2332000 005 87131 0,009 3 308 305 93252 1663

24.3.2020 0,05 87373711 0,052 27 362 335 112.501 5625

Slika 1
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Obzirom da model ne fituje dobro krivu, pomoc¢u Solver analize radimo minimizaciju
tezinske srednjekvadratne greske i to na slede¢i opisani nacin. Pritiskanjem na Data, zatim na
Solver, otvara nam se prozor kao na Slici 2.

Solver Parameters >

Set Objective: $0%5 5.5

To: ) Max () walue Of: o

By Changing variable Cells:
SMNE2:5P52 gﬁ‘f

Subject to the Constraints:

Add

Change

Delete

Reset all

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-MNegative

Select a Solving Evolutionary 63 Qptions.
Method:

Solving Method
Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex

engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
non-smooth.

Slika 2

Za Set Objective biramo c¢eliju u kojoj nam se nalazi vrednost SSE, dok za korak To:
biramo Min, posto govorimo o postupku minimizacije. Dalje, kako govorimo o oceni parametara
a+uvy, B, za korak By Changing Variable Cells biramo ¢elije navedenih ocenjivaca.
Pritiskanjem dugmeta Add, za svaki parametar, aproksimativno dodajemo gornju granicu, a za
donju stavljamo 0. Nakon pritiskanja na Solve dobijamo ocenjene parametre. Za svaki interval,
kao i za ostale drzave, ponavljamo postupak.

Na llustraciji 3. prikazana je stvarna vrednost I, kao i vrednost I; predvidena datim
modelom za Srbiju. Rezultati postupka kalibracije prikazani su u Tabeli 2.
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llustracija 3. Uporedivanje fitovane vrednosti I; sa stvarnim brojem zarazenih u Srbiji
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tm ax

Zemlja Intervali @& 7 It i (u I o SSE
danima)
| 77,72 9,00 7,54 | 0,0202 42 317 2.747
Stbija 1 136,06 61,30 @ 5,37 | 0,0098 164 6.777 317.331
Il 24,49 = 2,92 1,75 | 0,0093 43 4.841 372.067
v 38,06 | 11,26 @ 4,89 | 0,0098 108 7.234 434.229
| 0,01 0,01 | 15,82 | 0,0627 47 523 0,048
Rumunija | 43,91 @ 18,10 | 4,27 | 0,0238 150 7.406 | 1.650.292
Il 28,03 | 352 @ 2,13 | 0,0397 46 5.401 978.373
v 125,28 | 40,43 | 7,06 | 0,0363 118 14.828 @ 1.618.414
| 43,83 @ 513 | 2,41 | 0,1395 43 85 375
Madarska 1 73,97 @ 0,03 | 5,08 | 0,0329 153 5.025 490.816
Il 42,33 = 545 | 5,78 | 0,0396 47 8.260 | 1.790.527
v 66,02 @ 27,30 @ 5,10 | 0,0206 151 9.355 | 14.975.125
Bosna i | 8,13 1,31 | 0,003 0,0489 58 40 526
Hercegovina 1 63,29 | 24,99 5,04 | 0,0382 144 1.354 69.684
Il 46,49 | 6,79 @ 6,01 | 0,0593 53 1.509 73.990
v 12,39 | 412 1,07  0,0444 121 733 48.941

Tabela 2. Ocenjeni parametri po intervalima za model koji prati zakonitost jednacine (1) (jedinica za vreme
t : godina). SSE je vrednost optimalnog kriterijuma u jednacini (17)

U radu [5], pokusano je modelovanje evolucije inficiranih osoba SIR modelom, koji je
fitovan minimizacijom srednjekvadratne greske. Numericki eksperiment pokazao je da SIR model
ne uspeva da replicira krivu I;. Jedini nacin da se model fituje jeste da se S, smatra parametrom.
Procena parametara nudi, odli¢no fitovanje, ali s obzirom na to da je S, podesiv, tesko je opravdati.
Prilagodeni S, Su znatno manji od stvarne veli¢ine razmatranih populacija. Ovo potvrduje da je
dati pristup pouzdana alternativa u poredenju sa SIR modelom.

Kako bismo ocenili fer premiju polise osiguranja u Srbiji, koristicemo procenjene
parametre koje ¢emo ubaciti u jednacinu (14). I;(y + 1,T6) racunamo u programu Wolfram
Mathematica, koriste¢i ugradenu funkciju Gamma [a, z].

Posmatramo paket ,,Moj oporavak® OTP banke, na osnovu koga je osoba osigurana i u
slu¢aju oboljenja od COVID-19. Za vise informacija pogledati [11]. Analizirajmo dva slucaja.

U prvom slucaju, napla¢ene premije iskljucivo pokrivaju medicinske troSkove. Za vreme
lecCenja isplacuje se naknada od 2000 dinara dnevno (b = 730.000 dinara na godi$njem nivou).
Mesecna premija za osiguranike starosti:

e 18- 49 godina je 256 dinara;
e 50 - 64 godina je 442 dinara;
e 65-75godina je 751 dinar.

U drugom slucaju, polisa pokriva iskljuéivo rizik od smrti: jednokratna beneficija od
100.000 dinara isplacuje se u slu¢aju inficiranog osiguranika. Trajanje ugovora je godinu dana, a
bezrizi¢na kamatna stopa je, npr. 2%. Tabela 3 prikazuje fer premiju u Srbiji, kao i osetljivost stopa
na varijacije parametara.
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b c Ferp B+1% B —1% a+1% a—1% Y+1% Yy—1%
730.000 0 1,57*107° 1,59*%107° 1,56*107° 1,57%107° 1,58*107°  1,*5410~° | 1,61*107°

|
0 100.000 4,36¥1078 4,42%107% | 4,31*10°% 4,36%1078 4,37*¥10°8 4,26¥107% = 4,47%1078
730.000 0 6,72*1073 7,54%1073 6,00¥1073 6,69*1073 6,75*1073 6,1¥1073 6,94*1073

I
0 100.000 9,04*107° 1,01*107° 8,06%107° 9,00*107° 9,08*10°° 8,75*107° 9,33*107°
730.000 0 1,06*1072 1,08*1072 1,04*1072 1,06*1072 1,06*1072 1,03*1072 1,09*%1072

11
0 100.000 1,35%107° 1,37%107° 1,33*107° 1,35%107° 1,35%107° 1,31*107° 1,39%107°
730.000 0 1,36*10~* | 1,40« 107  1,33x 1073 1,36% 1073 1,37*1073 | 1,34« 1073 | 1,39x 1073

v
0 100.000 = 1,83*10* = 1,87*107* = 1,79*107° 1,82+ 107¢ 1,84*107¢  1,79*107¢ | 1,87*107°

Tabela 3. Fer premija prema modelu (1) za Srhbiju.
Vremena za date intervale su T, = 0,30, T;; = 0,61, T;;; = 0,38,T;, = 0,53 godinair = 2%.

Ako bismo uporedili stopu smrtnosti dobijenu za Srbiju u datim intervalima, i onu dobijenu
za npr. Italiju u radu [5], videli bismo da se znacajno razlikuju. Stopa smrtnosti za Srbiju u prvom
intervalu iznosi 0,0202, dok je za Italiju ta stopa 3,931. Zbog velike razlike u stopi smrtnosti sledi
i razlika u premijama: 1,57*10~>(Srbija) nasuprot 107,02 (ltalija).
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4. Model sa vremenskom slu¢ajnom promenljivom

Model u glavi Deterministicki model epidemije je potpuno deterministi¢ki. U praksi mi
posmatramo slucajno kretanje broja zarazenih osoba. U ovoj glavi, vreme, t, koje je do sada bilo
fiksirano, postaje stohasticki sat koji se zove subordinator.

4.1. Formulacija modela

Stohasticki sat je pozitivan rastuci proces dat sa (7;);so, definisan na prostoru verovatnoca
(), snabdeven merom verovatnoca P i njegovom prirodnom filtracijom (F;):so. Neka je T, gama
proces, tj. 7, je gama raspodela sa o¢ekivanjem i varijansom At. Funkcija gustine verovatnoce za
7, data je sa

xﬂt—le—x

fr,(x) = 150 TG0 (18)
gde je I'(a) = fooox“‘le‘xdx standardna gama funkcija takva da je I'(a + 1) = al'(a) zaa > 0,
a 1,5, je indikator funkcija.
Karakteristi¢na funkcija za gama proces je
E(eit) = (1 — ju) ™ = =W,

gde je Y(u) = Aln(1 — iu) karakteristi¢ni eksponent i u € R. Na osnovu Levi-Hin¢inove
reprezentacije karakteristi¢ne funkcije sledi da je t, takode Levijev proces. Zaista, Y (u) se moze
zapisati kao slede¢i integral:

Y(u) = f Ax~te™(1 — e™)dx,
0
odakle zaklju¢ujemo da je Levijeva mera za 7, v(dx) = Ax~'e ™ 1(»q)dx. Levi-Hinginova

reprezentacija karakteristicne funkcije daje da je 7, proces sa kona¢nim varijacijama. Stoga, za
bilo koju funkciju vremena i subordinator, f(t, t;), Itova lema za semimartingale glasi

of (t,t¢)
df (t,7,) = Ttdt + f(t, 1. + ATy — f(Te).
Ocekivanje infinitezimalne varijacije u odnosu na F; je dato sa:
of (t, @
E(df(t,T)|Fe) = %dt + J (f(t, T, +x)— f(‘[t_)) Ax~te™* dxdt.
0

Model sa vremenskom promenljivom se dobija tako §to se u determinsticCkom modelu t
zamenjuje sa ;. Tada je dinamika populacije zarazenih osoba data sa:
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I, = Sge~ @ (BT,)Y,t > 0, (19)
gde a, B, u, ¥ € R*. Koriste¢i Itovu lemu i Tejlorov razvoj prvog reda, dobija se:

dl, = Spe™ T+ (B(T,_ + At,))Y — Spe™(@FWTe-(Br, )Y =
I (—(a+ WAz, + TtL_Art) + 0((AT)?). (20)

Ova aproksimacija prvog reda naglasava jaku vezu izmedu deterministiCkog modela i
modela sa vremenskom promenljivom. Parametri « i u se i dalje mogu tumaciti kao stopa oporavka
i smrti, ali na slu¢ajnom intervalu duzine At. Stopa zaraze po glavi stanovnika u trenutku t je

jednaka TL za period At. Sledeca teorema daje o¢ekivanje i varijansu za (I;)¢so-
t—

Teorema 3. Oc¢ekivani broj inficiranih osoba u trenutku t jednak je:

SoBYT(y + At) (21)
(a + u+ 1)Y*ATAL)

E(I|Fo) =

gde je varijansa data slede¢om jednacinom:

s T2y + At) T(y + At) 2
VU*%)‘%By<aa+ap+DWMwun_<m+u+1yuwuo>) (22)

Dokaz. Koriste¢i (18) i (19), dobija se:

o’ lt—le—u SO'BY o

—(a+uw)u Ydu = y+At—1 —(a+u+1)ud )
e (Buw)Ydu TG0 J, u e u

Zatim, uvodi se smena v = (a + u + 1)u, nakon koje E(I;|F,) dobija sledeci oblik:

At—
SoBY (% pr At v SoBY

gy
T ), @+p+0r 2 U TTA)@+p+ Dri

E(I¢|Fy) = f pYTAt=lo=v gy,
0

Na osnovu definicije standardne gama funkcije sledi : f0°° vY*-levdy = T(y + At),
¢ime se dobija da je
SoBYT(y + At)
(a + pu+ DY+ (L)

[E(Itw_"o) =

Varijansa se racuna kao razlika drugog momenta i kvadrata prvog momenta, tj.
V(I|Fo) = E(L:*|Fo) — (EULIFo))?.

Drugi momenat se na sli¢an nacin ra¢una kao prvi:
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0o At—1,-u 202y oo
]E(It2|T0) = ng ue‘z(““)”(ﬁu)zydu = SoB”Y w2V At=1,-Qa+2p+u gy,
o @t rat) J,
SEBPYT(2y + At)

~ Qa + 2u + DT (AL)

Konac¢no,

V(I IFo) = E(1.2|F,) — (EU|F))

_ s2p% 2y + At) B I(y + At) ’
-0 Ra +2u + D2r+2r(At)  \(a+p+ D)r+4r@ae)) )

Maksimum epidemije je dostignut U t,n., sat,, . = aLW Kumulativni broj umrlih od
virusa u modelu sa vremenskom promenljivom je:

Te(a+u)
Dy = uSoBY (@ + WV (y + Lve(a + 1) = uSoBY (@ + )71 f ue ™ du.
0
Uvodenjem smene v = —— se dobija
(a+p)
Tt T

t
D; = uSoBY (a + ,u)_”_lf vYe P@H gy, (23)

v (a + p)YHe v@HH) dy = /JSO,BVJ-
0

0

Koriste¢i Itovu lemu 1 Tejlorov razvoj prvog reda proverava se da li je dinamika za D, u
skladu sa onom za I;:

Te—+AT:
dD, = #Soﬁ”] vYe @ dy ~ uS, (B, )Y e T @HAT, + 0((AT,)?) (24)
T¢—

gde je So(Bt,_)Ye T-(@+W) = [, Zakljudujemo da je jednadina (24) stohasticki ekvivalentna sa
jednaéinom (6). Ova jednadina govori da je beskona¢no mala varijacija D, razlomak pAt,
zarazene populacije.

Nazalost, ocekivanje i varijansa broja umrlih ima samo poluzatvoreni izraz i njihovo
izraCunavanje zahteva numericku integraciju:

0o x/lt—le—x x

E(D = 14 - Y o—v(a+u) _
(D, Fo) = 1SoB fo o). e dvdx

Smenom u = v(a + u) dobija se:
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o /lt 1 x(a+up) uY
]E(DtlTO) = ‘USO,B f F(At) f We‘” dudx

uSoBY f‘” Y fx(aﬂl) S
= d
TOD (@ + 7T . X e . u¥ e %dudx

SoBY e
- F(/’lt)IZaOf 7 fo XM T (y + 1, x(a + p) dx. (25)

Drugi momenat se sli¢no dobija:

ooxlt—le—x x 2
E(D/2|F,) = (uS BV)Zf —(f pY e vlatn) dv) dx
(D%| o) 0 o o \J,

2

S.BY? x(@+n)
- F(/lt()lz 0B 2V+2f xAt-lg—x <f u¥ e‘”du) dx
a+p) 0 0
(uSoB”)? foo Ae—
= x
['(At) (a + w)?r+2 ),

2
lg=x (Fl(y + 1, x(a + ,u))) dx. (26)
Tada, varijansa kumulativnog broja umrlih do vremenskog trenutka t je:
2
V(D:|Fy) = E(D:*|Fo) — (E(D:IFy))

SoBY)? ®
- F(/lt()lzaof 13)2y+2 jo x*le (Fl(y +1x(a+ ”)))2 dx

[e%) 2
- (J xM e T (y + 1, x(a + y))) dx
0

Veli¢ina populacije osetljive na virus u vremenskom trenutku t > 0 se dobija iz relacije
S¢ + I + Dy = S 1 data je na slede¢i nacin:

(27)

St = So = Soe T (Br)Y — uSoBY (@ + W)V (y + Lre(a + ).
Ocekivana veli¢ina populacije osetljive na virus se jednostavno dobija iz jednacine
E(S¢|Fo) = So — E(D¢|Fo) — E(¢|Fo),
gde su E(I;|Fy) | E(D¢|Fy) izraCunati u (21) i (25).

Ako se uzme u obzir polisa osiguranja definisana u poglavlju Aktuarsko vrednovanje polisa
osiguranja deterministickog modela epidemije, onda je fer premija ocekivane beneficije:

bf e ™S E(I5|F,) ds + cf e~ " E(dD, ITO)
f e S E(S|F,y) ds

(28)
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Zarazliku od deterministickog modela, integrali u poslednjem izrazu se ne mogu izracunati
u zatvorenom obliku, ali se mogu lako aproksimirati preko particije na intervalu [0, T].
Posmatrajmo particiju {sq = 0, ..., s,, = T} jednako udaljenih vremenskih trenutaka i neka je A,,
duzina svakog intervala. Tada se integrali iz (28) mogu zapisati na sledeci nacin:

m

T
f =75 E(S,|Fy) ds ~ Z e ™51 E(Ss,|Fo) Am,
0 i=1
T m
.[ e™ " E(dDs|F,) = z e ™ (]E(Dsi|7-"0) - E(Dsi-llf‘))) A,
0 i=1
T m
j =S E(L,|F,) ds ~ Z et E(I, | Fo) A
0 i=1

U slede¢em poglavlju bi¢e predstavljeno drugacije stohasti¢ko prosirenje deterministickog
modela koje dovodi do analiti¢kih izraza ovih integrala.

4.2. Reosiguranje u modelu sa vremenskom promenljivom

Uvodenje stohastike u dinamici epidemije omogucava odredivanje cene razlicitih pokri¢a
reosiguranja. Razmatra se ugovor o prekoracenju dozvoljenog praga (eng. excess-of-loss contract)
koji obezbeduju nadoknadu ukoliko broj zarazenih ili broj umrlih prede odredeni prag.

Naredna teorema daje analiticki izraz za ugovor 0 reosiguranju, koji u vremenskom
trenutku t isplacuje iznos od C(I; — K), ako I; > K. K predstavlja prag, a C beneficijai C,K €

v

kamatna stopa je data sa r, dok se za parametre modela I i T, pretpostavlja da su jednaki.

Teorema 4. Vrednost reosiguranja prekoracenja dozvoljenog praga koji pokriva prekomeran broj
inficiranih ljudi od virusa, jednaka je:

_ _ SoBYTy(At+y,(a+u+1ug) Ty (Atug)
Ce (U, — K)|Fy) = Cert (REEnEnong _ o LuBtud)  (29)

gde je ug pozitivno resenje jednacine:
InSy — (e + Wu + yInp + ylnu = Ink, (30)
irLy+1,x) = fx°° u’e~*du je gornja nepotpuna gama funkcija.

Dokaz. Neka je I, definisano kao u (19). Tada

(o) At—le—u

Ce ™ E((I; — K)4|Fo) = Ce_rtf W(S‘Oe‘(“*“)“(ﬁu)y — K),du.
0
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Podintegralna funkcija je pozitivna ako i samo ako je u vece od ug. 1z tog razloga, dobijeni integral
mozemo zapisati na slede¢i nacin:

oou/lt—l -u
f e (o™ ()Y~ K)
0

(At
Y o 0 At—-1,-u
— Sof uAtty=1lp=(a+p+u gy, — K.l- u € du
I'(At) uk uk I'(At)
_ SoBY mu“W—le—(Huﬂ)udu _ KT, (At ug)
[(At) Jyy, I'(At)
Uvodenjem smene v = (a + u + 1)u dobija se:
00 ; ( ) [ vlt+y—1
Uu t+y—1e— atu+l)u du = f e Vdv
—LK ug(a+u+1) (a +u+ 1)At+y—1

1 oo

— At+y-1,-v
= v e Vdv
(a +tu+ 1))Lt+y—1 —[uK(a+u+1)

L@t +y, (a+p+ Dug)
- (a + pu + 1)A+r-1

Konacno,

SoB'T, (At +y, (a+p+Dug) LA, uK)>

Ce™™E((l; — K)4|Fo) = Ce_rt< F(At)(a + p + 1)At+r-1 r'(4t)

U praksi, reosigurava¢ ¢e naplatiti reosiguranje sa grupom parametara Koji Su
konzervativniji od onih koji su fitovani podacima, kako bi ukljué¢io sigurnosno optereé¢enje. Model
sa vremenskom promenljivom se moze koristiti za procenu ugovora koji pokriva visak mortaliteta
izazvanog epidemijom. Na primer, posmatra se ugovor koji planira isplatu u iznosu C(D; — K) u

......

Ako je r bezrizi¢na kamatna stopa i ako je ug pozitivno resenje jednacine:
K
uSoBY (a + w)~r="

Fl(y + 1, u(a + ,u)) =

onda je vrednost ugovora o reosiguranju:

Ce ™ E((D; — K)+]Fo)

e HSoBY [PuMle L (At )
= Ce ((a+,u)V+1J T Fl(y+1,u(a+,u))du—l(w>.

Uk
Nazalost, integral u poslednjem zapisu se mora numericki resiti.
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4.3. Procena i ilustracija

Kako bismo ilustrovali koliko dobro model sa viemenskom promenljivom moze da objasni
evoluciju pandemije, fitujemo podatke za COVID-19 za Srbiju. Kao u poglavlju Empirijska
ilustracija, parametri su dobijeni minimizacijom tezinske srednjekvadratne greske izmedu
ocekivanih i stvarnih veli¢ina inficirane populacije:

2
228 i (E(L | Fo) — 127%)

Nobs
k=1 Yk

(e + 17 6) = argmin

Koristimo iste tezinske koeficijente kao u jednacini (17).

S obzirom na to da je uticaj stope remisije i stope mortaliteta na I, isti, prvo procenjujemo
njihov zbir. Snaga mortaliteta se zatim utvrduje uzimanjem u obzir odnosa umrlih prema broju
zarazenih osoba prilagodenih vremenskim koeficijentom. Tacnije, poSto 7, ima prirastaje koji su
gama-distribuisani, onda je E(At.) = Adt. 1z jednaCine (24), imamo da je E(dD;|F,) =
UE(I,_|F,)Adt. Dalje, dobijamo da je stopa mortaliteta data na sledeci naéin:

Nobs obs
Zk=1 de

AT pebs 1, )de

a=

Procenjeni paramteri su dati u Tabeli 4. dok se na llustraciji 4. uporeduju oéekivani broj
inficiranih dobijen modelom sa vremenskom promenljivom i njegov deterministicki pandan za
Srbiju. Globalno, ne primecuje se nikakva sli¢nost izmedu parametara dobijenih modelom sa
vremenskom promenljivom i deterministickim modelom. Kvalitet fitovanja, meren sa SSE, je
losiji u verziji modela sa vremensku promenljivom, nego u deterministickom modelu.

A ~

Zemlja Intervali a % B Q A SSE

| 6,95 45,65 0,34 | 0,00034 60 3.089

I 1,74 61,25 0,07 0,00013 78,41 1.010.194
Il 36,83 31,02 2,68  0,00063 11,33 350.405
v 2,07 29,94 0,15  0,00020 50 307.188

Srbija

Tabela 4. Procenjeni parametri za model koji prate zakonitost jednacine (19) ( jedinica za vreme t: godina).
SSE je vrednost optimalnog kriterijuma u jednacini (1).
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IV interval
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4.000 / ‘
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\
V Vo

~
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Ocekivani broj zarazenih po modelu
Broj zarazenih po deterministickom modeli

lustracija 4. Uporedivanje E(I.|F,) sa stvarnim vrednostima i onih dobijenih deterministi¢kim
modelom

Tabela 5 prikazje fer premiju, izraCunatu u programu Wolfram Mathematica, za

zdravstveno osiguranje i osiguranje od smrti. S obzirom na to da model sa vremenskom
promenljivom predvida u proseku vecu zdravstvenu beneficiju tokom faze Sirenja zaraze,
zdravstveno osiguranje je skuplje od onog dobijenog deterministickim modelom. Kao i u
prethodnoj glavi, ponovo dobijamo malu premiju koja je posledica veoma niske stope smrtnosti.

Fer p po
b c Ferp deterministickom A+1% A2—-1%
modelu
730.000 0 1,824*1071 1,57*107° 1,820%1071 1,828*1071
I
0 100.000 6,469 107 4,36%1078 6,452% 107 6,483% 107
730.000 0 2,946*1072 6,72%1073 2,943*107 2,950*107
Il
0 100.000 2,127*%1072 9,04*%10°° 2,124*%1072 2,130*%1072
730.000 0 2,523*10?! 1,06*1072 2,509*10" 2,537*10?!
"
0 100.000 5,678*10~* 1,35%107° 5,642*10* 5,714*10~*
730.000 0 4,600*10? 1,36*%1071 4,591*10? 4,609*10?
\Y;
0 100.000 2,561*%1073 1,83*107% 2,556*%1073 2,567*1073

Tabela 5. Fer premija p za Srbiju prema modelu sa vremenskom promenljivom.

Vremena za date intervale su T; = 0,30, T}; = 0,61, T;;; = 0,38,T;, = 0,53 godinai r = 2%.
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5. Model difuzije skoka

Model difuzije skoka predstavlja alternativni stohasti¢ki model za dinamiku inficirane
populacije koji obuhvata slu¢ajan Sum i ponovno lokalno izbijanje epidemije. Model se analiticki
lako izra¢unava pomoc¢u POT-metode (eng. peak over threshold method). POT metoda je jedan od
nacina za modeliranje ekstremnih vrednosti. Glavni koncept metode jeste da se koristi prag kako
bi se izdvojile vrednosti koje se smatraju ektremnim od ostalih podataka. Nakon toga se kreira
model za te ekstremne vrednosti tako $to se modeluje rep svih vrednosti koje prelaze ovaj prag.

5.1. Formulacija modela

Posmatra se prostor verovatnoca ({,F,P) na kome je definisano Braunovo kretanje
(Wp) ¢ 1 slozen proces skoka (L;)¢so. Neka je (N;):>o Poasonov proces sa parametrom A € R* i
neka su (J,)xen~J nezavisne i identi¢no rasporedene sluc¢ajne promenljive definisane na R* sa
funkcijom gustine verovatnoce f;(*).

Ocekivanje i varijansa skoka dati su sa E(J) = pu; i V(J) = 0]2, respektivno. SloZeni
Poasonov proces (L;):so je definisan kao suma skokova J;, do vremenskog trenutka t:

N¢
L, = z I (32)
k=1

Pretpostavlja se da dinamika populacije zarazenih osoba prati zakonitost geometrijske
difuzije skoka:

dl, = —(a + pldt + It%dt + ol,dW, + I, dL,, (33)

gde su a, u,% stopa oporavka, stopa mortaliteta i stopa zarazavanja, respektivno. Sa ol,dW,

oznacava se Gausov Sum, pri ¢emu je o € R, dok I,dL; oznaava nasumi¢ne diskontinuitete
uzrokovane otkrivanjem grupa infekcija. Stopa kojom klasteri $ire infekciju predstavljena je sa
dL¢, N je broj takvih klastera u trenutku t, a J;, broj ljudi u k-tom Kklasteru. Npr. ako u trenutku ¢
imamo organizovano: utakmicu, svadbu, kongres, onda je N, = 3, a J; broj ljudi na utakmici, J,
broj ljudi na svadbi i /5 broj ljudi na kongresu.

Sledec¢a jednakost predstavlja reSenje (32). Pod pretpostavkom da I, zadovoljava
jednaéinu (32), veli¢ina zaraZzene populacije jednaka je:
0'2 Nt
I, = spe (T gy [ [a+. 34
k=1
Ovaj rezultat je direktna posledica Itove leme za difuziju skoka. Za procenu polise
osiguranja, neophodno je pretpostaviti dinamiku kumulativhog broja umrlih, D,. Kao i u
prethodnim modelima, trenutni broj smrtnih slucajeva u trenutku t jeste proporcionalan (sa
faktorom p) sa brojem trenutno inficiranih slucajeva. Diferencijalna jednac¢ina za S;, populacije
osetljivih na virus, garantuje da ukupan broj populacije ostaje jednak S,:
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dD; = ul.dt
|4
dSt = It ((l - ?) dt - O—Itth - It—st
Broj umrlih osoba je D, = u fot I.ds,gde je S, =S, — I, — D.
Naredna teorema daje prva dva momenta za I.

Teorema 5. Oc¢ekivanje i varijansa broja zarazenih osoba u trenutku ¢ dati su sa:
E(I;|Fo) = Soe M=) (BryY, (35)
v(ltlTO) — Sge—2(a+u)t(ﬁt)2y82)lu]t(e(oz+/1[E(]2))t _ 1) (36)

Dokaz. Obzirom da je W, nezavisno od N;, o¢ekivanje od I; jednako je proizvodu o¢ekivanja:

o2
E(Itliro) - E Soe—(a+u+7>t+aWt

o | [a+so1,

) k=1 W,

=E <Soe_(a+#+7)t+th(ﬁt)yw—"o) e | [a+m1F
k=1

N
0.2
= Spe (@ (BE)VE <e‘7f+“Wt|:Fo> E n(1 + 1) |Fo |-
k=1

W, je Braunovo kretanje, $to znaci da oW, ima normalnu raspodelu sa o¢ekivanjem 0 i

0.2
disperzijom o2t, tj. oW, ~N'(0, 52t) i vazi: E (e_THUWtU-”O) =1

Funkcija generatrisa momenata za slucajnu promenljivu X sa Poasonovom raspodelom sa
parametrom A je E(e*X) = ghle’=1), Zbog toga je funkcija generatrise momenata za N, data sa

E(e®Ne) = e~ j N, je nezavisno od (Ji)k=1,. n,- Oekivanje proizvoda skokova je:

Ny N
B [[a+s01% | =[] +w) 1% | = £ ()7,
k=1 k=1

]’[2’;1(1 +u ]) = N¢(1 + ;) jer svaki ¢lan proizvoda ima isto oCekivanje i varijansu, a ukupan

broj ¢lanova je N;.

E (eln(nllz]:tl(1+uj))|-7:0) = E(eNenC+u)|F,) = elf(em(””’)-l) = eM+y—1) = ety

Konacno,

E(1F) = Soe™“HOL(B)Y Xt = Sye (0 (gryy.
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Drugi momenat za I; se sli¢no dobija.

N¢ 2

E(?1F) = Sge 2@ ey (e~ 2ow g )| | | [a+0 | 17

k=1
Obzirom da e2°"t ima log-normalnu raspodelu, vazi:
24 . — 2 2
E(eZJWtITO) = 20°t IE(e o t+20Wt|j;-0) =0t

Dalje, zbog nezavisnosti (Ji)=1,.n, | N¢ vazi:

2

N¢ Nt
Bl (| [a+50) 17 | =B ] [B@ +50217 | = B(eranar2u=07,)
k=1 k=1

1n(1+2u]+lE(]2))

_ oMo 1) = pM(+2p+E(2)-1) = Gt (20+E(?))

Stoga je drugi momenat:
]E(Itzlj:'o) — Sge—2(a+ﬂ)t(ﬁt)ZVeo-zte).t(Zﬂ]+lE(]2)) — Sg(ﬁt)Z]/e(/12[1]+ME(]2)+0'2—2((Z+H))L'
Varijansa za I je
2
V(Itw:o) = E(ItZITO) - (E(Itw:o))
_ Sg(ﬁt)zye()LZu]+lIE(]2)+02—2(a+u))t . Sgez(lu]—(a+u))t(ﬁt)2y

= 5§ (ﬁt)zyeZt(A’”_(“J’”))(e(/UE(JZ)mZ)t - 1).
n

Slede¢a teorema predstavlja analitiCku formulu za procenu ocekivanih beneficija
zdravstvenog osiguranja placenih do trenutka t. Rezultat je slican rezultatu kod deterministi¢kog
modela, samo $to se u ovom sluc¢aju Uzima u obzir ucestalost i prosec¢na veli¢ina skokova.

Teorema 6. Neka je r € R*diskontovana kamatna stopa. Integral diskontovanog o¢ekivanog broja
zarazenih je:

' SoBY
f e S E(I;|Fo)ds = er(y +1,6t),
0

J
gde je I (¥ + 1, x) donja nepotpuna gama funkcijai 6;,t = r + a + p — Ay;.

(37)

Dokaz teoreme je sli¢an dokazu Teoreme 1. Ubacivanjem izraza (34) u E(4|F,), pa
potom u integral, dobija se jednacina (37). Za razliku od modela sa vremenskom promenljivom,
oc¢ekivani broj smrtnih sluc¢ajeva i njegov diskontovani integral, mogu da se izraCunaju u
zatvorenom obliku i reSenje se dobija preko donje nepotpune gama funkcije.
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Posledica 2. Oc¢ekivani kumulativni broj umrlih od epidemije u trenutku t > 0 jednak je

SoBY
E(D,|F,) = Wn(y +1,t(a +pu— ). (38)

Ako 8, = (r + a + ) — Ay, otekivanje integrala diskontovane varijacije D, jednako je:

’ _H oﬁ
0
J

Neka je polisa osiguranja data kao u poglavlju Aktuarsko vrednovanje polisa osiguranja
deterministickog modela epidemije sa rokom dospeca T. Premija je oznacena kao i do sada sa p,
zdravstvena beneficija sa b, a jednokratna beneficija koja se isplacuje u slu¢aju smrti osiguranika
je c. Naredna teorema daje fer premiju koja obezbeduje finansijski ekvilibrijum polise pod
pretpostavkom da su mere vrednovanja cena i realne mere identi¢ne.

Teorema 7. Za beneficije (b,c), fer premija koja obezbeduje aktuarski ekvilibrijum polise
osiguranja, data je sa:

b+ cl)SoBY0, T (v +1,6,T) (40)
[y eTSE(S,|Fo)ds

gde je imenilac jednak

T
- So _ SoBY U
J; e TSE(Ss|Fy)ds :7(1 —e Ty — 9}’“ l"l(y +1, HJT) (1 + ;)
uSoBYe T, y+1Ta+,u Au
b 1t ( ])) (41)

r(a +u— /1,11])

Dokaz. Fer premija je u stohastickom modelu data jednacinom (28).

Integral fOTe‘”[E(ISU-"O)dsje dat jedna¢inom (37). Kako je S; = S, — I; — D;, onda je

T S
f e TSE(Ss|Fo)ds = 70(1 —e7T) — 0“1 Fl()/ +1,6,T) - f e TSE (Ds|Fy)ds, (42)
0 ]

gde je [ OT e "E (Dg|F,)ds dato sledecom jednadinom:

T T N T N
f e "SE(D,|F,)ds = ,uf e‘”f E(I,|F,)duds = uf e‘rsf Soe M =(@+ By du ds
0 0 0 0 0

T N
= uSO,BV.[ e‘”f e Auy=(@tiuyy gy ds.
0
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Iy(y+1s(a+u—Auy) .
( )YHI )sledl

Dalje, posto je f:e(’l”l_(““))“u”du i P—
at+u—Apy

T T I, (y+1,s(a+u—/1y]))
J. e "E (Dg|Fy)ds = uSO,BVf e’ S.
0

0 (a+p— Au,)yﬂ

Koriste¢i parcijalnu integraciju sa smenom:
e~ TS

u=Fl(y+1,s(a+u—l,u]))idvzmds

dobija se:

fTe‘TS I (y +1Ls(a+u— /1;1])) s
0

(tu—2m)"™"

s=T

—rs —
— _le i ()/ +1, S(a tu A'ul)) + lee(Ay]—(r+a+u))ssyds
0

r (a +u _/Lu])l’“ B r

e T, (y +1, T(a +u—- ﬂﬂj)) Fz(]/ t+1 HJT)
y+1 + y+io
r(a +u-— /1#]) r9]

Stoga, integral diskontovanog o¢ekivanog broja smrtnih slucajeva je:

T uSoBYe Iy + 1, T(a+u— Au S BT (v+16T
e~"E (Dy|Fy)ds = — — ( ( ’))+“ o0y +1,6,T) (43)
siv0 y+1 9y+1
0 r(a +u— A,u]) ro,
Kombinovanjem (42)i (43) dobija se (41)
n
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5.2. Reosiguranje u modelu difuzije skoka

Kao i u modelu sa vremenskom promenljivom, i u ovom poglavlju se mogu proceniti
razli¢ita pokrica reosiguranja pomocu Monte Karlo (eng. Monte Carlo) simulacija. Kada su
skokovi konstantni i jednaki | = k € R*, ugovori o reosiguranju sa isplatom koja zavisi od I, se
mogu vrednovati izrazom zatvorenog oblika. U ovom sluéaju, uslovno po N; = n skokova, I, ima
log-normalnu raspodelu, pa vazi:

N, = n) = Sp(Bt) et ",

gde Xt(") ~N (ux(t,n); 0(t,n)). Srednja vrednost i varijansa za X,fn) respektivno iznose:

0.2
Ux(t,n) =nin(1 + k) — <a +u+ 7) t,

oz(t,n) = o?t.

Naredna teorema daje analiticki izraz za ugovor o reosiguranju koji daje isplatu u iznosu
od C(I; — K) u vremenskom trenutku t, ako I, > K, gde C, K € R*. Parametri modela su isti po
ceni i realnim merama.

Teorema 8. Neka su

do(tm) = 5= <1n (g7) — 1@ n)), (44)

di(t,n) = d,(t,n) — ox(t,n). (45)
Vrednost reosiguranja prekoracenja dozvoljenog praga broja inficiranih osoba jednak je:

Ce ™ E((I: — K)+|Fo)

_Ce—erpuvt-n) (satprer S o(-a,m) - ko(-aem) i

=0

gde P(N, = n) = (”)

normalne slucajne promenljive.

e i ®() je kumulativna raspodela verovatno¢a standardizovane

Dokaz. Cena ugovora se moze zapisati kao zbir uslovnih o¢ekivanja u odnosu na N;:

Ce T B(U, = K)4IF) = Ce™™ Y P(Ny = mE ((So(B0) X" = K) 1),

n=0

Uslovno oc¢ekivanje se moze zapisati kao razlika dva integrala na slede¢i nacin:
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E((So(BO)YeX" — K),|F,)

u? _u?

[ee]

e 2 e 2

= So(ﬁt)”f ebxtoxt —  dy — KJ
oxu K 1/ ovi K A/
elxtox ZSO(ﬁt)V 21 eHlxtox ZSO(Bt)V 21
Drugi ¢inilac, nakon promene varijable, jednak je:
_u? u?
@ e 2 * e 2
Kf du = f —du = K¢(—d2(t, n)),
oyu 1

elxtox > V u>—(]n<50(ﬂt)y) ”'X) VZTL-

gde je dy(t,m) = - (tn)( (S (’;t)y) — ux(t,n)). Na isti nacin, prvi Cinilac jednacine (47)
X

postaje:
u2
sogey [ wron® 2 g
o(pt erxToxXt ——du
- K A/
() 2m
_u?-20xu+oy
S (Bt)y /,Lx+o-2_)2( o e 2 d
= e ——du
’ ek (n( Vo) V2T
ox\ \Sp(Bt)Y
_(u-0x)?
=S (ﬁt)y ﬂx+ f e 2 d
=S, e ———du
wzg(n(sycgay)-wx) V2T
Potom, uvodi se smena s = (u — oy)? i dobija se:
u2
S(ﬁ)yfoo u+oue_7d
o(pt erxTex u
oxus___ % K \V
efxtox “So(Bt)Y 2m
SZ
o e’z
= So(ﬁt)ye#X-F 2 dS

SZ%O“(SO(I[;)V)‘“X)“’X Vo
2
= So(BOY P T (—dy (6, ).
Konacno,

Ce " E((I: — K)+1Fo)

oS gt -vocason)
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Po konstrukciji, kumulativni broj umrlih osoba od virusa do trenutka t je proporcionalan
integralu od I,. Nazalost, statistiCka raspodela D, je nepoznata, pa ugovori o reosiguranju koji
pokrivaju visak mortaliteta moraju biti vrednovani simulacijama.

5.3. Procena modela difuzije skoka

Model difuzije skoka je fitovan u dva koraka. Neka je E(I|Fy) = Soe"*(Bty) gde je
n = Au; — (a + p) i tj suvremena posmatranjazak = 1, ..., nyps.

Prvi korak se sastoji u ocenjivanju parametara B,y i 1 minimizacijom teZinske
srednjekvadratne greske izmedu ocekivanog i stvarnog broja inficiranih ljudi:

Zk"bswk(lE(lkITo) IkObs)

(7,7,8) = argmin T o (48)

Obzirom da se ocekivanje I; u pristupu difuzije skoka poklapa sa deterministickim
modelom, dobijamo iste procene za 7, 8 kao u Tabeli 2.

Drugi korak podrazumeva fitovanje procesa skoka metodom POT. Na osnovu jednacina
(33) i (35) definisemo Y; kao odnos procesa I; prema njegovom ocekivanju:

Iy (—Au —0—2)t+oW Ne

hom sl e T (1
© T EWL|Fo) =1

Koriste¢i Itovu lemu, dobijamo da je Y; pracen slede¢om infinitezimalnom dinamikom:

ay,
—* = oW, +dL, — At (49)
t

Vrednost Y; u trenutku ¢, je Y i definis§imo sa Z;, = % diskretnu aproksimaciju za
k

d . . ) . .
%. Ako je vremensko kasnjenje od jednog dana izmedu dva uzastopna posmatranja A, onda na
t

osnovu jednacine (49) , Z; moZemo aproksimirati na sledeci nacin:
Zk = € + ALk - /LLLJA, (50)
gde je e,~N'(0,0vA)iAL, = L, — L¢,_,.Veruje se da do skoka dolazi kada je Zj iznad praga,

g(q), gde je q nivo poverenja. Da bismo definisali prag, fitujemo cist Gausov proces sa
vremenskim serijama Z, ~u,A + o,W,. Nepristrasne procene za u, i o, Su:

nobs ~2 Nobs 7 _
Hz nobsAz oz (nobs - 1)AZ ( MZ
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Ako @®(-) oznatava kumulativnu funkciju distribucije standardne normale, g(q) se
postavlja na g percentil Gausovog procesa: g(q) = fi,A + 6,VA®~1(q). Vreme s, k-tog skoka
je:

s = min{t; € {t5, .., t,} | z; = g(q),j = k}

i uzoracka putanja (N;);so se priblizava slede¢im vremenskim serijama:

N(tx) = max{j € N|s; < t;}.

Pod pretpostavkom da je difuzija zanemarljiva u odnosu na skokove, asimiliramo z, — u,A
sa J; kada se skok detektuje u vremenskom trenutku t.
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Zakljucak

Ono $to mozemo zakljucditi jeste da pandemija COVID-19 nije uticala samo na globalni
zdravstveni sistem, nego i na ostale sfere, a svakako je imala bitan uticaj i na osiguravajuée
kompanije. Bitnu ulogu u osiguravaju¢im druStvima imaju aktuari, koji pomoc¢u matematickih
modela procenjuju fer premiju.

U ovom radu smo se upoznali sa jednim deterministickim i dva stohasticka modela. Prvo
smo formulisali determinsiticki model gde smo videli cemu je jednak broj zarazenih osoba, kao 1
broj umrlih usled epidemije. Dalje, dali smo jednac¢inu fer premije koja osim parametara kao $to
su stope smrtnosti, oporavka, zarazavanja i prenosivosti virusa, zavisi jo§ i od beneficije i
jednokratne beneficije. U narednom koraku, pomoc¢u minimizacije tezinske srednjekvadratne
greSke dobili smo procenjene parametre pomocu kojih smo dosli do fer premije u Srbiji. Zakljucili
smo da je mala stopa smrtnosti dovela do male premije u spomenutoj drzavi.

Obzirom da u praksi posmatramo slu¢ajno kretanje broja zarazenih osoba, u ovom radu
smo pricali i o modelu sa vremenskom slu¢ajnom promenljivom. Kroz teoreme smo pokazali cemu
je jednak ocekivani broj zarazenih kao i umrlih, nakon ¢ega smo objasnili i fer premiju. Odredili
smo vrednost reosiguranja prekoracenja dozvoljenog praga koji pokriva prekomeran broj
inficiranin  ljudi. Kao i u deterministickom modelu, pomocu minimizacije teZinske
srednjekvadratne greske, dosli smo do ocenjenih parametara nakon ¢ega smo izracunali i fer
premiju. Na ilustracijama smo videli da model sa vremenskom promenljivom losije fituje krivu
koja predstavlja stvaran broj zaraZenih u odnosu na determinsiticki model. Razlog za to je §to smo
uveli stohastiku i §to u stvari posmatramo ocekivanje. Takode, fer premija je neSto veca od
prethodno spomenutog modela.

Na kraju, videli smo 1 drugo stohasticko proSirenje deterministickog modela koje je
zasnovano na procesu difuzije skoka. Dokazali smo ¢emu je jednako ocekivanje 1 varijansa broja
zarazenih u datom trenutku, kao i ¢emu je jednaka fer premija. Razmatrali smo ugovor o
prekoracenju dozvoljenog praga (eng. excess-of-loss contracts) koji obezbeduju nadoknadu
ukoliko broj zarazenih ili broj umrlih prede odredeni prag. Videli smo i da je model difuzije skoka
fitovan u dva koraka koji podrazumevaju minimizaciju tezinske srednjejvadratne greske i POT
metod.
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