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Uvod
Tema rada

Zahvaljujuéi aktuelnom trendu rasta naseljenosti, sveprisutnoj internaciona-
lizaciji i neobuzdanoj urbanizaciji, u 21. vijeku su stvoreni idealni uslovi za

umnozavanje i Sirenje novih zaraznih bolesti.

Prvi kvartal 2020. godine obuhvata pocetak nove ere u kojoj se
covjeCanstvo susreCe sa najvecom prijetnjom modernog doba. U samo neko-
liko sedmica, koronavirus je pokrenuo globalnu revoluciju koja je ugrozila
egzistenciju svih pripadnika svjetske populacije. Kao rezultat nekontrolisanog
Sirenja virusa, Svjetska zdravstvena organizacija® SZO je 11. marta 2020.

godine proglasila pandemiju?.

Od svog izbijanja, pandemija uzrokovana koronavirusom je destabi-
lizovala kako drustveni, tako i ekonomski segment zivota na planeti Zemlji.
Stavige, sektor osiguranja predstavlja jedan od krucijalnih grana industrije

koje su se nasle na udaru tokom ranih faza eskaliranja zarazne bolesti.

Uslijed nagle promjene uslova na trzistu poslovanja (rastuca digita-
lizacija osiguranja, nestabilna trzista kapitala, poremecaj u lancu snabdije-
vanja, itd), dolazi do izmjene u pristupu rjeSavanja novonastalih problema,

koji iziskuje razmisljanje izvan granica aktuarskog okvira.

leng. World Health Organization ili WHO je agencija formirana od strane Ujedinjenih
nacija 1948. godine, sa ciljem uspostavljanja najviseg nivoa zdravlja u svijetu. Agencija
ulaze velike napore u prosirenje univerzalne zdravstvene raspolozivosti.

2 Pandemija oznacava izbijanje bolesti koja se #iri kroz populaciju, uzimajuéi u obzir
Siroko rasprostranjene oblasti kao §to su kontinetni ili cijeli svijet. Za razliku od pandemije,
epidemija razmatra scenarije u kojima je zastupljen manji broj oboljelih i umrlih ¢lanova
populacije.
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Naime, aktuarsko modeliranje datira jos od 14. vijeka, kada je epi-
demija pod nazivom Crna smrt, uzrokovana srednjovjekovnom kugom, odni-
jela zivote 30 — 50% stanovnistva Evrope. Tada je po prvi put, grad London
poceo da vodi evidenciju o broju umrlih i sprovodi redovnu statistiku mor-
taliteta s ciljem prepoznavanja obrazaca i koris¢enja dobijenih podataka za

predvidanje buduénosti.

Od tog momenta, pa sve do danas, razvijene su razli¢ite teorije u
cilju ostvarivanja uspjesne predikcije buduc¢ih kretanja epidemije ili pan-
demije, bazirane na iskustvenim i nedvosmislenim faktima. Medutim, ob-
jedinjavanje znanja i dostignuéa iz oblasti epidemiologije® i aktuarstva, pred-
stavlja prekretnicu u razumijevanju i modeliranju dinamike Sirenja infek-
tivnih bolesti. Dato integrisanje je rezultovalo osmisljavanjem kompartmen-
talnih modela, kod kojih je populacija podijeljena u nekoliko kompartmenata

ili klasa.

Koristeé¢i ustanovljene kompartmentalne modele, aktuarska analiza
odreduje optimalnu premijsku stopu koja garantuje pozitivnu novéanu vri-
jednost, neophodnu za ostvarivanje pozitivnog rezultata poslovanja osigu-

ravaju¢e kompanije tokom perioda pandemije.

3 Epidemiologija je nauéna disciplina koja se bavi ispitivanjem ucestalosti, distribucije
i determinanti stanja ili dogadaja povezanih sa zdravljem svakog pojedinca posmatrane
populacije. Rezultati dobijeni na osnovu ovih istrazivanja se dalje koriste u svrhu unaprje-
denja kontrole zdravstvene zastite.
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Struktura rada

U prvom poglavlju rada, pod nazivom Kompartmentalni modeli, bice
izlozene kako deterministicke, tako i stohasticke varijacije pomenutih epi-
demioloskih modela. Na pocetku poglavlja ¢e biti predstavljeni determin-
isticki modeli koji ne uzimaju u obzir postojanje slucajnih dogadaja unutar
posmatrane populacije. Defakto, razmotri¢emo slucaj osnovnog SIR modela,
koji je zasnovan na orginalnom radu Kermaka i Mekendrika iz 1927. godine,
a podrazumijeva postojanje tri klase: klasu Osjetljivih, klasu Inficiranih i
klasu Oporavljenih ¢lanova populacije. Koriste¢i osnovne parametre ovog
modela, kao sto su stopa infekcije i stopa oporavka od bolesti, definisa¢emo
kljuéni pokazatelj koji nam pruza informaciju o tome da li ¢e se epidemija
prosiriti nakon njenog izbijanja, u literaturi poznat pod nazivom Efektivni
reproduktivni broj. Specijalno, definisa¢emo i Osnovni reproduktivni broj, koji
nam ukazuje na to da li ¢e se bolest prosiriti nakon rane faze njenog izbijanja.
Potom ¢emo paznju usmjeriti na SIS model, koji predstavlja pojednostavlje-
nu verziju SIR modela. U nastavku, analiziraéemo SEIRD model, koji u
odnosu na prethodne modele uzima u obzir period inkubacije (latentni pe-
riod) i razlicite klinicke slike svakog pacijenta. Na poslednjim stranicama
ovog poglavlja, akcenat ¢emo staviti na stohasticki SIR model sa Markovskim
svojstvom, koji se nametnuo kao prirodna potreba za prosirenjem njegove

pretece - deterministickog SIR modela.
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Drugo poglavlje bi¢e podijeljeno na dva dijela — Rezerve i Opti-
malna premijska stopa u povezanom SEIR modelu. U okviru pot-
poglavlja Rezerve, koriste¢i Runge-Kuta metod za rjesavanje sistema diferen-
cijalnih jednacina, formulisa¢emo funkciju beneficijske rezerve, koja odrazava
svojevrsnu vezu izmedu epidemioloskih i aktuarskih velicina. Sprovedena
analiza, rezultovace algoritmom koji izrac¢unava stopu premije m, neophodnu
za ostvarivanje polise sa pozitivnim gotovinskim vrijednostima koje garan-
tuju osiguravajuc¢im kompanijama opstanak na trzistu osiguranja. U posled-
njem dijelu rada, proucava¢emo povezani deterministicki i stohasticki SEIR
model, u cilju odredivanja optimalne premijske stope. Za njeno izrac¢unavanje,
kljuéne komponete ée biti vrijeme osjetljivosti i vrijeme infektivnosti. Stavise,
uz pomo¢ algoritma odredi¢emo optimalnu strategiju alokacije vakcina u
odnosu na zastupljene migracione tokove u okviru posmatrane populacije.
Dodatno, pomocu ,,next generation‘ matri¢cne metode definisa¢emo osnovni
reproduktivni broj u slucaju SEIR modela sa dva povezana centra i konstant-

nim migracionim tokovima.

U prilogu koji ¢e se na¢i na krajnjim stranicama master rada, bice

izlozeni kodovi koriS¢eni za ilustrovanje primjera.

Na samom kraju master rada, autor ¢e iznijeti nepristrasne i argu-

mentovane zakljucke, ¢ime ¢e se osvrnuti na cjelokupan sadrzaj rada.

Novi Sad, 2022

Nikolina Jukié




Master rad Nikolina Jukié

Z.ahvalnica

Ovaj rad je uraden na Departmanu za matematiku i informatiku Univerziteta

u Novom Sadu.

Zahvaljujem se svima koji su bezrezervno pomogli izradu ovog master
rada, a posebno svom mentoru prof. dr Dori Selesi za pazljivo odabranu
temu, neizmjerno strpljenje, korisne sugestije i savjete tokom izrade i pisanja

rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svojoj porodici i prijateljima za bez-

grani¢nu podrsku tokom studiranja.

Nikolina Jukié

10



Popis skracéenica

Skracenica Srpski Engleski
KM Kompartmentalni modeli Compartmental models
SDJ Sistem diferencijalnih jednacina System of differential equations
LMNV Lanac Markova sa neprekidnim vremenom | Continuous time Markov chain
SZ0 Svjetska zdravstvena organizacija World Health Organization
OPE Osnovni princip ekvivalencije The basic equivalence principle
DFE Tacka ravnoteze bez bolesti The disease-free equilibrium point




Master rad Nikolina Jukié

1 Kompartmentalni modeli

Napori naseg drustva u borbi sa globalnom pandemijom mahom se osla-
njaju na sposobnost svakog matematicara da prvenstveno razumije, a potom
modelira i predvidi dinamiku Sirenja virusa i prenoSenja zaraznih bolesti.
Najzastupljeniji matematicki modeli koji predstavljaju okosnicu u ispunja-
vanju prethodno navedenih ciljeva su zasigurno kompartmentalni modeli*
(KM). Kod ovih modela populacija je podijeljena u razlicite klase u zavis-
nosti od faze bolesti u kojoj se svaki pripadnik populacije nalazi u momentu
posmatranja. Dalja analiza svodi se na formiranje i rjeSavanje sistema difer-

encijalnih jednacina (SDJ).

1.1 Deterministicki modeli

Deterministicki modeli su zapravo oni KM koji ne uzimaju u obzir postojanje
slucajnih dogadaja unutar cjelokupne populacije (tj. unutar svih posma-
tranih klasa). U nastavku rada ¢e prvo biti razmatran osnovni SIR® model,

a potom ¢emo se osvrnuti na nesto slozenije deterministicke modele.

‘eng. Compartmental models u prevodu oznacava modele koji podrazumijevaju posto-
janje odredenih grupa ili klasa posmatrane populacije.
5SIR. predstavlja akronim rije¢i Susceptible, Infected, Removed.

12
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1.1.1 SIR model

Baziran na orginalnom radu Kermaka i Mekendrika® iz 1927. godine izloZen

u [1], osnovni SIR model posmatra tri klase (ilustrovano na slici 1):

1. Susceptible ili Osjetljivi

Pod osjetljivima se podrazumijevaju oni koji nisu imuni na posmatranu

infekciju i podlozni su zarazi.

2. Infected ili Inficirani

Inficirani su oni ¢lanovi populacije kod kojih postoje odredeni simptomi
bolesti prouzrokovani virusnom infekcijom i ubrajaju se u potencijalne

prenosioce virusa.

3. Remowved ili Oporavljeni

Oporavljeni predstavljaju dio populacije koji se uspjesno izborio sa

bolesti 1 stekao imunitet.

L oe o0
~ =) 0 == U
Susceptible Infected Removed

Slika 1. Klase osnovnog SIR modela

50snovni SIR model ili Kermak-Mekendrikov model (eng. Kermack-McKendrick model)
prezentovan je u radu ,,A Contribution to the Mathematical Theory in Epidemic“ koji je
objavljen 1927. godine.

13
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Pretpostavke pod kojima analiziramo osnovni SIR model su sledece:

A. Oznacimo sa N(t) veli¢inu populacije u zavisnosti od vremena t. Za
pocetak, pretpostavimo da u populaciji nema radanja ni imigracije, te
da je bolest kratkotrajnog karaktera i nema smrtonosni ishod, sto dalje

implicira da je N(t) = N, N = const.

B. Zatim ozna¢imo sa S(t) i I(t) broj osjetljivih i zarazenih pojedinaca
u trenutku ¢, respektivno. Razumljivo, broj oporavljenih pojedinaca u

trenutku ¢ je onda definisan na slede¢i nacin:
R(t) =N —S(t) — I(t). (1)
Napomena 1.1. S(¢), I(t) i R(t) su funkcije u zavisnosti od vremena t.

C. Dalje pretpostavimo da se pripadnici populacije homogeno mijesaju $to
znaci da svaki pripadnik ima jednaku vjerovatnoéu’” da dode u kontakt

sa bilo kojim drugim pripadnikom posmatrane populacije.

D. Dinamika transmisije ili prenosenja bolesti zasniva se na zakonu masouvne
akcije® navedenom u [2], §to znaci da stopa sekundarne infekcije® zavisi

od veli¢ine osjetljive i inficirane klase.

"Vjerovatnoéu u okviru ove pretpostavke mozemo tumaciti samo intuitivno, jer se za-
pravo radi o deterministickom modelu.

8Zakon masovne akcije (eng. The Law of Mass Action) kaze da je brzina ¢ kojom
se infekcija Siri u populaciji proporcionalna proizvodu broja inficiranih I i osjetljivih S,
odnosno, matematickim simbolima zapisano ¢ = plS, gdje je p = const. A priori zakon
mozemo interpretirati kao uniformno mijesanje inficiranih sa osjetljvim ¢lanovima popu-
lacije.

9Primarna infekcija odnosni se na nultog pacijenta za kog se smatra da se u grupi
povezanih sluc¢ajeva prvi inficirao i od kog krece dalje Sirenje virusa, dok se sekundarna
infekcija odnosi na novonastale zarazene kojima je prvozarazeni nulti pacijent prenio virus.

14
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E.

Oznacimo sa [ stopu infekcije (eng. the infection rate), tacnije stopu

koja predstavlja broj kontakata kojima pojedinac moze da prenese bolest

u jedinici vremena. Stavise, £I(t) mozemo tumaciti kao stopu zaraznih

kontakata (eng. the rate of contagious contacts). Posto se bolest prenosi

samo izmedu osjetljivih i zarazenih osoba, stvarna stopa prenosa (eng.
pIt)S(t)

the actual rate of transmission) je ————.

N

« oznacava stopu oporavka od bolesti (eng. the recovery rate) koju virus
izaziva. Drugim rijecima, predstavlja udio klase Inficiranih koji je izlijecen
i stoga pripada klasi Oporavljenih, sto dalje implicira da je al(t) stopa
smanjenja u klasi Inficiranih (eng. the rate of decrease in the Infected

class).

Bitno je naglasiti da ovaj model ne razlikuje uzroke moguceg ozdravljenja,
Sto moze znaciti oporavak, sticanje imuniteta ili smrt. Kada se jednom
oporave, pripadnici klase Oporavljenih se vise ne mogu vratiti u klasu

Osjetljivih ili Inficiranih.

Istaknute pretpostavke dovode do formiranja slede¢eg SDJ (opsirnije

u radu [3]):

5 = -p1(0 > )

S(t)

I'(t) = pI(t) 7 —al(t) (3)

Kao sto mozemo primijetiti, SIR model je predstavljen u formi izvoda

broja pripadnika svake posmatrane klase u trenutku ¢. Dobra definisanost

proizilazi iz ¢injenica da svaka klasa ima dovoljno veliki broj ¢lanova i da je

broj osoba u svakoj klasi diferencijabilan u odnosu na vrijeme.

15
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Naime, izvjesno je da SDJ prikazuje brzinu promjene broja ¢lanova
unutar svake klase tokom vremena (brzinu promjene broja ¢lanova klase Opo-
ravljenih je moguée izraziti pomoc¢u (1)). Takode, pozeljno je uociti da se na

osnovu (3) moze donijeti zakljuc¢ak o sirenju bolesti na sledeéi nacin:

i. Bolest se siri, tj. I'(t) > 0 ukoliko vazi:

S(t) ,
BT -0 > 0,

ii. Bolest ¢e izumrijeti, tj. I'(t) < 0 ukoliko vazi:

S()
ﬁT —a<0.

Napomena 1.2. Nejednakost I'(t) < 0 (I'(t) > 0) potvrduje ¢injenicu da
¢e se broj inficiranih vremenom ili smanjivati (povecavati) ili eventualno biti

konstantan.

Kljuéni pokazatelj koji nam daje informaciju da li ¢e se epidemija prosiriti
nakon njenog izbijanja jeste Efektivni (opsti) reproduktivni broj (eng.
the effective (general) reproductive number) definisan kao:

_ 850

R
T a N

(4)

Ovaj broj oznacava prosjecan broj sekundarnih infekcija uzrokovanih
jednim zaraZenim pojedincom u trenutku t. Kako bismo Sto bolje razumijeli

(4), potrebno je da pojasnimo sledeée velicine:

I, . . .
° B je prosjecno vrijeme tokom kog zarazena osoba prenese virus;

1
e — je prosjecno vrijeme tokom kog se zarazeni oporavi;
o}

16
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e — je prosjecan broj kontakata sa kojima zarazena osoba dolazi u dodir
o

prije njenog oporavka.

Specijalno, ukoliko je t = 0 definiSemo Osnovni reproduktivni broj
(eng. the basic reproduction number) koji nam ukazuje na to da li ée se
bolest prosiriti tokom rane faze njenog izbijanja, odnosno, koliko prosjecno
clanova populacije moze da zarazi novopridosla zarazena osoba. Razlikujemo

tri slucaja:

Ry =1 = jedna zarazena osoba moze da zarazi u prosjeku samo jednu

osjetljivu osobu, stoga bolest postaje endemska';

Ry < 1 = jedan zarazeni pojedinac moze da zarazi u prosjeku manje

od jedne osjetljive osobe, te u tom slucaju dolazi do izumiranja bolesti;

Ry > 1 = jedan zarazeni moze da zarazi u prosjeku vise od jedne
osjetljive osobe i zbog toga dolazi do epidemije uslijed pojave velikog
broja novozarazenih.

L

7o ima posebno znacenje i naziva se

Potrebno je naglasiti da izraz 1 —
prag imuniteta stada'’. Na primjeru 1.3, ilustrovacemo Sirenje infekcije
pomocu dijagrama (slika 2) sa osnovnim reproduktivnim brojem Ry (za vise

informacija pogledati rad [4]).

0Endemska bolest je patologija koja je trajno prisutna na odredenom podruéju u okviru
jedne populacije. Njena prisutnost se ogleda u relativno malom broju postojanih slucajeva
zaraze.

Hmunitet stada (eng. Herd immunity threshold) podrazumijeva imunizaciju odredene
kriticne mase u cilju stvaranja antitijela. Veéina naucnika smatra da je najmanje 70%
stanovnistva potrebno vakcinisati kako bi se sprijecilo dalje Sirenje zaraznih bolesti.

17



Master rad Nikolina Jukié

Primjer 1.3. ([4]) Posmatrajmo slucaj kada je Ry = 4, pri ¢emu se po-
pulacija sastoji od 3 generacije. Razlikovacemo osjetljive od imunih clanova
populacije © s tim u vezi analizirati dvije situacije: situaciju A i situaciju

B.

Ry=4

— Transmission
= = == No transmission
(O susceptible

B Immune O O
O O o

Slika 2. Dijagram transmisije infekcije pri cemu je Ry = 4

situacija A: Na slici 2 je prikazano sirenje bolesti medu osjetljivim pripad-
nicima populacije koju cine 3 generacije. Kako je Ry = 4, to znaci da bi 1
slucaj zaraze uzrokovao 4 nova slucaja, potom tih 4 bi uzrokovali narednih 16
sluc¢ageva 1 tako redom.

situacija B: Posto smo ustanovili da je osnovni reproduktivni broj Ry = 4,

Ro—1
Ro

dobijamo da je =1- RLO = % = 0.75, Sto dalje implicira da je T5%

populacije imuno. Drugim rijecima, pod ovim okolnostima 1 slucaj zaraze

1

dovodi do samo 1 uspjesnog prenosa infekcije. Slijedstveno tome, izraz 1 — o

definisemo kao prag tmuniteta stada.
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U tabeli 1 navodimo nekoliko procjena osnovnog reproduktivnog broja

Ry za razlicite bolesti preuzetih iz [5]:

Mjesto i vrijeme izbijanja bolesti Ry
velike boginje u Indijskom potkontinentu (1968-1973) | 4.5
poliomijelitis u Evropi (1955-1960) 6
male boginje u Gani (1960-1968) 14.5
SARS epidemija (2002-2003) 35
Spanski grip u Zenevi (1918)

prvi talas 1.5
drugi talas 3.8
pandemija H2N2 gripa u SAD (2009) 1.68
HINT grip u Juznoj Africi (2009) 1.33
ebola u Gvineji (2014) 1.51
Zika virus u Juznoj Americi (2015-2016) 2.06

Tabela 1. Procijenjena srednja vrijednost broja Ry

Neophodno je istaéi da je Zhao u [6] dao preliminarnu procjenu broja
Ry za pandemiju koronavirusa u Kini (od 10. do 24. januara 2020. godine),

koja iznosi izmedu 2.24 i 3.58.

1.1.1.1 Deterministicke funkcije

Analiza mortaliteta se u veéini slucajeva zasniva na kolicniku dva
broja umjesto na apsolutnom broju, stoga se javila potreba da KM mo-
dele interpretiramo pomocu determinsitickih funkcija'? s(t), i(t) i r(t) koje

oznacavaju udio populacije u svakoj od klasa S, I i R respektivno.

12Determinsiticke funkcije s(t), i(t) i r(t) mozemo tumagciti kao vierovatnoce da ée po-
jedinac biti osjetljiv, inficiran ili oporavljen, respektivno, u trenutku t. S druge strane,
znamo da kretanje izmedu klasa zavisi od njihovih relativnih veli¢ina (zakon masovne ak-
cije), stoga kazemo da navedene vjerovatnoée odgovaraju medusobno zavisnim rizicima u

SIR modelu.
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s(t) = %
i(t) = %

Dijeljenjem SDJ (1)-(3) sa konstantnom veli¢cinom populacije N, do-

bijamo sledeé¢i SDJ:

s'(t) = —pi(t)s(t), t>0 (5)
i'(t) = Bi(t)s(t) — ai(t), t>0 (6)
r(t)=1—s(t)—it), t>0 (7)

gdje je s(0) +i(0) = 1, pri ¢emu je s(0) = sg i i(0) = ip . Da bismo
pojednostavili dalju notaciju, promjenljivu £ ne¢emo posebno naglasavati sem
u slucajevima kada je to zaista neophodno. Takode, koristicemo konvenciju
da velika slova, S, I i R, oznacavaju broj pripadnika klasa, dok mala slova,

s, 11 r, oznacavaju udio populacije u svakoj od njih.
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1.1.2 SIS model

Jos jedan uobicajen model, koji se pored SIR modela koristi u modeliranju
razvitka bolesti, jeste SIS model. Za razliku od SIR modela koji uzima u
obzir klasu Oporavijenih R, SIS model sadrzi samo dvije klase: klasu Osje-
tljivih S 1 klasu Inficiranih I (ilustrovano na slici 3). Neizljec¢ive bolesti (kao
Sto je AIDS!3) ili bolesti kod kojih inficirani nakon oporavka ne stice imunitet

protiv ponovnog inficiranja, ¢ine motive za kreiranje ovog modela.

_—

S—

Slika 3. Klase SIS modela

Kao i kod SIR modela, posmatra¢emo okolnosti u kojima istovremeno
nema radanja ni imigracije i bolest nema smrtonosni ishod. Drugim rije¢ima,

veli¢ina ukupne populacije N ostaje konstantna, tj. S(t) + I(t) = N.

IBAIDS predstavlja skraéenicu od Acquired Immune Deficiency Syndrome, $to znaci
sindrom stecenog gubitka imuniteta.
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Oznacavajuéi stopu infekcije sa B i stopu oporavka od bolesti sa «

sliéno kao kod SIR modela, dobijamo slede¢i SDJ koji odgovara ovom modelu
(detaljnije u radu [3]):

= —fsi+ ai (8)
i' = Bsi— i (9)

Posto vazi da je s + i = 1 za svako t, SDJ (8)-(9) se svodi na logisticku
diferencijalnu jednacinu

= (B =) — )i
Napomena 1.4. Navedena jednakost je definisana za svako ¢, jer znamo da
vazi S(t) + I(t) =

N i potom dijeljenjem sa N dobijamo upravo s +1i =1

Za razliku od SIR modela, SIS model zadat sa SDJ (8)-(9) ima ek-
splicitno analiticko rjesenje, dato u sledec¢oj formi

1__
— 1) e (B-a)t
( (0) ) 5
St {_a
( s )e(ﬁa)t

22




Master rad Nikolina Jukié

1.1.3 SEIRD model

Izuzetno je bitno uspostaviti sistem pracenja individualnih klini¢kih ishoda
infekcije, jer se u sustini oni razlikuju po nivou zdravstvenih resursa potreb-
nih za hospitalizovanje pacijenta. U tu svrhu razvijen je slozeniji model,
tzv. SEIRD model. U odnosu na prethodne modele, ovaj model uzima u
obzir period inkubacije i razlicite klinicke slike svakog posmatranog pacijenta
(blaga infekcija, teska infekcija i kritiéna faza). Period inkubacije je vrijeme
od trenutka kada se osoba inficira nekim mikroorganizmom ili patogenom
(virusi, bakterije, gljivice, paraziti i prioni) do trenutka kada se pojave prvi
simptomi bolesti. Kasnije ¢e biti vise rije¢i o modelu koji posmatra samo

period inkubacije kao zaseban slucaj (SEIR model).

Klasu Osjetljivih S, potpuno analogno kao kod SIR i SIS modela, ¢ine
oni koji su podlozni zarazi. Oni pripadnici klase S koji su se u meduvremenu
inficirali prelaze u klasu IzloZenih E (eng. Exposed). Za sada ¢emo smatrati
da su ¢lanovi klase E asimptomatski slucajevi koji jos uvijek ne mogu da
prenesu infekciju. Ukoliko pojedinac ispolji simptome i postane zarazan po
ostatak populacije bi¢e premjesten u klasu Inficiranth I. U okviru klase [ raz-
likovacemo tri klinicke slike: klasu Blago inficiranih I, koji imaju blagu infek-
ciju, klasu Inficiranih sa hospitalizacijom I, kojoj pripadaju oni sa teskom
klinickom slikom i klasu Inficiranih na intenzivnoj njezi I ¢iji su clanovi
pacijenti u kriticnoj fazi. Preostale klase su klasa Oporavijenth R i klasa
Preminulih D (eng. Deceased ili Dead). Vizuelni prikaz prethodno defini-

sanih klasa prezentovan je na slici 4.
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U nastavku navodimo SDJ koji karakterise SEIRD model i opisuje
dinamiku populacije unutar gore pomenutih klasa (za vise informacija pogle-

dati rad [3]):

—(Bily + Baolz + B313)S (10)
E' = (111 4 pols + B313)S —vE (11)
Il =~vE — (61 +p1) (12)
Iy =pily — (62 + pa) I (13)
I3 = pal> — (05 + p) 15 (14)
R' = 0,1; + 0o15 + 0313 (15)
D' = ply (16)

ZB ﬂf‘
OrOfOf Q,%

Slika 4. Klase SEIRD modela
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Svaki od parametara u SDJ (10)-(16) ima svoju klinicku interpretaciju

(slika 4):

Bi, i = 1,2,3, jeste stopa transmisije'* ili stopa prenosa po kojoj
zarazene osobe iz klase I;, + = 1,2, 3 prenose bolest pripadnicima klase

S;

7v je stopa napredovanja iz izlozenog (za vrijeme perioda inkubacije) u
inficirano stanje;

1

— je prosjecni period inkubacije;

Y

0;, 1 = 1,2, 3, jeste stopa oporavka kojom se zarazene osobe u klasi I;,
1 = 1,2,3 oporavljaju od bolesti i postaju imune;

1
0i
oporavka zarazenog i njegovog prelaska u klasu R;

, 1 =1,2,3, jeste prosjecna duzina trajanja infekcije u klasi I; prije

pi, © = 1,2, predstavlja stopu po kojoj se klinicka slika pogorsava,

shodno tome se zarazene osobe iz klase I; prebacuju u klasu [;1;

i je stopa prelaska najtezih slucajeva iz klase I3 u klasu D.

Analogno kao i u prethodnim modelima, veli¢ina ukupne populacije

N ostaje konstantna, tj. vazi S+ E+ 11 + L+ I3+ R+ D = N.

MPrirodno je pretpostaviti da vazi 81 > B2, B3 jer je pojedinac najvise zarazan tokom
stadijuma blage infekcije kada se jo§ uvijek nalazi u zajednici i sposoban je da komunicira
sa drugim pripadnicima populacije. S druge strane, oni zarazeni koji se nalaze u stadijumu
teske infekcije ili kriticne faze bolesti su izolovani u bolnicama, stoga su onemuguceni da
viSestruko prenose bolest.
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Napomena 1.5. Znac¢ajno je primijetiti da SDJ (10)-(16) mozemo okarak-
terisati kao dekompoziciju'® globalne promjene u populaciji na pojedinacne
promjene unutar svake definisane klase. Na primjer, jednac¢ina (10) povezuje
trenutnu stopu smanjenja'® broja élanova klase Osjetljivih, —S’, sa zbirom
stopa sekundarne infekcije koja je posljedica stupanja u kontakt sa zarazenim
pripadnicima svake posmatrane klase, tj. 51115 + [B212S + P313S. Preciznije,
B111S ,,0sjetljivih“ prelazi u grupu ,,blago zarazenih“. Zaista, ako pazljivije
pogledamo, [;1;S mozemo zapisati kao (ﬁlN)Il(%), gdje BN oznacava
broj ,,odgovaraju¢ih kontakata“ kojima svaki blago inficirani pojedinac moze
da prenese bolest pomnozen sa brojem blago inficiranih [; i naposljetku
pomnozeno sa procentom osjetljivih unutar cjelokupne populacije. Preostale

obicne diferencijalne jednacine mozemo objasniti na potpuno analogan nacin.

1.1.3.1 Osnovni reproduktivni broj
Kao sto je prethodno pojasnjeno, osnovni reproduktivni broj R, pred-
stavlja prosjecan broj ¢lanova populacije koje jedna novopridosla inficirana

osoba moze da zarazi.
U kontekstu preciziranja broja Ry posmatranog SEIRD modela, posebnu
paznju posveti¢emo obrazloZenju svakog pojedinacnog sabirka (detaljnije izloze-

no u radu [7]):

:Nﬂl_i_ b1 'Nﬁz_i_ b1 ) b2 .Nﬁzs
pr+01 pi+d pa+de pr+0 pa+dy p+ 03

Ry

i. Prvi sabirak oznacava prosjecan broj sekundarnih infekcija prouzroko-

vanih jednim pripadnikom klase I;. Stavise, prikazuje prosjecno

p1+ 01

I5Ragélanjivanje cjeline na njene gradivne dijelove.
16Brzina promjene (u smislu smanjenja) broja élanova unutar klase Osjetljivih S tokom
vremena.
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ii.

iii.

trajanje prve faze bolesti tokom koje oboljeli ispoljava blage simptome;

Drugi sabirak obuhvata vjerovatnoéu!” da oboljeli prede iz klase I; u
klasu I, uslijed pogorSanja bolesti pomnozenu sa prosjecnim brojem
sekundarnih infekcija prouzrokovanih jednim pripadnikom klase 5. Takode,

slicno kao u prvom sabirku, predstavlja prosje¢no trajanje druge

p2 + 02
faze bolesti koju karakteriSse period od prijema u bolnicu do oporavka

oboljelih koji nisu napredovali u kriti¢ni stadijum;

Kao sto se ve¢ moze naslutiti, tre¢i sabirak tumacimo kao vjerovatnocu
da oboljeli prede iz klase I u klasu I3 pod dejstvom ozbiljnijih komp-
likacija pomnozenu sa prosjecnim brojem sekundarnih infekcija prouzroko-

vanih jednim pripadnikom klase /3. Za razliku od prethodna dva sabirka,
1

fL =+ 03
oboljeli lije¢i na intenzivnoj njezi (uz pomo¢ mehanicke ventilacije) sve

oznacava prosjecno trajanje kriticne faze bolesti tokom koje se

do njegovog potpunog oporavka ili smrti.

17U sluc¢aju determinsitickih modela, koristimo pragmatiéni pristup u smislu intuitivnog
tumagcenja vjerovatnoce.
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1.2 Stohasticki modeli

Stohasticki KM ¢ine jos jedan popularan pristup u proucavanju dinamike
Sirenja virusa i prenoSenja zaraznih bolesti. Razvoj stohastickih modela
nametnuo se kao prirodna potreba za prosirenjem deterministickih mode-
la. Defakto, realnije je epidemiju posmatrati kroz postojanje vjerovatnoce
u prenosu bolesti sa jednog na drugog pojedinca, nego iracionalno pret-
postaviti (sa odredenom dozom sigurnosti) da jeste ili nije doslo do pomenu-
tog prenosa. U ovom poglavlju akcenat ¢emo staviti na stohasticki SIR

model sa Markovskim svojstvom.

Definicija 1.1. ([8]) Niz slucagnih promjenljivih sa istim skupom stanja
{z1,29,...} se zove LANAC MARKOVA ako za proizvoljno r € N, n >

ki > ke > -+ > k. vaZi tzv. Markovsko svojstvo:
P{Xn = (L‘ankl = l’kl, Xk2 = {L’k27 Ce 7Xkr = J]kr} = P{Xn = ZL‘n|Xk;1 = [Ekl},

t). wvjerovatnoca da se proces nade u stanju x, u trenutku n zavisi samo
od stanja u sadasnjem trenutku ki, a ne od stanja u prethodnim trenucima

ko, k.

Definicija 1.2. ([8]) Vjerovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stange (ili iz stanja

i u stanje j) u jednom koraku je
pz,z;—l = P{Xn—i-l = x]|Xn = xz}

Napomena 1.6. Navedene definicije vaze u slucaju lanaca Markova sa diskret-

Markova sa neprekidnim vremenom (LMNYV).
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Dakle, analizira¢emo stohasticki SIR model u vidu LMNV (detaljnije
obrazlozeno u [9]). U tom kontekstu definisa¢emo broj osjetljivih S(t), broj
inficiranih () i broj oporavljenih R(t) kao diskretne sluc¢ajne promjenljive sa
skupom stanja {0,1,..., N}, gdje t € [0,00). Potrebno je naglasiti da je ovaj
proces bivarijantan, Sto znaci da sadrzi dvije nezavisne slucajne promjenljive
S(t) i I(t), dok je R(t) = N — S(t) — I(t). Drugim rije¢ima, stohasticki
SIR model mozemo zapisati kao {(S(t), I(t))}:2, gdje je zajednicka funkcija
vjerovatnoce data sa p(s,)(t) = P{(S(t),I(t)) = (s,4)}. Istovremeno, bitno
je skrenuti paznju na definicije 1.1 i 1.2, koje u ovom neprekidnom slucaju
interpretiramo na slede¢i nacin:

Markovsko svojstvo za t € [0, 00):

pri cemu jen > ky > ko >--- > k., zar € N.
Vjerovatnoce prelaza iz i-tog u j-to stanje za korak At, gdjet € [0, c0):
Py (t + At t) = P{S(t + At) = j|S(t) = i}

pj(t+ At t) = P{I(t + At) = j|I(t) = i}

Na osnovu definicija 1.1 i 1.2 i ¢injenice da se radi o bivarijantnom
stohastickom procesu, za proizvoljan vremenski interval [t, ¢ + At] dobijamo

slede¢u vjerovatnocu infekcije i vierovatnocu oporavka:

P{S(t+At) = s—1, [(t+At) = i+1|S(t) = s, I(t) = i} = = S()I(t) At+o(At),

il
N

P{S(t+ At)=s,I(t+ At) =i —1|S(t) =s, I(t) =i} = al(t)At + o( At).
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Napomena 1.7. Naznaene vjerovatnoce tranzicije (definicja 1.2) se sma-
traju za beskona¢no male prelazne vjerovatnoce jer su definisane za dovoljno
malo At. Stoga je pojam o(At) sadrzan u gore navedenim jednakostima.
Ujedno, to je i objasnjenje zasto imamo samo tri moguée promjene u stanji-

ma:

s—+s8s—-s+1l,s—=s5—-1

t—=4, t—1+1, i —i1—1

Pored navedenih slu¢ajnih promjenljivih, postoji jos jedna koja ¢e nam

biti vrlo korisna u nastavku rada, definisiana kao:
T =inf{t >0:1(t) = 0}

Odnosno, slu¢ajna promjenljiva T oznacava prvi trenutak u kom vise nema
inficiranih pojedinaca u populaciji, tj. trenutak kada epidemija ili pandemija

biva okoné¢ana.
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2 Aktuarska analiza

Povod za uvodenje pouzdanog osiguravajuceg pokrica uslijed uticaja zaraznih
bolesti, kada je zbog epidemije ili pandemije neophodno da klijent bude
hospitalizovan, ekvivalentan je potrebi za osiguranjem od bilo koje druge
nepredvidene situacije (neocekivana smrt ili unistenje imovine). Ono Sto,
sa aktuarskog stanovista, mozemo okarakterisati kao mogucu razlicitost jeste
spontano variranje referentnih grupa'® u broju élanova tokom odredenog vre-

mena.

U daljem toku rada, ilustrova¢emo ove razlike posmatrajuéi kretanje
nivoa rezervi osiguravajuce kuée pod uticajem epidemije. Posebnu paznju
posveticemo primjeni aktuarskih metoda na gore pomenute deterministicke

funkcije.

2.1 Rezerve

Rezereve ¢ine sredstva kojima osiguravajuca kuca raspolaze u cilju izmirenja
budué¢ih obaveza po osnovu ugovora o osiguranju. Moguce ih je odrediti u
svakom trenutku ¢, kao akumuliranu vrijednost budué¢ih premija umanjenu
za buduce beneficije. Ukoliko se rezerva precizno obrazuje i obra¢unava, sva
dospjela potrazivanja ¢e biti na vrijeme isplacena. U klasicnom zivotnom
osiguranju, rezerva se formira od pocetka trajanja polise tokom koje osigu-
ravajuca kuca prikuplja premije, pa sve do njenog isteka kada osiguranik
prihoduje prethodno ugovorene beneficije. Koristec¢i ustanovljene KM mode-
le, prikazacemo razlic¢ite oblike funkcije rezerve pod uticajem epidemioloskih

faktora.

8Na primjer, jedna od posmatranih referentnih grupa moze biti ona ¢iji ¢lanovi su osig-
uranici koji imaju pravo na kompenzaciju, dok drugu grupu ¢ine osiguranici koji placaju
premije.

31



Master rad Nikolina Jukié

Neophodno je ista¢i da analizu sprovodimo pod pretpostavkom da je
plan osiguranja od epidemije ili pandemije takav da osiguranici kontinuirano
pla¢aju premije sve dok su zdravi (pripadaju klasi Osjetljivih), pri ¢emu
osiguravajuca kompanija isplacuje pokri¢e za medicinske troskove za svakog
inficiranog korisnika osiguranja (pripadnika klase Inficiranih) tokom ¢itavog

perioda lijecenja.
2.1.1 Runge-Kuta metod i njegova aktuarska primjena

Jedan od najpopularnijih numerickih metoda za rjesavanje SDJ je Runge-
Kuta metod'®. Ono $to ga izdvaja od drugih metoda jeste prednost u pri-
lagodavanju bilo kog reda tacnosti. Za primjenu u osiguranju koristi se

Runge-Kuta metod 4. reda (RK-4), dat slede¢im rekurzivnim formulama:

1 )
Vi1 = Ui + = (k1 + 2ko; + 3ks; + ki), 0 =1,2,...,n,

6
ki, = hf (ti7yz'> )
h 1
koi = hf <tz' + 50 Y + 5’%) ;

h 1
ksi = hf <ti + 50 Y + 514721) ;
kg = hf (ti + P,y + ksi)

gdje je y; dato sa SDJ:

dy
VT tv )
o = [(t.y)
pri ¢emu je h = t; — t;_; posmatrani vremenski skok za ¢ = 1,2,...,n.

YRunge-Kuta metod (eng. the Runge-Kutta method) su razvili njemacki matematicari
Karl Runge i Martin Vilhelm Kuta oko 1900. godine. Ovaj metod se koristi se numericko
rjeSavanje pocetnih problema.
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2.1.1.1 SIR model

Ono sto osobito intresuje aktuare jesu ukupne diskontovane beneficije,
ukupne diskontovane premije i premijske rezerve. Kako bismo primijenili
Runge-Kuta metod, navedene velic¢ine ¢emo transformisati u SDJ. Oznacimo
sa P(t) akumuliranu vrijednost premija prikupljenih do trenutka t, B(t) odgo-
varajucu akumuliranu vrijednost nadoknada isplacenih do trenutka t, respek-
tivno. Posebnu paznju usmjeri¢emo na funkciju beneficijske rezerve V (t) koja

predstavlja akumulirane beneficijske rezerve u trenutku t2°.

U cilju sveobuhvatnijeg modeliranja situacije iz realnog zivota, raz-
motri¢emo okolnosti u kojima osjetljive osobe pla¢aju premije po konstantnoj
stopi m, pri ¢emu se osiguravajuca kuca obavezuje da ¢e inficiranom osigu-
raniku isplatiti naknade za hospitalizaciju sa konstantnom stopom 1. Dakle,
vezu izmedu aktuarskih i epidemioloskih veli¢ina moguce je uspostaviti slede-

¢im SDJ:

P'(t) =ms(t) + 6P(t), t > 0, (17)
B'(t) =i(t) + dB(t), t >0, (18)
V(t) = P(t) — B(t), t >0, (19)

gdje je P(0) = wsg, B(0) = iy i 7 je testirana stopa premije. Deterministicke

S() . . I(t)

funkcije s(t) i i(t) su date sa s(t) = v i(t) = N kao $to je naznaceno

u odjeljku 1.1.1.1.

20Drugim rije¢ima, V() predstavlja razlika izmedu akumulirane vrijednosti premija i
akumulirane vrijednosti potrazivanja (nadoknada).
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SDJ (17)-(19) mozemo iskazati rije¢ima na slededéi nacin:

(17) Trenutna promjena akumulirane vrijednosti ukupnih premija, P'(t),
predstavlja zbir trenutne stope prihoda od premije (eng. the instanta-
neous rate of premium income) ms(t) i trenutne stope prinosa kamate
na trenutne ukupne premije (eng. the instantaneous rate of interest

return on the current total premiums) 6 P(t).

(18) Trenutna promjena akumulirane vrijednosti ukupnih nadoknada, B’(t),
predstavlja zbir trenutne stope nadoknada (eng. the instantaneous rate
of claims) i(t) i trenutne stope prinosa kamate na trenutne ukupne
nadoknade (eng. the instantaneous rate of interest return on the cur-

rent total claims) dB(t).

Postoje mnogi programski jezici koji su opsteprihvaceni u rjesavanju
SDJ (17)-(19), kao sto su MATLAB i Maple. Medutim, mi ¢emo kao polaznu
tacku za testiranje ponasanja funkcije beneficijske rezerve V' (t) koristiti (de-

taljnije obrazlozeno u radu [10]):

Lema 2.1. ([10]) U slucaju SIR modela (5)-(6) vazi da je s(t) monotono
opadajuca i r(t) je monotono rastuéa funkcija u tacki t. Medutim, ako vaZi

da je:
(1) so < %, onda je i(t) monotono opadajuéa;

(2) so > %, onda i(t) raste do trenutka t*, u kom je s(t*) = %, a nakon

tacke t* pocinge da opada.
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Dokaz. ([10]) Posto znamo da su s(t) i i(t) nenegativne funkcije, iz SDJ

(5)-(6) mozemo zakljuciti da vazi:

s'(t) = —pi(t)s(t) < 0,Vt >0
r'(t) = =$'(t) — ' (t) = Bi(t)s(t) — Bi(t)s(t) + ai(t) = ai(t) > 0,Vt >0

Dakle, s(t) je monotono opadajuca, dok je r(¢) monotono rastuéa funkeija.

(1) Ako vazi da je sp < %, onda je #'(t) = i(t) [Bs(t) — o] < 0, §to znadi da

je i(t) monotono opadajuca;

(2) Ako vazi da je sy > %, onda zbog tvrdenja da je s(t) monotono opadajucéa
funkcija vazice 1 i'(t) = i(t) [Bs(t) —a] > 0, sve dok je s(t) > %. U
trenutku t*, i(t) dostize svoj lokalni maksimum, gdje je s(t*) = %. Dakle,

s(t) pocinje da opada nakon $to dostigne %, Sto dalje implicira da je

i'(t) < 0, odnosno i(t) postaje monotono opadajuca funkcija.
O]

U aktuarskoj matematici zastupljen je trend rasta stopa smrtnosti
tokom godina. Primijenjeno na epidemiolosku tematiku, ako su premije
konstantne tokom odredenog perioda, buduce obaveze osiguravajuce kuce
premasic¢e buduce prihode od premija. Kako bi se izbjegla ova situacija, ak-
tuari formiraju rezerve iz kojih ¢e se isplac¢ivati dospjele beneficije. Za razliku
od ”U” oblika krive mortaliteta, epidemija ima jedinstvenu osobinu da se in-
fekcija brzo §iri na pocetku dok ne dostigne svoj vrhunac, a potom se biljezi
znacajan pad broja zarazenih pripadnika populacije (kao $to je dokazano u

lemi 2.1).
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Slika 5. Grafik funkcije beneficijske rezerve V' (t) za m = 0.10

Slika 5 ilustruje tipican oblik funkcije beneficijske rezreve V(t) za-
snovan na SDJ (17)-(19), gdje je premija odredena na osnovu m = P(al’).
Kao sto mozemo zapaziti, nivo beneficijske rezerve ostvaruje nagli porast na
pocetku epidemije (uslijed porasta potraznje za osiguranjem), a zatim u jed-
nom trenutku dostize vrijednost nula (kada epidemija postigne svoj vrhunac)
i pada ispod pozitivne granice. Stoga su postojane negativne beneficijske rez-
erve, kao posljedica ve¢ih obaveza u odnosu na prikupljene premije (u periodu
kada osiguravaju¢a kompanija isplacuje nadoknade za medicinske troskove
oboljelim osiguranicima). U zavrsnoj fazi epidemije dolazi do preokreta usli-
jed pada nadoknada ispod nivoa akumuliranih premija. S druge strane, osig-
uranici imaju moguénost povlacenja polise nakon vrhunca epidemije, $to bi

znacilo da osiguravajuca kuca ne¢e moci da prikupi dovoljno premija. Kako

bi se izbjegao ovaj scenario, odreduje se optimalna stopa premije 7 koja
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garantuje pozitivhu novéanu vrijednost, o ¢emu ¢e viSe biti rijeci u lemama

koje slijede.

U nastavku rada analizira¢emo uticaj stope premije 7 na oblik funkcije

beneficijske rezerve V(t). Na osnovu SDJ (17)-(19) slijedi da je:
V'(t) = mws(t) —i(t) + 6V (), t > 0.

Napomena 2.2. Zbog jednostavnosti, razmatra¢emo slucaj u kom je 6 = 0.

Buduéi da predznak funkcije V'(t) zavisi od deterministickih funkcija
ms(t) 1(t), koje su monotono opadajuce i monotono opadajuée ili monotno
rastuce pa opadajuce, respektivno, postoje ¢etiri moguca oblika funkcije be-

neficijske rezerve V (t).

Lema 2.3. ([10]) (Konveksnost i konkavnost)
Primjenjujuéi SDJ (17)-(19), pod pretpostavkom da vazi § = 0, dobijamo da
oblik funkcije beneficijske rezerve V (t) zavisi od stope premije m na sledeci

nacin:

(1) V(t) je konkavna, ako

1, (20)

gdje je so = lim s(t).
t—

o0

(2) V(t) se mijenja iz konkavne u konveksnu, ako

(6] (6]
——l<r<—-1 21
BSO ﬁsoo ( )

Tacka prevoja t; ja data sa:

s(t;) = Tk (22)
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(3) V(t) je konveksna, ako
T<——1. (23)

Dokaz. ([10]) Da bismo odredili konveksnost i konkavnost funkcije V'(t),

ispitac¢emo znak njenog drugog izvoda V" (t):
VI(t) = 7s'(t) =i (t) = —Bms(t)i(t) — Bs(t)i(t) +i(t) = i(t)[a—B(m+1)s(t)]

Ukoliko je m > ﬂsi(t) — 1, Vt > 0, vazi da je V"(t) < 0, odnosno funkcija
V(t) je konkavna. Stavise, ustanovili smo da je funkcija s(t) monotono
opadajuca, Sto znaci da je uslov (20) zadovoljen.

Analogno se pokazuje da su uslovi (21) i (23) zadovoljeni, na osnovu ana-
lize znaka drugog izvoda funkcije V' (¢). Preostaje nam jos da pokazemo kako
izgleda tacka prevoja t; u kojoj funkcija V' (t) prelazi iz konkavne u konvek-
snu funkciju. Tacku prevoja odredi¢emo na osnovu jednakosti V"(t;) = 0.
Dakle, iz V"(t;) = i(t;)[o — B(r + 1)s(t;)] = 0 slijedi da je s(t;) = ﬁ

Sto je trebalo pokazati.

[
Lema 2.4. ([10]) (Monotonost)

Primjenjujuéi SDJ (17)-(19), pod pretpostavkom da vazi 6 = 0, dobijamo da

je funkcija beneficijske rezerve V(t) strogo rastuéa, ako
7T>%6Xp{%—1}—1 (24)

In(sp)

gdje je c = 1 — a———= konstanta.

B

38



Master rad Nikolina Jukié

Dokaz. ([10]) Kako bismo dokazali da je V'(t) > 0, ¥t > 0, odnosno da
je V (t) strogo rastuéa funkcija, potrebno je da pokazemo da vazi sledeéa

nejednakost:

i(t)
> S0)’ vt > 0, (25)

koja je dalje ekvivalentna sa
In(m) > Ini(t) — Ins(t).

Neka je f(t) = Ini(t) — Ins(t), odakle slijedi da je prvi izvod funkcije f(t)

zadat sa:

py =" T ) ot i) = Bls() +i(1)] o

Na osnovu (7) ileme 2.1 znamo da je s(t)+i(t) = 1—r(¢) monotono opadajuca
funkcija, sto dalje implicira da f’(t) mijenja znak iz pozitivnog u negativan

u trenutku t,,, tj. f'(t,) = 0:

S(tm) + i(tm) = %. (26)

Drugim rije¢ima, f(t) dostize svoj maksimum u tacki t,,. Kako nejednakost

(25) mora da vazi za svako ¢, onda vazi i za t,,. Dakle, imacemo:

(27)

U nastavku dokaza posmatra¢emo slededi izraz:

M) _ [t —alit) _ . a
s'(t)  —pi(t)s(t) Bs(t)’
Integracijom obe strane navedenog izraza dobijamo opste rjesenje u obliku:
, «
i(t) + s(t) — 3 Ins(t) =, (28)
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gdje je ¢ konstanta integracije, ¢iju vrijednost dobijamo na osnovu pocetnih
uslova, tj. ¢ =i(to) + s(to) — %ln s(to) =1— %ln s(to).

Kombinujuéi (26) i (28), jednostavno se dolazi do rjesenje za s(t,,) i i(t,):

D) -
i(tm):%—exp{l—%c}. (30)

Ukoliko ubacimo (29) i (30) u izrazu (27) dobijamo trazeni uslov (24), na

sledeéi nacin:

O
Tabelarni prikaz prethodno dokazanih lema:
oblik V' (t) Interval kom pripada =
rastuca konkavnost {ﬁi -1, oo)
Seo
rastuca konkavnost pa konveksnost {% exp {& -1} -1, 2 1)
Sco

Bso B

nemonotona konkavnost pa konveksnost {i 1, Zexp {B -1} - 1)

nemonotona konveksnost [O, 5& — 1)
S0

Tabela 2. Razliciti oblici V() u zavisnosti od vrijednosti stope 7
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Kao sto smo ve¢ nagovijestili, prethodno dokazane leme ukazuju na
zavisnost oblika funkcije beneficijske rezerve V(t) od intervala kom pripada
stopa premije 7w. Na slici 6 su ilustrovana sva cetiri moguca oblika grafika
funkcije V(t): strogo rastuéa konkavna, strogo rastuc¢a konkavna pa konvek-

sna, nemonotono konveksna v nemonotono konkavna pa konveksna.

7=0.86 7=0.25
25 0.5
V() V(t)
2
1.5
=
=
1
05
0
0 1 2 3 4 5
t t
7=0.03
OF 0.04
V(t)
0.03
-0.05 002
. 001
i .
= -01 =
> > 0
015 L -0.01
-0.02
-0.2 -0.03
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
1 t

Slika 6. Grafici funkcije beneficijske rezerve V() u zavisnosti od 7

U slucaju kada su premijske stope veoma niske, tj. kada je 7 = 0.10
(zelena linija) i 7 = 0.03 (ljubicasta linija) prisutne su negativne vrijednosti
funkcije beneficijske rezerve tokom trajanja polise. Medutim, osiguravajuca
kompanija neé¢e uzimati u obzir ni sluc¢aj kada je 7 = 0.25 (crvena linija),

jer se time potkrepljuje pesimisticko rasudivanje. Drugim rijecima, zdravi
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osiguranici ¢e kupovati polise osiguranja sa nizim premijama, dok se obo-
ljeli odlucuju da zadrze svoju polisu, Sto ¢e rezultovati povecanjem troskova
osiguranja. Kao posljedica, javila se potreba za implementiranjem funkcije
beneficijske rezerve koja ima oblik zvona, odnosno, funkcije koja poprima
prvo konkavan, a zatim konveksan oblik (prikazano na slici 7). Kako bi
se zadrzao ciljani oblik, neophodno je da stopa premije 7 bude takva da
funkcija V' (t) u pocetku trajanja polise bude u konkavnoj fazi, pri ¢emu se
u jednom trenutku priblizi vrijednosti nula, a potom ulazi u konveksnu fazu
koja omogucava stvaranje pozitivne konac¢ne novcane vrijednosti iz koje se

na kraju posmatranog perioda ispla¢uju ugovorom odredene beneficije.

7=0.11458

0.06
0.05¢
0.04 1
—
= 0.03

0.02 +

0.01

0| . . . .
0 1 2 3 4 5

Slika 7. Grafik funkcije beneficijske rezerve V (¢) u obliku zvona

Na primjeru Great Plague in Eyam u radu [10] je ilustrovano na koji
nacin se dolazi do optimalne premije koja omogucava da vrijednost beneficij-

ske rezerve nikad ne bude negativna.
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Sledeci algoritam izracunava stopu premije 7 za t-godisnju polisu sa
nenegativnim gotovinskim vrijednostima (vrijednostima funkcije beneficijske

rezerve V(1)) tokom cijelog perioda trajanja posmatrane polise:

Algoritam 1: Izracunavanje stope premije m

Korak 1: Postavimo inicijalno n =1 i 7 relativno malo tako da vaZi

i_1<ﬂ(1)<i_1.

650 5300

Bi(t)s(t) + di(t) — ai(t) — 62V (¢)
ds(t) — Pi(t)s(t)

na korak 3, u suprotnom idemo na korak 4.

Korak 2: Ako je 7™ < , onda prelazimo

Korak 3: 8.1 Ako je V(t) < 0 onda je 7" := 7(") 10.01 i n := n + 1,
prelazimo na korak 2.

3.2 Ako je V(t) > 0 onda je 7"V := 7(") —0.01 in :=n+1,
prelazimo na korak 2.

3.3 Ako je V(t) = 0 onda se zaustavljamo i dobijeno 7™ je stopa

premije sa kojom se ostvaruje nula konacéna novéana

vrijednost.
Korak 4: Ako je V(t) > 0 testiramo da li je V(s) >0, Vs, 0 < s <.
4.1 Ukoliko je test neuspjesan onda je w+Y = 7" 4 0.01 4
n:=n+ 1, vracamo se na pocetak koraka.

4.2 Ukoliko je test uspjesan onda se zaustavljamo i dobijeno 7™ je
stopa premije sa kojom se ostvaruje pozitivna konacéna

novéana vrijednost.
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Naime, Korak 1 poéinje sa stopom premije 71 koja obezbjeduje da
funkcija V (¢) ima prvo konkavan, a potom konveksan grafik (lema 2.3). Ko-
rak 2 je dio petlje koja se kasnije u algoritmu koristi da bi se utvrdilo da li
je V(t) u konkavnoj fazi primjenjujuéi novodobijenu stopu premije. U Ko-
raku 3 se stopa premije prilagodava znaku funkcije V' (), gdje ukoliko vazi
da je V(t) = 0, dobijena stopa premije je ona za koju se ostvaruje nula
konacna novcana vrijednost. Na kraju, u Koraku 4 se provjerava da li je
dobijena stopa premije ona sa kojom se ostvaruje pozitivna kona¢na novcéana

vrijednost (V(t) se nalazi u konveksnoj fazi).

Slede¢im primjerom ¢emo demonstrirati primjenu SIR modela u slucaju
pandemije uzrokovane koronavirusom. Podaci koji ¢e biti koriséeni u samom
primjeru, preuzeti su iz [11]. U tom kontekstu, na osnovu dobijenih rezul-
tata, odredi¢emo optimalnu premijsku stopu 7, neophodnu za ostvarivanje

pozitivne novcane vrijednosti.

Primjer 2.5. Pruvi slucaj koronavirusa u svijetu je prijavijen krajem 2019.
godine u Kini, a njegov put do Srbije je trajao nesto vise od cetiri mjeseca.
Naime, 6. marta 2020. godine registrovan je pruvi slucaj zaraze koronaviru-
som u nasoj zemlji. Konsekventno, predsednik Aleksandar Vucic je proglasio
vanredno stanje, 15. marta 2020. godine, koje je momentalno stupilo na
snagu. Borba u suzbijanju Sirenja infekcije koronavirusa je i dalje zastu-
pljena, kako u svijetu, tako i u nasoj zemlji. Statisticki izvjestaji se svakod-
nevno aZuriraju podacima o hiljadama novih infekcija @ stotinama smrtnih
sluc¢ajeva. Kako bi istrajale v ovoj borbi, mnoge zemlje su preduzele odredene
myjere 1 primijenili razlicite strategije u cilju potpunog istrebljenja korona-

MTrUSa.
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Na narednim graficima, ilustrovaé¢emo dinamiku Sirenja infekcije ko-
ronavirusom u Srbiji, pri cemu cemo prezentovati podatke koji odraZavaju
promgjenu broja novih sluc¢ajeva zaraze (slika 8) i promjenu broja konstanto-
vanih smrtnih ishoda (slika 9), na dnevnom nivou. Opservacija je izvriena

za posmatrani period od 1. januara 2021. godine do 30. maja 2022. godine.
Mew cases in Serbia by day
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Slika 8. Promjena broja novih sluc¢ajeva zaraze koronavirusom

New deaths in Serbia by day
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Slika 9. Promjena broja novih smrtnih ishoda uslijed zaraze koronaviruosom

45



Master rad Nikolina Jukié

Na osnovu slika 8 © 9 se jasno moZe zakljuciti da se koronavirus po-
javljivao u nekoliko navrata u posmatranom periodu, pri ¢emu je u prvom
navratu pandemija bila prisutna u nesto blazem obliku, u odnosu na drugi,
kada se u januaru 2022. godine dogodio znatno snazniji talas koji je 20.
februara zabiljeZio maksimalnih 69 smrtnih slucajeva, dok je istog dana reg-

istrovano 5103 novih slucajeva zaraze.

Da bismo formirali siru sliku, prikazacemo podatke koji karakterisu
broj smrtnih ishoda uzrokovanih koronavirusom, na nivou regiona (Bosna i

Hercegovina, Hrvatska, Crna Gora, Sjeverna Makedonija, Srbija, Slovenija).

—— Bosnia and Herzegovina
—— Croatia

— Montenegro

— North Macedonia

— Serbia

[
o
L

Slovenia

-
o
5

Smoothed new deaths per 1M population

2021 2022
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Slika 10. Broj smrtnih ishoda na nivou regiona

46



Master rad Nikolina Jukié

Na slici 10 moZemo primijetiti slican trend rasta broja smrtnih slucajeva
(pocetkom avgusta 2021. godine), a potom pada istog broja (tokom januara
2022. godine). Analogno, posmatrajuci period od januara do magja 2022.
godine, wvidamo da je broj smrinih slucajeva dostigao svoj maksimum sredi-
nom februara, nakon cega biljezi nagli pad. Na osnovu iznesenih ¢injenica,
zakljucujemo da se slican scenario odigrao kako u nasoj, tako i u zemljama

Tegiona.

Kao sto smo vec rekli, epidemija ima jedinstvenu osobinu koja kaze da
se infekcija brze $irt na samom pocetku njenog izbijanja, sve dok ne dostigne
vrhunac, a potom slijedi znacajan pad broja zaraZenih pripadnika populacije
(dokazano w lemi 2.1). Dakle, za fitovanje podataka pomocéu SIR modela

razmotriéemo samo period od pocetka januara, do kraja maja 2022. godine*'.

Dakle, posmatran je period od 1. januara do 30. maja 2022. go-
dine (ukupno 5 mjeseci). Na osnovu preuzetih podataka iz [11], [12] i [15],

formiramo sledeéu tabelu®:

Vrijeme u mjesecima (t) S(t) I(t) R(t)
januar 2022. godine 6434601 | 363107 0
februar 2022. godine 5826737 | 230474 | 377390
mart 2022. godine 5648211 | 63677 | 114849
april 2022. godine 5573111 | 29265 | 45835
maj 2022. godine 5544159 | 10568 | 18384

Tabela 3. Broj osjetljivih, inficiranih i oporavljenih pripadnika populacije
Republike Srbije

21 Ukoliko bismo posmatrali cijeli period od januara 2021. do maja 2022. godine, sa slika
819 vidimo da postoji vise lokalnih maksimuma §to je u suprotnosti sa pretpostavkama
SIR modela.

22Da bismo zadovoljili pretpostavku koja kaze da je sg + g = 1, uzimamo nula poéetnu
vrijednost broja oporavljenih ¢lanova posmatrane populacije, tj. R(0) = 0.
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U svrhu lakSeg pracenja dalje analize, podatke iz tabele 3 ilustrujemo

narednim graficima:

Klasa osjetljivih
Djanuar 2022. Elfebruar 2022. Emat2022. Bapril 2022, mg 2022.
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Slika 11. Broj osjetljivih pripadnika populacije Republike Srbije
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Slika 12. Broj inficiranih pripadnika populacije Republike Srbije
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Narednim korakom, izdvojicemo podatke iz tabele 3 koji ce nam pred-

stavljati pocetne uslove sistema (5)-(6)*:

S(0) = 6434601, (31)
1(0) = 363107, (32)
N = 6797708. (33)

Naime, so = 6434601/6797708 = 0.94658 i iqp = 363107/6797708 = 0.05342,

stoga mozZemo zakljuciti da je zadovoljen kriterijum sg + 19 = 1.

Sada, na osnovu (28) (lema 2.4) imamo da vazi:

. 07 . «
zo+30—31n30:zoo+soo——lnsoo,

B
odakle dalje slijedi da je

— —Insy= é(zoo + S00) — IN S
a o)

Uzimajuci u obzir ¢injenicu da je udio inficiranih pojedinaca u ukupnoj po-
pulaciyi vremenom sve manji, kako tvrdi lema 2.1, moZemo pretpostaviti da je
1o = 0, dok je sa sy oznacen broj onih pripadnika populacije koji su izbjegli
zarazu w posmatranom periodu i iznosi So, = 5544159 /6797708 = 0.81559.

Konacno,

In sp/ 8
s A 0—/. (34)
o 1— 55
Uopsteno, stopu infekcije B nije lako procijeniti. Postoji mnostvo fak-
tora kogi bi morali biti uzeti u obzir, kako bi se sprovela odgovarajuca analiza.
Stoga, koristecéi formulu (34) i procjenu stope oporavka o, dobicemo Zeljenu

procjenu stope 3.

23Kako bismo zadovoljili pretpostavku SIR modela koja kaze da u posmatranoj pop-
ulaciji nema radanja ni imigracije, smatracemo da broj pripadnika populacije, IV, nije
podlozan promjenama.
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U dosadasnjem radu smo utvrdili da se prosjecno vrijeme trajanja
oporavka od bolesti moZe izraziti sa é. Stoga, na osnovu podataka preuzetih
sa sajta Instituta za javno zdravlje Srbije ,,dr Milan Jovanovié Batut“ **,
prosjecno vrijeme trajanja oporavka od infekcije izazvane koronavirusom, tra-

jalo je 15 dana (0.5 mjeseci).

Dakle,

1
— =05 = a=2,
Q

dok je
£ = 1.61535.

Koristeci ugradenu funkciju za rjesavanje SDJ, ode4b programskog
paketa MATLAB, uz pomoé racunara smo rijesili analizirani sistem (kod

je dat w Prilogu rada). Naime, opisanim postupcima smo dosli do sledeéeg

rjesenja:
096 Procenat osjetljive populacije
s(t)
0.94 :
0.92 | .
| X1 ]
= 09 Y 0.884647
wn .,

0.88 - .
X2
0.86 - Y 0.851227 4
. X3
X4
el \ Y 0.833788 _
. Y 0.824835

\.‘_-‘_
082 1 1 1 1 1 1 1 p
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

t

Slika 13. Procenat osjetljivih pripadnika populacije Republike Srbije

24Instut za javno zdravlje Srbije ,,dr Milan Jovanovié¢ Batut“ je osnovala Stalna epidemi-
oloska komisija 1919. godine, ¢iji je prvi predsednik bio dr Milan Jovanovi¢ Batut, sa cilj-
em pracenja, procjene i analize zdravstvenog stanja i zdravstvene pismenosti stanovnistva.

Sajt instiuta je dostupan na adresi https://www.batut.org.rs/index.php.
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Slika 14. Procenat inficiranih pripadnika populacije Republike Srbije

Master rad
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005 Procenat inficirane populacije
—i(t)
005t :
0.04 X1
Y 0.0315731
£ 003 h .
X 2
Y 0.0173132
0.02 :
. X3
\ Y 0.00912369 X4
0.01 *~——____ | Y0.00471006
»
0 1 1 L 1 1 L 1
0 0.5 1 15 2 25 3
t

35 4

U kontekstu sveobuhvatne analize i objektivne procjene podataka, SIR

model smo riyjesili © na drugi nacin, pomocu gore pomenute Runge-Kuta

widu sledecih grafika:

0.96

metode (kod je naveden u Prilogu rada). Dobijene rezultate prikazujemo u

Procenat osjetljive populacije (Runge-Kuta metod)

\--

0.94 il
092 8
B X1 ]
= 0.8 Y 0.884654
W) »,
0.88 | 8
X2
0.86 [ Y 0.851236 N
. X3
X4
0sal \ Y 0.833798 |
] Y 0.824845
082 L 1 1 1 L L 1 y
0 0.5 1 15 2 2.5 3
t

metod)

Slika 15. Procenat osjetljivih pripadnika populacije Republike Srbije (RK

3.5 4
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. Procenat inficirane populacije (Runge-Kuta metod)

—_— (1)
0.05 1

0.04 X1 .
Y 0.0315711

=003+ .
X2
Y 0.0173124
0.02 B
. X3
\ Y 0.00912339 X4
0.01 . 7

~——____| Y0.00470997
»

0 1 1 Il 1 1 Il 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

t

Slika 16. Procenat inficiranih pripadnika populacije Republike Srbije (RK
metod)

Bitno je skrenuti paznju na uslov leme 2.1, koji u nasem slucaju glasi:

g < % & 0.94658 < — 1.23812.

— 1.61535

Shodno tome, funkcija i(t) je zaista monotono opadajuéa, kao $to se moze

vidjeti iz priloZenog (slika 14 i slika 16).

Stavise, moZemo izracunati i osnovni reproduktivni broj, Ry, uvrstavajuci

prethodno dobijene parametre. Dakle,

1.61535
Ry =s5p- g = 0.94658 -

= (.76453,

Sto je ocigledno mange od 1, stoga zakljucujemo da u posmatranom periodu,
jedan zaraZeni pojedinac moze da zarazi u prosjeku mangje od jedne osjetljive
osobe. U tom slucaju, dolazi do izumiranja bolesti i njenog potpunog istre-
bljenja . Drugim rijecima, na kraju posmatranog perioda (maj 2022. godine),
infekcija koronavirusa je bila zastupljena u znatno manjim razmjerama u
odnosu na pocetak perioda posmatranja (slika 12). Namedle se pitanje da
lv e pandemija koronavirusa zaista na izdisaju, ili je ovo samo zatisje pred

nadolazedi talas.
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Narednim tabelarnim prikazom dobijenih rezultata, obuhvatamo sve tri

grupe podataka:

1. Podatke dobijene iz pouzdanih izvora ([11], [12] i [13]);

2. Podatke dobijene pomocu ode45 ugradene funkcije;

3. Podatke dobijene pomocéu Runge-Kuta numericke metode.

mjesec (t) ST('[Z) IT('[Z) SSIR(t) ISIR(t) SRK(t) IRK<t)

februar 2022. || 5826737 | 230474 | 6013571.99 | 214624.71 | 6013619.57 | 214611.12
mart 2022. 5648211 | 63677 | 5786392.59 | 117690.08 | 5786453.77 | 117684.64
april 2022. 9573111 | 29265 | 5667847.36 | 62020.18 | 5667915.33 | 62018.14
maj 2022. 5544159 | 10568 | 5606987.48 | 32017.61 | 5607055.45 | 32017.00

Tabela 4. Tabelarni prikaz dobijenih rezultata

Konacno, procjenimo tacnost SIR modela i numericke Runge-Kuta

metode, uz pomo¢ sledece tabele:

mjesec (t) ST(t) ST(t) — SSIR<t> ST<t> - SRK(t)
februar 2022. || 5826737 -186834.99 -186882.57
mart 2022. 5648211 -138181.59 -138242.77
april 2022. 9573111 -94736.36 -94804.33
maj 2022. 5544159 -62828.48 -62896.45

Tabela 5. Tabelarni prikaz odstupanja od tacnog broja osjetljivih

mjesec (t) IT(t) IT(t) — I,S’IR(t) IT(t) — IRK(t)
februar 2022. | 230474 +15849.29 +15862.88
mart 2022. 63677 -54013.08 -54007.64
april 2022. 29265 -32755.18 -32753.14
maj 2022. 10568 -21449.61 -21449

Tabela 6. Tabelarni prikaz odstupanja od ta¢nog broja inficiranih
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Na osnovu tabela 5 1 6 moZemo donijeti zakljucak da su u vecini
slucajeva i SIR model (ugradena funkcija ode45) i Runge-Kuta metod pre-
cijenili tacan broj osjetljivih i inficiranih pripadnika populacije Republike Sr-
bije. Razlog tome lezi u jednostavnosti oba primjenjena nacina procjenjivanja
1 analiziranja dinamike Sirenja pandemije koronavirusa. Drugim rijecima,
postoji mnogo faktora koji dodatno uticu na cjelokupnu sprovedenu studiju,

kao sto su broj vakcinisanih, migracije na razlicitim nivoima t slicno.

U nastavku rada, reci éemo nesto vise o daleko primjenjivijem SEIR
modelu, koji uzima u obzir migracione tokove i vakcinaciju stanovnistva, ali
prije toga osvrnimo se na zavisnost oblika funkcije beneficijske rezerve V (t)

od intervala kom pripada stopa premije .

Naime, u lemama 2.3 1 2.4 ustanovili smo granice koje odreduju oso-
bine monotonosti, konveksnosti i konkavnosti posmatrane funkcije V (t). Kako

bismo odredili oblik funkcije V(t), u daljoj analizi izracunacéemo pomenute

granice:
5&50 — 1 = 0.3080; (35)
ﬁ% ~1=0.5181; (36)
o Be
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Demonstrirajmo naznacenu zavisnost sa nekoliko grafickih primjera:

Funkcija beneficijske rezerve za 7=0.03

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

> -0.025
-0.03

-0.035

-0.04

Slika 17. V/(t) za 7 = 0.03

Funkcija beneficijske rezerve za 7=0.05

01

V()

0.06

ey

= 0.04

0.02

Slika 18. V/(t) za m = 0.05

Funkcija beneficijske rezerve za 7=0.09

03

)

0.25
X4

Y 0.256977

Slika 19. V() za m = 0.09
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Slika 17 nam ilustruje slucaj kada je vrijednost premijske stope
mangja od (35), odnosno od broja 0.3080. Kao Sto mozemo primijetiti, funkcija
V(t) u tom slucaju poprima konveksan oblik (lema 2.3). S druge strane, kada
je vrijednost premijeske stope m = 0.09 (slika 19) veéa od (37), odnosno od
broja 0.0791, Sto odgovara uslovu definisanom u lemi 2.4, funkcija V (t) zado-
bija oblik strogo rastuce funkcije. Stavise, vidimo znatnu razliku u odnosu na

sliku 18, na kojoj funkcija V (t) ne ispoljava izrazito strogi rast.

Defakto, kada bismo se odlucivali za jednu od ponudenih stopa, sigu-
rno ne bismo uzimalt u obzir prve dvije izloZene stope, m = 0.03 + m = 0.05,
jer je funkcija beneficijske rezerve u tim slucajevima negativna u odredenim
tackama domena. Medutim, stopa m = 0.09 bi bila prihvatljiva, jer odraZava
kontinualni rast visine beneficijske rezerve. Drugim rijecima, zamislimo hipo-
teticku situaciju u kojoj svi osjetljivi pripadnici populacije Republike Srbije
kupuju polisu zdravstvenog osiguranja u trajanju od 5 mjeseci (da bismo
stmulirali stvarni vremenski period), pri cemu se osiguravajuca kucéa obavezugje
da ce inficiranim osiguranicima svaki mjesec isplacivati nadoknade za hospi-
talizaciju u vrijednosti od 10,000 RSD. Recimo da obaveze po osnovu osigu-
ranja prestaju nakon smrti osiguranika. Opisani scenario omogucuje da nivo
beneficijske rezerve na kraju posmatranog perioda iznosi V(4) = 0.256977,
sto dalje implicira da bi svaki prezivjeli osiguranik dobio nagradu u visini od

2,569.77 RSD.
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2.1.2 SIS model

Funkciju beneficijske rezerve V () mozemo primijeniti i u sluc¢aju SIS modela.
Oblik date funkcije u velikoj mjeri zavisi od odnosa stope infekcije 51 stope
oporavka «, ali i od intervala kom pripada stopa premije m. U naredne dvije

leme ¢emo se osvrnuti na ovu povezanost (za vise informacija pogledati rad

3])-

Lema 2.6. ([3]) (Monotonost)
Pretpostavimo da je stopa infekcije 5 veca od stope oporavka o, odnosno da

vazi B > a. Tada,

(1) V(t) je neopadajucéa na intervalu ™ € [i - 1,oo> i nerastuca na

intervalu m € <—oo, si — 1>, pri cemu je Sg > %;

(2) V(t) je neopadajuéa na intervalu © € [é — 1,oo> i nerastuéa na

intervalu ™ € <—oo, % — 1), pri cemu je So < %

Lema 2.7. ([3]) (Konveksnost i konkavnost)
Ako je stopa infekcije 8 veca od stope oporavka o, odnosno ako vazi je > «,

onda:

(1) V(t) je konkavna na intervalu m € [—1,00) i konveksna na intervalu

m € (—oo, —1), pri cemu je so > g

(2) V(t) je konveksna na intervalu m € [—1,00) i konkavna na intervalu

o2

m € (—oo, —1), pri cemu je so < 5
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Dokaz. ([3]) Lema 2.7 je posljedica same definicije funkcije rezerve, stoga

je konveksnost (konkavnost) odredena uz pomoé¢ drugog izvoda V" (t).

V'(t) =ms(t) —i(t) = V"(t) =xs'(t) —i'(t)
Koristedi jednakosti (8) i (9) dobijamo slededi izraz:

V'(t) = m (—Bsi + ai) — (Bsi — i)
=7mi(—fs+a)+i(—Fs+ )
=(r+1)i(—ps+a).

Dakle, posmatrajué¢i navedeni izraz za pocetnu vrijednost s(0) = sg, do-

bijamo intervale naznacene u formulaciji leme: (1) i (2). Konveksnost i

konkavnost jedinstveno slijede na osnovu utvrdenih intervala.
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2.2 Optimalna premijska stopa u povezanom SEIR mod-
elu

U prethodnim poglavljima, paznju smo usmjerili na jednostavne KM, koji
¢ine osnovu za dalji razvoj u okviru futuristicke oblasti istrazivanja dinamike
Sirenja bolesti i njenog uticaja na osiguranje. Nasuprot tome, u ovom poglav-
zaciji uzima u obzir migracione tokove® i vakcinaciju stanovnistva. Drugim
rije¢ima, proucava¢emo deterministicki i stohasticki SEIR model, u cilju
odredivanja optimalne premijske stope. Stavise, analizira¢emo kako pro-
gram vakcinacije uti¢e na troskove osiguranja, uporedujuc¢i ustede u okviru
naknada i izdatke uzrokovane vakcinacijom. Istrazivanje ovako konstru-
isanog modela, od velikog je znacaja u razumijevanju kljucnih tacaka tokom
napredovanja epidemije ili pandemije, Sto moze znaciti utvrdivanje opti-
malne strategije vakcinacije koja bi zaustavila dalju ekspanziju i ogranicila
ekonomske troskove. Kao krajnji rezultat, naves¢emo jasne pokazatelje ra-
zlicitosti implementacije deterministickog i stohastickog modela, a potom

¢emo odrediti osnovni reproduktivni broj Ry za dva povezana SEIR centra.

Naime, dvije vodece struje koje enormno uti¢u na formiranje opti-
malne premijske stope su optimalna strategija alokacije vakcina i zdravst-
veni status posmatrane populacije. Primjetno je da su vakcinacija i zdravstveno
stanje svakog pojedinca u zizi intresovanja kako domacih, tako i stranih

medija. Medutim, kljuénu ulogu u rjesavanju globalnih zdravstvenih izazova

preuzima SZO kao renomirano koordinacijsko tijelo.

25Migracioni tokovi odnose se na broj migranata koji ulaze ili napustaju datu zemlju
tokom odredenog vremenskog perioda (priliv i odliv stanovnistva). Podaci o migracionim
tokovima su od sustinskog znacaja za utvrdivanje globalnih migracionih obrazaca i na¢ina
na koji unutrasnje politike mati¢nih zemalja i kona¢nih odredista mogu biti povezane sa
posmatranim kretanjima populacije.

29



Master rad Nikolina Jukié

Defakto, aktuarska struka zahtjeva efikasna djelovanja realizovana u
sto krac¢em vremenskom periodu, koja posljedi¢no uticaj istaknutih faktora
svode na minimum. Podstaknuti navedenim uslovima, u nastavku rada
izlozi¢emo gore pomenuti deterministicki i stohasticki SEIR model sa poveza-

nim centrima.

0-3-9-6

Susceptible Exposed Infected Removed

Slika 20. Klase SEIR modela

Kako bismo sto prirodnije opisali situaciju iz svakodnevnog zivota,

model ¢emo analizirati pod sledeé¢im okolnostimas:

A. Kao pripadnik grupe KM, SEIR model razlikuje ¢etiri klase (ilustrovano
na slici 20):
1. Susceptible ili Osjetljivi (S)
2. Ezposed ili Izlozeni (E)
3. Infected ili Inficirani (I)

4. Removed ili Oporavljeni (R)
Klase se definisu saglasno prethodno izlozenim KM (SIR, SIS i SEIRD).

B. Bitni pokazatelji koji geopoliticki uticu na formiranje optimalne premij-

ske stope su migracioni tokovi. Uvrstavanje ovih trendova, funda-
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mentalno ¢e doprinijeti stvaranju realnog okruzenja u okviru kog pos-
matramo ponasanje populacije tokom epidemije ili pandemije. Razma-
tra¢emo samo konstantne migracione tokove vremenskog perioda za kog

testiramo model.

C. Aludirajuéi na realnu sliku u kojoj stanovnistvo snosi troskove epidemije,
bilo kroz poreski sistem u okviru centralizovanog programa zdravstvene
zastite ili direktno, kupujuci zdravstveno osiguranje, razmotri¢emo situ-
aciju u kojoj se pripadnici klase Osjetljivih odlucuju za plac¢anje pre-
mije i ostvarivanje pogodnosti polise zdravstvenog osiguranja. S tim u
vezi, pretpostavicemo da nakon pocetka epidemije, osiguravajuca kuca
sprovodi politiku kojom se obavezuje da ¢e inficiranom pojedincu omoguciti
potrebnu vakcinaciju ili izdati obavezno produzenje trenutne polise zdrav-
stvenog osiguranja koja pokriva buduce troskove u slucaju neophodnog

bolnickog lijecenja.

D. Aktuarska matematika nudi brojne principe premije koji odreduju pre-
miju polise zdravstvenog osiguranja (Princip varijanse®, Eserov prin-
cip?™ i mnogi drugi). Mi éemo se opredijeliti za Osnovni princip ekvi-

valencije® (OPE), koji glasi:

Elbeneficijski rashod] = E[premijski prihod].

26Princip varijanse (eng. The variance principle) koji je izlozen u radu [14], formulisan
je na sledeéi na¢in: IT = E(X) — aVar(X), za a > 0, gdje je II premija koju plada
ostguranik i X slucajna promjenljiva koja opisuje iznos Stete.

2TEserov princip (eng. The Esscher principle) koji je takode izlozen u radu [14], for-
X(:’hX
E(th ) ’
opterecenja 1Y transformacija slu¢ajne promgjenljive X.

Z8Princip ekvivalencije (eng. The basic equivalence principle) odnosi se na jednakost
uplata i isplata svedenih na isti vremenski rok.

mulisan je na sledeéi nacin: II = E(Y), Y = za h > 0, pri cemu je h faktor
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E. Ono sto posebno istice ovaj model u odnosu na veé¢ predstavljene KM,
jeste postojanje povezanih centara. Pod pojmom centar podrazumije-
vamo gradove, drzave, zdravstvene ustanove i slicno, dok se njihova poveza-
nost odrazava u vidu migracija iz jednog u drugi posmatrani centar,
Sto posljedi¢no utice na optimalnu strategiju alokacije dostupnih zaliha

vakcina.

2.2.1 Deterministicki SEIR model sa povezanim centrima

2.2.1.1 Povezani SEIR model
Povezani SEIR model sa n centara i konstantnim migracionim tokovima

definisan je pomocu sledeceg SDJ:

Sl = =Y kS kS, (38)

J#i JF#
El = i— Y kyEi+Y kiE (39)
J#i J#i
I =~E; =51, =Y LiLi+ Y Ll (40)
J# J#i
=0l =Y kyRi+ Y kiR (41)
J#i J#i

Pocetni uslovi: Sz(()) = 94,0, EZ(O) = 1,0 [Z<O) = 150, Rl<0) = 0, gdje
i=1,2,....n
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Pratec¢i metodoloski pristup, navodimo klinicku interpretaciju parame-

tara sadrzanih u SDJ (38)-(41):

B; je stopa infekcije;
v je stopa transmisije ili stopa napredovangja iz klase E u klasu [;
0;, 1 =1,2,...,n, jeste stopa oporavka;

k;j su migracione stope koje odgovaraju onim pripadnicima klase Osje-

tljivih, IzloZenih i Oporavljenih koji migriraju iz i-tog u j-ti centar;

li; su migracione stope koje odgovaraju onim pripadnicima klase Infi-

ciranth koji migriraju iz i-tog u j-ti centar;

Si0, Eio, Lip1 Rip su inicijalni brojevi osjetljivih, izlozenih, inficiranih

i oporavljenih ¢lanova koji se nalaze u i-tom centru, respektivno.

Velicinu populacije u i-tom centru definiSemo na sledeéi nacin:
Ni(t) = Si(t) + Ei(t) + Li(t) + Ri(t).

Shodno prethodnim modelima, veli¢cina ukupne populacije ostaje konstantna
tokom citavog perioda posmatranja, odnosno, matematickim simbolima za-

pisano:
N=N(t) =) Nlt).
i=1
U nastavku ¢emo navesti jos cetiri parametara koji su nam od presudnog
znacaja za dalje analiziranje SEIR modela:

o T, = — je prosjecna duzZina trajanja infekcije u klasi I; prije oporavka

d;
zarazenog i njegovog prelaska u klasu R;, 1 =1,2,...,n.
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1
o 1) = — je prosjecan period inkubacije.
Y

e Osnowvni reproduktivni broj Rg, slijedstveno prethodnim definicijama,
oznacava prosjecan broj osjetljivih ¢lanova populacije koje novopridosla
zarazena osoba moze da zarazi. Na samom kraju ovog poglavlja prikaza-
¢emo nacin izracunavanja broja Ry uz pomo¢ ,,next-generation “ ma-

tricne metode.

e Kljucni parametar ovog modela, T, predstavlja vremenski trenutak kada
epidemija ili pandemija ulazi u svoju zavrsnicu i prestaje da postoji.
Kao $to smo veé naglasili kod stohastickog SIR modela (odjeljak 1.2),
ovaj parametar mozemo tumaciti i kao prvi trenutak u kom vise nema
inficiranih pojedinaca u populaciji. Medutim, ako pokusamo da rijesimo
SDJ (38)-(41) koristedi integraciju, kao opstepoznati matematicki aparat,
dolazimo do zakljucka da su sva netrivijalna rjesenja datog sistema
iskljucivo eksponencijalnog karaktera. Drugim rijecima, nikada ne moze-
mo dobiti nula inficiranih pripadnika populacije kao netrivijalno rjesenje.
Prirodno je pretpostaviti da ukoliko imamo manje inficiranih od odrede-
ne vrijednosti, smatracemo da je epidemija ili pandemija iskorijenjena.
Stoga ¢emo koristiti parametar 6 kao grani¢nu vrijednost koja oznaca-
va procenat zivuce populacije dovoljan za okoncanje epidemije ili pan-

demije. Dakle, parametar T" odredujemo slede¢om formulom:

T:inf{t ; Xn:[[i(t)nti(t)] < ezv}. (42)

=1

U procesu realizacije osnovne ideje odredivanja optimalne premijske
stope m pomoc¢u OPE, kljuéne komponente potrebne za njeno izracunavanje
¢e biti vrijeme infektivnosti i vrijeme osjetljivosti. Nasu pozornost

¢emo prevashodno usmjeriti na vrijeme infektivnosti, a potom ¢emo reci nesto
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viSe i o vremenu osjetljivosti.

2.2.1.2 Vrijeme infektivnosti
Vrijeme infektivnosti (eng. the infectivity time) koristimo u svrhu ra¢unanja

lijeve strane izraza za OPE.

Polazimo od funkcije A;(T") koja opisuje ukupan broj izqubljenih radnih
dana tokom epidemije ili pandemije u i-tom centru, a definisana je na sledeci

nacin:
T

0

Datu funkciju mozemo tumaciti i kao povrsinu ispod grafika funkcije I;(t),
koja nam pomaze u izrac¢unavanju medicinskih troskova neophodnih za zbrinja-

vanje inficiranih pojedinaca.

Kako bismo stekli jasnu sliku o stanju u kom se nalazi ukupna popu-

lacija, uze¢emo u obzir svih n centara i definisa¢emo funkciju Ar kao:

Ap = Z A(T) = Z / Li(t)dt, (43)

i=1
koja oznacava ukupan broj izgubljenih radnih dana tokom epidemije ili pan-

demije ako posmatramo kompletnu mrezu (svih n centara).

Da bismo inkorporirali vremensku distancu, pridruzujemo diskontni
faktor funkciji Ap. Drugim rije¢ima, procijeni¢emo troskove lijeCenja za
clanove klase Inficiranih uz pomoé¢ dnevne diskontne stope o. Dakle, funkcija

Ar odredena izrazom (43) sada ima oblik:

AZ = Zn: / e 'L (t)dt. (44)

=1 0
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Prethodno definisana funkcija A7 predstavlja vrijeme infektivnosti naseg

SEIR modela.

2.2.1.3 Vrijeme osjetljivosti

S druge strane, vrijeme osjetljivosti (eng. the susceptibility time) nam pruza
informacije o koli¢ini prikupljenih premija tokom trajanja epidemije ili pan-
demije, uplacenih od strane pripadnika klase Osjetljivih i klase IzloZenih. Pre-
mije pristizu u osiguravajuc¢u kompaniju sa optimalnom premijskom stopom
7 koju ¢emo opsezno razmotriti u narednom odjeljku. Za razliku od vremena
infektivnosti, vrijeme osjetljivosti primjenjujemo za racunanje desne strane

izraza za OPE.

Po uzoru na prethodni odjeljak u kom smo paznju usmjerili na vri-
jeme infektivnosti, dajemo taksativan prikaz funkcija koriséenih u svrhu

odredivanja vremena osjetljivosti.

Funkcija B;(t) opisuje ukupan broj premija placenih od strane osje-
tliivih 1 izloZenih clanova populacije tokom trajanja epidemije ili pandemije

u i-tom centru. Definisana je na sledeéi nacin:
T
BA(T) :/[si@s) LBt i=12...n.
0

Analogno, formulisa¢emo funkciju By kao:

Br=Y B(1)=Y" [ (8(0+ Bt (45)

i=1
koja predstavlja ukupan broj premija placenih od strane osjetljivih i 1zloZenih
¢lanova populacije tokom trajanja epidemije ili pandemije ako posmatramo

sveobuhvatnu mrezu.
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Naposljetku, uvodeé¢i dnevnu diskontnu stopu o, dobijamo vrijeme
osjetljivosti kao funkciju 07:

T

=Y et + B (40)

0

2.2.1.4 Odredivanje optimalne premijske stope =
Osnovni princip ekvivalencije (OPE) je nosilac glavne uloge u odredivanju
optimalne premijske stope 7. Shodno tome, analizira¢emo tri osnovne kom-

ponente potrebne za izracunavanje zeljene stope.

Prva komponenta odnosi se na beneficije koje osiguravajuca kuca is-
pla¢uje zarazenim ¢lanovima populacije po konstantnoj stopi ¢,. Zatim,

9 uiznosu e, uplac¢enu svakom

druga komponenta determinise pausalnu sumu?
pojedincu koji je postao ¢lan klase Oporavijenih (stekao imunitet). Poslednja,
treca komponenta odrazava zalthe vakcina v koje osiguravajuca kuca pohra-
njuje sa ciljem obezbjedivanja doza neophodnih za imunizaciju zarazenih

osiguranika, pri cemu cijena svake jedinice iznosi c;.

Po uzoru narad [15]*°, pretpostavi¢emo da se sva potrazivanja izmiruju
do trenutka 7', kada epidemija ili pandemija dozivljava svoj konacan krah.
Dakle, ukupne ocekivane obaveze osiguravajuce kuce su izrazene slede¢om
formulom:

E[beneficijski rashod] = ¢; AG + cpe™ 7% Z Ri(T) + csv. (47)

i=1

PPausalno je termin latinoskog porijekla (lat. pauschale), sa znacenjem: prosjecno,
otprilike, iznos koji se pla¢a na osnovu procjene i prosjecnog predracuna ili na osnovu
prethodnog perioda.

30U ovom radu autori analiziraju LMNV primjenjen na scenario §irenja zarazne bolesti u
oblasti jednog centra, gdje se razmatraju razli¢iti ishodi: opsta i fatalna epidemija, slucaj
sa eksponencijalno zavisnim stopama i dr.
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Napomena 2.8. Znacajno je uociti da prethodna formula vazi i za determi-
nisticki model, jer se posmatrani beneficijski rashodi u ovom sluc¢aju pokla-

paju sa njihovim ocekivanim vrijednostima.

S druge strane, osiguravajuca kuca prikuplja premije po konstantnoj
stopi 7, upla¢ene od strane osjetljivih i izlozenih ¢lanova populacije sve do
njihovog potpunog ozdravljenja ili do trenutka u kom epidemija ili pandemija
biva okoncana. Stoga, ukupni ocekivani prihodi osiguravajuce kuce su

utvrdeni slede¢om formulom:
E[premijski prihod| = 7 B7. (48)

Napomena 2.9. Na osnovu prethodne formule, donosimo zakljucak da je
mehanizam placanja premije u korist dobijanja neophodne bolnicke njege,
,,posten® prema korisnicima osiguranja. Drugim rije¢ima, primjetno je da
premije placaju samo pripadnici klase Osjetljivih i klase IzloZenih. Ovaj trend
nije prisutan u stvarnom zivotu, u kom protivrjecno zastupljenoj politici,
premije pla¢aju svi ¢lanovi posmatrane populacije tokom ¢itavog perioda

trajanja epidemije ili pandemije.

Najzad, koriste¢i OPE i formule (47) i (48) dobijamo izraz za odredivanje

optimalne premijske stope 7:
E[beneficijski rashod] = E[premijski prihod]

& 1A + e T ST Ry(T) + c3v = 7B,
i=1
odakle slijedi da je:
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Napomena 2.10. Uslijed izbijanja pandemije prouzrokovane koronaviru-
som, doslo je do narusavanja povjerenja i integriteta u okviru sektora osi-
guranja. Mnoge osiguravajuc¢e kompanije su bile onemogucene da isplate
novonastale Stete i izmire svoja dugovanja. Uslijedili su brojni sudski po-
stupci, kao odgovor na aktuelnu kriznu situaciju. S druge strane, advokatske
kancelarije koje su zastupale interese sektora osiguranja, apelovali su na
drzavne i medunarodne institucije da zakonom ogranic¢e zahtjeve preduzeca
u skladu sa kojim bi nadoknadili profesionalne gubitke praéene vanrednim
mjerama. Zaista, Majkl Krejn (eng. Michael Crane), advokat osiguravajuce
kompanije QBE QBE.AX?3!, izjavio je tokom jednog od saslusanja da je
pandemija u odredenoj razmjeri, bila predvidena, ali da niko nije ocekivao
uvodenje mjera u vidu blokada i restrikcija koje su zaustavile cjelokupan
razvoj, kako na drzavnom, tako i na svjetskom nivou. Ovo je samo jedan
od jasnih pokazatelja koji svjedoCe narusavanju Osnovnog principa ek-
vivalencije. Drugim rijeCima, premije koje su naplac¢ivane od strane os-
iguravajuc¢ih drustava, nisu bile dovoljne za postizanje uspjesnog poslovnog
rezultata, jer su ocekivani rizici prerasli u zaprepasc¢ujucu katastrofu. Na ovaj
nacin, koronavirus je uticao na donosenje odluka u okviru osiguranja, koje su
se do momenta izbijanja pandemije, bazirale samo na aktuarskoj matematici.

Za vise informacija, pogledati rad [16].

31QBE je medunarodna osiguravajuéa i reosiguravajuéa kompanija, sa sjedistem u Sid-
neju. Njena pri¢a pocinje u oktobru 1886. godine, kada su mladi Skoti, Dzejms Berns
(eng. James Burns) i Robert Filip (eng. Robert Philp) osnovali kompaniju pod nazivom
The North Kueensland Insurance Compani Limited (KI). Kompanija posluje sa ciljem
pruzanja rjeSenja za upravljanje rizicima, kako bi svojim korisnicima omoguéila otporniju
i sigurniju buduénost.
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2.2.1.5 Optimalna strategija alokacije vakcina - deterministicki
model

Vakcina stimuliSe imuni sistem u proizvodnji antitijela koja stite vakcinisanu
osobu od odredene bolesti. Stoga kazemo da je imunizacija dokazana, is-
plativa strategija u borbi protiv zaraznih bolesti, koja djelotvorno doprinosi
zastiti svakog pojedinca. Ako je veéina populacije vakcinisana, svi njeni
¢lanovi ¢e biti zasti¢eni, uzimajuéi u obzir i one pripadnike koji nisu primili
vakcinu.

Naime, da bi se osigurao kolektivni imunitet — imunitet cijele popu-
lacije, neophodno je da bude zastupljen trend tradicionalno visoke pokrivenost:
imunizacijom. Drugim rije¢ima, ukoliko dode do pojave opadanja stope
pokrivenosti imunizacijom, uslijed Sirenja dezinformacija i negativnih glasina
koje doprinose formiranju licnih stavova svakog pojedinca, neuspjeh u ovoj

borbi je zagarantovan.

U cilju obezbjedivanja uspjeha u bici protiv epidemije ili pandemije,
osiguravajuc¢e kuce skladiste zalthe vakcina v potrebne za imunizaciju po-
jedinih klijenata. Izuzetno je vazno donijeti pravovremenu i promisljenu
odluku o optimalnoj raspodjeli dostupnih vakcina izmedu posmatranih cen-
tara. Medutim, u stvarnom zivotu vakcinacija nije opsteprihva¢ena medu
svim ¢lanovima populacije. Pojedinci koji smatraju da je vakcina nedovoljno
ispitana, kao posljedica njenog skorasnjeg otkrica, ne zele da se podvrgnu
vakcinaciji i time naruse zdravlje.

Imajuci u vidu sve navedene okolnosti, transformisa¢emo SEIR model

(38)-(41) tako Sto ¢emo posmatrati alokaciju vakcina kao dodatnu prom-

jenljivu.
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Neka je w; udio zaliha vakcina dodijeljen i-tom centru, 1 = 1,2,...,n.
Dakle, alokaciju vakcina éemo predstaviti kao n-torku (w,,w,,...,wy), pri

cemu je w; > 01 vazi wy +ws + -+ +w, = 1.

Stavise, analizira¢emo realnu situaciju u kojoj proces vakcinacije ost-
varuje postepeni napredak. S tim u vezi, pretpostavicemo da je a; stopa

vakcinaciyje u i-tom centru, i = 1,2,...,n.

Shodno tome, SEIR model (38)-(41) sa alokacijom vakcina (wy,ws, . . . ,wy)

poprima oblik:

S = _%Si[i — kijSi + kjiSj — ai - Liv>o0) - L(si>0) (50)
B = %SI — kB + kB — B, (51)
I =By — 6ils — T+ L], (52)
R, = 6,1, — kyyRi + kR, (53)
Wi = a;- Lo - Lis;>0) — kigWi + kW (54)
Vi=—ai-1ws0) - L0 (55)

Pocetni uslovi: S;(0) = S;0, Ei(0) = E; 0, 1;(0) = I, o, R;(0) =0, W;(0) =0,
Vi(0) = wiv, gdje i = 1,2,...,n.
Funkcija 1(+) je indikator funkcija®® koriséena zbog jednostavnijeg za-

pisa, V; = w;v je preostala kolicina vakcina dostupna u centru 1 1 Wj je broj

vakcinisanth pojedinaca u centru i, pri cemu ¢ = 1,2,...,n.

32 Indikator funkcija ili karakteristicna funkcija je funkcija definisana na skupu X,
koja odrazava pripadnost elemenata skupu A C X. Matematickim simbolima zapisano:

1 |1 za z€A
AP =00 sa zgA
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Napomena 2.11. Funkciju 1(-) u sluéaju V; i S; definiSemo na sledeéi naéin:

1 za V;>0
lv=0=19 2 v <o

1 za Sl>0
Lisi>0) = 0 za S;<0

Jedan od mehanizama za odredivanje optimalne alokacije vakcina koja
bi rezultovala smanjenjem premije za osjetljive i izlozene ¢lanove populacije,
podrazumijeva minimiziranje optimalne premijske stope 7 (49). Da bi omogu-
¢ile obaveznu zdravstvenu zastitu za svakog pripadnika posmatrane popu-
lacije, osiguravajuce kuée obezbjeduju nize premije polisa zdravstvenog os-
iguranja. Formalnije, za date zalihe vakcina v i ostale parametre modela
(50)-(55), rasporedujemo vakcine na nac¢in da minimiziramo stopu premije
zdravstvene zastite:

: 1 o —0 -
Tt — min B (clAT + cpe™ T Z R,(T) + CgV) . (56)

(w17w27"'7w’ﬂ):wi207 =1

witwa+-Fwp=1

Kao alternativno rjesenje, mozemo koristiti metod smanjenja troskova lijecenja.
Zeljeni cilj postizemo redukcijom broja izgubljenih radnih dana tokom epi-
demije ili pandemije, §to je vise moguce. Prema tome, optimalna alokacija

vakcina je odredena na nacin da minimiziramo funkciju Az (43):

Ap=  mm Y / L)t (57)

(w1,w2,meywn )i w; >0, j=1

witwa - Fwp=1
Napomena 2.12. Alokacija vakcina (wy,ws, . . . ,w,) uti¢e na promjenu broja
¢lanova klase Osjetljivih (prikazano u (50)), $to se posljedicno odrazava na
A9, B% i Ry(T). S druge strane, bitno je primijetiti odstupanje u broju

populacije svakog posmatranog centra. Naime, ukoliko se odredenom centru
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dodijeli veca koli¢ina vakcina u odnosu na broj njegovih pripadnika, evidenti-
rani visak treba preusmjeriti u preostale centre. Takode, zanimljivo je uociti

razlicitost izmedu dvije tacke gledista ,,optimalnosti‘:

(56) je vise naklonjena finansijskoj zastiti, u smislu smanjenja premija za

osjetljive i izlozene ¢lanove populacije;

(57) je usresredena na smanjenje troskova lijecenja, sto doprinosi povecanju
zdravstvene pokrivenosti i sprecavanju daljih oboljenja svih pripadnika

populacije.
2.2.2 Stohasticki SEIR model sa povezanim centrima

Stohasticki SEIR model, kao sto nam iskustvo nalaze, predstavlja prirodno
prosirenje deterministickog SEIR modela sa povezanim centrima. Da bismo
uspostavili vezu izmedu deterministickog i stohastickog pristupa, oznaci¢emo
sa S(t) broj osjetljivih, E(t) broj izlozenih, I(t) broj inficiranih i R(t) broj
oporavljenih ¢lanova populacije u trenutku ¢, gdje ¢ € [0,00). Dakle, po
uzoru na odjelak 1.2, posmatracemo lanac Markova sa neprekidnim
vremenom (LMNV), pri ¢emu navedene diskretne slucajne promjenljive ost-
varuju skup stanja {0,1, ..., N}. Shodno tome, model posjeduje Markovsko
svojstvo, sto u epidemioloskom smislu oznacava povezanost izmedu broja
osjetljivih®® u datom trenutku u odnosu na broj osjetljivih u prethodnom
trenutku. Drugim rijecima, ukoliko posmatramo proizvoljan vremenski in-
terval [t, ¢+ At], broj osjetljivih u trenutku ¢ + At zavisi samo od broja osje-
tljivih ¢lanova populacije posmatranih u trenutku ¢, zanemarujuci trenutke

koji su prethodili trenutku ¢.

33Uocena povezanost vazi i u sluéaju broja izlozenih, inficiranih i oporavljenih ¢lanova
populacije.

73



Master rad Nikolina Jukié

Napomena 2.13. U cilju simuliranja realne epidemije, razmotri¢emo okol-
nosti u kojima broj zarazenih zavisi samo od broja kontakata sa zarazenim
pojedincima, tj. uzimamo u obzir samo stopu infekcije B. Stoga necemo
proucavati situacije u kojima postoji moguénost zaraze iz drugih izvora (voda,
nehigijenski uslovi, namjerno oslobadanje bolesti itd). Analogno, stopa opo-
ravka o zavisi samo od zdravstvenog stanja zarazenog pojedinca i sposobnosti

njegovog imunog sistema da se izbori sa uzroé¢nikom bolesti.

Napomena 2.14. Stohasticki modeli koji su razvijeni u medicinske svrhe,
oslanjaju se na pretpostavku da je tokom Sirenja infekcije medu stanovnistvom
prisutan mali broj inicijalno zaraZenih pojedinaca. AKo je zastupljen ovakav
trend, infekcija moze biti prirodno potisnuta. Dakle, u stvarnosti Sirenje
patogenih mikroorganizama nece usloviti izbijanje epidemije ili pandemije,
ukoliko je izvorno ostvaren mali broj inficiranih ¢lanova posmatrane popu-
lacije. Medutim, deterministicki modeli opisuju evoluciju epidemije u velikim
populacijama sa visokom zastupljenosti inficiranih ¢lanova. Naime, osmisljen
je algoritam koji spaja navedena dva pristupa (stohasticki i deterministicki),

dostupan u radu [17].

2.2.2.1 Lanac Markova u slucaju jednog centra
Za razliku od vjerovatnocda prelaza izlozenih u odjeljku 1.2 (definicija 1.2),
analizu stohastickog SEIR modela ¢emo sprovesti pomoc¢u stopa (brzina)

prelaza, ¢iju definiciju navodimo u nastavku.

Definicija 2.1. ([18]) Stopa prelaza (brzina prelaza) je jedna od osnovnih
osobina stohastickog procesa sa vise stanje (kao $to je lanac Markova), koja
myjert vjerovatnocu da sistem prede iz jednog u drugo stanje u beskonacno
malom vremenskom intervalu.

Formalnije, stopu prelaza definisemo na sledeci nacin:
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Neka je a;; definisana sledecim izrazom:
aij = a; - pij, Vi # J.

Posto je a; brzina kojom stohasticki proces napusta stanje i, dok je p;; vjerovat-
noca prelaza iz i-tog u j-to stanje, slijedi da je a;; stopa prelaza (brzina
prelaza) kojom stohasticki proces (u nasem sluc¢aju lanac Markova) prelazi iz

stanja i u stangje j.

Napomena 2.15. Naime, za beskonacno mali vremenski interval [t, ¢ + At]
postojana je veza izmedu vjerovatnoce prelaza p;; i stope prelaza a;; data
slede¢om formulom:

pij(t + At t) =1 — e @4t

Opisana veza je posljedica ¢injenice da slu¢ajna promjenljiva koja odrazava
vrijeme zadrZavanja u datom stanju, ima eksponencijalnu raspodjelu sa

parametrom a;; (detaljnije u radu [18]).

Napomena 2.16. U kontekstu stope prelaza, Markovsko svojstvo interpre-
tiramo kao mezavisnost posmatrane stope prelaza od onog Sto se desilo u
proslosti. Dakle, brzina prelaza zadrzava svojstvo da buduénost ne zavisi od

proslosti, koje je karakteristi¢cno za vjerovatnoce prelaza.

U nastavku rada navodimo tabelarni prikaz stopa prelaza stohastickog

modela sa konstantnim koeficijentima 3, v i d, uzimajuéi u obzir samo jedan

centar.

Dogadaj Stopa Uslov
S—»S-1L,E—-E+1 £8I S >0
EFE—-F—-1,1—-1+1 vE E>0
I—-I—-1,R—R+1 ol 1>0

Stanje apsorpcije 0 E=0,I1=0

Tabela 7. Stope prelaza LMNV u slucaju jednog centra
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Dalje, oznac¢imo sa t; vrijeme j-tog skoka (promjene stanja), a potom
sa s; odgovarajuce vrijeme cekanja (vrijeme izmezu j-tog i (j-1)-og skoka ili

vrijeme zadrZavanja u datom stanju).

Prethodno pomenuti parametar 7', sa stohastickog stanovista, pred-
stavlja slucajnu promjenljivu koja zavisi od dinamike promjene posmatrane
lancane strukture analiziranog SEIR modela. Stoga, kraj epidemije defini-
Semo kao:

T=inf{t:I(t)=0, E(t)=0}.

Napomena 2.17. Kazemo da je stanje z; apsorbujuce ukoliko vazi da je
vjerovatnoca prelaza iz datog stanja x; u identicno stanje z; jednaka 1, tj.
pj; = 1. Drugim rije¢ima, apsorbujuca stanja su ona stanja u kojima se

sistem konstanto zadrzava.

Naredni algoritam simulira lanac Markova u sluc¢aju jednog centra:

Algoritam 2: Simulacija lanca Markova u slucaju jednog centra

input: Sy, Ey, Iy, 3,0, v

output: realizacija jednog lanca Markova

Korak 1: S« Sy, E«+ Ey, [ < Iy, R <+ 0;
Korak 2: N+ S+ FE+ 1+ R;

Korak 3: tg < 0;

Korak 4: 5 < 1;

Korak 5: while (I > 0ili E > 0) do

76



Master rad Nikolina Jukié

generisemo: s; ~ Exp(%Sl +yE +01);
t]’ — tjfl + Sj;
generisemo: u; ~ Unif(0,1);

racunamo vjerovatnoce:
BSI/N
1 <
BSI/N +~E + 61
— e
P2 BSTIN 7B + 61
- ol
°" BSI/N +~E + 61
if u; < p; then

p

p

S+ S—-1,E+~ F+1;
else if u; € [p1,p2) then

E+—FE—-1,1+1+1;
else

I+—I—-1, R+ R+1;

postavi: j — 7+ 1;
Korak 6: Kraj epidemije je u trenutku T' < t;;

Naime, osnovna ideja za razvoj Algoritma 2 sadrzi obrasce potrebne za
racunanje svih stopa prelaza u trenutku ¢;, pri ¢emu se vrijeme zadrzavanja u
datom stanju, s;, generise pomocu eksponencijalne raspodjele sa parametrom
koji oznacava zbir svih stopa prelaza naznacenih u tabeli 7 (Korak 5). Po-
tom, generisemo standardnu uniformnu slucajnu promjenljivu u;, kako bismo
utvrdili koji se dogadaj (iz tabele 7) odigrao. Za svaki pomenuti dogadaj,
racuna se vjerovatnoca njegove realizacije, na nacin da se odgovarajuca stopa
prelaza podijeli sa zbirom svih stopa. U zavisnosti od odnosa slucajne pro-

mjenljive u; i vjerovatnoca py, pa, p3, odreduje se koji se dogadaj zaista desio.
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Konac¢no, u Koraku 6 se trenutak u kom epidemija dozivljava krah 7' pois-

tovjecuje sa trenutkom ¢;.

2.2.2.2 Lanac Markova u slucaju viSe centara

Osmisljavanje modela koji uzima u obzir viSe posmatranih centara, pred-
stavlja svojevrsnu prekretnicu u daljem analiziranju i simuliranju realnih
prilika nastalih uslijed Sirenja zaraznih bolesti. U ovom odjeljku, akcenat

¢emo staviti na stohasticki SEIR model sa viSe povezanih centara.

Budud¢i da model sa vise centara karakterise usloznjavanje modela sa
jednim centrom, primijeni¢emo prethodno sprovedenu analizu sa pojedinim
razlikama u samoj realizaciji.

Dakle, oznac¢imo sa S;(t) broj osjetljivih, E;(t) broj izlozenih, I;(t) broj

inficiranih i R;(t) broj oprovljenih u i-tom centru, i = 1,2, ..., n, respektivno.

Prate¢i obrazac u prethodnom odjeljku, navodimo tabelarni prikaz

stopa prelaza u slucaju n povezanih centara, gdje 7,7 = 1,2,...,n.
Dogadaj Stopa Uslov

L—L—1,R—R+1 &I >0
Si8—1,8 =S +1  kyS  Si>0,i4j
EZ—>E1—1,EJ—>EJ+1 k;: B EZ>0,Z§£]
Iz—)Iz—l,I]—>I]+1 l”]z ]Z>O,Z7é]
RZ—>R1—1,RJ—>R]+1 kszz RZ>O,Z7£]

Stanje apsorpcije 0 YL+ E=0
=1 i=1

Tabela 8. Stope prelaza LMNV u slucaju vise centara
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Analogno, kraj epidemije definisemo kao:

T = inf {t ; Z [Ei(t) + I(t)] = 0} ,

i=1
tj. slucajna promjenljiva T oznacava trenutak u kom viSe ne egzistiraju

izlozeni i inficirani ¢lanovi populacije.

Prezentovani Algoritam 2 je moguce prilagoditi modelu sa vise cen-
tara. Kljucna razlika je zasnovana na dimenziji prostora stanja. Shodno
tome, uzimajuéi u obzir model sa vise centara, naznacenu dimenziju izraza-
vamo formulom 4n — 1, pri ¢emu 4n odgovara istaknutoj cetvorci Osjetljivi-
IzlozZeni-Inficirani-Oporavljeni, dok —1 oznacava posmatranih n centara sa
konstantnom populacijom N. Specijalno, u slu¢aju modela sa jednim cen-

trom, dimezija prostora iznosi 4n —1 =4 —1= 3.
2.2.2.3 Optimalna strategija alokacije vakcina - stohasticki model

Ocekivano, povecanje broja posmatranih centara zahtjeva odredene promje-
ne u formiranju optimalne strategije alokacije vakcina. Defakto, uvodenje
dodatnih centara znatno otezava definisanje optimalne raspodjele dostupnih

zaliha vakcina v.

Premda govorimo o stohastickom modelu, iskoristi¢emo prethodno do-
bijenu formulu (49) iz odjeljka 2.2.1.4, koju smo definisali u slucaju deter-
ministickog modela. Razumljivo, za odredivanje optimalne premijske stope
7, u kontekstu teorije vjerovatnoce, uvodimo srednju vrijednost (ocekivanje),

na sledeé¢i naéin:

T = %B%] <01E[A"T} + o ; Ele T Ry(T)] + 03y> : (58)
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Neka su w;, 1 = 1,2,...,n elementi skupa Z, takvi da vazi w; > 0 i Zn: w; = .
Nasuprot deterministickom modelu, u kom smo konstruisali SDJ ( 6:){(55), sa
stohastickog stanovista moramo prevashodno da razjasnimo Sta podrazumi-
jeva optimalna alokacija vakcina. Uzimajuéi u obzir populaciju sa malim bro-
jem pripadnika, analiziracemo samo trenutnu vakcinaciju. Drugim rijecima,
posmatracemo situaciju u kojoj je prisutan trenutni pad broja osjetljivih

¢lanova populacije S;(0), uslijed porasta broja vakcinisanih pojedinaca u cen-

tru ¢ u trenutku ¢t = 0, tj. W;(0).

U nastavku rada navodimo algoritam koji odreduje optimalnu alokaciju

vakcina u slucaju stohastickog SEIR modela sa n povezanih centara:

Algoritam 3: Odredivanje optimalne alokacije vakcina za stohasticki SEIR

model sa n povezanih centara

input: kolicina vakcine v, funkcija q € {m, Ar}, broj simulacija Ny,
output: optimalna alokacija vakcina w*
Korak 1: forallw = (wy,...,wp) 1w; >0, Y w; =v do
i=1
neka je Q < QNeimx1.

for k<1 to Ny, do

simuliray k-ti lanacMarkova;
izracunaj funkciju Qy < q(lanacMarkova);

Nsim
izracunaj i zapamti prosjek Q(w) = N;L Y Qu;
i=1

Korak 2: izaberi w* < argmin,Q(w);
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Naime, Algoritam 3 generise pseudoslucajne brojeve®* koji predsta-
vljaju sve moguce alokacije vakcina (Korak 1). U narednom redu se funkeiji
(@ pridruzuje inicijalna vrijednost koja je definisana nula vektorom dimen-
zije Ngim. Za svako k : k = 1,2,.., Ny, se vrsi simulacija lanca Markova
uzimajudéi u obzir svaku dobijenu alokaciju (ukupno Ng;,, realizacija). Po-
tom se izra¢unava vrijednost funkcije ¢ (rezultujuéa optimalna stopa premije
7 1 broj izgubljenih radnih dana Ar) za k-ti lanac Markova, te se dobi-
jena vrijednost pridruzuje k-toj koordinati vektora @), ). U pretposlednjem
redu se izracunava prosjek Q(w), na osnovu kog se konacno odreduje trazena
alokacija vakcina w* = (w,, wa, . ..,wy,) kao argument za koji se dostize min-

imuinm.

Napomena 2.18. Algoritam 3 predstavlja jednu simulaciju Monte Karlo

metode®.

34Pseudosluéajni brojevi su oni brojevi koji su generisani putem numeri¢kih algoritama
koji deterministicki stvaraju niz brojeva. Stoga, ove brojeve ne mozemo u potpunosti
smatrati slu¢ajnim i nepredvidivim.

35Monte Karlo metod (eng. The Monte Carlo Method) je metod koji oznacava Sirok
spektar matematickih problema ¢ija se rjeSenja ne mogu odrediti analiticki, stoga zahtje-
vaju primjenu sluc¢ajnih brojeva. Osnovna ideja ove metode je aproksimacija oc¢ekivane
vrijednosti F(X) sa aritmetickom sredinom svih realizacija X;, pri ¢emu je {X,}, o niz
slu¢ajnih promjenljivih sa istom raspodjelom i kona¢nim ocekivanjem. Drugim rije¢ima,
ovaj metod se bazira na Hincinovom zakonu velikih brojeva.
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2.2.3 Odredivanje broja R, pomocu ,,next-generation*“ matric¢ne
metode

Prije nego sto pokazemo kako se odreduje osnovni reproduktivni broj
R, za SDJ (38)-(41) u slu¢aju dva povezana centra, podsjetimo se definicija:
tacke ravnoteze bez bolesti (DFE3), spektralnog radijusa matrice p, Z oblika

matrice, M-matrice i spektralne apscise matrice s.

Definicija 2.2. ([19]) Tacka ravnoteze bez bolesti ili DFE se definise kao

tacka koju karakterise odsustvo inficiranih pojedinaca u populaciji.

Napomena 2.19. U kontekstu SDJ (38)-(41), tacku DFE definisemo kao
tacku koja odrazava odsustvo izlozenih i inficiranih pripadnika posmatrane

populacije, tj. £y = Fy =1, = I, = 0.

Definicija 2.3. ([20]) Neka je 0(A) spektar kvadratne matrice A koji
predstavlja skup svih njenih karakteristicnih korijena. Tada sa p(A) oznacava-
mo spektralni radijus matrice A kao maksimalni modul karakteristicnih
korijena date matrice A. Matematickim simbolima zapisano:

A) = N
p(A) fél,f}}j)’ |

Definicija 2.4. ([20]) Za matricu A € C"" kaZemo da je Z oblika ako
su joj svi vandijagonalni elementi nepozitivni. Za matricu A € C™" kaZemo
da je Z* oblika ako su joj svi vandijagonalni elementi nepozitivni, a svi

dijagonalni elementi pozitivni.

Definicija 2.5. ([20]) Matrica A € C™" koja je Z oblika zove se M matrica

ako je reqgularna i njena inverzna matrica je nenegativna, tj. A=t > 0.

36eng. The disease-free equilibrium point.
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Definicija 2.6. ([21]) Neka je A € C*™ i o(A) spektar matrice A. Dalje,

neka su spektralni realni dijelovi matrice A realni brojevi
an(A) < - <oq(A),

takvi da vazi {a1(A), ..., an(A)} = {Re(\1),...,Re(\n)}. Spektralnu ap-
scisu matrice A, u 0znaci Qmax(A) definisemo kao najveéi realan dio

karakteristicnih korijena matrice A. Formalno zapisano:

Omax(A) = max{Re(\;) : s € 0(A), 1 =1,2,...,n} = a1 (A).

U nastavku rada ¢emo navesti dvije dodatne definicije M matrice koja
su ekvivalentna definiciji 2.5. Razlog zbog kog smo se opredijelili za naredne

definicije jeste kompatibilnost sa dokazima koji slijede.

Definicija 2.7. ([22]) Neka je matrica A € C™" takva da vazi A = sI — P,
gdje su I 1 P, jedinicna i nenegativna matrica, respektivno. Razlikujemo

sledeca dva slucaja:

(1) s > p(P) < A je regularna M matrica;
(2) s = p(P) < A je singularna M matrica.

Definicija 2.8. ([23]) Neka je matrica A € C™" Z oblika i neka pritom vazi
da je amax(A) > 0. U tom slucaju kaZemo da je matrica A regularna M
matrica. S druge strane, ukoliko vazi da je amax(A) = 0, zakljucujemo da

je matrica A singularna M matrica.

U narednom koraku posvetimo se odredivanju broja Ry. Naime, u
dosadasnjem izlaganju smo ve¢ nekoliko puta naglasili vaznost pomenutog

broja. Jedna od krucijalnih karakteristika praga imuniteta stada je nastala
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kao posljedica opservacije napredovanja zarazne bolesti u okviru populacije.
S tim u vezi, razvijeni su epidemioloski modeli koji uzimaju u obzir stanje
DFE, tj. stanje u kom je postojana ravnoteza bez bolesti. U nastavku rada,
pokaza¢emo na koji je nacin asimptotska stabilnost tacke DFE uslovljena
vrijedno$éu osnovnog reproduktivnog broja Ry, koristeéi ,,next-generation“

matricni metod.

Neka je z = (x1,29,...,2;)T broj pojedinaca unutar svake posma-
trane klase, gdje prvih m < [ klasa sadrzi inficirane ¢lanove populacije. U
slucaju SEIR modela, datog SDJ (38)-(41), ima¢emo = = (x1,2s,...,Ts) =
(S1, E1, I, Ry, S, B, I, Ry)T, pri cemu je m = 4 1] = 8, tj. imademo cetiri
klase koje sadrze zarazene pripadnike: Fi, Esy, I1 i I5. Dalje, zapisimo SDJ

(38)-(41) na sledeéi nacin:
= f(x). (59)

Zatim, pretpostavimo da postoji DEF sistema (59) i ozna¢imo ga sa @eq-
Stavise, ukoliko uvrstimo inicijalnu vrijednost 2o = (S1(0), S2(0), 0,0, 0,0,0,0)

u sistem (59), vidje¢emo da je tacka z( zaista DFE pomenutog sistema.

Razmotrimo sledece diferencijalne jednacine:

._diUz'

7 = = Fi(z) = Vi(x),i=1,2,...,m, (60)

pri cemu je JF; stopa pojavljivanja novih infekcija u klasi 1 (u slucaju SEIR
modela sa dva povezana centra, posmatrane klase su Fy, Es, I i I3), dok
je Vi stopa prelaska pripadnika jedne inficirane klase u drugu (analogno, u
nasem slucaju se posmatra prelazak clanova klasa Ey, Ey, I 1 I5). Da bismo
zadovoljili sve uslove, koji ¢e nam biti neophodni u nastavku rada, pret-

postaviéemo da F;,V; € C%, tedaje F; =0,zai=m+1,...,L

Dakle, interpretacija funkcija F; i V;, i = 1,2, 3,4, u kontekstu SEIR
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modela sa dva povezana centra, glasi:

JT_'l 815111
T /32%%12
—= N2

F3 0

Fa 0
Vi YE + ko By — ko1 By
Vs _ YEy + ko1 B3 — k12 Ey
Vs —vEL + 611 + LoDy — I 1o
Vy —vEy + 6ols + loy Iy — l1o 14

Definisimo matrice F 1 V na sledeéi nacin:
o[
aQIj

v {avi(w} =12 .m
83:j

(61)

(63)

(64)

U kontekstu SEIR modela sa dva povezana centra, matrice F, Vi V! inter-

pretiramo kao:

0 0 0
M as0)
0
F=100 0 22
N
0 0 0 0
0 0 0 0 |
Ytk —ka 0 0
v — —kia v+ ko 0 0
= 0 o1+l o
0 - —liz o+l
Y+k21 ka1 0
vA yA
. k_lj ’y+f:12 0
Vo= 7(52+l21)+521‘?;1+l21(k12+k21) l21A152k21 Jo+1o1
AB AB B
ligA+d1k12 Y(61+l12)+61k12+l12(k12+ko1) li2
AB AB B

(65)

(66)

B o o

1+l
B

(67)
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pri ¢emu je A= (’)/ =+ klg + kgl), B = (51(52 + 61[21 + 52[12).

Napomena 2.20. Na osnovu epidemioloske interpretacije matrica F i V,
zakljucujemo da matrica F nema nenegativnih elemenata, dok je matrica V

regularna M matrica (definicija 2.5). Zaista, elementi matrice F su ili nule

B:5:(0)
N;

njena inverzna matrica V! je nenegativna.

ili , 1 = 1,2, dok su vandijagonalni elementi matrice V nepozitivni i

Konaé¢no, matrica F'V~* se naziva ,,next-generation*“ matrica. U
cilju jednoznacénog definisanja broja Ry, interpetira¢emo navedenu matricu,
naglasavajuci njen epidemioloski znacaj. Dakle, posmatrajmo sudbinu zara-
zenog pojedinca koji je ubacen u klasu k (klasa u kojoj je prisutno stanje
bez bolesti). Element matrice V™1, oznacen sa (4, k), predstavlja prosjecnu
duzinu trajanja perioda inkubacije tokom kog zarazeni pojedinac boravi u
klasi j, prije nego Sto bude ubacen u klasu k, uz pretpostavku da se os-
tatak populacije zadrzava u stanje bez bolesti, onemogucen da se ponovo
inficira. Zatim, element matrice F', oznacen sa (i, j), odrazava stopu pojavlji-
vanja novih infekcija u klasi i, uzrokovanih jednim zarazenim pojedincem
iz klase j. Naposljetku, element matrice FV ™!, oznacen sa (i, k), prikazuje
ocekivant broj novih infekcija u klast i koje je proizvela zarazena osoba pr-

vobitno ubac¢ena u klasu k.

Zaista, matricu F'V ™! na jedinstven nacin dovodimo u vezu sa os-

novnim reproduktivnim brojem Ry. Formalni zapis uoc¢ene povezanosti glasi:
Ry = p(Fv_l)a (68)

pri ¢emu p oznacava spektralni radijus matrice FV 1L,

Slijedi teorema koja govori o lokalnoj asimptotskoj stabilnosti broja

DFE, u zavisnoti od vrijednosti koju prima osnovni reproduktivni broj Ry.
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Teorema 2.21. ([22]) Neka je xo DFE sistema (60) i Ry = p(FV™'). Tada

vazi:
(1) xq ja lokalno asimptotski stabilno ako je Ry < 1;

(2) xo ja lokalno asimptotski nestabilno ako je Ry > 1.

Prije nego sto dokazemo teoremu 2.21, naves¢éemo dvije lema koje ¢e

nam koristiti u realizaciji samog dokaza.

Lema 2.22. ([22]) Neka je A € C™" regularna M matrica. Dalje, pret-
postavimo da B i BA™' imaju Z oblik. Tada vazi da je i B reqularna M

matrica ako i samo ako je BA™' reqularna M matrica.

Lema 2.23. ([22]) Neka je A € C*" reqularna M matrica i K > 0. Raz-

likujemo dva slucaja:

1) (A = K) je reqularna M matrica ako i samo ako je (A — K)A™! requ-
(1) ( je reg j g

larna M matrica;

(2) (A — K) je singularna M matrica ako i samo ako je (A — K)A™!

singularna M matrica.

Dokaz. ([22]) Neka je J; = F — V. Kako su F'i V nenegativna i regularna
M matrica, respektivno, na osnovu definicije 2.4 slijedi da —J; =V — F' ima

Z oblik.

Prvenstveno, pretpostavimo da vazi da je amax(—J1) > 0. Naime,
sada su ispunjeni uslovi definicije 2.8, koji kazu da —J; mora da ima Z ob-
lik 1 pritom da vazi amax(—J1) > 0 < amax(J1) < 0, gdje apmax 0znacava
spektralni radijus. Dakle, posto su ispunjeni svi potrebni uslovi, mozemo da

zaklju¢imo da je —J; regularna M matrica.
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Prethodno smo utvrdili da sui F i V! nenegativne matrice. Shodno tome,
vaziée da je i FV~! nenegativna matrica. Ukoliko izraz —J, = V — F

pomnozimo sa desne strane sa V! dobijamo slede¢u jednakost:
LWVl =VV - FVi=T-FV

Sto nas ponovo, na osnovu definicije 2.4, dovodi do zakljucka da je i matrica
—J1V =1 Zeljenog Z oblika.

U nastavku, primijenimo lemu 2.22 u slucaju A=V iB=—-J;, =V — F.
Dakle, imamo da je V regularna M matrica i da su —J; i —J; V! Z

oblika. Posljedicno, vazi sledeca ekvivalencija:
—Ji je regularna M matrica < —J;V ! = I-FV!je regularna M matrica.

U narednom koraku primijenjujemo deficiniju 2.7. Naime, zakljucili smo da
je FV~! nenegativna matrica i da je ] — F'V~! regularna M matrica.

Na osnovu definicije 2.7 (1) vazi sledeéa ekvivalencija:
I — FV~1je regularna M matrica < p(FV ') < 1.

Konacno, sumiranjem svih dobijenih zakljucaka dolazimo do finalnog za-

kljucka, koji glasi:

Anax(J1) <0 & p(FV ™) < 1. (69)

Sa izvjesnim razlikama, predstavicemo dokaz i drugog dijela nave-
dene teoreme. U ovom slucaju, pretpostavimo da vazi da je amax(J1) = 0.

Analogno, na osnovu definicije 2.8 dobijamo da vazi sledec¢a ekvivalencija:
Omax(J1) = 0 < —J; je singularna M matrica.

Potom, na osnovu leme 2.23 u slucaju A = Vi K = F dolazimo do zakljucka:

—J; = V—Fje singularna M matrica < [—FV !je singularna M matrica.
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Saglasno, na osnovu definicije 2.7 (2) vazi sledeca ekvivalencija:
I — FV~!je singularna M matrica < p(FV ') = 1.

Naposljetku, ponovnim sumiranjem svih zaklju¢aka dobijenih u slucaju (2)

posmatrane teoreme, zakljucujemo sledece:
Amax(J1) =0 & p(FV ™) = 1. (70)
Dakle, dobili smo da vazi (69) i (70). Slijedstveno tome, imacemo:
Qmax(J1) >0 & p(FV ™) > 1. (71)
O

Napomena 2.24. Neophodno je naglasiti da u radu [22] postoji dodatno
objasnjenje lokalne asimptotske stabilnosti tacke xy (tacke DFE). Naime, u
okviru navedenog rada je analiziran sistem & = Df(xo)(x — o), Cime je
utvrdeno da ukoliko svi karakteristicni korijeni matrice D f(xo) imaju nega-
tivne realne dijelove, tacka xq ¢e biti lokalno asimptotski stabilna, dok uko-
liko postoji bar jedan karakateristi¢ni korijen sa pozitivnim realnim dijelom,
tacka xy ¢e biti lokalno asimptoski nestabilna. Kako bi pojednostavili datu
analizu, karakteristi¢ne korijene matrice Df(z() su podijelili u dvije grupe:
karakteristi¢ni korijeni matrice /' — V' i karakteristi¢ni korijeni matrice —Jj.
Iz opravdanih razloga, uzeti su u obzir samo karakteristi¢ni korijeni matrice

F — V| sto nas dovodi do prethodno izlozenog dokaza.

89



Master rad Nikolina Jukié

Na samom kraju, interpretirajmo matricu £V ! u kontekstu SEIR

modela sa dva povezana centra. Dakle, matrica F'V~! poprima oblik:

B1.51(0)[y(62+121)+02ko1 +l21 (k12+ko1)] B8151(0)(l21 A+62k21) B151(0)(62+l21) B151(0)l21
N1AB N1AB N1 B N1B
B252(0)(li2A+01k12) B252(0)[v(614+112)+01 k12+1li2(ki2+k21)] ,3252](0)l12 B252(0)(d1+112)
N2 AB N2 AB N2 B N2 B
0 0 0 0
0 0 0 0
(72)

S obzirom da su elementi matrice (72) u 3. i 4. vrsti nule, nenula
karakteristi¢cni korijeni navedene matrice se poklapaju sa karakteristicnim

korijenima slede¢e matrice:

B8151(0)[v(62+121)+2k21 4121 (k12+k21)] B8151(0)(l21 A+62k21)
Pyl — N1 AB N AB
B252(0)(l12A+01k12) B2S2(0)[v(614112)+61k12+1l12(kia+ka1)]
Ny AB N> AB

(73)

Kao sto smo prethodno naglasili, koristeci ,,next-generation  matricnu
metodu, dolazimo do konac¢nog zakljucka. Drugim rije¢ima, dobijena formula

(68), u kontekstu SEIR modela sa dva povezana centra, glasi:

1
Ry=p(FV 1) = 3 <a +d+ Va2 + 4bc — 2ad + d2> ; (74)

pri cemu a, b, ¢, i d oznacavaju:

0= B1.51(0)[7(02 + lo1) + 02kar + lo1 (k1o + Kar)]
Ni(y + k1o + k21) (6102 + d1lor + 02l12)
 BuSi(0)[laa (v + kg + Kar) + doka]
N1 (7 + iz + k1) (0102 4 G1lor + Golio)’
_ B2S9(0)[lia(y + ki + Kar) + 01k
B No(7y + k12 + k21) (0102 + 01la1 + dolh2)’
d— £252(0)[7(01 + li2) + 1k12 + Lia (k1o + Kar)]
No(y + iz + k21) (0102 + 61121 + 02l12)

U nastavku rada navodimo dva primjera pomocu kojih ¢emo prikazati

primjenu formule (74).
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Primjer 2.25. ([24]) Posmatrajmo dva nezavisna SEIR centra. Njihova
nezavisnost se ispoljava v vidu scenarija kojeg karakterise odsustvo migracija

stanovnistva. Drugim rijecima, vaZe sledeci uslovi:

kg = ko1 = lig = lo1 = 0.
~ B151(0) $252(0)

U ovom slucaju b = c =0, dok je a = 1d=——.

51N1 52N2
Dakle,

1
Ry = §(a+d—|—\/a2—2ad—l—d2)

1
=—(a+d+|a—d|)

2
= max(a, d)
_ £151(0) B252(0)
—max< 15(0) A5 )

MozZemo zakljuciti da se u slucaju odsustva migracije, Ry poklapa sa maksi-
malnim osnovnim reproduktivnim brojem uzimajuci u obzir osnovni reproduk-
tivni broj koji odgovara jednom od dva posmatrana nezavisna centra. Naime,
ukoliko su oba osnovna reproduktivna broja manja od 1, dolazi do izumiranja

. $151(0) B255(0)

bolesti, tj. ako vazi ——— < 1 + ————= < 1 bolest ce biti ugusena.
g 5N, 5N, I

Primjer 2.26. ([24]) Sada éemo analizirati nesto slozeniji model. Pos-
matragmo dva identicna SEIR centra, sa simetri¢nim migracionim stopama.

Drugim riecima, neka vazi:

51(0) = 52(0) = 5(0)

Ni=N,=N
5 =06, =6
Pr=p=p
ko = ko =k

lig =1y = 1.
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BS(0)[(8 + 1) + 6k + 2kI]
N(y + 2k)5(5 + 21)

U ovom slucajua = d =

Dakle,

1
R0:§(a~|—a+\/a2+4b2—2a2+a2)

_ %(2& + VAR

=a+b
_ BS(0) (0 + 29l + 26k + 4kl)
B N (v +2k)5(5 + 210)
_ BS(0)(y + 2Kk) (5 + 21)
N(y+2k)d(6 + 21)
B5(0)

ON

_ BS(O)[i(y + 2k) + 6k]

N(y +2k)6(5 + 21)

Uporedujuci rezultate dobijene iz oba primjera, mozemo iznijeti za-

kljucak, kako u sluc¢aju odsustva migracija, tako i u slu¢aju identi¢nih centara

sa simetri¢nim migracionim stopama, da se osnovni reproduktivni broj Ry

poklapa sa osnovnim reproduktivnim brojem SIR modela sa samo jednim

posmatranim centrom (formula (4) za specijalan slucaj kada je t = 0).
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Zakljucak

U poslednjih nekoliko godina, cjelokupna svjetska populacija se nasla u centru
drustveno - ekonomskih okolnosti u kojima vladajuéu ulogu preuzima pan-
demija uzrokovana koronavirusom. Naime, mentalno zdravlje svakog poje-
dinca je naruseno uslijed uvodenja mjera koje su podrazumijevale prinudenu
izolaciju, onemoguéenu socijalizaciju i manjak komunikacije. Stavise, zabi-
ljezen je nagli porast depresivinih epizoda kod adolescenata i djece u os-
jetljivoj fazi emotivnog i socijalnog razvoja. S druge strane, industrija os-
iguranja, kao i ve¢ina usluznih djelatnosti, je osjetila znacajne promjene u
domenu poslovanja, kako na svjetskom, tako i na domacem trzistu. Kako
ne bi bili samo nijemi posmatrac¢i u situaciji u kojoj je narusen poslovni in-
tegritet, aktuari su bili primorani na efikasna djelovanja realizovana u $to
kra¢em periodu. Kao produkt njihovog angazmana, osiguravajuce kuce su
uspjesno obezbjedile sigurnost za zivot i poslovanje onih koji su odlucili da

upravljaju svojim rizicima kroz polise osiguranja.

Podstaknuti navedenim uslovima, u pocetku rada smo prezentovali
ustanovljene KM, deterministickog i stohastickog karaktera, pri ¢emu smo
posebnu paznju posvetili detaljnom i argumentovanom pojasnjenju Osnovnog
reproduktivnog broja. Naime, broj R, predstavlja glavni pokazatelj daljeg
napredovanja infektivne bolesti, nakon njenog izbijanja. Kao takav, odreduje
jednu od kljuénih pretpostavki na kojima se bazira dalje djelovanje u cilju
suzbijanja zaraze. Naime, u primjeru 2.5 smo demonstrirali na koji nacin
se izracunava broj Ry, uvrstavajuéi prethodno dobijene parametre. Za dati
posmatrani period, dosli smo do zakljucka da je Ry < 1, Sto u kontekstu pan-
demije uzrokovane koronavirusom znaci da jedan zarazeni pojedinac moze da

zarazi u prosjeku manje od jedne osjetljive osobe. Drugim rije¢ima, dobijeni
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rezultat ukazuje na potpuno izumiranje bolesti.

Drugi dio rada je podijeljen na dva dijela — Rezerve i Optimalna
premijska stopa u povezanom SEIR modelu. U okviru potpoglavlja Re-
zerve, formulisali smo funkciju beneficijske rezerve, V(t), koja predstavlja
jedinstvenu sponu izmedu aktuarske i epidemioloske tacke gledista. Takode,
pomocu primjera 2.5 smo prikazali na koji nacin se dolazi do rjesenja SDJ
(5)-(6) (SDJ kojim smo definisali SIR model). Stavise, prezentovali smo
dva nacina rjeSenje pomenutog SDJ - ugradena funkcija ode45 programskog
paketa MATLAB i Runge Kuta numericka metoda. Dobijene rezultate smo
predstavili u vidu grafika. Zatim smo odredili i optimalnu premijsku stopu
7, koja odrazava kontinualni rast visine beneficijske rezerve i samim tim
obezbjeduje nagradu za svakog prezivjelog osiguranika u visini od 2,569.77
RSD. U poslednjem dijelu rada, proucavali smo povezani deterministicki i
stohasticki SEIR model, u cilju odredivanja optimalne premijske stope. Za
njeno utvrdivanje, prvenstveno smo definisali vrijeme osjetljivosti i vrijeme
infektivnosti, a potom dobijene zakljucke uvrstili u Osnovni princip ekviva-
lencije. U slucaju stohastickog SEIR modela sa povezanim centrima, for-
mulisali smo algoritam za simulaciju lanca Markova u slucaju jednog centra i
algoritam za odredivanje optimalne strategije alokacije vakcina u odnosu na
zastupljene migracione tokove u okviru posmatrane populacije. Na samom
kraju, koristec¢i ,next generation“ matricnu metodu, odredili smo osnovni

reproduktivni broj u slu¢aju SEIR modela sa dva povezana centra.

Suma sumarum, prezentovane KM mozemo smatrati polaznom tackom

za dalje izucavanje u integrisanoj oblasti aktuarskih i epidemioloskih nauka.
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Prilog

U Prilogu rada su prikazani kodovi u programskom paketu MATLAB,
koriS¢eni u svrhu rjesavanja SDJ i crtanja dobijenih rjesenja u okviru prim-
jera 2.5.

MATLAB kod za SIR model koris¢en u primjeru 2.5

% SISTEM DIFERENCIJALNIH JEDNACINA :
% s'(t) = —1.61535%i(t)*s(t);

% i'(t) = 1.61535%i(t)*s(t)—2%i(t)
% s(0) = 0.94658

% i(0) = 0.05342

clear;

% Formiranje SDJ.

f=@(t ,x) [—1.61535*x(2)*x(1); 1.61535xx(2)*x(1)—2*x(2)];

% Rjesavanje SDJ pomocu ode45; definisanje pocetnih uslova.
[t xsol]=ode45(f,[0 4], [0.94658 0.05342]);

% Crtanje rjesenja s(t), tj. rjesenja xsol(:,1).
subplot (2,2,1);

hl=plot (t,xsol(:,1));

set (hl, 'LineWidth"' ,2)

set (hl,'color','#0072BD")

xlabel ('t ")

h=get (gca, 'xlabel ');

set (h, ' FontSize' ,12)

ylabel ('s(t)")

h=get (gca, 'ylabel ');

set (h, 'FontSize' ,12)

title (' Procenat osjetljive populacije');
h=get (gca, 'title');

set (b, 'FontSize' ,14)

legend ('s(t)"');

grid on

% Crtanje rjesenja i(t), tj. rjesenja xsol(:,2).
subplot (2,2,2);

h2=plot (t,xsol (:,2));

set (h2, ' LineWidth ' ,2)

set (h2, ' color ', '#D95319")

xlabel ('t ")

h=get (gca, 'xlabel ');

set (h, 'FontSize' ,12)

ylabel ("i(t)")

h=get (gca, 'ylabel ');

set (h, ' FontSize' ,12)

title (' Procenat inficirane populacije');
h=get (gca, 'title ');

set (h, ' FontSize' ,14)

legend ("i(t)");

grid on

95




Master rad Nikolina Jukié

MATLAB kod za Runge-Kuta metod koriséen u primjeru 2.5

% N — ukupan broj populacije Republike Srbije
% S(0) — broj osjetljivih pojedinaca u januaru 2022.

% 1(0) — broj inficiranih pojedinaca u januaru 2022.
% alfa — stopa oporavka

% beta — stopa infekcije

N=6797708;

sPocetno=6434601;% S (0)
iPocetno=363107;% 1(0)

parametri.alfa=2;% alfa
parametri.beta=1.61535; % beta

% Definisemo funkciju f.
f=Q@(t ,x) RungeKutaSistem (x, parametri);

% Definisemo pocetne uslove.

x0=[sPocetno/N; iPocetno/N]J;

% Definisemo pocetno vrijeme.

t0=0;

% Definisemo krajnje vrijeme.
tf=4;

% Definisemo vremenski skok.
h=0.01;

% Pozivamo funkciju RungeKuta4.
[x,t]=RungeKuta4 (f,x0,t0,tf h);

figure;

% Crtanje rjesenja s(t), tj. rjesenja x(1,:).
subplot (2,2,1);

hl=plot (t,x(1,:));

set (hl,'LineWidth' ,2)

set (hl,'color','#0072BD")

xlabel ('t")

h=get (gca, 'xlabel ');

set (h, ' FontSize' ,12)

ylabel ('s(t)")

h=get (gca, 'ylabel ');

set (h, 'FontSize' ,12)

title (' Procenat osjetljive populacije (Runge—Kuta metod)"');
h=get (gca, 'title');

set (b, 'FontSize' ,14)

legend ('s(t)"');

grid on

% Crtanje rjesenja i(t), tj. rjesenja x(2,:).
subplot (2,2,2);

h2=plot (t,x(2,:));

set (h2, ' LineWidth' ,2)

set (h2, ' color ', '#D95319")

xlabel ('t ")

h=get (gca, 'xlabel ');

set (h, 'FontSize' ,12)

ylabel ("i(t)")

h=get (gca, 'ylabel ');

set (h, ' FontSize' ,12)

title (' Procenat inficirane populacije (Runge—Kuta metod)"');
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h=get (gca, 'title ');
set (h, ' FontSize' ,14)
legend ("i(t)");

grid on

Kod 1. Pomoéna funkcija kojom definiSemo sistem

% SISTEM DIFERENCIJALNIH JEDNACINA :
% s'(t) = —1.61535%i(t)*s(t);

% 1'(t) = 1.61535*i(t)*s(t)—2xi(t)
% s(0) = 0.94658

% i(0) = 0.05342

% Formiramo funkciju xprim pomocu koje rjesavamo SDJ.
function xprim=RungeKutaSistem (x,parametri)

% Definisemo parametre sistema.
alfa=parametri. alfa;
beta=parametri. beta;

% Definisemo SDJ.
xprim=[—betaxx(2)*x (1)
betaxx (2)*x(1)—alfaxx(2)];

end

Kod 2. Pomoéna funkcija kojom definisemo rekurzivne formule

% Numericka aproksimacija Runge—Kuta metodom .
% INPUT: f — funkcija SDJ

% x0 — pocetni uslovi SDJ

% t0 — pocetno vrijeme

% tf — krajnje vrijeme

% h — korak (vremenski skok)
% OUTPUT: x vektor (s(t),i(t))

% t — vrijeme

function [x,t]=RungeKuta4(f,x0,t0,tf h)

% Definisemo vektor t sa korakom h.
t=t0:h:tf;

% Broj elemenata vektora t.
nt=numel (t);

% Broj elemenata vekora x0.

nx=numel (x0) ;

% Formiramo matricu x sa nx vrsta i nt kolona.
x=nan (nx, nt) ;

% Definisemo vektor x0.
x(:,1)=x0;

% Uz pomoc for petlje prolazimo
% kroz rekurzivne formule RK metode.
for k=1:nt—1

kl=h=*f(t(k),x(:,k));
k2=hxf(t(k)+h/2,x(:,k)+k1/2);
k3=h*f(t(k)+h/2,x(:,k)+k2/2);
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kd=hxf (¢t (k)+h,x(:,k)+k3);
dx=(k1+42*xk2+42xk3+k4) /6;
x(:,k+1)=x(:,k)+dx;

end
end

98



Literatura

1]

8]

W. Kermack, A. McKendrick, A contribution to the mathematical the-
ory of epidemics. Proceedings of the royal society of London. Ser. A,

Contain. Pap. Math. Phys. Character 115(772), 700-721, 1927.

Edwin B. Wilson and Jane Worcester, The Law of Mass Action in Epi-
demiology, PNAS 31 (1) 24-34, January 1, 1945.

Maria del Carmen Boado-Penas, Julia Eisenberg, Sule Sahin, Pan-
demics: Insurance and Social Protection, Springer International Pub-

lishing, 13-40, January 2022.

P. Fine, K. Eames, D. Heymann, “Herd immunity”: a rough guide, Clin.

Infect. Dis. 52(7), 911-916, 2011.

Van den Driessche P., Reproduction numbers of infectious disease mod-
els, Infectious Disease Modelling, Department of Mathematics and
Statistics, University of Victoria, Victoria, BC, Canada, VW 2Y2,
2017.

S. Zhao, Q. Lin, J. Ran, S. Musa, G. Yang, W. Wang, Y. Lou, D. Gao,
L. Yang, D. He et al., Preliminary estimation of the basic reproduction
number of novel coronavirus (2019-nCoV) in China, from 2019 to 2020:
a data-driven analysis in the early phase of the outbreak Int. J. Infect.

Dis. 92, 214-217, 2020.

A. Hill, Modeling COVID-19 spread versus healthcare capacity, 2020.
https://alhill.shinyapps.io/COVID19seir/

S.Ross, Introduction to Probability Models Eighth Edition, Academic
Press, 2003.



[9]

[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[19]

BRAUER, F.; DRIESSCHE, P. V. D.; WU, J. Mathematical Epidems-
ology, Berlin: Springer Science and Bussines Media, 2008.

R. Feng, J. Garrido, Actuarial applications of epidemiological models, N.
Am. Actuar. J. 15(1), 112-136, 2011.

WHO COVID-19 Explorer. Geneva: World Health Organization, 2022.
Ministarstvo zdravlja Republike Srbije, 2022.
Republicki zavod za statistiku, Republika Srbija, 2022.

David C. M. Dickson, Insurance Risk and Ruin, Cambridge University
Press, 38-50, 2005.

Claude Lefevre, Philippe Picard, Matthieu Simon, FPIDEMIC RISK
AND INSURANCE COVERAGE, . Appl. Prob. 54, 286-303, 2017.

Maria del Carmen Boado-Penas, Julia Eisenberg, Sule Sahin, Pan-
demics: Insurance and Social Protection, Springer International Pub-

lishing, 1-12, January 2022.

I. Sazonov, M. Kelbert and M.B. Gravenor, A two-stage model for the
SIR outbreak: Accounting for the discrete and stochastic nature of the

epidemic at the initial contamination stage, Math. Biosci, 108-117, 2011.

M. Rausand, A. Hgyland, System Reliability Theory; Models, Statistical
Methods and Applications, Second Edition, John Wiley and Sons, Inc.,
Hoboken, New Jersey, 301-361, 2004.

Quinn Morris, Analysis of a Co-Epidemic Model, Department of Math-
ematics, Wake Forest University, 2011.



[20]

[21]

[22]

23]

[24]

Ljiljana Cvetkovi¢, Numela I, Fakultet tehnickih nauka u Novom Sadu,

Novi Sad, 2015.

Dennis S. Bernstein, Scalar, Vector, and Matriz Mathematics: Theory,
Facts, and Formulas - Revised and Expanded Edition, Princeton Univer-

sity Press, 2018.

P. van den Driessche and J. Watmough, Reproduction numbers and sub-
threshold endemic equilibria for compartmental models of disease trans-

misston Math. Biosci. 180, 29-48, 2002.

A. Berman, R.J. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical

Sciences, Academic Press, New York, 1970.

Alexey A. Chernov, Aleksandr A. Shemendyuk, Mark Y. Kelbert, Fair
insurance premium rate in connected SEIR model under epidemic out-
break, Mathematical Modelling of Natural Phenomena, EDP Sciences,
2021.



Master rad

Nikolina Jukié

Biografija

Nikolina Juki¢ je rodena 3. janu-
ara 1997.  godine u Prijedoru,
Bosna i Hercegovina. Zavrsila
je Osnovnu skolu ,,Branko Copié“
u Prijedoru, kao nosilac prestizne
Vukove diplome. Po zavrsetku os-
novnog obrazovanja, 2011. godine
upisuje Gimnaziju ,,Sveti Sava“ u
Prijedoru, opsti smjer.

Kako bi ostvarila svoj puni
potencijal, 2015. godine upisuje os-

novne studije primjenjene matem-

atike (modul: matematika finansija) na Prirodno-matematickom fakultetu u

Novom Sadu. U svrhu daljeg usavrsavanja, nakon sticanja diplome visokog

obrazovanja i dobijanja stru¢nog naziva Matematicar, 2019. godine upisuje

master studije sa istim poljem intresovanja. Sve ispite predvidene nastavnim

planom i programom master studija je polozila u roku, 2021. godine, sa

prosjecnom ocjenom 9,00 i time stekla uslov za odbranu master rada.

102



Master rad Nikolina Jukié

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija

TD

Tip zapisa: Tekstualni stampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Nikolina Jukié
AU

Mentor: prof. dr Dora Selesi
ME

103



Master rad Nikolina Jukié

Naslov rada: Aktuarski aspekti i matematicki modeli za osiguravajuce
pokri¢e epidemijskih i pandemijskih rizika

NR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: s / en

JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija
zpP

Uze geografsko podrucje: Vojvodina

UGP

Godina: 2022.
GO

Izdavac: Autorski reprint

17

Mesto i adresa: Novi Sad, Trg D. Obradovi¢a 4
MA

Fizicki opis rada: (2/110/24/8/20)(broj poglavlja/broj strana/broj re-
ferenci/broj tabela/broj slika)

104



Master rad Nikolina Jukié

FO

Naucéna oblast: Matematika

NO

Naucna disciplina: Aktuarska matematika

ND

Kljucne reci: Kompartmentalni modeli, pandemija koronavirusa, funkcija

beneficijske rezerve, osnovni reproduktivni broj

PO, UDK

Cuva se: U biblioteci Departmana za matematiku i informatiku, Prirodno-

matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:

VN

Izvod: Rad se bavi kompartmentalnim modelima i njihovom aktuarskom
primjenom. Predstavljeni su sledeé¢i modeli: deterministicki SIR, SIS, SEIRD
i SEIR model sa povezanim centrima, te stohasticki SIR i SEIR model sa
povezanim centrima. Stavise, obezbjedena je veza izmedu oblika funkcije
beneficijske rezerve V() i intervala kom pripada stopa premije 7. Ne samo
da smo uspostavili znacajnu vezu, ve¢ smo uspjeli ilustrovati primjer koji
demonstrira naznacenu zavisnost u slucaju pandemije koronavirusa. Defini-

sani su algoritmi za odredivanje stope premije 7, simulaciju lanca Markova u

105



Master rad Nikolina Jukié

sluc¢aju jednog centra i odredivanje optimalne alokacije vakcina za stohasticki
SEIR model sa n povezanih centara. Konacno, odreden je osnovni reproduk-

tivni broj Ry pomocu ,,next generation“ matricne metode.

17

Datum prihvatanja teme od strane NN veéa: 10.5.2022.
DP

Datum odbrane:

DO

Clanovi komisije:

CK

Predsednik: dr Danijela Rajter—éirié, redovni profesor PMF-a
Mentor: dr Dora Selesi, redovni profesor PMF-a

Clan: dr Ivana Vojnovi¢, docent PMF-a.

106



Master rad

Nikolina Jukié

UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCES
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master’s thesis
CC

Author: Nikolina Jukié
AU

Mentor: prof. dr Dora Selesi
MN

107



Master rad Nikolina Jukié

Title: Acturial aspects and mathematical models for insurance covering

epidemic and pandemic risks

TI

Language of text: Serbian (Latin)
LT

Language of abstract: s / en

LA

Country of publication: Republic of Serbia
(@]

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2022.
PY

Publisher: Author’s reprint
PU

Publication place: Novi Sad, Trg D. Obradovic¢a 4
PP

Physical description: (2/110/24/8/20)(chapters/pages/literature/tables/pictures)
PD

108



Master rad Nikolina Jukié

Scientific field: Mathematics
SF

Scientific discipline: Actuarial mathematics

SD

Subject /Key words: Compartmental models, COVID-19 pandemic (coro-
navirus pandemic), Benefit reserve function, Basic reproduction number

SKW

Holding data: The Library of the Department of Mathematics and In-
formatics, Faculty of Science and Mathematics, University of Novi Sad

HD

Note:

Abstract: This thesis is based on compartmental models and their actu-
arial application. The following models were presented: deterministic SIR,
SIS, SEIRD, and SEIR model with connected centers, and stochastic SIR
and SEIR model with connected centers. Moreover, a connection has been
provided between possible shapes of the benefit reserve function V' (¢) and the
interval for values of . Not only have we established a significant link, but
we have also been able to illustrate an example that shows the indicated de-
pendence in the case of a coronavirus pandemic. Algorithms for determining

the premium rate w, Markov chain simulation for one center, and calculation
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of optimal vaccine allocation for stochastic model for n centers were defined.
Finally, the basic reproductive number R, was computed by the next gener-

ation matrix method.
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