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Predgovor

Pocetak varijacionog racuna se vezuje za rad Ojlera, Lagranza, Lezendra,
dok su ga dodatno razradili Jakobi i Vajerstras. Njegovom razvoju doprinelo
je jo§ mnogo naucnika kroz istoriju, a danas se izucava u sklopu Metoda
optimizacije. Veliku ulogu u varijacionom racunu igra Ojler - Lagranzova
jednacina, o kojoj ¢e biti re¢i u ovom radu.

Cilj ovog rada je da se upoznamo sa nastankom, osnovnim osobinama,
kao i primenom varijacionog rac¢una sa promenljivim grani¢nim tackama. Pri-
mena varijacionog racuna je izuzetno siroka, ali je u ovom radu detaljno pred-
stavljen jedan primer - optimalna konstrukcija tobogana za Luna parkove.

Rad se sastoji iz 4 glave. Prvo poglavlje master rada podeljeno je na dva
dela. U prvom delu je re¢ o ranim pocecima varijacionog racuna, zatim o
doprinosu varijacionom ra¢unu Hilberta, Adamara i Levija, kao i o doprinosu
Jakobija i Vajerstrasa. Drugi deo prvog poglavlja daje osnovne teoreme i
definicije koje su neophodne za pracenje i razumevanje daljeg toka rada.

Drugo poglavlje pod nazivom Osnovne osobine varijacionog racuna, je
takode podeljeno na dva dela. Prvi deo je posveéen potrebnom uslovu za
ekstrem funkcionele, dok je drugi, vec¢i, deo ovog poglavlja posve¢en Ojler —
Lagranzovoj jednacini. U prvom delu izveden je dokaz koji daje potreban
uslov kako bi funkcionela imala ekstrem, u normiranom prostoru. U okviru
Ojler — Lagranzove jednacine govorimo o njenom nastanku, o slabom i jakom
ekstremu, a dato je i izvodenje Ojler — Lagranzove jednacine, diferencijalne
jednacine drugog reda. U okviru ovog izvodenja, uzimajuci u obzir ¢injenicu
da je Ojlerova jednacina diferencijalna jednacina drugog reda, njeno resenje
zavisi od dve proizvoljne konstante, koje su odredene iz grani¢nih uslova
y(a) = A, y(b) = B. Problem koji se obi¢no razmatra u teoriji diferencijal-
nih jednacina je pronalazenje resenja koje je definisano u okolini neke tacke
i zadovoljava date pocetne uslove (Kosijev problem). Medutim u resavanju
Ojlerove jednacine trazimo resenje koje je definisano u nekom fiksnom inter-
valu i koje zadovoljava date granic¢ne uslove. Iz tog razloga, navedena je teo-
rema Bernstajna, koja se ti¢e postojanja i jedinstvenosti reSenja odredenog
varijacionog problema. Data je i teorema koja garantuje da resenje Ojler —



Lagranzove jednacine ima drugi izvod. Ova jednacina ima izuzetno veliku
ulogu u varijacionom ra¢unu te zahteva posebnu paznju.

Treée poglavlje, pod nazivom Varijacioni racun sa promenljivim krajnjim
tackama, ima dva dela. Prvi deo daje vrste grani¢nih uslova opsteg karaktera
i kratko objasnjava svaki od njih. Drugi deo, koji predstavlja i najvazniji deo
rada, jeste problem promenljive krajnje tacke. Nekada je potrebno pronaci
minimum ili maksimum funkcionele koja je definisana duz krivih v u (z,y) —
ravni, pri cemu jedna ili obe krajnje tacke, ove krive, variraju u datom skupu
tacaka. Primer ovog problema je odrediti najkrace vreme za koje moze da se
stigne od pocetne tacke Py = (z,y), do neke krajnje tacke koja se nalazi na
specijalnoj pravoj C, ili nekoj krivoj ~, kreéué¢i se duz svih mogucih krivih
koje ih spajaju. Ovaj problem se naziva modifikovani problem brahistohrone
Dzejmsa Bernulija, koji je detaljno obraden.

Poslednje, ¢etvrto poglavlje je jedna celina, koje zajedno sa prethodnim
poglavljem ¢ini temu ovog master rada. Kroz ovaj deo je predstavljen jedan
primer primene varijacionog ra¢una sa promenljivim grani¢nim uslovima.
Taj primer jeste konstrukcija zanimljivih tobogana koji se nalaze u Luna
parkovima. Dizajneri tobogana znaju da cikloida najbrze spusta od jedne
tacke do obliznje nize tacke, ali isto tako znaju da ovakav tobogan ne bi bio
previse zanimljiv i bezbedan, jer bi se spustao samo vertikalno nanize. Iz
tog razloga su dizajneri odlucili da razmotre kompozitni tobogan ¢ija bi se
putanja sastojala od dela kruznog luka sa horizontalnim pocetnim nagibom
radi bezbednosti, nakon cega sledi deo novog kruznog luka koji je prikladno
opisano kako doé¢i do ovog kompozitnog tobogana.

Na pocetku svakog poglavlja navedene su reference na koje se oslanjamo
pri njegovoj izradi, kao i izvori iz kojih su preuzete slike u tom poglavlju.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru dr Milici Zigié¢, na izdvojenom vre-
menu, strpljenju, pomoci i strucnim sugestijama tokom izrade mog master
rada.

Zahvaljujem se i ¢lanovima komisije dr Sanji Rapajic¢ i dr Nenadu Teo-
fanovu na 1zdvojenom vremenu za realizaciju odbrane ovog rada.

Najvecéu zahvalnost dugujem mojoj porodici, prijateljima, kolegama i uce-
nicima, koji su imali razumevangja, strpljenja i pruzalt mi podrsku tokom
citavih studija.

Novi Sad, 2022.

Bojana Skrbié



Glava 1

Uvod

Na pocetku rada bic¢e reci o tome kada i kako je nastao Varijacioni racun,
kako se razvijao kroz istoriju i ko je dao svoj doprinos njegovom nastanku,
zatim e biti navedeni osnovni pojmovi, neophodni za razumevanje ostatka
rada. U ovom delu rada koriséena je literatura [3] i [4].

1.1 Istorija varijacionog racuna

1.1.1 Rani poceci varijacionog racuna

Klasi¢ni varijacioni rac¢un poti¢e iz dela Ojlera!, Lagranza?, LeZzandra?, a
razvili su ga Jakobi* i Vajerstras®. Mozemo reéi da se nastanak varijacionog
racuna vezuje za objavljivanje problema odredivanja Brahistohrone Johana
Bernulija%, objavljenog u Acta Eruditorum. Ovaj problem su zajedno resili
Njutn?, Lajbnic®, Johan i Jakob Bernuli®.

Obi¢no se godinom nastanka varijacionog racuna smatra 1744. kada je
Ojler objavio svoju poznatu knjigu Methodus inreniendi lineus curvas mazimi
minive proprietate gaudentes (Metode nalazenja krivih linija koje poseduju

Leonhard Paul Euler (1707-1783), $vajcarski matematicar i fizicar

2Joseph-Louis, comte de Lagrange (1736-1813), italijansko-francuski matematicar i as-
tronom

3 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematicar

4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemacki i jevrejski matematicar

®Karl Theodor Wilhelm Weierstras (1815-1897), nemacki matematicar

6Johann Bernoulli (1667-1748), §vajcarski matematic¢ar

Sir Isaac Newton (1643-1727), engleski fizicar, matematicar, astronom, alhemicar i
filozof

8Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz (1646-1717), nemacki filozof,
matematicar, pronalaza¢, pravnik, istoricar, diplomata i politicki savetnik

9Jakob Bernoulli (1654-1705), §vajcarski matematicar i nau¢nik
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osobine minimuma i maksimuma). Naravno, knjiga sadrzi ¢uvenu Ojlerovu

oL afor)_,
oy dx\oy |

koja je potreban uslov za postojanje y(z), x € [xq, 21|, minimuma funkcionele

jednacinu

x1

J(y) = /L(% y,y') d,

Zo

gde je y(zo) = Yo, y(z1) = Y1, 2o < T1.

1.1.2 Doprinos Hilberta, Adamara i Levija
David Hilbert (1862-1943)

Na medunarodnoj konferenciji matematic¢ara 1900. godine Hilbert!? je gov-
orio o temi Matematicki problemi, gde je kao poslednji naveo i varijacioni
racun. U periodu od 1899. do 1901. godine, Hilbert je drzao predavanja o
varijacionom racuna i time uticao na svoje studente, koji su i sami u svojim
radovima pisali o varijacionom ra¢unu. Hilbertov rad o varijacionom ra¢unu
Zur Variationsrechnung objavljen je u Math. Ann. Vol LXI, 1906. godine.

Zak Adamar (1865-1963)

Krajem 19. veka Adamar!! se prvi put susreo sa varijacionim ra¢unom, kada
je radio na delima Teorija talasa, Elasticnosti Geometrijski problemi kao sto
je geodezija. Razmatrao je o operacijama nad funkcijama 1903. godine u
svom radu On the functional operations.

U predgovoru njegove knjige Lecon’s sur le calcul des variations, koja je
objavljena u Parizu 1910. godine, moze se videti njegov koncept, dat na
slede¢i nacin: ”Varijacioni rac¢un nije nista drugo do prvo poglavlje teorije
koja se danas naziva funkcionalni racun i ¢iji ¢e razvoj nesumljivo biti jedan
od prvih zadataka buduénosti. Ova ideja me je pre svega inspirisala, tokom
predavanja koje sam drzao na ovu temu na Collége de France kao i u pripremi
ovog rada.”

Adamar je uveo pojam ”funkcionela” da zameni pojam ”linijske funkcije”,
raniju Volterinu terminologiju.

0David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
1 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar



U radu On the functional operations pokazao je da se proizvoljna funkcio-
nela U[f] na prostoru C/[a, b] neprekidnih funkcija f na [a, b] moze predstaviti
formulom

b
Ulf] = lim | F(t,\)f(¢)dt,

A—00
a

gde je F nezavisno od f i odredeno je funkcionelom U na polutraci {(¢, \) :
a <t <b,A>0},sto je prethodilo poznatoj Risovoj reprezentaciji, dobijenoj
1909. godine.

Adamar je prvi dobio reprezentaciju linearne funkcionele Ulw] na skupu
analitickih funkcija preko linijskog integrala

Ul] = —— / w(E)0(E) de.

271
C

koristeci funkciju indikatora funkcionele, a to je

1
|

To se moze videti u njegovoj knjizi iz 1910. godine, medutim nacrt je dat vec¢
u radu iz 1903. godine. Opste je prihvadeno da je italijanski matematicar
Fantapi uradio isto 1920. godine, koristec¢i drugi indikator

1 dg™t dg¥
B _ A 9Y9B
094 = 4#// dn dn A
S

gde je A normalno rastojanje.

Pol Levi (1886-1971)

Uticaj Adamara na Levija'? moze se videti u njegovoj disertaciji (1911.)
gde je bilo re¢i o generalizaciji Adamarove jednacine i integrabilnosti. U
svom radu Sur les équations aux dériv’ees fonctionells at leur application
a - a’ la phisique, mathematique iz 1912. godine, govorio je o integrabil-
nosti Adamarove jednacine, problemu ravnoteze elasti¢ne ploce i Dirihleovom
principu. U istom ¢asopisu, pisao je o Grinovoj funkciji, opstoj varijacionoj
jednacini i odgovaraju¢em Kosijevom problemu. Pre ovih radova, tri njegova
kraca rada o varijacionom ra¢unu objavljena su u casopisu Comptes Rendus.

12Paul Levi (1886-1971), francuski matematicar



U I i IT delu monografije, koja je objavljena 1951. godine, opsirno je
razmatrao o varijaciji funkcionela definisanih duz krivih ili povrsi. Zatim je
usledila duza pauza kada je u pitanju ova tema, sve do 1971. godine, kada
je neposredno pre svoje smrti pomenuo Adamarovu jednacinu u svom radu
Fonctions de lignes et équations aux dérivés fonctionelles.

U delu Cour de Mechanic moze se pronaci oblast koja se bavi fleksibilnim
sistemom gde se krive deformisu. Tu je ujedno diskutovao i o resenju Ojlerove
jednacine.

Kriva C' je deformisana do krive C'+6C', $to se moze predstaviti sistemom
funkcija {on(s)}, definisanih preko C, gde dn(s) oznacava normalno rasto-
janje od C' do C'+ §C. Treba imati na umu da izbor funkcije {dn(s)} zavisi
od C'iC+dC.

Primer 1.1. Neka je L duZina krive C, tada je

LIC+0C] = —k/énds +0(0C).
C

Primer 1.2. Varijacija funkcionele date preko integrala u funkciji od krive

je moguca.
Ako je
I = /uds,
c
onda je

ol = /(5uds+u5ds) =

du
= / <% - ku) duds. (1.1)

U svom delu On the variation of the distribution of electricity over a
conductor, the surface of which is deformed, objavljenom 1918. godine, raz-
matrao je Dirihleov princip!®.

13U resavanju razlicitih problema, narocito za dokazivanje postojanja objekata koji
imaju neko odredeno svojstvo, Gesto se primenjuje takozvani Dirihleov princip (P.G.L.
Dirichet, francusko-nemacki matematicar (1805-1859)), koji izrazava jedno od osnovnih
svojstava konac¢nih skupova.
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Neka je g4 Grinova funkcija i f harmoniéno polje izmedu naelektrisanih
povrsina S 15 tako daje f = 0 u oco. Neka su A i B tacke izmedu dve povrsi
S18’, P je tacka na povrsi S i M rubna tacka povrsi S
1 g3y

fA) = —

4 on J(M) ds.

Deformisanjem S i S” dobija se varijacija Grinove funkcije kao

1 8gA agM
A__ — IMZIB
095 = 4 / on  On on ds.
Sus’

Pored toga razmatraju se i varijacije ukupne elektriéne energije na S i S’

1.1.3 Doprinos Jakobija i Vajerstrasa

Pocetak varijacionog racuna se vezuje za prvu polovinu 19. veka. Jakobijev
rad iz 1837. godine je, po mnogo ¢emu, bio vrhunac klasi¢ne faze varijacionog
racuna. Tokom ove faze, matematicari su samo pretpostavili da imaju posla
sa ekstremima koji se neprekidno razlikuju i slabim varijacijama. Tek drugom
polovinom 19. veka, matematicari kao §to su Isak Todhunter'*, G. Erdman
i Karl Vajerstras, preispitali su pretpostavke vezane za varijacioni racun,
postavili su ozbiljne osnove varijacionog rac¢una i naucili da se bave Spicevima
i jakim varijacijama. Vajerstrasova uloga je bila narocito vazna.

Isak Todhunter, engleski matematicar, prvi je skrenuo paznju na resenja
varijacionih problema sa Spicevima u svojoj knjizi 1871. godine. Na Spicevi-
ma, izvodi reSavanja se neprekidno menjaju, stoga je Todhunter sama resenja
nazvao " diskontinuiranim”. Nazalost, Todhunter nije mogao da izvede anal-
iticke uslove koji su vazili u Spicevima. VajerStras je pronasao uslove Spica
za ekstreme jos 1865. godine, ali te uslove nije objavio. Njegova izvodenja
su se pojavila mnogo kasnije, tek nakon njegove smrti, kada su objavljena
Vajerstrasova predavanja. Njegova predavanja su bila izuzetno uticajna u
vreme kada su odrzana. Uslovi o Spicevima prvi put su se pojavili u Stampi
u Erdmanovom radu (1877.). Zbog toga, mi danas govorimo o Vajerstras -
Erdman uslovima o $picevima. Vajerstras je razvio teoremu jakih varijacija.

Uslovi Spiceva su istorijski nastali iz uslova promenljive krajnje tacke.
Kao rezultat toga, bi¢e nam potrebno malo vremena da dodemo do uslova
Spiceva. Prati¢emo Vajerstrasov pristup. Da bi dobio ve¢u opstost Vajerstras
je posmatrao promenljive x i y za ravansku krivu kao funkcije parametra
t. Ovo je u suprotnosti sa uobicajenim pristupom u kojem je x nezavisno

Tsaac Todhunter (1820-1884), engleski matematicar
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promenljiva, a y zavisno promenljiva. Pristup ¢e se u pocetku c¢initi malo
¢udnim ali ¢e nam omoguciti da izvedemo posebno lep par uslova promenljive
krajnje tacke. Potrebni su nam uslovi promenljive krajnje tacke za probleme
u kojima granicni uslovi nisu fiksni. Poznavajuéi uslove promenljive krajnje
tacke, mozemo brzo da izvedemo uslove Spiceva.

1.2 Uvodni pojmovi

U prvom uvodnom poglavlju navodimo osnovne pojmove na koje se oslanja
citav rad.

Definicija 1.1. Metricki prostor je ureden par (X,d), gde je X neprazan
skup, a d je metrika na X, odnosno funkcija koja definise udaljenost izmedu
elemenata skupa X, data sa d: X x X — R gde je

Definicija 1.2. Struktura X je vektorski prostor nad poljem realnih brojeva
(R,+,), ako je (X,+) komutativna grupa i ukoliko je definisano preslika-
vanje R x X — X, tako da za svako o, B € R, x,y € X wvaZi:

1. a(zx+y) =ar+ oy,
2. (a+ p)xr = azr + ay,
3. (af)r = a(Bz),

4. 1z =u,

pri cemu je slika para (o,z) € R x X, oznacena sa ax € X. Vektorski
prostor se obicno definise nad proizvoljnim poljem skalara.

Definicija 1.3. Vektorski prostor (X, || - ||) je normiran ako preslikavanje
|- : X = R ispunjava sledeée uslove:

1. ||z|| > 0,Vz € X i ||z|| =0 ako i samo ako je x =0,

2 M +yll < =l +llyll, v,y € X,
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3. Nazx| = lelllz]], « € R, Vo € X.

Svaki normirani prostor je metricki, jer normom moze da se definise
metrika na sledeéi nacin: d(z,y) := ||z — y||, z,y € X. Kaze se da je ta
metrika indukovana normom | - ||. U opstem sluc¢aju, metricki prostor nije
normiran. On ¢ak ne mora biti ni vektorski prostor.

Na primer, R" je normiran vektorski prostor gde je euklidska norma
data sa ||z| = (Jz1> + -+ + |z.|)2, = € R™. Takode, prostor C[a,b],
neprekidnih funkcija nad intervalom [a,b] je vektorski prostor sa normom
|lz]| = maxeap |2(t)]. Slicno, prostor C*[a, b], neprekidno diferencijabilnih
funkcija nad intervalom [a, b] je vektorski prostor sa normom

= ] + "(1)].
][4 tem{%]lx(ﬂ tem[g}b<1|fc()!

U ovom prostoru norma moze da se definise i sa x — maxepq4{|2(t)], [2'(t)]}.

Direktnim uopsStenjem moze se zakljuciti da je prostor C"[a,b], n puta
neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a, b] takode jedan nor-
miran vektorski prostor.

Ako je normiran prostor (X, || - ||) kompletan, onda se on naziva Banahov
prostor.

Definicija 1.4. Preslikavanje J : U — R, ) # U C R" je diferencijalno u
tacki u € U, ukoliko postoji vektor v € R™, sa osobinom

AJ(u) == J(u+h) — J(u) = (v, h) + o,(h),

pri éemu vazi }llim oulh) — (. Vektor h pripada nekoj okolini nule, tako da je
—

o IRl
u+heU.
Naredni primer daje konstrukciju funkcionele J, koja je data u vidu

odredenog integrala, ¢ija je tacka ekstrema reSenje posmatranog problema.
Naime, trazi se funkcija g, reSenje problema formulisanog sa

J@ﬂmMFgJﬂm@Mmm

yey
a

gde je Y unapred zadat skup dopustivih resenja. Za funkciju y € Y vazi da
mora da zadovoljava Ojler - Lagranzovu diferencijalnu jednacinu

0 , d (0 , _
S Py @) = 5 (5 Fta). @) =0

13



Ova ¢injenica predstavlja sustinu varijacionog rac¢una.

Oznaka D[K = kg| oznacava skup D koji se sastoji od svih vektora z iz
D koji ispunjava uslov K(z) = k.

Teorema 1.3. (Ojler - Lagranzova teorema mnoZitelja) Neka su J i K
funkcije koje su definisane i imaju varijacije na otvorenom podskupu D nor-
miranog vektorskog prostora x, i neka je x* vektor lokalnog ekstrema u D[ K =
ko| za J, gde je ko bilo koji dati fiksirani broj za koji je skup D[K = k]
neprazan. Pretpostavimo da su © varijacija J i varijacija K slabo neprekidne
blizu x*. Tada mora postojati najmanje jedna od sledece dve moguénosti:

1. Varygaciya K na x* se anulira, tj.
K (2*; Ax) =0,
za svaki vektor Ax iz x; ili

2. Varyacija J na x* je konstantna visestruka varyacija K u x*, tj. postoj
konstanta A takva da

0J(x*; Ax) = MK (2*; Az),

za svaki vektor Ax iz x.

14



Glava 2

Osnovne osobine varijacionog
racuna

U ovoj glavi ¢emo se upoznati sa potrebnim uslovom za ekstrem funkcionele,
zatim ¢e biti reci o Ojler - Lagranzovoj jednacini, slabom i jakom ekstremu
i prikazacemo izvodenje Ojler - Lagranzove jednacine. Literatura koris¢ena
za izradu ovog dela je [1], [2], [5] i [6].

Varijacioni princip se zasniva na ideji da se uporedo sa stvarnim procesom
posmatra varirani proces koji se od njega malo razlikuje, pri ¢emu se zahteva
da je stvarni proces jedini koji kriterijumu optimalnosti saopstava ekstremnu
vrednost.

2.1 Potreban uslov za ekstrem funkcionele

Posmatrajmo normirani prostor (X, || - ||) i funkcionelu J : X — R. Jasno,
funkcionela J dostize lokalnu ekstremnu vrednost u tacki xo € X, ako njen
prirastaj AJ,, = J(z)—J(zo) ne menja znak u nekoj okolini tacke zy, ta¢nije,
ako postoji € > 0 tako da za sve x € X, za koje je ||z — x| < € vazi AJ,, >0
ili AJ,, < 0.

Teorema 2.1. Da bi funkcionela J : X — R imala lokalni ekstrem u tack:
xo normiranog prostora (X, || - ||) potrebno je da njen diferencijal u tacki xg
(ako postoji) bude jednak nuli, to jest, potrebno je da dJ,,(h) = 0, za sve
helX.

Dokaz. Neka je xy € X tacka lokalnog minimuma funkcionele J i neka je J
diferencijabilna u toj tacki. Tad postoji € > 0 tako da vazi:

J(zo + h) — J(x0) > 0 za sve h za koje je ||h|| < e.
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Diferencijabilna funkcionela moze da se zapise u obliku:
J(zo + h) — J(20) = 8Js (R) + 70 (R),

pri cemu je o, (k) = o(||h|]) kada ||| — 0. 3

Neka je h € X proizvoljno. Tada postoji a > 0, tako da je h = ah € X
takvo da je ||| < e. Kako je xy tacka lokalnog minimuma i a > 0, sledi da
je:

J(xo + ah) — J(x0)
al|h||

Iz uslova diferencijabilnosti funkcionele J i linearnosti varijacije, dobija se da
je:

> 0.

0z, (ah) + 14, (ah) 1 Tz (ah)
— 5T, () +
Il gz (1)

Kada a — 07, tada i ||ah|| — 0, te se dobija da je:

> 0.

_ 1 Tz (ah) 1
0 < lim (—5Jx0(h) + =2 ) = 3 Jzy (),
a=0+ \ [[A] lah]l 7]

to jest, dJy,(h) > 0. Sliéno za vektor h = —ah € X, a > 0 vazi da je
|Ih|| < €, pa se dobija da je sada:
J(zg — ah) — J(xg)
—ah

Ponovo, iz diferencijabilnosti funkcionele J i linearnosti varijacije 6./, sledi:

0z (—ah) + 14, (—ah) 1 Tzo(—ah)
— Sy (k) = )
—allA] gz (1)

<0.

<0.
| = ahll

Kada a — 0" vazi da je:
_ 1 Tzo (—ah) 1
0 < lim (—5(]35 (h) — == > = 3 Jzy (),
T2 | — ahl| 72—

a—0t

to jest, 6.J,, < 0. Dakle, §J,, = 0.!
O

Ako je v neprekidna linearna funkcionela nad X, njena varijacija je data
sa 0v(h) = v(h), odakle sledi da je potreban uslov za ekstrem neprekidne
linearne funkcionele dat sa v = 0.

L Alternativni dokaz se zasniva na lemi

Lema 2.2. Ako je funkcionela v diferencijabilna v xg € X onda je, za fiksirano h € X,
funkcija f(t) = v(xo +th), kao funkcija po t € R, diferencijabilna ut = 0, a njen izvod je
J(0) = bva, (h).
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2.2 Qjler-Lagranzova jednacina

2.2.1 Istorijski uvod QOjler - Lagranzove jednacine

Svajcarski matematicar Leonard Ojler? izveo je jednacinu
d
Fy(2,Y (2), Y'(2)) = - Fyr(,y(2), V(1)) =0, (2.1)

do 1741. godine, koriste¢i genijalan, ali nezgodan postupak u kome je aproksi-

mirao integral iz
xr1

ﬂwz/ﬂmymxwmm

o

zbirom i funkciju ekstrema Y (z) njenim ordinatama na odredene tacke, a
zatim menjao ove ordinate jednu po jednu. LagranZ® je proucavao Ojlerove
rezultate dok je bio tinejdzer i napisao je pismo Ojleru 1755. godine u kom
je dobio istu jednacinu (2.1) mnogo jednostavnijom metodom. Ojler je pre-
poznao opstost i jednostavnost Lagranzove metode i podsticao je Lagranza
u njegovom radu. Lagranz je naredne godine izabran u berlinsku akademiju
nauka kao strani ¢lan pod pokroviteljstvom Ojlera. Ojler je kasnije uveo
naziv varijacioni rac¢un za opis Lagranzove metode. (2.1) nazivamo Ojler -
Lagranzova jednacina po ova dva naucniku.

1879. godine Rejmond?, profesor na univerzitetu u Tibingenu u Nema-
ckoj, istakao je da je Lagranzovo izvodenje (2.1) nepotpuno, jer nije dao
nikakvo obrazlozenje za dodatnu pretpostavku. Zaista, ako je Y (x) bilo koja
funkcija lokalnog ekstrema J nad D[Ky = yo, K1 = y1], sa D = C'[xg, 1]
onda je moguée da izvod Y'(z) sam po sebi nije diferencijalan, a ako nije,
onda funkcija

Fy(x,Y (2),Y'(x)), (2.2)

2Leonhard Euler (1707-1783) je jedan od najproduktivnijih matemati¢ara. Roden je u
Bazelu (Svajcarska), a umro je u Sankt Peterburgu. Bio je veoma znacajan matematicar
toga vremena koga su njegovi savremenici zvali ” otelotvorena analiza” putem koje je otkri-
vao i tumacio tajne fenomena prirode i odredivao dalje tokove razvitka matematike u
neprekidnom ljudskom nastojanju da spozna prirodu i da je menja.

3Joseph-Louis, comte de Lagrange (1736-1813) je istaknuti francuski matematicar,
mehaniéar i astronom. Rodio se u Torinu, gde je ziveo do 1766. godine. Mnoga La-
granzova otkri¢a nose njegovo ime: Formula za ostatak Tejlerovog reda, teorema o srednjoj
vrednosti, interpolacioni polinom, metode multiplikatora, varijacije konstanti, reSavanje
parcijalnih jednacina, uslovi varijacionog problema, Lagranzova metoda multiplikatora u
matematici, metoda nalazenja uslovnih ekstrema funkcije dve ili viSe promenljivih, os-
novna teorema diferencijalnog racuna (Lagranzova teorema).

4Paul du Bois-Reymond (1831-1889), nemacki matematicar
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uopste nece biti diferencijalna, pa Lagranzov dokaz ne vazi. Rejmond je
pokazao, u stvari, da ¢e funkcija (2.2) automatski biti neprekidno diferenci-
jalna za funkciju ekstrema Y (z) kao posledica neophodnog uslova

/ [Fy(z,Y (x),Y'(2))AY (2) + Fy/(x,Y (x), Y'2)AY'(2)] de =

o

Stoga je Rajmond uc¢inio Lagranzovo izvodenje potpunim.

2.2.2 Slab i jak ekstrem

Ojler - Lagranzova jednacina (ili samo Ojlerova jednacina) je u tesnoj vezi
sa potrebnim uslovom za slab ekstrem funkcionele

b

() = / F(t, 2(8), /(1)) dt.

a

Prvo je neophodno pojasniti razliku izmedu slabog i jakog ekstrema.
Pretpostaviéemo da je podintegralna funkcija dovoljno glatka®. Funkci-

b
onela J(z) = [ F(t,z(t),2'(t)) dt je definisana nad prostorom neprekidno

diferencijabilnih funkcija, C'[a,b]. Za odredivanje lokalnih ekstrema fun-
kcionele J neophodno je precizirati u kojoj normi se definise okolina nekog
elementa xo € C'[a, b]. Primeéujemo da vazi:

{z € Cl[a,b] | |lx —xo|l1 < €} C{z € C’l[a, bl | ||x — wol| < €}.

Pojmovi jakog i slabog ekstrema su zasnovani na ovoj primedbi.

Ako za neko g € Ca,b] vazi J(xy) < J(z) za sve z € Clla,b] za
koje je ||z — zo||1 < €, onda J ima u tacki zg slab lokalni ekstrem, a ako je
J(z0) < J(2), za sve x € C'[a, b] za koje je ||x — zo|| < € onda je rec o jakom
lokalnom ekstremu. Jaki ekstremi su uvek i ekstremi u slabom smislu, dok
obrnuto ne mora da bude tacno. Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da je
potreban uslov za slab ekstrem i potreban uslov za jak ekstrem.

U slucaju odredivanja globalnog ekstrema, jak ekstrem se posmatra u
prostoru (Cla,b], || -||), a slab ekstrem se posmatra u prostoru (C*[a, 8], || - ||)-.

5Pretpostavlja se da f ima bar neprekidne izvode drugog reda po svakoj promenljivoj.
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Posmatra se problem odredivanja slabog ekstrema funkcionele

J(z) = /F(t,x(t),w’(t))dt,

pri ¢emu su unapred zadati grani¢éni uslovi z(a) = A, z(b) = B.

Da bi prirastaj z(t) + h(t), t € [a,b] nezavisno promenljive x(t), t € [a, b]
ispunjavao granicne uslove, pretpostavlja se da vazi h(a) = h(b) = 0.

Iz potrebnog uslova za ekstrem funkcionele J, koji je dat sa 0J = 0,
preostaje jos da se odredi varijacija funkcionele J. Kako je

b

AJ,(h) = / [F(t, (z + R)(t), (z + h)'(t) — F(t,z(t),2'(t))],

iz definicije podintegralne funkcije sledi:

OF oF
/ / _ / — / / /
F(t,x+h, 2"+ 1) — F(t,z,2") (_8xh+_8x’h)+T<t’x’x’h’h)’

pri cemu vazi r(t, z, 2’ h, h') — 0, kada ||h][y — 0. Odavde je

b
5T, (h) = / (g—ih + %H) dt = 0. (2.4)

a

Funkcije = za koje vazi (2.4) su reSenja izvesnih diferencijalnih jednacina
drugog reda, sto je posledica narednih razmatranja.

Lema 2.3 (Osnovna lema varijacionog rac¢una).

(a) (Lagranzova lema) Neka je data funkcija F € Cla,b] i neka vazi
be(t)h(t) dt =0, za sve h € C'0a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0.
%)okazati da je tada F = 0.

(b) Neka je data funkcija g € Cla,b] i neka vazi jg(t)h’(t) dt =0, za

sve h € Clla,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Dokazati da je tada
g = const.

Dokaz. a) Pretpostavimo da postoji tg € (a,b) tako da je F'(ty) # 0. Neka
je, na primer, F(tg) > 0. Kako je funkcija F' neprekidna funkcija, sledi da
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postoji interval (c¢,d) C (a,b) koji sadrzi tacku ¢, tako da vazi F(t) > 0

za sve t € (c,d). Neka je h(t) := (c — t)*(d — t)*, t € (c,d), a h(t) = 0
b

za t € [a,b] \ (c,d). Lako se proverava da je [ F(t)h(t)dt > 0, sto je u

a
kontradikciji sa uslovom zadatka.

b)Ako iskoristimo teoremu o srednjoj vrednosti za integral, sledi da pos-
toji c € R, tako da vazi:

b
/@@—@m:o

Treba pokazati da za proizvoljnu neprekidnu funkeiju u(t), t € [a, b], vazi:
b

/(g(t) —c)u(t)dt = 0.

a

Neka je u € Cla,b]. Tada, ako je a = ﬁ

8 —

u(t) dt, za funkciju A(t) =
b
u(t) — a,t € [a,b], vazi [ A(t)dt = 0.
t
Vidi se da funkcija h(t) = [ A(7)dr, t € [a,b] ispunjava uslove zadatka
(W(t) = A(t), t € [a,b]). Dakle,

b b b

/@@yﬁm@mp:/ﬂomoﬁ—g/xwﬁ+x/@@—mmt

a a a

Y

za proizvoljnu funkciju v € Cla,b]. Za funkciju u(t) = g(t) — ¢, t € [a, b
dobija se:

odnosno ¢(t) = ¢, t € [a,b)]. O

Lema 2.4. (Rejmondova lema) Neka su date funkcije f,g € Cla,b] i neka
vazi

[ (tone) + gore) de =
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za sve h € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Tada je g diferencijalna i vazi
ft)=g'(t) =0, t €la,b].

t
Dokaz. Nekaje F(t) = [ f(7)dr,t € [a,b]. Parcijalnom integracijom dobija

a
se:

/ FOR(E) = h(t)F (1) Z— / P (1) dt = — / FO(1) dt.

Prema tome

/ [F(©)R(t) + g()N (t)] dt = / [g(t) = F(t)] ' (t) dt
=0

Na osnovu leme (2.3) pod a) dobija se g(t) = F(t) + ¢, za neko ¢ € R

i za svako t € [a,b]. Kako je desna strana ove jednakosti diferencijalna
(F'(t) = (), t € [0,B]), sledi g € CM[a,b] i g'(t) = (£), € [a,b]. =

Pomoé¢u leme Di Boa Rejmonda, iz (2.4) sledi:

T (2.5)

Jednacina (2.5) zove se Ojlerova jednacina. Konaéno mozemo da zakljuéimo,
da je potreban uslov koji funkcija zy mora da ispunjava da bi bila ekstrem
funkcionele J, da zy bude resenje Ojlerove jednacine.

Teorema 2.5 (Osnovna teorema varijacionog racuna). Neka je data funkcio-
b

nela J(z) = [ F(t,xz(t),2'(t)) dt, pri cemux € C'a,b] tvaziz(a) = A, z(b) =

B. Ako funkcionela J ima ekstrem xo € C'la,b], onda je x¢ resenje Ojlerove

jednacine

o) ) d( 0 /
S F (L a(t), /(1) — - (%F(t, z(t), x (ﬂ)) =0,

sa granicnim uslovima x(a) = A, x(b) = B.

Dokaz. Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi direktan dokaz. Imamo,
ako je xg ekstrem funkcionele J onda, na osnovu Teoreme 2.1, vazi d.J,, =0
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odnosno xy zadovoljava (2.4). Kona¢no, na osnovu Leme 2.4, da bi vazilo
(2.4), o mora biti resenje diferencijalne jednacine

d(0F)\ OF
dt\ oz | 0z’
sto je tacno Ojler-Lagranzova jednacina. ]

2.2.3 Izvodenje Ojlerove jednacine

Integralne krive Ojlerove jednacine nazivaju se ekstremima. Posto je Ojlerova
jednacina diferencijalna jednacina drugog reda, njeno resenje ¢e zavisiti od
dve proizvoljne konstante, koje su odredene iz grani¢nih uslova y(a) = A,
y(b) = B. Problem koji se obi¢no razmatra u teoriji diferencijalnih jednacina
je pronalazenje reSenja koje je definisano u okolini neke tacke i zadovol-
java date pocetne uslove (Kosijev problem). Medutim u resavanju Ojlerove
jednacine trazimo resenje koje je definisano u nekom fiksnom intervalu i koje
zadovoljava date granicne uslove. Stoga, pitanje da li odredeni varijacioni
problem ima resenje ili ne, se ne svodi samo na uobicajene teoreme pos-
tojanja za diferencijalne jednacine. Iz tog razloga sada navodimo teoremu
Bernstajna, koja se tice postojanja i jedinstvenosti resenja jednacine oblika:

y'=F(z,y,y). (2.6)

Teorema 2.6. (Bernstajn) Ako su funkcije F', F, i F,y neprekidne u svakoj
tacki (z,y) za bilo koje konacno y' i ako postoji konstanta k > 0 i funkcije

a=a(r,y) >0, 8=05(z,y) >0,
(koje su ogranicene u svakoj konacnoj oblasti neke ravni) tako da
Fy(x,y,9) > k, |F(z,y,y)| < oy + 5,

tada jedna i samo jedna kriva jednacine (2.6) prolazi kroz bilo koje dve tacke
(a, A) 1 (b, B) sa razlicitim apscisama (a # b).

Jednacina dJ = 0 daje potreban uslov za ekstrem, ali on nije i dovoljan.
U mnogim sluc¢ajevima Ojlerova jednacina je sama po sebi dovoljna da pruzi
potpuno resenje problema. U stvari, postojanje ekstrema je cesto jasno iz
fizickog ili geometrijskog znacenja problema, na primer, u problemu brahis-
tohrone®. Ako u tom sluéaju postoji samo jedan ekstrem, koji zadovoljava
grani¢ne uslove problema, ovaj ekstrem mora biti kriva.

SProblem pronalazenja krive (putanje) takve da telo od tacke A do tacke B stigne za
najkra¢e moguce vreme.
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Za funkcionelu oblika

b
[ Fay)ds,

Ojlerova jednacina je diferencijalna jednacina drugog reda, ali se moze is-

postaviti da kriva za koju funkcionela ima svoj ekstrem nije dvostruko difer-

encijalna. Na primer, posmatrajmo funkcionelu

1

J(y) = /y2(2x —y)?dz,

-1

gde je y(—=1) =0, y(1) = 1.
Minimum J(y) jednak je nuli i postize se za funkciju

(z) 0, -1 <z<0,

= €T) =

=y 22, 0<z <1,

koja nema drugi izvod za x = 0. Ipak, y(z) zadovoljava odgovarajuéu

Ojlerovu jednacinu. U stvari, posto je u ovom slucaju
F(r,y,y) =y (2 —y')?,

sledi da su funkcije

Fy= 2@y’ Fy= -2 —y), Py,
jednake 0 za —1 < x < 1. Dakle, uprkos ¢injenici da je Ojlerova jednacina
diferencijlna jednacina drugog reda i da y”(x) ne postoji u svim tackama
intervala [—1, 1], zamena y(z) u Ojlerovu jednacinu pretvara je u identitet.
Sada, dajemo uslove koji garantuju da reSenje Ojlerove jednacine ima
drugi izvod.

Teorema 2.7. Pretpostavimo da y = y(x) ima neprekidan prvi izvod i zado-
voljava Ojlerovu jednacinu
d
F, — %Fy/ =0.
Zatim, ako funkcija F(z,y,y’) ima neprekidan prvi i drugi izvod u odnosu na
sve svoje argumente, y(x) ima neprekidan drugi izvod u svim tackama (z,y)
gde je
Fyy(z,y(x),y'(x)) # 0.
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Dokaz. Uzmimo u obzir razliku

AFy’ = Fy'(x + A%y"‘ Ay,y/ + A?/) - Fy,<x7y7y,) =
= AFy/I —|— AFy/y —'— Ay/Fyly/’

pri cemu nadvuceno pokazuje da se odgovarajuéi izvodi vrednuju duz odrede-
nih medukrivih. Ovu razliku delimo sa Ax i razmatramo granicu rezultujuceg
izraza

_ Ay - Ay -

Fy’x + A_sz’y + A_Z;Fy’y’a

kad Ax — 0. (Ova granica postoji, posto F,, ima izvod u odnosu na z,

koji je, prema Ojlerovoj jednacini, jednak F,.) PoSto su po hipotezi drugi

izvodi F(z,y,y') neprekidni, onda ako Az — 0, F,, konvergira ka Fy,, tj.
8’F

vrednosti 305 U tacki z. Iz postojanja ' i konstantnog drugog izvoda F,

sledi da drugi clan %Fy/y takode ima granicu kad Ax — 0. Ali onda i treéi
¢lan ima granicu (posto postoji granica zbira tri clana), tj. postoji grani¢na

vrednost ,

. Ay -
A Ba

Kako Az — 0, Fy,, konvergira ka F,, # 0, i stoga
Ay o

lim — =
A ar =V
postoji.
Kona¢no, iz jednacine
d
%Fy/ —F,=0,
mozemo nadi izraz za y”, iz kojeg je jasno da je y” konstantno gde god je
Fy # 0. Ovo dokazuje teoremu. [

Napomena: Ovde se pretpostavlja da su ekstremi glatki’.

"Kazemo da je funkcija y(x) glatka u intervalu [a,b] ako je neprekidna u [a,b] i ima
neprekidan izvod u [a, b]. Kazemo da je y(z) ¢itava glatka u [a, b] ako je konstantna svuda
u [a,b] i ima konstantan izvod u [a, b] osim eventualno u kona¢nom broju tacaka.
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Glava 3

Varijacioni racun sa
promenljivim krajnjim tackama

Na pocetku ove glave ukratko ¢e biti predstavljeni granicni uslovi, tj. vrste
varijacionog racuna u zavisnosti od grani¢nih uslova, dok ¢e u veéem delu
rada, detaljnije biti obraden varijacioni racun sa promenljivim krajnjim ta-
ckama. Literatura koriséena za obradu ove glave je [1], [5] 1 [6]. Slike koriséene
u ovom delu su preuzete iz [5] i [6].

3.1 Vrste granicnih uslova opsteg karaktera

3.1.1 Granic¢ni uslovi opsteg karaktera I
Proucavali smo problem trazenja ekstrema funkcionele

b

J(y) = /F(l’, y,y') d,

pri ¢cemu je dejstvo funkcionele J bilo ograni¢eno na funkcije y, koje zado-
voljavaju grani¢ne uslove y(a) = A i y(b) = B.

Posmatraju se najpre najjednostavnija uopstenja kada se pretpostavlja
da su funkcije y definisane na intervalu [a, b], ali same vrednosti x(a) i x(b)

nisu unapred definisane.
Postoje slede¢e moguénosti:

1. Uslovi y(a) = A i y(b) = B su zadati;

2. Funkcija y nije zadata ni u a ni u b;
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3. Funkcija y nije zadata u tacki a, ali je zadato y(b) = B;

4. Zadato je y(a) = A, a za x = b funkcija y nije zadata.

#e) f

0 a b s 0 a 5",
X T X A
=\ .
; x(a) :

0 a b — 0 a b >l

Slika 3.1. Grani¢ni ualovi 1., 2., 3. i 4.

3.1.2 Granicni uslovi opsteg karaktera I1

U velikom broju prakticnih situacija neophodno je varirati i nazavisno pro-
menljivu koja figurise u zadatku, Sto se ¢esto javlja u slucaju kada jedna
ili obe granice odredenog integrala, kriterijuma optimalnosti, nisu unapred
odredene.

Radi jednostavnosti posmatrace se problem nalazenja ekstrema funkcio-
nele J, ako je y(a) = A, a drugi granicni uslov je tacka na grafiku funkcije

®.

3.1.3 Granicni uslovi opsteg karaktera 111

U granicne uslove opstijeg karaktera spada i slu¢aj kada je funkcionela zadata
u obliku zbira odredenog integrala i vanintegralnog clana, koji je funkcija
vrednosti ekstremale u granicama intervala nezavisno promenljive. Takvi
problemi se nazivaju problemi Bolcinog! tipa. Motivacija za proucavanje
problema Bolcinog tipa lezi u ¢injenici da reSenje diferencijalne jednacine,
koja opisuje izvesni fizicki proces, moze biti ekstremala funkcionele u kojoj,
osim integrala, postoji i vanintegralni ¢lan.

'Bolza (1857-1942)
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Slika 3.2. Problem sa pokretnom granicom.

3.2 Problem promenljive krajnje tacke

Funkcionela J = J(Y') definisana sa
Z1

J(Y) = /F(x,Y(x),Y’(x)), (3.1)

zo

moze se smatrati funkcijom koja je definisana za odredene krive v u (z,y)-
ravni, koje su date u obliku

vy =Y(x), ro <z < 1y, (3.2)

za neku funkciju Y'(z).

Nekada je potrebno prona¢i minimum ili maksimum funkcionele (3.1) za
krivu ~y, pri ¢emu jedna ili obe krajnje tacke, ove krive, variraju u datom
skupu tacaka.

Na primer, zelimo da odredimo ugao pod kojim ¢e ¢amac, za najmanje
moguce vreme prec¢i reku od date pocetne tacke Fy, medu svim moguéim
putevima 7, do neke tacke na drugoj strani reke, kao Sto je prikazano na
Slika 3.3. U ovom slucaju krajnja tacka P; nije data, ve¢ se mora odred-
iti zajedno sa krivom y = Y (x) koja je povezuje sa P, kako bi se dobilo
najmanje vreme tranzita, medu svim putevima koji se kre¢u iz Fy. 1li, kao
jos jedan primer, mozemo razmotriti modifikovanu formu problema brahis-
tohrone Dzona Bernulija u kojoj je pocetna tacka Py = (xo, yo) fiksirana, dok
se za krajnju tacku P; zahteva samo poznavanje x - koordinate kao x = x1,
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Neki mogudi
izboriza ¥

Slika 3.3

kao §to je dato na Slika 3.4. Problem bi bio pronaéi krivu (3.2) koja daje
najmanju vrednost funkcionele T'= T'(Y") koja je data sa

1 Y’
/ + dx,
29[yo — Y ()]
i podlozna je jednom ogranicenju

Y(ZL‘[)) = Yo, (33)

gde se zahteva da se v zavrsava na pravoj ¢ datoj sa
cix=ux, za sve y. (3.4)

Ovaj modifikovani problem brahistohrone postavio je Dzejms Bernuli
1697. godine, godinu dana nakon Sto je njegov mladi brat Dzon izazvao
tadasnje matematicare da rese problem brahistohrone fiksne krajnje tacke.
Ovaj modifikovani problem nazivamo problem brahistohrone Dzejmsa Ber-
nulija.
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Py Prava X = x,

.

Neki moguéi izborizay

Slika 3.4

Uopsteno, problem je odrediti najkrace vreme (najmanja vrednost funkci-
onele T) za koje se stigne od pocetne tacke Py = (z,y), medu svim krivama,
do neke krajnje tacke koja se nalazi na specijalnoj pravoj C' datoj sa

C:y=azr+0b, za sve x, (3.5)

gde su a i b dati brojevi (Slika 3.5). U poslednjem slucaju, = - koodinata
proizvoljne tacke P, = (x1,y;) nije ¢ak ni navedena. Potrebno je samo da Py
zadovoljava relaciju y; = axy + b. Uopsteno, problem moze biti da se odredi
minimum ili maksimum funkcionele J iz (3.1), medu svim krivama, pocevsi
od Py = (z9,yo) 1 zavrsavajudi na nekoj datoj proizvoljnoj krivoj C', kao sto
je prikazano na Slika 3.6, gde se kriva C' moze opisati kao

C:d(x,y) =0, (3.6)
gde je @ data funkcija po xz i y. Na primer, (3.6) ukljucuje (3.4) ako

definisemo ® pomocu
O(x,y) =x — x4,

dok (3.4) ukljucuje (3.5) ako uzmemo

O(z,y) =y —ax —D.
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Neki mogudi
izboriza ¥

C:y=ax+tbh

Slika 3.5

Neki moguci
izboriza ¥y

Slika 3.6

Stoga razmatramo opsti problem pronalazenja minimuma ili maksimuma
funkcionele

1

J= /F(:c,Y(x),Y’(:c)) dz, (3.7)

zo

izmedu svih krivih « datih sa (3.2) koje zadovoljavaju pocetni uslov (3.3) i
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proizvoljno ogranicenje (pogledati (3.2) i (3.6))

Posto je u ovom slucaju proizvoljna x - koordinata x1, koja se pojavljuje
u (3.7), slobodna da varira pod uslovom da vazi samo (3.8). Smatramo da je
funkcionela (3.7) funkcija po x1, kao i funkcija Y = Y (z). (Imajmo u vidu da
je zg fiksirano u celom poglavlju.) Otuda uzimamo kao nas osovni vektorski
prostor x, skup svih parova (x1,Y) = (x1,Y (x)), gde x; moze biti bilo koji
proizvoljan broj u vektorskom prostoru R, svih brojeva i gde Y = Y (x) moze
biti bilo koja neprekidno diferencijalna funkcija na R, koja je jednaka nuli
za sve velike |z|. [Pogodno je zahtevati da je Y(x) jednako nuli za velike
|z|, tako da ¢e desna strana (3.9) u nastavku biti kona¢na.] Ako su (z1,Y)
i (z*,Y") bilo koja dva vektora u y, onda njihov zbir definiSemo na sledeéi
nacin

(.171, Y) + (l‘;, Y*) = (5(71 +a1,Y + Y*),

sto opet daje vektor u x. Sliéno definisemo proizvod a(z,Y) sa
a(x1,Y) = (axy,aY),

koji daje vektor u y za bilo koji broj a € R i bilo koji vektor (z1,Y) u .

Konac¢no dobijamo x sa normom ||.|| definisano sa
— /
1z, Y)I = fa| + max () + max ¥"(x), (3.9)

za bilo koji vektor (x1,Y") = (x1,Y (2)) iz x. Naglasavamo da se normirani
vektorski prostor y sastoji od svih vektora (z1,Y) za sve brojeve z; i za
sve neprekidno diferencijalne funkcije Y = Y (z). Ne mora postojati nikakva
posebna relacija izmedu broja x; i neprekidno diferencijalne funkcije ¥ =
Y (z) koja se javlja u paru (z1,Y). Konkretno, svaki takav par je u y bez
obzira da li par zadovoljava relaciju (3.8).

Problem ekstrema funkcionele (3.7) koji se razmatra, sada se moze navesti
na sledeé¢i na¢in. Trazimo vektor (z1,Y) = (x1,Y(x)) u nekom otvorenom
skupu D u x koji ¢ée maksimizirati ili minimizirati u D funkcionelu J defin-
isanu sa

T2, Y) = / F(2,Y(2),Y'(x)) dz, (3.10)

zo

gde su dozvoljeni vektori (x1,Y) = (21, Y (z)) takode potrebni da zadovolje
ogranicenja iz (3.3) i (3.8). Domen D, funkcionele (3.10), se uzima kao neki
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specijalni otvoren podskup normiranog vektorskog prostora x. Na primer,
D se moze sastojati od svih vektora (x1,Y) u x sa z; ogranic¢enih da leze u
nekom datom otvorenom intervalu u R i sa Y = Y'(z) ograni¢enim da bude
u nekom pogodnom otvorenom skupu u normiranom vektorskom prostoru
CH(R).

Ako definisemo funkcionele Ky i K na D kao

Ko(z1,Y) =Y (xg), (3.11)

Ki(21,Y) = ®(x1, Y (z1)), (3.12)

onda ¢e sadasnji problem pronadi vektore ekstrema u D[Ky = o, K1 = 0] za
funkcionelu J iz (3.10). Naglasavamo da je broj ¢, koji se pojavljuje u (3.10)
i(3.11), dat i uvek fiksiran, iako bismo mogli razmotriti i opstiji problem u
kome je g kao i 1 dozvoljeno da varira. [Za takav opstiji problem uzeli bismo
vektorski prostor y kao skup svih trojki (zg,z1,Y) gde bi zg 1 x1 mogli biti
bilo koji brojevi i gde bi Y = Y (z) mogla biti bilo koja pogodna neprekidno
diferencijalna funkcija.]

Da bismo nastavili u ovom slucaju, potrebno je da izracunamo varijacije
funkcionela J, Ky i K, gde je dozvoljeno da x; 1 Y = Y (x) variraju (ali ne
1 l’o).

Ako definiSsemo diferencijal funkcionele J na sledeéi nacin

0J(z; Azx) = lim Iz +edr) = J(@) = iJ(m + eAx)

e—0 € de

9

e=0

i tu definiciju primenimo na nasu funkcionelu J definisanu u (3.10), dobijamo
da vazi

d
0J(x,Y; Az, AY) = %J(xl + €Az, Y + eAY) (3.13)

e=0

Na slican nacin trazimo jedna¢inu za Ky i K. Neka je (Axy, AY) bilo koji
vektor u vektorskom prostoru x i vazi (z1,Y)+e(Azy, AY) = (z1+€eAxy, Y +
eAY') za bilo koja dva vektora (x1,Y") i (Axy, AY') i za proizvoljno e. Da
bismo pronasli jednacinu koju zelimo koristi¢emo (3.10):

J(z1 + €Az, Y + eAY) =

r1+eAx
= / F(z,Y(x) + eAY (2),Y'(x) + eAY'(2)) dx. (3.14)

Zo
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Trazeni izvod ovog izraza u odnosu na parametar €, moze se dobiti primenom
J &(e) 5(6)(9

& st = peenaga+ [T a @)

de Oe

xo

zo

sto vazi za bilo koju glatku funkciju f = f(x;¢€) 1 bilo koju neprekidno difer-
encijalnu funkciju £ = £(¢€) u zavisnosti od €, gde je £'(€) = dz—(j). Ako uzmemo
E(e) =x1+eAx i f(x,e) = F(2,Y(x) + eAY (2),Y'(x) + eAY'(x)) u (3.15),
sa (3.13) 1 (3.14) dobijamo

0J(x1,Y; Ax, AY) = F(x1,Y (21), Y (21)) Az +

z1

4 [ @Y (@) +AY (2). V(@) + AV (@)| o,

€ e=0
x0

iz ¢ega dobijamo:

6J(21,Y; Axy, AY) = F(xq, Y (21),Y'(21)) Az +

—I—/[Fy(:p,Y(a:),Y'(x))AY(x)+Fy/(x,Y(x),Y’(x))AY’(x)] dz, (3.17)

za bilo koji vektor (Azy, AY') iz vektorskog prostora x.
Sada kada imamo varijaciju funkcionele J, prelazimo na funkcionele K| i
K. Sli¢éno kao (3.13), za K imamo

d
5K0(.’L'1,Y;A.I'1,AY) = d—KO(fEl +6ALE1,Y—|—EAY) y
€

=0
iiz (3.11) sledi da je
Ko(xy + €Az, Y + eAY) = Y(x9) + €AY (z0),
pa dobijamo da je
IKo(x1,Y; Az, AY) = AY (z9), (3.18)
za bilo koji vektor (Axq, AY) iz x.

Da bismo izracunali varijaciju K7, ponovo imamo

0K (x1,Y; Az, AY) = %Kl(xl + eAxy, Y + eAY)| (3.19)

e=0
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u ovom slucaju iz (3.12) dobijamo da je
Ki(x1 4+ €Az, Y + eAY) = ®(z1 + eAxq, Y (21 + €Axy) + €AY (21 + eAxy)).

Ako su z = z(¢€) i y = y(e) bilo koje dve neprekidno diferencijalne funkcije
parametra €, onda za bilo koju neprekidno diferencijalnu funkciju ® = &(x,y)
lanc¢ano pravilo diferencijalnog rac¢una daje

%@(x(e),y(e)) = %(I)(x(e), y(e))fl—f + a%@(x(e),y(e))j_g_

Ako uzmemo

z(€) = 1 + €Ay,

y(e) =Y (21 + eAxy) + eAY (21 + eAxy), (3.20)
sa
dx
E - Axl?
Z—y =Y'(x1 + eAx1)Axy + AY (21 + €eAxy) + eAY' (21 + eAxy) Ay,
€
tada za poslednjih nekoliko jednacina dobijamo
d 0
EKI(ZEI + eAxy, Y + eAY) = %CI)(JU(E), y(€))Az+
0
+ a—y@(w(e), y(eNY' (21 + eAxy) Az +

+ AY (21 + €Axy) + eAY' (21 + eAxy) Ay,

gde su z(€) i y(e) date sa (3.20). Ako sada uzmemo da je e = 0 i ubacimo u
poslednju jednacinu, zajedno sa (3.19) i (3.20) dobijamo

(5K1(:C1, Y, Al’l, AY) = g@(xl, Y(xl))Aa:l—i—

i

¢ Lot Y)Y (e + A (@), (321

za bilo koji vektor (Axy, AY') vektorskog prostora x.

Pretpostavimo sada da je vektor (z1,Y) = (x1,Y(z)) vektor lokalnog
ekstrema J, nad D[Ky = yo, K1 = 0]. Prema Ojler - Lagrazovo] teoremi
mnozioca (1.3) dobijamo neophodan uslov

0J(x1,Y; Az, AY) = \gdKo(x1,Y; Az, Y; Az, AY )+
+)\15K1($1,Y;A$1,Y; Al’l,AY), (322)
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za odgovarajuce konstante \g i \; za sve vrednosti Azq, i sve neprekidno
diferencijalne funkcije AY = AY(x) na intervalu zp < x < z;. [Svaka
takva funkcija AY (z) moze se prosiriti tako da bude definisana i neprekidno
diferencijalna na R i tako da bude jednaka nuli za sve velike |z|; stoga se
(Azy, AY') moze smatrati da je u x.] Ako sada iskoristimo (3.17), (3.18) i
(3.21) jednacina (3.22) postaje

T1

/ Fy(2,Y (2),Y'(x)) — %Fy/(x, Y(:c),y/(x))] AY (z) do =

= [Ao + Fy (2o, yo, Y (20))] AY (o) +

+ :/\1%@@1,3/(@)) - Fy/(xl,Y(xl),Y'(xl))} AY (z1)+

—|—{ — F(Z)’Jl, Y(C(]l), Y,<C(]1))+

+A [%@(zl,Y(m)) + Y’(xl)aﬁy@(m,}/(xl))] }Aml, (3.23)

koji mora da vazi za sve Axq i za sve funkcije koje su neprekidno diferencijalne
AY = AY(x) ako je (z1,Y) = (a1, Y (z)) vektor lokalnog ekstrema u D[K =
yo, K1 = 0] za J. U (3.23) smo koristili (3.2) koje mora da zadovolji svaki
takav vektor ekstrema (x1,Y).

Ako prvo izaberemo Az = 0 u (3.23) i posmatramo samo funkcije AY (z)
koje se anuliraju u krajnjim tackama zo i 27 (to je dozvoljeno), dobijamo
uslov

T d

/ |:Fy (x,Y(x),Y'(x)) — d—F)’, (x,Y(x),Y'(2))| AY (z)dxr =0, (3.24)

x

xo
koji mora da vazi za sve neprekidno diferencijalne funkcije AY (z) na [xg, 1]

koje zadovoljavaju AY (zg) = 0, AY (z1) = 0. Ovim dobijamo da Ojler -
Lagranzova jednacina, data sa

d
Fy(a, Y (), V() = Fo(e, Y(@),Y'(@) =0, (329
mora biti zadovoljena za funkciju Y = Y (x) i 29 < = < x1, ako je (z1,Y)

vektor lokalnog ekstrema na D[Ky = yo, K1 = 0] za funkcionelu J.
Ali, ako koristimo Ojler - Lagranzovu jednacinu (3.25) u (3.23) sledi da
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je

0= [Xo+ Fy'(z0, Y0, Y'(20))] AY (20)+

M| g0 V) 4 V) Lo V) fan 629

takode mora vaziti za dve vrednosti Az i za sve neprekidno diferencijalne
funkcije AY (z) na [z, z;]. Ako uzmemo da je Az; = 0 i prvo uzmemo

AY (z) = i — :
Ir1 — X
u (3.26) i to
AY (z) = L0
1 — X

dobijamo slede¢e neophodne uslove:

o + Fyi(zo, y0, Y (z0)) = 0,

0 , B
Ala—ycb(xl, Y(x1)) — Fy/(x1, Y (21),Y'(21)) = 0. (3.27)

Koriste¢i ove uslove u (3.26) i uzimajuéi da je Azx; = 1, dobijamo dodatni
uslov:

F(x,Y(21),Y'(21)) = N %@(wl,Y(asl)) - Y’(:Bl)(%@(xl, Y(x1))] -
(3.28)

Mozemo eliminisati Ojler - Lagranzov mnozilac A\, izmedu (3.27) i (3.28)
tako Sto ¢emo poslednju jednacinu sa obe strane pomnoziti sa g—f, tada do-
bijamo

0 / _
7y 2 Y @) F (@Y (@), Y'(@)) =

= Byl Y (1), Y (00) | 2000, Y(e0) + Y ) 0, Y (a)|.
(3.29)
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Sto je onda prirodni granicni uslov koji mora da vazi na promenljivoj kra-
jnjoj tacki x = x; za bilo koji lokalni vektor ekstrema (z1,Y(x)). Ovaj
prirodni granicni uslov ima jedinstvenu geometrijsku interpretaciju u poseb-
nom slucaju u kome integralna funkcija F' = F'(x,y, z) iz (3.10) ima oblik

F(z,y,2) = f(z,y)V1+ 22 (3.30)
za neku datu funkciju f = f(x,y). Ako vazi (3.30), onda dobijamo

[, Y ()Y (x)

F(z,Y(x),Y'(z)) = 1+ Y (2)?

tako da se (3.29) pojednostavljuje sa (3.30) i dobija

%@(ml, Y(z1)) = Y’(xﬂ%@(ml, Y (1)), (3.31)
koji mora da vazi na krajnjoj tacki x = x; (osim eventualno ako vazi da je
f(z1,Y(x1)) = 0). Uslov (3.31) jednostavno zahteva da kriva ekstrema 7 iz
(3.2) mora da sece datu krivu C' iz (3.6) ortogonalno (pod pravim uglom),
kao Sto je prikazano na Slika 3.7. Zaista, poznato je iz diferencijalnog racuna
da je nagib ¢y = ¢/ krive C iz (3.6) dat sa

,_ 0%/0x
Ve = "0 oy’

pa (3.31) zahteva da nagib ¢y’ = Y'(x) krive ekstrema ~ zadovolji

C:P(x,¥}=0

Slika 3.7
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1
y.(z1)

Y (1) = — (3.32)

iz ¢ega proizilazi trazeni rezultat.

Treba napomenuti, ako terminalna kriva bude vertikalna linija sa ®(z,y)
= z — x1 u (3.6), za neko dato fiksno z;, onda moramo smatrati da je
funkcionela J iz (3.10) funkcija samo od Y = Y(x) na fiksnom intervalu
2o <z < z7. U ovom slucaju je takode utvrdeno da je rezultujuéi prirodni
granicni uslov u krajnjoj tacki dat sa (3.29).

Sumirajuéi, pokazali smo da u trazenju ovih krivih, oblika (3.2), koje daju
minimum funkcionele J, pocevsi od Py = (xo, o) 1 zavrsavajuéi na krivoj C'
datoj sa (3.6), treba da uzmemo u obzir samo one krive v koje zadovoljavaju
Ojler - Lagranzovu jednacinu (3.25) za o < x < z1, zajedno sa ogranic¢enjima

Y(zg)=yo 1 P(x1,Y(z1)) =0,

i prirodnim grani¢nim uslovom (3.29) (ili (3.31) u posebnom slucaju (3.30)).
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Glava 4

Primena varijacionog racuna

Primena varijacionog racuna je izuzetno velika. U ovom delu ¢e biti rec¢i o
primeni varijacionog rac¢una sa promenljivim krajnjim tackama. Govori¢emo
o tome kako se dizajniraju zanimljivi tobogani u Luna parkovima. Literatura
koris¢ena za sastavljanje ovog dela je [5] i iz iste su preuzete slike.

4.1 Dizajniranje zanimljivih tobogana

Dizajneri ovih tobogana znaju da cikloida najbrze spusta od jedne tacke do
obliznje nize tacke, ali teSko da bi ovakav tobogan bio previse zanimljiv, jer
bi se spustao samo vertikalno nanize (Slika 4.1). Iz tog razloga su dizajneri
odlucili da razmotre kompozitni tobogan ¢ija ¢e se putanja sastojati od dela
kruznog luka sa horizontalnim pocetnim nagibom radi bezbednosti, nakon
¢ega sledi deo novog kruznog luka koji je prikladno odabran da napravi zan-
imljiviji i bezbedniji tobogan (Slika 4.2). Zatim je potrebno naéi najbrze
spustanje koje se moze posti¢i duz bilo koje slozene krive v koja povezuje
fiksnu pocetnu tacku sa datom terminalnom vertikalnom linijom (Slika 4.3),
gde se 7 sastoji od pocetnog dela datog kruga, koji je spojen sa delom bilo
kog drugog luka.

Posmatra¢emo Dekartov koordinatni sistem, sa koordinatnim pocetkom
u centru kruga i sa datom terminalnom pravom

r =1, (4.1)

kao sa Slika 4.4. Pocetnu tacku oznacavamo sa Py = (0,1p) i tada jednacinu
pocetne kruznice mozemo zapisati kao

22+ P =y (4.2)
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Poéetni vertikalni nagib

Cikloidni tobogan

Slika 4.1

Horizontalni poéetni nagib

Kompozitni tobogan

Slika 4.2

Pretpostavimo da sila Zemljine teze deluje nanize, u smeru negativnog
dela y - ose.
Putanja tobogana se moze predstaviti kompozitnom krivom datom kao

(4.3)

7'y={ VU =~ 7%

Y(x),

s O

IAIN
] &

8 R
ININA
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Data pocdetna tacka

Neki mogudi izbori
za kompozitnu
krivu y

| /
\
\ 4
N\ 7
S -
Data terminalna
prava
Gravitacija
Slika 4.3

—

Gravitacij,a/ =

Slika 4.4

za neki odgovarajuci broj x koji treba da bude x - koordinata tacke u kojoj
se dva luka koja ¢ine 7 spajaju (0 < < x7) i za neku odgovarajuéu funkciju
Y (x) koja treba da zadovolji ogranicenje

V(%) = /12 — 2. (4.4)

Ovo ogranicenje garantuje da se dva luka spajaju u x = 7.
T
Vreme T potrebno da osoba klizi duz v, dato sa T = [ dt = [, moze
0

v
se zapisati kao zbir odgovarajuc¢ih vremena duz svakog dela krive, je

T = /‘%—‘1—’(_()%>2 dz + 7—‘1—:()%)2 dz, (4.5)
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gde je v = v(z) brzina kretanja osobe. Ova brzina je data kao brzina promene
duzine luka u odnosu na vreme t (v = fl—‘z) gde smo koristili formulu ds =

1+ (2)2 dz za diferencijalni element duzine luka duz 7.

Da bismo izra¢unali brzinu v(x) potrebnu u (4.5) potrebna nam je po-
tencijalna energija osobe koja se spusta niz tobogan. Potencijalna energija
(E,), osobe mase m koja se nalazi na visini y (iznad povrsine zemlje), data
je sa

Ly = mgy,

gde je g konstantno ubrzanje Zemljine teze. Dakle, iz (4.3) imamo da osoba
koja se nalazi u tacki (z,y) na 7, ima potencijalnu energiju

IA INA
§ =

E_{mg 93_3327 OS-T

p - ~
<z

Sa druge strane, kineticka energija kretanja osobe je data sa

1
E, = §mv2.

Ocuvanje energije zahteva da zbir kineticke i potencijalne energije ostane
konstantan tokom kretanja osobe koja se spusta niz tobogan (trenje zane-
marujemo). Zatim sledi da ¢e se osoba, koja krene iz mirovanja u Py i klizi
duz 7, kretati brzinom v = v(x) datom sa

IA A

IA A
8 &

i
T

N

29(yo = Y(2))]?, &

1-

M@Z{Pﬂ%— w—a):, 0

Ako ovaj rezultat ubacimo u (4.5) i takode upotrebimo (4.3), dobijamo da je

vreme T
/ vo dut /¢1+w
5 — dx,
\/29 y —x2 _ g Yo

gde smo zapisali T'(Z,Y") da bismo naglasili da vreme T' eksplicitno zavisi od
TkaoiodY =Y (z) zaZ <z < z;. Ovu jednacinu krade zapisujemo

:/f(x) dx—i—/F(Y(a:),Y/(x))d% (4.6)
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gde je

D=

F@) = wo| 2008 =)o — \Jf — )| (4.7)

14 22

Flo,2) = 29(yo —y)’

(4.8)

Uzmimo osnovni vektorski prostor x koji odgovara funkciji 7'(z,Y") kao skup
svih parova (Z,Y) = (Z,Y (z)), gde je T proizvoljan broj iz Rigde Y = Y(x)
moze biti bilo koja proizvoljna neprekidno diferencijalna funkcnija na fiksnom
intervalu 0 < x < x,. Za sada ne mora postojati nikakva posebna relacija
izmedu 7 i funkcije Y = Y(x) koja se javlja u paru (zZ,Y). Konkretno,
relacija (4.4) ne mora da vazi ¢ak i ako se Z nade u intervalu [0, z] (Sto
mozda i nije). Podsetimo se, ako su (#7,Y7) i (77, Y2) bilo koja dva vektora
u x, njihov zbir definisemo sa

(-fb Yl) + (f27Y2) = ('fl + an }/1 + }/Q)a
sto daje vektor u y. Slicno definisemo proizvod a(Z,Y’) pomocéu
a(z,Y) = (az,aY),

koji daje vektor u x za bilo koje a iz R i bilo koji vektor (z,Y"). Vektorski
prostor x mozemo dopuniti normom ||.|| definisanom na sledeé¢i naé¢in

~ ~ /
1@, V)l = |2] + max [Y(2) + max [Y'(z)]

za bilo koji vektor (Z,Y) u x. Kona¢no, uzimamo domen D, funkcionela
T =T(z,Y), tako da bude podskup od x, koji se sastoji od vektora (Z,Y") u
x za koje je 0 < = < 7. Moze se proveriti da je D otvoren skup u x.

Sada trazimo vektor (#,Y) u D koja ¢e u D dati minimum funkcionele
T date sa (4.6), podlozan promenljivom ogranic¢enju (4.4). Ogranicenje (4.4)
sada daje relaciju izmedu 7 i Y = Y (x) koja se namece svim odgovarajuéim
parovima (Z,Y’). Ako je (Z,Y) minimizirajuéi vektor za funkcionelu 7' u D
u skladu sa (4.4) onda je odgovarajuca kriva =, koja daje putanju najbrzeg
spustanja sa tobogana, data sa (4.3).

Ako definisemo funkcionelu K na D pomoc¢u (4.4)

K(3,Y)=Y(&) — /42 — 22, (4.9)



sada se problem svodi na pronalazenje minimalnog vektora u D[K = 0]
za funkcionelu T iz (4.6). Mozemo koristiti Ojler-Lagranzovu teoremu o
mnozitelju da bismo pronasli takav minimalni vektor; ovde su nam potrebne
varijacije funkcionela T i1 K.

Ako uporedimo (3.12) sa (4.9) vidimo da se varijacija K moze dati sa

(3.21) gde je
(x,y) =y —\/yg — 2%
Otuda nalazimo

SK(,Y; A%, AY) = - + V()

T
Vg — &
za bilo koji vektor (Z,Y) u D i bilo koji vektor (AZz, AY) u vektorskom

prostoru y. Ostaje jos da se pronade varijacija T. Ako koristimo (4.6) i isti
tip izracunavanja kao sto je koriséen za (3.17) dobijamo da je

AZ + AY (), (4.10)

§T(2,Y; A%, AY) =[f(3) — F(Y (%), Y'(2))| A%+

1

" / Fy (Y (2), Y'(2)AY (2) +

T

+ Fy (Y (2),Y'(2))AY(2)] da. (4.11)

Koristeéi fundamentalnu teoremu analize izvedenu do oblika

x1

/% [Fy(z,Y (2),Y'(2))AY (x)] dx = Fy/(x1, Y (21), Y (21))AY (21)—

o

— Fy+(w0, Y (w0), Y (0)) AY (20),

koja nam daje da je

/Fy/(ZE, Y (2),Y'(2))AY'(z)dx = Fy (21, Y (21), Y (21))AY (21)—
— Fyr(xo, Y (20), Y (20)) AY (0) —

_ / [C%Fy/(x,Y(x),Y’(x)) AY (2)dz,

o
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prethodni rezultat moze zapisati na sledec¢i nacin

ST(&,Y: AF, AY) = / Ry (Y (), V' (x)) — %Fy/ (V(2), V()| AY (x) do+

+ Fy (Y (x1), Y (21))|AY (21) — Fy+(Y(2),Y'(2))AY (Z)+
+[f(@) - F(Y(2),Y'(2))]Az. (4.12)
Iz (4.10) i (4.12) moze se potvrditi da su sve hipoteze Ojler - Lagranzove

teoreme o mnozitelju (1.3) zadovoljene za K i T. Stavise ako uzmemo Az = 0
i AY = AY (z) = 1, za svako z, u (4.10), imamo da

SK(#,Y;AF,AY) = 1

sada vazi, ako je (Z,Y) bilo koji vektor ekstrema u D[K = 0] za T', mora
postojati mnozitelj A, takav da

ST(%,Y: A, AY) = MK (3,Y; AZ, AY), (4.13)

vazi za sve brojeve AZ i sve neprekidno diferencijalne funkenije AY = AY'(x)
na [0, z4].

Koristedi (4.10) i (4.12) zajedno sa ograni¢enjem (4.4), uslov (4.13) po-
staje

1

/ [FY<Y<3:>, V(@) ~ - Py (Y (@

Vie] ave
= By (Y(21), Y (21))AY (27) [Fy/ (\/ﬂ Y'( )) +A} AY (7)+

xT

+ {F (\/%—j@,Y’(.f)) — f(@)+ A \/ﬁ+i/’( ) }Mz, (4.14)

Sto mora da vazi za sve brojeve Az i sve neprekidno diferencijalne funkcije
AY = AY(z). 1z (4.14) mozemo izvuéi potrebne uslove

Fe (Y (), V'(2)) ~ S BV (@), Y'(@) =0, & Sz <m,  (415)
Fy (Y (21),Y'(21)) = 0, (4.16)

Fy (\/ﬂ Y’(x)) FA=0 (4.17)
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z

) Y

koji mora biti zadovoljen bilo kojim vektorom lokalnog ekstrema (Z,Y) u
D[K = 0] za vremensku funkcionelu 7" iz (4.6).

Mnozitelj A se moze eliminisati iz jednacina (4.17) i (4.18) da bi se dobio
jedinstveni prirodni uslov

F (\/@ Y’(:c)) —Y'(x) Fy (m Y’(@) _

— fla)+ \/ﬁm (\/ﬁ y’@:)) , (4.19)

koji mora da vazi u promenljivoj tacki z = Z. Konaé¢no, ako koristimo (4.7)
i (4.8) zajedno sa

Fy(Fys (\/yg—ix2 Y’(gs))) _ %

sledi da (4.19) implicira da

\VUs — 22 =y /1 +Y'(2)? + 2Y'(Z),

+Y'(Z)| =0,  (4.18)

y=+/y3—#2, 2=Y'(%)

iz ¢ega sledi

X

Yo — T
Ovaj prirodni uslov (4.20) jednostavno zahteva da minimizirajuca kriva -y
bude tangentna na kruznicu (4.2) na x = 7.
Slican prora¢un pokazuje da prirodni grani¢ni uslov (4.16) implicira da

Y'(21) = 0, (4.21)

Sto zahteva da ~y sece pravu x = = pod pravim uglom.

Sada mozemo pokazati da se Ojler - Lagranzova jednacina (4.15) duz + sa
ogranic¢enjem (4.4) i prirodnim uslovima (4.20) i (4.21), koristi za odredivanje
ekstrema krive . Cinjenice (4.15) i (4.8) impliciraju da

r_ A—[yO—Y(CL‘)]
" ¢ bo—Y(@)
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za neku konstantu integracije A. Ova diferencijalna jednacina ima cikloidna
reSenja koja se mogu dati parametarski

A
x :m0+§(9—sin9),
(4.22)
A ~
Y =yo — 5(1 —cosf), za <60 <6,

gde je resenje prve jednacine dato sa 6 = 6(x), duz krive 7, a druga jednacina
daje resenje Y =Y () (za & < x < 14).

Konstanta zq koja se javlja u (4.22) je neodredena konstanta koja fiksira
pocetnu tacku cikloide kada 6 = 0, dok su 6 i 6; pozitivne konstante koje
se moraju izabrati tako da odreduju odgovarajuca ogranic¢enja i svi prirodni
uslovi su zadovoljeni. Konkretno, #; mora biti izabrano tako da se cikloida
zavrSava na pravoj x = x; iz (4.1) kada je § = 6;. Ovo, zajedno sa (4.22),
zahteva uslov

A
1 = X + 5(01 — sin 01) (423)

Takode, kada 6 = 0, zahtevamo da cikloida sec¢e datu kruznicu (4.2) sa z = &
isa (4.4). Zajedno sa (4.22) dobijamo uslove

A 3
T=ux0+ 5(9 —sinf) (4.24)

A _
\/yg—ﬁ:yo—?(l—cosé). (4.25)

Iz prirodnih uslova (4.20) i (4.21) mozemo dobiti dva dodatna uslova. U
stvari, sa (4.22) lancano pravilo diferencijalnog racuna daje

ay. _sin®
) P —— 4.26
(z) 4 1—cost)’ (4.26)
tako da prirodni uslov (4.20) pri 6 = 0, daje uslov
sinf 7
1 —cosf Y2 — 2
koji se moze resiti za ¥ dato sa
in 6
PR LU (4.27)
2(1 — cosb)
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Kona¢no, prirodni uslovi (4.21) i (4.26) pri 6 = 60y, daju uslov sin 6; = 0, koji
¢e biti zadovoljen za 0, = m. Ako ovaj rezultat ubacimo u (4.23) dobijamo

da

2o = Ty — gA. (4.28)

Otuda imamo ¢etiri jednacine (4.24), (4.25), (4.27) i (4.28) iz kojih mozemo

odrediti preostale ¢etiri konstante Z, xo, A i § u smislu datih brojeva z1 i .
U stvari, mozemo koristiti (4.27) i (4.28) da eliminisemo Z i x¢ iz jednacine
(4.24) i (4.25) da pronademo dve jednacine

in 6 A - _
sl T A g
2(1 — cos @)

Yo 1—\/1_70080 zg(l—cosé), (4.29)

zatim se konstanta A moze eliminisati iz poslednje dve jednacine da bi se
dobila jedna jednacina

(W—é)\/l_TCOSQ:ﬂ—9~+sin0~—§(1—cos§), (4.30)
0

lgoja se moze resiti za 0 (0<46 é m) u smislu datih brojeva z i yo. Kada se
0 dobije iz (4.30), tada se odgovarajuce vrednosti za A, T i o mogu nadi iz
(4.29), (4.27) i (4.28).

Primer 4.1. Razmatramo poseban slucaj u kome x1 i 1o zadovoljavaju

T 1
T, = [1 + 5(1 — E)} Yo ~ 1,46y, (4.31)

tako da se terminalna linija nalazi na rastojanju 1,46 puta vecem od rasto-
janga poluprecnika date kruznice od date pocetne tacke kao sto je prikazano
na Slika 4.5. Koristeéi (4.31) u (4.30) za 6 dobijamo da je

- T
0=—
2 7

a sa (4.29) ovaj rezultat daje

A—Q(l L ) ~ 0,59
\/i Yo ) Yo-
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Po ~—1.46y,—

Data vertikalna

| — Prava

=

Data kruZnica

Gravitacija

Slika 4.5

Poslednja dva rezultata se mogu wvrstiti u (4.27) i (4.28) i na taj nacin se
dobija

pod uslovom da vazi (4.31).

Dakle, u posebnom slucaju u kojem su xy i yo povezani sa (4.31), na-
Juzbudljivigi tip tobogana, o kome je ovde rec, ce pratiti sloZenu putanju vy
koja se sastoji od kruznog luka

X =x
Y=y P/ .
3 J
— e SN e
5 . = ] B T—
- // : A =059
~ 1 ey
i [ L.
| bty
. Vg
I O (el
* —
‘\ X =0.54 y, ] %o "
\ F~071 / X =146y,
% Yo
\\ s
N =
N

Slika 4.6
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1
y=+\yo—2% 0<uz< 540 ~ 071y,

a zatim sledi cikloidni luk

T =Yo [1 — g(l — %)(9 — sin@)} ~ 1o (0,54 + 0.295(0 — sin 6)],

1 s
= 1—(1——)(1—-cosl)| ~ 1—-0.295(1 —cos®)], —=<0<m,
= |1~ (1= )1 = cost)| =1 - 020501~ cost)].
koja se proteze od x = T = (\%) Yo ~ 0,71lyg do x = = ~ 1,46y,. Datu
cikloidu generise kretanje fiksne tacke po kruznici precnika A = 0, 59y, koja

se kotrlja ispod prave y = yy pocevsi od x = T =~ 0, 54y, kao Sto je prikazano
na Slika 4.6.
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Zakljucak

Za varijacioni ra¢in se moze re¢i da je nastao u 17. veku, delima Ojlera,
Lagranza, Lezandra, a razvili su ga Jakobi i Vajerstras. Jedan od prvih
problema ovog racuna bio je problem Brahistohrone koji je objavio Johan
Bernuli. Na njemu su radili naucnici poput Njutna, Lajbnica, Johana i
Jakoba Bernulija. U 20. veku znacajan doprinos razvoju varijacionog racuna
dali su David Hilbert, Zak Adamari i Pol Levi.

Resenje varijacionog problema je funkcija u(z) koja funkcioneli J(u) sa-
opstava minimum ili maksimum. Resenje u(z), ako postoji, mora da zadovo-
ljava odredene uslove. Funkcionela J dostize lokalnu ekstremnu vrednost u
tacki xy ako njen prirastaj AJ,, = J(x)—J(xo) ne menja znak u okolini tacke
xg. Ekstrem funkcionele J(u) se naziva lokalni maksimum ako je AJ < 0
svuda u proizvoljno maloj okolini od u, i lokalni minimum ako je AJ > 0.
Postoji dve vrste ekstrema, a to su slab i jak ekstrem, u zavisnosti od toga
da li su prvi izvodi neprekidnih funkcija svi neprekidni ili ne. Jak ekstrem je
istovremeno i slab, dok obrnuto ne mora da vazi. Jedan od potrebnih uslova
za postojanje slabog ekstrema je Ojler - Lagranzova jednacina. Prema teo-
remi o potrebnom uslovu za postojanje ekstrema, jednacina 6J = 0 daje
potreban uslov za ekstrem, ali on nije i dovoljan. U mnogim sluc¢ajevima
Ojlerova jednacina je sama po sebi dovoljna da pruzi potpuno resSenje prob-
lema. U stvari, postojanje ekstrema je cesto jasno iz fizickog ili geometrijskog
znacenja problema, na primer, u problemu brahistohrone. Ako u tom slucaju
postoji samo jedan ekstrem, koji zadovoljava grani¢ne uslove problema, ovaj
ekstrem mora biti kriva.

Prilikom posmatranja problema promenljive krajnje tacke, bazirali smo se
na problem pronalazenja krive po kojoj se kre¢e camac, medu svim mogué¢im
krivama, kako bi presao sa jedne strane reke na drugu za najkra¢e vreme
i modifikovani problem brahistohrone. Tacnije pokazali smo da u trazenju
krivih, koje su resenje ovih problema, koje daju minimum funkcionele J,
pocevsi od neke tacke Py i zavrSavajuéi na krivoj C, treba da uzmemo u
obzir samo one krive koje zadovoljavaju Ojler - Lagranzovu jednacinu pod
odredenim ogranicenjima i prirodnim grani¢nim uslovima koje smo takode
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izveli.

Obradom primera pronalazenja resenja za problem kako konstruisati za-
nimljiv i bezbedan tobogan, dosli smo do zakljucka da, bez obzira na to sto
cikloida najbrze spusta od jedne tacke do obliznje nize tacke, to nije dovoljno.
Da bi se konstruisao tobogan koji ¢e biti bezbedan, a i zanimljiv nephodno je
da se sastoji iz dela kruznog luka sa horizontalnim pocetnim nagibom (radi
bezbednosti), nakon ¢ega sledi deo novog kruznog luka, koji je prikladno iza-
bran kako bi tobogan ucinio i zanimljivim. Ova dva kruzna luka spaja kriva
koja daje najbrze spustanje od fiksne pocetne tacke do date vertikalne prave.
Ovakav tobogan se naziva kompozitni tobogan. Prilikom pronalazenja ovog
reSenja uzeli smo u obzir potencijalnu i kineticku energiju tela koje se spusta
niz tobogan, kao i silu Zemljine teze, dok se trenje zanemaruje.
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