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1 Uvod

Razvojem ra¢unara i internet mreze u privatnoj i poslovnoj sferi drustva krajem 20. veka za-
poceto je digitalno (informacijsko) doba. Informacija predstavlja jedan od najvaznijih ¢inilaca da-
nasnjeg sveta i gotovo je nezaobilazan faktor kako ¢oveka, tako i svakog ¢inioca poslovnog sveta.
Danas se mnoge osiguravajuce kuée medusobno takmice u poveéanju prodaje njihovih proizvoda
i uvodenju novih tarifa. Matematicki analiticari (aktuari) koji rade za ,takmicare® u toj trzisnoj
utakmici, imaju zadatak da pomognu menadzmentu osiguravajucée kuée u donosenju brze i pouzda-
ne poslovne odluke. Jedan od naé¢ina je analiza istorijskih podataka i konstrukcija modela u svrhu
uocavanja pravilnosti na trzistu, te pravljenja plana za buduée poslovanje.

Skoring modeli (modeli bodovanja) su statisticki modeli pomoé¢u kojih se, na osnovu istorijskih po-
dataka moze utvrditi verovatnoc¢a nekog dogadjaja, tj. predvidja se ponaSanje pojedinca ili grupe
na osnovu istorijskih podataka. Takodje, ovi modeli mogu imati ulogu da opisu veze izmedju nekih
parametara trzista.

Do sada, najpoznatiji skoring modeli su kreditni skoring modeli koji se koriste u bankarskom sek-
toru i imaju ulogu u kreditnoj analizi i proceni svakog klijenta, na nac¢in da ¢e neki klijenti dobijati
kredite po povoljnijim uslovima, dok neki neée imati priliku da dobiju kredit od banke. Sa druge
strane, primena skoring sistema u industriji osiguranja nije u tolikoj meri razvijena kao u bankar-
skom sektoru. Medjutim, postoji sve vise nauc¢nih radova u kojima se daju primeri u ra¢unanju
premija, predvidjanju Steta, itd.

Skoring modeli se baziraju na istorijskim podacima. Razvojem racunara i softvera, kompanije sada
sadrze ogromne baze podataka, koji su uglavnom nestruktuirani. Zbog toga, konstrukcija skoring
modela sadrzi nekoliko etapa koje éemo navesti u nastavku.

1.1 Koraci u konstrukciji modela

Svaki projekat koji uklju¢uje modeliranje ima razli¢ite ciljeve, pa je zato vazno znati i razumeti
sve korake u izgradnji i evaluaciji modela. Bez obzira na razlicite ciljeve u istrazivanju, svaka
konstrukcija modela treba da sadrzi slede¢e korake:

e Postavljanje ciljeva istrazivanja

e Prikupljanje i obrada podataka za analizu
e Sprovodjenje istrazivacke analize podataka
e Odredjivanje oblika modela

e Procena rezultata modela

e Validacija modela

e Implementacija modela

e Odrzavanje modela

e Obnova modela



1.1 Koraci u konstrukciji modela

Postavljanje ciljeva istrazivanja

Pre konstrukcije bilo kakvog modela, potrebno je utvrditi ciljeve istrazivanja. Ciljevi istrazivanja
se utvrdjuju u komunikaciji sa sektorima koji su usko povezani sa konstrukcijom modela, npr. I'T
sektor, menadzment kompanije, itd. U zavisnosti od ciljeva istrazivanja, varira i izgled i obim po-
dataka koji ¢e se koristiti u istrazivanju, zatim, varira i vremenski period u kojem se projekat moze
zavrsiti i na kraju, §to je mozda i najvaznije, varira i cena izrade modela.

Prikupljanje i obrada podataka za analizu

Prikupljanje i obrada podataka ¢esto oduzima najviSe vremena u konstrukciji modela. Podaci koji
se koriste su obi¢no ,neuredni“ (,,sirovi podaci®), pa se velika koli¢ina vremena ulaze u njihovo sre-
djivanje. Posle sredjivanja podataka, obi¢no se podaci podele u dva podskupa, jedan koji se koristi
za konstrukciju modela (eng. training set), dok se drugi koristi za testiranje modela (eng. test set).

Sprovodjenje istrazivacke analize podataka

Istrazivacka analiza podataka se nadovezuje na obradu podataka. Istrazivacka analiza ima ulogu u
prikazu odnosa zavisnih i nezavisnih promenljivih u modelu. Obi¢no se analiza sprovodi graficki,
tj. crtaju se grafici na kojima je prikazan odnos zavisne i nezavisne promenljive. Jedan od takvih
prikaza je i matri¢ni graficki prikaz (eng. scatter plot matricies) odnosa promenljivih u modelu.

Odredjivanje oblika modela

U ovom koraku konstrukcije modela, potrebno je odrediti model koji najbolje opisuje cilj projekta
i podatke koje imamo. Neki od oblika modela koji se ¢esto koriste su stabla odlu¢ivanja, neuronske
mreze, uopsteni linearni modeli, itd. Kod uopstenih linearnih modela se u ovom koraku bira i link
funkcija koja najbolje povezuje zavisnu i nezavisne promenljive.

Procena rezultata modela

Sa dobijanjem prvih preliminarnih rezultata modela, potrebno je analizirati model u cilju njegovog
poboljSanja. Analiza modela ukljucuje procenu statisticke znacCajnosti svakog parametra mode-
la. Krajnji rezultat ovog koraka je model koji najbolje opisuje date podatke. Jedan od najcesé¢ih
statistickih metoda koji se koriste u ovom koraku kod uopstenih linearnih modela je stepenasta
statisticka metoda.

Validacija modela

Validacija modela podrazumeva testiranje modela na podskupu podataka koji je namenjen za testi-
ranje modela. Postoji nekoliko nac¢ina testiranja dobijenog modela, kao $to su graficko predstavljanje
predvidjenih i stvarnih vrednosti zavisne promenljive, kvantilni grafici (namenjeni za poredjenje dva
modela), povrsina ispod ROC krive (za logisticke modele), itd.

Implementacija modela

Glavni cilj ve¢ine modela je da se model pretvori u neku vrstu proizvoda. Na primer, u industriji
osiguranja, taj proizvod moze biti skoring sistem za odredjene klase osiguranika, odnosno pomocu
modela se prave bodovne skale, koje se primenjuju u pravljenju nove tarife.

Odrzavanje modela

Vremenom, mo¢ konstruisanog modela opada najceS¢e zbog promena na trzistu. Zbog toga je
potrebno ,,odrzavati“ model. Odrzavanje modela se sprovodi periodi¢no, kako bi se mo¢ modela
odrzala. Takodje, bitno je pri osvezavanju modela, osveziti i podatke, tj. koristiti novije podatke za
konstrukciju modela.



1.1 Koraci u konstrukciji modela

Obnova modela

Obnova modela podrazumeva ponovnu konstrukeiju modela. To se radi kako zbog koriséenja novog
seta podataka, tako i ako zelimo dodati novu promenljivu u model. Na primer, osiguravajuca kuca
je dobila podatke o istoriji Steta postojeéih osiguranika koje pri ranijim konstrukcijama modela nije
imala i menadzment Zeli da pove¢a buduée premije za osiguranike koji imaju zahteve za odstetu.



2 Osnovni pojmovi osiguranja

2.1 Uvod

Istorija osiguranja seze daleko u proslost, u doba Vavilonaca koji su pre 4000 godina primenjivali
oblik osiguranja koji se sprovodio tako $to se nadoknadjivala Steta vlasniku broda koji je pretrpeo
Stetu na trgovackom putovanju, a zauzvrat svaki od trgovaca (vlasnika brodova) je morao isplatiti
jedan deo svoje dobiti ako njegov brod nije pretrpeo nikakvu Stetu. Prva sacuvana osigurana polisa
potice iz Lombardije 1182. godine. U to vreme pomorsko osiguranje je bilo veoma razvijeno, sto je
rezultat velikog broja trgovackih putovanja Mediteranom, a i Sire.

Sustina postojanja osiguranja se nije mnogo promenila ni danas. Ono ima ulogu, pre svega, u ma-
terijalnoj zastiti ljudi (osiguranih lica) od stetnih dogadjaja. Osnova osiguranja je rizik, tj. rizik da
¢e doéi do ostecenja ili gubitka imovine usled nekog neocekivanog dogadjaja ili rizik da ée doé¢i do
naruSavanja zdravlja ili ¢ak gubitka zivota takodje usled nekog neocekivanog dogadjaja, ... . Rizik
mozemo definisati kao neizvesnost ishoda buduceg dogadjaja.

Na taj nacin mozemo definisati osiguranje kao nauku koja se bavi prou¢avanjem delovanja ostvare-
nja rizika, ekonomskim posledicama ostvarenog rizika, te izu¢avanjem nacina upravljanjem rizikom
kako bi se umanjile i eventualno sprecile moguénosti nastanka rizika.[1]

Kada dodje do ostvarenja rizika, uvek imamo za posledicu materijalni (gubitak imovine) ili moralni
gubitak (gubitak zivota ili zdravlja). Ukoliko osiguranik kupi osiguranje (polisu osiguranja) , taj
rizik na sebe preuzima osiguravajuc¢a kuca. Polisom osiguranja osiguravajuca kuca se obavezuje
da ¢e, usled ostvarenja rizika, osiguraniku isplatiti odredjenu osiguranu sumu novca u zavisnosti od
veli¢ine nastale Stete. Cenu polise osiguranja nazivamo premijom osiguranja.

Naué¢na osnova modernog osiguranja omoguc¢ava da ono funkcioniSe na principima ekonomski ra-
cionalnog poslovanja, koje se postize koriséenjem matematike osiguranja ¢iju osnovu predstavlja
aktuarska matematika'. Teskoée u predvidjanju dogadjaja su problemi koje aktuarska matematika
uspesno reSava koristeéi se zakonom velikih brojeva i racunom verovatnoce. Zakon velikih broje-
va podrazumeva da pri objedinjavanju velike mase rizika u jednu zajednicu rizika, sluc¢ajnost kao
karakteristika pojedinih rizika se sve manje istice.

2.2 Vrste osiguranja

Osiguranje mozemo podeliti po raznim kreiterijumima i predmetima osiguranja. Neka osnovna
podela osiguranja u veéini zemalja, pa tako i kod nas je podela na zZivotna i nezivotna osiguranja
koja se kasnije dele prema riziku koji pokriva osiguranje. Zakonom o osiguranju u Republici Srbiji
, izvrSena je podela zivotnih osiguranja na

1. Osiguranje zivota

2. Osiguranje za slucaj vencanja i rodjenja

3. Rentno osiguranje

4. Dopunsko osiguranje uz osiguranje zivota

5. Zivotna osiguranja iz tacaka 1 i 3 vezana za jedinice investicionih fondova

6. Tontine

! Aktuarska matematika je grana primenjene matematike koja se bavi osnovama osiguranja zivota i imovine, tj. bavi
se izraCunavanjem tarifa osiguranja lica i imovine, izra¢unavanjem rezrevi u osiguranju, itd. . A¢imovié¢ S. ,,Ekonomski
recnik “



2.2 Vrste osiguranja

7. Osiguranje s kapitalizacijom isplate
i podela nezivotnih osiguranja na
1. Osiguranje od posledica nezgode
2. Dobrovoljno zdravstveno osiguranje
3. Osiguranje motornih vozila
4. Osiguranje §inskih vozila
5. Osiguranje vazduhoplova
6. Osiguranje plovnih vozila
7. Osiguranje robe u prevozu
8. Osiguranje imovine od pozara i drugih opasnosti
9. Ostala osiguranja imovine
10. Osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe motornih vozila
11. Osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe vazduhoplova
12. Osiguranje od odgovornosti zbog upotrebe plovnih objekata
13. Osiguranje od opste odgovornosti za Stetu
14. Osiguranje kredita
15. Osiguranje jemstva
16. Osiguranje finansijskih gubitaka
17. Osiguranje troskova pravne zastite
18. Osiguranje pomod¢i na putovanju

Jedna od specifiénosti zivotnih osiguranja je to da osiguranik utvrdjuje osiguranu sumu, na
osnovu koje osiguravaju¢a kuéa odredjuje visinu premije. Taénije, osigurana suma nema gornje
ogranicenje kod ovakve vrste osiguranja. Sa druge strane, kod nezivotnih osiguranja uvek imamo
gornje ogranicenje osigurane sume.

Pored ove podele, imamo i podelu prema kriterijumu obaveznosti na

e Dobrovoljna osiguranja
e Obavezna osiguranja

Dobrovoljna osiguranja, kao $to i sama re¢ kaze obuhvata sva osiguranja kod kojih se ugovori skla-
paju dobrovoljno uz pristanak klijenta i osiguravajuée kuée (na primer, to je velika veéina osiguranja
na nasem trzistu, dobrovoljno zdravstveno osiguranje, osiguranje motornih vozila, osiguranje zivota,
...). Dok sa druge strane obavezna osiguranja su sva osiguranja koja su zakonom propisana u ci-
lju zastite gradjana (kao na primer, zdravstveno osiguranje, penziono osiguranje, osiguranje od
odgovornosti zbog upotrebe motornih vozila, ...).



2.2 Vrste osiguranja

2.2.1 Kasko osiguranje motornih vozila

Pojam kasko osiguranja vezujemo za $pansku re¢ kasko koja znaci trup broda. Ova rec se u proslosti
upotrebljavala prvo u pomorskom osiguranju, Sto potvrdjuje razvoj osiguranja najpre u osiguranju
brodova. Kasnije se ovaj izraz ustalio u osiguranju transportnih sredstava.

U Republici Srbiji, kasko osiguranje motornih vozila je dobrovoljno osiguranje. Kod nasih osigura-
vajuéih kuéa osnovno kasko osiguranje obuhvata pokri¢e veé¢ine Steta na motornom vozilu prouzro-
kovanih za vreme voznje, u mirovanju ili na parkiralistu. Rizici koji su pokriveni osnovnim kasko
osiguranjem su

e saobracajne nezgode bez obzira na krivicu osiguranika
e pad ili udar nekog predmeta

® pozar

e iznenadno hemijsko ili termic¢ko delovanje spolja
e grom

e ckplozija, osim nuklearne eksplozije

e oluja

e grad

e snezna lavina

e pad vazdusne letelice i njenih delova

e manifestacije i demonstracije

e poplave, bujice ili visoke vode

e Stete od divljaci ili domadih zivotinja

Pored osnovnog kasko osiguranja, u naSim osiguravaju¢im kuc¢ama se nude dopunska i delimi¢na
kasko osiguranja. Dopunska kasko osiguranja se uzimaju uz osnovno kasko osiguranje i obuhvataju
osiguranje prtljaga, alata, opreme motornog vozila, itd. . Delimi¢no kasko osiguranje uglavnom
podrazumeva osiguranje prednjih, zadnjih i bo¢nih stakala na motornom vozilu.

Neki od elemenata za utvrdjivanje premije kasko osiguranja vozila kod nasih osiguravaca su

e vlasnik vorzila (fizicko/pravno lice)
e vrsta vozila (putnicko/teretno)

e marka vozila

e model i tip vozila

e godina proizvodnje vozila

e snaga motora (u KW)

e zapremina motora



2.2 Vrste osiguranja

e vrsta goriva ili pogona

e vozilo je novo (da/ne)

e vozilo je kupljeno na lizing/rentu

e broj vrata na vozilu

e datum prve registracije

e mesto osiguranika

e teritorijalno pokri¢e (RS+Evropa/RS)

Premija kasko osiguranja zavisi i od uc¢esca u steti osiguranika. To je procenat iznosa od moguce
Stete koju osiguranik premuzima na sebe, pa se u zavisnosti od iznosa procenta, premija umanjuje.
Takodje, za ,,dobre“ vozace (oni koji u prethodnom osiguranom periodu nisu imali naplatu stete od
strane osiguravaca) tu je premijska olaksica, odnosno bonus, dok je za ,lose* vozace (oni koji vaze
za vozace koji imaju istoriju naplate Stete od osiguravaca) predvidjeno poveéanje premije, odnosno
malus.

Kasko osiguranje ne vazi za one Stete koje su nastale usled namere vozaca, ukoliko je vozilo bilo
transportovano drugim vozilom, usled rata, pobune, nemira, zemljotresa, nuklearnih rizika ili uko-
liko je vozac¢ bio pod uticajem alkohola, droga ili drugih psihoaktivnih supstanci. Takodje kasko
osiguranje ne vazi i ukoliko je vozilo ukradeno od strane ¢lana porodice ili ¢lana domacdinstva ili
ukoliko je prilikom udesa za volanom sedela osoba bez vozacke dozvole. Ako se prilikom udesa desi
Steta za koju se isplati cela osiguravajuca suma, onda se Steta proglasava totalnom Stetom i tada
kasko ugovor prestaje da vazi.



3 Uopsteni linearni modeli

U velikom broju konstrukcije skoring modela cilj je da se opisu veze izmedju pojava na trzistu
na osnovu nekog skupa podataka. To se obi¢no postize pronalazenjem jednacine koja povezuje
velicine koje posmatramo. Neka je Y promenljiva koje zelimo da opiSemo na osnovu informacija
Til, T2, .., Tip € R, 4 = 1,2,...,n p € N. Promenljivu Y nazivamo zavisnom promenljivom, dok
Zi1, Ti2, ..., Tjp Nazivamo nezavisnim promenljivama, prediktorima ili kontrolisanim faktorima.
Problem nalazenja funkcionalne zavisnosti izmedju zavisne i nezavisnih promenljivih se svodi na
odabir funkcije koja dobro aproksimira neki skup podataka. U smislu funkcionalne zavisnosti razli-
kujemo linearne i nelinearne modele. Skoring sistemi kojima ¢emo se baviti u ovom radu, baziraju
se na linearnim modelima, ta¢nije uopstenim linearnim modelima, pa ¢emo u nastavku detaljnije
objasniti ovaj pojam, kao i njegova najvaznija svojstva.

Definicija klasi¢nog (normalnog) linearnog modela glasi

Y=XB+e¢
E(Y)=pn=X8,

gde je Y vektor realizovanih vrednosti zavisnih promenljivih , X je matrica prediktora , B8 je vektor
koeficijenata modela i € je vektor reziduala , tacnije

Y1 Iz -0 21 Bo €1

Y2 1z -+ 12 B1 €2
y=|"|, x=|. "7 . "Pl.B=] ] e=

Yn 1 zpg oo Tnp Bp En

Pretpostavke ovog modela su
(i) Y je merljiva slu¢ajna promenljiva

(ii) @i, @iz, ..., xip @ = 1,2, ...,n su neslu¢ajne promenljive sa fiksnim vrednostima i pretpostavlja
se da su medjusobno nezavisne

(i) E(e;)=0,i=1,2,...,n

(iv) Var(e;) = o2, i = 1,2,...,n, tj. pretpostavlja se da su varijanse reziduala konstatnte. Ova
osobina se naziva homoskedasti¢nost.

(v) Reziduali su nekolinearni, tj. Cov(e;,e5) =0, Vi, j =1,2,...,n, 1 # j
(vi) Reziduali 1,9, ..., &, imaju normalnu raspodelu.

Za razliku od klasi¢nog linearnog modela, kod uopstenog linearnog modela raspodela zavisne
sluc¢ajne promenljive ne mora da bude normalna, nego pripada familiji eksponencijalnih ras-
podela, koja je definisana funkcijom gustine na sledeéi nacin:
Za slucajnu promenljivu Y, ¢ija raspodela pripada familiji eksponencijalnih rapsodela, funkcija
gustine je data sa

yH—GWW

¢

U ovako definisanoj raspodeli a i ¢ su funkcije koje zavise od parametara 6, ¢, y € R. Parame-
tar ¢ se zove disperzioni parametar, dok se 6 zove kanonicki parametar. Za funkciju a()
pretpostavljamo da je dva puta neprekidno diferencijabilna. Izbor funkcija a(f) i ¢(y, ¢) direktno

o) = (4, @) exp [
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odredjuje gustinu ¢(y), odnosno raspodelu sluc¢ajne promenljive Y.

Dakle , uopsteni linearni model se sastoji od
(i) Zavisne slucajne promenljive Y ¢ija raspodela pripada familiji eksponencijalnih raspodela
(ii) Linearnog prediktora, tj.
n; = Bo + Brxi1 + ... + BpTip
(iii) Link funkcije g(e) koja povezuje zavisnu promenljivu i linearnog prediktora na slede¢i nacin
g(E(Y:)) = g(ps) = mi = Bo + Brzin + ... + BpTip, (1)

gde Y; predstavlja i-tu komponentu prostog slucajnog uzorka za promenljivu Y. Za link
funkciju pretpostavljamo da je monotona i diferencijabilna na svom domenu.

Kod uopstenih linearnih modela ¢esto se pojavljuje i pojam kanonicke link funkcije. Za ka-
nonicku link funkciju vazi g(u;) = 6;, pa je 6; = X;8. U ovom radu koristi¢emo logaritamsku i
identicku link funkciju, medjutim u ovakvim modelima se ¢esto koriste i stepena, logit, itd. .

Teorema 3.1. Za svaku slucajnu promenljivu Y, ¢ija raspodela pripada familiji eksponencijalnih
raspodela , vazi sledeée

(i) E(Y) =d'(0)
(i1) Var(Y) = ¢a”(0)

Dokaz. Za slucajnu promenljivu Y znamo da je njena funkcija gustine data sa

oy) = c(y, 6) exp [W} |

Prvi i drugi izvod funkcije gustine po parametru 6 dati su sa

dp y—d(0)) . P y—d(0))> a’(6)
89—#9(1/)< 5 ) i 55mg = $W) <¢> —p(y) et

dp .0 P Fo D _
/aedy_ae/“”dy_(“/aeaedy_aeae/spdy_m
~—— ~——

Sada kako je

imamo

Primetimo, za disperziju vazi jos i

da'(0)  Op

Sto nam govori o vezi o¢ekivane vrednosti i varijanse promenljive. Funkcija V(1) naziva se varijansna
funkcija.

Var(Y) = ¢a”(0) = ¢

11



3.1 Ocena nepoznatih parametara raspodele zavisne promenljive

3.1 Ocena nepoznatih parametara raspodele zavisne promenljive

Nepoznate parametre raspodele slucajne promenljive Y izracuna¢emo pomoc¢u metode maksimal-
ne verodostojnosti. Ideja ove metode je da se pomocu realizovanog uzorka odabere ona vrednost
nepoznatog parametra koja daje najveéu verovatnoéu da bas taj realizovani uzorak bude odabran.
Pretpostavimo da je na$ realizovani uzorak dat sa (y1,¥2,...,yn). Tada za bilo koju raspodelu iz
eksponencijalne familije raspodela, funkcija verodostojnosti data je sa

n

L(¢,60; 91,92, -, Yn) = (1) ()0 (yn) = [ [ (wi) - (2)
i=1
Dakle, zadatak metode maksimalne verodostojnosti je naéi vrednosti ¢ i € koje maksimiziraju
funkciju verodostojnosti, odnosno trazimo

n
Hﬁxn o(yi) -
=1

Jedna od glavnih ideja u reSavanju ovog problema je trazenje maksimuma logaritmovane funkcije
verodostojnosti. Na taj nacin se umesto proizvoda u jednacini (2) pojavljuje suma, $to znatno
olaksava dalje nalazenje maksimuma. Iz definicije funkcije gustine znamo da je ¢(y;) > 0 za sve
i =1,2,...,n, pa zbog monotonosti funkcije In imamo da funkcije L i In L postizu maksimum za
iste vrednosti parametara. Dakle, ako logaritmujemo funkciju verodostojnosti datu u (2), dobijamo

In L(¢, ‘97 Y1,Y2y -y yn) = Z ln(SO(yz)) :
=1

Na osnovu jednacine gustine eksponencijalne familije raspodela, imamo da je

n(50 — a(0))

In L(¢, 091, Y2, s Yn) Zi{mC(yi,(b)JrM} =i{1n6(yz,¢)}+ 5 :

¢

=1 1=
P 1 n
glejey = > i1V
Da bismo nasli parametre 6 i ¢ koji maksimiziraju In L, dovoljno je da nadjemo njene stacionarne
tacke. Ovo sledi iz osobine da je logaritamska funkcija monotono rastuéa. Stacionarne tacke dobi-

jamo kada parcijalne izvode funkcije In L izjednacimo sa nulom.
Parcijalni izvod funkcije In L po parametru 6 dat je sa

OlnL  n(y—d())
o0 0

:07

pa se ocenjivac 6 dobija resavanjem diferencijalne jednacine

d)=7y.

Napomena 3.1. Iz diferencijalne jednacine vidimo da je E(Y) = a'(0) =7, odnosno da je ocena
ocekivanja slucajne promenljive Y jednaka aritmetickoj vrednosti realizovanog uzorka.

Ocena gg se takodje dobija iz parcijalne jednacine kada odgovarajuéi parcijalni izvod izjednac¢imo
sa nulom, medjutim ra¢un je mnogo komplikovaniji, pa se za ocenjivanje disperzionog parametra
obi¢no koristi Pirsonova x? statistika.
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3.2 Ocena koeficijenata uopstenog linearnog modela

3.2 Ocena koeficijenata uopstenog linearnog modela
3.2.1 Metoda maksimalne verodostojnosti

Predjimo sada na ocenjivanje nepoznatih koeficijenata modela (1), odnosno ocenjivanje parametara
Bo, b1, -, Bp- Kako je g(pi) = g(a’(6;)) = Bo + Bizin + ... + Bpxip, vidimo da parametar 6 zavisi
od koeficijenata modela, pa mozemo napisati 6; = 6;(8o, 81, ..., Bp). Koristeéi sada pravilo za izvod
slozene funkcije i ocene parametra 6; raspodele Y;, dobijamo parcijalne izvode logaritamske funkcije
verodostojnosti po nepoznatim parametrima Sy, f1, ..., Bp

OlnL OlnL 00; on; 00; SL‘U ,u,) 00; .
=0& — =0, j=1,2,..,
ji: 00; O 0B; = Omi = On; b = ) ’ Y
i analogno
OInL <~ 00
- ) =0,
0/80 ; anz (yl lul)
gde je m; = Bo + Brxi1 + ... + BpTip.
Parcijalne izvode mozemo zapisati u matriécnom obliku
1
5XTD@f#%=0@X¢D@f#%=& (3)
gde su
Y1 H1
Y2 H2
y=1.1, £=1.
Yn Mo,

. ) 001 002 89n>
iD=diag| —,=—,....,— |.

7 <9n1 oz’ Oy,
Primetimo da je

96;\ ™! _On;  On; Opi  Og(ug) 0’ (6;) Y
(6m> N 00; B ou; 00; o O 00, =9 (ﬂz)a (Qz),

pa je D = diag (( (1 >"<91>> (g '< >"<92>> (9 () 0.) 7).
Dalje, kako je (¢'(ui)a”(6;) = ((¢'(mi))%a"(6;)) ™ ! g'(p;), matricu D mozemo zapisati u obliku

= QG, gde su Q = dmg (((g’(ul )2a”(61)) 1,( (12))*a”(62)) 1,..., ((g'(un))Qa”(On))ﬂ) i

G =diag (9'(11),9' (12), -, 9 (1in)-
Tejlorov razvoj funkcije g u tacki y; je dat sa

9(yi) = g(ui) + g (1) (yi — 1) -
Ako ovu aproksimaciju prebacimo u matri¢ni oblik, dobijamo
GyrGu+Gly—p) = Gly—p =Gy -Gy,

gde su
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3.2 Ocena koeficijenata uopstenog linearnog modela

9(vy1) g(p)
G, - 9(y2) G = g(lfz)
9(Yn) 9(pn)

Sada je
X'Dly —p) = X"QGly—p) ~ X"Q(Gy — G,) = X"QG, — X"QG, = 0.
Konacno, kako je g(ui) = Bo + Bixi1 + ... + Bpxip, za sve i = 1,2, ...,n, imamo da je G, = XB, pa
je ocena koeficijenata metodom maksimalne verodostojnosti data sa
B~ (xTQx) " XTQaG, .

Ocene dobijene metodom maksimalne verodostojnosti su asimptotski nepristrasne i za velike obime
uzorka imaju priblizno normalnu raspodelu, pa je tako

,B :N(,B,gé(XTQX)*l), n — 0o .

Jednaginu (3) moguée je resiti i iterativnim postupcima. U ovom radu pokazademo primenu itera-
tivnog postupka ponderisanih najmanjih kvadrata.

3.2.2 Iterativni postupak najmanjih kvadrata

Posmatramo jednacinu X7 QG (y — pu) = 0. Koristeéi Tejlorovu aproksimaciju funkcije do prvog
reda dobijamo

9(yi) = g(ui) + 9" (1) (y — ) -
Neka je z; = g(u;) + ¢’ (i) (y; — ;). Primetimo da vazi

E(z) = ni = Bo + bizi1 + Boxiz + ... + BpZip

V(%) = (9’(/%))2 V(i) -

Neka je 7,/ pocetna ocena linearnog prediktora 7n; i neka je fi; ' odgovaraju¢a vrednost dobijena
iz ﬁgo) = g(ﬂgo)). Tada je ZZ(O) = ﬁi(o) + g/(ugo))(yi — 1), Za pocetnu vrednost MEO) se obi¢no bira
1

,ul(o) = y;. Tezinski koeficijent QZ(-O) je definisan sa QZ(-O) =

(0)

1

(0)

7

, gde je sa V
. 0 0
diag |(g' (1 )?V (")
definisana varijansna matrica.

Iterativni postupak ponderisanih najmanjih kvadrata je sada dat sa

(1) U svakoj iteraciji racunamo vrednost

A7 =il g ) - )

7

i tezinske koeficijente
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3.3 Valdov test za testiranje hipoteza o statistickoj znacajnosti koeficijenata u modelu

(2) Formiramo regresiju sa tezinama, gde je z(=1) vektor zavisne promenljive dimenzije n x 1,

zatim X je matrica nezavisnih promenljivih dimenzija (p+ 1) x n, dok matrica @ predstavlja
matricu dimenzija n X n sa tezinskim koeficijentima na dijagonali. Koeficijente formirane
regresije dobijamo iz sledeée jednakosti b = (XTQ(Z*UX)i1 XTQU-1)z(=1)

(3) Korake (1) i (2) ponavljamo sve dok promene u ocenjenim parametrima ne budu dovoljno
male.

3.2.3 Pirsonova statistika za ocenu disperzionog parametra

Kao $to smo rekli, za ocenu disperzionog parametra ¢ koristimo Pirsonovu y? statistiku. Pirsonova
statistika je data sa
2= lzn: (s — fu)*
¢ = V(i)

Data statistika ima priblizno th( raspodelu, ¢ije je ocekivanje F(x?) = n — (p + 1). Ocena

parametra ¢ je sada

p+1)
n

7 1 (yi — f1:)?
= ; V(gi)

3.3 Valdov test za testiranje hipoteza o statistickoj znacajnosti koeficijenata u
modelu

Kod testiranja hipoteza za pojedinacne ili za grupu koeficijenata uopStenog linearnog modela,
hipoteze se pisu u obliku CB = r, gde se C naziva hipoteticka matrica, dok je r vektor datih
vrednosti.

Uopsteno, ako se testira hipoteza Ho(CB = r) protiv alternativne Hi(CB # r), onda Valdov? test
posmatra razliku C,B — r. Velike vrednosti te rezlike ukazuju da nulta hipoteza nije tacna.

Ako pretpostavimo da je Hy tacna, onda je CB = r, pa kako je za uzorke velikog obima B :

N(B,s(XTQX)™1), imamo da
CB —r: N(0,60(XTQX)"'CT),
pa je Valdova test statisitka data sa
(CB—r)T [pC(XTQX)'CT] T (CB—1): 2,

gde g oznacava broj stepeni slobode y? raspodele. Broj ¢ je zapravo broj restrikcija na vektoru S,
tj. broj nenula redova matrice C'.
U slucaju da testiramo hipotezu 8; = r, onda je matrica C' data kao matrica u koja u j-toj koloni
ima sve jedinice, dok su na svim ostalim pozicijama nule. Valdov test za testiranje hipoteze o
jednom parametru Hy(fS; = r;) protiv alternativne Hi(8; # r;) dat je statistikom
5 2
w; = (ﬂjb_jm) r€R, j=0,1,...p

koja priblizno ima x? raspodelu. Sa b;; oznacen je dijagonalni element matrice B = ¢(XTQX)~1.
Napomena 3.2. Kada je ¢ nepoznato, zamenjujemo ga ocenjenom vrednoScu gig

Valdov test za uopStene linearne modele je u statistickom softveru ,,R“ dat funkcijom wald.test().

2eng. Wald test - nazvan po Abrahamu Valdu (eng. Abraham Wald) madjarskom matematicaru koji je ziveo od
1902.-1950. godine.
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3.4 Analiza reziduala

3.4 Analiza reziduala

Reziduali kod normalnog linearnog modela su dati sa €; = y; — §;. Za njih vaze sledeée pretpostavke
e 5 N(0,0%)Vi=1,2,....,n
o cov(e;ej) =0,Vi#j

Kod uopstenih linearnih modela definicija reziduala je uopstenija kako bi bila primenljiva za sve
raspodele iz eksponencijalne familije raspodela.

Pirson reziduali
Pirson reziduali su definisani na slede¢i nacin

Yi — K
( )z - =
. V(i)
i vazi da je
- - (yi — ﬂZ)Q
(T )z = ~ X
; ’ Z; V(i)

Anskombe reziduali
Anskombe reziduale karakterise funkcija h(y) koja je definisana sa

_ dy
") = / V) ?

—1/3 Anskombe reziduali su dati sa

(ra); = h(yi) — h(i)

W)V ()

Za ovu funkciju vazi da je h'(y) = [V (y)]

Tabela 1: Anskombe reziduali za neke raspodele

Raspodela (ra);
Normalna Vi — 11
I N — loo( i
Inverzna Gausova ( Og(yl)A 1/20g(u1))
i
2, 9/3.-1/6  .1/2
Poasonova g(yZ/ i /6 _ /‘i/ )

A\ 1/3
Gama 3 <<gl> — 1)
Hi

Za Anskombe reziduale vazi da imaju priblizno standardizovanu normalnu raspodelu. Anskombe
reziduali se obi¢no koriste kod uopstenih linearnih modela kada zavisna promenljiva nema normalnu
raspodelu.
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3.5 Autlajeri i uticajne tacke

3.5 Autlajeri i uticajne tacke

Autlajeri predstavljaju opservacije iz uzorka za koje model ne daje dobru aproksimaciju. Drugim
re¢ima to su tacke koje imaju veliki rezidual, pa se Cesto otkrivaju pomocu grafickog prikaza re-
ziduala modela. Sa druge strane, uticajne tacke su opservacije koje imaju veliki uticaj na ocene
nepoznatih parametara modela, pa samim tim uticajna tacka menja nagib regresijskog pravca. Au-
tlajer ne mora biti uticajna tacka, a ni uticajna tacka ne mora biti autlajer.

Sve opervacije, za koje se sumnja da su uticajne tacke ili autlajeri, potrebno je ispitati. Analiza tih
opervacija se vrsi tako $to se posmatraju parametri modela sa i bez te sumnjive opservacije. Ako se
parametri modela znacajno promene, onda mozemo smatrati da je opservacija uticajna i ne smemo
je zanemariti. Sa druge strane, autlajere koji nisu uticajne tacke, mozemo iskljuciti iz dalje analize.
Postoji nekoliko metoda za otkrivanje autlajera i uticajnih tacaka, medju kojima su najpoznatiji
Leveridz, Dfbeta i Cook’s rastojanje.

Leveridz metod
Matrica H za koju vazi
p=Hp
nazivamo ,kapa matricom“(eng. Hat matrix). Matrica H je simetri¢na i idempotentna® matrica.
Kod uopstenih linearnih modela ,kapa matrica“ data je sa

H = Q1/2X(XTQX)_1XTQ1/2 .

Za i-tu opservaciju iz uzorka, vrednost leveridz predstavlja izvod dijagonalni element matrice H, tj.

vrednost h;; € [0,1]. Drugim re¢ima, vrednost leveridz predstavlja odstupanje i-te opservacije od

preostalih opservacija. Kako je tr(H) = > | hjj = p + 1, sledi da je proseéna vrednost leveridza

2p+ 2
n

o +1 L . ,
za svaku opservaciju jednak L, pa se sve tacke koje imaju vrednost leveridza veéu od

smatraju potencijalnim autlajerima.

Dfbeta metod
Vrednost dfbeta predstavlja promenu ocenjenog koeficijenta modela kada je i-ta opservacija obrisa-

na. Ako sa /3’](1) obelezimo ocenu koeficijenata koji je dobijen bez i-te opservacije, onda je vrednost
dfbeta data sa

~

D;==(B; - BT XTX(B; - B) .

"=

2
Sve opservacije za koje je D; vece od T, su potencijalne uticajne tacke i njih je potrebno dodatno
n

ispitati.

Cook’s rasojanje
Sliéno kao i kod dfbeta vrednosti, Cook’s rastojanje se koristi kako bi se ispitao uticaj opservacije
na parametre modela. Cook’s rastojanje je dato statistikom

C - (yi — 1) hii
e+ DV () (1 — hi) 1= hy

4
Opservacije ¢ za koje je C; veée od — potrebno je dodatno ispitati.
n

3H2:H
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3.6 Provera reprezentativnosti modela

3.6 Provera reprezentativnosti modela
3.6.1 Testiranje izbora link funkcije

Koriteé¢i Tejlorov razvoj imamo da je

9(yi) = g(wi) + o' (i) (ys — i) -

Ako je link funkcija dobra, trebalo bi da vazi da je g(y;) ~ n; = Xi,B . Graficki, to znaci da bi tacke

(9(j1;) + g'((1):)(y; — f13),m;) trebalo priblizno da leZe na istoj pravoj. Zakrivljenost znac¢i da smo
napravili lo§ izbor link funkcije.

3.6.2 Nacini i kriterijumu za izbor modela

Uopsteni linearni modeli imaju veliki broj mogudéih izbora modela, $to zbog izbora link funkcija, tako
i zbog izbora raspodele zavisne promenljive. Izbor modela podrazumeva trazenje najreprezentativ-
nijeg modela koji ¢e na najbolji nacin opisati date podatke. Pove¢avanjem broja objasnjavajucih
promenljivih, povecava se i preciznost modela, tj. smanjuje se razlika y; — ;. Medjutim povecéava se
i broj nepoznatih parametara modela $to dovodi do veée standardne devijacije ocenjenih parame-
tara, tj. smanjujemo njihovu preciznost. Sa druge strane, mali broj prediktora ukazuje na manju
standardnu devijaciju ocenjenih parametara, medjutim sa manjim brojem prediktora smanjuje se
i preciznost modela. Dakle, potrebno je naé¢i balans izmedju preciznosti modela sa jedne strane i
statisticke znacCajnosti ocenjenih koeficijenata, sa druge strane.

Sto se ti¢e nacina na koji se biraju modeli, najpoznatije su stepenaste metode. Postoje stepenasta
metoda unapred, stepenasta metoda unazad i kombinovana stepenasta metoda. Kod stepenaste
metode unapred kreée se od modela bez prediktora , kojem se postupno, po odredjenim kriteri-
jumima dodaje po jedan prediktor u svakom koraku, sve dok se ne dodje do modela kod kojeg,
dodavanjem bilo kojeg novog prediktora, smanjujemo reprezentativnost modela. Stepenasta metoda
unazad je obrnuta varijanta stepenaste metode unapred. Kod stepenaste metode unazad kre¢emo
od modela u kojem su ukljuceni svi moguéi prediktori iz skupa podataka. Zatim se, po odredjenim
kriterijumima uklanja jedan po jedan prediktor sve dok se ne dodje do modela kojem, uklanjanjem
bilo kojeg njegovog prediktora, narusavamo njegovu reprezentativnost. Kombinovana stepenasta
metoda je kombinacija prethodne dve metode.

Najpoznatiji kriterijumi koji se koriste za uporedjivanje dva modela su

e AIC* kriterijum
e BIC® kriterijum
AIC kriterijum naseg uop$tenog linearnog modela je dat sa
AIC = -2InL+2(p+1),

dok je BIC dat sa
BIC =-2InL+ (p+1)In(n) .

Primetimo da se vrednosti AIC i BIC kriterijuma smanjuje povecanjem vrednosti In L, $to znaci
da bolje fitovani modeli imaju manje vrednosti AIC i BIC. To znaci, da ako poredimo AIC(BIC)

4 Akaike’s Information Criterium
®Bayesian Information Criterium
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3.6 Provera reprezentativnosti modela

vrednosti dva modela, bolji model biti onaj sa manjom vrednosti AIC(BIC) kriterijuma. Sa druge
strane vidimo da se kod oba kriterijuma dodaje multiplikovana vrednost p + 1, §to znaci da AIC i
BIC kriterijumi ,kaznjavaju“ uvodjenje novih prediktora u model.

Veéina statistickih softvera imaju ugradjene kriterijume AIC i BIC kod ra¢unanja performansi
modela.

U statistickom paketu ,,R“ funkcija stepAIC() nalazi najbolji model na osnovu stepenaste metode
i AIC kriterijuma.
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3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

U prethodnim poglavljima smo videli da na zavisnu promenljivu moze uticati faktor preko svojih
kategorija (nivoa). Takve nezavisne promenljive se zovu kategorijalne (opisne) promenljive. Unija
kategorija neke kategorijalne promenljive ¢ini skup svih moguéih vrednosti te promenljive u okviru
posmatrane populacije. Sa druge strane, kategorije su disjunktne, odnosno svaki ¢lan populacije
pripada ta¢no jednoj kategoriji posmatrane kategorijalne promenljive. Cesto se desava da katego-
rije nisu numerickog tipa, na primer, ako posmatramo faktor ,pol“, moguée kategorije su ,,zena*
i ,muskarac“. Postavlja se pitanje, kako se u matematickom modeliranju i analizi interpretiraju
ovakve kategorije?

Kategorjalne promenljive su promenljive koje uzimaju jednu od vrednosti iz diskretnog skupa. Dis-
kretni skup je obi¢no oblika {0,1}, {—1,0, 1} ili je to skup od nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva.
Razlikujemo tri vrste kategorijalnih promenljivih, a to su ordinalne, nominalne i binarne (di-
hotomne). Kod ordinalnih varijabli kategorije nekog faktora su uredjene, tj. medju kategorijama
postoji prirodni poredak, kao na primer kod klase automobila mozemo imati 1- niza klasa, 2-srednja
klasa i 3-visoka klasa. Sa druge strane, kod nominalnih varijabli nemamo uredjenje, tj. ve¢a (manja)
vrednost promenljive ne znaci bolju (losiju) kategoriju. Primer nominalne varijable moze biti boja
vozila, 1-crna boja, 2-siva boja, 3-bela boja, ... . Binarne kategorijalne promenljive imaju samo
dve moguée vrednosti (obi¢no {0,1}) i koriste se kod faktora koji imaju samo dve kategorije. Na
primer, ako posmatramo faktor , ,,da li polisa ima zahtev za odstetu? “, dihotomna promenljiva ¢e
uzeti vrednost 1 ako je odgovor ,,da‘“, a 0 ako je odgovor ,ne*.

Binarne promenljive mozemo koristiti i kod kategorijalnih promenljivih koji imaju viSe od dve ka-
tegorije. Na primer, ako posmatramo faktor ,osiguranik* i njegove kategorije ,fizicko lice-zena*,
,fizicko lice-muskarac* i ,,pravno lice®, onda mozemo definisati tri binarne promenljive

1 ako je osiguranik fizicko lice-zena
® I —
0 inace

1 ako je osiguranik fizicko lice-muskarac
® T9 — A
0 1inace

1 ako je osiguranik pravno lice
® I3 — 3
0 inace

3.7.1 Binarne varijable

Rekli smo da binarne (eng. ,,dummy “) varijable imaju dve moguée vrednosti, 0 ili 1. Njihova inter-
pretacija u regresionim modelima je sledeca:

Pretpostavimo da postoji kategorijalna promenljiva A koja ima p kategorija u nekom regresionom
modelu. Tada mozemo definisati p binarnih varijabli za tu kategorijalnu promenljivu. Medjutim
ako bi sve te binarne varijable ukljucili u model, onda bi narusili pretpostavku o nezavisnosti
objasnjavajué¢ih promenljivih. Tacnije, tada se svaka binarna varijabla moze predstaviti preko pre-
ostalih p — 1 binarnih varijabli. Zbog toga za svaku kategorijalnu promenljivu definiSemo referentni
nivo, odnosno kategoriju sa kojom uporedjujemo sve ostale kategorije u modelu. Binarna varijabla
referentnog nivoa ne ulazi u model. Dakle, ako imamo p kategorija neke kategorijalne promenljive,
onda za tu kategorijalnu promenljivu definiSemo p — 1 binarnu varijablu koje ulaze u model.
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3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

Ispitivanje zavisnosti izmedju binarnih varijabli
Pretpostavimo da Zelimo da ispitamo nezavisnost dve binarne varijable x; i 2. Tada je tabela
kontigencije data sa

Tabela 2: Tabela kontigencije za varijable x; i x2

T2

0 1 | TOTAL
0 | O11 | O10 Nle
r1 1 | Oz | Oz n2e
TOTAL | ne1 | Ne2 n

gde vrednosti O;;, 1,7 = 1,2 predstavljaju brojeve opservacija iz uzorka za odgovarajuce vrednosti
binarnih varijabli.
Zavisnost izmedju dve binarne varijable ispituje se statistikom

011022 — 012091
V11612761762

Sve vrednosti ¢yes bliske 1 (-1) ukazuju na pozitivnu (negativnu) korelaciju izmedju dve varijable

Gtest = S [—1, 1] .

il 1 Z9.

Pogledajmo sledeéi primer i prakticnu primenu binarnih varijabli u regresionom modelu.

Primer 3.1. Pomocéu gama linearnog modela sa logaritamskom link funkcijom, opisati kako sta-
rosna grupa vozaca i surha uoptrebe vozila utic¢u na prosecan iznos potrazivanja. Za izvor podataka
koristiti podatke ,,AutoCollision “ koji se nalaze na sajtu http: //instruction. bus. wisc. edu/
jfrees/ jfreesbooks/Regression/,20Modeling/BookiWebDec2010/ data. html

Neka je prosecan iznos potrazivanja dat sluéajnom promenljivom Y koja ima gama raspodelu sa
ocekivanjem p i neka su date dve kategorijalne promenljive A; (starosna grupa vozaca) i A (svrha
upotrebe vozila). Neka su dalje, sa 411, ..., A1g oznacene kategorije A, ..., H isa Agy, ..., Agy oznacene
kategorije sluzbeno vozilo, ..., zadovoljstvo (tabela 3).

Prosecni iznosi potrazivanja za svaku kategoriju dati su u vidu box-plot grafika na slici 1.

Tabela 3: Kategorijalne promenljive za primer (3.1)

Kategorijalna promenljiva Oznaka Kategorija Oznaka Binarna varijabla
A 441 1 I11
B A12 T2
C Ass 13
D Ay T14
Starosna grupa vozaca Ay E A 15
F Asg 16
G A7 z17
H Aig z18
Sluzbeno vozilo Asy T91
Kratka voznja® Ao T2
Svrha upotrebe vozila Asy Duga voimja” Az T3
Zadovoljstvo Aoy T4

Svoznja do posla koji je udaljen manje od 10 milja
"voznja do posla koji je udaljen vise od 10 milja
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3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

Boxplot-Starosna grupa vozata Boxplot-Svrha upotrebe vozila

s potrazivania
an iznos potrazivanja

rosedan izn:

E F H SlubencVazio DugaVaénja
kategorija kategorija

Slika 1: Box-plot grafici za prosec¢an iznos potrazivanja po kategorijama

Za svaku kategoriju A, j =1,...,8, k = 1,...,4, definiSemo binarnu varijablu z;; sa

1, ako osiguranik pripada kategoriji A;;
Til — .
! 0, inace

Neka su, bez gubljenja opstosti, kategorije A11 i Aoy definisane kao referentni nivoi. Sada definiSemo
gama model sa

g(E(Y)) =g(p) = Bo + frz12 + ... + Brxis + Pszaz + ... + Proza,

gde su By, B, ..., P10 € R regresioni koeficijenti modela.
Zavisnost izmedju prediktora ispitac¢emo statistikom ¢es;. Rezultat je dat sa

1 sJ1=J2 Nk1 = ko
Srest (5 Tiops) = —0,14 s =1Aj2=1Ak1 # ke
€s J1R1y ~J2k2 0 ;jlzl/\j2:2

—0,33 sj1=2ANJo=2ANk1 # ko

gde su ji,72 = {1,2} , k1 ={2,3,...,8} i ko = {2,3,4} , pa zaklju¢ujemo da nema zavisnosti medju
varijablama.

Za ovako definisan gama model, ocene koeficijenata modela i odabir najboljeg modela odredjujemo
pomocu statistickog softvera ,,R“(ugradjenim funkcijama glm() i stepAIC()). Rezultat je model

g(,&l) =6— 0, 275%15 — 0, 52%122 — 0, 39331‘23 — O, 61:[%24 (4)

sa parametrima datim u tabeli 4. Vidimo da su, primenom stepenaste metode unazad, iz modela
izbac¢ene binarne varijable x;12, 13, Ti14, Ti16, Ti17 1 Ti18. Izbacivanjem ovih varijabli iz modela,
odgovarajuce kategorije B, C, D, F, G i H pripojene su referentnom nivou A.

Pogledajmo $ta se deSava sa rezidualima ovog modela. U ovom primeru rac¢una¢emo Anskombe
reziduale i koristi¢emo Sapiro-Vilkov test za testiranje hipoteze o normalnosti reziduala. Graficki
prikaz Anskombe reziduala dat je na slici 2. Sapiro-Vilkova statistika za Anskombe reziduale modela
datog jednaginom (4) jednaka je W, = 0,76 ¢ija je p-vrednost jednaka py..q = 8,818 - 1075, pa
mozemo zakljuciti da Anskombe reziduali nemaju normalnu raspodelu.

Zakljutak da reziduali nemaju normalnu raspodelu nas dovodi do ispitivanja autlajera i uticajnih
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3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

Tabela 4: Ocenjeni koeficijenti gama modela datog jedna¢inom (4)

04 08
1

02
1

0.0

@

-0.2

o oo|lo o

oo oo

°

@om
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250

T T
300 350

Fitovane vrednosti modela

400

Koeficijenti Ocenjena vrednost | Standardna devijacija | w-vrednost | p-vrednost

Bo | Slobodan ¢lan 6,00 0,08 8436.,9 < 0,001
By | E -0,27 0,12 8,0 < 0,005
Bs | Kratka voznja -0,52 0,11 33,4 < 0,001
B9 | Duga voznja -0,39 0,11 18,3 < 0,001
Bio | Zadovoljstvo -0,61 0,11 45,7 < 0,001

AIC 351

é 0,052

Slika 2: Anskombe reziduali modela koji je dat jedna¢inom (4)

tacaka. Na slici 3 prikazane su vrednosti Cook’s rastojanja za svaku opservaciju iz uzorka. Sa slike
vidimo da je vrednost Cook’s rastojanja za ¢etvrtu opservaciju iz uzorka daleko iznad praga koji

iznosi — = 3 = 0,125
uticajnu tacku i konstruisa¢emo model bez te tacke, kako bismo ispitali njen uticaj na model.

Ponovnom konstrukcijom gama modela (na uzorku koji ne sadrzi potencijalnu uticajnu tacku)
dobijamo model

(isprekidana crvena linija), pa ¢emo tu tacku oznaciti kao potencijalnu

g(ﬂl) = 5, 85 — O, 24.%'1'15 — 0, 381‘2‘22 — 0, 24.%1'23 — O, 46.%’@4 . (5)

sa statistikom datom u tabeli 5. Ako poredimo sa prethodno konstruisanim modelom (tabela 4),

Tabela 5: Ocenjeni koeficijenti gama modela datog jednac¢inom (5)

Koeficijenti Ocenjena vrednost | Standardna devijacija | w-vrednost | p-vrednost

5o | Slobodan ¢lan 5,85 0,04 21863,8 < 0,001
Bs | E -0,24 0,06 18,4 < 0,001
Bs | Kratka voznja -0,38 0,06 50,2 < 0,001
B9 | Duga voznja -0,24 0,06 20,5 < 0,001
B0 | Zadovoljstvo -0,46 0,06 76,5 < 0,001

AIC 302

& 0,013

uocavamo znatnu promenu u vrednostima ocenjenih koeficijenata modela i njihovim standardnim
devijacijama. Standardne devijacije ocenjenih koeficijenata modela koji je konstruisan na uzorku
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3.7 Kategorijalne promenljive kod regresionih modela

07-

0.6~

0.4-

vrednost Cock's rastojanja

indeks opservacije iz uzorka

Slika 3: Vrednosti Cook’s rastojanja za svaku opservaciju iz uzorka za model (4)

bez potencijalne uticajne tacke, su manje nego kod modela koji je konstruisan na celom uzorku.
To nam govori da su ocenjene vrednosti koeficijenata drugog modela pouzdanije. Takodje, ako
posmatramo AIC vrednost, sada ona iznosi 302, §to je manje u odnosu na AIC vrednost modela
koji je konstruisan na celom uzorku. Sva ova zapazanja nam ukazuju da je ¢etvrta opservacija iz
prvobitnog uzorka zapravo uticajna tacka.

Posmatrajmo sada model koji je dat jednac¢inom (5). Anskombe reziduali ovog modela dati su

0.2
I

0.1
oo

r A

00
o o go
@|o oo

0.1

-0.2
I

T T T T
200 250 300 350

Fitovane vrednosti modela

Slika 4: Anskombe reziduali modela koji je dat jedna¢inom (5)

na slici 4. Test statistika Sapiro-Vilk testa normalnosti za Anskombe reziduale sada je jednaka
Wsw = 0,98 &ija je p-vrednost jednaka py..q = 0,79, pa nemamo razloga da odbacimo hipotezu o
normalnoj raspodeli Anskombe raziduala, Sto smo i zeleli da postignemo.

Dakle, zaklju¢ujemo da je gama model koji opisuje uticaj starosne grupe vozaca i svrhe upotrebe
vozila na prosecan iznos potrazivanja dat jedna¢inom (5). Vrednost slobodnog ¢lana u modelu
(5,85) predstavlja ocenjenu vrednost modela za sve osiguranike sa sluzbenim vozilima koji pripadaju
starosnim kategorijama A, B, C, D, F, G ili H. Njihov ocenjen prosecan iznos potrazivanja jednak
je fi; = e>8 = 347,23 funti.
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4 Skoring modeli kasko osiguranja

Skoring modeli imaju sve veéu primenu u industriji osiguranja jos od pojave prvih statistickih
softvera, koji imaju moguénost obrade velike koli¢ine podataka. Sa porastom broja osiguranika,
dolazi i potreba za sistemima kao Sto su i skoring modeli, koji ¢e pomo¢i menadzmentu kompanije
da donese brzu i efikasnu odluku na trzistu. Jos jedna prednost sistema bodovanja u industriji
osiguranja je, kao i u drugim oblastima, da i prodavci osiguranja mogu kroz sistem bodovanja ra-
zlikovati dobre od loSih osiguranika ili na primer, mogu odrediti iznos premije za odredjenog klijenta.

Jedan od cestih primera primene skoring modela u oblasti osiguranja je tarifna analiza. Tarifna
analiza predstavlja odredjivanje tarife za odredjenu grupu osiguranika. Cilj tarifne analize je odre-
djivanje riziko premije®, kao i utvrdjivanje odnosa rizika izmedju grupa osiguranika. Jedan od nacina
konstrukcije skoring modela koji se koriste u tarifnoj analizi, je pomoc¢u uopstenih linearnih mode-
la. Tako se, na primer, pomoc¢u uopstenih linearnih modela mogu konstruisati dva skoring modela,
jedan koji ¢e definisati skorove za grupe osiguranika prema broju zahteva za odstetu i drugi koji
¢e definisati skorove prema prosetnom iznosu odstete. Na ovaj nacin, riziko premija za odredjenu
grupu osiguranika se dobija kao proizvod skorova u modelu koji opisuje broj zahteva i skorova u
modelu koji opisuje prosecan iznos zahteva za odStetu. Primer ovakve tarifne analize dat je u radu
[10].

Pored tarifne analize, skoring modeli, u oblasti osiguranja, imaju primenu i u pronalazenju laznih
potrazivanja. Lazno potrazivanje predstavlja ono potrazivanje od strane osiguranika u kojem se,
laznim prikazivanjem ¢injenica, zeli pribaviti protivpravna materijalna korist. Skoring modeli koji
se koriste u otkrivanju laznih potrazivanja su veoma sli¢ni onima u bankarskom sektoru (kreditni
skoring sistemi). Cilj modela je da otkrije ona potrazivanja koja imaju veliku verovatno¢u da budu
lazna. Konstrukcija ovakvih skoring modela bazira se na uopstenim linearnim modelima sa logit link
funkcijom. Dobijenim skoring modelom, utvrdjuje se broj bodova za svako novo potrazivanje. Ako
potrazivanje ima broj bodova veéi od zadatog praga, onda se smatra da je potrazivanje sumnjivo
i potrebno ga je detaljno istraziti. Vrednost zadatog praga utvrdjuje menadzment osiguravajuceg
drustva. Primer konstrukcije ovakve vrste skoring modela dat je u radu [11].

4.1 Skoring model za racunanje premije kasko osiguranja

Siroku primenu skoring modeli imaju u kasko osiguranju automobila, kako zbog toga to je polisa
kasko osiguranja jedna od najprodavanijih polisa osiguravajuc¢eg drustva, tako i zbog toga Sto
premija kasko osiguranja tarifnog sistema zavisi od mnogobrojnih faktora. Jedan od najceséih
obrazaca konstrukcije skoring modela premije kasko osiguranja je upotreba uopstenih linearnih
modela. U ovom radu predstaviéemo tri modela pomocu kojih se moze dobiti veoma pouzdan
aparat za izracunavanje premije novih polisa kasko osiguranja.

Neka je dat uzorak od n € N jednogodisnjih polisa kasko osiguranja, ugovorenih u nekom periodu
i neka su date kategorijalne promenljive® A;, Ao, ..., A,, , m € N. Neka je ukupan broj kategorija
prve promenljive jednak 71, druge promenljive ro, ..., m-te promenljive r,,, gde su r1,ro, ..., 7y > 2.
Tabelarni prikaz kategorijalnih promenljivijh i njihovih kategorija dat je u tabeli 6.

Napomena 4.1. Broj kategorija, dve razlicite kategorijalne promenljive, ne mora biti jednak.

Pretpostavimo da za svaku polisu iz uzorka, znamo vrednost premije i vrednosti svake kategorijalne
promenljive.

8Predstavlja iznos koji osuguravaé mora da plati kako bi pokrio potrazivanja
9Definisane kao u odeljku 3.7
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

Tabela 6: Prikaz kategorijalnih promenljivih i IlthOVlh kategorija

Kat. promenljive Ay As A,
An Arg B Am1
A A .. A
Kategorije ?1 ?2 ) ?
Air—1) | A20o-1) | | Am@rm—1)
A1T1 A2T2 e mrm

Za svako j =1,2,...,m, k= 1,2,...,7; uvodimo binarnu promenljivu

1, ako polisa pripada kategoriji Aj

Tl — X
J 0, inace

Ako sa Sy € R oznacimo vrednost pocetnog skora, dok sa Sj; € R ozna¢imo vrednost skora

kategorije Aji, zasve j =1,2,...,m ik =1,2,...,r;, onda je skoring model definisan jednac¢inom

m T,

s =50+ Z Z SikT ks (6)

j=1k=1

gde sa s oznacena ukupna vrednost skora.

Konstrukcija skoring modela bazira se na odgovaraju¢em uopstenom linearnom modelu. Zavisna
promenljiva Y je u ovom slucaju premija kasko osiguranja, dok su prediktori malopre definisane
binarne promenljive x ;. Ako su, bez gubljenja opstosti, kategorije A1y, A2py, ..., Amr,, (kategorije
oznac¢ene crvenom bojom u tabeli 6) oznacene kao referentni nivoi, onda je uopsteni linearni model

dat sa
m Ti—1

g(BY)) = gw) =n=F0+ 33 By, (7)

j=1 k=1

gde su By, B € R nepoznati regresioni koeficijenti modela , dok je sa g oznacena link funkcija.

Napomena 4.2. Kao §to smo naglasili u poglaviju (3.7), binarne varijable koje odgovaraju refe-
rentnim nivoima, ne ucestvuju u regresionom modelu, jer bi u suprotnom bila narusSena pretpostavka
0 nezavisnosti izmedju prediktora.

Zbog jednostavnijeg zapisa u nastavku, definisa¢emo funkciju koja ¢e transformisati indekse j i k.
Neka je funkcija 7 : N> — N definisana na sledeéi nacin

J
m:{jk}— k+ Z(rjl_l -1), j=12,..m k=1,2,..,r;,—1, ro=1.
Ji=1
Za funkciju 7 se lako moze pokazati da je bijekcija, na skupu {{j, k}; j =1,2,....,m, k=1,2,...,r;}.
Sada za p = > ", (r; — 1), jednacina (7) je data sa

g(BE(Y)=gm)=n=B+ Y B . (8)
=1

U zavisnosti od raspodele zavisne sluc¢ajne promenljive Y razlikujemo lognormalni, gama i normalni
skoring model.
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

4.1.1 Lognormalni skoring model

Kod lognormalnog modela pretpostavljamo da premija Y prati lognormalnu raspodelu sa parame-
trima i 0 > 0. Znamo, ako slu¢ajna promenljiva Y ima lognormalnu raspodelu sa parametrima
u i o2, onda slucajna promenljiva InY ima normalnu raspodelu sa parametrima i 0. Gustina
slu¢ajne promenljive InY data je sa

1 —(Iny — p)?
go(lny) = Wexp |: ( 20-2 )

Ako za link funkciju g uzmemo da je identi¢ka , onda je lognormalni model, zapravo klasican
normalni regresioni model koji je dat sa

] ,02>0.

p
g(EWY)) =g(p)=p=n=0o+ Y B - 9)

=1

Za ocenu koeficijenata iz jednacine (9) koristi¢emo metodu maksimalne verodostojnosti. Rekli smo
da je ocena koeficijenata uopstenog linearnog modela izra¢unata metodom maksimalne verodostoj-
nosti data sa

B=(XTQx)" xTqQa, .

Kako je kod klasi¢nog normalnog linearnog modela matrica ) zapravo jedini¢na matrica dimenzije
n X n, dobijamo da je
B=(x"x)"' x7q,,

gde su
ﬂ:o 1 z11 -0 z1p Iny;
I B e e
F I FRRR I A

Napomena 4.3. Sax;, i =1,2,...n ,1=1,2,...,p su oznacene vrednosti binarnih varijabli x; za
i-tu opservaciju iz uzorka.

Postupak konstrukcije lognormalnog skoring modela se nastavlja primenom stepenaste metode za
odredjivanje regresionog modela koji najbolje opisuje kretanje premije. U svako]j iteraciji stepenaste
metode, za ocenu koeficijenata modela, primenjujemo metodu maksimalne verodostojnosti.

Neka je sa

p
N =B+ B
=1

obelezen regresioni model koji najbolje opisuje kretanje premije. Ako na indeks [ primenimo funkciju
7! dobiéemo model sa indeksima koji oznacavaju kategorijalnu promenljivu i kategoriju, taénije

H=PBo+ Y > Bixwjk . (10)

j=1k=1

Napomena 4.4. Ako je neka od promenljivih x;, | = 1,2, ..., p izbacena posle postupka stepenaste
metode, njen odgovarajuci koeficijent u jednacini (10) imace vrednost 0.
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

Poslednji korak u konstrukciji lognormalnog modela je pretvaranje ocenjenih koeficijenata modela
Bo, Bjk, j =1,...,m, k=1,...,7; — 1 u vrednosti Sp, S11, ..., S1r1,5921, ---S2r5» -+, Sm,r - Taj proces je
opisan slede¢im postupkom.

Postupak 1

(1) unutar svakog faktora na¢i minimalnu vrednost u skupu odgovarajuéih negativnih ocenjenih
koeficijenata, tj. odrediti vrednosti 1, do, ..., 0., takve da je

(5]' = mm{O, min{ﬁjl, ceey Bjrjfl}}

za j=1,2,...m

(2) vrednosti skorova Sy i S} definiSemo na sledeéi nacin

So=PFo+ > 9
=1

Sik = Bjr + 1951
zasve j=1,..mik=1,..7;

Konaé¢no, lognormalni skoring model je dat sa

Ocenjenu vrednost i dobijamo iz
fii = exp [s] .

Napomena 4.5. Radi jednostavnosti skoring modela, ponekad se trazi od aktuara da se ukupan
skor krece u rasponu od 0 do 100 i da svi skorovi budu celobrojni. Tada u postupku 1 dodajemo jos
jedan korak, gde ¢emo vrednosti dobijene iz koraka (2) podeliti brojem Inb , b > 0Ab # 1 (ovim
postupkom prelazimo sa baze e na bazu b) i zatim, kolicnik zaokruZiti na ceo broj.
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

4.1.2 Gama skoring model

Konstrukcija gama skoring modela bazirana je na uopstenom linearnom modelu, gde zavisna pro-
menljiva Y prati gama raspodelu, dok je link funkcija logaritamska.

Tvrdjenje 4.1. Gama raspodela pripada familiji eksponencijalnih raspodela.

Dokaz. Rekli smo da je eksponencijalna familija raspodela data funkcijom gustine

yo — a(@} '

o) = cly, @) exp [ -

Za gustinu gama raspodele vazi

= (3 o 2] G ool 5]

Logaritmovanjem funkcije gustine dobijamo

Inp(y) =vin (:) +(v—-1)lny—Inl'(v) — %

v (V> vy
_ Y Ml 'R +(¥—1)Iny —InT'(v)
v
(yy> vy
m(2) -
:#—&—(V—l)lny—lnf‘(y)
v

=)
A~
= s
~_
|
T‘T
SRS

), (i ().

1 1 1/v 1/v
v v
) v 1 1. 1 ..
Sada ako uzmemo da je § = —— = —— ¢ = — i a(f) =In(—0) =In <> dobijamo
v op v [t
y0 —a(0) In(¢) < 1 ) ( 1 >
Inp(y) = (-1 - +{(—-—=1)Iny—InT (-,
e(y) = (=1) 3 5 5 p
In c(y,)
odnosno p ®)
yd —a
o) = el oyexp |0
Za ocekivanje i disperziju dobijamo vrednosti
Oa 1
E Y et / = — = —— =
(V) =d(®) =0 =5 =
1 9%a 11
Y e " 0 = — = = — 2
Var(Y) =oa'0) = 7 556 = vg2 = o1
pa sledi da gama raspodela pripada familiji eksponencijalnih raspodela. O
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

Gama uopS$teni linearni model je dat sa

(1) Zavisna promenljiva Y ima gama raspodelu sa gustinom

=g () o |5

(2) Link funkcija je data sa

gde je n data jednacinom (8)

Za ovaj uopsteni linearni model, ocena koeficijenata modela dobijena metodom maksimalne vero-
dostojnosti, priblizno je jednaka

B~ (XTQX) " XTQG, .

Kako je

1 9 Inb .
) =2 i=1,2,..,
( ,u) . 7 n

((g'(w)*a"(0))~" = b

Inb Inb Inb
dobijamo da je matrica ) dimenzije n x n data sa Q = diag —n—, —n—, =22,

Sada, analognim metodama i postupcima kao i kod lognormalnog modela dolazimo do gama skoring
modela koji je dat sa

r
s =5y + ZT:l ijzl Sjkl‘jk,
pa je ocenjena ocekivana premija gama skoring modela data sa

p=>5°.

4.1.3 Normalni skoring model

Konstrukcija normalnog skoring modela bazirana je na modelu gde zavisna promenljiva Y, ima
normalnu raspodelu, dok je link funkcija logaritamska.

Tvrdjenje 4.2. Normalna raspodela pripada familiji eksponencijalnih raspodela.

Dokaz. Pokaza¢emo da je funkcija gustine normalne raspodele data u obliku

e(y) = c(y, ¢) exp {3/9_;(9)]

idasu BE(Y)=d(0)iVar(Y)=1d"(0) zasvei=1,2,...,n.
Logaritmovanjem gustine normalne raspodele dobijamo

L y-mw? _ 1 y® — 2yp +
In(p(y)) = —5 In(270?) — (202) = — 5 In(2mo?) - ( . )
1 2
1 o ¥2 A —2yp 1 T T
= ) S T T ) gyt
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4.1 Skoring model za rac¢unanje premije kasko osiguranja

1
Sada ako uzmemo da je 6 = p, a(f) = 592 i ¢ = o2, dobijamo

1 2
1 o y2 YR T SH 1 y* ¥ — a(0)
In(p(y)) = —5 In(270”) — 2T T3 — 73 In(2m¢) — 2 +T,
Inc(y,9)
pa je
y0 — a(f
in(el) = ety exp |20
Dalje, za normalnu raspodelu vazi
da
E Y = = = — = /
(V) =p=0= "5 =d(6)
Var(Y) = o? = 6= 1= 6 2% = a(0)
ST - 0000 ’
iz ¢ega sledi da normalna raspodela pripada familiji eksponencijalnih raspodela. O

Sada definiSemo normalni model sa

(1) Zavisna promenljiva Y ima normalnu raspodelu sa gustinom

exp [_ (y — u)]

202

(2) Link funkcija je data jedna¢inom
g(E(Y)) = g(n) = logy . = n,
gde je n data jednacinom (8)

Dakle, normalni model je u stvari dat kao uopsteni linearni model sa zavisnom promenljivom koja
ima normalnu raspodelu i logaritamskom link funkcijom. U poglavlju (3.1) rekli smo da je ocena
parametara modela metodom maskimalne verodostojnosti data sa

B~ (xQxT)™' XQG, . (11)

Kako je sada

-1
(g (w))2a" () = (anb> _ b i=1.2,.m

imamo da je matrica @ dimenzije n x n data sa Q = diag(p1 Inb, uaInb, ..., u, Inb).

Sada, primenjujemo postupke analogno kao kod lognormalnog modela, pa dobijamo normalni sko-

ring model koji je dat sa
m Tj
s = So-f—ZZSjkxjk .
j=1k=1
Ocenjena ocekivana premija i-te polise normalnog skoring modela je data sa

A~

a=10°.
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5 Primena skoring modela za odredjivanje premije kasko osigura-
nja

U prethodnom poglavlju videli smo konstrukciju tri skoring modela koji su se bazirali na pret-
postavci da premija Y prati lognormalnu, gama, odnosno normalnu raspodelu. U cilju prakti¢ne
primene ova tri modela na pravim podacima, predstavi¢emo studiju [12] Norisure Ismail'® i Abdula
Aziza Dzemejnal!, proferose univerziteta u Kebangasanu (Malezija). Pored poredjenja modela, ova
studija ¢e nam pokazati i koliko ocenjene premije odstupaju od stvarne vrednosti i na koji nac¢in se
modeli mogu popraviti tako da ta odstupanja budu manja.

Pre nego $to damo informacije o podacima koji su koriS¢eni u studiji, definisa¢emo pojam kla-
se osiguranika. Neka su date kategorijalne promenljive i njihove kategorije kao u tabeli 6. Pojam
klase ¢e oznacavati skup osiguranika koji pripada kategorijama {A1e, Age,..., Ame}, gde je sa Ajq
predstavljena tacno jedna kategorija j-te kategorijalne promenljive, za 7 = 1,2,...,m. Broj klasa
definisanih na ovaj nac¢in jednak je ri - ro - ... - .

Za potrebe ove studije koriS¢eni su podaci polisa kasko osiguranja jedne malezijske osiguravajuce
kuce koje su grupisane u klasama prema kategorijalnim promenljivama i njihovim kategorijama
kojima se zeli opisati premija. Kategorijalne promenljive i njihove kategorije su date u tabeli 5.
Iz tabele vidimo da je broj faktora m = 5, dok je ukupan broj kategorija jednak 16, tacnije broj
kategorija prvog faktora jednak r1 = 2, drugog ro = 2, treeg r3 = 3, Cetvrtog ry = 4 i petog r5 = 5,
pa je broj klasa jednak n = 2-2-3-4-5 = 240. Za svaku klasu osiguranika data je vrednost prose¢ne
godisnje premije - u; (vrednosti u valuti Malezijski Ringit-RM) i vrednost izlozenosti - e;. Vrednost
izlozenosti jedne klase data je u vidu ukupnog broja godina trajanja svih polisa u okviru te klase.

Tabela 7: Kategorijalne promenljive i njihove kategorije uklju¢ene u konstrukciju modela studije

12

Kategorijalna promenljiva Kategorija Skor Binarna varijabla

Standardno St T11

Obim pokrica polise Sveobuhvatno S19 T19

Strana marka So1 o1

Marka vozila Lokalna marka S99 o9

Pravno lice S31 31

Pol osiguranika Fizicko lice-zena S32 32

Fizicko lice-muskarac 533 X33

2-3 Su1 T41

) 4-5 Saz T42

Starost vozila 6+ Sas3 43

0-1 544 T44

Severna Malezija Ss1 T51

Istoéna Malezija S T59

Regija Juzna Malezija Sss T53

Ostrvo Borneo Ss4 T4

Centralna Malezija Sss Ts5

Primetimo da u ovoj studiji ne postoji informacija o premiji za svaku polisu osiguranja, nego se
koristi informacija o prosecnoj godi$njoj premiji za svaku klasu osiguranika. Na taj nacin, obim

ONorisura Ismail (eng. Noriszura Ismail) je profesorka na Univerzitetu Kebangsaan u Maleziji koja se izmedju
ostalog bavi aktuarstvom, modelima rizika i primenjenom statistikom.
' Abdul Aziz DZzemejn (eng. Abdul Aziz Jemain) je profesor statistike na Univerzitetu Kebangsaan u Maleziji.
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5.1 Primer lognormalnog skoring modela

uzorka ne predstavlja broj polisa, nego broj klasa osiguranika, $to je u ovom slucaju 240. Vrednost
izlozenosti ¢e imati ulogu tezinskog faktora u regresiji, ali vise o tome u nastavku.

Skoring model u ovoj studiji je dat sa
s = So + Suzi1 + S12212 + ... + S5a254 + S55T55,

gde s; predstavlja ocenjen ukupan skor osiguranika i-te klase, Sy predstavlja parametar pocetnog
skora, zatim Si1, S12, ..., S45, S55 predstavljaju parametre skorova kategorija i konacno sa x;j; su
oznacene vrednosti binarne promenljive x;; za i-tu klasu.

Kategorije ,,Sveobuhvatno“,,,Lokalna marka*, ,,Muskarac*, ,,0-1“ i ,,Centralna Malezija“ (oznacene
crvenom bojom u tabeli (5)) su definisani kao referentni nivoi.

5.1 Primer lognormalnog skoring modela

Neka slucajna promenljiva Y, koja predstavlja premiju, ima lognormalnu raspodelu sa o¢ekivanjem
p i disperzijom o2e~!, gde je sa e obelezen tezinski koeficijent (koeficijent izlozenosti). Tada, za
slucajnu promenljivu log, Y (b > 0, b # 1 je baza logaritma), vazi log, Y : N'(u, o2e~1). Kako bi se
krajnja vrednost skora kretala u rasponu od 0 do 100, za logaritamsku osnovu b uzeta je vrednost
1,1.

Tabela 8: Ocenjeni koeficijenti lognormalnog modela

Koeficijenti Ocenjena vrednost | Standardna devijacija | p-vrednost
Bo | Slobodan ¢lan 78.81 0.26 0.00
B11 | Stadnardna polisa -14.52 0.43 0.00
891 | Strana marka 4.23 0.26 0.00
B31 | Pravno lice -9.25 0.53 0.00
B39 | Fizicko lice-zena -4.30 0.28 0.00
B2 | 4-5 godina -1.17 0.33 0.02
Bas | 6+godina -1.56 0.30 0.01
Bs51 | Severna Malezija 0.84 0.29 0.04
B854 | Ostrvo Borneo -4.48 0.45 0.00

Lognormalni model dat je sa

5 'r'j—l

g(E(log,Y)) = g(p) =p=n=0B0+>_ > Birtjk -

j=1 k=1

Primenom metode maskimalne verodostojnosti za ocenu koeficijenata modela i primenom ANO-
VA'?2 metode za odabir najboljeg modela, dobijen je model

’ﬁ = 78.81 — 14.52%11 + 4.23.%‘21 — 9.25:B31 — 4.30%32 — 1.17%42 — 1.561‘43 + 0.841‘51 — 4.181'54, (12)

Giji je koeficijent determinacije jednak sa R? = 89, 3%.
Karakteristike ocenjenog lognormalnog modela date su u tabeli 8. Iz tabele vidimo da su svi koefi-
cijenti statisticki znac¢ajni na nivou znacajnosti od 95% (p < 0.05). Takodje, primetimo da binarne

2 Analiza varijanse
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5.1 Primer lognormalnog skoring modela

promenljive x;41,T;52 1 53 nisu usle u najbolji lognormalni model. To zna¢i da su njihove ka-
tegorije pripojene odgovarajué¢im referentnim nivoima. Konkretno, kategorija ,,2-3“ je pripojena
refentnom nivou ,,0-1“ i kategorije ,,Istoéna Malezija“ i ,,Juzna Malezija“ su pripojene referentnom
nivou ,,Centralna Malezija“.

Interpretacija slobodnog ¢lana iz tabele 8 je ta da ona oznacava skor onih osiguranika koji ne pri-
padaju ni jednoj od kategorija iz najboljeg modela, tj. kategorija prve kolone tabele 8. Taénije,
Bo je skor osiguranika koji pripadaju samo kategorijama koji su oznaceni kao referentni nivoi ili
kategorijama koje su pripojene referentnim nivoima.

Finalni korak u konsktrukciji lognormalnog skoring modela je primena postupka 1, s tim Sto je
postupku dodat i treé¢i korak, koji podrazumeva zaokruzivanje skorova na cele brojeve. U tabeli 9
date su konac¢ne vrednosti skorova kategorija lognormalnog skoring modela.

Dakle, nas konac¢ni lognormalni skoring model je dat sa

Tabela 9: Ocenjene, modifikovane i kona¢ne vrednosti skorova po kategorijama

Kategorije Koeficijenti | Modifikovana | Konac¢na
vrednost sko- | vrednost sko-
ra ra

Slobodan ¢lan (mini- 78.81 49.30 49
malni skor)

Obim pokriéa poli-

se

Standardno -14.52 0.00 0
Sveobuhvatno 0.00 14.52 15
Marka vozila

Strana marka 4.23 4.23 4
Lokalna marka 0.00 0.00 0
Pol osiguranika

Pravno lice -9.25 0.00 0
Fizicko lice-Zena -4.30 4.95 5
Fizicko lice-muskarac 0.00 9.25 9
Starost vozila

2-3 0.00 1.56 2
4-5 -1.17 0.39 0
6+ -1.56 0.00 0
0-1 0.00 1.56 2
Regija

Severna Malezija 0.84 5.02 5
Istoéna Malezija 0.00 4.18 4
Juzna Malezija 0.00 4.18 4
Ostrvo Borneo -4.18 0.00 0
Centralna Malezija 0.00 4.18 4

s =494 0-x11 + 15212 + 4221 + 0 - 222 + 0 - 231 + 5232 + 933 + 2241 + 0 - T42 + 0 - 243 + 2244 +
Sxs1 + 4xso + 4xs3 + 0 - k54 + 455 .

Primetimo pocetni skor Sy predstavlja minimalni skor, odnosno minimalnu premiju kasko osigu-
ranja. Minimalni skor 49, odnosno premiju kasko osiguranja od 1,1%° ~ 107 RM ée placati svi
osiguranici koji imaju sve sledeé¢e osobine

e kupili su standardnu polisu osiguranja

e osigurali su vozilo lokalne marke
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5.1 Primer lognormalnog skoring modela

e kupuju polisu u svojstvu pravnog lica
e osigurano vorzilo je starije od 4 godine
e stanovnik je malezijskog dela ostrva Borneo

Sa druge strane, maksimalni skor iznosi 84, $to je u novcu oko 3000 RM.

Posmatrajmo tri osiguranika koji pripadaju istim kategorijama u okviru svih kategorijalnih pro-
menljivih, osim promenljive ,,Pol osiguranika“. Neka je prvi osiguranik kupio polisu kao pravno lice,
drugi kao fizicko lice-zena, a treéi kao fizicko lice-muskarac i neka su im izra¢unati skorovi, redom,
s1, S2, s3. Tada vazi sledece

ys=1,1% =1,16119) = 1,151 .1.19 ~ 2.36 - 3
ys = 1.1%8 = 1.10215) = 1,152 . 1.1° & 1.46 - yo,

gde su y1, y2 i y3 odgovarajuce premije skorova, redom, s1, s2 i s3.

Prednost skoring modela u analizi podataka je ta Sto se na jednostavan nacin mogu interpreti-
rati odnosi kategorija unutar faktora. Tako na primer, vidimo da kategorija fizicka lica-muskarci
pla¢aju oko 2.36 puta veéu premiju od pravnih lica, odnosno oko 1.46 puta veéu premiju od ka-
tegorije fizickih lica-zene. Na isti nacin dolazimo i do podatka da su premije sveobuhvatne polise
kasko osiguranja oko 4.18 puta vec¢e od premija standardnih polisa kasko osiguranja.

Korekcija lognormalnog skoring modela.

Za validaciju dobijenog skoring modela, posmatrana je ukupna vrednost stvarne i fitovane pre-
mije. Vrednosti su date u tabeli 10. Iz tabele vidimo da je ukupna vrednost dobijene fitovane
premije manja za 560380 RM, pa je neophodna korekcija modela. Autori predlazu da se fitova-
na premija pomnozi korektivnim faktorom, koji bi izjednac¢io ukupne vrednosti fitovane i stvarne
vrednosti. Kako je ukupan premijski racio (predstavlja koli¢nik ukupne vrednosti fitovane premije
i ukupne vrednosti stvarne premije, videti tabelu 10) jednak 0,998, za korektivni faktor se uzima

1
broj ——— ~ 1,002.
1) 0,008 T 0

Tabela 10: Ukupna vrednost, razlika i racio prihoda od fitovane i stvarne premije

Vrednost
Ukupna vrednost izlozenosti Z?i(i €; 170.749
Ukupna vrednost fitovanih premija Z?ﬂ e;¥; | RM 275.269.816
Ukupna vrednost stvarnih premija Z?ﬂ e;y; | RM 275.830.196
Razlika ukupne vrednosti stvarne i fitovane premije Zfiq ei(gzilo_ Yi) -RM 560.380
Ukupan premijski racio % 0,998
Zizl €iYi
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5.2  Primer gama skoring modela

5.2 Primer gama skoring modela
Pretpostavimo da Y ima gama raspodelu sa o¢ekivanjem s i disperzijom e 'o?u?. Gama model je

dat sa
5 rj—l

gEX) =gw)=Inp=n=Fo+Y_ Y Birtjk -

j=1 k=1

Ocene parametara gama modela dobijene su iterativnom postupkom ponderisanih najmanjih kva-
drata. Dobijeni gama model je dat sa

77 = 78.89 — 13.71$11 + 4.191‘21 — 8.553)21 — 4.25%32 — 1.171‘42 .= 1.731‘43 + 0.81]}51 — 4.211‘54 .

U tabeli 11 date su statistike ocenjenih vrednosti koeficijenata najboljeg gama modela. Primetimo

Tabela 11: Ocenjeni koegicijenti gama modela

Koeficijenti Ocenjena vrednost | Standardna devijacija | p-vrednost
Bo | Slobodan ¢lan 78.89 0.02 0.00
511 | Stadnardna polisa -13.71 0.03 0.00
891 | Strana marka 4.19 0.02 0.00
831 | Pravno lice -8.55 0.04 0.00
B39 | Fizicko lice-zena -4.25 0.02 0.00
Ba2 | 4-5 godina -1.17 0.02 0.00
Bas | 6+godina -1.73 0.02 0.00
B51 | Severna Malezija 0.81 0.02 0.00
B854 | Ostrvo Borneo -4.21 0.03 0.00

da su potpuno iste kategorije uklju¢ene u gama model, kao i kod lognormalnog modela. Isto kao i
kod lognormalnog modela i u ovom slu¢aju su kategorije ,,2-3%, ,Isto¢na Malezija“ i ,, Juzna Male-
zija“ pripojene svojim referentnim nivoima.

Svi koeficijenti iz tabele 11 su statisticki znacajni, medjutim primetimo da je standardna devijacija
mnogo manja nego kod lognormalnog modela. Iz toga mozemo zakljuciti da je gama model pou-
zdaniji od lognormalnog modela.

Preostaje nam primena prosirenog postupka 1, kao i kod lognormalnog modela. U tabeli 12 prika-
zane su kona¢ne vrednosti gama skoring modela.

Dakle, kona¢ni gama skoring model je dat sa

§s=494+0 211+ 14x120 + 4221 + 0 290 + 0 - 31 + 432 + 9233 + 2041 + 1 - 242 + 0 - 243 + 2244 +
Sxs1 + 4xso + 4xs3 + 0 - 154 + 455 .

Najmanji skor je kao i kod lognormalnog modela 49, dok je maksimalna moguc¢a vrednost gama
skoring modela jednaka 83, §to znaci da se premija kreée u rasponu od 107 RM do 2726 RM.
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5.3 Primer normalnog skoring modela

Tabela 12: Ocenjene, modifikovane i konacne vrednosti gama skoring modela po kategorijama

Kategorije Koeficijenti | Modifikovana | Konacna
vrednost sko- | vrednost sko-
ra ra

Slobodan ¢lan (mini- 78.89 50.69 49
malni skor)

Obim pokriéa poli-

se

Standardno -13.71 0.00 0
Sveobuhvatno 0.00 13.71 14
Marka vozila

Strana marka 4.19 4.19 4
Lokalna marka 0.00 0.00 0
Pol osiguranika

Pravno lice -8.55 0.00 0
Fizicko lice-zena -4.25 4.30 4
Fizicko lice-muskarac 0.00 8.55 9
Starost vozila

2-3 0.00 1.73 2
4-5 -1.17 0.56 1
6+ -1.73 0.00 0
0-1 0.00 1.73 2
Regija

Severna Malezija 0.81 5.02 5
Isto¢na Malezija 0.00 4.21 4
Juzna Malezija 0.00 4.21 4
Ostrvo Borneo -4.21 0.00 0
Centralna Malezija 0.00 4.21 4

5.3 Primer normalnog skoring modela

Na kraju ako pretpostavimo da Y prati normalnu raspodelu sa ocekivanjem g i disperzijom e~

onda je normalni model dat sa

5 ’r’j—l

g(E(Y))=g(p)=Inp=n=pF+ Z Z BikTjk -

j=1 k=1

Tabela 13: Ocenjeni koeficijenti normalnog modela

Koeficijenti Ocenjena vrednost | Standardna devijacija | p-vrednost
Bo | Slobodan ¢lan 79.02 0.01 0.00
B11 | Stadnardna polisa -12.79 0.05 0.00
891 | Strana marka 4.02 0.01 0.00
831 | Pravno lice -7.40 0.03 0.00
B39 | Fizicko lice-zena -4.03 0.01 0.00
Ba2 | 4-5 godina -1.17 0.01 0.00
B3 | 6+godina -2.10 0.01 0.00
B51 | Severna Malezija 0.49 0.01 0.00
B854 | Ostrvo Borneo -4.01 0.03 0.00

10.2,

Primenom iterativne metode ponderisanih najmanjih kvadrata dobijene su ocene normalnog modela

koji je dat sa
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5.3 Primer normalnog skoring modela

7 =179.02 —12.79x11 + 4.02z91 — 7.40x97 — 4.03x32 — 1.17x49 — 2.10x43 + 0.4925; — 4.01x54 .

Statisticki parametri koeficijenata normalnog modela dati su u tabeli 13. Vidimo da su svi koefici-
jenti statisticki znacajni, dok su standardne devijacije koeficijenata mnogo manje od lognormalnog
modela, pa zaklju¢ujemo da je i normalni model pouzdaniji od lognormalnog modela.

Primetimo da i u normalnom modelu ucestvuju iste one kategorije kao i u prethodna dva modela.
Na taj na¢in smo ponovo kategorije ,,2-3%, , Istotna Malezija“ i ,,Juzna Malezija“ pridruzili njihovim
odgovaraju¢im referentnim nivoima.

Preostaje nam jos da prikazemo rezultate posle primene postupka 1 sa zaokruzivanjem na cele bro-
jeve. U tabeli 14 prikazane su kona¢ne vrednosti skorova svih kategorija normalnog skoring modela.
Najmanja moguca premija primenom normalnog skoring modela je 53, dok je maksimalna moguéa
premija 84, odnosno, premija se krece u rasponu od 156 RM do 3000 RM.

Tabela 14: Ocenjene, modifikovane i kona¢ne vrednosti skorova kategorija normalnog skoring modela

Kategorije Koeficijenti | Modifikovana | Konacna
vrednost sko- | vrednost sko-
ra ra

Slobodan ¢lan (mini- 79.02 52.72 53
malni skor)

Obim pokriéa poli-

se

Standardno -12.79 0.00 0
Sveobuhvatno 0.00 12.79 13
Marka vozila

Strana marka 4.02 4.02 4
Lokalna marka 0.00 0.00 0
Pol osiguranika

Pravno lice -7.40 0.00 0
Fizicko lice-Zena -4.03 3.37 3
Fizicko lice-muskarac 0.00 7.40 7
Starost vozila

2-3 0.00 2.10 2
4-5 -1.17 0.93 1
6+ -2.10 0.00 0
0-1 0.00 2.10 2
Regija

Severna Malezija 0.49 4.50 5
Istoéna Malezija 0.00 4.01 4
Juzna Malezija 0.00 4.01 4
Ostrvo Borneo -4.01 0.00 0
Centralna Malezija 0.00 4.01 4

38



6 Istrazivanje mogucé¢nosti primene skoring modela u Republici
Srbiji

Na¢in odredjivanja cene kasko osiguranja u osiguravajué¢im drustvima u Srbiji je u domenu
poslovne tajne. Medjutim, iz raznih kalkulatora kasko osiguranja, koji su dostupni na sajtovima
domacih osiguravaju¢ih kuca vidimo da premija zavisi od nekolicine faktora. Neki od tih faktora
su: vrednost vorzila, starost vozila, marka vozila, rizici koje premija pokriva, teritorijalno pokrice,
itd. Intuitivno, na osnovu ovih ¢injenica, skoring modeli mogu naé¢i primenu u odredjivanju premije
kasko osiguranja.

Moguénost primene skoring modela u Srbiji ispita¢emo istrazivanjem na podacima jedne domace
osiguravajuce kuce. Cilj istrazivanja je konstrukcija skoring modela na dobijenim podacima i provera
valjanosti modela, odnosno potrebno je izvesti zakljuéak o tome da li se skoring modeli mogu
primeniti u osiguravaju¢im drustvima koje posluju u Republici Srbiji.

Podaci sadrze informacije 107 799 jednogodisnjih polisa kasko osiguranja putnic¢kih vozila koje su
zakljucene u periodu od 2015. do 2019. godine. Ove podatke ¢emo podeliti u dve grupe

I podaci za testiranje - nasumic¢no odabranih 5390 (5%) polisa iz pocetnog skupa podataka

IT podaci za kontrukciju - preostalih 102409 polisa

6.1 Istrazivacka analiza podataka

Svaka od 107 799 polisa osiguranja sadrzi informacije o zaklju¢enoj godisnjoj premiji (zavisna pro-
menljiva), kao i informacije o 9 kategorijalnih varijabli (nezavisne promenljive) pomoc¢u kojih zelimo
oceniti premiju. Nezavisne promenljive sadrzane u podacima su

(i) Obim polise - predstavlja informaciju o raznim doplatama osiguranika (npr. malus, doplata
za neiskusne vozace, itd.).Moguée vrednosti su d1 i d2.

(ii) Snaga motora - predstavlja informaciju o snazi motora osiguranog vozila. Varijabla ima 4
moguce vrednosti snl, sn2, sn3 i sn4.

(ili) Vlasnik polise - predstavlja informaciju o osiguraniku polise. Moguée vrednosti su Z - osi-
guranik je fizicko lice - zena, M - osiguranik je fizicko lice - muskarac i PL - osiguranik je
pravno lice.

(iv) Starost vozila - predstavlja informaciju o starosti vozila u trenutku zaklju¢ivanja polise.
Moguce vrednosti su stl koja predstavlja sva vozila starosti do 4 godine, st2 koja predstavlja
sva vozila starosti od 5 do 8 godina i st3 su vozila starosti 9 godina i starija.

(v) Region - predstavlja informaciju o regionu u kojem je ugovorena polisa. Moguée vrednosti
su BG - Beograd i OST - ostatak Srbije.

(vi) Osigurana suma vozila - predstavlja iznos osiguranog rizika. Najcesce je to cena osigu-
ranog vozila, medjutim u zavisnosti od paketa kupljenog kasko osiguranja, ovaj iznos moze
biti i uveéan za osiguranje dodatnih rizika i umanjen ako se osiguranik odlué¢i za osiguranje
samo odredjenih rizika (na primer, dodatne opreme automobila). Varijabla ima 12 moguéih
vrednosti A, B, C, ..., K, L.

(vil) Zapremina motora - predstavlja informaciju o zapremini motora osiguranog vozila. Vari-
jabla ima 4 moguce vrednosti z1, z2, z3 i z4.
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6.2 Deskriptivna statistika podataka

(viii) Bonus - daje nam informaciju o tome za koliko je osnovna premija smanjena. Moguée vred-
nosti su bl, b2 i b3.

(ix) Ucesée - daje nam odgovor na pitanje da li je ugovoreno ucesée osiguranika u eventualnoj
Steti. Moguée vrednosti su ul, u2 i u3.

6.2 Deskriptivna statistika podataka

U nastavku posmatramo podskup podataka koji koristimo za konstrukciju modela. Na slici 5 pri-
kazane su frekvencije zakljucene premije. Grafik frekvencije iznosa premije nam pokazuje da je
najveci broj polisa (oko 25000) ima iznos premije izmedju 10000 i 20 000 dinara. Takodje, ¢ak 85%
polisa ima premiju manju od 60000 dinara. Ova ¢injenica kao i zapazanje da je prosecna vrednost
premije veca od medijane za skoro 11 000 dinara , nam ukazuje da grafik frekvencije iznosa premije
obrazuje pozitivno asimetri¢nu raspodelu. Zbog toga su raspodele poput normalne, lognormalne i
gama raspodele (kao §to je navedeno i u studiji [12]), sa odgovaraju¢im parametrima, idealne za
modeliranje premije.

30000

Srednja St.
vrednost devijacija

38.464 38.607 3.337 27.708 383.452
20000
15000
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5000 ‘ | I
0 I D D S S G . . e . . .
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Iznos premije dat u hiljadama dinara
Slika 5: Graficki prikaz frekvencije zavisne promenljive

Sto se ti¢e nezavisnih varijabli, njihova deskriptivna statistika u odnosu na premiju data je u tabeli
15. Skup nezavisnih varijabli ¢ini 9 kategorijalnih promenljivih sa svojim kategorijama koje su
definisane u drugoj i tre¢oj koloni tabele 15. Kategorijalna promenljiva osigurana suma ima najveci
broj kategorija (12), dok su kategorijalne promenljive obim polise i region one sa najmanjim brojem
kategorija (2).
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6.2 Deskriptivna statistika podataka

Tabela 15: Deskriptivna statistika kategorija nezavisnih varijabli

KAT. PROMENLIIVA KRITERIJUM KATEGORIJA BROJ POLISA SR. VREDNOST ST. DEVIJACIJA MINIMUM MEDIJANA MAKSIMUM
- ) sa doplatom a1 1.024 54.508 54.253 3.755 37.351 380.935
Obim polise bez doplate a2 98.385 37.808 37.685 3.337 27.374 383452
0, 49] sul 7.816 1534 5.675 3337 10.457 204,682
(49, 69] sn2 27.567 19.444 9.664 3.363 17.355
Snaga motora(kW) (69, 104] sn3 44.898 16.485 5.052 30.116
(104, +0) snd 22.098 59.835 10.089 63.206
Zena 7 20.547 24.831 3.400 21.086
Vlasnik polise muskarac M 145.215 31.018 3.363 26.057 383.450
pravno lice PL 36.647 48.892 3.337 34.800 383.452
10, 4] st 16.481 I7Als 6.871 37.927 383.452
Starost vozila (br. godina) 4, 8] st2 32.758 25.984 3.543 23.315 361.284
(8, +o0) st3 23.170 15.253 3.337 15.098 251.901
- Beograd BG 19.806 10.405 3400 20,682 383.452
Region ostatak Srbije 0ST 52.603 36.676 3.337 25.721 382.330
0, 130.000) Iy T.087 2.632 3337 6.250 16.639
[130.000, 230.000) B 5.545 3.908 3.543 9.766 32.466
230.000, 360.000) ¢ 10.901 1.983 4129 12126 39.460
360.000, 490.000) D 9.845 6.160 5.645 15.894 56.018
490.000, 760.000) B 16.663 8.058 7.483 21.466 86.964
[760.000, 1.110.000) F 18.774 10338 9.335 28517 108.110
Osigurana suma (RSD) [1.110.000, 1.600.000) G 17.949 13.731 11.963 37.154 152.755
[1.600.000, 2.030.000) H 8.045 18.280 18.693 49.452 180.234
[2.030.000, 2.790.000) 1 6.616 24.107 24.607 65.765 217.392
2.790.000, 3.440.000) J 2.449 33.311 35.333 87.815 203.577
[3.440.000, 5.020.000) K 2471 143.383 12,416 122.627 361.284
[5.020.000, +0¢) L 2.064 66.115 77.064 201.818 383452
0, 1399] Al 37.373 11289 3337 17.290 139.919
(1399, 1899] 22 34.778 16.435 3.977 27.790 186.585
Zapremina motora (ccm) (1899, 2899] z3 25.681 36.944 4516 46.921 368.861
(2899, +o0) 24 4577 81177 18.243 124,114 383.452
do 40% osnovne premije bl 29.338 37.996 3.618 30.322 380.750
Bonus od 40% do 60% osnovne premije b2 55.128 38.436 3.354 28.457 382.299
vece od 60% osnovne premije b3 17.943 39.590 3.337 21,508 383.452
ez ucesca ul 57.315 30.879 3337 23.579 378.487
Ucesée uéesée od 5% u2 35.966 33.021 3.623 31.216 382.330
cesée od 10% i veée u3 9.128 69.754 3.767 48.551 383.452
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Slika 6: Graficki prikaz premije po kategorijama nezavisnih promenljivih
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6.2 Deskriptivna statistika podataka

Frekvencija iznosa premije po kategorijama prikazana je preko box-plot grafika na slici 6.

U tabeli 16 prikazane su sve kategorijalne varijable i kategorije sa njihovim matematickim oznaka-
ma, kao i oznake odgovarajucih binarnih varijabli. Za svaku kategoriju A, ;1 je binarna varijabla
koja ima vrednosti 0 ili 1, u zavisnosti od toga da li polisa zadovoljava odgovarajuci kriterijum po-
smatrane kategorije. Za svaku kategorijalnu promenljivu definisa¢emo referentni nivo. Bez gubljenja
opstosti, neka je za svaku kategorijalnu promenljivu za referentni nivo odabrana ona kategorija sa
najveéim brojem polisa (Cetvrta kolona u tabeli 15). Dakle, za referentne nivoe biramo kategorije
d2, sn3, M, st1, OST, F, z1, b2 i ul.

Tabela 16: Kategorijalne promenljive i kategorije koje ucestvuju u kontrukciji skoring modela
Kat. promenljiva (oznaka) Broj kategorija - r; Kategorija Oznaka kategorije Skor Bin. varijabla

. . dl Al S11 T11
obim polise(A4;) 2 a2 Ao Sio 1
snl Agy Sa1 T21

sn2 Ago Sao 22

snaga motora(As) 4 «n3 Aoy S o3
sn4 Agy Soa T24

Z Az S31 z31

vlasnik polise(A3) 3 M Asz S32 32
PL Ass S33 733

st1 A41 541 T41

starost vozila(4,) 3 st2 Agz Sa2 T42
st3 Ay Sa3 243

. BG Asy Ss1 T51
reglon(A5) 2 ()ST A52 552 x5
A Ag1 Se1 Z61

B Ag2 Se2 T62

C Ag3 Se3 763

D Aga Se4 Z64

E Ags Ses Ze5

. F Ag See6 Z66
osigurana suma(Ag) 12 G Agr Ser 267
H Ags Ses Z68

I Agg Se9 Zey

J Ag1o Sé10 7610

K Ag11 Se11 611

L Ag12 Se12 612

z1 Ar S71 T7]

_ 72 Ao Sra 72
zapremina motora(Ay) 4 73 Ars Sos P
z4 Ary Sty 74

bl Agy Ss1 g1

bonus(As) 3 b2 Aso Ss2 282
b3 Ags Ss3 Zs3

ul Agy So1 92

uéesée(Ay) 3 u2 Ago So2 T92
u3 Ag3 So3 293

42



6.2 Deskriptivna statistika podataka

Ispitivanje zavisnosti izmedju binarnih varijabli

Pre definisanja modela, proveri¢emo korelaciju izmedju objasnjavajucih varijabli. Zavisnost varija-
bli proveravamo koris¢enjem tabela kontigencije i ra¢unanjem vrednosti ¢res; (videti odeljak 3.7).
Rezultati su dati na slici 7. Iz korelacione matrice vidimo da je najveca korelacija (pozitivna ili
negativna) ostvarena izmedju kategorija sn2 i z3 (¢est = 0,58), medjutim sve vrednosti ¢est su
oko nule, pa zaklju¢ujemo da ne postoji znacajnija korelacija medju nezavisnim promenljivama.

Lizg X231 Xizz Xip4 Xiz1 Xi33 Xigx Xisz X5y Xien Xie2 Xied Ties Xies Xie7 Fies Xie9 ¥ic 10 Xie11 Xig12 Xi72 Xi73 Xiz4 Xigy Yigz X9z Xiea

Slika 7: Zavisnost binarnih varijabli prikazana kroz vrednost ¢pcst
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6.3 Skoring model 1 - konstrukcija skoring modela pomoc¢u klasa osiguranika

6.3 Skoring model 1 - konstrukcija skoring modela pomocu klasa osiguranika

Slicno kao u studiji [12] kontruisa¢emo skoring model u kojem se koriste klase osiguranika. Za
konstrukciju ovog modela koristi¢emo kategorijalne varijable snaga motora, starost vozila, obim
polise, region i vlasnik polise. Detaljan prikaz ovih varijabli i njihovih kategorija dat je u tabeli
16. Kako ove kategorijalne promenljive imaju, redom, 2, 4, 3, 3 i 2 kategorije, imamo da ove
kategorijalne promenljive obrazuju ukupno 2 -4 -3 -3 -2 = 144 klasa osiguranika. U tabeli 24,
koja se nalazi u plilogu ovog rada, prikazana je srednja vrednost premije i vrednost izlozenosti za
svaku klasu osiguranika. Kako su u podacima sve polise jednogodisnje, izloZenost klase je prikazana
kroz broj polisa. Primetimo, broj polisa klase K7 je jednak 0, pa ¢emo tu klasu izuzeti iz dalje
konstrukcije modela.

Skoring model koji zelimo dobiti je dat sa

5
s =50+ Z Sjkl‘jk, (13)

gde

s predstavlja ukupnu vrednost skora

e Sy oznacava vrednost pocetnog skora (minimalan skor)

Sji predstavlja vrednost skora kategorije Aji, j =1,2,...,5, k =1,...,7;

xji, predstavlja vrednost binarne promenljive Aj;-te kategorije , tacnije

{1, osiguranik ima osobinu A,
Tik =
J

0, inace

Cilj nam je, dakle, da odredimo vrednosti pocetnog skora Sy i skorove kategorija Si1, 512, ..., S52.
Skorove ¢emo odrediti pomoc¢u odgovarajuceg gama linearnog modela sa logaritamskom link funk-
cijom.
Kategorije sn3, st2, d2, OST i PL su oznacene kao referentni nivoi (u tabeli 16 oznacene crvenom
bojom), pa ako sa Y oznac¢imo slucajnu promenljivu koja predstavlja premiju osiguranja, onda
gama model ima oblik

g(B(Y)) = g(u) =In i = n = XB, (14)

gde

(i) Y ima gama raspodelu sa oéekivanjem p i disperzijom e~lo? >

(ii) vektor B je vektor koeficijenata modela, dok je X vektor nezavisnih binarnih varijabli ¢iji je
Bo
p
prvi element jednak 1, tj. 8 = Pa| i X = [1 T11 X2l - 9551}

59 ]
(iii) g je logaritamska funkcija, tacnije g(p) = Inpu
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6.3 Skoring model 1 - konstrukcija skoring modela pomoc¢u klasa osiguranika

Za potrebe racunanja koeficijenata modela (14), koristimo statisticki softver ,,R“ i njegovu ugradje-
nu funkciju glm(), koja koeficijente uopstenih linearnih modela, na osnovu uzorka, ra¢una pomocéu
iterativne metode ponderisanih najmanjih kvadrata.

Primenom stepenaste metode unazad, gde kao kriterijume koristimo vrednosti AIC i adj.R?, trazimo
model koji najbolje ocenjuje srednju vrednost premija klasa osiguranika. Nivo zna¢ajnosti ¢e u ovom
radu biti 95%. Pocevsi od modela koji sadrzi sve binarne promenljive, u svakoj iteraciji stepenaste
metode, koeficijente modela ra¢unamo pomocu softvera.

Posle primene stepenaste metode, dobijamo sledeé¢i model

7 = 10,58 — 0,28z17 — 0,8x9; — 0,47x92 + 0,84x94 + 0, 12233 — 0, 4249 — 0, 68243 .

Dakle, primenom stepenaste metode unazad, iz modela su odstranjene binarne varijable x5; i x31,
§to znaci da je kategorijalna promenljiva region odstranjena iz dalje konstrukcije skoring modela,
dok je kategorija Z pripojena odgovarajucem referentnom nivou, tj. kategoriji M.

Za ovaj model je adj.R%? = 98,62%, §to je veoma visoka vrednost i govori nam da je model dobro
konstruisan.

U tabeli 17 prikazani su ocenjeni koeficijenti, njihove standardne greske, kao i vrednosti Valdovog
testa za testiranje hipoteze o jednom parametru. Standardne greske ocena koeficijenata su male, §to
nam govori o pouzdanosti ocena. Kako su p-vrednosti Valdovog testa manje od 0,05, zaklju¢ujemo
da su sve ocene koeficijenata statisticki znacajne na nivou znacajnosti od 95%.

Tabela 17: Ocenjeni koeficijenti gama modela, njihove standardne greske i odgovarajuce vrednosti

skorova kategorija
Kategorija Koeficijent Ocena St. Greska w-vrednost p vrednost Modifikovana Skor

ocena
Odsecak Bo ‘ 10,58 0,01 437400 <0,001 9,10 65
d1 51 0,28 0,03 46 <0,001 0,28 2
d2 0,00 0
snl Ba -0,80 0,02 627 <0,001 0,00 0
sn2 53 -0,47 0,01 579 <0,001 0,33 2
sn3 0,80 6
sn4 B4 0,84 0,02 1611 <0,001 1,63 12
M, Z 0,00 0
PL B 0,12 0,01 52 <0,001 0,12 1
stl 0,68 5
st2 B -0,40 0,01 467 <0,001 0,28 2
st3 Bs -0,68 0,02 1014 <0,001 0,00 0

Analiza reziduala gama modela

U analizi reziduala gama modela, koristi¢emo Anskombe reziduale. Za dobro definisane i ocenjene
modele smo rekli da Anskombe reziduali imaju priblizno normalnu raspodelu. Anskombe reziduali

gama modela dati su sa
1/3
Yi
rA)i =3 (A ) —11 .
(ra) < Hi

Graficki prikaz Anskombe reziduala dat je na slici 8. Na levom grafiku vidimo da vrednosti rezi-
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6.3 Skoring model 1 - konstrukcija skoring modela pomoc¢u klasa osiguranika
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Slika 8: Graficki prikaz anskombe reziduala i njihov Q-Q grafik

duala ne odstupaju previse od nule, dok na desnom grafiku (Q-Q grafik) vidimo da reziduali imaju
priblizno normalnu raspodelu. Medjutim, kako je nas uzorak malog obima, normalnost rezidua-
la ¢emo ispitati i Sapiro-Vilk testom. Test statistiku Sapiro-Vilk testa za reziduale gama modela
rac¢unamo u softveru ,,R“ i dobijamo W = 0,98943, kao i odgovarajuéu p-vrednost koja iznosi 0, 94.
Kako je p-vrednost veca od zadate 0, 05 zakljucujemo da se raspodela reziduala statisticki znacajno
ne razlikuje od normalne raspodele.

Autlajeri i uticajne tacke

Detektovanje uticajnih tacaka sprovodimo LeveridZz metodom. Na slici 9 prikazane su vrednosti
Leveridz analize (y-osa) uticajnih tacaka za svaku opservaciju (x-osa) iz uzorka. Isprekidana linija
2p+2

oznacava granicu = 0, 333. Sve opservacije ¢ija je vrednost Leveridza veéa od granice 0, 333,

n
tj. to su tacke na grefiku koje su iznad isprekidane linije, predstavljaju potencijalne uticajne tacke.
Dodatnom analizom modela, koja je podrazumevala konstrukciju modela sa i bez ovih tacaka, utvr-
djeno je da potencijalne uticajne tacke ne uti¢u na vrednosti koeficijenata i parametara modela.

Sada prelazimo na pretvaranje ocena gama modela u skorove modela datog jednac¢inom 13. Kolona
modifikovana ocena u tabeli 17 predstavlja vrednosti skorova kategorija koji su dobijeni iz ocenje-
nih vrednosti odgovarajuéih koeficijenata gama modela, kada se na njih primeni postupak 1, koji je
opisan u teorijskom delu. Kolona skor se dobija kada se prethodna kolona podeli brojem In1,15 i
zaokruzi na ceo broj. Na ovaj na¢in smo dobili pregledniji skoring model, jer se sada skorovi kre¢u
u rasponu od 65 do 85. Deljenjem sa In 1,15 mi ustvari menjamo bazu logaritamske funkcije, sa
exp na 1,15, koja je prirodnija za nase podatke.

Korekcija skoring modela

Pogledajmo sada u kakvom su odnosu ocenjena i stvarna premija. U tabeli 18 vidimo da je ukupna
fitovana premija manja od stvarne premije za nesto vise od 122 miliona dinara. Medjutim, kako
je ukupna stvarna premija skoro 4 milijarde dinara, mozemo konstatovati da model dobro fituje
premiju kasko osiguranja. U prilog tome je i premijski racio, tj. odnos fitovane i stvarne premije,
koji je priblizno 1,031. U cilju poboljsanja modela fitovanu premiju je potrebno pomnoziti sa koe-
ficijentom korekcije koji je jednak recipro¢noj vrednosti premijskog racija. Na taj nacin, ¢e ukupan
premijski racio biti 1, dok ¢ée razlika ukupne fitovane vrednosti i ukupne stvarne vrednosti premije
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Slika 9: Vrednosti Leveridz analize za svaku opservaciju uzorka

biti 0, Sto je od velike vaznosti za menadzment osiguravajuceg drustva, jer se koriSéenjem modela

ne gubi na prihodu.

Tabela 18: Ukupna vrednost, razlika i racio prihoda od fitovane i stvarne premije

2.

144
i=1 €iYi

Vrednost
Ukupna vrednost izlozenosti St 102409
Ukupna vrednost fitovanih premija Z:ﬁ e;y; | 4061106521
Ukupna vrednost stvarnih premija S ewi | 3939090348
Razlika ukupne vrednosti stvarne i fitovane premije %i% ei(%m_ ) 122016173
Ukupan premijski racio M 1,031
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6.4 Lognormalni i normalni skoring model

Lognormalni i normalni skoring model podrazumeva pretpostavku da slu¢ajna promenljiva Y ima
lognormalnu i normalnu raspodelu, redom. Etape konstrukcije lognormalnog i normalnog skoring
modela na podacima za konstrukciju je potpuno analogan prethodnoj kontrukciji, pa ¢emo navesti
samo glavne rezultate i zakljucke ovih skoring modela.

U tabeli 19 prikazani su dobijeni rezultati lognormalnog skoring modela. Ocene koeficijenata lognor-
malnog modela su gotovo identi¢ne onima koje smo dobili u gama modelu, s tim $to je standardna
greska ocena lognormalnog modela nesto ve¢a. Minimalna razlika u ocenama modela implicira da
gama i lognormalni skoring model imaju potpuno iste skorove. U tabeli 20 date su vrednosti normal-

Tabela 19: Ocenjeni koeficijenti lognormalnog modela, njihove standardne greske i odgovarajuce

vrednosti skorova kategorija
Kategorija Koeficijent Ocena St. Greska w-vrednost p vrednost p vrednost Skor

Odsecak Bo 10,57 0,02 432238 <2e-16 9,10 65
d1 51 0,27 0,04 44 <2e-11 0,27 2
d2 0,00 0
snl B -0,79 0,03 619 <6e-16 0,00 0
sn2 53 -0,47 0,02 571 <2e-16 0,33 2
sn3 0,79 6
sn4 By 0,83 0,02 1584 <2e-16 1,63 12
M, Z 0,00 0
PL Be 0,12 0,02 51 <2e-16 0,12 1
stl 0,68 5
$t2 By -0,40 0,02 461 <2e-16 0,28 2
st3 s -0,68 0,02 1004 <2e-16 0,00 0
adj. R? 99, 29%

nog skoring modela. Ocene parametara normalnog modela se nesto vise razlikuju od prethodna dva
konstruisana modela. Medjutim, te razlike nisu dovele do veé¢ih odstupanja u vrednostima skorova
kategorija, ako posmatramo sva tri modela. Jedina razika u odnosu na gama i lognormalni skoring
model je u vrednosti skora kategorije sn3, ta¢nije kod normalnog skoring modela ta vrednost je niza
za 1 i sada iznosi 5.

Ova tri konstruisana skoring modela su nam pokazala da pretpostavka o razli¢itim raspodelama
premije ne daje znacajnu razliku u krajnjim skoring modelima, kao sto je to bio sluc¢aj u studiji
[12].

Tabela 20: Ocenjeni koeficijenti normalnog modela, njihove standardne greske i odgovarajucée vred-

nosti skorova kategorija
Kategorija Koeficijent Ocena St. GreSka w-vrednost p vrednost Modifikovana Skor

ocena
Odsecak Bo 10,54 0,04 376441 <2e-16 9,04 65
dl 51 0,30 0,03 131 <2e-16 0,30 2
d2 0,00 0
snl B2 -0,74 0,11 52 <6e-13 0,00 0
sn2 B -0,43 0,04 153 <2e-16 0,31 2
sn3 0,74 5
sn4 B4 0,89 0,02 2669 <2e-16 1,63 12
M, Z 0,00 0
PL B¢ 0,17 0,02 125 <2e-16 0,17 1
stl 0,75 5
st2 Br -0,45 0,02 577 <2e-16 0,30 2
st3 Bs -0,75 0,04 507 <2e-16 0,00 0
adj.R? 99, 3%
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6.5 Skoring model 2 - konstrukcija skoring modela pomoc¢u svake pojedinacne
polise osiguranja

Za razliku od prethodnog skoring modela koji smo konstruisali na osnovu formiranih klasa osigu-
ranika, ovaj skoring model éemo kontruisati na osnovu svake pojedinacne polise iz podataka za
konstrukciju modela. To znaci da je uzorak, pomocéu kojeg ¢emo kontruisati model, obima 102 409.
Razlika u odnosu na prethodno kontruisani skoring model je i broj kategorijalnih varijabli koje ¢emo
koristiti u konstrikciji modela. Naime, u ovom modelu ¢emo iskoristiti sve kategorijalne varijable
koje su dostupne u podacima, tj. iskoristi¢emo sve kategorijalne varijable date u tabeli 16. Skoring
model je dat sa

9 Ty
s=5y+ Z Zsjkmjk’ (15)
J=1 k=1

gde

s predstavlja vrednost skora za i-tu polisu

So predstavlja vrednost pocetnog skora

Sji je vrednost skora kategorije A, j = 1,2,...,9, k=1,...,r;

x i, predstavlja vrednost binarne promenljive Aj;-te kategorije, tacnije

1, osiguranik ima osobinu A
Ljk = .
0, inace

Kao i u kontrukeciji prethodnog modela i u ovom modelu ¢emo vrednosti skorova dobiti uz pomo¢
gama linearnog modela sa logaritamskom link funkcijom.
Ako sa Y oznacimo slu¢ajnu promenljivu koja predstavlja premiju osiguranja, onda nas model ima

oblik
g(E(Y)) =g(p) =Inp=n=XB, (16)

gde

(i) Y ima gama raspodelu sa ocekivanjem g i disperzijom o?p?

(ii) vektor B je vektor koeficijenata modela, dok je X vektor vrednosti binarnih varijabli, ta¢nije

Bo

S)1
B=|P|iX=[1 an xa1 - w3 .

| Bo7 |
Vazno je napomenuti da vektor X sadrzi samo binarne varijable za kategorije koje nisu refe-
rentni nivoi.

(iii) g je logaritamska link gunkcija, tj. g(u) = lnp
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6.5 Skoring model 2 - konstrukcija skoring modela pomoéu svake pojedinacne polise osiguranja

Pomoéu datog uzorka i softvera , R ra¢unamo koeficijente modela. Najbolji model, koji je dobijen

stepenastom metodom unazad, dat je sa

i = 10,11 4 0,26x11 — 0, 25291 — 0, 12x99 + 0, 08z24 + 0, 04233 + 0, 04241 + 0, 11245 + 0, 045,
— 1, 21$61 — 0, 89.%‘62 — 0, 71‘63 — 0, 491‘64 — O, 26$65 + 0, 25.@67 + 0, 47$68 + 0, 691‘69

4+ 0,91x610 + 1, 16611 + 1, 542612 + 0, 11270 + 0, 31273 4+ 0, 59274 4 0, 25281
— 0, 2-7583 — 0, 091‘92 — 0, 091‘93

sa vrednostima adj.R? = 87,5% i AIC =2 097 460.

Dakle, stepenastom metodom unazad iz modela je uklonjena samo varijabla x31, tj. varijabla koja
odgovara kategoriji Z. Primetimo da varijable xgs i 293 (koje pripadaju istoj kategorijalnoj promen-
ljivoj) imaju gotovo isti uticaj na zavisnu promenljivu. Zbog toga, uveséemo u model novu binarnu

varijablu definisanu sa

1, ako je Ti92 = 1ili Ti93 = 1

Ti94 = .
0, inace

Sa druge strane, primetimo da su koeficijenti koji stoje uz promenljive x33, x41 1 51 zanemarljivi,

Tabela 21: Ocenjeni koeficijenti gama modela, njihove standardne greske i dobijene vrednosti sko-
rova po kategorijama

Kategorija Koeficijent Ocena St. Greska w-vrednost p vrednost Modifikovana Skor

ocena
Odsecak Bo 10,16 0,003 15.256.403 <0,001 8,37 60
d1l 51 0,29 0,004 5.487 <0,001 0,29 2
d2 0,00 0
snl B -0,25 0,004 4.242 <0,001 0,00 0
sn2 B3 -0,12 0,002 2.640 <0,001 0,13 1
sn3 0,25 2
sn4 Ba 0,08 0,003 663 <0,001 0,32 2
stl,st2 0,00 0
st3 Bs 0,11 0,003 1.741 <0,001 0,11 1
A B1o -1,24 0,009 22.067 <0,001 0,00 0
B 511 -0,92 0,005 36.201 <0,001 0,32 2
C B2 -0,73 0,004 39.326 <0,001 0,52 4
D 513 -0,52 0,003 24.911 <0,001 0,73 5
E 514 -0,27 0,003 10.961 <0,001 0,97 7
F 1,24 9
G B 0,26 0,003 10.540 <0,001 1,50 11
H b6 0,49 0,003 22.727 <0,001 1,74 12
I Bir 0,72 0,004 39.526 <0,001 1,96 14
J b1 0,94 0,006 30.126 <0,001 2,18 16
K B9 1,20 0,006 46.586 <0,001 2,44 17
L B20 1,59 0,007 60.476 <0,001 2,84 20
zl 0,00 0
72 o1 0,11 0,002 2.922 <0,001 0,11 1
23 522 0,30 0,003 10.087 <0,001 0,30 2
z4 a3 0,57 0,005 11.698 <0,001 0,57 4
bl Boy 0,26 0,002 21.560 <0,001 0,46 3
b2 0,20 1
b3 Bas -0,20 0,002 9.292 <0,001 0,00 0
ul 0,10 1
u2,u3 Bag -0,10 0,002 3.682 <0,001 0,00 0

tj. nemaju znacajan uticaj na krajnju vrednost 7, a samim tim i ocenjene premije. Zbog toga, ove
promenljive ¢emo izuzeti iz kontrukcije gama modela. Ta¢nije ovim postupkom izbacivanja vari-
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6.5 Skoring model 2 - konstrukcija skoring modela pomoéu svake pojedinacne polise osiguranja

konkretan doprinos u skoring modelu, jer ¢e odgovarajuéi skorovi ovih koeficijenata biti jednaki 0.
Sada ¢emo jos jednom oceniti koeficijente gama modela, ali ovog puta bez varijabli zg2, x93, Z33,
T41 1 o571 1 sa uklju¢enom novom varijablom xg4. Jednacina ovog gama modela data je sa

ﬁ = 10, 16 + 0, 293311 — O, 251‘21 — O, 125622 + 0, 08(E24 + 0, 11&743 — 1, 245[?61 — 0, 921‘62 (17)
—0,73x63 — 0,52x54 — 0,27xg5 + 0, 26267 + 0,49x68 + 0, 72269 + 0, 94610
+1,2z611 + 1,592612 + 0, 11279 + 0, 3273 + 0, 57274 + 0,26281 — 0, 2283 — 0, 1oy

sa vrednostima adj. R? = 87,25% i AIC = 2099 050. Postupkom izbacivanja suvisnih promenljvih
i uvodjenjem nove promenljive, uo¢avamo minimalnu promenu u merama adj.R% i AIC . Taénije
adj.R? se smanjio za 0,25%, dok se AIC povecao za 1590, pa ovaj postupak mozemo smatrati
opravdanim. Drugim re¢ima, ovim postupkom smo uspeli znacajno da pojednostavimo model, za-
rad minimalnog smanjenja kvaliteta modela.

Parametri modela (17) su dati u tabeli 21. Ako posmatramo ocenjene vrednosti koeficijenata ne-
zavisnih promenljivih, vidimo da osigurana suma vozila ima najveéi uticaj na krajnju vrednost
modela. Razlika krajnje vrednosti modela vozila iz L i A kategorije je priblizno 2,83 (uz fiksirane
ostale varijable). Sa druge strane, vidimo da kategorijalne promenljive starost vozila i uéesée imaju
najmanji uticaj na krajnji rezultat modela.

Standardne greske svih ocenjenih koeficijenata modela su manje od 0,01, pa zaklju¢ujemo da su
ocenjene vrednosti koeficijenata stabilne.

Dobijene vrednosti Valdovog testa i odgovarajuéih p-vrednosti (Cetvrta i peta kolona iz tabele 21)
nam pokazuju da su svi koeficijenti statisticki znacajni za model (na nivou znacajnosti od 95%).
Poslednje dve kolone tabele 21 predstavljaju modifikovane vrednosti ocenjenih koeficijenata modela
i konac¢ne vrednosti skorova kategorija. U koloni mod. ocena date su vrednosti dobijene iz postupka
1, dok su vrednosti iz kolone skor dobijaju kada kolonu mod. ocena podelimo sa In 1, 15. Poslednja
kolona zapravo predstavlja vrednosti skorova za skoring model (15).

Analiza reziduala modela

Pogledajmo Sta se deSava sa rezidualima naSeg modela. Za potrebe racunanja reziduala gama
skoring modela koristicemo Anskombe reziduale. Zbog rada sa uzorkom koji ima veliki obim, nor-
malnost Anskombe reziduala testira¢emo grafickim metodom. Za gama uopstene linearne modele,
Anskombe reziduali su dati sa

v\ /3
(rA)¢=3<<ﬂf> —1), i=1,2,...,102409 .

Na slici 10 vidimo da reziduali imaju priblizno normalnu raspodelu sa ocekivanjem 0. Q-Q grafik
nam pokazuje da grafik normalne raspodele blago iskrivljen udesno.

Test izbora link funkcije
Na pocetku konstrukcije skoring modela, pretpostavili smo da premija ima gama raspodelu, dok je
za link funkciju uzeta funkcija In. Opravdanost ovakvog izbora link funkcije lezi u testiranju link

funkcije, gde tacke (g(9:) + 9’ (9i)(yi — 0:), 4i), @ = 1,2, ...,102409, priblizno leze na istoj pravoj. Na
slici 11 vidimo da je opravdan izbor logaritamske link funkcije.

o1



6.5 Skoring model 2 - konstrukcija skoring modela pomoéu svake pojedinacne polise osiguranja

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Slika 10: Greficki prikaz anskombe reziduala, njihova gustina i Q-Q grafik normalne raspodele
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fitted(gammamodel)
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Slika 11: Graficki prikaz testa link funkcije

Korekcija skoring modela

T
4e+05

Odnos stvarne i fitovane premije dat je u tabeli 22. Iz tabele takodje vidimo da je ukupna premija
manja od ukupne vrednosti fitovane premije. Iz tog razloga korigova¢emo model tako §to ¢emo

.. P . .. L . 1
fitovanu premiju pomoziti reciprotnom vrednoséu ukupnog premijskog racija, tj. brojem 0,981 Na
ovaj nacin ¢emo izjedaciti ukupnu vrednost premije i ukupnu vrednost fitovane premije. ’

Tabela 22: Ukupna vrednost, razlika i racio prihoda od fitovane i stvarne premije
Vrednost

Ukupna vrednost izlozenosti 22221409 €; 102409

Ukupna vrednost fitovanih premija 211221409 ey | 3864980772

Ukupna vrednost stvarnih premija 23221409 ey | 3939090 348

Razlika ukupne vrednosti stvarne i fitovane premije 221221409 ei(9; —yi) | —74109575
2102409 el

Ukupan premijski racio % 0,981
Zi:l iYi
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6.6 Testiranje modela

6.6 Testiranje modela

Posmatrajmo skup podataka za testiranje modela. Skup podataka za testiranje modela sadrzi 5390
jednogodisnjih polisa kasko osiguranja. Frekvencija i deskriptivna statistika premije data je na slici
12.

St.
500 Srednja vrednost Minimum Medijana Maksimum
devijacija
38.102 37.584 3.804 27.618 361.284

500

Frekvencija
&
g
=1

300

100

o M H‘llllllllllllll-l.-
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Iznosi premije dati u hiljadama dinara
Slika 12: Frekvencija i deskriptivna statistika premije iz skupa podataka za testiranje modela
Na ovom skupu podataka éemo testirati dva konstruisana gama skoring modela!?. U tabeli 23 dato
je poredjenje ukupnih vrednosti premija kroz razliku stvarne i fitovane premije i kroz premijski

racio, tj. koli¢nik fitovane i stvarne premije. Dobijene vrednosti nam pokazuju da skoring model 2
mnogo bolje fituje ukupnu vrednost premije.

Tabela 23: Stvarne i fitovane vrednosti premije podataka za testiranje modela

Stvarna premija | Skoring model 1 | Skoring model 2
Ukupna vrednost premije 205.369.048 206.591.487 205.147.075
Razlika ukupne vrednosti fitovane i stvarne premije 1.222.439 -221.973
Ukupan premijski racio 1,006 0,999

Pogledajmo sada kako skoring modeli fituju premiju svake polise ponaosob. Na slici 13 vidimo da
su vrednosti ; — y; za skoring model 2 znatno blize skoncentrisane oko 0, nego iste vrednosti za
skoring model 1. Ovu tvrdnju dokazuje i ¢injenica da je zbir 25930\% — y;| kod skoring modela 1
jednak 76 587617, dok je kod skoring modela 2 nizi i jednak 40877 660. To znaéi da skoring model
2 bolje fituje podatke i u sluc¢aju ako posmatramo svaku pojedina¢nu polisu.

Testiranje dva konstuisana skoring modela nam je pokazalo da oba modela veoma dobro fituju
ukupnu vrednost premije. Primetimo da kao i pri konstrukciji modela, porede¢i ih sa ukupnom pre-
mijom, skoring model 1 daje nesto vec¢e vrednosti ukupne premije, dok je ukupna vrednost premije
skoring modela 2 nesto niza. Sa druge strane, ako gledamo svaku pojedina¢nu polisu, tu je moé

koristimo korigovane skoring modele
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6.6 Testiranje modela

skoring modela 2 mnogo bolja, $to se i moglo ocekivati, uzevsi u obzir to da u skoring modelu 2
ucestvuje veéi broj kategorijalnih promenljivih.

¥i — yi za skoring model 1 $; — v; za skoring model 2
150000 150000
100000 100000

50000 50000

B D S e s o e U
AR PR NP R Y

-50000 -50000
-100000 -100000
-150000 -150000
-200000 -200000
-250000 -250000

Slika 13: Razlika fitovane i stvarne vrednosti premije za svaku polisu
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7 Zakljucak

Matematicki modeli imaju veliku primenu u poslovanju osiguravajuéih kuéa, pre svega zbog
ogromne koli¢ine podataka koje one poseduju. Razvojem brzih statistickih softvera koji postaju sve
pristupaéniji, modeli imaju veliki znacaj u donosenju brzih i efektivnih odluka menadzmenta osigu-
ravajuceg drustva. Skoring modeli su jedna vrsta matematickih modela koji imaju Siroku primenu
u razli¢itim oblastima. Najpoznatiji su kreditni skoring modeli, koji, izmedju ostalog, imaju ulogu
u definisanju ,,losih“ klijenata, tacnije klijenata za koje se smatra da imaju malu verovatnocu da
nece imati kasnjenja u otplati kredita banci. Sa druge strane, u industriji osiguranja skoring mo-
deli imaju Siroku primenu kako u procenama potrazivanja osiguranika, tako i u detekciji sumnjivih
potrazivanja.

Ovaj rad se bavi primenom skoring modela u oblasti racunanja i analize premije kasko osiguranja.
Glavna primena skoring modela je odredjivanje profitabilnosti odredjenih kategorija osiguranika,
medjutim skoring modeli se mogu primeniti i kao jednostavni kalkulatori, gde osiguranici mogu pro-
ceniti svoje individualne rizike. Kako se premija kasko osiguranja moze modelirati lognormalnom,
gama ili na primer, normalnom raspodelom, najpogodniji skoring modeli za modeliranje premije su
oni koji su bazirani na uopstenim linearnim modelima. Prvi deo rada posvecen je teorijskoj osnovi
uopStenih linearnih modela. Tu je definisana eksponencijalna familija raspodela, zatim varijansna
funkcija, kao i statistike za procenu adekvatnosti i dijagnostike modela.

Kroz primere modela, koji su dati u studiji [12], zaklju¢ujemo da su skoring modeli, koji su bazirani
na uopsStenim linearnim modelima, pogodni za modeliranje premije kasko osiguranja, ako se oda-
bere pogodna raspodela. U predstavljenim modelima za raspodelu zavisne promenljive, tj. premije
kasko osiguranja uzete su lognormalna, gama i normalna raspodela. Na osnovu dobijenih skorova u
modelima, moze se proceniti rizi¢nost odredjene grupe osiguranika, a time i njihova profitabilnost.
Sesti odeljak ovog rada posveéen je istrazivanju moguénosti primene skoring modela u Republici
Srbiji. Primena skoring modela u nasoj zemlji je jo§ uvek u teorijskoj fazi, gde se osiguravajuce
kuce retko odlucuju na primenu ovakvih modela. Zato je istrazivanje podrazumevalo konstrukciju
gama skoring modela na podacima jedna domace osiguravajuée kuce. Izvodjenje zakljucaka u kon-
strukciji modela zasnovano je na dobijenoj statistickoj analizi koristeéi program ,,R“. Prvi gama
skoring model, koji je konstruisan pomocu definisanih klasa osiguranika, konstruisan je na osnovu
prethodne detaljne analize teorijskog dela i studije [12]. Cilj konstrukcije ovog modela bio je da
se napravi paralela u odnosu na skoring modele date u studiji. Primeéeno je da najveéi uticaj na
krajnju vrednost skora imaju snaga motora i starost vozila , dok pol osiguranika i doplate nema-
ju znacajan uticaj. Sa druge strane, region, ¢iji su skorovi u malezijskim podacima pokazali da
stanovnici ostrva Borneo pla¢aju znatno manju premiju, kod nas nema znacajnijih razlika medju
osiguranicima iz Beograda i onima iz ostatka Srbije.

Zatim se preslo na konstrukcjiu drugog gama skoring modela koji je sadrzao sve dostupne kategori-
jalne promenljive iz podataka za konstrukciju i koji je konstruisan na osnovu svake polise ponaosob.
Cilj ove konstrukcije je bio da se model uporedi prethodno konstruisanim gama skoring modelom i
da se uvide odnosi medju kategorijama svake kategorijalne promenljive. Na osnovu dobijenih skoro-
va kategorija, zakljucak je da osigurana suma vozila ima najveéi uticaj na premiju kasko osiguranja,
dok region ima najmanji uticaj na konacnu premiju kasko osiguranja. Zapravo, mozemo zakljuciti
da vrednost osigurane sume najdirektnije odredjuje vrednost premije kasko osiguranja u Srbiji, dok
ostale kategorijalne promenljive imaju samo korektivnu ulogu.

Validacija i testiranje dva konstruisana gama skoring modela podrazumevala je testiranje modela
na skupu podataka za testiranje modela. Testiranje je pokazalo da drugi gama skoring model bolje
fituje kako ukupnu vrednost premije, tako i svaku polisu zasebno. Medjutim, prednost modela kon-
struisanog na osnovu klasa osiguranika je, pored manjeg broja prediktora i ta da za ovaj model nije
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potrebno znati kolika je zaklju¢ena premija za svaku polisu, vec je dovoljno znati srednju vrednost
premije za svaku klasu osiguranika, sto ¢esto moze znatno da uprosti proces modeliranja.
Konaé¢no, zaklju¢ujemo da se skoring modeli mogu primeniti u nasoj zemlji.

o6



8 Prilog

8.1 Osobine ocena napoznatih parametara

Neka je (Y1,Ys,...,Y,) prost slucajni uzorak obima n, n € N za obelezje Y i neka je § € Q C R>,
m € N nepoznati parametar u raspodeli tog obelezja.

Definicija 8.1. Statistika 6 € R” je nepristrasna ocena za parametar 0 ako je E(é) =0, a asimp-

A~

totski nepristrasna ocena ako vazi E(0) — 6, kada n — oo.

Definicija 8.2. Statistika 0 je konzistentna ocena parametra 0 ako 0 konvergira u verovatnoci ka
0, odnosno ako za svako € > 0 vaZi

P{| —6|> e} — 0, kada n — oo .

Konzustentnost mozemo ispitati preko srednje kvadratne greske u oznaci MSFE™

lim MSE()) = lim (Var(é) + (G—E(é))Q) :

n—oo n—oo

Definicija 8.3. Statistika 6 € R> je stabilna ocena nepoznatog parametra 6 ako je ona nepristrasna
1 konzistentna.

Definicija 8.4. Ocena 0, je efikasnija od ocene 6o nepoznatog parametra 6 ako je D(él) < D(ég).

Napomena 8.1. Donju granicu disperzije nepristrasnih ocena daje Rao-Kramerova nejedna-
kost

<alo;%<y; 9>>2] ’

gde je sa @ oznacena gustina slucajne promenljive Y. Ocena ¢ija je disperzija jednaka toj donjoj
granici nazivae se eftkasna ocena.

D(f) >
nk

8.2 Normalna raspodela

Neka je data normalna slucajna promenljiva Y sa oéekivanjem u (1 € R) i disperzijom o2 (o2 > 0)
ili matematicki Y : A'(u,0?). Tada je gustina ovakve sluéajne promenljive data sa

Parametar u (parametar lokacije) predstavlja sredinu slu¢ajne promenljive Y, dok o2 (parametar
skaliranja) predstavlja njenu varijansu.

Teorema 8.1. Neka slucajne primenljive Y;, 1 = 1,2, ...,n imaju normlane /\/'(,ui,o?) raspodele 1
neka su o; € R.Tada sluc¢ajna promenljiva Y =37 | a; X; ima normalnu N (p, o2) raspodelu, gde
je

n

n
W= Zaiﬂi i o= Z(aiai)z
i=1

i=1

“eng. Mean Standard Error
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8.2 Normalna raspodela

Veze sa drugim raspodelama

— 1
Neka su Y7, Y2, ..., Yy, : N(u, 0%) nezavisne slucajne promenljive i neka je Y = = > | V;. Tada vaii
n

(1) M : N(0,1)

g

Y _
(2) M :tn_1, gde smo sa t,_1 obelezili Studentovu raspodelu sa n — 1 stepeni slobode
o

Za nezavisne slucajne promenljive Z1, Zo, ..., Z, : N(0,1) vazi
T3+ 73+ .. +22:%3,

gde smo sa x?2 obelezili hi-kvadratnu raspodelu sa n stepeni slobode.
Za nezavisne slucajne promenljive W7 : x2 i W : x2, vazi
W1 n
/ : Fn,ma
W2 / m

gde je sa F), ,, data FiSerova rapsodela sa n i m stepeni slobode.

Sapiro-Vilkov test normalnosti uzorka

Sapiro-Vilkov!® test normalnosti uzorka koristi se za uzorke obima od 12 do 5000. Neka je dat
uzorak 1, ...,yn € R, pri ¢emu je y1 < yo < ... < y,. Sapiro-Vilkova statistika data je sa

_ (Z?:l az’yi)2
D S ek

1
gde jeg = —>"" , y; i gde su a; konstante koje su odredjene formulom
n

mTy-1

(mTV—1V—1m)1/2’

(a1,a2,...,a,) =

pri ¢emu je m = [ml ma mn]T , gde m; predstavlja oCekivanu vrednost i-te uredjene stati-
stike iz uzorka koji potice iz standardne normalne raspodele, dok sa druge strane, V predstavlja
kovarijacionu matricu uredjenih statistika.

Ako je nulta hipoteza tacéna, tj. uzorak ima normalnu raspodelu, onda statistika In(1 — W) ima
priblizno normalnu raspodelu.

Ovaj test je u softveru ,R“ dat komandom shapiro.test().

Q-Q grafik

Ako zelimo da ispitamo normalnost uzorka velikog obima, pozeljno je koristiti graficku metodu.
Jedan od grafickih prikaza koji nam priblizno moze odgovoriti na pitanje da li posmatrani uzorak
ima Zeljenu raspodelu (u ovom sluc¢aju normalnu), jeste tzv., Q-Q grafik.

Q-Q grafik je grafik koji poredi sortiran uzorak sa teorijskim uzorkom, u ovom slu¢aju, normalne
raspodele. Ukoliko te raspodele odgovaraju jedna drugoj, tacke na grafiku ¢e prakti¢no biti na
jednoj pravoj. U slu¢aju malog odstupanja, intuitivno se moze smatrati da posmatrani uzorak ima
normalnu raspodelu. Primeri Q-Q grafika dati su na slikama 8 i 10.

YSeng. Shapiro-Wilk
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8.3 Lognormalna raspodela

8.3 Lognormalna raspodela

Neka je data slucajna promenljiva Y za koju vazi Y : N(u,0?), 02 > 0. Tada slucajna promen-

ljiva Y = exp[Y] ima lognormalnu raspodelu sa parametrima g i o2 i matematicki se zapisuje

Y : LN (p, 0%)

Gustina slu¢ajne promenljive Y data je sa

1

(y— )’
exp [y] ov/ 2w

oy (exp [y]) = — exp [ ] L yceR.

Ocekivanje slu¢ajne promenljive Y dato je sa

E(Y) = exp [(M + J;)} :

dok je njena disperzija data sa

D(Y) = exp [(2p+ 0?)] (exp [0?] — 1) .

8.4 Gama raspodela

Osnovna dvoparametarska Gama raspodela data je gustinom

1 12
o(y) = (”’) exp [—”y},yzo,wo,“m,
yL(v) \ w [ v

gde je I'(a) gama funkcija defeinisana sa I'(a) = [ exp [—t] 1~ dt.
Ako slucajna promenljiva Y ima gama raspodelu, onda je

2

E(Y)=p Var(y)="'"

v.
Na slikama 14 i 15 prikazano je ponaSanje gustine Gama raspodele u zavisnosti od promene para-
metara a = vib= .
v
Funkcija dvoparametarske Gama raspodele data je sa
0a-

1
R a=2, b [0.5,3]
!

Slika 14: Prikaz ponaSanja gustine Gama raspodele za fiksiran parametar b
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8.4 Gama raspodela

06

0451

0.ar 8< [1,3], b=2
0.36
o.at
0.26
0.2
0.16

|
0.1
|

0.0E

Slika 15: prikaz ponasanja gustine Gama raspodele za fiksiran parametar a

Fly) = e D=0

gde je y(a,y) = foy t*~le~tdt nepotpuna gama funkcija.
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Tabela 24: Podaci za konstrukciju gama skoring modela po klasama

osiguranika
klasa obim snaga vlasnik  starost region sr. vred. premije izloZenost
polise motora  polise vozila (1) (e;)

K1 dl snl Z stl BG 23.653 1
K2 OST 22.993 5
K3 st2 BG 15.180 5
K4 OST 17.902 18
K5 st3 BG 11.464 10
K6 OST 10.275 5
K7 M st1 BG 0 0
K8 OST 18.349 5
K9 st2 BG 13.801 2
K10 OST 15.063 12
K11 st3 BG 12.531 19
K12 OST 15.111 7
K13 PL st1 BG 29.119 73
K14 OST 30.620 8
K15 st2 BG 19.565 42
K16 OST 19.333 27
K17 st3 BG 14.454 7
K18 OST 12.089 15
K19 sn2 Z stl BG 31.417 23
K20 OST 30.044 37
K21 st2 BG 18.061 27
K22 OST 19.224 16
K23 st3 BG 15.572 28
K24 OoSsT 12.341 20
K25 M stl BG 37.517 31
K26 OST 30.453 45
K27 st2 BG 21.763 36
K28 OST 19.740 29
K29 st3 BG 14.524 49
K30 OST 16.551 31
K31 PL stl BG 34.584 496
K32 OST 33.558 121
K33 st2 BG 25.546 180
K34 OST 22.313 97
K35 st3 BG 14.594 46
K36 OST 18.630 48
K37 sn3 Z stl BG 51.409 25
K38 OST 39.020 33
K39 st2 BG 32.605 15
K40 OST 36.360 13
K41 st3 BG 31.714 11
K42 OST 28.016 20
K43 M stl BG 51.909 69
K44 OST 41.462 71
K45 st2 BG 43.455 76
K46 OST 35.733 40
K47 st3 BG 27.267 58
K48 OST 24.948 40
K49 PL stl BG 61.417 548
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K50
K51
K52
K53
K54
K55
K56
K57
K58
K59
K60
K61
K62
K63
K64
K65
K66
K67
K68
K69
K70
K71
K72
K73
K74
K75
K76
K77
K78
K79
K80
K81
K82
K83
K84
K85
K86
K87
K88
K89
K90
K91
K92
K93
K94
K95
K96
K97
K98
K99
K100
K101
K102
K103

OST 49.021 115
st2 BG 39.601 186
OST 39.938 101
st3 BG 36.628 29
OST 26.890 82
sn4 Z stl BG 173.180 11
OST 123.468 11
st2 BG 68.892 7
OST 93.272 7
st3 BG 29.661 5
OST 65.311 2
M stl BG 128.949 30
OST 137.420 53
st2 BG 74.812 34
OST 76.324 41
st3 BG 44.658 26
OST 62.349 12
PL stl BG 149.171 256
OST 161.096 167
st2 BG 68.261 107
OST 93.116 54
st3 BG 67.416 20
OST 57.245 28
d2 snl Z stl BG 21.458 64
OST 19.003 99
st2 BG 12.381 345
OST 11.755 694
st3 BG 9.311 481
OST 9.184 939
M stl BG 18.677 91
OST 17.862 105
st2 BG 12.299 520
OST 11.055 846
st3 BG 9.689 532
OST 8.878 1085
PL stl BG 17.470 156
OST 18.801 192
st2 BG 12.114 277
OST 12.768 453
st3 BG 10.195 266
OST 9.245 440
sn2 Z stl BG 28.006 1193
OST 25.638 1207
st2 BG 16.902 1324
OST 15.590 1423
st3 BG 12.091 1184
OST 12.204 1412
M stl BG 27.272 1293
OST 25.156 1567
st2 BG 16.793 1775
OST 15.797 2104
st3 BG 12.205 1734
OST 12.146 2348
PL stl BG 27.982 2245
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K104
K105
K106
K107
K108
K109
K110
K111
K112
K113
K114
K115
K116
K117
K118
K119
K120
K121
K122
K123
K124
K125
K126
K127
K128
K129
K130
K131
K132
K133
K134
K135
K136
K137
K138
K139
K140
K141
K142
K143
K144

OST 26.536 1879

st2 BG 18.379 1015

OST 17.612 1248

st3 BG 14.441 384

OST 12.962 872

sn3 Z stl BG 38.926 2138
OST 36.391 1899

st2 BG 26.499 1324

OST 25.363 1113

st3 BG 19.399 689

OST 20.396 700

M stl BG 38.732 4788
OST 37.249 4880

st2 BG 28.017 3248

OST 27.015 3631

st3 BG 21.966 1889

OST 20.947 2843

PL stl BG 40.980 5743
OST 42.932 3552

st2 BG 31.031 1465

OST 31.569 1848

st3 BG 24.984 598

OST 22.606 1018

sn4 Z stl BG 107.573 463
OST 78.192 417

st2 BG 55.129 369

OST 51.153 356

st3 BG 41.857 180

OST 38.051 179

M stl BG 96.326 1742
OST 87.466 1964

st2 BG 56.197 1766

OST 53.961 1798

st3 BG 40.236 896

OST 39.742 954

PL stl BG 111.269 3498
OST 110.708 3072

st2 BG 74.670 1124

OST 67.644 1520

st3 BG 53.159 419

OST 44.826 510
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