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Predgovor

U ovom master radu ¢emo numericki resiti Helmholcovu jednac¢inu drugog reda. To
je eliptitna parcijalna diferencijalna jednacina koja se primenjuje u razli¢itim oblastima
matematicke fizike, gde igra znac¢ajnu ulogu u talasnim procesima, protoku toplote, difuziji
itd.

Jednac¢inu éemo numericki reSavati metodom konac¢nih elemenata (FEM!). Ova metoda
je rasprostranjena i vrlo popularna zbog jednostavne primene na domene razlicitih oblika.
Njen razvoj potice jos iz 1941. godine kada se metod poceo razvijati za potrebe proucavanja
naprezanja u avionskim strukturama. Danas se koristi u medicini, poslovnom menadzmentu,
gradevinarstvu, masinskom inzenjerstvu, kao i kod termickih i fluidnih tokova (Burgersova
jednacina). Geometrijski slozeni domeni na kojima se problemi posmatraju, uz pomoé¢ ove
metode dele se na manje delove, koje nazivamo elementima.

Rad je podeljen u tri celine. U prvom delu ¢e biti opisana metoda kona¢nih elemenata
(FEM). Uveséemo osnovne teorijske pojmove kao §to su prostori integrabilnih funkcija,
Soboljevljevi prostori i pojam slabog resenja za elipticne probleme. U slede¢em koraku
¢emo opisati konstrukciju metode konacnih elemenata uopsteno kao i u dvodimenzionalnom
slucaju. Takode, uveséemo i pojam Galjerkinove ortogonalnosti i uvodimo lemu Céa koji
predstavljaju osnovu za analizu greske datog metoda. Koristeéi lemu Céa izveséemo opti-
malnu ocenu greske za aproksimaciju dobijenu metodom kona¢nih elemenata (a priori ocena
greske), a nakon toga uradi¢emo i a posteriori analizu greske preko dualnosti.

U drugom delu rada ¢e biti opisana, analizirana i numericki reSena Helmholcova jednacina
na ograni¢enom domenu. Metode reSavanja su poznate u nekim slucajevima za homo-
genu jednacinu u jednoj i dve dimenzije. Za komplikovanije slucajeve, tj. za nehomogenu
jednacinu, koristiéemo metodu konaé¢nih elemenata da bismo dobili aproksimativno resenje.
Helmholcova jedna¢ina ima vazne primene u oblastima optike, akustike, elektrostatike i
kvantne mehanike. Jednacina je linearna, pa znamo da je svaka linearna kombinacija njenih
reSenja, takode resenje.

Za resavanje jednacine FEM metodom koristic¢e se softver Matlab i u okviru njega apli-
kacija PDE Toolbox. Prvo ¢emo izvrsiti inicijalizaciju mreze za domen na kome se resava
jednacina. Opisa¢emo i pojednostavljenu FEM metodu i za nju generisati kod koji resava
Helmholcovu jednacinu. ReSenja dobijena u Matlabu ¢emo graficki prikazati.

Poslednji deo rada ¢e biti usmeren ka analizi greske. Testira¢emo proizvoljnu jednacinu
za koju veé znamo egzaktno reSenje i uporediti sa aproksimacijom dobijenom FEM metodom.
Prikaza¢emo i 3D grafike greske dobijene FEM metodom u Matlabu. Kao $to je veé nave-
deno, FEM je jedna od najmo¢nijih numerickih metoda, ali uspesna primena FEM metode
zavisi od njene formulacije, unoSenja odgovaraju¢ih parametara kao i pravilnog tumacenja
podataka na Sta ¢emo posebno obratiti paznju.

Iskracenica od finite element method
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1 Uvod

Herman von Helmholtz (1821 - 1894)
je bio jedan od najveé¢ih nemackih nauc¢nika
XIX veka. Roden je u Potsdamu 31. av-
gusta 1821. godine kao sin gimnazijskog
profesora. Oduvek se zanimao za prirodne
nauke, ali ipak nakon zavrSetka srednje
gkole upisuje Vojnu akademiju u Berlinu i
tamo stice zvanje doktora medicine. Na-
kon studija se zaposlio kao vojni lekar u
Potsdamu, ali njegov nau¢no - istrazivacki
rad tu ne prestaje. Njegova interesovanja
su jako 8iroka, od medicine, fizike, matema-
tike, pa sve do psihologije, filozofije i mu-
zike.

Najveéi doprinos medicini Helmholtz je
ostvario na polju oftalmologije koja do tada
nije bila posmatrana kao egzaktna nauka.
Njegovi najznacajniji pronalasci su oftal-
moskop koji je ucinio mreznjacu vidlji-
vom i oftalmometar koji meri zakrivljenost
roznjace. Ubrzo nakon toga je napisao
7 Priruénik za fiziolosku optiku” (Handbuch
der Physiologischen Optik) koji je bio os-
novna literatura u toj oblasti sve do kraja
XX veka. Bio je osniva¢ moderne meteoro- Slika 1 - Herman von Helmholtz
logije, sprovodio je razlicite studije o grm-
ljavinama i olujama, vrtlozima i vodenim talasima. Takode je istrazivao podrucje akustike
u Cijoj oblasti je izumio Helmholcov rezonator. Godine 1863. izdao je knjigu pod nazi-
vom ”Doktrina o senzcijama zvuka kao fizioloska osnova za teoriju muzike” (Die Lehre von
den Tonempfindungen als physiologische Grundlage fiir die Theorie der Musik) koja je bila
veoma cenjena medu muzi¢arima sve do kraja XX veka.

Drugu polovinu svoje karijere posvetio je istrazivanjima u oblasti matematicke fizike gde
se nasao u istom rangu sa tadasnjim najistaknutijim fizicarima i matematicarima. Njegov
doprinos u matematici i fizici najvise se odnosi na oblasti dinamike, termodinamike, hi-
drodimanike i elektrodinamike. Helmholtz je prvi matematicki formulisao prvu, a ujedno
i glavnu teoremu termodinamike. Jednacina Gibbs-Helmholtz koja je rezultat njegovog
rada sa ucenikom Villardom Gibbsom prosiruje drugi zakon termodinamike. Prilikom is-
trazivackog rada, ¢ak i kada je pisao radove u oblasti filozofije i psihologije, primeceno je
njegovo matematicko rezonovanje.

Uopstena Helmholcova jednacina koja ¢e biti predmet istrazivanja ovog master rada
se pojavljuje u proucavanju razlicitih fizickih problema koji zahtevaju reSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednaéina i u prostoru i u vremenu. Jednaéina koju mi posmatramo je zapravo
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PDJ? koja predstavlja nezavisan oblik talasne jednacine ¢ije resenje u nekim slucajevima
dobijamo tehnikom razdvajanja promenljivih.

1.1 Motivacija

Motivacija za prouc¢avanje Helmholcove jednacine dolazi iz njene Siroke primene u svim
oblastima nauke. To je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda koja se pojavljuje
u mnogim poljima fizike, a njena resSenja se primenjuju u razli¢itim oblastima kao Sto su
mehanika talasa, kvantna mehanika i elektrostatika. Mi ¢emo posmatrati uopsteni oblik
Helmholcove jednacine koji je dat sa

Au+du=f (1.1)

gde A predstavlja matematicki operator Laplasijan i A predstavlja proizvoljan koeficijent.
U zavisnosti od vrednosti koeficijenta A Helmholcova jednac¢ina ée imati primene u razli¢itim
oblastima fizike, navodimo najvaznije:

1) Mehanika talasa

Ako u opstoj formulaciji Helmholcove jednacine koeficijent A zamenimo sa k? gde k
predstavlja takode proizvoljnu konstantu i ako je f = 0 dolazimo do PDJ drugog reda
oblika

Au+k*u =0 (1.2)

koja nastaje prirodno kada trazimo monofrekventna ili vremenski harmoni¢na resenja ta-
lasne jednacine u tri dimenzije, tj. ako zelimo resenje koje ima odvojene prostorne i vremen-
ske promenljive. To je razlog zaSto se jos naziva i jednacina redukovanog talasa. Konstanta
k predstavlja broj talasa. Koeficijent k je najcesée realan broj, ali moze u nekim slucajevima
biti i kompleksan, npr. ako centar Sirenja apsorbuje energiju. Za niske vrednosti koefici-
jenta k imamo malo talasa i u tom slucaju (1.2) se ponasa kao Laplasova jednacina. Ipak,
za, visoke vrednosti koeficijenta k reSenja su visoko oscilatorna $to komplikuje i usloznjava
analiticke i numericke metode za njeno reSavanje.

Neki jednostavni primeri gde nalazimo ovu jednacinu su laseri, vibracione membrane
(npr. bubnjevi), zvuéni talasi koji se Sire, zemljotresi itd.

2)Kvantna mehanika

Kvantna mehanika je oblast fizike koja proucava materiju i zracenje na atomskom ni-
vou. U ranom XX veku se pocela razvijati jer klasi¢na teorija fizike nije mogla da objasni
rezultate nekih eksperimenata. Tada se znalo da elektroni kruze oko jezgra atoma, tako da
njihovo kretanje podseca na kruzenje planeta oko Sunca. Klasi¢na teorija u ovom slucaju
predvida da ¢e se elektroni spiralom zabiti i srusiti u jezgro atoma, a to se ocigledno ne
desava. Ovakvo netacno predvidanje pokazalo je nauc¢nicima da je potrebna neka nova te-
orija koja bi objasnila nauku na atomskom nivou.
Helmholcova jednaéina u kvantnoj fizici se pojavljuje kao produzetak Sredingerove jednacine
koja predstavlja osnovnu jedna¢inu kvantne mehanike. Svaku kvantnu cesticu karakterise
talasna funkcija. Austrijski fizicar Ervin Sredinger je 1905. godine razvio diferencijalnu
jednacinu koja opisuje evoluciju tih talasnih kretanja. Uz pomoé Sredingerove jednacine

2Skracenica koja se esto koristi za pojam parcijalna diferencijalna jednacina
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nauénici mogu pronadi talasnu funkciju koja predstavlja resenje nekog problema u kvantnoj
mehanici. Uglavnom, u praksi, tatno resenje tih problema se ne moze naéi pa se uz pomo¢
odredenih pretpostavki i numerickih metoda dolazi do aproksimativnih reSenja datih pro-
blema. U nastavku je data matematicka formulacija Sredingerove jednacine:

HYU = EV (1.3)
gde E predstavlja ukupnu energiju sistema, a H je operator Hamiltonijan koji odgovara
ukupnoj energiji sistema ( potencijalnoj i kinetickoj ). Operator H je definisan sledeéom
formulom:

. h?

H=——A+V, (1.4)

2m
gde je V operator potencijalne energije, dok prvi sabirak predstavlja operatora kineticke
energije.

Na osnovu (1.4) jasno vidimo vezu izmedu Helmholcove i Sredingerove jednacine i u
kom smislu ona predstavlja prosirenje Helmholcove jednacine definisane u (1.1). ReSenje
Sredingerove jednacine ¥ nam ne daje konkretan polozaj elektrona u odredenom trenutku,
kao u klasi¢noj teoriji fizike, nego verovatnocu da ¢e se elektron naéi na odredenom mestu
u datom trenutku. Mesto koje predvida ovo reSenje poznato nam je kao orbitala kretanja
elektrona u jezgru.3

3) Elektrostatika

Elektrostaticko polje E nije bilo kakva vektorska funkcija, to je posebna vektorska
funkcija za koju znamo da je diferencijalni operator curl od gradijenta uvek jednak nuli
(V x E =0). Ovo je veoma bitno svojstvo elektri¢nog polja koje ¢emo iskoristiti da bismo
vektroski problem pronalazenja F sveli na skalarni problem. Ako sa V' oznac¢imo elektri¢ni
potencijal, moze se pokazati da vazi jednakost:?

E=-VV. (1.5)

Kada u Gausovom zakonu VE = £ primenimo (1.5) dobijamo VE = V(-VV) =
—V2V. Odavde dalje sledi jedna¢ina poznata kao Poasonova jednaéina :

vy =2, (1.6)
€0

U oblastima u kojima nema naelektrisanja imamo p = 0 i tada se Poasonova jednacina svodi
na Laplasovu jednacinu :

~-V*V =0. (1.7)

Poasonova jednacina se pored elektrostatike primjenjuje jos u oblastima poput astronomije,
protoka toplote i dinamike fluida.

3Introduction to Quantum Mechanics by David J. Griffiths, Darrell F. Schroeter, 2018
4Introduction to Electrodynamics by David J. Griffiths, 1999
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2 Metoda konac¢nih elemenata (FEM)

2.1 Osnovni pojmovi prostora funkcija

Tacnost numerickih resenja PDJ dobijenih metodom konaé¢nih elemenata dosta zavisi
od glatkoce analitickog resenja jednacine koju posmatramo. Precizne pretpostavke o regu-
larnosti resenja i podataka moze se formulisati posmatranjem klasa funkcija sa specificnim
diferencijalnim i integrabilnim svojstvima, zovemo ih prostori funkcija.

2.1.1 Prostor neprekidnih funkcija

Ovde ¢emo opisati neke jednostavne prostore koji se sastoje od neprekidno diferencija-
bilnih funkcija. Radi lakseg zapisa, uvodimo pojam multi - indeksa. Neka N oznacava skup
nenegativnih celih brojeva. Uredena n-torka

a=(ay,..,a,) € N

naziva se multi - indeks. Nenegativan ceo broj |a| := a; + ...+ a;, zove se red multi - indeksa
a = (ag,...,a,). Mi oznacavamo (0, ...,0) sa 0 i o¢igledno vazi |0] = 0. Neka je

a n |l
e (D" (0N ok
o1 oz, Ox{*...0xp"

Da bismo pokazali vaznost oznake multi - indeksa navesémo primer funkcije sa tri promen-
ljive.

Primer 1. Pretpostavimo da je n =31ia = (aq,a9,0a3) , ; € N, j=1,2,3. Tadaza u
koja je funkcija tri promenljive x1, x2, x3 imamo:

o Ou &3u &3u O3u O3u &3u
Z D% = 3 +

i + + + + =
o 3 0x30ry  0x30xs  Ox10x3  Or1023 Oz

n 9%y n O3y 4 O3y +@
01022013 023013 00023 023

Umesto da pisemo celi izraz sa desne strane, pisa¢emo samo jedan izraz sa leve strane.
Neka je © otvoren skup u R” i neka je k € N. Oznaci¢emo sa C*(Q) skup svih neprekidnih
realnih funkcija definisanih na  tako da D%u je neprekidna na ) za sve a = (aq, ..., ),
gdje je |a| < k. Pretpostavimo da je 2 ogranicen otvoren skup, C*(Q) é¢e oznacavati skup
svih funkcija u iz C*(Q) takvih da D®u se moze produziti sa Q na neprekidnu funkeiju na
Q , zatvorenje skupa ), za sve a = (ay, ..., a,), |a] < k. C*(Q) se moze snabdeti normom

llloe = 3 sup | Deu(z)|
lal<k e
Posebno, kada je k = 0 pisa¢emo C(Q) umjesto C°(Q2) da bismo oznadcili skup svih nepre-

kidnih funkcija definisanih na Q. U ovom slu¢aju imamo:

[l = sup u(@)] = max u(x)
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Sliéno, za k =1

n
ou
ullor gy = sup |[D%u(z)| = sup |u(z)| + ) sup|=—(x
Il = 3 sup D%u(o)] = supfu(o)l + 3 gl ()
Primer 2. Posmatrajmo otvoren interval = (0,1) C R!. Funkcija u(z) = % pripada
C*(Q) za svak k > 0. Kako je Q = [0,1] i lim,_, u(z) = oo, jasno je da u nije neprekidna
na Q. Isto vazi i za njene izvode. Dakle u ¢ C*(Q) za svako k > 0.

Nosac¢ neprekidne funkcije v definisane na otvorenom skupu Q C R™ se definiSe kao
zatvaranje u ) skupa {x € Q : u(xz) # 0}. Nosa¢ funkcije u éemo oznacavati sa supp u.
Skup supp w je najmanji zatvoren podskup od €2 takav da u = 0 na Q\supp wu.

Primer 3. Neka je w funkcija definisana na R™ na sledeéi nacin:

1
T 1-(x2
() = {e .zl <1

0, mnace
gdje |z| = /2% + ... + 22. Ocigledno, nosa¢ funkcije w je zatvorena jediniéna lopta
{z eR": |z| < 1}.
Oznaciéemo sa CF () skup svih funkcija u iz C*(Q) ¢iji nosaé je ograni¢en podskup od
Q. Neka je

Ce*(2) = [ CH ()

k>0

Napomena. Funkcija w iz primera 3 pripada prostoru C§°(R).

2.1.2 Prostori integrabilnih funkcija

Sledece §to ¢emo uvesti u ovom odeljku je klasa prostora koji se sastoje od integrabilnih
funkcija. Neka je p realan broj takav da je p > 1. Oznaci¢emo sa L,(£2) skup svih realnih
funkcija definisanih na otvorenom podskupu 2 C R” tako da je

[ s < o.

Svake dve funkcije koje su jednake skoro svuda (osim na skupu mere nula) na ) se smatraju
istima. Dakle, L,(2) sastoji se od klasa ekvivalentnih funkcija.
Na prostoru L, () definisana je norma

lullz, @) = (/Q |u(x)|pdx) .

Takode ¢emo razmatrati prostor L., (2) koji se sastoji od funkcija definisanih na Q takvih
da |u| ima konac¢an esencijalni supremum? na ).

5Postoji pozitivna konstanta M takva da |u(x)] < M za skoro sve = € 2, najmanji takav broj M naziva
se esencijalni(osnovni) supremum od |u| i piSemo M=ess.sup,ca|u(z)|
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Na prostoru L., (€2) je definisana norma

lullL (o) = ess.supzealu(z)|

Za nas ¢e biti izuzetno vazan slucaj koji dobijemo za p = 2, tada je

lullzae) = ( /Q u<gc)|2dgg)é |

Na prostoru L2(2) moze se definisati unutrasnji proizvod sa
(u,v) := / u(x)v(x)dx.
Q
Ocigledno, [lul|z,q) = (u,u)?.
Lema 1.(Kosi - Svarcova nejednakost) Neka u i v pripadaju La(Q), tada uv € Li(Q) i
[(u, )] < Ml o @101 La(0)-
Posledica 1. (Nejednakost trougla) Neka w i v pripadaju Lo (£2), tada u + v € La(02) i
lu+vllLy0) < lullz,@) + 10l

Znamo da svaka norma zadovoljava nejednakost trougla , pa i norma definisana na L, ()
prostorima. Sledi, za 1 < p < oo

lu+vlz,@ < llull, @ + vz, @), u,v € Ly(Q).

U nastavku ¢emo jos navesti Helderovu nejednakost koja predstavlja generalizaciju Kosi-

Svarcove nejednakosti, vazi za bilo koje dve funkcije u € L,(Q) i v € Ly(Q) sa 1% + ﬁ =1

< lullr,@llvllz, ©-

/Qu(;v)v(x)dac

2.1.3 Soboljevljevi prostori

U ovom odeljku uvodimo klasu prostora zvani Soboljevljevi prostori koji imaju vaznu
ulogu u modernoj teoriji diferencijalnih jednac¢ina. Prije nego damo preciznu definiciju
Soboljevljeog prostora, uveséemo pojam slabog izvoda.

Neka je u € C*(Q2), gde je Q otvoren podskup u R” i neka je v € C§°(€2) , tada formula
parcijalne integracije glasi:

/ Du(z)v(x)dr = (—1)1*! / u(z)Dv(z)dx, la| <k, YveC§(Q)
Q Q

Treba napomenuti da svi izrazi koji ukljuc¢uju integrale ¢ije su granice izvan skupa 2, a koji
nastaju tokom parcijalne integracije, su nestali, jer v i svi njeni izvodi su 0 na granici od 2.
Ova jednakost predstavlja polaznu tacku za definisanje slabog izvoda.

Sada pretpostavimo da je u lokalno integrabilna funkcija definisana na Q (u € L}, () ako
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je fK |u(z)|de < oo za sve K C Q) kompaktne skupove). Pretpostavimo takode da postoji
funkcija we, lokalno integrabilna na €2 i tako da vazi

/wa(x)v(x)dx = (—1)l / u(z) D (x)d, Yo € C(NQ).
Q Q

Tada kazemo w,, je slabi izvod funkcije u reda |a|, |a| = a1 + ... + ap, pisSemo w, = D%u.
Da bismo se uverili da je ova definicija dobra, mora se pokazati da ako lokalno-integrabilna
funkcija ima slabi izvod, onda on mora biti jedinstven. Ovo je direktna posledica DuBois
Reymond’s leme®.

Ako je u dovoljno glatka funkcija, tj. u € C*(£2), onda njen slabi izvod D%u reda |a| < k

L e .y . lo .

se poklapa sa odgovaraju¢im parcijalnim izvodom u klasi¢nom smislu, m. Da bi-
T 925

smo pojednostavili zapis, slovom D ¢emo oznacavati klasicni i slabi izvod, a razmatreanjem

glatkoce funkcije ¢emo uvek znati o kojem se izvodu radi.

Primer 4. Neka je Q = (—1,1) i neka je data funkcija f(z) = z|z|. Zelimo odrediti slabi
izvod prvog reda date funkcije. Primetimo, klasi¢ni izvod ove funkcije je

Sada, za svako v € C§°(Q2) imamo

/_11 [ (z)de = /1 |z (z)dx = /0 —a*v' (z)dx + /1 2 (z)dx

-1 -1 0

—2%v(z)|%, +/

-1

0

1
v(x)2zdr + 220 (x)[} —/ 2zv(z)dx
0

- /1 2l|v(z)dz

-1

U ovom primeru vidimo da je slabi izvod jednak odgovarajucem klasi¢nom izvodu.

Sada mozemo da damo preciznu definiciju prostora Soboljeva. Neka je k nenegativan
cijeli broj i pretpostavimo da je p € [1, 00]. Definisemo

WE(Q) = {u € Ly(Q) : D*u € Ly(),|a| < k}

W;f (©2) zovemo Soboljevljev prostor reda k i na njemu mozemo defnisati normu na sledeéi
nacin

P

lullwsy = | 32 1D%ul g 20 1<p<oco,
lal<k

6Pretpostavimo da je w lokalno integrabilna funkcija definisana na otvorenom skupu €, Q C R™ Ako
Jqw(@)v(z)de = 0 za sve v € C°(Q2) onda w(x) = 0 za skoro svako z € Q.
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Sa ovom normom prostor W () je Banahov i

lullwe @) == > 1Dullz. (o) za p=o00
la| <k
Neka je
1
‘U|W§(Q) = Z ”DQU”L 2(9) )
la|<k

za p € [1,00), mozemo napisati

p

k
||U||Wk Q) = Z\ Wi (Q) )

7=0
Sli¢no,
ulwr @) == > IIDullz_ (),
lo|=k
imamo
I S .
3=0
Zak>1,|- |W§(Q) se zove Soboljevljeva semi-norma na WIIf(Q) Nama ¢e biti vazan slucaj

za p = 2, prostor W¥(Q) je tada Hilbertov prostor sa unutraénjim proizvodom

(w, V)W) = Z (D%u, D%v)

|| <K
Iz tog razloga, cesto pisemo H¥(Q) umesto WX (). Mi éemo najcesée koristiti Hilbertovski

Soboljevljev prostor H'(Q) i H?(2). Nase definicije za ove prostore i njihove norme i
seminorme su u obliku:

HYNQ) = fu€ Lo() : O € Ly(), 5= 1,...n},
J

" Ou 3
e = {0+ D g I
j=1

0l ) = {Z I o

Sliéno, zap =21k = 2,

0%u
n
T 8:518:3]

du , o
HQ(Q):{ueLQ(Q) Sl e L), j=1. € Lo(Q), z,y:l,...,n},
J

10
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" Ou - 3
e = {Ilduien + D Iy + D o o
j=1

1,j=1

n 1
fulme = { ||ax o, )

1,j=1

Na kraju jo§ definiS§emo specijalni Soboljevljev prostor Hg(€2) kao zatvaranje prostora C§°
u normi || - || g1(). Drugim re¢ima, Hj(€2) je skup svih funkcija u € H*(Q2) takvih da je u
grani¢na vrednost niza {u, }5°_; sa u, € C5°(2). Moze se pokazati (pod uslovom da je 09
dovoljno glatak) da

Hy(Q)={uc H(Q):u=0 na 00Q}.

H}(2) je zapravo skup svih funkcija u € H'(Q) takvih da je 4 = 0 na rubu od .
Primeéujemo da je H} () Hilbertovski prostor sa istom normom i unutrasnjim proizvo-
dom kao i H!(£2). Ovaj prostor se uglavnom koristi za PDJ sa datim homogenim grani¢nim
uslovom u = 0 na 99 (Dirihleov uslov).

Lema 2.(Poenkare - Fridrihsova lema) Pretpostavimo da je Q otvoren ogranic¢en skup u
R™ (sa dovoljno glatkom granicom 99) i neka je u € H{(£2). Tada postoji konstanta c,(Q)

nezavisna od u, tako da
/ lu(z)[*dx < C*Z/

Dokaz. Kako znamo da je u € HE () grani¢na vrednost u H*(2) niza {u, }3°_; C C§°(Q),
dovoljno je pokazati ovu nejednakost za u € C5°(€2).

Radi jednostavnosti, posmatracemo specijalan slu¢aj pravougaonog domena Q = (a,b) x
(¢,d) u R2. Dokaz za uopsten skup € je analogan.

Ocigledno,

(2.1)

axl

ueg) =ula)+ [ GEende= [ Fend  e<y<d

Zatim, na osnovu Kosi-Svarcove nejednakosti,

/ lu(z,y)|?dedy = § dydac
< / / (x —a) &y d§> dydzx
< / x—a)d < dﬁdy)
1 U
= §(b —a)? /Q %(x,y) dxdy.

11
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Analogno, vazi
2

1
[ lutw)? dody < 5= o [ | S| dody.
Q 2 aloy
Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo
9 ou|? ou|?
dzdy < c. — — dzdy,
LLW@&M xy_cué<ax ay| ) “W

2 2 \7!
glec. = (p+ase) - ™
Npr. za Q = (0,1)? C R? imamo ¢, = %, 2a Q= (0,1) C R, ¢, = 1.

2.2 Slaba resenja za elipticne probleme
Tipican primer elipti¢nih jednacina je Laplasova jednacina
Au=0

i njen nehomogen oblik, Poasonova jednacina

—Au = fv
gde koristimo zapis
n 82
A =
8$i2

za Laplasov operator.
Uopsteno, neka je 2 otvoren i ograni¢en skup u R™ i posmatramo linearnu PDJ drugog reda

_ Z 88% (au(x)(iz) + Zbl(x) gfi +ce(zx)u=f(z), ze€qQ, (2.2)

ij=1

gde koeficijenti a;j,b;,c i f zadovoljavaju sledece uslove:

;5 € Cl(ﬁ), ,7=1,....,n

b eC(Q), i=1,...,n
ceC@), fecC@),
i . .
S a()EE > ey &2 VE=(6,..6) ER", zeq. (2.3)
i,j=1 i=1

Konstanta ¢ je pozitivna i nezavisna od z i §. Uslov (2.3) se obi¢no naziva uniformna
elipti¢nost i (2.2) se zove elipti¢na jednaéina.

Ako posmatramo probleme koji se pojavljuju u praksi, (2.2) se uglavnom javlja sa jednim
od sledeé¢ih grani¢nih uslova, gde sa g ozna¢avamo datu funkciju definisanu na 9<:

12
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e u = g na 0N (Dirihleov grani¢ni uslov)

° % = g na 012, gde v oznacava spoljasnji jedini¢ni vektor normalan na 92 (Nojmanov

graniéni uslov)
o I+ ou=gmna R, gde o(z) >0 na 092 (Robinov grani¢ni uslov)

e Generalizacija Nojmanovog i Robinovog grani¢nog uslova je

" 0
Z aija—;i cosaj+o(z)u=g

4,j=1

na 00 gde «; je ugao izmedu jedini¢nog vektora normalnog na 0N i ose x; (Kosi
izvedeni grani¢ni uslov)

Napomena. U mnogim problemima koje nalazimo u fizici, na 92 se namece vise od jednog
grani¢nog uslova (npr. 0% je unija dva disjunktna podskupa 997 i 99, sa Dirihleovim
graniénim uslovom na 9€; i Nojmanovim grani¢nim uslovom na 9€s). Takve grani¢ne
slu¢ajeve ne¢emo razmatrati u ovom radu.

Razmatranje ¢emo poceti homogenim Dirihleovim grani¢nim problemom

n

_ Z aij (az](x)§;> + Zbi(l‘) g;i +c(z)u= f(z), z€Q, (2.4)

ij=1

u=0, na 02 (2.5)
gde a;j,b;,c i f su kao u (2.3). Funkcija u € C%(Q2) N C(Q) koja zadovoljava (2.4) i (2.5)
se zove klasiéno reSenje problema. Teorija parcijalnih diferencijalnih jednacina tvrdi da

(2.4) i (2.5) ima jedinstveno klasi¢no resenje, pod uslovom da su a,j, b, ¢, f i 9Q dovoljno
glatki.

Primer 5. Posmatrajmo sada Poasonovu jednac¢inu sa nultim Dirihleovim grani¢nim uslo-
vom na domenu Q = (—1,1)" u R™:

1
—Au = sgn <2|9:>, z e
u =0, x € 0N

Ovaj problem nema klasi¢no resenje u € C2?(Q) N C(Q), jer bi inaée Au bila neprekidna
funkcija na £ §to nije mogudée jer sgn (% - |z|) nije neprekidna na €.

U ovakvim slucajevima, klasi¢na teorija PDJ viSe nije prikladna i da bismo prevazisli njena
ogranicenja, uopsticemo pojam resenja slabljenjem uslova diferencijabilnosti na u. Na ovaj

13
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nacin ¢emo modi resiti jednacinu iz prethodnog primera, kao i sve ostale jednacine sa "ne-
glatkim” podacima.
Pretpostavimo da je u klasi¢no resenje problema (2.4) i (2.5). Tada za bilo koje v € C}(£2),

n
0
Zzl/ 87 (a”a ) vdx + Z/ bi( vda: + /sz c(x)uvdr = A f(@)v(x)dx
Parcijalnom integracijom prvog integrala i napominjuéi da v = 0 na 952, dobijamo:

Bu ov
Z/ 83; ijd Z/ axlvdx—i—/ uvdx—/f z)dz, Yv e Cy(R).

2,7=1

Da bi ova jednakost imala smisla vise ne moramo pretpostavljati da je u € C?(Q) veé je
dovoljno da u € Ly(2) i 2 5o € L2(2), i =1,2,...,n. Kako znamo da u mora da zadovoljava

Dirihleov grani¢ni uslov, prirodno je traziti u u prostoru H¢(Q2), gde

HYQ) = {u € Ly(Q) : Ou

o (Q),i=1,...,n, u=0 na 0N}

Dakle, mi razmatramo sledeéi problem : pronaéi u € HE () tako da

ou v
Z/ Bxlaxjd +Z/b axz

. / uvd:cf/f 2)dz, Vo€ CL(Q). v

Primetimo da C(2) € H}(Q) i lako se vidi da kada u € HE(Q) i v € HE(Q), izraz na levoj
i desnoj strani jednakosti (2.6) i dalje je dobro definisan.”
Uvodimo definiciju:

Definicija 1. Neka je a;; € LOO(Q) B,j=1,..,n,b; € Loo(Q),i=1,...,n, c € Loo(N) 1
neka je f € Ly(Q). Funkcija u € Hi () koja zadovoljava

= Ju Ov 8u

71 Juvde = / f(x)v(x)dz, Vv e H}(Q). 0

se zove slabo reSenje problema (2.4), (2.5). Svi parcijalni izvodi se posmatraju kao slabi
izvodi.

7Primetimo takode da se koeficijenti a;;j vise ne pojavljuju pod znakom izvoda u (2.6) pa nije neophodno
pretpostavljati a;; € (X (D)F aij € Loo(2) ¢emo pokazati da je dovoljan uslov. Takode, zahtevi glatkoce
nametnuti na koeficijente b; i ¢ mogu se ublaziti: b; € Loo(Q) zai =1,...,n1c¢c € Lo ().

14
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Ocigledno, ako je u klasi¢no resenje (2.4), (2.5) onda je ono i slabo reSenje problema (2.4),
(2.5). Obrnuto ne vazi. Ako za (1.5), (1.6) imamo slabo resenje, ono mozda nije dovoljno
glatko da bi bilo klasi¢no resenje.

Sada ¢emo uzeti u obzir pitanje postojanja jedinstvenog slabog resenja za opsti problem
(2.4), (2.5). Radi jednostavnosti usvoji¢emo sledeéi zapis:

B (2.8)
+ ;/ b;(x) SZ vdx + /Q c(x)wodz
i
l(w)= | f(z)v(x)dx (2.9)
Sa ovim zapisom, problem (2.7) se moze za?)isati na slededi nacin:
pronadi u € H3(Q) tako da a(u,v) =1(v), Yv € Hj(Q) (2.10)

Da bismo dokazali egzistenciju jedinstvenog resenja ovog problema, koristi¢cemo teoremu iz
funkcionalne analize.

Teorema 1. (Laks-Milgram teorema) Pretpostavimo da je V realan Hilbertov prostor
snabdeven normom || - ||y. Neka je a(:,-) bilinearna funkcionela na V' x V tako da:

a) Jcg >0 Yo eV alv,v) > colv|?,

b) Je1 >0 Yo,w €V [a(w,v)| < c1||wllv|v]lv,

i neka je I(-) linearna funkcionela na V' takva da
c) Jea >0 Yo eV, |l(v)] <colv|v.
Tada postoji jedinstveno u € V tako da
a(u,v) =1(v) Yv e V.

Koristi¢emo Laks-Milgram teoremu sa V = Hg(Q) i || - v = || - |2 (e) da bismo pokazali
postojanje jedinstvenog slabog resenja za (2.4), (2.5).
Podsetimo se da Hg () je Hilbertov prostor sa unutrasnjim proizvodom

ow 0
(w,v) 1) = /wvdx—I—Z/ a;u 8;

i pridruzenom normom ||w|| g1 0y = (w, w)Hl(Q) Sledede $to ¢emo pokazati je da a(-,-) i

I(-) definisani u (2.8) i (2.9) zadovoljavaju pretpostavke Laks-Milgram teoreme.
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Pocinjemo sa (c). Preslikavanje v — [(v) je linearno: za svako «, 8 € R,

l(avr + Pug) = / f(@)(avi(z) + Buz(x))dx

:/f ) (z dx+5/f x)ve(z)dx

—Otl Ul)+ﬁl(vg) V1, U2 GHO(Q)

pa je I(-) linearna funkcionela na H} (). Takode, na osnovu Kogi-Svarcove nejednakosti

v)| = |/Qf(x)v(:z:)dx| < </Qf(x)|2dx)% </Q |v(x)2dx>;

= Iflleo @ vl 2oy < Lo ol 21 ()

za sve v € Hg(Q), gde smo koristili ociglednu nejednakost [[v ) < [[v]lai). Ako
uzmemo ¢z = || f||z,(q), dobijamo trazeni uslov.

Sada ¢emo dokazati (b). Za svako fiksirano w € H}(Q), preslikavanje w — a(v,w) je
linearno. Sliéno, za svako fiksirano v € H{ (€2), preslikavanje w — a(v,w) je linearno. Stoga
je a(-,-) bilinearna funkcionela na Hg (Q) x H} (2). Primenjujuéi Kosi-Svarcovu nejednakost,
zaklju¢ujemo da

. ow 81}
ot < 3 maxlo @] [ g 5o

’L,:

Q>

5 () ()
() ([

(fra) (o))
([ S (3204

A(fre) 5 ([izre))

Jj=1

(2.11)

gde

é:maX{lgggnrggm( )], lrggxnrfeaXIb( z)l, IfggIC(w)l}-
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Dalje, zakljucujemo da vazi

1

la(w, v)] < 2né /\w| dx+Z/|—|d 5

2 OV 9 3
{/Q|v| dm+jz_:1/ﬂ|axj| dm} ,

tako da ako ozna¢imo c¢; = 2né, dobijamo nejednakost pod (b):

la(w, v)| < erflwll e l[ollar@)- (2.12)

Preostalo nam je jos da dokazemo (a). Da bismo to uradili, trebalo bi da pretpostavimo
dodatne uslove za glatkoéu na koeficijentima b; zahtevanjem da b; € WL (Q2). Koristenjem
(2.3) zakljuéujemo da

(v,v >CZ/ |—|2dx+2/ m )d:z:+/ﬂc(x)\v\2dx,

gde smo koristili %v = % - (v?). Parcijalnom integracijom drugog izraza sa desne strane
dobijamo
n n
~ Oov 1 ob; o 9
a(v,v) > ¢ / | —2dx — 7/ [v] d:L'+/ c(z)|v|*dx
’ ; Q 8%‘1 2 Q ; 0 [ Q ’
tj. imamo

= Ov 1
o) 263 [ 12 par s [ (o ( >
i=1 v i=1

Pretpostavimo da b;,i = 1,..,n, i ¢ zadovoljavaju nejednakost

) lv|2dz.

— = Z 3x zeq. (2.13)

Tada

(v,v) > CZ/ |6xz (2.14)

Na osnovu Poenkare-Fridrihsove nejednakosti iz leme 2, desna strana se moze ograniciti sa
donje strane tako da

a(v,v) > E/Q|v|2dat:. (2.15)

Cx

Sabiranjem nejednakosti (2.14) i (2.15) dobijamo
o)z [ prar+ Y [ 120par) = ol (2,10
T Q ~ Jo Oz HH)
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gde je cg = ¢/(1 + ¢«). Dakle, pokazali smo i (a). Proverivsi sve hipoteze Laks-Milgram
teoreme, zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno u € H}(Q2) koje zadovoljava (2.10). To znaéi
da problem (2.4), (2.5) ima jedinstveno slabo resenje. Dolazimo do naredne teoreme.

Teorema 2. Pretpostavimo da a;; € Loo(Q), 4,5 = 1,..,n, b € WL(Q), i = 1,...,n,
¢ € Loo(), f € La2(Q) 1 pretpostavimo da vaze (2.3) i (2.13.). Tada graniéni problem (2.4),
(2.5) ima jedinstveno slabo resenje u € H{(£2). Vazi,

1
lull 71 () < a”f”LQ(Q) (2.17)

Dokaz. Kako smo u prethodnom dokazivanju uslova Laks-Milgram leme pokazali egzisten-
ciju i jedinstvenost slabog resenja za granicéni problem (2.4), (2.5), joS preostaje da pokazemo
da vazi (2.17). Na osnovu (2.16.), (2.10), Kosi- Svarcove nejednakosti i podseéajuéi se defi-
nicije || - [| 1 (q) imamo,

collullfn (@) < alu,u) = () = (f,u)
|(Fs w)l < [ fllza@llull o)
|

<
< | fllzo lull @ [ |

Napomena 1. Primenjujuéi teoremu 2 na primer 5 za 1 < 4,5 < n, Q@ = (=1,1)" i sa
koeficijentima:

0 i#j
aij(x) = o
1 1=y
1
bi(x) =0, c(x) =0, f(z)=sgn(z —I|zl)
vidimo da (2.3) vazi za ¢ = 1 i (2.13) vazi trivijalno. Tada pocetni problem iz primera 5

ima jedinstveno slabo resenje u € H}(€) na osnovu teoreme 2.

Napomena 2. Literatura kori§¢ena prilikom obrade poglavlja:
[1] Siili E., Lecture notes on finite element methods for partial differential
equations, Mathematical Institute University of Oxford, 2020.
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3 FEM aproksimacija za elipti¢ni grani¢ni problem

3.1 Konstrukcija metode konac¢nih elemenata

U ovom poglavlju opisujemo konstrukciju metode konac¢nih elementata za elipti¢ni grani¢ni
problem i naglasi¢emo neka od njenih kljuénih svojstava. Prvi korak u konstrukciji metode
konaé¢nih elemenata za elipti¢ni graniéni poblem (npr. (2.4)-(2.5)) je pretvoriti problem u
njegovu slabu formulaciju:

pronaé¢i u € V tako da a(u,v) =1(v), Yo €V, (P)

gde je V prostor resenja (npr. Hg za homogeni Dirihleov graniéni problem), a(-,-) je biline-
arna funkcionela na V' x V i [(-) je linearna funkcionela na V' (npr.(2.8) i (2.9)). Drugi korak
je zameniti V u (P) kona¢no-dimenzionalnim podprostorom V;, C V koji se sastoji od po
delovima neprekidnih polinomnih funkcija fiksnog stepena. Polinomne funkcije su povezane
sa ra¢unskim domenom, tj. svaka funkcija deluje na odredenom delu racunskog domena.
Stoga, uzmimo u obzir slede¢u aproksimaciju:

pronaéi up, € V3, tako da a(up,vn) =1U(vp), Yun € Vi (Pr)

Pretpostavimo npr. da vazi
dimVy, = N(h) i V(h) = span{¢1,.....onm)}

gde (linearno nezavisne) bazne funkcije ¢;,7 = 1,..., N(h) imaju "mali” nosa¢. Ako izrazimo
aproksimaciju uy, preko baznih funkcija ¢;, mozemo zapisati

N (h)

up(z) = > Usgi() (%)
1=1

gde U;,i = 1,..., N(h) treba odrediti. Tada (P},) mozemo ponovo zapisati:
pronadi (Uy,...,Unm)) € RY™ tako da

N (h)
a(¢ia¢j)Ui:l(¢j)v jzl""’N(h) (P}/z)

i=1
Ovo je sistem linearnih jednac¢ina za U = (Ul,...,UN(h))T, sa matricom sistema A =
(a(¢j,¢i)), dimenzije N(h) x N(h). Kako ¢; imaju "malene” nosace, a(¢;,¢;) = 0 za
veéinu parova i i j, tako da je matrica A retka®. To znaéi da je veéina njenih elemenata
jednaka nuli. Ova osobina je izuzetno znacajna iz ugla efikasnosti reSenja, jer iterativne
metode su naroéito brze za retke linearne sisteme. Kada resimo (P)) za (Un,...,Un(h))T,
na osnovu (%) dolazimo do aproksimacije za u.

8eng. sparse
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3.2 Po delovima linearne bazne funkcije

U ovom odeljku opisujemo konstrukciju metode konac¢nih elemenata kroz jednostavan
primer: homogeni Dirihleov grani¢ni problem za Poasonovu jednacinu na jedini¢cnom kva-
dratu u R2. Pretpostaviéemo da se prostor Vj, sastoji od po delovima neprekidnih i po
delovima linearnih funkcija.

Neka je € ograni¢en domen u R? poligonalnog oblika sa rubom 9. Tada  moze biti
podeljen na konacan broj trouglova. Pretpostavi¢éemo da svaki par trouglova u triangularnoj
podeli se dodiruje duz cele ivice, na vrhu ili se uopste ne presecaju, kao §to mozemo videti na
Slici 2. Oznaci¢emo sa hy, dijametar (najduzu stranicu) trougla K, definisemo h = max i hy.

Slika 2 - Podela domena Q C R? na trouglove

Trouglovi podele oznaceni sa K nazivaju se elementi. Svaki unutrasnji ¢vor, na slici
oznacen sa @ povezujemo sa osnovnom funkcijom ¢, koja ima vrednost 1 u tom ¢voru i ima
vrednost 0 u svim drugim évorovima. Za ¢ pretpostavljamo da je neprekidna funkcija na Q
i linearna na svakom od trouglova, kao $to vidimo na slici 3.

Pretpostavimo da su unutrasnji ¢vorovi oznaceni sa 1,2,...N(h), neka su date odgovarajuce
osnovne funkcije ¢1(xz,y), ..., onn)(z,y). Funkcije ¢1, ..., dn(n) su linearno nezavisne i one
obrazuju N (h)-dimenzionalan linearan potprostor V3, u H}(Q).

Razmotrimo slededi elipti¢ni problem:
“Au=f u Q
u=0 mna 900

Da bismo konstruisali aproksimaciju datog problema uz pomo¢ metode konac¢nih elemenata,
pocinjemo razmatranjem njegove slabe formulacije:

pronaéi u € Hy () tako da

Oudv  Oudv
i = Hy(Q).
/Q (8;10 pe + 9y 8y> dxdy /va dxdy, Vv € Hy(Q)

20
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Slika 3 - Bazna funkcija ¢

Aproksimacija problema po FEM metodi je data sa:

pronaéi uy € V;, tako da

8uha’0h 3uh8vh /
— —— + ——— | dxdy = dzxd v V.
J (e e+ Gy Gy st = [y o vy
Ako zapiSemo
N(h)

up(z,y) = Z Usdi(x,y),
i=1
metoda konaé¢nih elemenata moze se ponovo zapisati u obliku:
pronaéi U = (Uy, ..., UN(h))T e RY™ tako da

N(h)

; 0¢; 0¢; | 0¢i 09, _/ |
; v |:/Q (aT ox + dy Oy dxdy| = Qf(b]dxdy7
za j=1,..,N(h).
Ako sa A = [aji], F' = (Fy, .., Fyn)" omacimo

g [ (09:995 , 001 00;
aﬂ_a”_/g(al’ Oz + ay 3y Cl.’L'dy7

Fj = / fgbjdxdy,
Q
aproksimaciju naseg problema mozemo zapisati kao sistem linearnih jednacina

AU = F.
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Resavajudi sistem, dobijamo U = (Uy, ..., UN(h))T, zatim kada uvrstimo U dobijamo i reSenje

Up:
N(h)

Uh(l',y) = Z Ui(bi(x?y)?
i=1
Matrica A se naziva matrica krutosti®.

Da bismo pojednostavili, pretpostaviéemo da je & = (0,1) x (0,1) i posmatrajmo ekvi-
distantnu trijangularnu podelu . Na slici 4 mozemo primetiti da je svaki unutrasnji évor
date podele okruzen sa 6 jednakih trouglova koje numerisemo suprotno od smera kazaljke
na satu. Slucaj uopstene triangularne podele ¢emo videti kasnije, prilikom numerickog
reSavanja Helmholcove jednacine.

y
ynv=1
2
3 1
4 6
. 5
1
X
Xo=0 X .. xn=1

Slika 4 - Triangulacija Q = [0, 1] x [0, 1]

Neka ¢;; oznacava osnovnu funkciju koja se odnosi na évor (x;,y;):

1—2m 0 (ry) el
1- 8, (x,y) €2
1— &2, (z,y) €3

Gij(w,y) = 41— 22 =48 (z,y) €4
1— %Y (z,y) €5
1— 55 (z,y) €6
0, inace,

9eng. stiffness matrix
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3 FEM APROKSIMACIJA ZA ELIPTICNI GRANICNI PROBLEM

gde sa 1,2,...,6 oznacavamo trouglove koji okruzuju ¢évor (x;,y;). Tada,

~1/h, (z,y) €1
0, (z,y)€2
1/h, (z,y) €3
5 17 )
W =4 1/h, (z,y) €4
0, (z,y)€5
—1/h, (z,y) €6
0, inace,
Takodea
—1/h, (z,y) €1
~1/h, (z,y) €2
0, (z,y)€3
8 17 )
w =< 1/h, () €4
y 1/h, (x,y)€5
0, (z,y)c6
0, inace,
Kako je
Ni:lN_l U»'/ <8¢ij 0okt | i aékl) dxdy
i=1 j=1 YJa\ Oz O % %
Qe / (acm b | 00y 8"””) dzdy
=1 j=1 ! SUppPr1 O Ox by o

K3
=4Up; —Up—17 — U110 — U1 = Ugyq1, kJI=1,..,.N -1,
aproksimacija je ekvivalentna sa

Uk = 20Uk + Up—1g Ukigr = 2Uk1 + Ug i

h? h?
1
—i [ [ t@usuededy, bi=1.N -1
SUpPpPr1
Ui = 0 na 00

3.3 Samo-adjungovani elipti¢ni problem

Posmatrajmo elipti¢ni grani¢ni problem:

_ Z 87@ <aij($)8;> + ;bi(x)a;i +c(zx)u= f(x), z€Q,

i,j=1




3 FEM APROKSIMACIJA ZA ELIPTICNI GRANICNI PROBLEM

gde je Q ogranicen otvoren skup u R™, a;; € Loo(Q), i, = 1,...,n; b € WL(Q),i=1,...,n,
¢ € Loo(Q), f € La(R2), i pretpostavimo da postoji konstanta ¢ > 0 tako da

n

Z %zcz@, VE= (&1, &) €R?, Yz el (33)

Podsetimo se iz Poglavlja 2 slabe formulacije problema (3.1), (3.2):
pronadi u € Hy(Q) tako da a(u,v) =1(v), Yv € H}(Q), (3.4)

gde su bilinearna funkcionela a(-,-) i linearna funkcionela () definisane sa:

alu, v) ]Zl/ g;‘ ;;d +Z/ axlvd:ch/Q c(a)uvdz
:/Qf(z)v(:c)d:zr

——Zax >0, €9,

tada (3.4) znamo da ima jedinstveno reSenje u u prostoru Hi(€2). U posebnom slucaju,
kada je ispunjeno:

Pretpostavimo jos i da je

a;j(z) = a;(x), 4,j=1,...,n v €Q,

bi(z) =0, i=1,..,n, x€Q,

za, elipticni grani¢ni problem kazemo da je samo-adjungovan. Tada je bilinearna funkci-
onela a(-,-) simetri¢na, tj.

a(v,w) = a(w,v) Yv,w € H(Q).
Do kraja ovog poglavlja ¢emo smatrati da je a(:,-) simetriéna.

Dakle, sada razmatramo problem:

"0 0
— Z - <aij(x)8;> +e(x)u = f(x), z€Q, (3.5)
u =0, na 09 (3.6)
gde a;;(z) zadovoljava uslov elipti¢nosti (3.3), a;;(z) = a;i(z), c(z) > 0, z € Q. Problem

(3.5), (3.6) se moze predstaviti kao problem minimizacije.
Definisemo preslikavanje J : Hi — R tako da,

J(v) = %a(v,v) —1(v), ve H} D).
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Lema 3. Neka je u € H}(Q) jedinstveno slabo resenje za problem (3.1)-(3.2) i pretposta-
vimo da je a(, -) simetricno. Tada je u jedinstvena funkcija za koju J dostize minimum nad
H ().

Dokaz. Neka je u jedinstveno slabo resenje za (3.1)-(3.2). Posmatramo J(v) — J(u):

T(v) — J(u) = %a(v,v) i) — %a(u, w) +1(u)
= 1a(v,v) — ia(u, u) — (v —u)
1 1

Sa(v,) — Sau,u) — a(uv—u)
(v, v) ~ ga(u,u) — a(u, ) + afu, )
a(v,v) + %a(u, w) — a(u, v)
la(v, v) — 2a(u, v) + a(u, u)]

[a(v, v) = a(u,v) = a(v, u) + a(u, )]

a(v —u,v — u)

NP RN =N

Tada 1
J(v) — J(u) = §a(v —u, v — u).

Znamo iz (2.16)
alv —u,v —u) > collv— u||§{1(9), co > 0.
Sledi,
Co
Jw) = 1) 2 Lo~ g 2 0 (3.7)

Na kraju zakljucujemo,
J() > J(u), Yve€ Hi(Q), (3.8)

tj. u minimizuje J(-) nad H} ().

Pokazimo jo$ da je u jedina funkcija koja minimizuje J(-) nad H}(Q). Pretpostavimo
da je @ takode funkcija koja minimizuje J(-).
Tada je :
J(@) < J(v), Yve HQ) (3.9)

Kada uzmemo v = @ iz (3.8) zakljucujemo J(u) < J(@). Takode, ako uzmemo v = v iz (3.9)
imamo J(u) < J(u).
Sledi,

25
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Sada, na osnovu nejednakosti (3.7) znamo

- 1 _ o |~
0=J(a)— J(u) = §a(u —u, U —u) > EHu - u||%{1(9),
pa sledi,
||1~L—U||?;11(Q) =0 & u=u. ||
Lema 4. Neka je dato preslikavanje J : Hj(€2) — R definisano sa J(v) = fa(v,v) — L(v).
J(-) je konveksno preslikavanje, tj.
J(1 = 0)v+0w) < (1 —0)J(v) +0J(w), 6<€0,1], v,w € Hy(Q).

Dokaz. Koristedi definiciju preslikavanja J(-), desna strana postaje:

(1= 0)J(0) + 0.7 (w) = (1 9)%a(v, V) — (1— 0)i(v) + H%a(w, w) — 01(w)

1 1 1
= §a(v, v) — §Ha(v, v) —l(v) + 0l(v) + 9§a(w,w) — 0l(w)

Sa druge strane imamo,

J((1—=0)v+0w) = %a((l —0)v+ 0w, (1 —0)v + 6w) —I((1 — 0)v + Ow)
— (1= 0)i(v) — Bl(w) + %a((l )0, (1 0)) + %a((l — 0w, o)
+ %a(@w, (1-0))+ %a(&w, Ow)
2

= —l(v) + 0l(v) — Ol(w) + %a(v,v) — Ba(v,v) + %a(v,v) + %Ga(v,w)

- %Gza(uw) + %Ha(w,v) - %OQa(w,v) + %02a(w,w)

Sledi,
(1-0)J(v)+60J(w) = J((l—9)U—|—9w)+%9(1—9)a(v—w,v—w).
>0 >0

Kako je a(v — w,v — w) > 0 dobijamo trazenu osobinu konveksnosti, tj.

J((1=0)+0w) < (1—0)J(v) +0J(w). W

Pretpostavimo da je u minimum za J(-), onda je u stacionarna tacka za J(-):

) —
J (u)v = )1\13}) Jlut 1;\) I _ 0, zasvev€ H}(Q),

J(u+ M) — J(u) Ta(u+ Av,u+ M) — l(u+ M) — Sa(u, u) + L(u)

A N A
= a(u,v) + %a(v,v) —1(v)
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Sledi,

. A
;\%(a(u,v) + 5(1(11, v) —1(v)) =0

tj.
a(u,v) =1(v), Yve Hy(Q).
Prethodni zakljucak nas dovodi do Leme 5 i ujedno predstavlja njen dokaz.
Lema 5. Neka je u € Hg(2) minimum za preslikavanje J(-) nad H (). Tada je u reenje

problema (3.1)-(3.2). Problem (3.1)-(3.2) zovemo Ojler-Lagranzova jednaéina za dati
problem minimizacije.

Lema 5 je u potpunosti obratna od Leme 3 i njih dve zajedno daju ekvivalenciju slabe
formulacije, tj. :

pronaéi u € H(Q) tako da a(u,v) =1(v), Yv € Hy () (W)
54
pronadi u € Hy(Q) tako da J(u) < J(v), Vv € HL (). (M)

Iskoristicemo ovu ekvivalenciju da bismo dali aproksimativni oblik za u, tj. wup u samo-
adjungovanom slucaju. Obzirom da je V}, konaéno-dimenzionalan podprostor od H} (),
aproksimacija problema (W) metodom konacnih elemenata je:

pronaéi up, € V3, tako da a(up,vy) =1(vp), Yon € Vi (W)
<~
pronaéi up € V, tako da J(up) < J(vg), Vv, € V (Mp)

Dakle, up, se moze okarakterisati kao jedinstveni minimizator funkcionele J(-) tj.

J(up) = min J(vp)

v €VR

Naravno, vazi J(u) < J(up).

3.4 Galjerkinova ortogonalnost. Lema Céa

U ovom delu ¢emo izneti teorijske osnove za analizu greske metode konac¢nih elemenata.
Posmatrajmo ponovo elipticni grani¢ni problem

"9 ou - ou
_ igz:l ach (aij(x)ﬁxi> + ’Lz:;bl(ac)a—xZ +e(@)u= f(z), =x€9Q, (3.10)

u=0, na 0f) (3.11)
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gde je Q ogranicen otvoren skup u R™, a;; € Loo(Q), i, = 1,...,n; b € WL(Q),i=1,...,n,
¢ € Loo(), f € La(R2) i pretpostavimo da postoji konstanta ¢ > 0 tako da

n

> ai(@)6& > ey &0, VE=(&,.,&) R, Vo e, (3.12)
i=1

4,j=1

Slaba formulacija problema (3.10)-(3.11) je

pronaéi u € H3 () tako da a(u,v) = I(v), Yo € H}(Q), (3.13)

gde su bilinearna funkcionela a(-,-) i linearna funkcionela [(-) definisane sa:

a(u,v) Z/ g;iaa:;d +Z/b /Q()uvdm

1,7=1

Pokazali smo da ako vazi

onda (3.13) ima jedinstveno resenje u € HE(Q), slabo resenje problema (3.10)-(3.11). Poka-
zali smo i vise, |[ullm1() < & LI fll 2,0 gde je co dato kao u (2.16).

Sada pretpostavimo da je V}, konaéno dimenzionalan podprostor od H{(Q2) bez davanja
preciznih pretpostavki o prirodi prostora Vj, (jedina pretpostavka je da se V}, sastoji od po
delovima neprekidnih i po delovima polonomnih funkcija definisanih na podeli racunskog
domena Q).

Aproksimacija metode kona¢nih elemenata za (3.13) je

pronaéi up, € Vj, tako da a(up,vn) =l(v), Yun € V. (3.14)

Na osnovu pretpostavke da je Vj, C Hg (€2) sledi na osnovu Laks-Milgramove teoreme da
(3.14) ima jedinstveno resenje uy, € V},. Stavise, (3.13) vazi za bilo koje v = vj, € Vj:

a(u,vp) = l(vy), Yo, € V.

Oduzimajudi (3.14) od prethodnog identiteta zakljuéujemo da

‘a(u —up,vp) =0, Yo, € Vp. (3.15)

Svojstvo (3.15) zovemo Galjerkinova ortogonalnost i videéemo da igra glavnu ulogu
pri analizi greske metode konaé¢nih elemenata.
Znamo iz (2.16) da za v = u — uj, € HE(Q) imamo:

a(u — up,u —up) > collu — Uh||?11(9)~
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Dalje dobijamo,

1 1
—a(u—up,u —up) = —alu — up, u — vy + vy — up)
Co Co

IN

Ju —Uh||§{1(n)

1
= —a(u—up,u—ovp) + — alu— up, vy — up)
Co Co

=0 zbog svojstva (3.15)
Sledi,
9 1 1
lu—unl[zrq) < %a(u — Up, U — Vp) < C*OCH\U — upllm @) llu — vnllE1 ()
tj-
C1
Hu—uhHHl(Q) < %Hu—vhHHl(Q), Yo, € Vi
Ovo zapazanje nas dovodi do sledece leme:

Lema 6.(Céa lema) Za aproksimaciju uy, resenja u € Hg () vazi:

Hu — uh||H1(Q) < a min ||u — 'UhHHl(Q).
Co vhEVR

Sada ¢emo posmatrati samo-adjungovani problem, znamo da su ispunjeni uslovi a;;(z) =
aji(z), 4,7 =1,..,nibi(x) =0, i=1,...,n. Dakle, posmatramo problem:

"0 0
- Z 9, (a”(x)a:;> +e(x)u = f(x), z€Q,
i,j=1 i

u =0, na 0N
gde su preslikavanja a(u,v) i l(v) data sa:
~ Ou Ov
= ii()s—=—d d
a(u,v) z‘J‘Z_l/Qaj(az:)azi oe; :c—l—/Qc(:E)uv x
l(v):/f(x)v(x)dx.
Q

Definisemo
(v,w)q == a(v,w), v,w e H(Q)

gde (+,+)q : HY(Q) x H Q) — R, a(-,-) je simetri¢no, bilinearno preslikavanje i znamo da
vazi nejednakost (2.16):

a(v,v) > collvl|7nig)y Vv € Ho(Q).
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Sledi da (-, -), definise unutrasnji proizvod na H} (). Neka je || - || odgovarajuéa normal?,

tj. |vlla = a(v,v).
Slaba formulacija samo-adjungovanog problema je:
pronadi u € Hy(Q) tako da a(u,v) =1(v), Yv € HJ(Q).

Kako je V,, C H{, sledi
a(u,vp) = U(vp), Yop € V. (3.16)

Takode,
a(uh,vh) = l(vh), Yoy € V. (317)

Oduzimanjem jednakosti (3.17) od (3.16), dobijamo
a(u —up,vp) =0, Yo, €V,
t.
(U — uh,vh)a = 0, Yoy, € Vj,. (318)

Jednakost (3.18) predstavlja Galjerkinovu osobinu ortogonalnosti u samo-adjungovanom
slucaju. Greska u — uy 1 aproksimacija uy su ortogonalne u odnosu na unutrasnji proizvod

(.’.)a.

Na osnovu svojstva ortogonalnosti (3.18) imamo:

Sada na osnovu Kosi-Svarcove nejednakosti,
H’LL - uh”i = (u — Up,V — vh)a
<Hlu—unllallu = valla  Von € V.

Dakle,
lu —unlla < [lu—vulla Yon € Vi.

Sledi,
lw — up|le = Umin lw — v la-
h

Posto smo u gornjem izvodenju dokazali lemu Céa za samo-adjungovani slucaj, sada ¢emo
je i formalno zapisati.

Lema 7. Za aproksimaciju uj, € Vj, refenja v € Hg(Q) u normi || - ||, vazi:

|lu —uplle = min |Ju— valla-
vhEVh

10U stranoj literaturi cesto se koristi izraz energy norm tj. energetska norma
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Na kraju ovog poglavlja, posto smo definisali preslikavanje (-, -), i odgovarajuéu normu |||,
mozemo dokazati jo§ jednu osobinu matrice krutosti A.

Teorema 3. Matrica A je pozitivno definitna, tj. vazi
#T Az >0 ako je x # 0 isvi koreni od A su pozitivni.

Dokaz. Kako je matrica A simetri¢na, znamo da su svi koreni od A realni. Za svako n # 0,
pokaza¢emo da je nT An > 0:

M M
n"An = n"(An) = Z i Z aijn;

a(®i, ¢5)n

= 107

ﬁ
Il
-

<.
Il
-

Ms i Mi

(¢17773¢j)

(o

p"q:

@
Il
-

M M
=a Z niGis Zﬁj¢j
i=1 =1

= a(vs,vs) = HUSHi >0

a znamo da je vy = Y ,_; m:¢; # 0, jer je ) nenula vektor i ¢; su linearno nezavisni. W

Napomena. Literatura koriséena prilikom obrade poglavlja:

[1] Brenner S. C., Scott L. R., The Mathematical Theory of Finite Element
Methods, Third Edition, Springer, 2008

[2] Siili E., Lecture notes on finite element methods for partial differential
equations, Mathematical Institute University of Oxford, 2020.

[3] Zhilin Li, Tao Tang, Qiao Zhonghua, Numerical solution of differential
equations - Introduction to finite difference and finite element methods,
Cambridge University Press, 2018.
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4 APROKSIMACIJA HELMHOLCOVE JEDNACINE METODOM
KONACNIH ELEMENATA

4 Aproksimacija Helmholcove jednacine metodom
konac¢nih elemenata

Podsetimo se uopstenog oblika Helmholcove jednacine
Au+Au=f (4.1)

Ako je Q C R2, slaba formulacija Helmholcove jednagine u dvodimenzionalnom slucaju je

data sa
// Vu - Vudzdy + )\// wvdrdy = // fudzdy,
Q Q Q

gde je X prozvoljna konstanta i v € H}(Q).

4.1 Helmholcova jednacina u matematickoj fizici

4.1.1 Veza izmedu Helmholcove jednacine i pojedinih hiperbolickih i para-
bolickih jednacina

Posmatrajmo jedna¢inu

2
%TZU + 2a1%—l; + asw, (4.2)
gde su ag, a1,1 as konstante. Ako su sve ove konstante pozitivne, jednacina (4.2) je telegraf-
ska jednacina. Ako su a; i ag obe nula i ako je ag pozitivno, (4.2) postaje talasna jednacina.
Dalje, ako su ag i as obe nula i a; pozitivno, jednacina (4.2) postaje jednac¢ina difuzije i
toplotne provodljivosti. Ukoliko je a = 0, a1 > 0, as # 0, jednagina (4.2) postaje difuzna
jednacina u sredini u kojoj se odvijaju hemijske ili lancane reakcije.

Aw = ag

Koristeéi metod razdvajanja promenljivih, pokusajmo pronaéi resenje jednacine (4.2) u
obliku:
w(z, t) = u(x)v(t), (4.3)

gde je u(x) funkcija koja zavisi od prostornih koordinata, x €  C R? i v(t) je funkcija koja
zavisi od vremena. Kada zamenimo jednakost (4.3) u jednacinu (4.2) dobijamo

1 1 d%v dv
aAU = ; (aOdtQ —+ 2@1& +CL2’U> .

Posto leva strana jednakosti ne zavisi od t i desna strana ne zavisi od z, sledi

Au = k?u, (4.4)
acp—v+2ad—v+(a — kv =0 (4.5)
0 dt? Vag V7 o '
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gde je k? konstanta.

Elipti¢na jednacina data sa (4.5) predstavlja Helmholcovu jedna¢inu u matematickoj fizici.
Ova jednacina ima veoma vaznu ulogu u matematickoj fizici zbog svoje jednostavnosti i
zbog znacaja problema koji dovode do nje (talasni procesi, protok toplote, difuzija itd.).
Za procese koji se deSavaju u svim tackama oblasti koji se ispituje, Helmholcova jednacina
odmah odreduje intenzitete koji se pridrzavaju jednog vremenskog zakona i variraju od
tacke do tacke. U specijalnom slucaju, kada je funkcija v(t) konstantna, jednacina (4.5)
odreduje stabilno stanje. Kombinacijom resenja koja su u obliku (4.3) moze se dobiti skoro
svaka prostorno - vremenska zavisnost. Moguénost konstruisanja proizvoljne vremenske
zavisnosti pomoc¢u kombinacije resenja oblika (4.3) se zadrzava, ako umesto proizvoljnih
funkcija v(t) posmatramo samo funkcije koje zajedno formiraju kompletan sistem 1.

Bez uticaja na opstost, mozemo ispitati drugaciju zamenu, tj. umesto (4.3) moZemo
ispitati supstituciju harmonijskim oscilacijama sa amplitudom i fazom koje variraju od tacke
do tacke. U ovom sluc¢aju, prema Furijeovoj teoremi, kombinacijom oscilacija razli¢itih
frekvencija, moze se dobiti proizvoljna prostorno-vremenska zavisnost.

Uobic¢ajeno je da harmonijske oscilacije opisujemo kompleksnim funkcijama oblika

u(z)e” ! (4.6)
ili _
u(x)e™t, (4.7)

gde je w ugaona frekvencija oscilacija 1 u(z) je kompleksna funkcija koordinata tacaka z.
Realni delovi izraza (4.7) i (4.8) u svakoj tacki « odreduju istu harmonijsku oscilaciju

Rlu(z)eT'] = |u(z)| cos(wt + 0) (4.8)

gde su |u(z)| amplituda i 6 faza. Ako zamenimo izraz (4.6) u jednacinu (4.2) i podelimo sa
e~ ™! dobijamo Helmholcovu jedna¢inu (4.4) sa parametrom k2, koji ¢e u opstem sluéaju
biti kompleksan:

k% = w?ag — as + 2aqi. (4.9)

Ako u jednacinu (4.2) uvrstimo izraz (4.7) dobijamo Helmholcovu jednacinu koja je
kompleksno konjugovana u odnosu na jedna¢inu dobijenu zamenom izraza (4.6). Njena
resenja u*(z) i reSenja dobijena u prvom slucaju ée biti kompleksno konjugovani. Realna
funkcija Ru*(z)e™? koja predstavlja resenje polazne jednacine (4.2) bide ista u oba slucaja
jer su realni delovi kompleksno konjugovanih brojeva jednaki. Sledi da su obe zamene (4.6)
i (4.7) ekvivalentne i uvek koristimo samo jednu od njih.

HKompletan sistem u klasi¢nom smislu u fizici znaéi da poznajemo vrednosti i trenutne brzine svih
stepena slobode tog sistema. Uz to, podrazumevamo i poznavanje zakona dinamike (tj. sile) koja uprav-
lja sistemom. Dakle, to zna¢i da mozemo izracunati konfiguraciju datog sistema u bilo kom trenutku u
proslosti, kao i sadasnjosti. Pod stepenima slobode podrazumevamo sve parametre sistema koji se mogu
nezavisno menjati. Npr. ako imamo sistem koji se sastoji od materijalne tacke (u ina¢e praznom prostoru),
stepeni slobode su tri kartezijanske koordinate (z,y, z) za polozaj te tacke. Ako znamo i koordinate brzine
materijalne tacke i zakon sile koji deluje na nju, imamo kompletan sistem.
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Pored homogene jednacine (4.4), u matematickoj fizici se posmatra i nehomogeni oblik
Helmholcove jednacine

Au + k*u = —4mp. (4.10)

Funkcija p moze se posmatrati kao gustina raspodele izvora talasa.

4.2 Pojednostavljeni FE metod za Helmholcovu jednacinu

Ako su dati konstantni koeficijenti, postoji zatvorena forma za matricu krutosti, pa se
algoritam za metodu konacnih elemenata moze pojednostaviti.
Dakle, posmatramo problem:

—Au+ u(z,y) = f(z,y), (z,y) € (4.11)
u(z,y) =0, (z,y) € 0N (4.12)

gde je Q) proizvoljan, ograni¢en domen. Ako su po delovima linearne bazne funkcije defini-
sane na podeli © , mozemo izvesti analiticki izraz za bazne funkcije, a time ujedno odrediti
i elemente matrice krutosti.

Teorema 4. Posmatrajmo trougao odreden temenima (z1, 1), (22, y2), (x3,y3). Neka
su

i = TjYm — TmYj, (4.13)
bi = Yj — Ym> (4.14)
Ci = Ty — X5, (4.15)

gde je i, j, m pozitivna permutacija skupa {1,2,3}. Tada su tri odgovarajuée bazne funkcije
date sa

i Tbi Y
Gilay) = IR 123, (.16)
gde 7/}Z(x7ayz) = 17 w'L(I]7y]) =0za1 ?é .ja i
1 1 1 W1
A= §det 1 w9 wyo| = *povrsina trougla. (4.17)
1 z3 ys

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati za ¢ (x,y). Zamenimo ag, by, i ¢; u definiciji ¥ (x,y)
kao §to je dato u (4.13), (4.14) i (4.15). Tada sledi,

a1t bhiz+ ey
wl(x7y) - 2A

(23 — 23y2) + (Y2 —y3)x + (3 — 12)Y
N 2A

(4.18)
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Dalje imamo,

(w2ys — x3y2) + (Y2 — y3)w2 + (23 — T2) Y2

P1(x2,1y2) = A =0,
x - + — r3+ (r3 —
(3, ) = (2y3 — w3y2) (yzszs) s+ (v3 —To)ys 0.
_ (woys —x3y2) + (Y2 —y3)w1 + (w3 —x2)yn ~ 2A
,(/)1(1‘17y1)_ QA _2A _1

Dokaz je analogan za ¥y i ¢3. W

Navodimo jo$ jednu teoremu koja je od sustinskog znacaja za pojednostavljenu metodu
kona¢nih elemenata i koja ¢e nam najvise biti od pomo¢éi prilikom generisanja koda u Ma-
tlabu.

Teorema 5. Koristedi iste oznake kao u teoremi 4, imamo

) oy =
/Af“><%)wwd”@<m+n+z+@ﬂﬁv (4.19)

A A A
Fi= [ sty =5+ R+ b

A A A

F= [ sty = n5 4 B+ b
. A A A
B = [ sty =554 b+ 4G

gde je fi = f(xi, yi).

Dokaz sledi direktno, obzirom da znamo analiticki izraz (4.16) za ;. Aproksimiramo f(z,y)
izrazom

f(x,y) = fin + fovpo + fav)s, (4.20)
pa sledi

Ft ﬁt/)ge¢u11x,y)dxdy

=ﬁ/£¢%@wﬁ1&mwmw+ﬁ[@mmmw

Integrali iz poslednjeg izraza mogu se izracunati uz pomo¢ formule date u (4.19). Greska
koja nastaje aproksimiranjem funkcije f(x,y) je zanemarljiva u poredenju sa greskom aprok-
simacije dobijene metodom konacnih elemenata. Na slican nac¢in dobijamo aproksimacije za
F5 i Fy.

(4.21)
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4.2.1 Pseudo kodovi i rezultati dobijeni u Matlabu

Koristicemo Matlab PDE Toolbox da bismo generisali trijangularnu podelu na domenu
. Radi jednostavnosti, posmatra¢emo ogranic¢en skup Q2 = (—2.5,2.5) x (—2.5,2.5) i neka
je dato A = 1. Kada generiSemo mrezu u Matlabu i izvezemo je (Export Mesh), u radnom
okruzenju imamo 3 varijable p, e i £. Sledi,

p(1,1),p(1,2),...,p(1,nnode) su z koordinate ¢vorova,
p(2,1),p(2,2),...,p(2,nnode) su y koordinate évorova,

iniz t je dat sa
t(1,1),t(1,2),...,t(1,nele) su prvi ¢vorovi elementa,

t(2,1),t(2,2),...,t(2,nele) su drugi évorovi elementa,
t(3,1),t(3,2),...,t(3,nele) su treéi ¢vorovi elementa,

i niz e opisuje ¢vorove koji se nalaze na rubu domena
e(1,1),e(1,2),....,e(1,nbc) je indeks za pocetni évor na rubu domena,

e(2,1),e(2,2),...,e(2,nbc) je indeks za krajnji ¢vor na rubu domena.

E: Editor - Ch\Users\usen\DesktopiMaster rad Mumerical solving of PDE\Matlab_Code\Ch

| CrtanjeDomena.m | + |
I = width=5;
2 — height=5;
3= gdm=[2 4 -width/2, width/2, widch/2, -width/Z2,
4 -height/2, -height/2, height/2, height/2]':
5= g=decsg (gdm, '51', [('51')"):
& — hmax=1;
T — [P, 2, L]= initmesh (g, "mmax', hmax):;
= pderr.eship,e,th
9
1n

Slika 5 - Script za crtanje domena Q = [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5]

Kada pokrenemo program u Matlabu, u radnom prostoru nam se ucitavaju prethodno na-
vedene varijable i dobijamo proizvoljnnu triangulaciju domena Q = (—2.5,2.5) x (—2.5,2.5).

U nastavku ¢emo prikazati Matlab kod za pojednostavljenu metodu konaénih elemenata.
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25

Wom -] o e W b

10

Wom -l e e b

10
11

= pi*pi*cos(pi*x):
% f= -4;
- f=2*sin (x+v);

- return

Slika 7 - Prikaz funkcije f za koju testiramo kod

| uexactm ¥ | + |

function yp = uexact(x,y)

VP = X*X + yry:

- VB = sin(x+y);

- return

Slika 8 - Egzaktno resenje jednacine koju testiramo
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KONACNIH ELEMENATA

|. Helmheolzm | + |

22 % UZitacemo podatke iz Matlabh PDETCOL Box: Export Mesh:
23

24 — [ijunk,nelem] = size(t);

25 — [ijunk,nnode] = size(p):

26 — lambda=1; flambda je koeficijent Helmholcove jednadine
27 %2koji smo rucno podesili
28

)= for i=l:inelem

30 — nodes(1l,i)=t(1l,1i);

31| = nodes (2,i)=t(2,1);

32 - nodes (3,1i)=t(3,1);

33 - end

34

35 - gk=zeros (nnode, nnode) ;

386 — gf = zeros(nnode, 1) ;

317

38 - for nel = 1l:nelem, % Pocinjemo prolaziti po elemsentima.
39

40 — for j=1:3, % UZitavamo koordinate &Evorova svakog
41 — jj = nodes(j,.nel); % elementa.

42 - ®x(3) = pi(l,33):

43 - yy(3} = pil2,33)¢

44 - end

45

48 — for i=1:3

47 — i = i+l - fix(({i+1)/3)%3;

48 — if §j =0

49 — i = 3;

ol = end

51| = m= i+2 - fix{{i+2)/3)*%3;

52 — ifm =20

53 = m = 3;

54 — end

55

56 — a(i) = =zx(J)*vv(m) - =x(m)*vv(i);

57 - B{i) = wv(d)

58 — c(i) = xx(m)

o590 = end

&0

6l — delta = { c{3)*b(2) - c{2)*b(3) )//2.0;

62

63 — for ir = 1:3

04 — ii = nodes{ir,nel);

65 — for ic=1:3

66 — if ir==ic

&7 — helm=delta/&;

68 — else
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e B I B e B s I B B = ]
L L O R e e O T T O S U o6 R e Y < )

D D WD WD D D W0 00 o o O O O O O oo
B e X T I I =T

helm=delta/12;

end
ak = (biir)*biic) + ciir)*ciic))/(4*delta)+ lambda*helm;
i3 = nodes(ic,nesl);
gk(ii,j3) = gk(ii,j3j) + ak:
end
i = ir+l - fi=((ir+l)/3)*3;
if §j =0
=3
end
m= ir+2 - fix((ir+2)/3)%3;
ifm==20
m = 3;
end
gf(ii) = gf(ii)+( £(xx(ir),vyviir))*2.0 + £ixx(3),vv(i))
+ fixx(m),yvim)) }*delta/12.0;
end

[ijunk,npres] = =size(e):
for i=l:mpres,

xb = pil,=(l,1)); wb=pi(2,=(l,1));
gl{i) = uexact (xb,vk):

end

for i=l:mpres,

nod = e(l,1i):

for k=1l:nnode,

gf (k) = gf(k) - gk(k,nod)*gl(i):
gk(nod, k) = 0;

gkl{k,nod) = 0;

end

gk(nod,nod) = 1;

gf(nod) = gl{i);

end

u=gk\gf; % ReSavamo linearni sistem.
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111 % Na kraju jof Zelimo wvektor greske da dobijemo.
112

113 = err = u;

114 - for i=l:nnode

115 — ®t = p(l,1i); ve=pi2,1i);

116 — err(i}) = u(i) - uexact(xt,vt);
117 - end

118

119

120 — pdemesh (p, e, t, )

121 — figure(2); pdemesh(p,e,t,err)

122

123 % KEraj koda.

(a) Grafik reSenja jednacine za f(x,y)=2sin(z+y) (b) Odgovarajuéi grafik greske

Slika 9 - Grafici generisani u Matlabu pokretanjem koda Helmholtz.m
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Slika 10 - Ta¢no reSenje jednacine —Au-+u(z,y)=2sin(z+y)

Slika 11 - Aproksimativno reSenje jednacine —Au+u(z,y)=2sin(z+y) dobijeno pojednostavlje-
nom FE metodom
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4.3 Optimalna ocena greske

U ovom poglavlju éemo izvesti optimalne ocene greske za aproksimaciju dobijenu meto-
dom konaé¢nih elemenata (W},) za problem (W), ako su date linearne osnovne funcije.

4.3.1 A priori ocena greske

Radi jednostavnosti, posmatra¢emo jednodimenzionalan problem sa datim pocetnim us-
lovima u dve tacke. Formulisa¢emo i dokazati teoremu o oceni greske za jednodimenzionalan
slucaj, za dvodimenzionalan slu¢aj ¢emo navesti formulaciju teoreme.

Posmatramo problem

Treba naéi u € H(0,1) tako da je a(u,v) = I(v), za sve v € H}(0,1) gde su

1
a(u,v) = /0 (' (2)v'(z) + u(z)v(z))dz

I(v) = /0 F(@)o(z)da.

Primetimo da je ovaj problem samo-adjungovani i b; = 0. Vazi:

ol = (ol ) = vVt = ([ (0@ + fo@Pds) = ol

0
Neka je data podela intervala (0,1) koja ne mora biti ekvidistantna
O=xp<z1 <..<zy1<zny =1, N > 2.

Pretpostavkom da je N > 2 obezbedujemo bar jednu tacku unutar intervala (0,1). Neka je
hl' =X — Tiji—-1 ih= max; hl
Posmatramo bazne funkcije,

0, r < Ty
bi(z) = iz:; Ti—1 < x <y
Ry 0 Ti ST S Tig

0, Tig1 < T

zai=1,..,N —1. Neka je V}, = span{¢1,...,6n_1} 1 treba

pronaéi up, € Vj, tako da a(up,vn) = l(vn), Yun € V.
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Ocigledno, V}, je (N — 1)-dimenzionalan potprostor od H}(0,1). Posto je a(-,-) simetri¢na
funkcija, lema Céa implicira:
lw = unllr ) = llu—unlla = min fu—ovplla = min fju—ovallz o). (o)

Neka je Zpu € Vp, neprekidna i po delovima linearna funkcija takva da je ¢ = 0,1,..., N.
Definisemo,

N-1
Thu(zx g u(z;)di(x
i=1

Funkcija Zpu(x) se zove interpolant za reSenje u u prostoru V. Primetimo da Zyu € V.
Ako vy, zamenimo interpolantom Z,u u (*%) imamo:

||U*Uh||H(}(o,1) < ||U*Ihu||Hg(0,1)- (o * %)

Teorema 6. Pretpostavimo da u € H?(0,1) i neka je Z,u interpolant za u u prostoru V.
Tada:

B 2
e — Tnul p2(0) < (F) 1
! !/ h "
I = @nu) ez, < —llu”llze-
Dokaz. Posmatrajmo podinterval [x;—1,z;], 1 < i < N i definiSemo funkciju &(x) =

w(@) — Zpu(x), x € [w;—1, ;). Sledi da &€ € H?(x;_1,2;) i £(xi—1) = 0 = &(x;). Funkciju &
mozemo razviti u Furijeov red:

Zak sm xl 1), x € [xi—1, 4]

Sada imamo,

/ 1 [£(x)]Pda = Z akal/ " sin bz ;}mi_l) sin lﬂ(m;‘xi_l)dx

= |smena: t = 2 Y71 = h; Z akal/ sin(kwt) sin(lnt)dt
h; 0
lk=1
hz o0 oo
=3 > arady = Ez |ak|”,
Lk=1 k=1
1, k=
gde je 0y ’ .
0, k#I
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Diferenciranjem Furijeovog reda za & dva puta, dobijamo:
= km kr(x —xi—1)
= ,; akai cos I —
> kr\? . km(x —x;—1)
— Zak (hz> sin B —

k=1

Sledi,

k=1
i hl ] 4
[ epae =30 (5
Ti-1 k=1 N "

Kako je k* > k? > 1, sledi

T hioo
[ = 5 et < Sk = 3

S () (4
(B ) () A ()
/m Z) GEEE

i—

[ erans (2) [ oras

tj.

Analogno, vazi

Sa druge strane, znamo da je £"(z) = u" (z) — (Ihu)”( ) =u"(z), x € (x;—1,2;) pa sledi

[ s (B) [ ewra= () [ W

Sada sumiramo integrale po ¢ = 1,..., N i koristeéi ¢injenicu da je h; < h imamo:

/01|§(m)|2dx§§;(}:)4/:i1 (2 |dw<< ) / o (2)|2dx,

tj. dobili smo trazenu nejednakost

h 4
1€l2a0r) < ( ) a0,
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Analogno:
B 2
Hng%Q(O,l) < (71,) ||u//||%2(071)~ n

Na osnovu definicije norme || - ||g: i teoreme 6 imamo:

AN
Ju = Tl 01y = IE By + 1€ o < (QJ +(W)>|ww;&n
h |/ h?
< HUHHLz(OJ)f 1+ —.
™ T

Kada u (* * *x) ubacimo prethodni rezultat, dobijamo a priori ocenu greske za metodu
kona¢nih elemenata:

h h?
lu —unll 10,1y < p 1+ pHUNHL?(o,U- (4.22)

Primetimo jo§ da iz nase pretpostavke da f € L%(0,1) sledi da u” € L?(0,1). Ako u slaboj
formulaciji grani¢nog problema koji posmatramo izaberemo v = v, primenom Kogi-Svarcove
nejednakosti sledi

[ [ wep= [ @

g([fuum%m)é(éﬂmeMJ%.

1 1 1
A@MWWSAWWWM+A@MWWSWMWMWMW

Dalje zaklju¢ujemo,

.
lullz20,1) < [1fllL2(0,1)-

Analogno sledi:
' lz20,1) < I1fll220,1)-

Na kraju, iz diferencijalne jednacine znamo da je u” = u — f pa sledi

lu"llL20,0) = lu = fliz20,1) < llullz20,0) + 1 f1l220,1) < 201 fll2200,1)-

Ovim smo pokazali da u € L2(0,1). Obzirom na to da je ' € L2(0,1) iu € L2(0,1), zapravo
smo pokazali i vise od toga tj. u € H?(0,1).
Kada zamenimo ogranicenje za |[u”||z2(0,1) u (4.22) dobijamo ocenu:

2h h?
= wnllm o < 241+ 251 2
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Prethodna nejednakost nam omogucava ra¢unanje ocene greske samo na osnovu poznavanja
vrednosti parametra podele h = max; h; i funkcije f.

Dvodimenzionalni problem

Neka je dat skup Q2 = (0,1) x (0,1) i posmatramo dvodimenzionalni grani¢ni problem

—Au=f u (4.23)
u=0 na 00 (4.24)

Ponovo imamo samo-adjungovani problem:

ovow Ovow
a’(vvw) - /Q (&T@x + o a 8 )dl‘dy - (an)a

Podsetimo se leme Céa :

lu—unlla = min flu—wplla < llu—Zhulla,
VR EVh

gde je
N—1N-1

(Ihu Z Z u -Tzay] ¢1] (l‘ y)

=1 j5=1

Teorema 7. Neka je u slabo reSenje problema (4.23), (4.24) i neka je uy, aproksimativno
reSenje. Pretpostavimo da v € H?(Q) N H}(Q). Tada:
1
2
> dxdy) .

\U|H2(Q) = (/ <
Q
||u — U}LHHl(Q) < \/Sh\u|Hz(Q).

lu — unlla < 2hlu|g2(0),

82
82

9%y |?
922

u |?
‘8y0m

o

Posledica 2. Pod pretpostavkom prethodne teoreme vazi:

Dokaz. Na osnovu teoreme 7 znamo,
lu = unlla = |u— unlFrq) < 4h%[ulfeq) (4.25)

Kako u € HY(Q), up, € Vi, C HY(Q), sledi da u — up, € HE(Q), pa mozemo primeniti
Poenkare-Fridrihsovu nejednakost:

1
lu = un 20y < Z|U — w7 (o

Sledi,
2 2 2 1 2 2
lw = unllg @) = llu — unllzzq) + [u = unlfg) < 1|U — up|g + |u— unli
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4.3.2 A posteriori ocena greske

U ovom poglavlju ¢emo izvesti a posteriori ocenu za globalnu gresku preko dualnosti.
Dobijeni rezultat kasnije ¢emo primeniti u adaptivnom algoritmu, gde je mogudée kontroli-
sati gresku aproksimacije dobijene metodom konac¢nih elemenata. Da bismo naglasili kljuéne
teorijske ideje i izbegli tehnicke poteskocée, posmatra¢emo jednodimenzionalni grani¢ni pro-
blem sa homogenim Dirihleovim grani¢nim uslovom u dve tacke.

Dakle, posmatramo problem

—u"(z) + b(z)u (z) + c(z)u(z) = f(z), 0<z <1,
u(0) =0, u(l)=0,
gde sube Wh>(0,1), c€ L*°(0,1) i f € L?(0,1). Neka su

1
a(w,v) = /0 [w'(z)v' (x) + b(z)w' (z)v(x) + c(x)w(x)v(x)|dr

l(v) = /1 f(z)v(z)dx.
Slabu formulaciju datog problema sada m(())Zemo zapisati u obliku:
pronaéi u € Hj(0,1) tako da a(u,v) =I(v), Yo € H(0,1).
Pretpostavi¢emo da je
c(x) — %b'(w) >0, (4.26)

tada znamo da postoji jedinstveno slabo resenje u € H}(0,1). Neka je data proizvoljna
podela intervala [0,1] tako da 0 = z9 < #1 < ... < z, = 1. Podprostor V,, C H () se
sastoji od po delovima neprekidnih i po delovima linearnih osnovnih funkcija. Aproksimacija
problema metodom konaé¢nih elemenenata je data sa:

pronaéi up, € V, tako da a(up,vn) = l(vp), Yun € V.

Nekaje h; = x;—x;—1 ,1=1,..., N, iozna¢imo h = max; h;. Cilj nam je izvesti ocenu greske
u — up, preko parametra h i aproksimacije up. Sa tim ciljem uvodimo pomoéni problem:

—2"(z) — (b(2)z) +c(x)z = (u—wup)(z), O0<z<1
z(0)=0, =z(1)=0

koji zovemo dualni problem.
Znamo da je (u —up) =01 (u—up)(1) = 0. Sledi,

llu = unl[Te = (u—up,u—up) = (u—up, 2" — (b2)' + ¢z

1
= /O (u—up)(x)(=2" — (b2) + c2)dz
= /0 (u—up) (z)2' (z)dx —|—/0 (u — up) (x)bzdz —|—/0 (u — up)zedz

= a(u — up, 2).
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Na osnovu Galjerkinove osobine ortogonalnosti
a(u — up, zp) = 0.
Specijalno, kada izaberemo z, = Zz € V}, dobijamo
a(u — up,Ipz) = 0.
Sledi,

||uw— uh||%2 =alu—up,2) =alu—up,z —Ipz) — alup, z — Ipz)

4.27
:(f7Z*IhZ)*a(Uh,Zfzhz) ( )

Primetimo da za sada desna strana ne sadrzi analiticko resenje u. Parcijalnom integracijom
N integrala prve sume na desnoj strani jednakosti i znajudi da je (z — Z,2)(z;) = 0, sledi:

a(up,z —Ipz) = Z / uy (2) (2 — Tnpz)' (x)dx + Z / b(z)uy,(x) (2 — Tpz)(x)dz
zle . i=1
+ Z / c(x)up(x)(z — Inz)(z)dx

N
= Z / [—uj (z) + b(x)u), (x) + c(x)up(x)](z — Tnz)(z)dz

N
(fe—Tn2) =3 / F@)(2 — Tn2)(x)da.
i=1 Jwi

Kada zamenimo ova dva identiteta u (4.27) dobijamo:

N z;
Ju=wnlBeon = [ Blun)@)(z - T o), (428)

gdezai=1,...,N,
R(up) (@) = f(2) +up(2) — b(@)up (2) — c(@)un(@), @ € (Ti-1,Tit1).

Funkcija R(up) se zove konaéno-elementni ostatak i "meri” do kojeg stepena funkcija
up, ne zadovoljava diferencijalnu jednacinu —u" + b(x)u’ + c¢(z)u = f(z) na intervalu (0,1).
Sada, primenjujuci Kosi-Svarcovu nejednakost sledi:
N
lu = wnll720,1) < D IR@A) L2,y 2012 = Tnzll 2o, a0
i=1

Na osnovu teoreme 6 znamo:

hi\® ,
HZ _IhZHL2(w¢,1,;Ei) < <7:) ||Z”||L2(w¢71,:m)7 L= 17 "'7N7
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pa sledi:

N
1
lu = unl|72(0,1) < w2 D IR L2 (i) 12l 22 11 0)

i=1
1 N /N 2
< (Z h?IIR(uh)IIiQ(xHM) (Z ||Z”||2L2(wi1,x1;)> (4.29)
i=1 i=1
1 (& 3
< ﬁ (Z h;l”R(uh)”%ﬂ(xzhxz)) ||ZN||L2(071).
i=1

Ostatak analize ¢emo posvetiti eliminisanju z” sa desne strane nejednakosti (4.29). Znamo
iz dualnog problema:

2=up—u—(bz) tez=up —u—bz—b+cz=up —u—0bz'+z2(c-)

Sledi,
12" 20,1y <l —unl| 20,1y + 162 L20,1) + [12(€ = )| 20,1

<l —unllz2(0,1) + 16l oo 0,0) 12| 22(0,1) (4.30)
+lle =l llzllz20,1), b€ L*(0,1).

Pokazacemo da se [|2'||12(0,1) 1 ||2]|£2(0,1) mogu ograniciti preko |[u — un| z2(0,1), @ zatim na
osnovu nejednakosti (4.30) moéi éemo to uraditi i sa ||2”|.
Primetimo:

(u—wup,2) = (=2" = (b2) + cz,2),

Parcijalnom interacijom i znajuéi da je z(0) =01 z(1) = 0, sledi

(=2" = (b2) +cz,2) = (2,2) + (bz,2") + (cz, 2)
1 1
1 o + / b(a)2(2)2' (x)dz + / () (2(x))?dx

e + 5 | @)+ [ o) (eta)

1 1 1
= ||Z/||%2(0,1) _5/0 b/(x)ZQ(x)dx+/O C(x)z2(x)dx

1
1
= 1 a0 + [ (ele) = 50 @) 2@
Dakle, dobili smo
2 ! 1 2
(u —un, 2) = [|2'l|72(0,1) +/O (c(@) = 5V (2))2"(2)dx
Sada, zbog (4.26) znamo da je integral sa desne strane jednakosti nenegativan. Zakljuéujemo

da vazi,
1211 2200,1) < (= un, 2) < flu—unll72 00121 72(0.1) (4.31)
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Koriste¢i Poenkare-Fridrihsovu nejednakost znamo:

1
||Z||%2(071) < §||z/||2L2(0,1)’ (4.32)
pa sledi,
1
1llz20,0) = S llw = unllzz o, (4.33)

Kada (4.32) i (4.33) uvrstimo u desnu stranu nejednakosti dobijenu pod (4.31), zaklju¢ujemo:

1 1
||Z/HL2(0,1) < lu-— Uh||L2(o,1)§HU - Uh||L2(07 1) = 5”“ - uhH%Z(O,l)v
tj.
1
HZI“L?(OJ) < EHU - uh||L2(071). (434)

Na kraju, kada zamenimo (4.34) i (4.33) u (4.30), dobiéemo trazeno ogranicenje za ||z"|:

12" 20,1y < K| — unl 20,1 (4.35)
gde je
bl 1

K=14+ "2+ -|le=0b|z .
ﬁ 2” ||L (0,1)

Kada nejednakost (4.35) uvrstimo u (4.29) dobijamo a posteriori ocenu greske :

1
N 2
K
[ = un ] L2(0, 1) < — (Z h?IIR(Uh)Ilm(x“,xi)) :

i=1
Ocena za ||u — up||% (0, 1) zove se a posteriori, jer se dobija nakon §to se izraéuna uy,.
Adaptivni algoritam

Pretpostavimo da je TOL unapred zadata ocena (tolerancija) i da je cilj da izratunamo
aproksimativno resenje u;, za nepoznato reSenje u (neka su uy, i u definisani kao u prethodnoj
analizi a posteriori greske). Treba da vazi:

||U — uh||L2(O,1) < TOL.

Koristicemo a posteriori ocenu greske. Prave se sve finije podele intervala (0,1) dok se ne
postigne kriterijum zaustavljanja, tj.

N 2 K
K, (Z hf||R(uh)||Lz(mi_lymi)> <TOL, Ko=—.

i=1

Algoritam se sastoji od tri koraka:
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1) Biramo pocetnu podelu intervala [0,1]

(0) )

To: 0=1z5 < a;fi © ©—1

1 <. < TNy —1 < TN,
sa hEO) = xgo) - 3350_)1, zai=1,...,Np,ih® =max; h? i neka je V, () konaéno-dimenzionalni
podprostor dimenzije (Nyg — 1) u kome trazimo resenje.

2) Racuna se ugo) € V. Ako je |lu — uzo)H < TOL, algoritam se zavrsava. U suprot-
nom, podela intervala se nastavlja.

3) Za dato reSenje ugm) € Vh(m) za neko m > 0 definisano na podeli 7,,, stati ako je

N,, 2
Ko (Z(h“’“)‘*||R<u£:")>||L2(m§:a;,z5m>)> <TOL.
i=1

m

4) Ako nije, podeliti elemente [J:E 1,xz(-m)] u Ty, 1 <7< N, za koje je

TOL\? 1
Np,

(hZ")4IIR(uﬁLm))||iz(zg'zq,x§'">) ~ (Ko

Prethodnu nejednakost zovemo kriterijum profinjenja. Oznac¢imo sa 7,11 novu podelu
(m+1) SU("H_l)] (m+1) 7x(77L+1)
i R i—1

intervala [0, 1] sa N,,,11 elemenata [x; ", ¢ije su duzine A+ =
Ako se osvrnemo na primer koji smo testirali u Matlabu, za A = 11 f(z) = 2sin(z + y),
konacno - elementni ostatak je:

R(up)(x,y) = 2sin(z + y) + Aup(z,y) — up(z,y).

Za dato reSenje uém) € Vh(m) za neko m > 0 i podelu 7,,, algoritam se zavrsava ako je

an 2

=1

Mozemo primetiti da za unapred zadatu toleranciju TOL = 0.5, adaptivni algoritam se
zavrava prikazanim grafikom, tj. m = 0. Podela intervala Q = [-2.5,2.5] x [~2.5,2.5] je
takva da je odmah postignut kriterijum zaustavljanja.

Sa grafika vidimo da je ||u — up||z2() < 0.4 < TOL. Ako bismo Zeleli da TOL < 0.4
onda bismo natavili da delimo interval prikazan na slici 6. U praksi, koris¢éenjem FEA
(Finite Element Analysis) softvera postoji nekoliko nac¢ina kojima mozemo postiéi kriterijum
profinjenja:

e Smanjenje velicine elemenata u mrezi: Predstavlja najlaksu strategiju za profi-
njenje mreze radi svoje jednostavnosti, ali mana je to sto nema preferencije prilikom
profinjenja mreze u regionima gde je lokalno potrebna finija mreza.
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e Poveéanje redosleda elemenata u mrezi: Predstavlja korisnu strategiju u smislu
da nije potrebno profinjenje, moze se Koristiti ista mreza, ali sa razli¢itim redosle-
dom elemenata. U slucaju slozenih 3D geometrija, ponovno deljenje mreze moze biti
dugotrajno, pa se ovaj nacin smatra najpozeljnijim.

e Globalno adaptivno profinjenje mreze: Koristi strategiju procene greske, da
odredi tacku u domenu modeliranja gde je lokalna greska najveca. Na osnovu te
procene greske, softver pravi potpuno novu mrezu. Manji elementi se koriste u regi-
onima gde je lokalna greska znacajna. Nedostatak ovog nacina je Sto korisnik nema
kontrolu nad mrezom i kao posledica moze doéi do profinjenja mreze u regionima koji
su od manjeg interesa, tj. regionima gde je veca lokalna greska prihvatljiva.

e Lokalno adaptivno profinjenje mreze: Razlikuje se od globalnog adaptivnog profi-
njenja mreze jer se greska procenjuje samo na nekom podskupu celog prostora modela.

e Ruéno podesavanje mreze: Ovo je naintenzivniji pristup gde analiticar kreira vise
razli¢itih mreza konac¢nih elemenata na osnovu fizike odredenog problema i procene
gde bi mogli biti potrebni finiji elementi. U 2D geometriji mogu se kombinovati tro-
ugaoni i ¢etvorougaoni elementi. U slu¢aju 3D modela moze se koristiti kombinacija
tetraedarskih i heksaedarskih elemenata.

Napomena. Literatura koriséena prilikom obrade poglavlja:

[1] Koshlyakov N. S., Smirnov M. M., Gliner E. B., Differential equations of
mathematical physics, North-Holland publishing company - Amsterdam,
1964

[2] Lin T., The Numerical Solution of Helmholtz’s Equation for the Exterior
Dirihlet Problem in Three Dimensions, Siam Journal on Numerical
Analysis, 1985

[3] Rangogni R., The solution of the nonhomogeneous Helmholtz equation
by means of the boundary element method, Appl. Math. Modelling,
1984

[4] Siili E., Lecture notes on finite element methods for partial differential
equations, Mathematical Institute University of Oxford, 2020.

[5] Zhilin Li, Tao Tang, Qiao Zhonghua, Numerical solution of differential
equations - Introduction to finite difference and finite element methods,
Cambridge University Press, 2018.
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5 Zakljucak

Poslednjih godina, tehnologija u svetu napreduje u velikoj meri, samim tim se i postojeéi
metodi prilagodavaju novim softverima i pronalaze sve ve¢e primene. Jo$ u ranim 70-im go-
dinama dvadesetog veka kada je izdata prva monografija o matematickim osnovama FEM-a,
koju su napisali Strang i Fix (1973), u prvoj recenici metod je nazvan zapanjujuéim uspe-
hom. FEM je zaista bila prava ideja u pravo vreme, obzirom da je tada pove¢ana dostupnost
digitalnih ra¢unara. Koristili su je najviSe inzenjeri raznih struka, a potpuni preokret je do-
nela u statickim proracunima u gradevinarstvu. Doprinos se u danasnjem vremenu rasirio
na sve oblasti nauke, ¢ak do otkri¢a najsavremenijih metoda le¢enja u medicini.

Medutim, taj veliki uspeh sa sobom nosi opasnosti. Metoda je ve¢ od ranih 80-ih godina
smatrana sigurnom za koristenje. Taj osecaj je do sada toliko napredovao da je u danasnjem
vremenu veoma teSko dobiti znacajnu istrazivacku podrsku za fundamentalni rad sa FEM-
om. Savremene kompanije su omoguéile softverska resenja koja pokreéu analizu sa samo par
klikova na ra¢unaru, pa je nekada tesko uociti greske i reSenja se mogu smatrati tacnima,
iako su u ulaznim podacima uc¢injene ogromne greske.

Prednosti FEM-a su Siroka rasprostranjenost i dostupnost istrazivackih i komercijalnih ko-
dova, a metoda moze dati fizicki tacan opis veéine geometrije problema. Nazalost, zahtevi
od FEM-a mogu biti komplikovani i obi¢no postoji kompromis izmedu tacnosti metode i
brzine raCunara. S jedne strane, problem treba da bude predstavljen velikim brojem ele-
menata u mrezi kona¢nih elemenata da bi se obezbedila adekvatna ta¢nost. To uglavnom
ukljucuje proucavanje konvergencije mreze da bi se odredila tacka u kojoj resenje konvergira
na zajednicku vrednost unutar granica greske. Sa druge strane, vreme znacajno raste sa
veli¢inom mreze.

U ovom radu objasnjena je teorijska osnova metode kona¢nih elemenata i primenjena
je na Helmholcovu jednac¢inu. U tom smislu, osnova ovog rada su prostori neprekidnih,
integrabilnih funkcija, Soboljevljevi prostori i teorija slabog resenja. Takode, opisana je
i konstrukcija FEM metode koja obuhvata odredivanje baznih linearnih funkcija i podelu
domena na elemente, te odredivanje aproksimacije reSenja za elipti¢ni problem. Objasnjena
je osobina Galjerkinove ortogonalnosti i lema Céa koji predstavljaju teorijsku osnovu za
obradu greske.

U poslednjem delu rada je koriStenjem pojednostavljene metode kona¢nih elemenata
resena Helmholcova jednacina i koristenjem PDE Toolboxa su prikazani grafici resenja i
greske. Takode je uradena analiza optimalne ocene greske (a priori i a posteriori) i pred-
stavljen adaptivni algoritam uz pomo¢ koga mozemo unapred zadati toleranciju i izracunati
aproksimativno re§enje u;, za nepoznato resenje u.'?

12Mi Wang, Industrial Tomography, Systems and Applications, Woodhead Publishing, 2015
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Abstract: The aim of this master’s thesis is to solve Helmholtz equation using finite
element method. First the motivation to study and analyze equation, which arises from its
presence in various physical phenomena, was introduced. Next, the theoretical foundation
of master’s thesis was explained and the construction of the finite element method was
described. Furthermore, the simplified finite element method was explained and the code
for simplified method in the case of Helmholtz equation was implemented. Next, the
theoretical foundation for error analysis was introduced and optimal error estimate was
derived. By observing the results obtained in Matlab, we can conclude that for the
tolerance TOL given in advance TOL > 0.4 , it was not necessary to refine the mesh which
we initialized at the beginning. Otherwise, mesh refinement can be performed in several
ways using software for finite element analysis, depending on the physics of the problem
being observed.
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