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Predgovor

Jos prilikom sluSanja kursa iz Verovatnoée zaintesovala sam se za primenu te grane
matematike u drugim naukama. U odabiru teme za rad presudno je bilo da bude nesto
interesantno i da mogu kroz rad da prikazem primenu matematike u svakodnevnom Zivotu.
Biologija mi je oduvek, posle matematike, bila omiljena nauka pa sam takode htela da
nekako poveiem te dve nauke. Na redovnim studijama nisam imala kurs iz Stohasticke
analize i Stohastickih procesa, tako da se sada prvi put susreéem sa pojmom stohasticki
procesi.

Osnovni cilj ovog rada jeste da predstavi i definiSe lance Markova i takode da na
prakticnim primerima objasni njihovu primenu. Lanci Markova, koji su tema ovog rada,
predstavljaju veoma vazan alat u modeliranju velikog broja prirodnih pojava i reSavanju
svakodnevnih problema. Koriste se za modeliranje procesa u biologiji, za predvidanje rasta
populacije, u genetici za modeliranje prenosenja gena kroz generacije, imaju primenu u
medicini, fizici, hemiji, biologiji, ekonomiji, finansijama itd.

Rad je podeljen na Cetiri celine. One obuhvataju teoriju verovatnocde, stohastickih
procesa i lance Markova, kao i njihovu primenu. U prvom poglavlju ovog rada izloZicemo
osnovne pojmove teorije verovatnoce i stohastickih procesa. U drugom poglavlju uveséemo
lance Markova, oznake, definicije i osnovne osobine u diskrethom vremenu. U narednom
poglavlju da¢emo neke dobro poznate primere lanaca Markova kao sto su model slucajne
Setnje i propast kockara. Cetvrta glava ovog rada je u potpunosti posveéena primenama
lanaca Markova u biologiji. Pomenuéemo i primene lanaca Markova u epidemiologiji. Na
kraju rada je pregled literature koja je koris¢ena u pripremi ovog rada.

Ovom prilikom se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr Danijeli Rajter-Ciri¢ na
savetima i pomoci prilikom izrade ovog master rada. Od srca se zahvaljujem svojoj porodici,
ocu DusSanu, majci Zorici i sestri Juliji, koji su verovali u moje sposobnosti i pruZili mi
maksimalnu podrsku od pocetka studiranja do izrade master rada. Takode, Zelim da se
zahvalim decku Marku, koji je bio uz mene tokom perioda studiranja, na razumevanju i
neizmernoj podrsci. Hvala svim prijateljima i kolegama sto su mi ulepsali studentske dane.






Glava 1

1. Uvod

1.1 Kratak pregled teorije verovatnoce

Teorija verovatnoce je centralno polje matematike, Siroko primenjivo u naucnim,
tehnoloskim i svakodnevnim situacijama koje ukljuCuju neizvesnost. Najociglednije primene
su u situacijama poput igara na srecu, u kojima proces ponavljanja sustinski istog postupka
dovodi do razli¢itih ishoda. Na primer kada bacimo novci¢, bacimo kockicu, izaberemo kartu
iz promesanog $pila, ili bacimo kuglicu na tocku ruleta, postupak je isti od jednog do drugog
pokusaja, ali ishod varira na naizgled slucajan nacin. Svi mislimo da razumemo bacanje
novcica ili kockice, ali ipak prihvatamo slucajnost u svakom ishodu. Teorija verovatnoce je
razvijena posebno da bi se dalo precizno i kvantitativho razumevanje ovih vrsta situacija.

Teorija verovatnoce, kao matematicka disciplina, pocela je da se razvija u 17. veku i u
pocetku je bila fokusirana na igre na srecu. Znacaj teorije je brzo rastao, posebno u 20. veku,
a sada igra centralnu ulogu u proceni rizika, statistici, mrezi podataka, teoriji informacija,
teoriji upravljanja, kvantnoj teoriji, teoriji igara, neurofiziologiji i mnogim drugim poljima.
Primenjuje se u raznim oblastima, kao Sto su: statisticka fizika, geodezija (racun izravnanja),
stohasticka hidrologija, biologija (zakoni nasledivanja), medicina, meteorologija
(prognoziranje vremena), astronomija, demografija, ekonomija, itd.

1.1.1 Prostor verovatnoca

Osnovni model u teoriji verovatnoce jeste eksperiment. Skup svih moguéih dogadaja
nekog eksperimenta oznaCavacemo sa 2. Elemente skupa 2 nazivamo elementarnim
dogadajima i oznacavamo ih sa w.

Definicija 1.1.1. Slucajan dogadaj A je podskup skupa elementarnih dogadaja 2. On se
sastoji od onih elementarnih dogadaja w koji imaju svojstvo kojim se dogadaj A definise.

KaZzemo da se neki dogadaj A realizovao ako se realizovao neki od elementarnih dogadaja
koji mu pripadaju. Ceo skup {2 je dogadaj koji se realizuje uvek. Zato skup 2 nazivamo
sigurnim dogadajem. Prazan skup @ je nemogu¢ dogadaj i on se nikada ne moze realizovati.
Komplement dogadaja A u odnosu na skup 2, 2\A4, zove se suprotan dogadaj dogadaju A i
oznadava se sa A¢. Dogadaj A se realizuje ako i samo ako se dogadaj A ne realizuje.

Oznacimo sa F klasu dogadaja koji se posmatraju kod nekog eksperimenta. Drugim
reCima, F je podskup partitivnog skupa od (2, F € P(f2). Presek dva skupa ¢emo Cesto



umesto AN B oznacavati sa AB, a uniju dva disjunktna skupa ¢emo umesto AU B
oznacavatisa A + B.

Aksioma o-polja Podskup F partitivnog skupa P({2) je o—polje (o-algebra) nad 2 ako vaze
uslovi:

i NEF
i. AkoA € F,ondaA‘¢€F
iii. Ako{A;}ien € F,onda U2,4; €F.

Primer g-polja je Borelovo g-polje B = B(R) koje je definisano nad skupom realnih brojeva.
Formira se pomocu familije poluotvorenih intervala [a, b), a,b € R.

Definicija 1.1.2. Neka je 2 skup elementarnih dogadaja i | o—polje nad 2. Funkcija
P: F — [0,1] se zove verovatnoca na prostoru ({2, F) ako zadovoljava uslove:

i P(2) =1
ii. Ako {A;}ien € F, A;N Aj =@,i+j,i,j=12,..,0onda
P(Z?i1Ai) = ?11P(Ai)

Prostor verovatnoca je uredena trojka ({2, F, P), gde je £ skup svih elementarnih dogadaja. F
je o—polje nad (2, a P je verovatnoca na (£, F).

Osobine verovatnocée

1. P@)=0
2. Ako Ay, Ay, ..., An EFAN A= @B, i+j,i,j=12,...,n onda
PR 4) = X P(4;)

Akoje A € B,ondaje P(A) < P(B)

P(A%) =1- P(4)

P(AUB) =P(A) + P(B)-P(AB)

Formula uklju¢enja-iskljucenja

P(UR,A) =X P(A) — X1 =1 P(AA) + . .+ (- D™1IP(Ay. .. Ay)
i+j

PTien A) = P(A)) + P(A1°4;) +...+P(A,°A,° ... Ay, “Ay)

8. Lema o pokrivanju

P(Uien 4) < Zien P(4).

o v s~ W

Definicija 1.1.3. Neka je ({2,F, P) prostor verovatnoéa i A,B € F, pri ¢emu je P(B) > 0.
Uslovna verovatno¢a P(A | B) (verovatnoca dogadaja A pod uslovom da se realizovao
dogadaj B) je

P(AB)



Dogadaji A i B su nezavisni ako realizacija jednog ne utice na realizaciju drugog. Formalnije:
Definicija 1.1.4. Neka su A, B € F dva dogadaja. Dogadaji A i B su nezavisni ako i samo ako
P(ANB) = P(A)P(B).

Ako dogadaji A i B nisu nezavisni, kazemo da su oni zavisni. Dakle A i B su nezavisni ako i
samoakoP(B | A) = P(B)iliP(A | B) = P(A).

1.1.2 Slucajne promenljive

Koncept slucajne promenljive je centralan u teoriji verovatnoce. Zamislimo da
svakom elementarnom dogadaju korespondiramo neku njegovu brojnu karakteristiku.
Promenljiva veli¢ina koja te brojne vrednosti prima sa odredenim verovatno¢ama zove se
sluajna promenljiva. Slu¢ajna promenljiva moze da uzme razli¢ite brojevne vrednosti, pod
uticajem slucajnih okolnosti.

Definicija 1.1.5. Preslikavanje X: 2 — R je sluajna promenljiva nad prostorom verovatnoca
(2,F,P) ako X~ 1(S) € F za svako S € B, gde je B = B(R) Borelovo o—polje. Ekvivalentno,
kazemo da je X F — merljivo.

Neka je preslikavanje X: 2 — R slucajna promenljiva. Ako je X(£2) konacan skup kazemo da
je X prosta slu¢ajna promenljiva. Ako je 2 = Y, A;, {x1, X5, ..., X, } skup realnih brojeva i

Ay ={w | X(w) =x,}

A; ={w | X(w) = x3}

Ap = {w | X(w) = xn}
Prosta slu¢ajna promenljiva je linearna kombinacija indikatora I, Iy,, ..., I, :

Kako je u prostoru verovatnoca ({2, F, P) verovatnoca definisana za svaki skup iz F i kako
X1(S) e F zasvako S € B(R), to znalida je za svako S € B(R) definisana funkcija

Py(S) =P{X €S} =Plw | X(w) € S} = P(X"1(S)).
Funkcija Px(S), S € B(R) zove se raspodela verovatnoca slu¢ajne promenljive X.
Definicija 1.1.6. Funkcija Fx(x) : R — [0,1] definisana sa
Fx(x) = Px((=,x)) = Plw € 2| X(w) <x}

naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X.



Funkcija raspodele Fy u tacki x € R predstavlja verovatno¢u dogadaja sastavljenog od onih
elementarnih dogadaja w ¢ija je slika X(w) manja od x. To éemo krace pisati

Fy = P{X < x}.
Funkcija raspodele postoji i jedinstvena je za svaku slu¢ajnu promenljivu.

Najcées¢i tipovi slu€ajnih promenljivih su diskretne slucajne promenljive i apsolutno
neprekidne slu¢ajne promenljive.

Definicija 1.1.7. Slucajna promenljiva X je diskretna ako postoji prebrojiv skup brojeva Ry

takav da je P{X € R_x} = 0, odnosno ako je skup slika od X najvise prebrojiv skup. Ako je
Ry = {x41,x,,...} skup razli¢itih vrednosti sluajne promenljive X diskretnog tipa, tada sa
p(x;), i =1,2,. . . oznatavamo verovatnodu dogadaja {X = x;} = {w | X(w) = x;} :

p(x) =Plw | X(w) =x}=P{X=x;},i=1,2,....
| vazi
ZieN p(x;) = ZiEN P{X =x;} = P(ZieN{X = xi}) =P()=1.

Skup vrednosti diskretne slu¢ajne promenljive {x;,x,,...,x,} i odgovarajuce
verovatnoée p(x;) = P{X = x;},i = 1,2,... ¢éine zakon raspodele slu¢ajne promenljive X, ili
krace raspodelu slucajne promenljive X. Zakon raspodele diskretne slucajne promenljive
najcesce zapisujemo na slededi nacin:

X1 X2
X'. [EREN I
(P(x1) p(x2) )
Za razliku od diskretnih, apsolutno neprekidne sluc¢ajne promenljive su takve da im ne

mozemo dodeliti konkretne vrednosti sa odgovarajuéim verovatnoéama, vec je njihov skup
vrednosti neki interval ili cak ¢itava realna prava.

Definicija 1.1.8. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji
nenegativna integrabilna funkcija @x(x), —0 < x < oo, takva da je za svaki skup S € B(R)

PX €S} = f ox ().

S

Funkcija @y (x) zove se gustina raspodele verovatnoca slucajne promenljive X.

ZaS =[a,b)a,b € R, dobijamo

b
Pla<X<b}= f @x(x)dx.

Specijalno, ako izaberemo S = (—, x) dobijamo



E(x)=P{X <x}= fx px(t)dt,x € R.

Osnovne raspodele verovatnoca diskretne slu¢ajne promenljive su binomna raspodela,
Poasonova raspodela i geometrijska raspodela. Osnovne raspodele verovatnodéa apsolutno
neprekidne slucajne promenljive su uniformna raspodela, eksponencijalna raspodela i
normalna raspodela.

Binomna raspodela:

Upoznajmo se najpre sa Bernulijevom Semom:
U jednom eksperimentu posmatramo samo dogadaj 4, odnosno 2 = {4, Z}. Oznacimo:
P(A)=p, PA)=1-p=q.

Eksperiment ponavljamo n puta. Sluajna promenljiva S,, koja predstavlja broj realizacije
dogadaja A zove se Bernulijeva slucajna promenljiva. Verovatnoéa da se u n ponavljanja
eksperimenta dogadaj A realizuje tacno k puta je jednaka

P{S, =k} = (Z) p*q™ % k=0,1,...,n.

Binomna raspodela predstavlja model za izvodenje n istih eksperimenata, pri ¢emu je p
verovatnoc¢a da se realizovao pozitivnho (desio se A), a g verovatnoc¢a da se realizovao
negativno (nije se desio A). Ako slu¢ajna promenljiva X ima binomnu raspodelu, zapisujemo
X: f(n,p). Binomna raspodela je raspodela odredena sa

n
p(k) = (k) pkq"k, p € (0,1), k=01,...,n

Poasonova raspodela:

Poasonova raspodela je nastala radi brzeg izraCunavanja binomnih verovatnoéa, kada je n
veliko, pa posmatramo asimptotsko ponasanje kada n — co. Tada umesto S,, piSemo S,,. Ako
slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu raspodelu, to zapisujemo X : P(1), 1 >0 i ona je
odredena sa

yu
P{S, =j}=j—,e—ﬂ, j=0,1,..

Geometrijska raspodela:

Neka slu¢ajna promenljiva X predstavlja broj nezavisnih ponavljanja nekog eksperimenta do
prve realizacije dogadaja A, pri ¢emu je P(A) = p. Geometrijska raspodela verovatnoc¢a sa
parametrom p data je sa

p(k) = P{X = k} = q¥1p, k=1,2,.., q=1-p.



Uniformna raspodela:

Uniformna raspodela je osnovna za generisanje slucajnih brojeva, $to je obimno koriséeno u
numerickim simulacijama stohastickih modela. Funkcija raspodele sluéajne promenljive
X:U(a,b), a,bER, a<bije

0, x<a
xX—a
Fy(x) = Pyt a<x<h.
1, x>b

Eksponencijalna raspodela:

Ako slucajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu, to zapisujemo X : ¢(1), 4 > 0.
Tada je funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X data sa

1_ —Ax >
FX(x)z{o S

Normalna raspodela:

Normalna raspodela ima najveéi znac¢aj medu raspodelama verovatnoca apsolutno
neprekidne slucajne promenljive. Nju je uveo matematicar Gaus u vezi sa obradom rezultata
merenja i, posebno, sa ocenom slucajnih gresaka. Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu
N(m, o?) raspodelu, m € R, ¢ > 0, ako je njena gustina raspodele

() = ——
x) = e 202 x €ER.
Ox oV2T

1.1.3 Ocekivanje i disperzija slucajne promenljive

Ocekivanje E(X) diskretne slu¢ajne promenljive X sa raspodelom p(xy), k = 1,2,..
definiSe se

o)

EX) = Z X0 (Xk),

k=1
i postoji ako i samo ako je Yp- |xx|p(xy) < 0.

Za apsolutno neprekidnu slu¢ajnu promenljivu X, sa gustinom @y (x), ocekivanje je
E(X) =f xQx(x)dx,

i ono postoji ako gornji integral apsolutno konvergira.

Disperzija (varijansa) sluajne promenljive X je:



D(X) = E((X — E(X))*).

Standardna devijacija (prosec¢no odstupanje) slu¢ajne promenljive X se definiSe kao

c(X) = /DX).

Neka je X slu€ajna promenljiva sa o€ekivanjem E(X) i disperzijom D(X). Standardizovana
slu¢ajna promenljiva X* je

_X-EX) X—EX)

Jox)  o(X)

Neka je X* standardizovana slucajna promenljiva. Tada je

*

E(X*) =0,D(X*) = 1.

Centralna grani¢na teorema Ako su X, X,, . . . nezavisne sluajne promenljive sa istom
raspodelom i konaénom disperzijom D (X;) = 62, k = 1, 2,...onda vaZi

2=1Xk - E(22=1 Xk ) 1 x _ﬁ
P - e 2dt,n—- oo
V D(Z;’{lzlxk) VZT[ —

1.2 Stohasticki procesi

Poreklo teorije stohastickih procesa moze se pratiti na terenu statisticke fizike. Prvi
primeri i nekoliko osnovnih pojmova o stohastickim procesima u pocetku su se razmatrali u
statistickoj fizici na pocetku ovog veka. Stohasticki procesi imaju veliku ulogu u mnogim
granama fizike, biologije, drustvenim naukama, poslovanju, ekonomiji i inZenjeringu. U teoriji
verovatnoce i srodnim poljima, stohasticki ili slucajni proces je matematicki objekat koji je
obi¢no definisan kao familija slu¢ajnih promenljivih.

Istorijski, slu€ajne promenljive su bile povezane ili indeksirane nizom brojeva, koji se
obi¢no posmatraju kao tacke u vremenu, dajuéi interpretaciju stohastickog procesa koji
predstavlja numericke vrednosti nekog sistema koji se slu¢ajno menja tokom vremena, kao
Sto je rast bakterijske populacije, fluktuiranje elektricne struje, kretanje molekula gasa.
Primena i studiranje fenomena su inspirisali predloge za nove stohasticke procese. Primeri
takvih stohastickih procesa su Vinerov proces ili Braunovo kretanje koji je Luj Basel koristio
da izu¢ava promene cena na Pariskoj berzi i Poasonov proces koji je koristio A. K. Erlang da
studira broj telefonskih poziva koji se javlja u izvesnim vremenskim periodima. Ova dva
stohasticka procesa se smatraju najvaznijim i centralnim u teoriji stohastickih procesa.

Na osnovu njihovih matematickih svojstava, stohasticki procesi se mogu podeliti u
razli¢ite kategorije, koje ukljuéuju slucajne Setnje, Markove procese, Levijeve procese,
Gausovske procese, obnovljive procese, procese grananja...

9



1.2.1 Definicije i osobine

Zamislimo da se u svakom vremenskom trenutku t vremenskog intervala T posmatra
neka karakteristika X nekog fizickog sistema koja je slu¢ajnog karaktera. Dakle, X (t) je neka
sluajna promenljiva za svako t € T. To znacdi da na skup svih sluéajnih promenljivih
{X(t), t € T} mozemo gledati kao na slu¢ajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, odnosno
dobijamo jednu slu¢ajnu funkciju vremena. U tom slucaju kazemo da je {X(t),t € T} jedan
slu€ajan (stohasticki) proces.

Definicija 1.2.1. Stohasticki (slu¢ajni) proces je familija slu¢ajnih promenljivih {X;(w),t €
T, w € 2} definisana na istom prostoru verovatnoca ({2, F, P). Skup T je parametarski skup, a
£ je zajednicki prostor ishoda slu¢ajnih promenljivih tj. skup stanja.

Slucajni proces {X(t),t € T} je u stvari funkcija dva parametra t i w. Kada govorimo o
stohastickom procesu, nekada promenljiva w bude izostavljena, pa stohasticki proces
zapisujemo kao X; ili X(t). Ako je parametarski skup prebrojiv, govorimo o nizu, lancu
slu¢ajnih promenljivih. Ukoliko fiksiramo t, X; oznacava slu¢ajnu promenljivu definisanu na
), a ako fiksiramo w € (2, X; odgovara funkciji definisanoj na T koja se naziva jedinstvena
putanja (trajektorija) ili realizacija stohastickog procesa. Dodatno, stohasticki proces moze
biti familija slu¢ajnih vektora. Na primer, za dve slu¢ajne promenljive stohasticki proces je
familija slucajnih vektora {th,XtZ,t €T}

Postoje razli¢ite metode i tehnike za formulaciju i analizu stohastickih procesa koji zavise od
toga da li su slucajna promenljiva i parametarski skup diskretni ili neprekidni. Skup T ¢e u
nasem stohastiCkom modelu cesto predstavljati vreme. U ovom radu naves¢éemo neke
primere stohastickih procesa iz populacione genetike:

1. X; je poloZaj objekta u vremenu t, u toku perioda od 24h, Cije je rastojanje od
odredene tacke 0 mereno celobrojnom jedinicom. U ovom sluéaju T = {0,1,...,24},
a prostor stanja je {0,%1,%2,...}. Oba, i vreme i prostor stanja su diskretni.

2. X; je broj rodenih u datoj populaciji u periodu [0,t]. U ovom sluéaju T = R, =
[0,00) i prostor stanja je {0,1,2,...}. Vreme je neprekidno, a prostor stanja
diskretan.

3. X; je gustina populacije u vremenu t € T = R, = [0, o). Prostor stanja je takode
R,. Oba, i vreme i prostor stanja su neprekidni.

4. X, je gustina jednogodisnjih vrsti biljaka u godini t, gde je T ={0,1, 2,...} i prostor
stanja je R,. Vreme je diskretno, ali je prostor stanja neprekidan.

U slucaju diskretnog vremena, pretpostavke se prave u pogledu veze izmedu stanja sistema
u trenutku t i stanja u trenutku t + 1. U jednostavnijem slucaju prvi primer je model slucajne
Setnje ili sluéajnog hoda, drugi primer je jednostavan proces radanja i treéi primer je proces
radanja i umiranja sa neprekidnim prostorom stanja.
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1.2.2 Uvodni primer - jednostavan proces radanja

Jedan od najjednostavnijih primera stohastic¢kih procesa, opisan u drugom primeru
gore, je jednostavan proces radanja (analog eksponencijalnom rastu u deterministickoj
teoriji). Deterministicki model eksponencijalnog rasta zadovoljava y = ae®®, a,b > 0,t €
[0,00). Stohasticki model je neprekidan u vremenu, ali diskretnog prostora stanja.
Pretpostavljamo tri stvari u razvoju modela procesa radanja:

i.  Nijedan pojedinac ne umire.
ii.  Ne postoji interakcija izmedu pojedinaca.
iii. Stoparadanja b je ista za sve pojedince.

Prvo ¢emo izvesti deterministicki model. Neka n(t) oznacava obim populacije u trenutku
t. U kratkom vremenskom periodu At porast obima populacije u odnosu na jednog
pojedinca je b X At, a porast obima u odnosu na sve pojedince je bAt X n(t). Tada

n(t + At) = n(t) + bAtn(t).
Sredivanjem ovog izraza dobijamo

n(t + At) — n(t)
At

= bn(t).

Pustajuci da At — 0 dolazimo do diferencijalne jednacine za eksponencijalni rast

dn(t)
dt

= bn(t).

Ako je pocetni obim populacije (broj stanovnika) n(0) = a, tada je resenje diferencijalne
jednacine

n(t) = ae®t.

Obim populacije je predviden u vremenu t sa apsolutnom sigurnos¢u kada su poznate
pocetna veli¢ina a i stopa radanja b.

Dalje ¢emo formulisati stohasti¢ki model. U ovom slu¢aju obim populacije nije poznat
sa sigurnos¢u ve¢ sa nekom verovatnocom. Obim populacije ¢e biti n u vremenu t.
Pretpostavicemo je da je obim populacije diskretna vrednost, ali je vreme neprekidno. Tada
stohasticki proces zadovoljava X; € {0,1,2,...},t € [0,00),gde je X; diskretna slucajna
promenljiva za obim populacije u trenutku t. Neka je funkcija verovatnoée slucajne
promenljive X; u oznaci {p,,(t) }y=o gde je

pn(t) = P{Xt = Tl}.

Slu¢ajne promenljive {X;} povezane su sledeéim pretpostavkama. Pretpostavimo da u
dovoljno malom vremenskom periodu 4t:
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1. Verovatnoca da se desi rodenje je priblizno b At.
2. Verovatnoda viSe od jednog rodenja u vremenu At je zanemarljiva.
3. Ut=0,P{X, =a}=1,gdeje akao gore navedeno.

. , . Y. . . . . A
To da je verovatnoda zanemarljiva znaci da je reda At ili o(4t); to jest llmAHo% =0,

0(At) teiZi nuli brze nego At. Tada se prva pretpostavka moZe navesti preciznije kao
verovatnoca da se dogodi rodenje je bAt + o(At).

Zasnovano na pretpostavkama 1 i 2, da bi populacija bila veli¢ine n u trenutku
t + At,ili je veli¢ine n u trenutku t i ne deSava se rodenje u (t,t + At),ili je veliCinen —1u
trenutku t i desi se jedno rodenje u (t,t + At). Verovatnoca da se obim populacije sa n
povecanan+ 1u (t,t+ At) je priblizno b At X n, a verovatnoda da populacija ne uspe da
se poveca u tom vremenskom periodu je 1 — b At X n.

Pretpostavke povezuju stanje procesa u trenutku t + At, X;, 4, Sa stanjem u
trenutku t, X;. U terminima verovatnode, verovatnoca da je stanje jednako n u trenutku
t + At zavisi od toga da li je u trenutku t obim populacije bio n — 1 i desilo se rodenje ili je
obim bio n i nije se desilo rodenje, to jest

pn(t+ At) = pp_1()b(n — 1At + p,(t)(1 — bn At).

Stanje procesa u trenutku t + At zavisi samo od stanja u trenutku t, a ne od vremena pre t
(ovo je poznato kao svojstvo Markova, o ¢emu ¢e biti reci kasnije). Kada oduzmemo p,,(t) od
obe strane jednacine gore, podelimo sa At i pustimo da At — 0 dobijamo sistem
diferencijalnih jednacina poznatih kao Kolmogorove diferencijalne jednacine:

dp,(t
p;t( ) =b(n—p,,_,(t) — bnp,,n=1,2,3,...
Na primer,
dp.(t) _ dp,(t)
T = ~bpi(),—— = bp, (£) — 2bp, (©).

Ako je obim populacije na pocetku 0, tada ne moze da se dogodi rodenje i py(t) =1 u
svakom trenutku.

Proces pocinje sa poznatom raspodelom verovatnoce za X, to je {p,(t)}n=o- Neka je
u pocetku obim populacije a, tj. X,= a, tako da poc€etna verovatnoca zadovoljava p,(0) = 1
pn(0) =0, n # a. Jednatina Kolmogorova se moze resiti iterativno ili koristeéi tehnike
generatrise momenta. ReSenje p,(t) ima negativhu binomnu raspodelu za svako fiksirano
vreme t:

n—1
pn(t) = (a B 1) e"Wt(1 —e Y0 n =g a+1,a+2.
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Informacije o stohastickom procesu mogu se proceniti iz raspodele verovatnoce (npr.
ocekivanje i varijansa). Stoga, cilj stohastickog modeliranja je odredivanje raspodele
verovatnoce povezane sa stohastickim procesom. Ako ovo nije moguée onda se traze
ocekivanje ili disperzija ili neko drugo svojstvo raspodele.
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Glava 2

2. Lanci Markova u diskretnom vremenu

2.1 Uvod

Osnovni koncept lanaca Markova predstavio je Andrej Andrejevi¢ Markov u radu koji
je objavljen 1907. godine. Od tada su mnogi veliki matematicari doprineli daljem razvoju
teorije lanaca Markova, a jedni od najznacajnijih bili su Kolmogorov, Dub, Levi itd. Inace, ova
tema je i dalje veoma aktuelna, sa vaznim razvojem kako u teoriji, tako i u prakti¢noj
primeni. Lanci Markova spadaju u relativno jednostavnu, ali i veoma interesantnu i korisnu
klasu slucajnih procesa. Oni opisuju slu¢ajne pojave ili sisteme koji se menjaju tokom
vremena, a njihova jednostavna struktura omogucava nam da saznamo mnogo toga o
njihovom ponasanju u buduénosti. Teorija i primene lanaca Markova su verovatno jedna od
najrazvijenijih teorija stohastickin procesa. Njima se mogu modelirati mnoge pojave u
biologiji, psihologiji, teoriji masovnog opsluzivanja, sportu itd.

Imati svojstvo Markova znaci, ukratko, da pored datog trenutnog stanja, verovatnoca
buduceg stanja sistema ne zavisi od proslih. Drugim rec¢ima, to znaci da opis sadasnjosti u
potpunosti sadrzi informaciju koja mozZe uticati na buduce stanje procesa. Primer moZe da
bude slucajna Setnja po brojevnoj pravoj, gde se pri svakom koraku pozicija menja za 1. Sa
svake pozicije postoje dva moguca prelaza: na slededi ili na prethodni ceo broj. Verovatnoce
ovih prelaza tada zavise samo od trenutnog stanja, a ne od nacina kako se do njega doslo.

U ovoj glavi uvedeni su lanci Markova u diskretnom vremenu, oznake, definicije i
osnovne osobine. Kasnije ¢emo dati i neke dobro poznate primere lanaca Markova u
diskretnom vremenu, ukljuéujuéi i model slu¢ajne Setnje (hoda) u 1, 2 i 3 dimenzije. Oba, i
vreme i prostor stanja su diskretni. Lanci Markova u diskrethom vremenu mogu biti
klasifikovani kao nesvodljivi ili svodljivi, periodi¢ni ili aperiodi¢ni i povratni ili prelazni. Ova
klasifikacija pomaZe u odredivanju ponasanja lanaca Markova.

2.2 Definicija i oznake

Razmatramo stohasticki proces u diskretnom vremenu {X,}, n =0,1,2,... , gde je
sluajna promenljiva X, diskretna sluCajna promenljiva definisana na konacnom ili
beskonacno prebrojivom prostoru stanja. Oznacavademo prostor stanja sa {1,2,...}.
Promenljiva n koristi se umesto promenljive t da oznaci element iz parametarskog skupa,
gde je parametarski skup definisan kao {0,1,2,...}. Dakle, indeks n je oznacen kao ,vreme“
n.
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Markovljev proces je stohasti¢ki proces u kome buduce ponaSanje sistema zavisi
samo od sadasnjosti, ne od proslosti. Formalnije:

Definicija 2.2.1. Stohasti¢ki proces u diskretnom vremenu {X,},-, ima svojstvo Markova
ako

P{Xn =ip | Xo =lpe-, X1 = in—l} = P{Xn =il Xpoq = in—l}:

gde vrednosti i, € {1,2,...}, za k=0,1,2,...,n. Tada se stohasticki proces zove lanac
Markova, ili tacnije lanac Markova u diskretnom vremenu. Ako je prostor stanja konacan
naziva se konacan lanac Markova ili lanac Markova u konaénom procesu. Stohasticki proces
oznacava se kao lanac onda kada je prostor stanja diskretan.

Oznacimo funkciju raspodele verovatnoce slu¢ajne promenljive X, sa {p;(n)};2, gde je
pi(n) = P{X, =i}.

Stanje procesa u trenutku n, X,,, je povezano sa procesom u trenutku n + 1 uz to da
se zna verovatnoca prelaza. Ako je proces u stanju i u trenutku n, u narednom trenutku
n + 1 bice isto u stanju i, ili ¢ée se premestiti u drugo stanje j. Verovatnoce za ove promene u
stanjima definisane su kroz verovatnoce prelaza.

Definicija 2.2.2. Verovatnoce prelaza iz i—tog stanja u trenutku n u j-to stanje u trenutku
n + 1 ili samo verovatnoce prelaza u oznaci pj; (n) definisane su kroz uslovnu verovatnocu:

p]l.(n) =P{Xn+1 =]|Xn = l‘}ll‘l_]= 1121---

Definicija 2.2.3. Ako verovatnoce prelaza p;;(n) u lancu Markova ne zavise od trenutka n,

kaZe se da je lanac stacionaran ili homogen (ili da su verovatnoce prelaza lanaca Markova
homogene). U ovom slucaju koristimo oznaku pj;. Ukoliko verovatnoce prelaza zavise od
vremena, p;;(n), kazemo da je lanac nestacionaran ili nehomogen.

Ukoliko nije nazna¢eno drugacije, podrazumevaéemo da je lanac Markova stacionaran. Za
svako stanje, verovatnoce prelaza iz jednog u drugo stanje zadovoljavaju

;o=1pjl = 1/ zai = 1'2""ipji > 0_

To znadi da, sa verovatno¢om jedan, proces u nekom stanju i mora da se pomeri u neko
drugo stanje j, j # i ili da ostane u stanju i u slede¢em vremenskom intervalu.

Definicija 2.2.4. Matrica prelaza lanaca Markova u diskretnom vremenu {X,},—, sa
prostorom stanja {1,2,...} i verovatnocom prelaza {p;;(n)}{7-, je oznalena sa P = (pj;)
gde je

P11 P12 P13z
P=<P21 P22 D23 >
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Ako je skup stanja konacan {1,2,...,N} tada je P jedna N X N matrica. Primetimo da kada
saberemo elemente kolona dobijamo Z?’ﬂpﬁ =1.

Matrica prelaza P je takozvana stohasti¢ka matrica:

Definicija 2.2.5. Nenegativna matrica sa svojstvom da je suma svake kolone jednaka 1 naziva
se stohasticka matrica. Ukoliko je i suma vrste takode 1, tada se matrica zove dvostruko
stohasticka.

Definicija 2.2.6. Verovatnoca prelaza u n koraka, u oznaci p]-l-(") je verovatnoda prelaza iz

stanja i u stanje j u n koraka:
p;i™ =P{X, =j X, =1}

Matrica prelaza u n koraka je oznatena P™ = (p;;"™). U slutajun = 1, imamo p;;® =

p;i i P = P,auslutajun = 0je

1Lj=i

gde je §;; Kronekerov delta simbol i P©® =], aJ jedini¢na matrica.

Postoji veza izmedu verovatnoce prelaza u n koraka, verovatnoce prelaza u s koraka i
verovatnode prelaza u (n—s) koraka. Ove veze date su jednadinana Cepmen -
Kolmogorova:

p]l(n) = Zp]k(n_s)pkl(s),o < s < n
k=1

Za dokaz koristimo definiciju verovatnoce prelaza u n koraka, uslovnu verovatnodu i svojstvo
Markova:

pii™ = P{Xn =j 1 Xo =i}
= 2p=1 P{Xn =, Xs = k | Xo = i}
= YO PX, =, X, =k, Xo =i | Xo = 0} P{X, = k | X = i}
=P{Xp =j 1 Xs = k}P{Xs =k | Xo = 1}

= D=1 ij(n_s)Pki ®),

Prethodni identitet moZemo zapisati u matricnom obliku

pm) = p(n=s)p(s)
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Kako je P = P, pajei P® = P2tj. uopsteno P(™ = P

Neka p(n) ozna&ava vektor iz funkcije verovatnoée X,,, tj. p(n) = (p;(n),p,(n),..)T, gde je
pi(n) = P{ X,, = i}, stanja su rasporedena u rastu¢em redosledu u vektoru kolona p(n) i
zadovoljeno je X2, p; (n) = 1. S obzirom na datu raspodelu verovatnoée X,, raspodela
verovatnoca X, 1 moZe se na¢i mnoZenjem matrice prelaza P sa p(n), tj.

pi(n+1) = Zpij pj(n)
=

Ili u matricnom obliku
p(n+1) = Pp(n).
Uopsteno

p(n +m) = P+™p(0) = P*(P™p(0)) = P"p(m).
2.3 Klasifikacija stanja

Veze izmedu stanja lanaca Markova vode do klasifikacione Seme stanja i konacne
klasifikacije lanaca Markova.

Definicija 2.3.1. Stanje j se mozZe dostiéi iz stanja i (ili u stanje j se moze stiéi iz stanja i) ako
postoji nenula verovatnoda pﬁ(”) >0, zaneko n=>0, u oznaci i = j. Ako i moZe biti
dostignuto iz j, j = i i ako j moZe biti dostignuto iz i, i — j, tada kazemo da stanja i i j
medusobno komuniciraju ili su iste klase, u oznaci i © j.

Tada postoje nenegativni celi brojevi n i n’ takvi da p;;™ > 0 i p;;(™ > 0. Relacija

i — j moze biti predstavljena kao na slici 2.3.1.

@
<+
Slika 2.3.1. Na direktnom grafu vazii — jii — k, ali nije slu¢aj da k — i. Slika preuzeta iz [1].

Relacija i & j je relacija ekvivalencije na prostoru stanja {1,2,...}. Relacija zadovoljava
sledeca tri svojstva:

1) Refleksivnost: i < i, zato §to je p;(®) = 1. Pocev od stanja i, sistem ostaje u stanju i
ako nema promene vremena.

2) Simetri¢nost: i — j iz definicije sledi j — i.

3) Tranzitivnost:i — j,j — ksledii - k
Da bismo dokazali ovo, primetimo da iz 1) i 2) sledi da postoje nenegativni celi brojevi

18



nimtakvidap;™ >0 ip;™ > 0.Tako:
i ™™ = P{Xpsm =k 1 Xo = i}
= P{Xpim =kXn=j1Xo =10}
=P{Xpim =k 1 Xy =j}P{Xn =j1Xo =1}
= pkj(m)pji(n)
Tada pi; "™ > 0ii — k . Sliéno moZe biti pokazano p; ™™ > 0 $to implicira
k —i.

Definicija 2.3.2. Relacija ekvivalencije stanja u lancu Markova se definiSe kao skup klasa
ekvivalencije.

Definicija 2.3.3. Skup klasa ekvivalencije stanja u lancu Markova u diskretnom vremenu se
definise kao klasa lanaca Markova ili klase komunikacije.

Ako svako stanje lanaca Markova moze biti dostignuto iz svakog drugog stanja, tada postoji
samo jedna klasa komunikacije ( sva stanja su u jednoj klasi komunikacije).

Definicija 2.3.4. Ako postoji samo jedna klasa lanaca Markova (klasa komunikacije), onda
kazemo da je lanac Markova nesvodljiv, ali ako postoji viSe od jedne klase, tada je lanac
Markova svodljiv.

Definicija 2.3.5. Skup stanja C je zatvoren, ako je nemoguce dostici bilo koje stanje van C iz
bilo kog stanja u C prelazom iz jednog u drugo; p;; = 0akoi € Cij € C.

Dovoljan uslov koji pokazuje da je lanac Markova nesvodljiv je postojanje pozitivhog celog
broja n, takvog da pﬁ(”) > (0 za svako i i j, tada je svaki element u P" pozitivan P™ > 0 za
neki pozitivan ceo broj n. Za konacan lanac Markova, nesvodljivost mozZe biti pokazana iz
usmerenog grafa za taj lanac. Konadan lanac Markova sa stanjima {1, 2,... N} je nesvodljiv
ako postoji usmerena putanjaiziujVvi,j€{1,2,...,N}.

Definicija nesvodljivih i svodljivih lanaca primenjuje se opstije na N X N matrice
A = (a;;). Usmereni graf, ili digraf, sa N Cvorova moZe biti konstruisan iz N X N matrice.
Postoji jedinstvena usmerena putanja iz Cvora i do ¢vora j, ako a;; # 0. Tada ¢vor j moZe biti
dostignut od &vora i u jednom koraku. Cvor j moZe biti dostignut iz &vora i u n koraka ako
;™ # 0, gde je a;™ element u j-tom redu i i-toj koloni A™. Usmereni graf sa N &vorova,
konstruisan iz matrice A je jako povezan ako postoji niz usmerenih putanja iz i do j
Vi,j €{1,2,...,N} (tj. i & j). lli je jako povezan ako postoji direktna putanja od ¢vora i do
¢vora j i direktna putanja od ¢vora j do ¢vora i. Tada je usmereni graf jako povezan ako je
moguce poceti od bilo kog ¢vora i i stici u bilo koji ¢vor j u konacnom broju koraka. Matri¢na
nesvodljivost je definisana kao jako povezan graf.

Definicija 2.3.6 KaZzemo da je matrica A nesvodljiva ako i samo ako je njen usmereni graf jako
povezan. Matrica A je svodljiva ako njen usmereni graf nije jako povezan.
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Primer 2.3.1. Lanac Markova u diskretnom vremenu sa 4 stanja {1, 2, 3, 4} ima sledec¢u

0 0 pi3 O
P=<p21 0 pos P24)

0 py, O 0

matricu prelaza:

gde p;; oznacava pozitivan element. Tada je lako videti4 & 2 « 1 « 3i4 © 2 « 3 tj.

Slika 2.3.2. Direktni graf za primer 2.3.1. Slika preuzeta iz [1].

Kako je nemoguce vratiti se u stanja 1 ili 3 nakon $to su napustena, svako od ovih stanja
formira jednu klasu komunikacije {1}, {3}. Skup {2,4} je trec¢a klasa komunikacije. Lanac
Markova je svodljiv. Dodatno, skup {2,4} je zatvoren, ali skupovi {1}, {3} nisu zatvoreni. Kada
bi jedan od elemenata p;, ili p;4bio pozitivan, klasa komunikacije bi se sastojala od {1,2,4} i
{3}. Kada bi jedan od elemenata p;, ili p;, bio pozitivan, tada bi postojala jedna
(jedinstvena) klasa komunikacije {1,2,3,4}. Onda bi lanac Markova bio nesvodljiv, matrica P
nesvodljiva i direktan graf jako povezan.

OJ

Definicija 2.3.7. Period stanja i, u oznaci d(i) je najveci zajednicki delilac svih celih brojeva
n > 1zakoje je p;™ > 0, tj.

d(i) = NzZD(n | p;™ > 0,n = 1).

Definicija 2.3.8. Ako stanje i ima period d(i) > 1, kaZemo da je ono periodi¢no ili da je
njegov period d(i). Ako je period stanja jednak 1, kazemo da je aperiodi¢no. Ako p; ™ = 0,
vn = 1, definiSemo d(i) = 0.

Primer 2.3.2 Na slici 2.3.3. dat je direktan graf lanaca Markova sa 3 stanja {1,2,3}.

Odgovarajuc¢a matrica prelaza je
0 0 O
P={1 0 O
0 1 1

(——(J=

Slika 2.3.3. Direktan graf za primer 2.3.2 . Slika preuzeta iz [1].
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Vidimo da postoje 3 klase komunikacije {1}, {2} i {3}. Vazi d(i) = 0 za i = 1,2 zato $to je
pi™ =0,i=1,2,n=1,2,...,d(3) = 1, pa je stanje 3 aperiodi¢no.

O

Teorema 2.3.1. Ako i < j, tada je d(i) = d(j).
2.4 Vreme prvog povratka

Pretpostavimo da proces pocinje u stanju i, X, = i. Tada definiSemo prvi povratak u
stanje i prvi dolazak u stanje j, j # i.

Definicija 2.4.1. Neka fii(n) oznacava verovatnocu da sistem prvi put dode u stanje i u
trenutku n,n = 1, ako je u po¢etnom trenutku bio u stanju i, tj.

fii(n)=P{Xn=i,Xm +im=1,2,...n—11 X, =1i}.

Verovatnoce fii(n) su poznate kao verovatnode prvog povratka i oznacavaju prvi put kada
se lanac Markova vrati u stanje i, tada

0< qu-(") < 1
n=1

DefiniSemo fii(o) = 0 i primetimo fl-l-(l) = py;, ali u opstem slucaju fl-l-(") nije jednak p; ™ .

[ee)

Definicija 2.4.2. KaZzemo da je stanje i prelazno ako Y- fl-l-(") < 1idaje stanje i povratno

akovazi Y=, ;™ = 1.

Dakle, stanje je povratno ako je verovatnoca da se sistem iz stanja i barem jednom vrati u

stanje i, u suprotnom je prelazno. Ako je stanje i povratno, onda skup {]‘ii(n)}ffzo definise
raspodelu verovatnoda za slu¢ajnu promenljivu koja predstavlja prvi trenutak vracanja

Tii = infle {m I Xm = i,X() = l}'
gde je T;; = n sa verovatno¢om fu(n),n =0,1,...

Ako je stanje i prelazno, onda skup {ﬂi(n)},"fzo ne definiSe ceo skup verovatnoéa
neophodnih za definisanje raspodele verovatnoéa. Medutim, mozemo definisati 1 — f;; kao
verovatnocu da se nece vratiti u stanje i. Slu¢ajnu promenljivu T;; moZzemo posmatrati kao
vreme ¢ekanja dok se lanac ne vrati u stanje i.

Definicija 2.4.3. Ocekivanje raspodele T;; se naziva i ocCekivanje vremena povratka ili
ocekivanje trenutka prvog povratka za stanje i u oznaci y;; = E(Tj;), tj. za povratno stanje i:
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[ee]

Hii = z nfj; ™,

n=0

Posto T;; nije definisano za prelazno stanje, pretpostavicemo da je oCekivanje trenutka prvog
povratka za prelazno stanje uvek beskonacno. Ocekivanje trenutka povratka za povratno
stanje moze biti konacno ili beskonacno.

Definicija 2.4.4. Ako povratno stanje i zadovoljava p;; < oo, tada kazemo da je stanje i
pozitivno povratno, a ako zadovoljava u;; = oo, tada je stanje nula povratno.

Definicija 2.4.5. Neka fji(n) oznacava verovatnocu da sistem prvi put dode u stanje j, u
trenutku n, n = 1, ako je u poCetnom trenutku bio u stanju i, X, = i,i # j, tj.

fi™ =P{Xy=j Xm#jm=12,...,n—1|Xy=1i},i #].

Verovatnoce fji(n) su poznate kao verovatnoce prvog prelaza. DefiniSemo fji(o) =0. To
dolazi iz definicije da je 0< Y2, f;™ < 1. Ako X2, f;™ =1, onda je {f;™}2,
raspodela verovatnoca slucajne promenljive Tj;, poznatom kao prvi prelaz u stanje j iz stanja

i, gdeje
Tji = infpa1 {m | Xpy = j, Xo = i}

Definicija 2.4.6. Ako X, = i, tada se ocekivanje trenutka prvog prelaza u stanje j, u oznaci
wi; = E(T;;) definise kao

n=1

2.5 Osnovna teorema lanaca Markova

Lema 2.5.1. (Abelova konvergencija)

i.  Ako X%, a, konvergira, tada limg_,1- Yoo ax ¥ = Yo, ax = a.

ii. Akoag =0ilimg,- Yo ,ars® =a < o, tada Yo, a; = a.

Teorema 2.5.1. Stanje i je povratno (prelazno) ako i samo ako Z,‘fzopii(“) divergira
(konvergira), tj.

Z pii(n) = o0 (< 00).
n=0

Posledica 2.5.1. Pretpostavimo da je i < j . Stanje i je povratno (prelazno) ako i samo ako je
stanje j povratno (prelazno).
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Dokaz Pretpostavimo da je i < j i i je povratno stanje. Tada In,m > 1 takvi da
pi;;™ > 0ip;;™ > 0. Neka je k nenegativan ceo broj, takav da vaZi

pj; M 2 pj M p Opy; .

Tada je

Z p;; 0 > z p; (M) > Z P M pOpy M = p Wp, z P,
k=0 k=0 k=0 k=0

Desna strana je beskonacna, tj. divergira zato Sto je stanje i povratno (prema teoremi 2.5.1.).
Tadai Y-, pjj(k) mora da divergira, pa je stanje j povratno. Analogno za prelazno stanje, jer
stanje koje nije povratno jeste prelazno.

Posledica 2.5.2. Svaka klasa povratnih stanja u lancu Markova je zatvoren skup.

Dokaz Neka je C klasa povratnih stanja. Pretpostavimo suprotno da C nije zatvoren skup.
Tada, zanekoi € Cij & C p;; > 0. Kako j € C, nemoguce je vratiti se u skup C iz stanja j
(inace i « j). Tada pocevsi od stanja i, verovatnoca da se nikad ne vrati u C je barem pj; ili
Xn fii(n) < 1-—pj; <1,5toje ukontradikciji sa tim da je i povratno stanje. Zato, C mora biti
zatvoren skup.

Teorema 2.5.2. (Osnovna grani¢na teorema za aperiodicne lance Markova) Neka je lanac
Markova povratan, nesvodljiv i aperiodi¢an. Tada je

1
n-oo Pi Hii
gde je u;; ocekivanje trenutka povratka za stanje i definisano u Definiciji 2.4.3. i i i j su bilo
koja stanja lanca. Ako p; = o, tada limp;;™ = 0.

n—-oo

Teorema 2.5.3. (Osnovna grani¢na teorema za periodicne lance Markova) Neka je lanac
Markova povratan, nesvodljiv i d-periodic¢an. Tada je
d

llm p .(nd) = —
n—eo -t Hii

i p;;™ = 0, ako m nije vi$estrukost od d, gde je u;; ocekivanje trenutka povratka za stanje i.

Ako p;; = o, tada lim p;;"® = 0.
n—->0o

Ako je u;; = oo, tada je stanje i nula povratno i ako je 0 < u;; < oo, tada je stanje i
pozitivno povratno. MozZe se pokazati da, ako je jedno stanje u klasi komunikacije pozitivho
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povratno, onda su sva stanja u klasi pozitivno povratna. U ovom slucaju je cela klasa
pozitivno povratna. Dodatno imamo, ako je jedno stanje u klasi komunikacije nula povratno,
onda su sva stanja u klasi nula povratna. Tada na osnovu prethodnih rezultata imamo da
svaki nesvodljiv lanac Markova moze biti klasifikovan kao:

e (1) periodi¢an ili (2) aperiodi¢an
e (i) prelazan ili (ii) nula povratan ili (iii) pozitivho povratan.

Definicija 2.5.1. Stanje je ergodi¢no, ako je i aperiodi¢no i pozitivno povratno. Ergodican
lanac je lanac Markova koji je nesvodljiv, aperiodi¢an i pozitivno povratan.

Kada je cela klasa stanja ili lanac ergodi¢an, onda kaZzemo da su jako ergodicni. Ako je
ergodi¢na klasa ili je lanac nula povratan, kazemo da su slabo ergodicni.

2.6 Stacionarna raspodela verovatnoca

Stacionarna raspodela verovatnoc¢a predstavlja ekvilibrijum lanaca Markova, to je
raspodela verovatnoca koja ostaje fiksna u vremenu. Na primer, ako je lanac inicijalno
stacionarne raspodele verovatnoéa, p(0) = m, tada p(n) = p™mn, za svaki trenutak n.

Definicija 2.6.1. Stacionarna raspodela verovatnoda lanca Markova sa skupom stanja
{1,2,...} je nenegativan vektor m = (74, 7,,...)T koji zadovoljava Pt =m i &iji je zbir
elemenata jednak 1, tj. 2,72, m; = 1.

Definicija 2.6.1. takode se primenjuje za konacan lanac Markova, gde je vektor
T = (1, ..., Ty)T i XV, ; = 1. U kona€nom sluéaju 7 je desni svojstveni vektor od P
koji odgovara svojstvenoj vrednosti A = 1. MozZe postojati jedan ili viSe od jednog linearnog
svojstvenog vektora koji odgovara svojstvenoj vrednosti A = 1. Zapravo, moze biti najvise N
linearno nezavisnih svojstvenih vektora. Ako postoji viSe od jednog, tada stacionarna
raspodela nije jedinstvena.

Teorema 2.6.1 Pretpostavimo da je lanac Markova u diskrethom vremenu nesvodljiv,
pozitivno povratan i aperioci¢an (jako ergodican) sa skupom stanja {1,2,...} i matricom
prelaza P. Tada postoji jedinstvena pozitivna stacionarna raspodela nz(nl,nz,...)T,
P = m takva da

lim pu(n) = T[L',i = 1,2,...

n—-oo

Ova teorema daje dovoljne uslove na lancu za egzistenciju i jedinstvenost. Matrica prelaza
jako ergodi¢nog lanca zadovoljava

7T1 7T1 7T1 cee
lim P(™ = <n2 T, T, >

n—->oo

Tako, lim,,_, P(")p(O) =T
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2.7 Konacni lanci Markova

Vazno svojstvo konacnih lanaca Markova (lanaca Markova sa konacnim skupom
stanja) je to Sto ne postoje nula povratna stanja i ne mogu sva stanja da budu prelazna.
Dakle, nesvodljiv konacan lanac Markova je pozitivho povratan.

Lema 2.7.1. Ako je j prelazno stanje, a i je proizvoljno stanje u lancu Markova sa konacnim
skupom stanja, onda je

limn_,oo p]l(n) = 0.

Teorema 2.7.1. U kona¢nom lancu Markova ne mogu sva stanja biti prelazna i nijedno stanje
ne moze biti nula povratno. Tada je nesvodljiv konacan lanac Markova pozitivho povratan.

Dokaz Iz prethodne leme imamo da, ako je j prelazno, tada lim, . p;™ =0 za

i=1,2,...,N, gdeje N broj stanja.

Pretpostavimo da su sva stanja prelazna. Identitet lim,,_, o, pﬁ(") = 0 vaiZi za svako
,j=1,2,....,N i lim,,, P™ =0. Matrica P™ je stohastitka matrica. Zato je
M1p;™ = 1, tj. suma kolona P je 1. Pustimo limes kada n — co. Kako je suma konaéna
limes i suma mogu da zamene mesta i dobijamo Z?’zllimn_,oo p]-,-(") =1, $to je u

kontradikciji sa tvrdenjem sa pocetka dokaza, tako da ne mogu sva stanja da budu prelazna.

Pretpostavimo da postoji stanje i koje je nula povratno i i € C, gde je C klasa stanja.
Klasa C je zatvorena prema Posledici 2.5.2. i sva stanja u C su nula povratna. Pretpostavimo
da je klasa C nula povratna i aperiodi¢na. Tada, prema osnovnoj grani¢noj teoremi za

aperiodi¢ne lance Markova vazi lim,,_, pl-j(") = 0Vi,j € C. Podmatrica P; matrice P, koja
sadrZi sva stanja iz C je stohasticka matrica ( py; M) =0,k ¢ C). Medutim lim,,_, Pc(n) =0,

$to je nemoguce. Tada su sva stanja pozitivno povratna.

Pretpostavimo da je klasa C periodi¢na i nula povratna. Tada, prema osnovnoj
graniénoj teoremi za periodi¢ne lance Markova imamo lim,,_,., p;; ™ = 0 za bilo koje i € C.
Dalje, za bilo koje stanje j € C, kako je i < j, postoje pozitivni celi brojevi n i m takvi da

Dakle,
pi ™ = py™Wp ™ > 0.

Kada fiksiramo n i pustimo da m — oo, dobijamo lim,,,_, pﬁ(m) = 0. Takode, kada fiksiramo
m i pustimo da n — oo, dobijamo lim,_q p;™ = 0. Tako lim,_. Pc™ =0, gde je P
podmatrica P sastavljena od stanja iz C. Ovo je nemoguce posto je PC(") stohasticka matrica.
Tada su sva stanja pozitivno povratna.
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U sluéaju da je lanac Markova nesvodljiv, tada postoji samo jedna klasa i sva stanja u
toj klasi moraju biti pozitivho povratna, nula povratna ili prelazna. Kako ne mogu sva stanja
biti prelazna i nema nula povratnih stanja, sledi da sva stanja moraju biti pozitivno povratna.

Kako ne postoji nula povratno stanje u konacnim lancima Markova, postoje samo
Cetiri tipa klasifikacione Seme zasnovane na periodi¢nosti i povratnosti. Stanja u kona¢nom
lancu Markova mogu biti klasifikovana kao periodi¢na ili aperiodi¢na i prelazna ili pozitivno
povratna. Povratnost u konacnim lancima Markova ¢e uvek znaciti pozitivha povratnost.

Teorema 2.7.2. U kona¢nom lancu Markova klasa je povratna ako i samo ako je zatvorena.

Dokaz Pokazali smo da ako je klasa povratna, ona je zatvorena. U obrnutom smeru
implikacija se dokazuje kontradikcijom.

Pretpostavimo da je klasa stanja C zatvorena, ali C nije povratna. Tada je klasa C
prelazna. 1z Leme 2.7.1., ako je j prelazno stanje, tada je lim,,_,q p]-l-(") = 0 za sva stanja i.

Posebno, za stanje i € C imamo
ZjEC lirnn—»oo pji(n) = 0.

Kako je C zatvoren, podmatrica P, koja se sastoji od svih stanja iz C je stohasticka matrica.
Dodatno, P, (™ je stohasti¢ka matrica. Suma kolona u P ™ je jednaka 1 i mora biti jednako
1 kada pustimo limes da n — o, a to je u kontradikciji sa Y jec limy,_,o, pji(") = 0. Tada C ne

moze biti prelazna, pa mora biti povratna klasa.
[

U teoriji lanca Markova sa kona¢nim skupom stanja, stohasticka matrica sa svojstvom
pji(") > 0, za neko n> 0 isvako i,j =1,2,...,N (P™ > 0) je nazvana regularna matrica.
Ako je matrica prelaza regularna, tada je lanac Markova nesvodljiv i aperiodi¢an. Lanac
Markova je u ovom slu¢aju nazvan regularan. Dakle, regularan lanac Markova je pozitivho
povratan (jako ergodi¢an). Teoreme Perrona i Frobeniusa iz linearne algebre kazu da
regularna matrica P ima pozitivnu dominantnu svojstvenu vrednost, koja zadovoljava
A > |4, gde je A; bilo koja druga svojstvena vrednost od P. Svojstvena vrednost A
regularne stohasticke matrice P je A = 1 i svojstveni vektor m, koji zadovoljava an =1,
definiSe stacionarnu raspodelu verovatno¢a Pm = m. Ako je pretpostavka regularnosti
oslabljena, tako da je stohasti¢cka matrica P nesvodljiva, tada teoreme Perrona i Frobeniusa
jo$ uvek podrazumevaju da je 1 = 1 svojstvena vrednost koja zadovoljava A > |4;|. Dakle,
sve S$to je potrebno za postojanje jedinstvene stacionarne raspodele verovatnoéa je da P
bude nesvodljiva.

Posledica 2.7.1. Pretpostavimo da je konac¢an lanac Markova nesvodljiv i aperiodi¢an. Tada
postoji jedinstvena stacionarna raspodela verovatnoéa m = (14, y,... ,my)" tako da
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lim p;™ =m;,i,j =1,2,...,N.

n—oo

2.7.1 Ocekivanje trenutka povratka i ocekivanje trenutka
prvog prelaza

Oznacimo matricu ocekivanja trenutka povratka i oc¢ekivanja trenutka prvog prelaza sa

U1 M2 - Han

U1 H22 0 Hon
M = (Hij) =1 : . :

Un1i HUn2 " HUnn

Umesto izraCunavanja elemenata matrice putem definicije, koristeci {fii(")} i {fji(n)},
primenjuje se alternativna metoda. lzvedena je veza izmenju ocekivanja povratka i
ocekivanja trenutka prelaza, koja definise linearni sistem Cije je reSenje M.

Razmatramo Sta se deSava u prvom vremenskom koraku. Stanje j moZe se dostici u
jednom vremenskom koraku sa verovatnocom pj; ili treba vise od jednog vremenskog

koraka. Ako je potrebno viSe od jednog koraka da se dostigne stanje j, tada je u jednom
koraku dostignuto stanje k, k # j, sa verovatno¢om py; . Tada vreme koje je potrebno za
dostizanje stanja j iznosi 1+ pjj, jedan vremenski korak plus olekivanje vremena koje

protekne do dostizanja stanja j iz stanja k. Ova veza data je sa
N N
Uji = pji T+ Z Pri(1+ ) =1+ Z Pki Ujk-
k=1k=#j k=1k#j

Ova veza podrazumeva da je matrica P nesvodljiva. Svako stanje j moze biti dostignuto iz
bilo kog stanja i. Jednacina se mozZe zapisati i u matricnom obliku

M =E+ (M — diag(M))P,

gde je E jedinicna N X N matrica. Kako je P nesvodljiva, lanac Markova je nesvodljiv, sto
znadi da je pozitivno povratan, 1 < p; < ,i=1,2,...,N.Sledidaje 1 < p;; < o,j # i.

Primer 2.7.1. Pretpostavimo
01
P=(] o)
Jednadinu M = E + (M — diag(M))P mozemo zapisati kao

(#11 .Ulz) _ (1 + Uiz 1 )
H21 M2z 1 1+ puyq /)
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Tako py, = Uy; = 1i uy; = Uy, = 2. Ovaj rezultat je ocigledan onda kada prepoznamo da je
lanac periodican, perioda 2. Treba 2 vremenska koraka za povratak u stanje 1 ili 2 i samo
jedan vremenski korak za odlazak iz stanja 1 u stanje 2 ili iz stanja 2 u stanje 1.

O
2.8 Matrice prelaza u n koraka

U slu¢aju konac¢nog lanca Markova moZe biti izveden opsti oblik matrica prelaza u n
koraka. MoZe se generisati pojednostavljeni oblik za P("™ ako se P moze izraziti kao

P=UDUY,

gde je D dijagonalna matrica i U je nesingularna matrica. U ovom slu¢aju, matrica P(™
zadovoljava

P™ = yprUt.

Vaina teorema u linearnoj algebri navodi da P moZe biti izrazena kao P = UDU™! ako i
samo ako je P dijagonalizabilna, tj. ako i samo ako P ima n linearno nezavisnih svojstvenih
vektora. Stoga, pretpostavlja se da P ima n linearno nezavisnih svojstvenih vektora.

Pokazujemo kako se matrice U i D mogu formirati. Pretpostavimo da je P matrica
N X N sa N svojstvenih vrednosti A;,4;,...,Ay. Neka je x; desni svojstveni vektor (vektor

kolona) koji odgovara 4; i y; je levi svojstveni vektor (vektor kolona):
Px; = Ajx; i
y;MP = Ay,™.
DefiniS§imo N X N matrice
H = (x1,%3,...,Xy)

K= Y20 YN

Kolone matrice H su desni svojstveni vektori, a kolone matrice K su levi svojstveni vektori.
Ove matrice su nesingularne zato Sto su vektori linearno nezavisni. Zbog prethodnih
identiteta vazi

PH = HD,KTP = DKT,
gdeje D = diag(A4,4,,...,Ay). Tako
U=H1 ili U= (K.

Matrica prelaza sa n koraka zadovoljava:
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P" = HD"H™! i P™ = (KT)"1D"KT. (2.1)

Ovo predstavlja jedan od nacina za racunanje P™. Drugi nacin ¢e biti predstavljen u nastavku.
Napomenimo da

y]TPX] = ij/L-xl- = y]TA]xl

Ako 4; # A;, tada ijxl- = 0, desni i levi svojstveni vektori su ortogonalni. Pretpostavimo da

su x; i y; ortogonalni

T

0,i #j
Yj Xi={

1L,i=7J
Tada KTH =1ili KT = H 1 ivaizi
P=HDH ' =HDKT

= (A x1, A2x, .., Anxy) (V1 Voo YT
= /11x1y1T + Azx2y2T+ e +/1NxNyNT.

Dakle,

N
P = Z Aixiyi"
=1

Kako je matrica x;y;"x;y;T nula matrica za i # j i suma Xi_; x;y;" = HKT =1, sledi da se

P? moze izraziti preko matrice xl-yl-T

N N N
Pz = (Z AkaYRT) (Z AkaYIcT) = Z Ay T
k=1 k=1 i=1

Uopsteno, matrica prelaska u n koraka zadovoljava
P" =3, A Xy (2.2)

U slucaju da je lanac Markova regularan (ili ergodican), Sto znaci da je nesvodljiv i
aperiodican, tada P™ ima ograni¢enu raspodelu. Ogranitena raspodela je stacionarna
raspodela koja odgovara svojstvenoj vrednosti A; = 1. U ovom slu¢aju imamo
Ty T .. T
) Ty My o Ty
lim P* = x;y," = . : : D

n—-oo

Ty Ty Ty Ty
gdejex; =m y,T =(1,1,...,1).

Obe metode racunanja P™ primenjuju se na bilo koju konacnu matricu sa razli¢itim
svojstvenim vrednostima.
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Postoje joS neke metode za racunanje P™. Razmotriéemo jednu dodatnu metodu, gde nije
neophodno da P bude dijagonalizabilna. Pretpostavimo da je karakteristican polinom
matrice P dimenzije N X N dat sa

det(l] - P) = AN + aN_1/1N_1+ . ao = 0
Vazi
x(N+n)+a,_1x(N+n—1+...+aex(n) = 0.

Za nalaZzenje uopstene formule za P™ neophodno je naéi N linearno nezavisnih resenja za
ovaj skalar N-tog reda diferencijalne jednaéine, x;(n),x,(n),...,xy(n) sa pocetnim
uslovima:

x,(0)=1 x,(0) =0 xy(0)=0
aD=0 | x®=1 ] x@=0
HN-1)=0 \,(N-1)=0 (N —1) =1

Tada,

P*=x,(mM)I+ x,(M)P+...+ xy(n)PV"1,n=10,1,2, ...
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Glava 3

3. NeKki primeri lanaca Markova

3.1 Neogranicen slucajan hod u dve ili tri dimenzije

U neograni¢enom sluc¢ajnom hodu stanja su celi brojevi 0,+1,%+2,.... Neka je
p > 0 verovatnoda kretanja na desno i g > 0 verovatnoca kretanja na levo, p +q = 1. Iz
direktnog grafa na slici 3.2.1 se lako moze videti da je lanac Markova nesvodljiv. Svako stanje
u sistemu komunicira sa svakim drugim stanjem.

e € € e ) i € T O
e 4——\:;,1—-—\_ — — —

Slika 3.2.1. Neograniceni slucajni hod. Slika preuzeta iz [1].

Lanac Markova za ovaj proces je povratan ako i samo ako su verovatnoc¢e pomeranja levo i

. 1 y Y. o oy .
desno jednake, p = 5 = q,stoznaci da se radi o simetri¢cnom slu¢ajnom hodu.

Neogranicen slu¢ajan hod moze se prosiriti na dve i tri dimenzije. Za neogranicen slucajan

. - e e . . 1 .
hod u jednoj dimenziji vazi da je lanac nula povratan ako i samo ako je p = =4 Za dve i tri
dimenzije pretpostavicemo da je verovatnoc¢a pomeranja u bilo kom pravcu jednaka. Tako,

. .. .1 . . e

za dve dimenzije verovatnoca je , 28 pomeranje u bilo koji od Cetiri pravca: gore, dole, desno
ili levo. Za tri dimenzije verovatno¢a pomeranja za bilo koji od Sest pravaca: gore, dole, levo,
desno, napred, nazad je p Za dve dimenzije lanac je nula povratan, dok je za tri dimenzije

prelazan.

Lanac Markova predstavljen ovim neograni¢enim slu¢ajnim hodom je nesvodljiv i periodic¢an
sa periodom 2. Dakle, povratnost i prelaznost se mogu potvrditi proverom povratnosti i
prelaznosti u poreklu. Neka je poreklo oznaceno sa 0 i pyo™ je verovatnoda povratka na
poreklo posle n koraka. Primetimo da poo®™ > 0, ali pge®**V >0,zan=0,1,2,...,N.
Nemogude je poceti od porekla i vratiti se na poreklo u neparnom broju koraka.

3.1.1 Dve dimenzije

U dve dimenzije, za putanju duZine 2n sa pocetkom i zavrSetkom u 0, ako je napravljeno k
koraka udesno, tada takode mora biti napravljeno k koraka ulevo i ako je napravljenon — k
koraka na gore, tada mora biti napravljeno n — k koraka nadole, k +k+n—k+n—-k =
2n. Postoji
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n (2n)!
zk=o k'k!(n—k)!'(n—k)!

razli¢itih putanja duZine 2n koje pocinju i zavrSavaju se u poreklu. Svaka od ovih putanja je

2n
jednako verovatna i ima verovatnoc¢u da se dogodi jednaku G) . Tako

O (2n)! (1)(2n>
Poo” T Lk (= )l (n — k)1 \4

~ o7 > (r=m) G)
2 (2n)
-G ()

(2n)

Moze se pokazati da je

> =)

Stoga, poo ™ se moze pojednostaviti do

e =z ()G =[] 7

Primenimo Stirlingovu formulu na desnu stranu gornje jednacine (n! ~n™v2mne™"), pa vaizi

(2n)?"4rne 2" 21
n2n2mne—2n 42n
4n 12

/_T[n 42n

DooEM~

Koristedi da je Z% divergentan red, dobijamo da Y. py, *™ takode divergira. Tada je, prema

Teoremi 2.5.1. , poreklo povratno i sva stanja moraju biti povratna. Dodatno, primenjujucu
(2n) — 2

Hoo
Medutim ovaj limes je jednak nuli, tako je gy = ©0. Nula stanje je nula povratno i kako je

osnovnu granicnu teoremu za periodicne lance Markova, vaZi lim,_ Poo

lanac Markova simetri¢an, dvodimenzionalni slu¢ajan hod je nula povratan.
3.1.2 Tri dimenzije

U tri dimenzije, na putanji duZine 2n koja pocinje i zavrSava se u poreklu, ako se
napravi k koraka udesno, tada mora biti napravljeno k koraka ulevo, ukoliko se napravi j
koraka na gore, mora biti napravljeno j koraka na dole; ako je napravljeno n — k — j koraka
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unapred, mora biti napravljenon —k —j unazad, k+k+j+j-—-n—-k—j+n—-k—j=
2n. Ukupan broj putanja duzine 2n je:

Z (2n)!
L (KDY2(GNAH(n— k= DI

jt+ksn

(2n)
gde je suma za sve j i k, za koje j + k < n. Kako svaka putanja ima verovatnocu (%) sledi

da

(2n)

o (2n)! 1
Poo " = Z (k!)z(j!)z[(n—k—j)!]z(g)

j+ksn

=%jz (j!k!(nTi!k_j)!) (%)

+k<n

(2n)

Koristimo ¢injenicu da trinomna raspodela zadovoljava

Z n! 1_1
jeksnjU R (= —H)13"

Oznacimo trinomni koeficijent

j!k!(nri!j—k)! - (jnk)'

Maksimalna vrednost trinomne raspodele se javlja kada j = gi k= gi priblizno je jednaka

qon
@I}

gde je n dovoljno veliko. Ovo se moze videti u slede¢em. Pretpostavimo da se maksimalna
vrednost javljau j' i k'. Tada

n

~

n =~

i aw-n)= ()
i) =Ge)
(-1 1)=("e)
(-1 1)=(0)

pa tada
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n—k'—-1<2j'<n—-k"+1,
n—j —1<2k'<n—j +1,

n—-1 2j+k' n+1
< <
n n n

)

n—1 2k'+j n-1
< :
n n n
Kada pustimo n — oo, dobijamo 2j'+k'~n i 2k’ + j'~n, odakle sledi j’~% i k’~% .

Koristimo ove ¢injenice da dobijemo gornju granicu za py, ?™. Prvo

on 1 (2n)! n! 1

Poo’ )SzTn(n!)zM” [Zj+k5nj!k!(n—j—k)!3_"
_ 10w w1
ST

zato Sto je izraz u uglastoj zagradi trinomna raspodela ¢ija je suma jednaka 1. Sledede,
Stirlingova formula se koristi da aproksimira desnu stranu nejednakosti iznad, za veliko n:

1 2n)! n 1 1 (2n)*™"/4nne 2" 1
G [ 2 NI
[(?) !] n"/2mne ™" (%) < 23ﬂ> e
c
~ 32

1 3\32 . oy (N2 o (o)
gde jec = 5 (;) . Tada, za veliko n , pyo @™ < (;) . Kako je X, (;) konvergentan p-
red, sledi da je prema Teoremi 2.5.1. poreklo u prelaznom stanju. Kako je lanac Markova
nesvodljiv, sva stanja su prelazna. Lanac Markova za simetri¢ni, trodimenzionalni slucajni

hod je prelazan.

Nije uobicajeno izrazito razli¢ito ponasanje lanca Markova u diskretnom vremenu u
tri dimenzije, u odnosu na jednu ili dve dimenzije.

3.2 Propast kockara

Slucajan hod na kona¢nom skupu {0,1,2,..., N} sa granicom apsorpcije x = 0ix = N
je obicno nazvan kao propast kockara. lzveS¢emo izraz za verovatnoéu apsorpcije
koriséenjem tehnika iz diferencijalnih jednacina, a zatim izraz za ocekivano trajanje dok se
apsorpcija ne izvede. Konacno, izveSéemo celu raspodelu verovatnoéa za apsorpciju u n-tom
vremenskom koraku koristeéi generatrise i diferencijalne jednacine.
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Pozicija x u propasti kockara predstavlja kockarov kapital, svaki vremenski korak
predstavlja jednu igru gde kockar moze da ili poveéa svoj kapital na x + 1 ili smaniji kapital na
x — 1. Posle svake igre se desi dobitak ili gubitak, nikad nije nereseno. Ako kockarov kapital
dostigne nulu, on je propao, a protivnik je pobedio i igra se zavrSava, dok ako kapital
dostigne N, kockar je osvojio sav kapital (protivnik je unisten) i igra se zavrsava.

DefiniS§imo matricu prelaza za problem propasti kockara. Neka je p verovatnoca
pomeranja udesno (pobediti u igri), g verovatnoca pomeranja ulevo (izgubiti u igri) i
p+q=1takodajezai=1,2,...,N

D, j=i+1
pii=P{Xpy1=jlX,=i}=3y¢q j=i-1
0, j#i+1,i—-1
Prostor stanja je {0,1,2,...,N}. Granice 0 i N su apsorbujuce,
Poo = lipyy = 1.

Matrica prelaza P dimenzije (N + 1) X (N + 1) je u slede¢em obliku:

1 q 0 0 0
0 0 g 0 0
0 p 0 0 0

SEEAERE
0 0 0 g 0
0 0 0 0 0
0 0 0 p 1

Tu su tri klase komunikacije {0}, {1,2,...,N —1} i {N}. Stanja 0 i N su apsorbujuca
(povratna) a ostala stanja su prelazna.

Da bismo istraZili dinamiku propasti kockara, istrazivacemo verovatnocu da kockar ili
izgubi ili osvoji sav novac (verovatnoca apsorpcije) i oCekivani broj igara dok kockar ili ne
osvoji ili ne izgubi sav novac (ocekivano trajanje igre). Apsorpcija se desSava bilo da je x = 0
(propast), bilo da je x = N (dZekpot). Ako pocinje sa kapitalom k, ocekivano trajanje igre
(ocekivano trajanje do apsorpcije) je suma sledecih oéekivanja prvog prelaza po, + Unk-

Oznacdimo sledede:

axn = P{X, =0 | X, = k} tj. verovatnoca apsorpcije u x = 0 u n-toj igri zapocetoj sa
kapitalom k. Kockar je izgubio sve u n-toj igri.

by, = P{X, =N | X, = k} tj. verovatnoc¢a apsorpcije u x = N u n-toj igri zapocetoj sa
kapitalom k. Kockar je osvojio sve u n-toj igri.

Pretpostavimo da je pocetni kapital ograni¢en na k = 1,...,N — 1. Primetimo da je ay, = 1,
ayn =0, by, =0 i by, =1, zato Sto se igra zavrSava kada je kapital ili nula ili N. Poput
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mnemonic¢kog uredaja neka nas a asocira na levu krajnju tacku (x = 0) i neka nas b asocira
na desnu krajnju tacku (x = N). Primetimo da je ay, + by, verovatnoca apsorpcije u n-toj
igri. Kako se apsorpcija javlja iliu x =0 ili u x = N, {agn + bxn}n=o Predstavlja raspodelu
verovatnoca povezanu sa apsorpcijom,

[0e]

Z(akn‘l'bkn):l;lSkSN_l-

n=0

Neka su Ay i By, generatrise nizova {ay, }n=o i {bxntneo

Ak(t) = Z akntn,Bk(t) = Z bkntn, |t| <1
n=0 n=0

Funkcije A, (t) i B,(t) posebno nisu generatrise verovatnocde, ali njihova suma A, (t) +
By (t) = Xo—o(Qrn + bin)t™ jeste. Definisimo

a = Ay (1) = Z Len,
n=0

bk = Bk(l) = Z bkn,
n=0

7, =A1)+B'(1) = z:=0n(akn + brp)-

Tada je a; verovatnoca apsorpcije u x = 0 ili verovatnoéa propasti koja pocinje sa kapitalom
k i b, verovatnoda apsorpcije u x = N ili verovatnoca dobitka celog kapitala koja pocinje sa
kapitalom k. Konacno, 1, je oCekivano trajanje igara dok se ne desi apsorpcija, bilou x = 0
iliux=N, T, = Uor + Unk- Kada bi T, oznacavala slu¢ajnu promenljivu za vreme do
apsorpcije, tada bit, = E(Ty ). 1jos

ap + bk = 1, (3.1)
paje b, =1—aqy.
3.2.1 Verovatnoca apsorpcije

IzveS¢emo izraz za ay, verovatnocu apsorpcije u x = 0, gde se pocinje sa kapitalom k,
k € [0, N]. Kockar moZe da pobedi ili izgubi u sledecoj igri sa verovatno¢ama p ili ¢ redom.
Ako kockar pobedi, kapital je k + 1 i verovatnoc¢a propasti je a,.;. Ako kockar izgubi, kapital
je k — 1iverovatnoca propasti je a;_,. Ovo je dato u sledecoj jednacini:

Ax = Py T qax_q (3.2)
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zal < k < N — 1. Izrazeno u standardnom obliku, diferencijalna jednacina izgleda:
PAksr — g +qag_1 =0 (3.3)

U izvodenju razmatramo samo S$ta se desilo u slede¢em koraku, zatim primenjujemo
Markovljevo svojstvo. Da bismo resili jednacinu (3.3) potrebni su nam granicni uslovi:

ap=1liay=0.

Ako je kapital nula, tada je verovatnodéa propasti jednaka jedinici i ako je kapital N, tada je
verovatnoc¢a propasti jednaka nuli. Diferencijalna jednacina je linearna i homogena, sa
konstantnim koeficijentima. Da bismo je resili uvodimo smenu a;, = A* i zamenimo vrednost
ay u jednacinu. Dobijamo karakteristi¢nu jednacinu, oblika:

p/lk+1 — )k + qﬂk_l =0.
Kako je A # 0, karakteristi¢nu jednacinu delimo sa A*~! i dobijamo:
pA2—A+q=0.

Koreni karakteristi¢ne jednacine su svojstvene vrednosti:

1+.,/1—4pq

A, =—Y— "
1,2 2p

Primetimo da je (p + ¢)? = 1, pa odatle dobijamo:
1=p®+2pq+q°
1-4pq=p*-2pq+q° = (- >
Zbog izraza pod korenom sredujemo izraz do \/1——4mz =|p—ql.
ReSenja jednacine (3.3) delimo u dva sluéaja, u zavisnosti od toga da li je p #q ili je

1+(p—q)

p :%: q. U prvom slucaju, za p # q, A1, = 20

pajeAi=1iA,= %. Uopsteno

reSenje je
q\k
ap,=c+c (—) .
k 1 2 )

Konstante c; i ¢, pronalazimo iz grani¢nih uslova

ao = 1 = Cl + C2
Q\N
aN:0:C1+C2(_> .
p
ReSavanje po c; i ¢, i zamena ovih vrednosti u opSte reSenje daje:
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=N I P*( (3.4)

U drugom slucaju, kada je p = % = q, primetimo da je 1 — 4pq = 0, pa onda karakteristi¢na
jednacdina ima koren viSestrukosti dva, A;, = 1. OpSte reSenje jednaline (3.3) je
a, = ¢; + c;k. Kada ponovo primenimo grani¢ne uslove ap =1 =c; iay =0 =c¢; + c,N,
pa je tako partikularno resenje

N—-k 1
a =" p=5=4. (3.5)
ReSenje za by, je
b = k1

Primenicemo teoriju diferencijalnih jednacina da nademo opSta reSenja za a, i by.
Numericke metode takode mogu biti koriSéene za nalaZzenje reSenja za ay i by. Da bismo
primenili numericku metodu, sistem jednacina mora prvo biti izrazen matricno. Jednacine
(3.3) mogu biti izrazene kao slede¢a matri¢na jednacéina Da = ¢, gde je a = (aq, ay,...,ay)7,
c=(1,0,...,0)7i

1 1 0 0 0 0 0 | O
q | -1 p 0 0O 0 |1 O

b= 01 e e 0
0O | O 0 0 q -1 | p
0O | O 0 0 0o o0 | 1
1 0 0

=|D1 Dy-1 D). (3.6)

0 0 1

Matrica D je (N + 1) X (N + 1) matrica koja je podeljena u blokovsku formu prema tri klase
komunikacije {0},{1,2,...,N —1} i {N}. Primetimo da prvi i poslednji red Da = c daju
grani¢ne uslove ay = 1 i ay = 0. Drugi red daje pa, — a; + qa, = 0, to je jednadina (3.3)
za k = 1. Matrica sa oblikom poput D ¢e se koristiti u mnogim drugim problemima. Stoga
¢emo ukratko dotadi koja svojstva ima D, koja je ¢ine nesingularnom.
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Definicija 3.2.1. Za matricu A = (a;;), dimenzije n X n, kaiemo da je dijagonalno

dominantna ako
|aii| ZZ}LLJ-#laUl,i: 1,2,...,71. (3.7)

Matrica A je strogo dijagonalno dominantna, ako je nejednakost u (3.7) stroga, tj. umesto >
stoji >, za svako i.

Nejednakost (3.7) kaze da apsolutna vrednost svakog dijagonalnog elementa dominira nad
sumom apsolutnih vrednosti svih ostalih elemenata van dijagonale u tom redu.

Podsetimo se definicije nesvodljive matrice iz prethodnog poglavlja. Kvadratna matrica je
nesvodljiva, ako i samo ako je njen direktan (usmeren) graf jako povezan. Svojstvo
nesvodljivosti i dijagonalna dominantnost nas dovode do sledeée definicije.

Definicija 3.2.2. Ako je matrica A4 nesvodljiva, dijagonalno dominantna i nejednakost (3.7) je
stroga za bar jedno i, tada je A nesvodljivo dijagonalno dominantna.

Teorema 3.2.1. Ako je n Xn matrica A strogo dijagonalno dominantna ili nesvodljivo
dijagonalno dominantna, tada je matrica A nesingularna.

Dodatno, ako je matrica A nesingularna, tada je i matrica AT nesingularna.
Podmatrica Dy_; dimenzije (N —1) X (N —1) matrice D je nesvodljivo dijagonalno
dominantna.

3.2.2 Ocekivano trajanje igre

Trajanje igara (ili vreme do apsorpcije), koje pocinju sa kapitalom k, jeste sve dok se
kapital N ne osvoiji ili izgubi. Ocekivano trajanje igara je oznaceno sa 7, = E(T}). Kao $to je
izvedena za verovatnocu propasti, diferencijalna jednacina takode moze biti izvedena i za 7.
Pocevsi sa kapitalom k, kockar moze ili da pobedi ili da izgubi u n-toj igri, sa verovatno¢om p
ili g redom. Ako kockar pobedi, tada je kapital k + 1, a trajanje igre je 1 + 7444 (racunajudi i
tek odigranu igru), a ako kockar izbubi, tada je kapital k — 1 a vreme trajanja igre je 1 +
Ty—1.Jednadina za 7, nalazi se u slede¢em obliku:

T = p(1+ Tppq) + (1 + 151),
zak =1,2,...,N — 1. Koristedi €injenicu da je p + g = 1, jednalinu moZemo zapisati kao:
PTr+1 — T + qTr—1 = —1 (3.8)

linearnu diferencijalnu jednacinu drugog reda, sa konstantnim koeficijentima. Grani¢ni uslovi
zadovoljavaju

TOZOZTN
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zato Sto je kapital ili 0 ili N, pa ne moZe biti viSe igara (desila se apsorpcija). Diferencijalna
jednacina (3.8) se moze lako resiti na slican nacin kao jednacina za a;. Prvo ée se nadi opste
reSenje homogene diferencijalne jednacine, a zatim partikularno resenje nehomogene ée se
dodati homogenom resenju.

Da bismo dobili homogeno re$enje, uvodimo smenu 7, = A¥ # 0 i zamenimo ovu
vrednost u jednacinu. Dobijamo sledeéu karakteristi¢nu jednacinu:

pA?—2A1+q=0.
Svojstvene vrednosti su 4, =1 i 4, = %, ako jep#q il =1=1,, ako je p = % =q. U
prvom slucaju, za p # q, opSte reSenje homogene diferencijalne jednacine je 7, =c¢; +
k
Cy (g) . Za nalaZenje partikularnog reSenja nehomogene jednacine neka je 7, = ck, za
proizvoljnu konstantu c. Zamenom 1, = ck u jednacinu, dobijamo sledece resenje za c:

1
C(g-p)

Tada je opste reSenje nehomogene diferencijalne jednacine (3.8)
q\“, k
Tk =cl+cz(—> +—
p q—p
Kada primenimo grani¢ne uslove, mozemo dobiti konstante ¢; i ¢, T =0=1¢; + ¢, i

0 N 4 ¥ ondaj
Ty = —cl+cz(;) +E,on aje

_ _ N 1
C2 = —Cyy G = q_pl—(%)N
Sledi
k
Lk N (%)
T ET T A (ﬂ)
p
k
N
s k — 1_(%),\, D *q (3.9)

1

Slicna metoda je primenjenaza p = >=4q. Opste reSenje homogene diferencijalne jednacine

(3.8) je T, = ¢; + c,k, a partikularno reSenje je u obliku ck?. Zamenom ck? u diferencijalnu
jednacdinu, dobijamo ¢ = —1, pa je opSte reSenje nehomogene jednacine:

T, = ¢4 + ok — k2.
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ReSavanje po c; i ¢y, daje c; = 0ic, = N. ReSenje jednacine (3.8) u slu€ajup = % =qje
T =k(N-k,p=5=q. (3.10)

Kao Sto je bilo prikazano kod verovatnode apsorpcije, numericka metoda takode
moze biti primenjena za pronalazenje o¢ekivanog vremena trajanja igara. Jednacina (3.8) se
moze izraziti matri¢no:

gde je D definisano sa (3.6), a d = (0,—1,—1,...,—1,0)7. Redenje 7, o&ekivano trajanje
igara je datot = D71d.

3.2.3 Raspodela verovatnoce propasti u n-toj igri

Da bismo izracdunali raspodelu verovatno¢a do apsorpcije u x =0 ili u x =N,
potrebni su nam izrazi za ay, i by,. Raspodela verovatnoéa do apsorpcije je

{akn + binIn=o

sa generatrisom

A(D) + Bi(®) = ) (@ + i)™, It < 1
n=0

Mogu se izvesti izrazi za A, (t), B (t), ali oni ne daju odredene izraze za ay, i by,,. Medutim,
pretpostavljajuéi da A, (t) i B, (t) imaju Maklorenov red, ovi koeficijenti se mogu izraéunati
ponovljenom diferencijacijom, na primer
_ 1d"A

U = — =5 | t=0 (3.12)
Diferencijalna jednacina za A, se moze izvesti slicno kao ay i T, u prethodnoj sekciji. Prvo
¢emo izvesti jednacinu za ay,. Ako se apsorpcija u x = 0 desi u n + 1 koraka sa pocetnim
kapitalom k, tada u sledecoj igri, ako kockar pobedi kapital je k + 1 i apsorpcija ¢e se desiti
sa jo$ n igara. Inace, ako kockar izgubi u sledeéoj igri, kapital je k — 1 i apsorpcija ¢e se desiti
sa josS n igara, tj.

A1 = PAks+1n T qAk-1,0,k 2 0,n 2 0.

Gornja jednacina je parcijalna diferencijalna jednacina, s obzirom da je ay, funkcija sa dve
promenljive k i n. Granicni i poc€etni uslovi za sistem diferencijalnih jednacina su

aOn :O:aNn,n: 1,2,... ,aoo = 1|ak0 :0,k: 1,2,...,N_1.

Uslovi dolaze iz toga jer je pocetni kapital nula, apsorpcija se veé desila i nije potrebno jos
igara, agy = 1, i apsorpcija se ne moze desiti u n > 0 koraka, ay,, = 0. Dodatno, ako kockar
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ima sav kapital, njegov protivnik je izgubio i nije potrebno jos igara ayo = 0 i apsorpcija se
ne moze desiti u n > 0 koraka, ay, = 0. Konacno, potrebno je bar k igara da dode do

propasti, sa pocetnim kapitalom k, a,, = 0,n < k. Ovi uslovi dovode do jednostavnih izraza

za funkcije Ay (t) i Ay (t):

Ao(t) = QAgpo + a01t + a02t2+ Lo=1

An(t) = Ano + aNlt + aN2t2+ ..=0.

Da bismo dobili jednaginu za Ay, jednadina ay, je pomnoZena sa t™*! i sumirana od n =0

don = o0.Zak > 1 sledi

(o] (o] (o]

n+1 — n+1 n+1
Z ak,n+1t - Z pak+1,nt + Z qak—l,nt '
n=0 n=0 n=0

Zato Stoje ayy = 0,k = 1, ova jednacina se moZe pojednostaviti:

oo oo [ee]
Z A nt™ = pt Z A+1nt™ +qt z A—1nt"
n=0 n=0 n=0

Ap(t) = ptAgs1(6) + qth,_(2).
Za fiksirano t, 0 < t < 1, jednacina se mozZe resiti u zavisnosti od grani¢nih uslova:
Ay(t) =1iAy(t) =0.
Neka je A, (t) = A1 # 0, pa je tada karakteristi¢na jednacina
ptA? — 1+ qt = 0.

Svojstvene vrednosti zadovoljavaju 4, ,

1+,/1—4pqt?

2pt

1,2 = )

gde A; > A, > 0. Ova dva korena su realna i razli¢ita. OpSte reSenje je

Ak(t) = Cll‘{lk + Czl‘{zk.

. . . e e s .v . N N
Konstante ¢, i ¢, nalazimo primenjujudi grani¢ne uslove ¢c; + ¢, = 1icAd; + 4,

tako

AR =2, 2"

A, (D) = 2,7

Izraz za B, (t) moze biti dobijen na sli¢an nacin kao i A, (t),

42

=0, pa

(3.12)



By (t) = ptBy41(t) + qtBy_1(t),
zak =1,2,...,N — 1, ali se granicni uslovi razlikuju
By(t) = 0iBy(t) = 1.
Resenje za By (t) je

/’11]{ - /’12k

B, (t) = ——.
k() AIN—AZN

Generatrisa verovatnoce je A, (t) + B, (t). lako je formula izvedenazat, 0 < t < 1, ako je
generatrisa verovatnoce izrazena kao Maklorenov red,

A (t) + B (t) = Xn—o(akn + bn) ™,

tada je red apsolutno konvergentan za |t| < 1 i svi njegovi izvodi postoje za |t| < 1. MoZe se
primeniti Abelova teorema za konvergenciju na red i na njegove izvode na domen t = 1. Na
primer, prvi izvod ovog reda zadovoljava:

[ee)

n=1

$to je konaéno za |t| < 1in(ag, + bg,) = 0. Tada

=L < co,

tlirln_ [Z n(Agp + brp)t™ 1
n=1

o)

Prema Abelovoj teoremi za konvergenciju Yo, n(ay, + bxn) = L. Tada, ofekivano vreme
trajanja igara, Ty, moze biti izvedeno iz generatrise,

= AD + B = lim [4,/(6) + B (©)].
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Glava 4

4. Primena diskretnih lanaca Markova u
biologiji

4.1 Uvod

U ovom poglavlju ¢e biti reci o nekoliko klasi¢nih i bioloskih primena lanaca Markova
u diskretnom vremenu. Opisa¢emo primenu lanaca Markova u problemu ukrstanja Zivotinja
u bliskom srodstvu, karcinogenezi, zatim primenu lanaca u procesu radanja i umiranja.
Opisa¢emo uopsteni proces radanja i umiranja u diskretnom vremenu. U ovom modelu
pretpostavicemo da je obim populacije maksimalan. MozZe se definisati i matrica prelaza.
Teorija koja se razvila iz slucajnog hoda moze biti korisna za analizu procesa radanja i
umiranja. Diskutovacemo o verovatnodi apsorpcije populacije ili izumiranju populacije i o
ocekivanom vremenu do izumiranja populacije.

Kona¢nu primenu lanaca Markova u diskrethom vremenu dacemo u modelima u
epidemiologiji. Prouci¢emo neke S| i SIS modele u epidemiologiji zasnovane na lancima
Markova. U SIS modelu podloZzne/osetljive (,susceptible”) osobe/pojedinci (,individuals”)
postaju inficirani, ali ne razvijaju imunitet, ve¢ odmah postaju podlozni opet. U SIS modelu
ima N stanja, gde stanja odgovaraju broju inficiranih pojedinaca. Pomenuéemo jos jedan
epidemioloski model poznat kao model binomnih lanaca. Epidemioloski modeli binomnih
lanaca su prvi put razvili 1920. i 1930. godine Reed, Frost i Greeenwood, pa je po njima i
nazvan ovaj model. Za ove modele trajanje i obim epidemije se izraCunavaju.

4.2 Geneticki problem ukrstanja zivotinja u bliskom
srodstvu

Naslede zavisi od informacija sadrzanih u hromozomima koji se prenose s generacije
na generaciju. Ljudi imaju dve grupe hromozoma (diploidni), po jedan dobijen od svakog
roditelja. Odredena mesta duz hromozoma sadrZze uputstva za neke fizicke karakteristike.
Duz hromozoma su nanizani geni, a njihove lokacije se nazivaju lokusi (tj. gen za odredeno
svojstvo uvek se nalazi na istom mestu na hromozomu koje se naziva genski lokus). Na
svakom lokusu gen moze da se javi u viSe oblika koji se nazivaju aleli.

Pretpostavimo da postoje samo dva tipa alela za dati gen, oznaceni kao a i A.
Diploidna jedinka tada moZe imati jednu od tri razli¢éite kombinacije alela: AA, Aa ili aa,
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poznate kao genotipi lokusa. Kako aa i AA imaju isti homogenski sastav, nazivaju se
homozigoti, dok se Aa naziva heterozigot.

Bailey (1990) i Feller (1968) diskutuju o problemu genetskog parenja Zivotinja u
srodstvu i formulisali su model lanaca Markova. U nastavku éemo predstaviti ovaj problem.
Pretpostavimo da su dve jedinke nasumi¢no uparene. Tada je, u sledecoj generaciji, njihovo
potomstvo suprotnog pola upareno nasumicno. Proces parenja brata i sestre, ili parenje u
srodstvu, se nastavlja svake godine. Ovaj proces moze biti formulisan kao konacan lanac
Markova u diskretnom vremenu, Cija se stanja sastoje iz 6 tipova parenja:

1. AAX AA
2. AAX Aa
3. Aa X Aa
4. Aa X aa
5. AA X aa
6. aa X aa

Pretpostavimo da su roditelji tipa 1, AA X AA. Tada ¢e sledeca generacija potomaka od ovih
roditelja biti AA jedinka, pa to ukrStanje brata i sestre moze dati samo tip 1, p;; = 1.
Analogno za roditelje tipa 6, aa X aa, gde je pgs = 1. Sada, pretpostavimo da su roditelji
tipa 2, AA X Aa. Neka X predstavlja njihovog slucajno izabranog potomka. Neka je
Y, € {4, A} alel koji ¢e se preneti na potomstvo od roditelja sa genotipom AA4,a Y, € {4,a}
predstavlja alel koji ¢e da se prenese na potomstvo od roditelja sa genotipom Aa. Tada vazi
sledece:

P{X =AA}=P{Y; =AY, =A} =P{Y, = A}P{Y, =A}=1"

’

N | =

PIX=A4a}=P{Y, =AY, =a}+P{Y, =a Y, =A} =
= P{Y; = A}P{Y, = a} + P{Y; :a}p{yzzA}zl.%+0:%,

P{X =aa}=P{Y; =aY,=a}=P{Y, =a}P{Y,=a}=0.

Iz ove generacije imamo dva moguca genotipa. Ako su X; i X, dva slucajno izabrana potomka
opisane generacije, imamo da je

P{X; X X, = AA X Aa} = P{X, = AMP(X, = Aa} + P{X, = Aa}P{X, = AA} =1,

1

P{X, X X, = Aa X Aa} = P{X, = Aa}P{X, = Aa} =,
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Prema tome, imamo sledece
1 1 1
P12 = Z'Pzz = E;P32 = 2
Ukoliko su roditelji tipa 3, Aa X Aa, potomstvo je u proporcijama iAA, % Aai i aa, pa tako
parenje brata i sestre moze dati 1—16 tipa 1, itipa 2, itipa 3, itipa 4, %tipa 5i % tipa 6.

Nastavljajuéi na ovaj nacin mozemo zavrsiti matricu verovatnoce prelaza P:

1 1/4 1/16 0 0 0
/o 1/2 1/4 0 0 0\
p_|0 /4 1/4 1/4 1 0]
“lo o 174 172 0 o
\0 0o 1/8 0 0 0/
0 0 1/16 1/4 0 1
1 | 1/4 1/16 0 0 | 0
0 | 1/2 1/4 0 0 | 0
o 1 174 174 174 1 1 0
“lo | 0 1/4 1/2 0 | 0
o1 0 1/8 0 0 | 0
0 | 0 1/16 1/4 0 | 1

1 A O
=10 T 0].
0 B 1

Lanac Markova je nesvodljiv i ima tri klase komunikacije {1}, {6} i {2,3,4,5}. Prve dve klase su
pozitivho povratne, a treca klasa je prelazna. Stanja 1 i 6 su apsorbujuéa stanja, p; = 1,
i=16.

Primetimo

1 4, 0
pn = (0 " 0),
0 B, 1
gde su A, i B, funkcijeod T,AiB, A4, = AY"} T'i B, = BY} T'. Tada, da bismo odredili

P™, moramo prvo odrediti T™. Kako T pripada prelaznoj klasi, vazi lim,,_,,, T" = 0.

Moze se izvesti uopstena formula za T™. Svojstveni vektori T su A; = 1/2,1/4,

1/4 (1 + \/g), 1/4 (1 — \/g) , 1 =1,2,3,4. Na primer, primenjujuci (2.1) ili (2.2),
T = HDnH_l iliTh = ?=1 /L-nxl-yl-T.
Dodatno, moze se videti
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limB,=B(I —-T)', limA4,=AI-T).
n—->oo n—oo

Jednom kada je T" izracunato, mogu se postaviti razna pitanja o dinamici modela u n-tom
vremenskom koraku. Na primer, koja je verovatnoca apsorpcije i proporcija heterozigota
populacije u n-toj generaciji. Apsorpcija u stanja 1 i 6 moze biti izracunata kao u nastavku.
Apsorpcija u n-tom koraku u stanje 1 ili 6 podrazumeva da se u (n — 1)-vom koraku ulazi u
stanje 2 ili 3. Tada se u stanje 1 ulazi u sledecem koraku. Tako, apsorpcija u stanje 1 u n-tom
koraku je
. (n—1) [(n-1) — 1 (n-1) i (n-1)

P12P2i + D13P3i =3P + 1g Pai :
Vrednosti p,; ™™ i p3; ™™D mogu biti izradunate iz T™1. Apsorpcija u stanje 6 u n-tom
koraku je

1 1
PesP3i ™V + peapa VY = 1—6p3i("—1) + szu'(n_l).

Proporcija heterozigotnih jedinki, Aa, u n-tom trenutku zadovoljava

1 1
h, = Epz () +ps(n) + §P4(n),

gde su p;(n) proporcije populacije u stanju i = 2,3,4 u trenutku n. Kako su stanja 2,3 i 4
prelazna vazi lim,,_, h, = 0.

4.3 OgranicCen slucajni hod i primena u karcinogenezi

Ogranicen slucajni hod je slucajni hod sa najmanje jednom granicom, pa je tako
prostor stanja procesa konacan {0,1,2,...,N} sa dve granice u 0 i N, ili polu-beskonacan
{0,1,2,...} sa jednom granicom u 0. U modelu slu¢ajnog hoda stanja su poloZaji i bi¢e
oznaceni promenljivom x, x =0,1,2. .. . Promenljiva n ¢e oznacavati vreme, gde je
n € {0,1,2,...}. U najjednostavnijem slu¢ajnom hodu pretpostavljeno je da je p verovatnoca
pomeranja udesno, x u x + 1i q je verovatno¢a pomeranja ulevo, x u x — 1.

Pretpostavke o kretanju na granicama, na x = 0 ili x = N, razlikuju se od kretanja na
drugim pozicijama. Diskutovaéemo o trima vrstama ponaSanja na granici: apsorpcija,
refleksija i elasti¢nost. Apsorbujuc¢a granica u x = 0 pretpostavlja verovatnoéu prelaza u
jednom koraku

Poo = 1.
Reflektujuéa granica u x = 0 pretpostavlja verovatnoée prelaza
Poo=1-p, po=p, 0<p<L

Elasti¢na granica u x = 0 pretpostavlja verovatnoce prelaza
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P21=D, P11=59 pPnun=0-=5)g p+qg=1 py=1,

za 0 < p,s < 1. Elasti¢na granica je srednja u odnosu na apsorbujucu i reflektujucu granicu.
Ako je s = 0, tada je x = 0 apsorbujuéa granica, i ako je s = 1 tada je x = 1 reflektujuéa
granica. Kada je 0 < s < 1, objekat koji se kreé¢e ka granici sa pozicije x = 1 ée ili dostiéi
x = 0 sa verovatnoéom (1 — s)gq, ili ¢e se vratiti u x = 1 sa verovatnoom sq (elasti¢no
svojstvo).

Ogranicen slu€ajni hod sa apsorbujuéim granicama x = 0 i x = N je takode poznat
kao problem propasti kockara ili samo propast kockara.

Slucajni hod u karcinogenezi

Cinilac koji izaziva karcinom naziva se karcinogen. U proudavanju karcinogeneze,
pogodak se odnosi na interakciju izmedu kancerogene i normalne celije, Sto rezultira
mutacijom te normalne ¢elije u kancerogenu éeliju. Prelaz normalne ¢elije u (malignu) ¢eliju
karcinoma ne mora da se dogodi u jednoj fazi. Broj faza je broj mutacija potrebnih za
stvaranje celije kancera. KaZe se da se mutacija javlja u datoj fazi, ako je tokom te faze
mutiranja ¢elija podoZna razmnoZavanju, umiranju, daljoj mutaciji u sledec¢u fazu i tako dalje.
Za proucavanje jednostavnog modela slu¢ajnog hoda, neka je S = {0, 1,..., N} broj stanja.
Ovde 0 predstavlja fazu/stanje totalnog oporavka. U ovom modelu se zahteva nekoliko
uzastopnih mutacija od kojih svaka proizvodi klon mutiranih celija. Stanje N oznacava
zavrietak procesa mutacije u kom se stvaraju maligne Celije. Neka {X,},n = 0 oznacava
sluc¢ajan hod, koji odgovara procesu mutacije. Korak napred podrazumeva dalju mutaciju u
slede¢u fazu/stanje i korak unazad podrazumeva pomak ka oporavku. Neka se ovi prelazi
desavaju sa sledec¢im verovatnoc¢ama:

X
P{x—>x+1}=px=N

N —x
Plx»x -1} =g =—¢

P{N->N}=P{0->0}=1
P{x - x}=0,
zax=1,2,...,N — 1. Stanja 0 i N su apsorbujuca stanja.

Neka m,, my i ™, oznacavaju redom verovatnoéu potpunog oporavka, apsorpciju u
kancerogeno stanje N i apsorpciju u stanje karcinoma N, s obzirom da je poletno stanje
mutacije x, 1 < x < N — 1. Dobijamo diferencijalnu jednacinu:

Trx=£nx+1+(1—£)nx_1,13x<N—1
N N

sa pocetnim uslovima
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Neka je A(t) = )., T, t* generatrisa verovatnoce za {m,}, sada kada diferencijalnu jednacinu
zapisemo kao:

x+1 1
=T7Tx+1—ﬁ

x—1 1
Ty Tyx+1 t (1 - )T[x—l — 5 Tx-1-

dobijamo, uzimajuéity,, =1,k >0,

o (X 1 1 X
A(t) = Z {Nnxtx‘l — Nt (1 - N) Tttt — Nnxt"“},
x=0
Sto daje

(,él(t))-lili—';1 =t 1+(@1-t)T+N-DA+t)

ResSavajudi diferencijalnu jednacinu vidimo da

A) =Ct(1+ N1 —-t) 1 =Ct [Nz_:l C (N; 1) t"] Z tY.
x=0

gde je C konstanta integracije. Koristeci granicne uslove, dobijamo

x-1 N 1

1=C E ( ) =C2N-1
— y
y=0

i tada

x—1 N 1
nx=2( )21—"’, 0<x<N.
y=0 Y

Nakon pocetnog udara karcinogena, pretpostavlja se da je stanje mutacije 1. Dakle,

N-1
Ty =T[1< 0 )21‘N=21‘N.

Kako je hod jednostavan,

7T0:1_7TN:1_21_N.

50



4.4 Proces radanja i umiranja

4.4.1 Opsti proces radanja i umiranja

Opsti proces radanja i umiranja je formulisan kao lanac Markova u diskretnom
vremenu. Model lanca Markova povezan je sa problemom propasti kockara, ali verovatnoca
radanja (ili pobede) nije konstantna, vec zavisi od obima populacije i verovatnoc¢a umiranja
(ili gubitka) takode zavisi od obima populacije. Za definisanje procesa radanja i umiranja
neka X,,,n =0,1,2,...0znacava obim populacije, gde prostor stanja moze biti konacan ili
beskonacan, tj. {0,1,2,...,N} ili {0,1,2,...} i N je maksimalna veli¢ina populacije.
Verovatnoce radanja i umiranja su b; i d; redom. Dodatno, by = 0 =d,, b; >0id; >0 za
i=1,2,..., osim u konacnom slucaju, gde je by = 0. Pretpostavlja se da je vremenski
interval, n - n 4+ 1, dovoljno mali tako da se u toku ovog vremenskog intervala dogodi
najvise jedan dogadaj, bilo rodenje ili umiranje. Pretpostavimo da verovatnoce prelaza
zadovoljavaju

pjizp{Xn+1=j | X, =10}
bl,]=l+1
dl,]=l—1

1_(bi+di)l ]=l,
0, j#i—1,i+1

zai=1,2,..,p00=11ipj=0,zaj+ 0. U slutaju konalnog prostora stanja, gde je N

maksimalan obim populacije, py+1xy = by = 0.

Matrica prelaza P za konacan lanac Markova je sledeceg oblika

1 d, 0 0 0
/o 1— (b, +dy) d, 0 0 \
| 0 b, 1— (b, + d,) 0 0 |

P=|O 0 b, 0 0 |
\0 0 0 o 1= (by_q +dy_1) dN/

0 0 0 by_1 1—dy

Kako bi se osiguralo da je P stohasticka matrica, pretpostavljamo da je
SUPieq1,2,3b; +di} < 1.

U svakom vremenskom intervalu, [n,n + 1], obim populacije se ili poveca za jedan, smanji za
jedan, ili ostaje isti.

Postoje dve klase komunikacije, {0} i {0, 1,..., N} u konaénom slu¢aju. Lako se vidi da
je nula pozitivho povratna, a sva ostala stanja su prelazna. Postoji jedinstvena stacionarna
raspodela verovatnoc¢a m,Pt =m, gde jemy=1im; =0,i =1,2,.... u slu¢aju konacnog
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lanca Markova moze se pokazati da na kraju izumiranje populacije dolazi iz bilo kog pocetnog
stanja,

lim P{X,, = 0} = limpy(n) =1.
n—oo n—-oo

Ocekivano vreme do izumiranja

U procesu radanja i umiranja uzimamo da je 0 povratno apsorbujuce stanje (po = 0).
U ovom slucaju, znamo da ¢e se u nekom trenutku desiti umiranje populacije (sa
verovatnoc¢om jedan). Razumljivo pitanje je onda koliko o¢ekujemo da ¢ekamo pre nego sto
populacija izumre?

Pretpostavimo da lim,,_,,py(n) =1. Neka 1, oznacava ocekivano vreme do izumiranja za
populaciju, to jest ocekivano vreme pre nego Sto proces dostigne nulu, gde je k pocetna
veli¢ina populacije. Tada je 7, = 0 i vaZi slede¢avezaza k > 1,

T = b (1 + T441) +di (1 +75_1) + (1 — (b, + dk))(l + 74).
Ako je maksimalna veli¢ina populacije konac¢na, tada za k = N,
Ty =dy(1 +1y_1) + (1 —dp) (A + Ty).
Diferencijalna jednacina mozZe se pojednostaviti na sledeci nacin:
diTi—1 — (b + di )Ty + by Ty = —1,

k=1,2,... Ako je k =N, tada dyty_1 — dyTy = —1. Kako god, kada je maksimalni obim
populacije konacan, tada se ova jednacina mozZe izraziti u matricnom obliku Dt = ¢, gde je
7= (19, T1y+-,Ty)T, ¢ =(0,—1,...,—DTi

/1 | 0 0 0 0 0\

D:Idl I _bl_dl bl 0 0 0 I

| 0 | d, —b,—d, b, o o |

: | : /

\0 | 0 0 0 dy —dy
_(1 O)
~\D; Dy)

Podmatrica Dy matrice D je nesvodljivo dijagonalno dominantna i prema Teoremi 3.2.1
det(Dy) # 0, ali det(D) = det(Dy). Tada, D je nesingularna i reSenje za ocekivano vreme
do izumiranja je

T=D"1c. (4.1)
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Teorema 4.4.1. Pretpostavimo da je {X,,}, n=0,1,2,..., N, opsti proces radanja i umiranja
sa X, =m =1, zakojivaziby=0=dy,b; >0,i=12,....N—1id; >0,i =1,2,...,N.
Ocekivano vreme do izumiranja populacije zadovoljava

N

by b4
.- d, = d; ’

i=s+1

ﬁ
I I
—— e

1
4"
m—
le

4.4.2 Logisticki proces rasta populacije

U ovom poglavlju napraviéemo pretpostavke na osnovu verovatnoéa radanja i umiranja, b; i
d;, tako da proces dobije logisticki oblik. Ukoliko bismo pretpostavili da je y(t) veli¢ina
populacije u trenutku t, onda je stopa promene y(t) data sa:

%z ry(l —%),Y(O) =Y, > 0.

Desna strana ove diferencijalne jednaline jeste kvadratna funkcija od y i jednaka je razlici
stope radanja i umiranja (nataliteta i mortaliteta). Parametar r predstavlja unutrasnju stopu
rasta, i K je kapacitet nosivosti. Opste je poznato jedinstveno resSenje y(t) ove diferencijalne
jednacine, koje zadovoljava lim,_,, y(t) = K. To zapravo znaéi da veli¢ina populacije dostize
kapacitet nosivosti. Za logisticki proces rasta pretpostavljamo sledece:

bi—d;=ri(1-%) (4.2)

zai=0,1,2,...,N,gde je N > K. Primetimo da je verovatnoda radanja jednaka verovatnoci
umiranja kada je veli¢ina populacije nula, ili kada je veli¢ina populacije jednaka kapacitetu
nosivosti K. Kako vazi (4.2), razumno je pretpostaviti da su b; i d; ili linearne ili kvadratne
funkcije po i.

Razmotriéemo dva slucaja za verovatnode radanja i umiranja:
(a)bizr(i )Id —r 1—012 2K

_— ~ 3
wb={"" 00'%@"1'\}"\’ 1idi=r‘E,i=0,1,2,...,1v

U slu¢aju (a) maksimalna veli¢ina populacije je N = 2K. Takode, verovatnoca radanja raste
kada je obim populacije manji od K, ali opada kada je obim populacije veéi od K, dok je
verovatnoca umiranja rastuca funkcija veli¢ine populacije. U slu€aju (b), obe verovatnode, i
radanja i umiranja, jesu rastuce funkcije veli¢ine populacije.
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Logisticki proces rasta nema pozitivnu stacionarnu raspodelu, m > 0. Jedinstvena
stacionarna raspodela odgovara procesu radanja i umiranja, kao i logistickom procesu rasta,
7 = (1,0,0,...,0)T. Kako god, ako je vreme preostalo do izumiranja dovoljno dugo, ovaj
proces dostize kvazistacionarnu raspodelu verovatnoéa, raspodelu zasnovanu na
neizumiranju.

4.4.3 Kvazistacionarna raspodela verovatnoca

Kada je ocekivano vreme do apsorpcije veliko, razumljivo je Sto ispitujemo dinamiku procesa
koji se odvija pre apsorpcije. Neka {X,,},n = 0,1, 2,... predstavlja proces radanja i umiranja,
sa verovatno¢om p;(n) = P{X,, =i},i =0,1,2,...,N. DefiniSemo uslovnu verovatnocu,

qi(n) =P{X, =i X;#0,j=0,1,2,...,n — 1}

_ pi(n)
1—po(n)

zai=1,2,...,N. Raspodela q(n) = (q;(n),q,(n),...,qy(n))T definide se kao raspodela
verovatnoca zbog slededeg:

iq'(’” _Ip _1-pem _
L 1-po(n) 1—=po(n)

i=1

Verovatnoca q;(n) je uslovljena brojem stanovnika i u trenutku n ne dostize nulu (uslovno
neizumiranje). Neka je data {Q,}, gde je Q, slu¢ajna promenljiva za veli¢inu populacije u
trenutku n, uslov za neizumiranje, q;(n) = P{Q,, = i}. Stacionarna raspodela verovatnoce za
ovaj proces se oznacava sa q*. Dakle, g* predstavlja kvazistacionarnu raspodelu verovatnode,
ili se naziva jo$ i kvaziekvilibrijum raspodele verovatnoce. Jednacine koje izvodimo za q;(n)
su zasnovane na onim jednacinama koje smo izvodili za p;(n). Iz ovih diferencijalnih
jednacina moze biti odredena kvazistacionarna raspodela verovatnoce q*. Takode ¢emo
videti da ¢* moZemo izracunati iskljucivo indirektnom metodom. Aproksimacija procesa {Q,}
daje nesvodljiv, pozitivno povratan lanac Markova, {@;}, sa pridruzenom raspodelom
verovatnoce ¢(n). Za ovaj novi proces moze se definisati matrica prelaza, P. Stacionarna
raspodela verovatnoce G* je aproksimacija kvazistacionarne raspodele verovatnoce q*.

Dakle, jednadine koje slede za q;(n + 1) izvedene su iz identiteta p(n + 1) = Pp(n),
gde smo matricu prelaza P definisali ranije za proces radanja i umiranja. Primetimo sledece,

G+ 1) =7 fi% 1)1) - (?ifnpj%) (1 i;ﬁ(?n)
- (i)ifnp:(}lb (1 - p: (;)pi(gl)pl (n)>
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pi(n+ 1))
1-po(n)/

ain+ D(1 - diaw) = (
Primenjujudi identitet
pi(n+1) =bi_1p;i_1(n) + (1 = b; — d)pi(n) + di11pi11 (M)
dobijamo sledece jednacine:
qi(n+ D[1—-diq.(n)] = b;i_19;-1(n) + (1 — b; — d;)q;(n) + di41qi41(0) (4.3)
zai=1,2,...,N,by=0iq;(n) =0,zai # {1,2,...,N}.

Diferencijalna jednacina za g; je sli¢na diferencijalnoj jednacini za p;, osim dodatnog faktora
koji dobijamo mnoZenjem sa q;(n + 1). Analiticko reSenje za stacionarno reSenje g@* ne
mozemo naci direktno iz ovih jednacina, obzirom da koeficijent zavisi od n, ali ga mozemo
dobiti numerickim putem iterativnom metodom.

Da bismo aproksimirali kvazistacionarnu raspodelu verovatnoéa gq* procesa {Q,},
pretpostavicemo da je d; = 0. Kada se obim populacije smanji na jedinicu, verovatnoca
umiranja jednaka je nuli. Ako je tokom dugog vremenskog perioda, verovatnoca da proces
ostane u stanju jedan veoma mala, onda je ovo razumna pretpostavka.

Uzimajudi u obzir ovu pretpostavku, jednacina (4.3) postaje:
qi(n + 1) = bi_lﬁi_l(n) + (1 - bi - dl)ql(n) + dl-+1c7i+1(n), [ = 2,. . .,N -1
gi(n+1) = (1 - b)G;(n) + drg,(n), gn(n+1) = by_1Gy-1(n) + (1 — dy)gy(n).

Nova matrica prelaza odgovarajuce aproksimacije je:

1 _bl dl b 0 0
p :I 0 b, 0 0 i
\ 0 0 1 - (bN—l + dN—l) dN /
O 0 b bN—l 1_dN

Primetimo da je P podmatrica matrice P, gde su obrisani prva kolona i prvi red i d; = 0.
Lanac Markova u diskretnom vremenu {()n}, gde je G(n+1) = Pg(n), je ergoditan
(nesvodljiv, pozitivho povratan i aperiodi¢an) i ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu

verovatnode §*, P§* = §*. Moze se pokazati da §* = (A é]'*N)T zadovoljava:
. bi~b ~
q i+1:dl+1 ;2'21 19, (4.4)
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4.5 Modeli u epidemiologiji

Jedna od najvaznijih primena stohastickih procesa u oblasti biologije i medicine bila je
u matematickoj teoriji epidemija. Epidemiologija je nau¢na disciplina koja proucava faktore
koji uti¢u na pojavu razli¢itih stanja i pojava u populaciji koje se odnose na zdravlje, kao i
rasprostranjenost tih stanja, odnosno pojava u populaciji. Neko oboljenje u populaciji moze
da se javi na razicite nacine:

— uobliku manjeg izbijanja bolesti kada se povremeno pojavi mali broj obolelih

— u obliku endemske bolesti koja je stalno prisutna u populaciji, tj. stalno postoji mali
broj obolelih

— u obliku epidemije kada izbijanje neke bolesti prede odredenu granicu, odnosno
prosiri se na nesto veci deo populacije

— u obliku pandemije, koja predstavlja epidemiju koja se rasiri na viSe drzava ili ¢ak vise
kontinenata.

Tokom godina, razli¢iti delovi sveta iskusili su izbijanje zaraznih bolesti. Ove epidemije dovele
su do gubitka Zivota i takode su izazvale ozbiljne negativne ekonomske efekte na pogodenim
podrucjima. Zarazne bolesti uzrokuju patogeni poput bakterija i virusa. PrenoSenje zarazne
bolesti moZze da se dogodi fizickim kontaktom sa zarazenom osobom, upotrebom
kontaminiranih predmeta, hrane, vode ili ujedom zarazenih insekata ili Zivotinja. Sirenje
zaraznih bolesti velika je briga u gusto naseljenim mestima. Glavni razlog je taj Sto se bolesti
mogu brzo prosiriti u vrlo kratkom vremenskom periodu.

Jedan od prvih matematicara koji se bavio zaraznim bolestima je bio Daniel Bernulli. Bernulli
je otkrio povezanost izmedu vakcine protiv kravljih boginja i malih boginja. U svojoj studiji,
oslanjajuci se na matematicke modele, ukazao je na znacaj vakcina. Nakon toga, krece razvoj
ove interdisciplinarne oblasti, koja je vremenom postala sve znacajnija, s obzirom na
Cinjenicu da eksperimenti u oblasti epidemiologije, zbog mnogobrojnih etickih i tehnickih
razloga, nisu mogudi, a objasnjavanje nacina na koji se odredena zarazna bolest Siri u
populaciji je od velikog znacaja za kontrolu same bolesti. Matematicki modeli su korisno
sredstvo za predvidanje izbijanja epidemija, merenje dejstva razli¢itih mera prevencije i kao
pomoc pri razvoju razlicitih strategija za suzbijanje odredenih zaraza.

Ronald Ross, dobitnik Nobelove nagrade za svoju posvecenost u borbi protiv malarije, na
pocetku 20. veka, isticao je znacaj primene matematickih metoda, dok su njegove kolege,
W.0. Kermack i A.G. McKendrick, 1927. godine osmislili model kojim se uspesno opisivala
vedina registrovanih epidemijskih bolesti. Ovaj model je poznat kao SIR epidemioloski model,
a naziv je dobio po tome Sto se Citava populacija osoba koje su izloZene nekoj bolesti deli u
tri klase: podlozni (suspectible), zarazeni (infected) i oporavljeni (recovered). Pored SIR
epidemioloskih modela, postoje i drugi, o cemu ¢e biti vise reci u nastavku.
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4.5.1 SI model

Osetljiv-inficiran ,,Susceptible-infectious” (SI) model je najjednostavniji oblik
epidemije bolesti. SI model se javlja sa specificnim infekcijama, gde pojedinci ne sticu
imunitet. U ovom slucaju podlozni pojedinac dolazi u kontakt sa nekim ko je zarazen i od
tada viSe nikada ne moze napustiti to stanje. Ovo rezultira dozivotnim infekcijama, koje se
mogu razbuktavati iznova i iznova. Jedna €injenica koja je zajednic¢ka svim epidemijama je da
pojedinci nisu rodeni inficirani, ali upadaju odmah u klasu podloznih tj. osetljivih. Dakle, niko
se ne rada sa zaraznom boles¢u. Zanimljivo je da podlozZni pojedinci Zive medu inficiranom
populacijom ne znajuéi ko bi mogao da im prenese bolest. Ovaj model je logisti¢ki proces
rasta, zato Sto broj inficiranih pojedinaca neprekidno raste i nikada se ne smanjuje. Ukupna
populacija je prestavljenasa N = S + I , gde je N ukupna populacija, S klasa podloznih, a I
broj pojedinaca koji su inficirani boles¢u.

sl

(k]

G

Podlozni
— Inficirani

] 500 1000 1500 1000 500 3000 3500

Slika 4.5.1. Prikazana je Sl epidemija. Podlozni pojedinci su prikazani plavom bojom, a inficirani
narandzastom. Kako nijedan novorodeni nije inficiran, svaki pojedinac dolazi iz klase podloznih. Sto se
viSe pojedinaca zarazi, to je manji broj medu podloznom populacijom. Presek dve krive predstavlja
ekvilibrijum, gde je broj podloznih pojedinaca jednak broju zaraZzenih pojedinaca. Nakon preseka
vidimo da populacija ukljuCuje viSe zarazenih pojedinaca i manje podloznih pojedinaca. Ovaj obrazac
se nastavlja sve dok se svaki pojedinac ne ukljuci u inficiranu populaciju. Buduci da ova epidemija raste
eksponencijalno i ne oslanja se na radanje ili umiranje, na kraju se zarazi Citava populacija.
Slika preuzeta iz [14].

Jedan od najéescih primera S| epidemije je herpes. Najées¢i humani virus je herpes simpleks
virus (HSV), koji se moZe podeliti na dva soja HSV-1 i HSV-2. Procenjuje se da je 2017. bilo 3,7
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milijardi pojedinaca starosti ispod 50 godina sa HSV-1 i 417 miliona pojedinaca iste starosne
dobi zarazenih sa HSV-2 Sirom sveta. Kako je HSV virusna infekcija, prenosi se kontaktom, s
koZze na kozu. Ukoliko zaraZena osoba, sa vidljivim ranama, ostvari fizicki kontakt sa
podloZznim pojedincem, ona ga inficira. Ovaj oblik bolesti i epidemije je teSko kontrolisati jer
mnogi zaraZzeni pojedinci nemaju saznanja da su zaraZeni i nesvesno Sire bolest. Ova infekcija
se popudara sa slikom 4.5.1., jer antivirusni lekovi mogu pomodéi u smanjenju i ucestalosti
Sirenja bolesti, ali nema trajnog leka pa inficirana populacija nastavlja da raste u nedogled.

4.5.2 SIS model

Model koji éemo sada proucavati naziva se SIS model u epidemiologiji. Naziv je dobio
zato Sto podlozni (osetljivi) pojedinci (S) postaju inficirani ili zarazeni (I), ali ne sti¢u imunitet
posle oporavka, ve¢ mogu odmah da postanu inficirani ponovo, S — I — S. Pojedinci koji
postanu inficirani su takode zarazni, oni mogu da prenesu infekciju na druge. Takode je
pretpostavljeno da nema vertikalnog prenosenja bolesti, odnosno bolest se ne prenosi sa
majke na njeno potomstvo. U naSem jednostavnom modelu, nema vertikalnog prenosenja
znaci da se nijedan pojedinac nije rodio inficiran, novorodencad pripada klasi podloznih ili
osetljivih. Ukupna veli¢ina populacije ostaje konstantna sve vreme, buduci da je broj rodenih
jednak broju umrlih, S +1 = N.

Na slici 4.5.2. prikazan je prelaz izmedu dva stanja, Si I.

::. ........... [ p
i S I
1"“.1".. i

v v

Slika 4.5.2. Diagram SIS modela u epidemiologiji. Osetljivi pojedinci postaju inficirani sa
verovatno¢om ﬁ%, a inficirani pojedinci oporavljaju sa verovatno¢om y (pune linije).

Verovatnoca rodenja i smrti osetljivog ili inficiranog pojedinca je jednaka b (isprekidane
linije). Slika preuzeta iz [14].

Neka je vremenski period At, u periodu od n do n + 1, dovoljno mali tako da se desi najvise
jedan dogadaj. U vremenskom intervalu At, ili podloZan pojedinac postaje zarazen, ili se rodi
(odgovarajuc¢i pojedinac umire, podlozan ili zarazen), ili se zaraZzen pojedinac oporavi.

PodloZan pojedinac postaje inficiran sa verovatnoéom ,8%. Konstanta f je broj kontakata
jednog zarazenog (i podloZnog) pojedinca koji dovode do infekcije tokom vremenskog

intervala At, ﬁ% ovih kontakata mogu da dovedu do nove infekcije i ukupan broj
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novoinficiranih u celoj klasi inficiranih pojedinaca je ,va—l. Osetljivi i inficirani pojedinci se

radaju ili umiru sa verovatno¢om b, u vremenskom intervalu At, a zaraZeni pojedinci se
oporavljaju sa verovatno¢om y.

Deterministicki SIS model

Prvo éemo videti dinamiku deterministickog SIS modela, a zatim ¢emo formulisati i
analizirati analogan stohasticki model. Neka S,, i I, predstavljaju broj osetljivih i zarazenih
pojedinaca u trenutku n. Promena u stanjima S,, i I,, u vremenskom intervalu At moze biti
predstavljena sistemom diferencijalnih jednacina:

Snln

N + L,(b+7y)

Sn+1 =S — B

Sy

N +L,(1—-b—y)

Iy =B
gdejen=0,1,2,..,5, >0, >0iS, + 1, =N.
Na primer, broj novih osetljivih pojedinaca u trenutku n + 1 jednak je broju pojedinaca koji
nisu postali inficirani, S,[1 — ﬂ%], plus inficirani pojedinaci koji su se oporavili, yI,,, plus
novorodeni iz klase inficiranih, bl,. Broj novorodenih iz klase osetljivih jednak je broju

osetljivih pojedinaca koji su umrli, bS,,, zato Sto je pretpostavljeno da je ukupna veli¢ina
populacije konstantna.

Pretpostavimo da su parametri pozitivni i da zadovoljavaju sledece
0<p<10<b+y<1l

Moze se videti da je S,, + I, = N. Stoga je dovoljno razmatrati diferencijalnu jednacinu za I,,.
Zamenijujuéi S,, sa N — I, dobijamo:

_In

b =l (B~ +1=b =)

=L, (1+6-b-y-p2). (4.5)

Zbog pretpostavki za parametre i pocetnih uslova, reSenje I, zadovoljava 0 < I, < N u
svakom trenutku. Tada postoje dva konstantna re$enja I, = I jednacine (4.5). Ova re$enja su
poznata kao stabilna redenja, ili ekvilibrijumi, gde je I,,; = I,, = I, i za njih je karakteristi¢no
da se ne menjaju vremenom. Ekvilibrijumi su:

F—0 i i — _ bty

T=0 i T=n(1 ﬁ). (4.6)

Moze se pokazati za model (4.5) da dinamika zavisi od parametra R,, koji je poznat kao
osnovni reprodukcioni broj :
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Parametar R, ima bioloSku interpretaciju, to jest epidemioloSko tumacenje. Kada je cela
populacija osetljiva, R, predstavlja prosetan broj uspesnih kontakata (B) jedne zaraZene

osobe tokom perioda infektivnosti (ﬁ) koji ¢e rezultirati novim zaraznim pojedincem. Ako

je Ry > 1, tada jedan zarazen pojedinac dovodi do viSe od jednog novoinficiranog, a ako je
Ry < 1, tada jedan zaraien pojedinac dovodi do manje od jednog novoinficiranog.
Primetimo da je drugi ekvilibrijum u (4.6) pozitivan ako i samo ako je Ry, > 1. Moze se
pokazati da, ako je Ry, <1, tada lim, I, =0 i ako je Ry >1, tada lim,_ I, =

N(l—Ri), gde je granica za drugi ekvilibrijum data u (4.6). Veli¢ina (magnituda) R,
0

odreduje da li epidemija opstaje u populacij i dalje, odnosno da li postaje endemska
infekcija.

Stohasticki SIS model

Sada ¢emo formulisati jedan stohasticki SIS model u epidemiologiji. Neka slucajna
promenljiva I,, predstavlja broj zaraZenih pojedinaca u trenutku n. Prostor stanja slucajne
promenljive I, je skup {0,1,2,...,N}, a parametarski skup stohastickog procesa {I,} je
n=0,1,2,... . Pokazatemo da je stohasti¢ki proces {I,,} lanac Markova u diskretnom
vremenu. Definisaéemo matricu prelaza P, izveSéemo izraz za ocCekivano trajanje epidemije
T, i dacemo aproksimaciju verovatnoée apsorpcije, aj, za veliki obim populacije N
(verovatnoca da epidemija nestaje).

Pretpostavimo da je At dovoljno mali, tako da tokom ovog vremenskog intervala
postoji najvise jedna promena slucajne promenljive I,,. Ako je I, = i, tada se [,,; moze
promeniti u samo jedno od sledecih stanja, i + 1,7 — 1ili i.

Verovatnoce prelaza u jednom koraku zadovoljavaju:

. , ] i(N—=1)
Pis1,i = P{liy1 =i+1 | In:l}:ﬁTzni
pi—l,i:P{In+1:i—1 IIn:i}:(b+)/)i

. . i(N—i .
Pii=Pll =i | L =i} =1-p" %D (1)

=1-1; = (b+v)i,

Zai=1,2,....N—1i pji = 0akoj #i—1,i,i + 1. Takode, pyo = 1, odnosno nulto stanje

je apsorbujuce stanje. Matrica prelaza P je sledeéeg oblika:
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1 (b+v) 0 0
/O 1-1I,—-(b+y) 2(b+vy) 0 \
Io m, 1-M,-2(b+y) .. 0 I
\6 0 0 . NG+ /

0 0 0 w 1=N(b+Yy)

gde je max;{II; + i(b +y)} < 1.

Iz matrice prelaza se moze videti da postoje dve klase {0} i {1,2,..., N}. Nulta klasa
je apsorbujuéa, a sva ostala stanja su prelazna. Tada je lim,_. P"p(0) = (1,0,...,0)T.
Najzad dolazi do apsorpcije u nulto stanje , gde ima nula inficiranih pojedinaca.

Ovaj model je slican logistickom procesu rasta populacije ako je Ry > 1. Neka je
b; = II, =ﬁi(1—£)idi = (b +y)i. Tada

bi_di=i[ﬁ_(b+)’)_ﬁ%]=”’[1_%];

gde je unutradnji rast predstavljen sa r=8—(b+y) >0 i kapacitet nosivosti sa

K=%=N(1—RL). Primetimo da ova vrednost K je stabilan ekvilibrijum
0

deterministickog modela (4.6). Ako je R, < 1, tada je b; —d; < 0 isamo u i = 0 je stopa
radanja jednaka stopi umiranja. Matrica prelaza se moze iskoristiti za racunanje raspodele
verovatnoca p(n) i postavljanje linearnog sistema kao u (4.1), Dt = c, za reSenje ocekivanog
trajanja epidemije, .

Ako je broj populacije N dovoljno veliki, kao i poCetan broj inficiranih k moze prodi
dosta vremena dok se epidemija zavrsi. U tom slucaju, umesto epidemije, bolest postaje
endemska. Ako je N dovoljno veliko i k dovoljno malo, SIS model se moZe ponasati slicno
kao model slu¢ajnog hoda (,,Random Walk“), bilo da postoji apsorpcija sa verovatno¢om ay,
ili da veli¢ina epidemije postaje velika i ostaje velika dug period vremena. Verovatnoca
apsorpcije, ay, se moze koristiti za procenu da se epidemija zavrsava brzo.

Verovatnoca apsorpcije kada je x = 0 za model polubeskonacnog slucajnog hoda je data sa:

{

gde je g verovatnoca pomeranja ulevo (x = x — 1), p je verovatno¢a pomeranja udesno

» q<p
,» 42D

_-

(x = x+1),ik je poCetna pozicija.

U SIS modelu, verovatnoc¢a pomeranja ulevo je data sa (b + y)k, a verovatnoéa pomeranja
udesno je data sa fk(N — k)/N. Za veliko N vaii

b+y 1

B Ro
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Iz modela polubeskonacnog slucajnog hoda sledi da je verovatnoéa da bolest nestane brzo,
k k
data pocetnom vrednoscu k inficiranih pojedinaca, jednaka (%) ~ (Ri) . Procena py(n) na
0

pocetku epidemije je:

k
1 . .
po(n) = (R_o) ,akoje Ry > 1i

po(n) = 1,akoje Ry < 1.

Izvedimo jednacine za uslovnu raspodelu g(n), na nacin koji primenjujemo u stohastickom
modelu. Neka je

pi(n+1)
1—p0(n+1).

g(n+1) =
Odatle sledi:

i+ D1~ G +Vam) =20

Aproksimacija za stacionarnu raspodelu g(n) se moze naéi pod pretpostavkom da, kada je
jedna osoba inficirana, ta osoba se ne oporavi ili nema reproduktivnu sposobnost.

Primeri

Najjednostavniji primer modela SIS je obi¢na prehlada. Prehlada je virusna infekcija gornjih
disajnih puteva, Sto obuhvata podrucje nosa, grla, sinusa itd. . Ovaj virus moZe trajati od
jedne do tri nedelje i prenosi se vazduhom kapljicama iz zarazene osobe koja je kijala ili
kasljala. PodloZzna osoba moze dobiti ovu prehladu ako je u blizini osobe koja radi bilo koju
od gore navedenih radnji. Ova situacija je SIS model jer se vecina pojedinaca prehladi barem
jednom u sezoni, ali se zatim oporave do sledeceg rasplamsavanja infekcije.

SloZenija SIS epidemija je hlamidija. Hlamidija je uzrokovana bakterijom ,Chlamydia
trachomatis“. To je polno prenosiva bolest, koja se prenosi kontaktom sa zarazenom
osobom. Prema Centru za kontrolu i prevenciju bolesti, hlamidija je medu najce$¢im od svih
polno prenosivih bolesti, posebno kod mladih Zena. Godine 2018. SAD su prijavile skoro 1,8
slucajeva hlamidije, ali se smatra da se zaista dogodilo 2,86 miliona slucajeva zaraze. Mnogi
pojedinci su asimptomatski i stoga se ne lece. NeleCeni slucajevi mogu biti posebno rizi¢ni za
Zene, jer hlamidija moZe dovesti do zapaljenske bolesti karlice i ponekad moZe izazvati
neplodnost. Ova tiha bolest moZe dovesti do infekcije jos vise podloZnih pojedinaca. Ankete
pokazuju da samo oko 10% muskaraca i od 5 do 30% Zena razvije simptome. Jedna pozitivna
osobina hlamidije je to Sto se lako lei antibioticima. Ovaj tretman omogucéava zarazenim
osobama da se vrate u podloZno stanje. Buduéi da je u pitanju SIS model, ¢im se pojedinac
vrati u klasu podloZnih, naZalost, on se moZe odmah ponovo zaraziti.
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4.5.3 Model binomnih lanaca

Neka su S,, i I,, diskretne slu¢ajne promenljive koje predstavljaju broj podloznih i
inficiranih pojedinaca u trenutku n, redom. Vremenski interval [n,n+ 1], duZine At,
predstavlja vremenski period dok pojedinac ne postane zarazen, n=20,1,2,... . Broj
inficiranih pojedinaca I, predstavlja nove inficirane pojedince koji su bili latentni tokom
vremenskog intervala [n — 1,n]. Ovi novi zaraZeni pojedinci su zarazni. Oni mogu stupiti u
kontakt sa podloZznim pojedincima u trenutku n, koji se mogu inficirati u trenutku n 4+ 1. Ne
desava se rodenje ili umiranje, pa se broj podloznih pojedinaca ne poveéava u toku vremena.
Novoinficirani pojedinci u trenutku n 4+ 1 i podlozni pojedinci u trenutku n 4+ 1 predstavljaju
sve pojedince koji su podlozni u trenutku n:

Sn+1 t Inv1 = Sn.

Epidemija se zavrSava kada broj inficiranih pojedinaca dostigne nulu, I,, = 0, zato $to u
slede¢em trenutku nema pojedinaca koji bi postali inficirani, I,,;,; = 0. Tada, S,,;1 = S,.

Na ovim pretpostavkama zasnovana su dva modela. Oni su poznati kao Greenwood i
Reed-Frost modeli, nazvani po naucnicima koji su razvili ove modele. Modeli su razvijeni
1931. i 1928. godine, redom. Lowell Reed i Wade Hampton Frost, dva istrazivaca u medicini
na John Hopkins Univerzitetu, razvili su ove modele u svrhu prikazivanja studentima
medicine promenljivost u epidemijskom procesu. Medutim, nijedan od njih dvojice nije
objavio svoje radove, vec¢ je to uradio Abbey, koji je objavio rezultate njihovog istrazivanja
1952. godine. Najpre su ovi modeli koris¢eni za male epidemije, ili u epidemiji u
domacdinstvu, gde prva zaraZzena osoba Siri infekciju medu ostalim ¢lanovima porodice. Oba
modela su bivarijantni modeli lanaca Markova zato Sto zavise od dve promenljive, broja
podloZnih pojedinaca, S,, i broja zarazenih pojedinaca, I,,. Bivarijantni Markov proces
oznacen je sa {S,,, I,} = {(5,),}, zan =0,1,2,... . Stanje sistema u trenutku n + 1 zavisi
samo od stanja sistema u prethodnom trenutku n. Verovatnoéa prelaza
D(s,i)ns1.(s,0),, Odreduje verovatnocu prelaza u jednom koraku, za kretanje izmedu dva stanja,
(5,0)n = (5,0)p41- Oznake s i i, ili s, i i,, predstavljaju vrednosti slucajnih promenljivih S,, i
I, redom, u trenutku n.

Neka je a verovatnoéa da dode do kontakta izmedu podloZnog i inficiranog
pojedinca, a [ verovatnoca da se podloZan pojedinac zarazi nakon kontakta. Tada je
verovatnoca da se podloZan pojedinac ne zarazi:

l—-a+a(l1-B)=1—-af =p.

Verovatnoca p je vazan parametar u Greenwood i Reed-Frost modelima.
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Greenwood Model

Greenwood model pretpostavlja da je verovatnota pi,.,, (i, Prelaza binomna
verovatnoca. Verovatnoda uspesSnog kontakta, koji rezultira infekcijom, jeste 1 —p i
verovatnoca kontakta koji ne rezultira infekcijom (neuspesSan kontakt) je p. U trenutku n +
1, ukoliko ima s,,, podloznih pojedinaca, s,,; neuspesnih kontakata i i,,11 = S, — Sn+1
uspesnih kontakata, sledi

P(s,)nsn (50 = ( °n )PS"“(l — p)nTOnt1, (4.7)

Sn+1

Kao Sto je pokazano u izrazu, verovatnoéa prelaza ne zavisi od i,. Kako se verovatnoca
prelaza moze izraziti preko s, i Sp4q, MoZemo je zapisati kao pg . o . Da izazovemo
epidemiju neka je I = iy > 0. Prostor stanjaza S, il, je {0,1,2,...,s5}, gde je Sy = so > 0.
Maksimalan broj inficiranih je s.

Partikularna realizacija ili putanja uzoraka moze biti oznacena sa {sg, S1,---,St—1, St }»
gde jei; =0, ili s; —s;_; = 0. Vrednost t je duzina putanje uzoraka ili trajanje epidemije.
Takode, veli¢ina epidemije je broj podloinih pojedinaca koji postaju zarazeni tokom
epidemije, s, — s;. Moze se videti iz (4.7) da slu€ajna promenljiva S,,; ima binomnu
raspodelu [(S,,p). To je razlog zbog Cega je Greenwood model oznacen kao model
binomnog lanca. Koristeci Cinjenicu da S,,; ima binomnu raspodelu i da je I,41 =S, —
Sn+1, moZe se pokazati da uslovno ocekivanje zadovoljava

E(Sn+1 | S = Sn) = PSn,

E(lpyr | Sy = Sn) =Sy —PSp = (1 = p)sp.
(Podsetimo se da je ocekivanje kod binomne raspodele S(s,,p) 4 = pSy.)

Matrica prelaza kod Greenwood modela se moze izraziti preko pocetnog uslova s,.
Matrica je veli¢ine ((sq + 1) X (so + 1)) i sledeceg je oblika:

/1 1-p A-p?* . (1-p)% \
[0 p 2p0-p) . (PpA-p)>" |
E

P=1o 0 p? o ()2 —p)?
\o 0 0 pso /

Jednom kada dode do prelaza tipa s, = sy, ps,s,, €pidemija se zavrsava zato Sto je

Sn = Sn+1 Mln = lnt1-
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Reed-Frost model

U Reed-frost modelu podloZzan pojedinac u trenutku n ¢e i dalje biti podlozan u trenutku
n + 1 ako ne postoji kontakt sa zarazenim pojedincem. Ako je broj zarazenih pojedinaca u
trenutku n, i,, pretpostavljamo da verovatnoca da nije bilo uspeSnog kontakta podloznog
pojedinca sa bilo kojim od inficiranih pojedinaca i, iznosi p‘». Reed-Frost model ima formu
modela Greenwood, osim §to je p zamenjeno sa p'n. Verovatnoée prelaza u Reed-Frost
modelu su binomne verovatnoce, koje zadovoljavaju:

Psiynsr(sidn = ( on )(pin>5n+1(1 - pin)sn_5n+1_

Sn+1

Verovatnoce prelaza u jednom koraku zavise od i,,, S, i Sp+1, dakle, ne moze se izraziti samo
preko vrednosti s, i S,4+q1, kao Sto je mogao Greenwood model. Podsetimo se da je
Sp+ i, =Sp_1 1 Iy =Sp_1 — S, Kako verovatnoca prelaza zavisi od i,, s, i S,4+1, zbog
jednostavnijeg zapisa, oznacicemo verovatnoCu prelaza za Reed-Frost model sa p; ., s - 12
oblika verovatnoce prelaza sledi da slu¢ajna promenljiva S, ,; ima binomnu raspodelu
B (S,, p™). Stoga je Reed-Frost model takode oznagen kao model binomnog lanca. Koriste¢i
Cinjenicu da S,,; ima binomnu raspodelu i I,,,; =S, — S,+1, moZe se pokazati da je
uslovno ocekivanje:

E(Sn+1 | (S:I)n = (Sp, in)) = Snpin

E(In+1 | (S'I)n = (S, in)) =Sp— Snpin =s,(1- pin) .
Trajanje i veli¢ina epidemije

Neka T oznacava trajanje epidemije i W veli¢inu epidemije ili ukupan broj podloZnih
pojedinaca koji postaju zaraZzeni. Na primer, za putanju uzoraka {sg, S1,..-,S¢—1,Seh, T = ¢,
W = s, — s;. Za dati broj podloznih i inficiranih pojedinaca, s, > 0 i i, > 0, maksimalna
vrednostTjes, +1,T € {1,2,...,50 + 1}, a maksimalna vrednost W je so, W € {0,1,.., 50}
Epidemija se moZe zavrsiti u jednom koraku ukoliko se niko ne zarazi, S; = s¢ i [, =0 (T =
1,W =0), ili se moze zavrsiti nakon (s, + 1)-tog vremenskog koraka, kada se jedan
pojedinac zarazi u svakom vremenskom koraku (T = s, + 1i W = s;). Promenljive T i W su
slucajne promenljive Cije raspodele verovatno¢a mogu biti izracunate iz verovatnoca putanje
uzoraka.

MozZe se primeniti i druga metoda za pronalazenje raspodele verovatno¢a za T i W u
Greenwood modelu. Ovu metodu opisali su Daley i Gani (1999), i ukratko je opisana ovde.
Prvo, podelimo matricu prelaza P Greenwood modela na dve matrice, P = U + D, gde je U
strogo gornje trougaona matrica sa nulama na dijagonali, i D je dijagonalna matrica takva da

D =diag(1,p,p?, ..,p%)i
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/0 1-p) A-p3* .. (1 —p)®o \
0 0 2p(A-p) .. (P)p(l-p)ot
U=lo o 0 o (Dpra-pyoz |

\O 0 0 0

Primetimo da matrica U predstavlja one prelaze koji se ne vracaju u isto stanje u jednom

vremenskom koraku sa verovatnocom p;j,i # j, dok D predstavlja one prelaze koji se

vracaju u isto stanje u jednom vremenskom koraku sa verovatno¢om p;;. Kada je s; = s¢_q ili
(m

pSt,St
matrice U1 predstavljaju verovatnoéu prelaza izmedu stanja i i j u n — 1 koraku, gde

> (0, postoji pozitivha verovatnoca da se epidemija zavrSi u trenutku n. Elementi
j—=1,j #1.Neka je
p(?’l) = (pO (Tl), P1 (TL), ] pso (n))T,

raspodela verovatno¢a za stanje podloinih pojedinaca u trenutku n. Tada U™ !p(0)
predstavlja raspodelu verovatnoée p(n — 1), obzirom na to da se epidemija nije zavrsila u
trenutku n — 1. Ukoliko pomnoZimo sa D, DU™ 1p(0) je vektor raspodele verovatnoce da se
epidemija zavrsila tacno u trenutku n. Suma elemenata vektora raspodele verovatnoce
DU™ 1p(0) je verovatnota da se epidemija zavrdila u trenutku n, P{T =n}. Neka je
E =(1,1,...,1) red vektora jedinica. Tada

P{T = n} = EDU™ 1p(0).
Kako se epidemija moze zavrsiti u stanjima 0,1, 2,..., s, vaii
YO EDUT Ip(0)t" = Y20 PAT = njt™.

Na isti nacin se moze izraziti funkcija raspodele slu¢ajne promenljive W, koja predstavalja
veli¢inu epidemije.

Neka je za Greenwood model U(t) definisano kao:

/O (1- p)t [(1 - P)t]z [(1 — p)t]so \

[0 0 2p-pt .. (O)plA-p)]>? |

U(t) = | 0 0 0 (Szo)pz[(l _ p)t]so_z |
T T

Matrica U definisana predhodno je U = U(1). Elementi p;;(t) matrice U(t) zadovoljavaju
pi;(t) = p;;t/ 7. Elementi matrice U(t), p;;(t) i # j, predstavljaju elemente verovatnoce da
se epidemija nije zavrsila u jednom koraku. Ukoliko se broj podloznih pojedinaca promeni sa
j na i, veli¢ina epidemije je j — i. Dodatno, elementi U2(t) zadovoljavaju pi(jz) = pi(jz)tf‘i.
Ako se, u dva vremenska koraka, broj podloznih pojedinaca promeni sa j na i, veli¢ina
epidemije je onda j —i. Tada EDU™ 1p(0) predstavlja funkciju za veli¢inu epidemije kada
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se ona zavrSava u n vremenskih koraka. Kako se epidemija moze zavrsiti u 1,2,...,50 + 1
koraka, funkcija raspodele verovatnoce za W zadovoljava:

n=1

YOrYEDU(H)Y 1p(0) = T30, PAW = K}tk

Koeficijent t* u proirenju na levoj strani je P{W = k}.
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Zakljucak

U ovom radu smo se najpre podsetili osnovnih pojmova, oznaka i definicija iz teorije
verovatnoce. Zatim smo dali definicije i osobine stohasti¢kih procesa, potrebne za
razumevanje dalje teorije u radu. Slucajni (stohasticki) procesi predstavljaju matematicke
modele procesa cCija je evolucija opisana zakonima verovatnoce. Teorija slu¢ajnih procesa,
najpre razvijana radi modelovanja fluktuacija i Sumova u fizickim sistemima, svoju primenu
danas nalazi u raznovrsnim disciplinama kao Sto su: statisticka fizika, telekomunikacije,
automatsko upravljanje, teorija pouzdanosti i u mnogim drugim.

Kroz rad smo predstavili i definisali lance Markova sa diskretnim vremenom i ukazali
na njihove pozitivne i korisne strane u primeni prilikom modeliranja slu¢ajnih procesa. Za ove
modele oba, vreme i prostor, su diskretni. Markovski procesi su slu¢ajni procesi sa osobinom
da sledede stanje procesa zavisi samo od sadasSnjeg stanja. Lanci Markova su posebna vrsta
Markovskih procesa koji imaju Markovljevo svojstvo i gde se proces mozZe nalaziti samo u
konacnom broju stanja. Lanci Markova predstavljaju korisne alatke u statistickom
modelovanju u prakti¢no svim poljima primenjene matematike. Kao sSto je veé receno, imaju
veliku primenu u modeliranju prirodnih pojava i nauka. Ispostavlja se da je korisno
posmatrati lance Markova kao usmerene teZinske grafove, iako strogo gledano oni to nisu.
Tako da su stanja lanca predstavljena c¢vorovima grafa, dok grane grafa predstavljaju
verovatnoce prelaza. Takva konstrukcija pokazala je simulaciju lanca Markova sa diskretnim
vremenom. Na kraju smo razvili neke od osnovnih teorija diskretnih lanaca Markova.

Dali smo neke od mnogobrojnih primera lanaca Markova, posebno se osvrnuvsi na
primene u biologiji. Analizirali smo matematicke modele za Sirenje epidemije, koristedi
tehnike iz statistike, verovatnoée i diferencijalnih jednacina za pracenje i testiranje
ozbiljnosti epidemija. Matematicko modeliranje je vitalni deo razumevanja izbijanja bolesti i
predvidanja u epidemiologiji. Koristi se za razumevanje ponasanja problema u stvarnom
Zivotu i za predvidanje o buduéim dogadajima.
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