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Predgovor

U master radu, koji je pred Vama nastojacu da predstavim neke Monte Karlo metode i njihove
primene. Markovljev lanac Monte Karlo (MCMC) je sve popularnija metoda za dobijanje informacija o
raspodelama, ova metoda obuhvata klasu algoritama za uzorkovanje iz raspodele verovatnoca, kada je
direktno uzorkovanje tesko. Dobijeni uzorak se moze koristiti za aproksimiranje raspodele ili za
izraCunavanje integrala i obi¢no se koriste za uzorkovanje iz viSedimenzionalnih raspodela, posebno
kada je broj dimenzija visok. Prvo poglavlje ovog rada je posve¢eno uvodu i istorijatu, dok naredno
sadrzi neke osnovne definicije i teoreme Markovljevih lanaca, koje koristimo kasnije u petoj glavi kada
budemo demonstrirali Metropolis — Hejstings algoritam koji koristi Monte Karlo Markovljeve lance.
Trece poglavlje je prikaz Monte Karlo metode u integraciji, koja predstavlja jedan probabilisti¢ki pristup
problematici numericke integracije. Potom, u ¢etvrtoj glavi su vrSene raznorazne Monte Karlo simulacije
koje sluze za generisanje slucajnih promenljivih. Poslednje poglavlje predstavlja kratak uvod u jednu
vrlo zanimljivu primenu Monte Karlo metoda na teoriju igara, predstavljenu algoritmom Monte Karlo
pretrage stabla (MCTS).

Svojoj mentorki, prof. dr Danijeli Rajter-Ciri¢ se zahvaljujem na predloZenoj temi za ovaj master rad.
Obzirom da se u dosadasnjem Skolovanju nisam susrela sa stohastiCkom analizom, samim tim ni sa
Monte Karlo metodama, ova tema je za mene bila veoma inspirativna. Posebno joj se zahvaljujem na
strucnoj pomoci, savetima i razumevanju, koje mi je pruzila tokom izrade ovog rada, kao i tokom

osnovnih i master studija.

Zahvaljujem se svim svojim prijateljima i kolegama, koji su mi na bilo koji na¢in pruzili pomo¢ i
podrsku tokom studiranja. Posebno se zahvaljujem svojoj porodici na neizmernoj podrsci, razumevanju

i ljubavi koju mi pruzaju.
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1. Uvod 1 istorijat

1.1 Definicija

Monte Karlo metode su zajednicko ime za Siroku klasu metoda koje su vezane za reSavanje
deterministickih problema na probabilisticki nacin, tj. reSavanje problema koji imaju konkretno
numeri¢ko reSenje koje je Cesto nemoguce odrediti vrSenjem ogromnog broja eksperimenata zarad

dobijanja aproksimacije primenom centralne granicne teoreme.

Sama metoda ima vrlo Sirok spektar primena, od tipi¢nih primena u matematici (u vidu numericke
integracije, optimizacije i generisanju uzoraka) do primena u racunarskoj fizici i hemiji, racunarskoj

grafici i teoriji igara.

Budu¢i da se odnosi na §iroku klasu metoda za reSavanje raznovrsnih problema, ne postoji strogo
formalna definicija ovih metoda, ali se mogu izdvojiti zajednicki koraci u algoritmima koji tu klasu

metoda predstavljaju:

1. Definisati problem i domen ulaznih podataka problema;
2. Generisati niz slu¢ajnih promenljivih iz tog domena;
3. Izvrsiti deterministicke proracune s tim slu¢ajnim nizom,;

4. Dati procenu resenja problema na osnovu dobijenog rezultata

1.2 Uvodni primer — aproksimacija broja pi

lustrativni primer toga vidimo na Slika 1.1, a i primer koji ¢e biti od znacaja u jednom od daljih
poglavlja.

Broj m mozemo videti kao povrsinu jedini¢nog kruga:



Slika 1.1

Dakle, sam broj r moZzemo aproksimirati ako damo neku aproksimaciju za povrsinu ¢etvrtine kruga

(Slika 1.2) i pomnozimo na kraju sa 4.

Lo 1) J1 1)

(G, 0)

Slika 1.2

Ideja metode koju ¢emo za to primeniti je sledeca:

Nasumi¢no ¢emo generisati tacke iz kvadrata [0,1] X [0,1] i na kraju uporediti broj onih unutar

Cetvrtine kruga i onih izvan i pomnoziti sa 4. Za ovaj eksperiment koristicemo sledec¢i C-kod:



#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main{int argc, char *argv[]) {

int i,N;
int s=@,;
scanf("%d",&N) ;

for{i=0;i<N;i++){
double dl=((double)rand() *
double d2=({(double)rand() * 1

1.8 ) /
@)/

if((d1*d1+d2*d2)<=1)

S++;

¥
printf("%f",4.0%s/N);
return 8;

¥

(double)RAND MAX ;
{double)RAND MAX;

1.3 Istorijat

Kod 1.1
Dobijeni rezultati u eksperimentu:
n 10 100 1000 100000 1000000 | 10000000 | 100000000
rezultati | 3.600000 | 3.200000 | 3.112000 | 3.137400 | 3.139088 | 3.140932 | 3.141353
Tabela 1.1

Jedan od najstarijih primera Monte Karlo metoda ja vezan za Bufonovu iglu. Ona je jedan vid Monte

Karlo simulacije koji poti¢e od problema koji je postavio Zorz Luis Lekler (1707-1788.).

Ako bacamo drvce duzine [ na ravan u vidu reSetke, gde je razmak dve uzastopne resetke d, koja je

. . . .21
verovatnoc¢a da drvce padne na reSetku. On dolazi do reSenja —

Laplas (1749 -1827.) na osnovu toga daje sledecu ideju za aproksimaciju broja 7t:




Neka se eksperiment bacanja drvceta izvodi n puta i neka je N broj sluéajeva kada je drvce palo na

reSetku. Tada je ~ e Ocito, kako n — oo, to ¢e se dobijati sve preciznija aproksimacija za broj .

n

Monte Karlo simulacijama se bavio italijanski fizicar i nobelovac Enriko Fermi (1901.-1954.) 30-ih
godina proslog veka radeci na difuziji neutrona. Njegova primena Monte Karlo metoda je bila poprili¢no
elementarna, koriste¢i digitron, rucne proracune i §to veci broj eksperimenata. S obzirom na nedostatak
kvalitetnije tehnologije za obimnije proracune, nije mogao dobiti finije procene i zato nije objavio taj

svoj rad.

Formalno, zacetak Monte Karlo metoda je vezan za Stanislava Ulama (1909.-1984.), koji je radio s
Monte Karlo Markovljevim lancima u Los Alamos laboratoriji u S.A.D. prilikom Menhetn projekta

(projekta vezanog za konstrukciju atomske bombe).

Kuriozitet je da je Ulam poceo da koristi Monte Karlo metode i pre toga; po anegdoti dok je bio
bolestan voleo je da igra Kenfild pasijans ( izuzetno teska varijanta popularne kartaske igre pasijans).
Indisponiran porazima, po¢eo je da racuna kolika je verovatnoca pobede u nasumi¢noj partiji Kenfild
pasijansa. No, kombinatorni ra¢un je ubrzo postao prekomplikovan, te je doSao na ideju da odigra

ogroman broj partija i da proceni prema tome trazenu verovatnocu.

Odusevljen Ulamovom idejom, njegov kolega iz Los Alamos laboratorije i saradnik na Menhetn
projektu DZon Fon Nojman (1903-1957.) je koriste¢i svoj ENIAC kompjuter isprogramirao neke od
prvih programa koji su vrsili proracune koriste¢i Monte Karlo Metode. Buduéi da su imali veoma
kvalitetnu tehnologiju na raspolaganju, napravili su znacajne rezultate na polju istrazivanja difuzije

neutrona.
Kako su radili u vojnoj bazi, njihov projekat je zahtevao Sifrovano ime. Predlozeno je ime Monte

Karlo, jer je ujak Stanislava Ulama veoma voleo da provodi vreme po brojnim kazinima Monte Karla i

samo ime je sjajno oslikavalo probabilisticki duh eksperimenta i samih metoda kori§¢enih u njemu.
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2. Markovljevi lanci

2.1 Slucajni procesi

Definicija 2.1. Slucajni (stohasticki) proces je familija slucajnih promenljivih {X;};er definisana
na istom prostoru verovatnoca (£, A, P), gde je 2 — prostor verovatnoéa, A — sigma algebra na Q i

P: A - [0,1] funkcija verovatnoce.

Najcesce, u primenama, indeks T ima ulogu vremena, paje T = [0, +0) ili neki podskup od [0, +0).

Ukoliko je T diskretan skup, {X;};er je diskretan slu¢ajni process. U suprotnom, radi se o
neprekidnom sluc¢ajnom procesu.

Primetimo da stohasti¢ki proces zavisi od t €T i w € £2. Jedan od ishoda sluajnog procesa je
trajektorija (realizacija) slu¢ajnog procesa.

Fiksiranjem n-torke (t4, ..., t,) dobijamo slu¢ajni vector (X; , ..., X¢, ).

Definicija 2.2. Konacnodimenzione raspodele slucajnog procesa {X;}:er SU funkcije raspodele
slucajnih vektora (X, ...,X;,) za& (ty,..,ty) € T™. Dakle, tipicna konacnodimenziona funkcija
raspodele slucajnog procesa {X;}:er je oblika:

F(tl, ""tTL; X1, ...,xn) def P{Xt1 < X1, ...,th < xn}

Konaé¢nodimenzione raspodele imaju fundamentalnu vezu u izu¢avanju slu¢ajih procesa, pa kao $to
svaki sluCajni proces ima pridruzeni skup kona¢nodimenzionih raspodela, to i svakom skupu

kona¢nodimenzionih raspodela odgovara jedan slucajni proces. Preciznije, vazi sledece tvrdenje:

Teorema 2.1. Neka je data familija funkcija {F,(ty,...,tn; X1, -, Xp)Inen (t1, - tn) €T™,
(x1, e, Xp) € R™ za koju vazi:
a) V(ty,..,ty) € T™ funkcija (xq,..,x,) = E,(t1, ..., tn; X1, ..., %) je funkcija raspodele
nekog slucajnog vektora.

b) Za svaku permutaciju (j(1), ..., j(n)) skupa {1, ..., n} vazi:

Fn(tj(l): ey tj(n) ; X1, ...,xn) = Fn(tll ey tTl y X1, ...,xn)

11



C) (Vn (S N) lim Fn(tb ey tn, X1, ...,xn) = Fn_l(tl, ey tTl—l y X1, ...,xn_l)
x—+00

Tada postoji slucajni proces {X;}ter Cije su konacnodimenzione funkcije raspodele E,.

Definicija 2.3. Slucajni proces {X; }ter je stacionaran ukoliko vaZi:

(Vs €T) (Xeyy - Xe) = Xe 450 -2 Xt p4s)s 1. konacnodimenzione raspodele su mu invarijantne na

translaciju u vremenu.

Definicija 2.4. Neka je X diskretna slucajna promenljiva sa vrednostima iz skupa {x1, x5, ... }

Gy e pa)

Ukoliko red Yj xx P{X = x.} apsolutno konvergira, tada definisemo:
E(X) & Zxk P{X = x;)
K

Neka je X slucajna promenljiva sa gustinom verovatnoc¢e p(x). Ukoliko fj;olxp(x)ldx < o0,

definisemo:
+00

EX) & f xf (x)dx

—00

E(X) je matematicko ocekivanje slucajne promenljive X.

Definicija 2.5. Slucajni proces {X; }ter je stacionaran u Sirem smislu ako je E(X;) = const i E(X;X;)

zavisisamood t —s.
Definicija 2.6. Proces sa nezavisnim prirastajima je proces X; za koji vazi da su slucajne promenljive
(tzv. prirastaji)

XtO'th - XtO'XtZ - th, ...,th - th—l'

nezavisne za bilo koji izbor ty, <t; < <t, < -

2.2 Primeri slu€ajnih procesa

Primer 2.1. (Bernulijev slucajni proces) Najprostiji primer sluéajnih procesa je Bernulijev, koji

predstavlja prirodno uopstenje Bernulijeve-indikator slu¢ajne promenljive:

12



Iy: (1 3 p }19) indikator dogadaja A.

Bernulijev slu¢ajni proces je niz {X,};X nezavisnih i isto raspodeljenih Bernulijevih slu¢ajnih

promenljivih.

Prirodno uopstenje Bernulijevog slucajnog procesa je sluc¢ajna Setnja, koja predstavlja niz nezavisnih

i isto raspodeljenih sluc¢ajnih promenljivih  {X;}¢e[0,+c0) Xt:(l__lp }1?)

Dakle, ako posmatramo da se ¢estica moze pomeriti u jedinici vremena “navise” s verovatnoc¢om p i
“nanize” sa verovatno¢om 1 — p dobijamo fizi¢ku interpretaciju sluc¢ajne Setnje. Naravno, ako je t = N,
radi se o diskretnoj Setnji, mada neprekidan sluc¢aj ima mnogo oc¢igledniju fizi¢ku interpretaciju. Ovde se

moze videti par konkretnih realizacija slu¢ajnog procesa koji predstavlja slucajnu Setnju:

Slika 2.1 - Slika preuzeta iz [20]

Sa Slika 2.1 se jasno vidi zasto se ove slucajne promenljive zovu “Setnja pijanca”.

Primer 2.2. (Gausov slucajni proces) Slucajni proces ¢ije su sve konacnodimenzione raspodele
Gausove (normalne) se zove Gausov slucajni proces. Koristeci ¢injenicu da su visSedimenzione normalne
raspodele potpuno odredene ocekivanjem i kovarijansnom matricom, to je Gausov slucajni proces

{x¢}ter potpuno odreden preko funkcija:
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b(t) ¥ E(X;), Vt € T — ocekivanje
C(s,t) ¥ E((Xs — b(s))(X; — b(t))), Vs, t € T — kovarijaciona funkcija

Vazi sledece tvrdenje:

Teorema 2.2. Funkcija C(s, t) je kovarijaciona funkcija nekog Gausovog procesa akko

V(ty, .., ty) ET" V(ay,..,a,) € R" Yrioia:C(t,t)a; =0 t. matrica [C(t;t)] e

n .
ij=1 3

pozitivno definitna.

Funkcije F(tq,...,tn; X1, ..., Xy) SU funkcije raspodele n-dimenzione normalne raspodele ¢ija je

matrica kovarijanse matrica [C(t;, t]-)]?j=1 iz Teoreme 2.2. i &ije je o¢ekivanje (b(ty), ..., b(t,)).

Primer 2.3. (Vinerov proces) Gausov sluéajni process {X;};er za koju vazi T = [0, +0), b(t) =0

C(s,t) = E (X;X;) =min(s,t) Vs, t €T,nazivase Vinerov proces (ili process Braunovog kretanja).

Ime nosi po Norbertu Vineru (Norbert Wiener, 1894-1964.) ameri¢kom matematicaru koji ga je
formalno opisao, mada je sam proces uocio ranije Skotski biolog Robert Braun (Robert Brown, 1773-

1858.) posmatrajuci kretanje Cestica polena u vodi.
Jedno od korisnih svojstava Vinerovog procesa je sledece:

Teorema 2.3. Za Vinerov slucajni proces {X¢}te[o,+0) vaZi:

(Vs<t<u<v) E((X; — X)Xy — X)) = EXe — X)E(Xy — X,)

Dokaz:
E((Xe = X)Xy — X)) =
= E(XeX,) — E(XeX,) — E(XsX,) + E(XGX,) =
= min(t,u) — min(t, v) + min(s, v) — min(s,u) =

= min(t,u) — min(s,u) + min(s,v) — min(t,v) =
t-s s—t

=t—s+s—-t=

=0 (]

E(X; —Xs) = E(X, —X,) =0 (Ovo poti¢e iz Cinjenice da su prirastaji Vinerovog, a opstije

14



Gausovog slucajnog procesa, slucajne promenljive X; — X nezavisne, normalno raspodeljene sa

ocekivanom vrednosé¢u 0).

Jedna od zanimljivosti Vinerovog slucajnog procesa je da su mu trajektorije neprekidne, a nigde
diferencijabilne funkcije. To potice od toga §to se u neku ruku te trajektorije dobijaju grani¢nim

postupkom nasumicne Setnje. Jedan primer Vinerove trajektorije vidimo na Slika 2.2:

15

5 10 15 20 25

Slika 2.2 - Slika preuzeta iz [21]

Primer 2.4. (Poasonov slucajni proces) Sluéajni proces {X; }:cr je Poasonov sa stopom rasta A,
A > 0 ako:

a) T=[0,+0)i P{X,=0}=1;

b) X, —X,iX, — X, sunezavisne slu¢ajne promenljivezas <t <u <v;

c) (VS, t €0, +oo)) (s <t) X;— X, imaPoasonovu raspodelu sa parametrom A(t —s) .

Ovi slucajni procesi se u praksi koriste pri modeliranju dogadaja za koje je mala verovatnoca da ih se
realizuje veci broj u kracem vremenskom intervalu (broj poziva na telefon, prolazak autobusa kroz

stanicu i sl.)
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Jedna Poasonova trajektorija je:

& Patsent Arrival Tirse in hours siasting from some Heur

& Y
& 2 e
H

Fatient Arrival Time in hours

B

Slika 2.3 - Slika preuzeta iz [22]

Slika 2.3 opisuje broj pristiglih pacijenata u bolnicu mereno od fiksnog trenutka.

2.3 Markovljevi procesi

Markovljevi procesi nose ime po Ruskom matematicaru Andreju Markovu (AHgpelr AHnpeeBud

Mapkos, 1856-1922.) koji je napisao prvi rad na tu temu 1907. pri statistickoj analizi pesme “Evgenije

Onjegin”.

Definicija 2.7. Slucajni proces {X; }+er je Markovljev proces ako:

(VneN) V(sy,...,5,) €ET™ td. 51 <5, <+ <, <tvazi P{X, € B|X;,, ..., X; } = P{X, € BIX;_}

za svaki Borelovskup B € A .

Jos jedan primer je veli¢ina neke populacije u jedinici vremena, jer buduca veli¢ina populacije zavisi

od veli¢ine buduce populacije samo preko veli¢ine sadasnje populacije.
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Teorema 2.4. Neka je {X; }rer slucajni proces takav da T = [0,+), X, = 01 X; — X, Su nezavisne

sluc¢ajne promenljive. Tada je {X;}:er Markovljev proces.

Dokaz: Nekajes; <s, < <s, <tiB Borelovskup
XO = 0
)
P{X, € BIX;, = x1,..., X5, = X} =
= P{X,—X;, € B—xn|Xs, —Xo = %1, X5, = X5, =% = X4, 0, Xg, = Xs | =X = Xp_q} =
= P{X; — X € B—x,} = P{X, — X; € B — x,|Xs, — Xo = x,} = P{X; € B|X;, = x,}
U

{X¢}ter je Markovljev proces. |
Posledica 2.5. Poasonov proces je Markovljev proces.
Teorema 2.6. Vinerov proces je Markovljev proces.

Dokaz:  E(X X;) = min(s,t)
U
E(X%) = min(0,0) =0
U

D(X,) = E(X3) — (E(XO))2 =0—-0=0 = X, jekonstantna slu¢ajna promenljiva

= P{X,=0}=1 i X;— X, sunezavisne slu¢ajne promenljive
T 2.4
= Vinerov slucajni proces je Markovljev proces ]

Nalazenje kona¢nodimenzionih raspodela Markovljevih procesa opisan je sa:

Teorema 2.7. Neka je {X; };er diskretan Markovljev proces. Neka jet > t, € T zasvako t € T. Tada
je:

P{X,, = x1,X¢, = %3, 0, Xe | = X} =

= z P{th = x]}P{th = x1|XL-0 = x]}P{XL-Z = x2|Xt1 = xl} P{th = xn th—l = xn_l}

j
gde je t; <t; <-- <ty €Tixy,..,x, dozvoljene vrednosti za X, = X;,

17



Dokaz: formula uslovne verovatnoce

l
P{X;, = x4, ., Xe, = xn} = P{Xe, = x| Xe, = %1, Xe | =X} P{Xe, =20, Xe | = %51}
Markovljev proces —» = P{X, =xp|X;  =xn_1} P{Xe, =x1, ... X, = Xn_1}

= P{X,, = xu|X;,_, = xn-1} P{Xe,_ = Xn_a|Xe, = %1, . Xp,, = Xn2}
Odatle sukcesivnom primenom dobijamo tvrdenje. ]

Analogna verzija Teoreme 2.7. vazi i za neprekidne Markovljeve procese.

2.4 Markovljevi lanci

Definicija 2.8. Markovljevi lanci su diskretni Markovijevi procesi koji mogu uzimati konacno mnogo
razlicitih vrednosti. Dakle, slucajni proces je Markovljev lanac ako vazi:

P{Xk+1 = i|X0;X1' ---'Xk} = P{Xk+1 = i|Xk}

Po tvrdenju Teorema 2.7. za opisivanje Markovljevog lanca dovoljno je znati poCetnu raspodelu

po(i) ¥ P{X, = i}, kao i verovatnoce prelaza p;;(k,l) & P{X;, = j|X; = i}.

Definicija 2.9. Markovijev lanac je homogen ako verovatnoce prelaza p;;(k,l) zavise samo od

razlike l — k.

Za homogene Markovljeve lance dovoljno je posmatrati verovatnoée p;;j = P{Xy11 = jlX) = i},
k=01,..i,j=12,..,ntj. matricu [pl-j]:lj=1 koja se naziva matrica prelaza Markovljevog lanca.

Da je Markovljev lanac potpuno odreden polaznim vektorom p(® i matricom prelaza pokazuje

sledeca teorema.

Teorema 2.8. Neka je p(® vektor pocetnih verovatnoca i I1 matrica prelaza Markovljevog lanca X,,.

Tadajep® = p©@Omk k=12,.. gdeje p® = ¥, p{, ..., p¥N), pri cemu je pi(k) = P{X;, = i}.
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Dokaz: k € {0,1,...}
k . . . . k
pIHY = PXiar = j} = Xy PKiwr = j1Xee = 13- P, = 3 = 30, p py;

Dakle, p(k+1) = p(k)n = p(k_l)nz T p(o)nk [}

Primer 2.5. Neka su 2 bele i 2 crne kuglice u dve kutije. Proces je definisan tako §to u svakom koraku

uzimamo po jednu kuglicu iz svake kutije i stavljamo u drugu. Neka je X,,-stanje sistema posle n koraka.
1. 2crne—2bele
X,, moze biti: 2. 1cma, 1 bela—1bela, 1 crna

3. 2bele—2crne

X, je homogeni Markovljev lanac.

Matrica prelazaje II =

OO
el
OBnIRr O

Kako je poéetni vektor p(®) = [0,1,0], to je npr.

r 171 341 171 1

1024 512 1024
341 683 341 _[341 683 341

2048 1024 2048 512'1024°512
171 341 171

L1024 512 1024

p =10,1,0]1*° = [0,1,0]
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3. Monte Karlo integracija

3.1 Osnovne ideje i ilustrativni primeri pri integraciji funkcije jedne

promenljive

Posmatrajmo, za pocetak, Rimanov integral funkcije jedne promenljive ff f(x)dx .

Pri aproksimaciji ovih integrala imamo na raspolaganju brojne kvadraturne formule, koje su vrlo

precizne kada je podintegralna funkcija dovoljnog kvaliteta:

a) Formula srednje tacke:

a<x;<xy<-<xp_1<b h & x; —x;_4

b
ff@ﬂxzh@(“;“)+fﬁz;“)+m+f&—;mﬁ>

b) Trapezna formula

a<x; <x,<-<x,_1<b h ¥ x; —xi_q

b
b
ff@ﬂxthﬁQ}ﬂl+fuo+m+f&ma>

sa ocenom greske R < |bl_—2ah2f"(f)| ¢ € [a,b]

c) Simpsonova formula

aAa<x <Xy << X1 <b h < x; —x;_4

h

b
[ reoar =3 (7@ + 78 + 47 @) + £G5) + -+ F )

F2(F () + £0) + o+ fOn_0))

sa ocenom greske R < |11_Tgh4f(w)(f)| & € [a,b]
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Monte Karlo metode integracije funkcije jedne promenljive su zadivljujuce prosecne, s’obzirom na
svoju jednostavnost. Naravno, u jednoj dimenziji one nisu ni priblizno precizne kao kvadraturne formule,
sem ako funkcija f nije dovoljno kvalitetna (klase C*, samo neprekidna ili samo Riman integrabilna).

U ovoj podsekciji ¢emo dati dve osnovne ideje za Monte Karlo integraciju, od kojih ¢emo jednu
naknadno razraditi u sledecoj podsekciji.

Prva ideja je znatno u korelaciji sa pristupom iz primera koriS¢enog u prvom poglavlju pri
aproksimaciji broja .

Osnovna geometrijska interpretacija odredenog integrala je povrsina ispod krive §to mozemo videti

sa Slika 3.1:

Slika 3.1 - Slika preuzeta iz [23]

I ideja je sasvim sli¢na ideji iz aproksimacije broja m:
Uzeti dovoljno veliki pravougaonik ¢ija je duzina [a, b], a Sirina dovoljna da obuhvati povrsinu ispod
krive f(x) na [a,b]. Zatim se nasumi¢no bira niz tacaka iz tog pravougaonika. Uporedivanjem broja

tacaka ispod i iznad grafika i mnozenjem sa povrSinom pravougaonika dobija se aproksimacija integrala:
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Slika 3.2

Ovakav algoritam se zove pogodak-promasaj algoritam (veoma podsec¢a na gadanje u pikado metu).

Primer 3.1. Primenimo prethodnu ideju na aproksimaciju integrala
2

fe‘xzdx ~ 0,8820813907624217
0

Nasumi¢no ¢emo birati tacke iz oblasti [0,2] x [0,1] i sprovesti pogodak-promasaj algoritam. C-kod

algoritma izgleda ovako:
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ﬁinclude <stdio.h>»
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main(int argc, char #argv[]) {

double x,y;

int i, M;

int s=08,;

scanf("%d",&N);
for(i=0;i<N;i++){

double x=((double)rand() * 2.
double y=((double)rand() * 1.
if(y<=exp(-x*x))

e) /
@)/

(double)RAND MAX ;
(double)RAND _MAX ;

S5++;
¥
printf("%f",(2.8)%s/N);
return ©@;
¥
Kod 3.1
Dobijeni rezultati su:
n 10 100 1000 10000 100000 1000000 | 10000000 | 100000000 | 1000000000
rezultati | 1,200000 | 1,000000 | 0,892000 | 0,867200 | 0,879220 | 0,879654 | 0,881953 | 0,881884 | 0,882095
Tabela 3.1

Dakle, kao sto je i najvljeno, algoritam je prilino prosecan za standardne ulaze i tek na unosu od

milijardu uzoraka dostize ta¢nost 107>, Tu tadnost bismo kvadraturnom formulom bilo kog tipa znatno

brze dobili.

Za razliku od geometrijski jasnog i sasvim jedinstvenog pogodak-promasaj Monte Karlo algoritma,

imamo malo slozeniji algoritam koji je takode prose¢an u jednoj dimenziji, ali je neuporedivo kvalitetniji

i efikasniji od kvadraturnih formula u ve¢im dimenzijama — Sirovi Monte Karlo algoritmi.
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llustrujmo sirovi Monte Karlo metod integracije na integralu funkcije jedne promenljive f:f(x) dx.

Znamo da vazi sledece tvrdenje:

Teorema 3.1. (Teorema o srednjoj vrednosti integrala) Neka je f Riman integrabilna na [a,b] i

m¥ inf f(x) i M¥ sup f(x),tada postoji u € [m, M], takva da je:
x€la,b]

x€[a,b]

b
f FG)dx = u(b — a)

Slede¢i ovo tvrdenje, to u je neka srednja vrednost funkcije f na intervalu [a, b]. Ako odaberemo
X1, X3, .., Xy € [a, b] ravnomerno raspodeljene, tada mozemo srednju vrednost w zameniti izrazom

>N . f(x), te dobijamo formulu:

b b N
[rean~=52 ro
a i=1

Ako posmatramo Slika 3.3:

& www scratchapixel.com

Slika 3.3 - Slika preuzeta iz [10]

Jasno se vidi da kada N — oo mi pokrivamo trazenu povrsinu pravougaonika visine f(x;) i duzine

b — a. Odnosno kada N — oo, razmak izmedu nasumi¢no biranih x; € [a, b] tezi 0, te bukvalno

dobijamo samu definiciju Rimanovog integrala f; f(x) dx. Ovakva metoda predstavlja sirovu Monte
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Karlo integraciju.

Primer 3.2. Aproksimaciju broja m iz prvog poglavlja smo zapravo vrsili aproksimacijom Cetvrtine

kruga, a to je problem koji moZemo svesti na problem numericke integracije, tako $to je zapravo:

1
f\/l—xzdxz
0

. o . y _ 1
Sprovedimo sirovi Monte Karlo algoritam na ra¢unanje integrala | o V1-— x? dx.

~ 0,78539816333

NI

Za proizvoljno N bira¢emo N nasumiénih tacaka x4,X,,...,Xy iZ intervala [0,1], sabrati vrednosti

funkcije V1 — x? u tim tackama i podeliti sa N. C-kod koji sprovodi ovaj algoritam vidimo na Kod 3.2:

|ﬂ=include <stdio.h>»
#include «<stdlib.h>
#include <math.h>»

int main(int argc, char Fargv[]) {

int i,N;

double s=0.8;
scanf("%d",&N);
for(i=0;i<N;i+s){

double dl=((double)rand() * 1.8 ) / (double)RAND MAX ;

s+=sqrt(l-pow(dl,2));
¥
printf( %", 1.0%s/N);

return @;

}

Dobijamo sledece rezultate:

Kod 3.2
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N 10 100 1000 10000 100000 1000000 | 10000000 | 100000000
rezultati | 0,769804 | 0,788769 | 0,786987 | 0,782655 | 0,784452 | 0,785346 | 0,785395 | 0,785335
Tabela 3.2

Kao i u Primru 3.1. vidimo da metoda sporije postize veliku ta¢nost i da rezultati variraju nepravilno

zavisno od unosa N.

Jedna modifikacija prethodnog algoritma bi bilo sprovodenje istog algoritma fiksiran broj puta i

uzimanje aritmeticke sredine dobijenih rezultata.

3.2 Sirovi Monte Karlo algoritam, definicija i ocena greSke

U prethodnom poglavlju smo uveli sirovi Monte Karlo algoritam za ra¢unanje Rimanovog integrala

b ) N
[reax~ YIS

b
B (%if(xﬂ)) = [ reax

N b
 b—a N _
P{,gz_@ T;ﬂxi)— f f(x)dx}—

x; Su nezavisni, uniformno raspodeljeni na [a, b]

f;f(x) dx.
Teorema 3.2.
a)
b)
Dokaz:
a)
b—a A
E ( = f(xi’)>
i=1

(00

\)

=N E(F ) = (b - )fb
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b
~ [ feodx

b) Kako je:

b
E(b . aiZle(xi’)> = [ £eax

imamo da tvrdenje direktno sledi po zakonu velikih brojeva.

U prethodnom poglavlju smo videli da su kvadraturne formule vrlo efikasne u jednoj dimenziji, dok je
sirova Monte Karlo integracija prilicno prosecna. Medutim, s pove¢anjem broja dimenzije, numericko
raCunanje integrala postaje znatno slozenije. Recimo ako je za raCunanje jednodimenzionog integrala
potrebno 10 tacaka, tada bi za raunanje integrala funkcije 100 promenljivih bilo potrebno racunati vrednosti
funkcije u 10190 tagaka. Ovaj fenomen da je klasa problema lako resiva u nizim, a neuporedivo teza ili

neresiva u visim zove se prokletstvo dimenzije.

A naravno, 1 sam viSedimenzioni integral moze imati vrlo komplikovane granice. Tu sirova Monte
Karlo metoda pokazuje enormno bolje rezultate. Da bismo preformulisali sirovu Monte Karlo integraciju iz

sekcije 3.1. u viSedimenzioni koristimo:

Teorema 3.3. (O srednjoj vrednosti) Neka je D < R™ merljivskup i f Riman integrabilnana D. Neka

suminff(x) i M supf(x). Tada postoji ¢ € [m, M] takva da:
X€ED X€ED

f F() dx = & - (D)
D

\)

Mera skupa D
Sada potpuno analogno kao u sekciji 3.1. izvodimo formulu za sirovu Monte Karlo integraciju:

B ()
f(‘xll"'lxn) d)u ~ N .u(D)
D
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Teorema 3.4.

a)
N
n(D) ;
E(TZf(xil), (l) ) ff(xl,.. Xn) du
i=1
b)
N
_u(D) -
P{,gggo Tzlf(xi‘), %) f JECAPE d#}
Dokaz:
a)
Sve tacke su uniformno raspodeljene u oblasti D ¢ R"
l
N
u(D) u(D) ; u(D) ;
{23 ) =20 (3 ) 2 (1 48
i=1

= M(D)I%du = ff(xl,...,xn) du
D D

b) Direktno sledi iz zakona velikih brojeva (zbog dela pod a)).

Sada zelimo da ocenimo gresku ove integracije. Za ocenu greske koristicemo varijansu, tj. disperziju:

Teorema 3.5.

N
Var<$zf(xi”. JP)) Dy arry

i=1
Dokaz:

Uzorci su nezavisni i uniformno raspodeljeni na D

3

N
Var(#Zf(xii)v X T(ll))) N (D) (Zf e (i))>
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2
u (D) ;
=———N-Var f(xf), ...,xr(ll))) =

N
uz( )

Var(f)

Direktna posledica prethodnog tvrdenja daje nam standardnu devijaciju:
N
. M(D)Zf (x(i) (1)) _ u@)a(f)
N L L n VN

Ova formula nam pokazuje znacaj sirove Monte Karlo metode, a to je da greska u potpunosti ne zavisi

od dimenzije prostora u kome se integrali, te je jasno zaSto je ova metoda efikasnija od standardnih

kvadraturnih formula u vi§Sim dimenzijama. Medutim, red konvergencije metode je O ( tj. potrebno je

)

kvadrirati broj ulaza za prepolovljenje greske.

3.3 Modifikacije

Ocigledno je da modifikacije koje treba da smanje gresku sirove Monte Karlo metode moraju dati manju
varijansu. Jedna od ideja je tzv. uzorovanje po znacéajnosti. Metod ¢ija je glavna ideja da se tacke X, ..., XN

ne uzimaju uniformno, ve¢ da izaberemo takve ta¢ke u kojima f(x) uzima veée vrednosti.

U aproksimaciji se tezi da se f(x) zameni sa fox ), gde je p(x) gustina raspodele koja je skoncentrisana

oko ta¢aka u kojima f(x) uzima vece vrednosti.

D) Cf () .
Jf( ) du N 2 pGe) X1, ., Xy ED DcR

Idealan izbor je kada f(x)~p(x), jer je tada varijansa minimalna.
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4. Primena Monte Karlo simulacija za generisanje

slu¢ajnih promenljivih

4.1 Generisanje diskretnih raspodela

Pri generisanju slu¢ajnih promenljivih Monte Karlo simulacija koristicemo niz {U,}}&; (u programima

i simulacijama bice ogranicene veli¢ine) slu¢ajnih promenljivih takav da (vn € N) U,: U(0,1).
Teorema 4.1. Ako X: U(0,1),tada 1 — X: U(0,1).

Dokaz:
Fi_x(x)=P{1-X<x}=P{-X<x—-1}=P{X>1—-x}=

( 0, 1—x>1
1, 1—-x<0
X

1_
fdt, 0<1—-x<1
0

0, x <0
={1—x, 0<x<1
1, x>1
l

A ovo je funkcija raspodele slu¢ajne promenljive iz U(0,1)

= 1-X:U(,1)

Ukoliko raspodela moZze uzimati konaéno mnogo vrednosti, generisanje slucajne promenljive se vr$i na

sledeéi nacin:

Neka su xj, ..., x, odgovarajuée vrednosti, a py, ..., p, odgovarajuée verovatnoce, respektivno. Tada
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delimo [0,1] na podintervale {Aj};lzl.

[0,1] = [0,p1) U [p1,p1 + P2) U [P1 + D2, p1 + D2 + P3) U ..U [Py + D2 + - + Dpq, 1]
4 4, 4 A

i definiSemo x = x; ako U € A4;.

Primer 4.1. Ako Zelimo da simuliramo bacanje homogene kocke, tada mozemo po¢i od niza {U,}:%

slu¢ajnih brojeva uniformno raspodeljenih u (0,1). I niz

( 1
1, Un € (0,8)
2 U, € 1 1)
’ "~ l6’3
3 U, € 1 1)
X def ’ n -3'2
n= 1 2
4, U, € _E'g)
5 U, € 2 5)
’ 13’6
5
6, U, € _8'1)

¢e nam dati simulaciju niza bacanja kockice 6 puta.

C-kod koji testira ovu simulaciju je:
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#include «<stdio.h>»
#include <stdlib.h»

int main(int argc, char *argv[]) {

int i,n;

int jedinice=8, dvojke=8, trojke=8, cetvorke=8,petice=0, sestice=8;
printf(“Unesite broj bacanja kockice:\n");
scanf("%d",&n);

double a[n];

for{i=0;i<n;i++)

a[i]=((double)rand() * 1.8 ) / (double)RAND MAX ;
for(i=0;i<n;i+s+){

if(a[i]<(1.8/6))

jedinice++;

else if (a[i]>=(1.0/6)&8a[1]<(1.8/3))

dvojke++;

else if (a[i]>=(1.8/3)&R&a[i]<8.5)

trojke++;

else if (a[i]»=8.58&&a[i]<(2.8/3))

cetvorke++;

else if (a[i]>=(2.0/3)&&a[1]<(5.8/6))

petice++;

else

sestice++;

}

printf("Broj dobijenih jedinica je:%d\n",jedinice);
printf("“Broj dobijenih dvojki je:%d\n",dvojke);
printf("Broj dobijenih trojki je:%d\n",trojke);
printf("Broj dobijenih cetvorki je:%d\n",cetvorke);
printf("Broj dobijenih petica je:¥d\n",petice);
printf("Broj dobijenih sestica je:%d\n",sestice);
return 8;

}

Kod 4.1

Kod 4.1 nam je dao sledece rezultate:



Unesite broj bacanja kockice:

10

Broj dobijenih jedinicaje:l
Broj dobijenih dvojkije:l
Broj dobijenih trojkije:2
Broj dobijenih cetvorkije:2

Broj dobijenih peticaje:3

Broj dobijenih sesticaje:l

Unesite broj bacanja kockice:
1000

Broj dobijenih jedinicaje:177
Broj dobijenih dvojkije:147
Broj dobijenih trojkije:158
Broj dobijenih cetvorkije:183
Broj dobijenih peticaje:176

Broj dobijenih sestica je:159

Unesite broj bacanja kockice:
100000

Broj dobijenih jedinica je:16546
Broj dobijenih dvojkije:16467
Broj dobijenih trojkije:16758
Broj dobijenih cetvorkije:16854
Broj dobijenih petica je:16561

Broj dobijenih sestica je:16814

Unesite broj bacanja kockice:

100

Broj dobijenih jedinica je:18
Broj dobijenih dvojkije:13
Broj dobijenih trojkije:18
Broj dobijenih cetvorkije:19

Broj dobijenih peticaje:17

Broj dobijenih sestica je:15

Unesite broj bacanja kockice:
10000

Broj dobijenih jedinica je:1641
Broj dobijenih dvojkije:1640
Broj dobijenih trojkije:1640
Broj dobijenih cetvorkije:1720
Broj dobijenih petica je:1667

Broj dobijenih sestica je:1692

Potpuno analogno bismo mogli konstruisati niz bacanja nehomogene kockice.
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Primer 4.2. (Generisanje binomne raspodele) Binomna raspodela B(n,p) predstavlja broj uspesnih

izvodenja eksperimenata u n pokusaja, gde je verovatnoca jednog uspeha p.

Za generisanje binomne raspodele preko Monte Karlo simulacije klju¢no je da B(n,p) = I; + - + I,,,

tj. da je binomna raspodela jednaka zbiru indikatora uspeha u odredenom pokusaju.

0 1
If_(l—p p)

Ako imamo niz {U, }}%, uniformno raspodeljenih brojeva u (0,1), tada definisemo niz {X,,};2.

wer {1, ako je U, <p
0, akoje U, = p

I tada ¢e slucajna promenljiva X = }7_; X; imati binomnu B(n, p) raspodelu.

C-kod kojim ilustrujemo ovu simulaciju je:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>»

int main{int argc, char *argv[]) {

int i,n;

int s=8;

float p;

printf{"Unesite broj eksperimenata:\n");
scanf("%d",8&n);

double a[n];

printf{"Unesite werovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:in");
scanf("%f",&p);

for(i=0;i<n;i++){

a[i]=({(double)rand() * 1.8 ) / (double)RAND MAX ;

ior(i=8;i<n;i++){

if(alil<p)

S++;

¥

printf({"Broj uspenih izwvodjenja u %d eksperimenata je ¥d",n,s);
return @;

¥

Kod 4.2
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Dobijeni su sledec¢i rezultati od Kod 4.2:

Unesite broj eksperimenata:

10
Unesite verovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:
0.7

Broj uspenihizvodjenjaul0 eksperimenataje 6

Unesite broj eksperimenata:

100
Unesite verovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:
0.4

Broj uspenih izvodjenjau 100 eksperimenata je 40

Unesite broj eksperimenata:

1000
Unesite verovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:
0.3

Broj uspenih izvodjenjau 1000 eksperimenataje 295

Unesite broj eksperimenata:

10000
Unesite verovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:
0.8

Broj uspenihizvodjenjau 10000 eksperimenataje 7968

36



Unesite broj eksperimenata:

100000

Unesite verovatnocu uspeha u pojedinacnom eksperimentu:
0.2

Broj uspenihizvodjenjaul00000 eksperimenataje 19977

Primer 4.3. (Generisanje geometrijske raspodele) Geometrijsku distribuciju G(p) posmatramo kao
broj izvedenih eksperimenata pre prvog uspesnog izvodenja, pri ¢emu je verovatnoca uspeha u jednom

pokusaju p. Dakle imamo:
PX=k}=p-(1-p)k1? k=1,2,..

DefiniSemo X = k, tako da vazi:

k-1 k

(keN) pY (1-p)it<U<pY A-p)!
i=1 i=1

3

Gde u ima uniformnu raspodelu na (0,1)

& 1-(1-pklsU<1-(1-p)k
e (A-pf<1-U<@-p*?t /in
e kinl-p)<in(1-0U)<(k—1Din(1—p)

o ko1 v
~ In(1-p)
Dakle,
In(1-U)
=14+ |—"
g " [ In(1-p)

InU
In(1-p)

Odakle, koriste¢i Teoremu 4.1. imamo da je sluc¢ajna promenljiva X & 1 + [ ] promenljiva

koja ima G(p) raspodelu.
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Primer 4.4. (Generisanje Poasonove raspodele) Neka je {N;}tc(0+) POasonov slucajni proces

definisan u drugom poglavlju ¢iji je parametar A. Tada vreme izmedu dve realizacije ovog procesa (tj.

graficki gledano dva skoka na grafiku) ima eksponencijalnu €(A) raspodelu.

Ako imamo na raspolaganju niz slu¢ajnih brojeva {U,,};:%; uniformno raspodeljenih na (0,1) mozemo

sprovesti sledeci algoritam:

Neka je N € N prvi prirodan broj za koji vazi:

U1 " Uz T UN < e_l
Tada slu¢ajna promenljiva X = N — 1 ima P (A) raspodelu.

Dakle, X je najveéi prirodan broj n (ili 0 ako ne postoji) takav da vazi U - U, .- U, =e~* | tj.

logaritmovanjem ovoga dobijamo da je to najve¢i n za koji vazi:

n n
Zani > Alne @Z(—ani) <2
i=1 i=1

Odavde vidimo da je — In U; vreme izmedu dva Poasonova procesa sa parametrom 1, a njihov zbir je

vreme do n-tog dogadaja.

4.2 Generisanje neprekidnih raspodela

Teorema 4.2. Neka je u uniformna raspodela na [0,1] i F rastuca, neprekidna funkcija raspodele. Tada

slucajna promenljiva X * F~1(U) ima raspodelu sa funkcijom raspodele F.

Dokaz:
P{X<x}=P{FY(U)<x}=P{U<F(x)}=F(x)

Dakle, F~1(U) ima funkciju raspodele F.

Ovo tvrdenje nam pokazuje da moZzemo generisati one raspodele kojim moZemo naci inverz funkcije

raspodele.

38



Primer 4.5. (Generisanje eksponencijalne raspodele) Eksponencijalna raspodela £(A) definisana je

svojom gustinom raspodele:

_(Ae?M™, x>0
9() _{ 0, inace

tj. funkcijom raspodele:

_ ,-Ax
F(x)={1 e, Vx20
0, inace
In(1-
y=1—e"1x :>€_Ax=1—y =)—Ax=ln(1—y) :}x:_¥
Dakle, F~1(U) = —% In(1 — U). Kako u ima uniformnu raspodelu, to po Teoremi 4.1.i 1 —U ima

U[0,1] raspodelu, te ¢e slu¢ajna promenljiva X & —% In(U) imati eksponencijalnu raspodelu ().

U praksi je generisanje raspodele preko inverzne funkcije ¢esto teze izvodljivo jer je nalazenje inverzne

funkcije neretko komplikovano.

Teorema 4.3. Neka X: U(0,1) i neka je Y slucajna promenljiva koncentrisana na nekom skupu D, gde
ima gustinu g, pri cemu su X i Y nezavisne. Neka je f gustina neke slucajne promenljive koncentrisane na

skupu D. Ako postoji ¢ > 0 takoda f(y) <c-g(y) za y € D, tada je:

ORI
P{YSx‘XSC_g(y)}—_[Of(Y)dY

Dokaz:
JO)_
o (1 ) 1 1
P{Xsc_g(y)}=Df Oj g(y)dUdy=DjC_g(y)g(y)dy=;Djf(y)dy=;
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f&)
PlYy <x, X <-L22_
P&Sx‘g ﬂw}: rex "M”}=DP%SxPX§f@)}:
c g P{X &) } c g
—cg(y)
1
&)

cg)

:ff g dU dy = fxf(y)dy
Dx O —®

Na osnovu ove teoreme zasniva se metod odbacivanja:

Neka je Y slucajna promenljiva sa gustinom g i neka je f gustina koju treba generisati. Ako su f i g

koncentrisane na istom skupu D i f(y) < c-g(y), y € D zaneko ¢ > 0 tada:

a) GeneriSemo Y sa gustinom g i sluéajan broj U;
f(
cg

, X =Y. Inace se ponavlja korak a).

Y)
Y

b) AkoU < L.

Ponavljanjem ovog postupka dobija se slu¢ajna promenljiva X i gustina g. | zaista:

) [ _ [
P{XSx}—P{YSx‘USC_g(y)}—_[of(Y)dy

)

Teorema 4.3.
Tj.
X
= [y

= f(x) je gustina slu¢ajne promenljive X

Primer 4.6. (Generisanje g-raspodele) Znamo da B(a, #) data gustinom raspodele



I'(a+pB)

a-1/1 _ B-1
F(a)F(ﬁ)X 1-X)F1, Xe(01)

fl) =

Neka je

(1, xe(01)
g(X)—{ 0, inate

tj. gustina U (0,1) raspodele

Kako vazi f(x) < ¢ - g(x) to nam metod odbacivanja omogucava generisanje slu¢ajne promenljive X

sa beta-raspodelom:

a) GeneriSemo nezavisne Uy, U,: U(0,1);

b) Akoje U, < U;**(1—-U;)P~' X = Uy, inade se ponavlja korak a).

Primer 4.7. (Generisanje normalne raspodele) Neka su Uy, ..., U;, nezavisne i uniformno raspodeljene
na (0,1).

Z‘gU1+"'+U12_6
E(Z)=EUy+4U;,—-6)=12 E{U)—6=0
1

N

12
Var(Z) =Var(Uy + -+ Uy,) =12 Var(U) = = 1
1/12

= Z: N(0,1)
Naravno, odatle je lako i generisati proizvoljnu N (u, 2) raspodelu:

E(X) =p

Z: N(0,1 > X¥gZ+u:
01 ? H Var(X) = o2

= X: N(u,0%)
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5. Primena Markovljevih lanaca Monte Karlo
(MCMC) za generisanje uzoraka iz raspodela

(Metropolis - Hejstings algoritam)

5.1 Uvod i glavna ideja algoritma

Metropolis — Hejstings algoritam je prvobitno uveo Nikolas Metropolis (1915-1999.) u svom radu iz
1953. dok je algoritam uopstio V. K. Hejstings (1930-2016.) 1970-e godine. Sam algoritam je od velikog

Znacaja u statistici i statistickoj fizici.

Sustina algoritma je u generisanju slucajnih uzoraka iz neke nama nepoznate raspodele, putem
konstruisanja Markovljevog lanca Cije elemente dobijamo koristeci raspodelu koja nije ista, ali je sli¢na

zeljenoj raspodeli.

Metode izlozene u Cetvrtom poglavlju su korisnije pri generisanju uzoraka iz nepoznate
jednodimenzione raspodele, mada Metropolis — Hejstings algoritam pokazuje znatno vecu korisnost i

efikasnost od visedimenzionalnih raspodela.

Pretpostavka algoritma je da nam je poznata neka funkcija f(x) koja je proporcionalna gustini (x)
ciljne raspodele. Algoritam tu pokazuje korisnost, jer je sam uslov proporcionalnosti mnogo lakse ispuniti

u praksi negoli eksplicitno naé¢i odgovaraju¢u konstantu uvedenu u Teoremi 4.3. iz Cetvrtog poglavlja.

Sam algoritam generiSe vrednosti iterativno, pri ¢emu raspodela svakog slede¢eg uzorka zavisi
isklju¢ivo od raspodele prethodnog, $to je glavno svojstvo da ceo postupak predstavlja jedan Markovljev
lanac. Preciznije, u svakom slede¢em koraku, algoritam predlaze slede¢eg kandidata na osnovu prethodne
vrednosti uzorka. Sa nekom verovatno¢om se kandidat prihvata ili odbacuje (u kom slucaju se koristi
prethodna vrednost i u sledecoj iteraciji). Sama verovatnoca prihvatanja direktno zavisi od vrednosti
funkcije f(x) i vrednost verovatnoce prelazi tog Markovljevog lanca. Ono §to je bitno primetiti da ovde

uzorci nisu nezavisni.
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lHlustrujmo ideju algoritma na originalnom koji je dao Metropolis (algoritam sa simetricnom

predlozenom raspodelom):

A. Biramo polaznu tacku x, i gustinu predlozene raspodele g(x | y). Uslov Metropolisove
varijante algoritma je uslov simetri¢nosti —funkcija g (x | y) mora biti simetri¢na, tj. g(x | y) =
gy | x). Odnosno, verovatnoc¢a dolaska iz tacke x u tacku y mora biti jednaka verovatnoci
dolaska iz tacke y u tacku x. 1z ovoga je jasno da se u praksi ovog algoritma koriste normalne
raspodele. Preciznije, za g(x | y) uzimamo normalnu raspodelu centriranu u y sa manjom

varijansom, te Metropolis algoritam simulira nasumicnu Setnju uvedenu u drugom poglavlju.

B. U koraku t:

e GeneriSemo kandidata x’ preko raspodele g(x’ | x;) ;

!
e Racunamo a ¥ % koji koristimo u zaklju¢ivanju ho¢emo li prihvatiti x" ili ne.
t

Pri odluci da li se prihvata x’ ili ne koristimo ideju sli¢énu mnogim do sada prikazanim

Monte Karlom algoritmima:

1. Generi$emo slu¢ajan broj Y: U[0,1] ;
2. AkojeY < a, prihvatamo kandidata x', x;,,; % x’ i ponavljamo korake A. i B. ;

3. Ako jeY > a odbacujemo kandidata x', x;,, & x; i ponavljamo korake A. i B. .

Jedna od mana algoritma je korelisanost uzoraka. Mada ¢e uzorci sa ogromnim brojem ponavljanja
eksperimenata upasti u ciljanu raspodelu m(x), uzastopni uzorci nece odrazavati pravu raspodelu. Prakti¢no
se ovo poboljSava odbacivanjem velikog broja uzoraka i uzimanja svakog n-tog, za neko n odredeno
posmatranjem autokorelacije izmedu uzoraka. Takode, ponekad se odbacuju inicijalni uzorci (prvih 1000

ili sli¢no); taj proces se naziva proces sagorevanja.

Medutim, i pored svih mana Metropolis — Hejstings algoritam pokazuje znacajnu prednost u odnosu na
ostale algoritme za generisanje raspodela kako se broj dimenzija povetava. SloZenost Metropolis —
Hejstings algoritma ostaje fiksna sa rastom dimenzija (jako slicno Monte Karlo integraciji), dok kod veéine
algoritama za generisanje raspodela uvedenih u Cetvrtom poglavlju, sloZenost raste eksponencijalno s

povecanjem dimenzije.
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5.2 Formalna definicija algoritma 1 specijalni slu€ajevi

Samu definiciju Metropolis — Hejstings algoritma dao je Hejstings u svom radu 1970-e godine

uopstavajuci Metropolisov algoritam uveden u 5.1.
Pretpostavka ovog algoritma je da za predlozenu funkciju g(x | y) mora vaziti uslov:
glxly)>0 akko g(y|x)>0
Neka je m(x) ciljna raspodela (preciznije skalirana ciljna raspodela). Algoritam glasi:
A. Biramo xg ;

B. U svakom slede¢em koraku, j + 1 (j = {0,1,2, ...} ), biramo kandidata x, putem raspodele

g(x| xj). Racunamo koeficijent prihvatanja:

def i T[(x*) . g(xj | X*)}
“s ””"{1' ) eGP

GeneriSemo sluc¢ajan broj U: U[0,1]. Sada imamo dva slucaja:

1. Kadajea =U,imamo x4 & x,, tj. prihvatamo kandidata x,;
2. Kada je a <U, imamo xj,; ¥ x;, tj. zadrZavamo staru vrednost i odbacujemo

kandidata x,.

Modifikacije samog algoritma se zasnivaju na izmenama koeficijenta prihvatanja a.

Barker (1965.) daje ovakav predlog:

n(x.) g(x.| x;)
x;) + m(x.) g(x; | x.)

def

* T ) g(x.

(2)
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Dok je Carls Stejn (1920-2016.) daje:

8(x | x.)
(x;) g(x; | x.)

a

ef

a

(3)

pri ¢emu je § bilo koja simetri¢na funkcija za koju vazi ¢ < 1.

U ovom slucaju verovatnoce prelazasu:

8(xi|x) _ 8(xi|x)
(x;) g(xi | xj) m(x;)

p(xix;) = g(xi | ) @ = g(xi | ;) (4

Zbog simetri¢nosti funkcije § dobijamo:

) - p(a, x;) = 8(x; [ x5) = 6(x; | 1) = (%) - p (5, %)
tj. vazi:

m(x) - p(xi, x;) = n(x;) - p(x5, x;) (5)

Ova jednacina zapravo pokazuje da Stejnov algoritam ima svojstvo detaljne uravnotezenosti, tj. da je

Markovljev lanac koji se tada konstruise reverzibilan.
Teorema 5.1. Metropolis — Hejstings algoritam zadovoljava svojstvo detaljne uravnotezenosti.

Dokaz:

m(x;) _ g(xj | xi)}

p(xi:xj) = g(xl- | xj) a= g(xi |xj) min{l, n(xj) g(xl-| xj)

U

n(x) g(% | xi)} _
n(x)  g(x|x)
= min{n(x) g(x; | 7). m(x;) g(x; | x:)} =

= (%) p(x | x;)

Ge) p (%) = 1(x) g (x; | x;) min {1,
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Ukoliko je predlozena funkcija g simetri¢na, tj. g(xi | x]-) = g(x]- | xi), to (1) postaje:

, m(x.) }
= 1, —— 6
a mm{ n(x]-) (6)

tj. Metropolis algoritam uveden u 5.1. se moZe izvesti iz Metropolis — Hejstings algoritma.

Ukoliko predlozena funkcija ne zavisi od prethodne vrednosti, tj. ako je g(x*

xj) = g(x,), tada (1)

postaje:
. min{l’ m(x.) g(xj)} o
n(xj) g(x.)
5.3 Primeri
A. Primenimo Metropolis — Hejstings algoritam za generisanje jedne poznate raspodele —

1

Studentove raspodele sa jednim stepenom slobode t;, ¢ija je gustina p(x) = ryrow

Neka X,: NV (0,1) i neka je probna raspodela V' (x, 1). Nakon 5000 iteracija dobija se
grafikon koji vidimo na Slika 5.1:
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Samples

Samples

I

0.06+ Theoretic
Student's t

-10 -5 0 5 10
samples, X

Slika 5.1 - Slika preuzeta iz [17]
(Metropolis slucajna Setnja) Zelimo da pomoéu Metropolis nasumiéne $etnje generisemo
Laplasovu distribuciju, ¢ija je gustina raspodele f(x) = %e'|x|, Xx€ER.

Koristicemo x* = x; + &, gde &: NV'(0,100). Dobijamo slede¢i uzorak:

Bl iniinatiiss

] 2000 4000 6000 8000 10000

Slika 5.2 - Slika preuzeta iz [18]

Dok predstavljanje na histogramu vidimo na Slika 5.3:
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04

03

0z

01

=5 a

[& ]

Slika 5.3 - Slika preuzeta iz [18]

Gde je crvenom bojom obelezen grafik funkcije f(x) = %e‘x, x € R . Pri pravljenju

histograma odbaceno je prvih 200 uzoraka u procesu sagorevanja.
(Generisanje standardne normalne distribucije koriste¢i Metropolis — Hejstings algoritam)

Po¢i ¢emo od X, = 0, dok ée predlozena raspodela biti N'(x,,, 32). Pomoé¢u R — koda sa Kod

5.1 moZemo generisati razli¢ite uzorke:
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mh_sampler <- function(dens, start = @, nreps = 1008, prop sd = 1, ...){

theta <- numeric(nreps)
theta[1] <- start

for (1 in 2:nreps){
theta_star <- rnorm(1, mean

= theta[i - 1], sd = prop_sd)
alpha = dens(theta_star, ...)

/ dens(theta[i - 1], ...)

if (runif{l) < alpha) theta[i] <- theta_star
else theta[i] <- theta[i - 1]

}

return(theta)

}

Kod 5.1 - Kod preuzet iz [20]

Uvek ¢emo koristiti 5000 iteracija.

Dobijamo sledece uzorke, tj. histograme uz prikazan procenat prihvaéenih uzoraka.

og=1:

theta

Slika 5.4 - Slika preuzeta iz [20]

( 71% prihvacenih )



theta

(24% prihvacenih )

Slika 5.5- Slika preuzeta iz [20]
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theta

(13% prihvacenih )

Slika 5.6 - Slika preuzeta iz [20]
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6. Monte Karlo pretrag stabla (MCTS)

6.1 Uvod i istorijat

Monte Karlo pretraga stabla (MCTS) je heuristicki algoritam pretrage koji se koristi u teoriji igara i u

kompjuterskim naukama.

Sam algoritam je vrlo primenljiv u mnogim poteznim igrama kao $to su $ah i go, mada postize odli¢ne
rezultate i U igrama zasnovanim na probabilizmu, kao $to su poker i bridz. Primenljivost algoritma na
kompjuterske nauke dovela je do toga da je ovaj algoritam koriS¢en pri modeliranju poteza veStacke

inteligencije u kompjuterskim igrama “Rome: Total War II” i “Hearthstone”.

Algoritam sluzi u odabiru najboljeg poteza u nekoj igri, te rekurzivhom primenom stvaranja
pobednicke, odnosno najbolje strategije. U informatickoj terminologiji, MCTS algoritam sluzi za reSavanje
stabla igre. Pod stablom igre se podrazumeva usmereni graf ¢iji koren predstavlja pocetno stanje u igri, dok

svaki nivo grafa, tj. stabla predstavlja sva moguca stanja u igri nakon drugog, treceg, Cetvrtog,... poteza.

Ako posmatramo stablo popularne decije igre iks — oks:
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]

(Winner - X)

Slika 6.1 - Slika preuzeta iz [15]

Pri ¢emu je ovo samo deo tog stabla zbog jednostavnosti prikaza.

Na Slika 6.1 moZemo videti da se i kod najjednostavnijih igara broj elemenata stabla igre
eksponencijalno povecava sa svakim novim potezom. Broj grananja po stadijumu igre naziva se faktor
grananja. Kod igara koje su sloZenije od iks — oksa, kao $to je go, faktor grananja je u proseku 250. Ako
npr. radimo analizu poteza u igri go, evo koliki broj partija treba prose¢no analizirati da bi se odredio
najoptimalniji potez:

A. Posle prvog koraka: 250 partija;
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B. Posle drugog koraka: 2502 = 62500 partija;
C. Posle treéeg koraka: 250 = 15625000 partija;

D. Posle desetog koraka: 25010 partija.

Ove brojke govore da je pri konstruisanju kvalitetnih algoritama za trazenje pobednickih poteza
koris¢enje bilo kakvih algoritama sirove sile (eng. brute force) veoma neprakticno i iziskuje obilno

koriS¢enje resursa racunara.

Zato se pristupilo heuristi¢nijim algoritmima, gde se ne razmatraju svi ¢vorovi stabla igre, ve¢ se nekima
daje prednost u odnosu na ostale.

Naravno, postojali su i neki oblici vestacke inteligencije koji su koristili metode sirove sile u donosenju
odluke i imaju poprili¢no uspeha. Najcuveniji je svakako program “deep blue” koji je 1987. uspeo da pobedi

Sahovskog velemajstora Garija Kasparova.

Inspirisan programima poput “deep blue”, francuski kompjuterski nau¢nik Remi Kulom (1974.-) je
opisao algoritam za implementaciju Monte Karlo metoda u pretrazi stabla igre i nadenuo mu ime Monte
Karlo pretraga stabla (MCTS — Monte Carlo Tree Search).

Madarski nauénici Kogi§ i Sepe§vari su daljim usavr§avanjem tog algoritma konstruisali program
“MoGo”, ¢ije su kasnije verzije pocele da pobeduju profesionalne igraée u 9 x 9 verziji igre go. 2012 godine
program “Zen” je pobedio igraca sa titulom drugi dan sa 3:1 u 19 x 19 verzijom igre go. Kao vrhunac
implementacije MCTS algoritma, “Google Deepmind” je razvio program “AlphaGo”, koji je 2015. postao
prvi kompjuterski program koji je pobedio majstora igre go sa 4:1, nakon ¢ega je program dobio poc¢asnu

titulu majstora 9.dan.

6.2 Formalna definicija algoritma

MCTS algoritam funkcioniSe tako Sto koriS¢enjem nasumicnih uzoraka iteraktivno konstruise

statisticko stablo igre, §to je zapravo jedno stablo igre gde ¢vorovi stabla imaju statisticku tezinu, tj.svakom
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¢voru u stablu dodeljna je neka verovatnoca.

Tokom MCTS algoritma vrsi se veliki broj odigravanja partija (roll-outs) na osnovu kojih se vrednosti
verovatnoc¢a u ¢vorovima azuriraju. Najosnovniji metod je u odigravanju istog broja partija za svaki ¢vor na
jednom nivou stabla igre, i onda rekurzivno nastaviti postupak na onom najuspe$nijem ¢voru. Ovakva
modifikacija se zove ¢ista Monte Karlo pretraga. Kada broj upita po nivou stabla tezi 400, metoda pokazuje

najverodostojnije i najpreciznije rezultate. Sve varijante MCTS algoritma imaju 4 koraka, a to su:

A. Odabir

B. Prosirenje

C. Simulacija

D. Vracanje rezultata

Opisimo ove korake:

A. Odabir — Ovaj korak poéinje iz korena stabla igre (pocetak igre ili tekuce stanje igre).
Spustamo se u dubinu stabla, konstantno biraju¢i dozvoljen potez sve dok ne dodemo do lista stabla
(¢vor koji nema naslednika, tj. kraj igre). Cilj ovog dela algoritma je istrazivanje novih varijanti
igre da bi se dobile nove informacije i kori§¢enje poznatih puteva kroz stablo igre za koje znamo

da su dobri potezi.

U praksi, poslove istrazivanja i eksploatacije ¢vorova obavlja se konstruisanjem funkcije

odabira.

Pri samom odabiru ovih puteva kroz stablo, mogu se putanje birati nasumi¢no ili
koriS¢enjem najbolje po statistickom proseku. Ovakve varijante daju dobru eksploataciju stabla, ali
loSe utiCu na istrazivanje, tj. daju slab uc¢inak za proSirivanje stabla i informacija o njemu. Zato se
u praksi koristi UCT algoritam (Upper Confidence bounds applied to Trees). Njegova funkcija
odabira je:

Gde su: w; —broj simulacija sa po¢etkom u teku¢em ¢voru koje su zavrSene pobedom;
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s; — ukupan broj simulacija iz roditeljskog ¢vora;
Sp — ukupan broj simulacij iz roditeljskog ¢vora;

C — parametar (najéesée v/2, mada se moze i birati srazmerno uzorku)

Izraz % se naziva ¢lan eksploatacije, 1 on predstavlja prosti statisticki prosek pobeda iz nekog
3

. Ins . . .. . .- . . v
¢vora. [zraz fs—p se zove Clan istrazivanja. Parametar C sluZi za ostvarenje balansa izmedu ¢lana
i

eksploatacije i istraZivanja.

Ako posmatramo Slika 6.2:

@
@ @ @
©@ © 0 @
@ @

Slika 6.2 - Slika preuzeta iz [16]

Brojevi u ¢vorovima predstavljaju statistiku ¢vora, tj. % . Svaki put kada treba odabrati

l

sledeéi potez, tj. slede¢i ¢vor, koristi se formula (6.1.) koja koristi statistiku ¢vora i statistiku
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njegovog roditelja.

Ako posmatramo sliku i odabir prvog poteza, UCT algoritam kaze da je najbolje odabrati

drugi ¢vor, tj. onaj sa verovatno¢om 2/3.

Prosirenje — Nakon zavrSenja procesa odabira, ostace bar jedan neposecen ¢vor u stablu,
koji predstavlja deo stabla koji se moze jo§ rasiriti, tj. neocekivane poteze. U ovom koraku
nasumi¢no biramo sledeéi potez i adekvatno tome dodajemo novi ¢vor u stablo. Ako gledamo Slika

6.3:

Slika 6.3- Slika preuzeta iz [16]

To je podebljani 0/0 ¢vor. Taj ¢vor se dodaje poslednjem ¢voru izabranom u procesu

odabirai statistika mu se postavlja na 0/0, i to ¢e se statisticki menjati u tre¢oj fazi.
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C. Simulacija — Pocevsi od dodatog 0/0 ¢vora, potezi se povlace nasumiéno i vre se razne
simulacije igre dok se ne dode do pobednika. U ovoj fazi algoritma se ne dodaju novi ¢vorovi, zato
Sto stablo igre odgovara stanju tekuce igre, dok se simulacije odnose na mnoge scenarije koji se

nece desiti u igri. Nakon izvrSenih simulacija, statistika 0/0 ¢vora se azurira.

D. Vracéanje rezultata — Nakon faze simulacije, statistika svih pose¢enih ¢vorova u igri se

azurira. Posmatramo na Slika 6.4:

2
@ © @
© O 0 a
0 '
&

Slika 6.4 - Slika preuzeta iz [16]

S obzirom da je pobedio igra¢ “blue” , tj. onaj koji je prvi na potezu, te se broj pobeda u svakom

drugom redu stabla povecava za 1.

Ako sada posmatramo formulu (6.1.):

59



MCTS algoritam koristi funkciju odabira da bi izabrao sledec¢i ¢vor koji ¢e koristiti, zatim koristi broj

pobeda w; i simulacija s; dece tog ¢vora, kao i broj simulacija ¢vora iz koga smo posli s,,. Na kraju koraka

u algoritmu , sve te informacije se aZuriraju.

Konkretno, dodavanje jednog ¢vora na naSem primeru (tj. jedne iteracije algoritma) i menjanje statistike

u stablu mozemo videti na Slika 6.5:

Before

<.
@ @@
9000@
o0

After

&)
® 00
@000
o0 ‘0

Slika 6.5 - Slika preuzeta iz [16]
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Zakljucak

U ovom radu smo prezentovali neke raznvrsne primene Monte Karlo metoda. Videli smo da spektar
primena ovih metoda varira od Bajesove statistike, preko numericke integracije, pa sve do strateske

teorije igara.

Kao ubedljivo najpozitivnija stvar kod ovih metoda jeste njihova jednostavnost ideje i za algoritme
konceptualno algoritam je uvek bio isti: primeni ogroman broj simulacija, potom donesi neke zakljucke

0 posmatranoj pojavi.

.....

integracije, sam metod se potpuno jednostavno preneo na visedimezionu integraciju bez povecanja

sloZenosti i tu postao znatno dominantniji u odnosu na druge algoritme numericke integracije.

U radu je prikazan i znacaj ovih metoda u statistici i programiranju, pri konstruisanju nekih raspodela.
Od jednostavnijih simulacija i programa za generisanje raspodela stiglo se do ozbiljnijih simulacija kao

§to je Metropolis - Hejstings algoritam.

Naravno, Monte Karlo metode imaju i svojih mana koje se pre svega ogledaju u velokom broju
simulacija koje treba izvrsiti da bi se doslo do nekih zakljucaka i predvidanja o reSenjima problema. Na
primer, u programiranju dovodi do vece upotrebe memorije, pa time i ve¢e vremenske i prostorne
sloZenosti algoritma. A takode se, na primenama u numerickoj integraciji, videlo da Monte Karlo metode

imaju slabije rezultate u oblasti gde ve¢ postoje neki deterministicki algoritmi kao i u nizim dimenzijama.

Svakako 1 pored svih tih mana, prednosti Monte Karlo simulacija su brojne i sa sigurno$¢u se moze
reci da ¢e njihov znacaj biti jo§ veci u buduénosti, pogotovu pri po¢etnom pristupu problemima za ¢ija
reSenja ne postoje jasne pretpostavke. Sa razvojem ra¢unara pomocu kojih ¢e moéi sve veéi broj

simulacja da se vrsi, primenljivost i kvalitet ove metode Ce se povecavati.
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