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Predgovor

Tema ovog master rada su har²ad (ili Nivenovi) brojevi. Njih je de�nisao
indijski matemati£ar D. R. Kaprekar. Re£ har²ad (harshad) vodi poreklo iz
Sanskrita i sastoji se iz dva dela: harsa, ²to zna£i radost, i da, ²to zna£i dati.
Dakle, har²ad brojevi su �oni koji pruºaju radost�. Drugi naziv su dobili po
matemati£aru Ivanu M. Nivenu, koji se bavio njima i prou£avao ih je.

Na po£etku rada navodimo bitne de�nicije, oznake i tvr�enja koja ¢emo
koristiti u daljem radu, kao i nekoliko primera koji sluºe za ilustraciju. Nave-
dena je ve¢ina oznaka, a neke speci�£ne oznake ¢emo dati u glavama u kojima
se koriste.

U drugoj glavi se prvo bavimo zbirovima cifara i nekim bitnim tvr�enjima
vezanim za njih, a zatim prelazimo na nizove uzastopnih har²ad brojeva
(u bazi 10). Da¢emo primer najduºeg mogu¢eg niza uzastopnih prirodnih
brojeva koji su har²ad brojevi i pokaza¢emo da ne moºe da postoji duºi niz.

U tre¢oj glavi nastavljamo pri£u iz druge glave tako ²to traºimo naj-
duºe mogu¢e nizove sa manjim brojevima. Na kraju dajemo primer niza sa
brojevima koji imaju moºda i najmanji mogu¢i broj cifara.

�etvrta glava se sastoji iz dva dela. U prvom delu se bavimo nizovima
n-har²ad brojeva (to su har²ad brojevi u bazi n ≥ 2) i dobijamo najve¢u
mogu¢u duºinu takvog niza za proizvoljno n. U drugom delu dajemo dokaz
da za svako n postoji niz maksimalne duºine, i to na konstruktivan na£in.
Zatim dajemo dva primera najduºeg niza za n = 2.

U petoj glavi, za �ksirano n ≥ 2, odre�ujemo koji je najmanji har²ad broj
sa zbirom cifara k u bazi n, gde je k neki prirodan broj, i dajemo primere za
n = 10 i n = 2.

U poslednjoj, ²estoj celini, bavimo se monojedini£nim har²ad brojevima.
Monojedini£ni brojevi se sastoje samo od cifre 1 u dekadnom sistemu. Pored
lakih, o£iglednih primera, dajemo i teºe, neintuitivne primere. Tako�e, da-
jemo ekvivalentne uslove da bi neki monojedini£an broj bio har²ad broj.

Na kraju bih hteo da napomenem da su mi brojevi bili zanimljivi jo² od
malena i da sam iz tog razloga izabrao temu iz ove oblasti.
Tako�e, ºeleo bih da se zahvalim mojim mentorima, dr Bojanu Ba²i¢u i dr
Anni Slivkovoj, na korisnim savetima, primedbama i strpljenju, kao i svim
ostalim profesorima koji su mi predavali.
Zatim bih zahvalio mojim roditeljima, Radoslavu i Ljiljani, i bratu Goranu,
koji su mi davali neizmernu podr²ku, kako tokom pisanja ovog rada, tako i
kroz celo moje ²kolovanje.

1



Naravno, zahvaljujem se i mojim dragim kolegama, koji su mi pomogli da
lak²e preguram ove studentske dane, koji ¢e mi svakako ostati u lepom
se¢anju.

Novi Sad, oktobar 2021.

Milan Bogi¢
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1 Uvod

Ovde navodimo de�nicije, tvr�enja i oznake koje ¢emo koristiti u daljem
radu.

De�nicija 1.1. Har²ad (ili Nivenovi) brojevi su prirodni brojevi koji su
deljivi zbirom svojih cifara u sistemu sa osnovom 10.

Primer 1.2. Primer jednog har²ad broja je broj 12 (zato ²to je 1 + 2 = 3 i
3|12).

De�nicija 1.3. n-har²ad (ili n-Nivenovi) brojevi su prirodni brojevi koji su
deljivi zbirom svojih cifara u bazi n ≥ 2.

Sa s(n) ozna£avamo zbir cifara broja n (u bazi 10). Dakle, za sve har²ad
brojeve n vaºi da s(n)|n.
Sa sn(k) ozna£avamo zbir cifara broja k u bazi n, gde je n ≥ 2.
Broj u bazi n pi²emo sa indeksom (n). Na primer, 13 = 21(6).
Sa vn(a) ozna£avamo broj cifara broja a zapisanog u bazi n, to jest
nvn(a)−1 ≤ a < nvn(a), n ≥ 2.
Sa bxc ozna£avamo najve¢i ceo deo broja x.
Oznaka at predstavlja t uzastopnih pojavljivanja cifre ili bloka cifara a (u
dekadnom zapisu). Na primer, 123(53)29 = 122253539.
Broj x1x2...xk u bazi n predstavlja broj nk−1 · x1 + ...+ n · xk−1 + xk,
x1, ..., xk su cifre. Sa ab(n) ozna£avamo konkatenaciju (nadovezivanje) brojeva
a i b u bazi n, to jest ab(n) = a · nvn(b) + b.
Izraz nk||x zna£i da nk|x, ali nk+1 6 |x.

Teorema 1.4 (Kineska teorema o ostacima). Neka su m1, m2, ..., mn po
parovima uzajamno prosti prirodni brojevi ve¢i od 1 i neka su a1, a2, ..., an
celi brojevi. Tada postoji re²enje sistema kongruencija

x ≡ a1 (mod m)1
x ≡ a2 (mod m)2

...
x ≡ an (mod m)n.

Ako je x0 jedno re²enje sistema, tada za sva ostala re²enja vaºi
x ≡ x0 (mod M), gde je M = m1 · ... ·mn.

Dokaz ove teoreme je dat u [6].
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Lema 1.5. Neka su m i n prirodni brojevi ve¢i od 1 i neka su a i b proizvoljni
celi brojevi. Sistem kongruencijskih jedna£ina x ≡ a (mod m) i
x ≡ b (mod n) ima re²enje ako i samo ako NZD (m,n)|(a− b).

Dokaz. (⇒) Neka je x0 re²enje datog sistema. Tada vaºi da m|(x0 − a) i
n|(x0 − b). Kako NZD (m,n)|m i NZD (m,n)|n, sledi da
NZD (m,n)|(x0 − a) i NZD (m,n)|(x0 − b), pa sada
NZD (m,n)|(x0 − b− (x0 − a)) = a− b.
(⇐) Neka vaºi NZD (m,n)|(a− b). Onda je a− b = r ·NZD (m,n), za neko
r ∈ Z. Neka je m′ = m

NZD (m,n)
i n′ = n

NZD (m,n)
. Oni su uzajamno prosti

brojevi, pa postoje celi brojevi p i q tako da vaºi p ·m′ + r = q · n. Neka je
x = p ·m+ a. Tada je o£igledno x ≡ a (mod m). Dalje je
x = p ·m′ ·NZD (m,n)+r ·NZD (m,n)+b = (p ·m′+r) ·NZD (m,n)+b, tj.
x = q ·n′ ·NZD (m,n)+ b = q ·n+ b, pa x zadovoljava i drugu kongruenciju,
odnosno x ≡ b (mod n).

Teorema 1.6 (Euklidov algoritam). Neka su a i b prirodni brojevi i neka je
a > b. Tada je a = q · b+ r, gde je 0 ≤ r < b i q ∈ N. Dalje, neka je

b = q1 · r + r1
r = q2 · r1 + r2

...
rk−2 = qk · rk−1 + rk
rk−1 = qk+1 · rk

Tada je rk najve¢i zajedni£ki delilac za brojeve a i b. Opisani postupak za
odre�ivanje NZD nazivamo Euklidov algoritam.

Dokaz ovog tvr�enja se moºe na¢i u [6].

Teorema 1.7 (Ojlerova teorema). Neka je NZD (k, n) = 1. Tada je
kϕ(n) ≡ 1 (mod n), gde je ϕ(n) Ojlerova � funkcija, koja nam daje koliko
prirodnih brojeva manjih od n je uzajamno prosto sa n.

Dokaz ovog tvr�enja se moºe na¢i u [6].

Teorema 1.8 (Mala Fermaova teorema). Za svaki prost broj p i za svaki
prirodan broj a tako da p 6 |a vaºi: ap−1 ≡ 1 (mod p).

Dokaz. Direktna posledica Ojlerove teoreme.
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2 Uzastopni har²ad brojevi

2.1 Sume cifara i preno²enja

U ovom poglavlju navodimo neke osobine sume cifara. Naime, prvo
pokazujemo da vaºi slede¢e tvr�enje.

Lema 2.1. Za svaki prirodan broj n vaºi slede¢a formula:

s(n) = n− 9 ·
∞∑
t=1

⌊
n

10t

⌋
.

Dokaz. Neka broj n ima k cifara, gde je k ≥ 1. Tada n moºemo zapisati kao
n = i1i2 . . . ik = 10k−1 · i1 + 10k−2 · i2 + ... + ik. Zbir cifara broja n je
s(n) = i1 + i2 + ...+ ik. Razlika izme�u n i s(n) je
n− s(n) = (10k−1 − 1) · i1 + (10k−2 − 1) · i2 + ...+ (10− 1) · ik−1 =
= (10−1)·

(
(10k−2+10k−3+...+1)·i1+(10k−3+10k−4+...+1)·i2+...+ik−1

)
=

= 9 ·
(
(10k−2 · i1 + 10k−3 · i2 + ...+ ik−1) + ...+ (10 · i1 + i2) + i1

)
=

= 9 ·
(⌊

n
10

⌋
+
⌊

n
102

⌋
+ ...+

⌊
n

10k−1

⌋)
= 9 ·

∑∞
t=1

⌊
n
10t

⌋
.

Primetimo da je n < 10k, pa je
⌊
n
10t

⌋
= 0 za t ≥ k.

Za prirodne brojeve m i n, c(m+n) ozna£ava koli£inu "preno²enja" koja
nastaje kada ra£unamo zbir m + n. Na primer, prilikom ra£unanja zbira
brojeva 46 i 35, imamo jedno preno²enje, odnosno vaºi c(46 + 35) = 1, zato
²to je zbir jedinica 6 + 5 = 11 > 9. Naredna lema nam daje vezu izme�u
s(m+ n) i c(m+ n).

Lema 2.2. Neka su m i n prirodni brojevi. Tada je

s(m+ n) = s(m) + s(n)− 9c(m+ n).

Dokaz. Znamo da je s(m) = m− 9 ·
∑∞

t=1b
n
10t
c i s(n) = n− 9 ·

∑∞
t=1b

n
10t
c.

Sada vaºi da je

s(m) + s(n) = m+ n− 9 ·
∞∑
t=1

(⌊
m

10t

⌋
+

⌊
n

10t

⌋)
=

= s(m+ n) + 9 ·
∞∑
t=1

(⌊
m+ n

10t

⌋
−
⌊
m

10t

⌋
−
⌊
n

10t

⌋)
.
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Ako je zbir odgovaraju¢ih cifara brojeva m i n ve¢i od 9, onda je izraz⌊
m+n
10t

⌋
−
⌊
m
10t

⌋
−
⌊
n
10t

⌋
jednak 1 i on predstavlja jedno "preno²enje".

Odavde dobijamo da je s(m+ n) = s(m) + s(n)− 9c(m+ n), ²to je i trebalo
dokazati.

Primer 2.3. Neka je m = 2021 i n = 989. Njihov zbir je m + n = 3010.
Suma cifara broja m je s(m) = 2 + 0 + 2 + 1 = 5, a suma cifara broja n je
s(n) = 9 + 8 + 9 = 26. Primetimo da, prilikom ra£unanja zbira, imamo £ak
tri preno²enja. Sada je
s(m+ n) = s(m) + s(n)− 9c(m+ n) = 5 + 26− 9 · 3 = 31− 27 = 4. Zaista,
suma cifara broja m+ n je s(m+ n) = 3 + 0 + 1 + 0 = 4.

2.2 Nizovi uzastopnih har²ad brojeva

U ovom delu rada nas zanima postoje li uzastopni prirodni brojevi koji
su har²ad brojevi i koliko takvi nizovi uzastopnih brojeva mogu biti duga£ki.
Tako�e, bitno je da napomenemo da kada kaºemo da su har²ad brojevi uza-
stopni, mislimo na uzastopne prirodne brojeve koji su har²ad brojevi. Nije
te²ko prona¢i manje nizove uzastopnih har²ad brojeva. Na primer,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 je jedan takav niz. Dakle, najve¢a duºina niza
uzastopnih har²ad brojeva je bar 10.
U nastavku ¢emo dati gornje ograni£enje za ovu duºinu. Posmatrajmo nizove
uzastopnih har²ad brojeva u �ksiranoj desetici. Podsetimo se prvo pojmova
desetice i stotine. Za proizvoljan nenegativan ceo broj n, desetica predstavlja
skup brojeva {10n, 10n + 1, ..., 10n + 9}, a stotina predstavlja skup brojeva
{100n, 100n + 1, ..., 100n + 99}. Primetimo da u datoj desetici svi neparni
brojevi imaju ili paran ili neparan zbir cifara.
Dalje, neka P predstavlja tvr�enje
"Neparni brojevi imaju paran zbir cifara", a N tvr�enje
"Neparni brojevi imaju neparan zbir cifara".
Dalje primetimo da za deset desetica u datoj stotini vaºe redom tvr�enja
N, P, N, P, N, P, N, P, N, P ili
P, N, P, N, P, N, P, N, P, N.
Kona£no, prime¢ujemo da u desetici za koju vaºi P nijedan neparan broj ne
moºe biti har²ad, jer je njihov zbir cifara paran.
Dakle, jedini na£in da na�emo vi²e od 11 har²ad brojeva je da posmatramo
granicu dve stotine gde su desetice pore�ane ovako:
..., P,N, P,N |N,P,N, P, ....
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Dakle, ne moºemo imati vi²e od 21 uzastopnih har²ad brojeva i ako takav niz
uop²te postoji, mora da po£ne parnim brojem koji je oblika n · 10t + 9t−10,
t ≥ 2. Moºemo zaklju£iti da ovde n i t moraju biti razli£ite parnosti.
Me�utim, ako je mogu¢e prona¢i niz od 21 uzastopnog har²ad broja, onda
moºemo na¢i primer za sve mogu¢e nizove od k uzastopnih har²ad brojeva
za k = 1, 2, ..., 21. Pokaza¢emo da k ne moºe biti ve¢e od 20 i da¢emo besko-
na£an broj primera za k = 20.
Primer u nastavku je preuzet iz [1]. Do ovog primera se ne moºe do¢i bez
kori²¢enja ra£unara koji je sposoban da manipuli²e velikim brojevima, jer bi
u suprotnom bilo potrebno izuzetno mnogo vremena.

Primer 2.4. Neka je
a = 40906690701877775923480774714474088396215648012007115
516094806249015486761744582584646124234154085554364174232574529411
50075919548201265700870710055232660642920430549023704394301120 i
b = 284636219016681829471642961977015454423331186341873018274784226
585433875893066810881514467032759507916140833155837906335537198825
2068027748430283149755020972927459559360592362156911190.

Broj a ima 1296 cifara, b ima 1298 cifara, s(a) = 720 i s(b) = 10870.
Dalje, primetimo da je svaki od brojeva
2464645030, 2464645031, ..., 2464645039, 2464634960, 2464634961,..., 2464634969
delilac od a i da pritom

2464645030 deli b,
2464645031 deli b+ 1,

...
2464645039 deli b+ 9,
2464634960 deli b+ 10,
2464634961 deli b+ 11,

...
2464634969 deli b+ 19.

Sada, neka je m ≥ 0 proizvoljan ceo broj i posmatrajmo broj
x = a34231030mb. Tada x ima 44363342786 +m cifara i to je har²ad broj sa
sumom cifara s(x) = 2464645030.
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Dalje, po konstrukciji, svaki od brojeva x + 1, x + 2, ..., x + 19 je tako�e
har²ad broj, i tako smo konstruisali niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva.
Tako�e, po²to je m ≥ 0 proizvoljan ceo broj, vidimo da postoji beskona£an
broj takvih nizova.

Sada se pitamo da li je mogu¢e na¢i niz od 21 uzastopnog har²ad broja.
Naredna teorema nam daje odgovor na to pitanje.

Teorema 2.5. Ne postoji niz od 21 uzastopnog har²ad broja.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji niz uzastopnih har²ad brojeva
x, x+ 1, ..., x+ 19, x+ 20 duºine 21. Tada je x ≡ 9t−10 (mod 10t),
i pretpostavljamo da (t+1)-va cifra zdesna broja x nije 9. Odatle je:

x ≡ 0 (mod s(x)) (1)
x ≡ −1 (mod s(x) + 1) (2)
x ≡ −2 (mod s(x) + 2) (3)
x ≡ −3 (mod s(x) + 3) (4)
x ≡ −4 (mod s(x) + 4) (5)
x ≡ −5 (mod s(x) + 5) (6)
x ≡ −6 (mod s(x) + 6) (7)
x ≡ −7 (mod s(x) + 7) (8)
x ≡ −8 (mod s(x) + 8) (9)
x ≡ −9 (mod s(x) + 9) (10)

x ≡ −10 (mod s(x) + 10− 9t) (11)
x ≡ −11 (mod s(x) + 11− 9t) (12)
x ≡ −12 (mod s(x) + 12− 9t) (13)
x ≡ −13 (mod s(x) + 13− 9t) (14)
x ≡ −14 (mod s(x) + 14− 9t) (15)
x ≡ −15 (mod s(x) + 15− 9t) (16)
x ≡ −16 (mod s(x) + 16− 9t) (17)
x ≡ −17 (mod s(x) + 17− 9t) (18)
x ≡ −18 (mod s(x) + 18− 9t) (19)
x ≡ −19 (mod s(x) + 19− 9t) (20)
x ≡ −20 (mod s(x) + 11− 9t) (21)
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Oblici modula iz gornje liste slede iz leme 2.2. Odatle je

s(x+ k) = s(x) + s(k)− 9c(x+ k) = s(x) + s(k)− 9 · (t− 1), k = 10, . . . , 19.

Ispi²imo slu£aj za k = 11, dok se ostali slu£ajevi rade analogno.
s(x+ 11) = s(x) + 2− 9(t− 1) = s(x) + 11− 9t i sada kongruenciju

x+ 11 ≡ 0 (mod s(x+ 11))

moºemo napisati kao

x ≡ −11 (mod s(x) + 11− 9t).

S obzirom na to da vaºi x ≡ −20 (mod s(x) + 11− 9t) i
x ≡ −11 (mod s(x) + 11 − 9t), dobijamo da je 9 ≡ 0 (mod s(x) + 11 − 9t).
Odavde sledi da vrednost izraza s(x) + 11 − 9t moºe biti 1, 3 ili 9, prema
tome, 9t− s(x) moºe biti 2, 8 ili 10. S druge strane, kako vaºi
x ≡ 9t−10 (mod 10t), dobijamo da je s(x) ≥ 9t − 9, te ostaje da vrednost
izraza 9t− s(x) moºe biti samo 2 ili 8.
Posmatrajmo prvo slu£aj 9t− s(x) = 8. Tada na osnovu kongruencija (11),
(12), (14), (16) i (20), dobijamo slede¢i sistem.

x ≡ 0 (mod 2),
x ≡ 1 (mod 3),
x ≡ 2 (mod 5),
x ≡ 6 (mod 7),
x ≡ 3 (mod 11).

Koriste¢i Kinesku teoremu o ostacima, dobijamo da je re²enje ovog sistema
x ≡ 6922 ≡ −8 (mod 2310).
S druge strane, kako je x ≡ 9t−10 (mod 10t), sledi da je x deljivo sa 5. Ali,
to ne moºe biti slu£aj ako je x ≡ 2 (mod 5). Dakle, u ovom slu£aju dobijamo
kontradikciju, te mora da vaºi 9t− s(x) 6= 8.
Sada pretpostavimo da je 9t− s(x) = 2. Tada se kongruencije od (1) do (21)
svode na slede¢i sistem kongruencija:
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x ≡ 0 (mod 9t− 2) (1′)

x ≡ −1 (mod 9t− 1) (2′)

x ≡ −2 (mod 9t) (3′)

x ≡ −3 (mod 9t+ 1) (4′)

x ≡ −4 (mod 9t+ 2) (5′)

x ≡ −5 (mod 9t+ 3) (6′)

x ≡ −6 (mod 9t+ 4) (7′)

x ≡ −7 (mod 9t+ 5) (8′)

x ≡ −8 (mod 9t+ 6) (9′)

x ≡ −9 (mod 9t+ 7) (10′)

x ≡ 6 (mod 8) (11′)

x ≡ 7 (mod 9) (12′)

x ≡ 8 (mod 10) (13′)

x ≡ 9 (mod 11) (14′)

x ≡ 10 (mod 12) (15′)

x ≡ 11 (mod 13) (16′)

x ≡ 12 (mod 14) (17′)

x ≡ 13 (mod 15) (18′)

x ≡ 14 (mod 16) (19′)

x ≡ 15 (mod 17) (20′)

x ≡ 7 (mod 9) (21′)

Na osnovu leme 1.5, kada uparimo kongruencije (4') sa (13'),
(6') sa (13'), (7') sa (13') i (10') sa (13'), dobijamo da je

NZD (10, 9t+1)=1
NZD (10, 9t+3)=1

NZD (10, 9t+4)=1 ili 2
NZD (10, 9t+7)=1,

redom. Kako vaºi (2') i kako je x paran broj, sledi da je t tako�e paran.
Me�utim, ako je t ≡ 2 (mod 10), tada je 9t+ 7 ≡ 9 · 2 + 7 ≡ 5 (mod 10),
pa je NZD (10, 9t+ 7) = 5 6= 1.
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Dalje, ako je t ≡ 4 (mod 10), tada je 9t+ 4 ≡ 0 (mod 10), pa je
NZD (10, 9t + 4) 6= 1 i NZD (10, 9t + 4) 6= 2. Ako je t ≡ 6 (mod 10), onda
je 9t+ 1 ≡ 5 (mod 10), pa je NZD (10, 9t+ 1) 6= 1. Na kraju, ako je
t ≡ 8 (mod 10), onda je 9t+ 3 ≡ 5 (mod 10), pa je ponovo
NZD (10, 9t+ 3) 6= 1, ²to je u kontradikciji sa gornjim zapaºanjem.
Odavde zaklju£ujemo da t ne moºe biti kongruentno po modulu 10 ni sa je-
dnim od brojeva 2, 4, 6 i 8.
Primenom tvr�enja 1.5 na kongruencije x ≡ 9t−10 (mod 10t) i
x ≡ −7 (mod 9t+ 5) dobijamo da NZD (10t, 9t+ 5) deli 9t−17, odakle sledi
da 5 ne moºe da deli NZD (10t, 9t+ 5), pa zaklju£ujemo da vaºi
t 6≡ 0 (mod 10).
Dakle, iz pretpostavke da je 9t−s(x) = 2 dobijamo da t ne moºe biti kongru-
entno sa parnim brojem po modulu 10, odnosno t ne moºe biti paran broj,
te i u ovom slu£aju dolazimo do kontradikcije. Na ovaj na£in su odstranjene
jedine dve mogu¢nosti za 9t − s(x), pa iz toga zaklju£ujemo da traºeni niz
ne postoji.

Teorema 2.6. Svaki niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva po£inje brojem
kongruentnim sa 90 po modulu 100.

Dokaz. Iz diskusije o deseticama i stotinama zaklju£ili smo da najduºi niz
n-har²ad brojeva mora po£eti brojem iz poslednje desetice u stotini. Da
bismo dobili niz od 20 brojeva, vidimo da taj broj mora biti kongruentan sa
90 ili 91 po modulu 100. Videli smo primer niza od 20 brojeva koji po£inje
brojem oblika 100·a+90, gde je a neki prirodan broj. Sada pretpostavimo da
postoji niz koji po£inje brojem oblika a91. Tada su u nizu i brojevi (a+ 1)01
i (a+ 1)10. Primetimo da ova dva broja imaju isti zbir cifara, ozna£imo ga
sa s. Po²to s deli oba broja, mora da deli i njihovu razliku, a to je 9. Dakle,
s moºe da bude samo 3 ili 9.
Pretpostavimo prvo da je s = 3. Tada je s((a+ 1)02) = s + 1 = 4, a na
osnovu pravila deljivosti vidimo da ovakav broj nikad nije deljiv sa 4.
Neka je sada s = 9. Tada je s((a+ 1)02) = 10, a ovakav broj nikad nije
deljiv ni sa 10. Ovo je u kontradikciji sa na²om pretpostavkom. Dakle, prvi
broj svakog niza od 20 uzastopnih har²ad brojeva mora biti kongruentan sa
90 po modulu 100.
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3 �Mali� uzastopni har²ad brojevi

U prethodnom poglavlju smo dokazali da postoji niz od najvi²e 20 uza-
stopnih har²ad brojeva, odnosno da postoji beskona£na familija takvih nizova
(dobili smo broj x = a34231030mb, gde je m proizvoljan nenegativan ceo broj).
Pritom se brojevi u tim nizovima sastoje od preko 4 milijarde cifara. Tako�e
je dokazano da svaki niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva po£inje brojem
koji je kongruentan sa 90 po modulu 100.
U ovoj sekciji nastavljamo dalje u tom smeru. Na kraju ¢emo odrediti donju
granicu za broj cifara 20 uzastopnih har²ad brojeva i da¢emo primer brojeva
sa malo vi²e cifara od minimalnog.

De�nicija 3.1. Neka n ∈ Z+ = N. Prirodan broj m je 10n-tipa ako je
kongruentan sa 9n−10 po modulu 10n, ali nije kongruentan sa 9n0 po modulu
10n+1. Dakle, m = a9n−10, a a je broj kome poslednja cifra nije 9.

Kuper i Kenedi su u [1] dokazali da prvi broj u nizu od 20 uzastopnih
har²ad brojeva mora biti 102·n1-tipa, za neko n1 ∈ N. U nastavku dajemo
lemu koja daje precizniji opis prvog broja u takvom nizu.

Lema 3.2. Niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva mora po£eti brojem
10280·n2-tipa, za neko n2 ∈ Z+ = N.

Dokaz. S obzirom na to da prvi broj niza od 20 uzastopnih har²ad brojeva
zavr²ava nulom sledi da su zbirovi cifara prvih 10 brojeva u nizu, kao i zbirovi
cifara drugih 10 brojeva, uzastopni brojevi. Prema tome, u prvom delu niza
postoji bar jedan broj m £iji je zbir cifara deljiv sa 8 = 23. Analogno, i
u drugom delu niza postoji takav broj. Ozna£imo ga sa m′. Posmatrajmo
takve m i m′ £ija je razlika ta£no 8. Sada, po²to je prvi broj 102·n1-tipa, sledi
da je s(m)− s(m′) = 9 · (2n1− 1) + 1 = 18n1− 8, jer imamo 2n1− 1 devetki
koje se "pretvaraju" u nule kada prelazimo iz m u m′.
Dalje, kako je 18n1− 8 = s(m)− s(m′) ≡ 0 (mod 8), sledi da je 2 · n1 deljivo
sa 8, tj. 4|n1. Istim rezonovanjem dobijamo da je broj n1 deljiv i sa 5 i sa 7.
Kada sve ovo poveºemo, proizlazi da je na² po£etni broj
108·5·7n2 = 10280·n2-tipa za neko n2 ∈ N, gde je n2 =

2n1

280
= n1

140
∈ N.

3.1 Uslovi kongruencije za sumu cifara

U ovom odeljku odre�ujemo kongruencijske restrikcije (uslove) za zbir
cifara prvog £lana niza uzastopnih har²ad brojeva.
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Radi lak²eg odre�ivanja ovih uslova, prvi £lan niza od 20 uzastopnih har²ad
brojeva, koji je pri tome i 10280·n2-tipa za �ksirano n2 ∈ N, ozna£i¢emo sa β.
Njegovu sumu cifara ozna£i¢emo sa α, odnosno s(β) = α.
Vaºi slede¢a lema.

Lema 3.3. Za svako i = 0, 1, . . . , 9 vaºi (α + i)|(β + i) i za svako
j = 10, 11, . . . , 19 vaºi (α + j − 2520n2)|(β + j).

Dokaz. S obzirom na to da su β, β + 1, . . . , β + 19 har²ad brojevi, svaki od
njih mora biti deljiv svojim zbirom cifara. Za i = 0, 1, . . . , 9 zbir je α + i,
dok za j = 10, 11, . . . , 19 vaºi

s(β + j) = s(β) + j − 9 · 280 · n2 = α + j − 2520 · n2.

Uvedimo jo² dve pomo¢ne oznake: Neka je γ = NZS (α, α+ 1, ..., α+ 9)
i γ′ = NZS (α + 10− 2520n2, ..., α + 19− 2520n2).

Lema 3.4. Za α, β, γ i γ′ je ispunjeno

β ≡ α (mod γ) i β ≡ α− 2520n2 (mod γ′).

Dokaz. Prvi uslov je ekvivalentan uslovu da je β kongruentno sa α po mo-
dulima α, α + 1, ..., α + 9. Na osnovu leme 3.3, znamo da za svako
i = 0, 1, . . . , 9 vaºi (α + i)|(β + i), pa je (β + i) ≡ (α + i) (mod α + i),
odnosno β ≡ α (mod α + i). Neka je sada α′ = α − 2520n2. Istim re-
zonovanjem dobijamo da je β kongruentno sa α′ po svim modulima iz skupa
{α′ + 10, ..., α′ + 19}.

Na osnovu Kineske teoreme o ostacima i leme 1.5, moºemo zaklju£iti da
vaºi slede¢e tvr�enje.

Lema 3.5. Sistem kongruencija iz leme 3.4 ima re²enje po β−α ako i samo
ako NZD(γ, γ′) | 2520n2. (1)

Sada odre�ujemo kongruencije koje treba da budu ispunjene za elemente
skupa A = {2520n2 − 1, . . . , 2520n2 − 19}. Skup A je dobijen kao skup svih
mogu¢ih razlika dva elementa, gde je jedan iz skupa {α, . . . , α + 9}, a drugi
iz skupa {α+10−2520n2, . . . , α+19−2520n2}. Neka je P skup svih prostih
delilaca elemenata skupa A. Za p ∈ P , neka je v(p) takvo da pv(p)|2520n2, ali
pv(p)+1 6 |2520n2. Tako�e vaºi slede¢e tvr�enje.
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Lema 3.6. Uslov (1) je ispunjen ako i samo ako je
α ≡ 1, 2, ..., pv(p)+1 − 10 (mod pv(p)+1) ili
α + 10− 2520n2 ≡ 1, 2, ..., pv(p)+1 − 10 (mod pv(p)+1) (2).

Dokaz. Neka je ispunjen uslov (1). Sada imamo da pv(p)+1 6 |NZD (γ, γ′), pa
stoga vaºi pv(p)+1 6 |γ ili pv(p)+1 6 |γ′, ²to moºemo zapisati na slede¢i na£in:
α ≡ 1, 2, ..., pv(p)+1 − 10 (mod pv(p)+1) ili
α + 10− 2520n2 ≡ 1, 2, ..., pv(p)+1 − 10 (mod pv(p)+1).
Neka sada vaºi uslov (2). Dobijamo da pv(p)+1 6 |NZD (γ, γ′), a iz p|NZD (γ, γ′)
sledi da p ∈ P , pa imamo da NZD (γ, γ′)|2520n2.

Broj α tako�e zadovoljava jo² neke uslove koji ¢e nam biti korisni u na-
stavku.

Lema 3.7. 1) α ≡ 6 (mod 8). (3)
2) α ≡ 0 (mod 5). (4)

Dokaz. S obzirom na to da je β 10280n2-tipa, sledi da je β ≡ 990 (mod 1000).
Odavde je β ≡ 6 (mod 8), pa je i α ≡ 6 (mod 8), zato ²to je γ deljivo sa
8 i β ≡ α (mod γ). Istim rezonovanjem, po²to je β ≡ 0 (mod 5), onda je i
α ≡ 0 (mod 5), zato ²to je γ deljivo sa 5.

Sada moºemo dokazati jo² jedan uslov koji preciznije opisuje prvi broj
niza od 20 uzastopnih har²ad brojeva.

Lema 3.8. Prvi broj niza od 20 uzastopnih har²ad brojeva mora biti
10560·n3-tipa, za neko n3 ∈ N.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da je prvi £lan niza od 20 har²ad
brojeva 10280·n2-tipa, gde je n2 neparan broj. Sada primenom uslova (2) vaºi
α ≡ 1, 2, ..., 6 (mod 16) ili α + 10 − 2520n2 ≡ α + 2 ≡ 1, ..., 6 (mod 16).
Odavde je α ≡ −1, 0, ..., 4 (mod 16), pa je sada α ≡ 0, 1, ..., 6 (mod 16) ili
α ≡ 15 (mod 16). Primenom (3) vidimo da je α ≡ 6 (mod 16). Primetimo
da je tada α + 18 − 2520n2 ≡ 0 (mod 16), pa odavde sledi da 16|s(β + 18),
tj. 16|(β + 18). S druge strane, vaºi β ≡ 9990 (mod 10000), pa je
β ≡ 6 (mod 16). Onda je β + 18 ≡ 8 (mod 16).
Dakle, na²a pretpostavka je pogre²na, pa sada zaklju£ujemo da n2 mora biti
paran broj.

Lema 3.9. Vaºi slede¢i uslov: α ≡ 6 (mod 16).

Dokaz. Iz prethodne leme dobijamo da vaºi 2520 · n2 ≡ 0 (mod 16), pa su
zbirovi cifara brojeva β, β + 1, ..., β + 19 uzastopni po modulu 16. Sada iz
β ≡ 6 (mod 16) sledi α ≡ 6 (mod 16).
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3.2 Obja²njenje metoda

Ovde pokazujemo kako da konstrui²emo prvi od 20 uzastopnih har²ad
brojeva, β, tako da je s(β) = α. Po�imo od toga da n2 ∈ 2Z+ = 2N �ksirano
i da α zadovoljava uslove (2), (4) i (5). Na osnovu izbora broja α, moºemo
otkriti re²enje za x ≡ α (mod γ) (6) i x ≡ α− 2520n2 (mod γ′) (7).
Ovim postupkom moºemo dobiti beskona£no mnogo re²enja koja se me�u-
sobno razlikuju za umno²ke od δ = NZS (γ, γ′). Neka je b najmanje po-
zitivno re²enje. "Doterujemo" b tako ²to dodajemo umno²ke od δ. Tako
dobijamo broj b′, koji i dalje zadovoljava uslove (6) i (7) i isto je
10280·n2-tipa. Posle toga moºemo da izmenimo b′ dodaju¢i mu umno²ke od δ
tako da kona£an broj β ima zbir cifara ba² α i pritom zadovoljava prethodne
uslove. Na kraju zaklju£ujemo da β jeste prvi £lan niza od 20 uzastopnih
har²ad brojeva.
U nastavku dajemo primere konstrukcije ovakvih brojeva.

Primer 3.10. �elimo da dobijemo broj 10280·4 = 101120-tipa. Dakle, n2 = 4.
Re²avamo sistem kongruencija (2), (4) i (5) za α po modulu p ∈ P i dobijamo
α = 15830. Odavde sledi:
δ = NZS (α, α + 1, ..., α + 19− 10080) =
= 30488306558784378902267998668166032162694822826657046395002360702080.
Odre�ivanjem x iz uslova (6) i (7) imamo da je b = x =
= 3634662087332653678027291977866148019043614233737117568189046296950.
Dodaju¢i odgovaraju¢i umnoºak od δ (da bismo imali broj 101120-tipa), dobi-
jamo b′ = 21222185596541538670917359810786534
262151758227361053517782513105911190.
Nastavljamo ovaj postupak pod uslovom da poslednja 1121 cifra ostane
nepromenjena. Preciznije, dodajemo umno²ke od 56 · 101114 · δ.
Sada sledi da je
β = 49814979458796395830735187579935382447
764488580550605587252791407296015911190.
Lako se moºe proveriti da β ima 1788 cifara i zbir cifara mu je 15830. Tako�e,
β je prvi £lan niza od 20 uzastopnih har²ad brojeva.
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3.3 Niºe granice za broj cifara

Mogu¢e je odrediti i donju granicu za prvi £lan niza od 20 uzastopnih
har²ad brojeva i to dajemo u nastavku.

Teorema 3.11. Najmanji niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva po£inje brojem
101120-tipa sa zbirom cifara 15830.

Dokaz. Neka je β prvi od 20 uzastopnih har²ad brojeva i neka je α = s(β).
Pretpostavimo da β ima manje od 1789 cifara (odnosno ne vi²e od broja u
primeru 3.10). Kako je β broj 10280∗n2-tipa i n2 je parno, sledi da je n2 = 2,
4 ili 6. Ra£unarskim pretragama se dobija da, osim za α = 15830 i n2 = 4,
ne postoji α manje od 9 · 1789 = 16101 koje zadovoljava uslove (2), (4) i (5),
za n2 = 2, 4 ili 6.

U prethodnom odeljku smo videli primer sa 1788 cifara. To ne mora biti
najmanji takav broj, ²to moºemo videti na osnovu naredne teoreme. Ukoliko
nije najmanji, onda moºemo slobodno re¢i da je blizu najmanjeg.

Teorema 3.12. Najmanji niz od 20 uzastopnih har²ad brojeva mora da
po£inje brojem koji ima najmanje 1760 cifara.

Dokaz. Teorema 3.11 nam kaºe da je zbir cifara prvog broja u nizu jednak
15830. S obzirom na to da poslednja cifra mora biti 0, sledi da na² broj mora
da ima najmanje 1 + d15830/9e = 1760 cifara.
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4 Uzastopni n-har²ad brojevi

4.1 Duºina nizova uzastopnih n-har²ad brojeva

U ovom delu posmatramo najve¢u mogu¢u duºinu nizova uzastopnih
n-har²ad brojeva. Kre¢emo od jednostavnijih tvr�enja koja su nam potrebna
za dokazivanje glavne teoreme koju navodimo na kraju.

Lema 4.1. Neka je a0(n), a1(n),..., a(n− 1)(n) niz od n uzastopnih n-har²ad
brojeva. Tada n deli sn(a).

Dokaz. Neka je s = sn(a). Znamo da su zbirovi cifara brojeva
a0(n), ..., a(n−1)(n) u bazi n redom s, s+1, ..., s+n−1. Ta£no jedan od ovih
zbirova je deljiv sa n. Pretpostavimo suprotno, da n|(s+ i) = sn(ai), gde je
i 6= 0. S druge strane, po²to n|(s+ i) i (s+ i)|ai(n), sledi da i n|ai(n), pa kako
n|a0(n), sledi da n|i, gde je i < n, ²to je kontradikcija. Dakle, n|s = sn(a).

Lema 4.2. Ako je i 6= n − 1 i sn(a) + i > 0, onda brojevi ai(n − 1)(n) i
a(i+ 1)(n− 2)(n) ne mogu istovremeno biti n-har²ad brojevi.

Dokaz. Neka je ponovo s = sn(a). Zbir cifara brojeva ai(n− 1)(n) i
a(i+1)(n−2)(n) u bazi n je s+ i+n−1. Ako su oba n-har²ad brojevi, onda
s+ i+n− 1 mora da deli njihovu razliku, n− 1. S druge strane, iz s+ i > 0
sledi da je s+ i+ n− 1 > n− 1, ²to vodi u kontradikciju.

Lema 4.3. Niz od n + 1 uzastopnih brojeva a00(n), ..., a10(n) ne moºe biti
niz uzastopnih n-har²ad brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da su svi brojevi u nizu n-har²ad brojevi.
S obzirom na to da su po de�niciji n-har²ad brojevi pozitivni, vaºi
s = sn(a) > 0. Zatim, primenom leme 4.1, sledi da n|s. To zna£i da je
n ≤ s. Dalje, zbir brojeva a01(n) i a10(n) je s+1. Po²to s+1 deli oba broja,
onda deli i njihovu razliku, n − 1. Me�utim, s + 1 ≤ n − 1 < n ≤ s, ²to je
kontradikcija.

Teorema 4.4. Ako je aij(n) prvi £lan niza uzastopnih n-har²ad brojeva
duºine najmanje 2n, onda je i = n− 1 i j = 0.

Dokaz. Neka je aij(n) prvi £lan ovog niza. Pretpostavimo prvo da je i < n−1.
Sada je a(i+ 1)0(n),..., a(i+ 1)(n− 1)(n) podniz datog niza uzastopnih
n-har²ad brojeva duºine n. Neka je ponovo s = sn(a).
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Iz leme 4.1 znamo da n deli s+ i+1 i pritom vaºi s+ i > 0. Tako�e, brojevi
ai(n−1)(n) i a(i+1)(n−2)(n) su n-har²ad brojevi. S druge strane, primenom
leme 4.2 vidimo da to nije mogu¢e. Sada, ako je i = n− 1 i j 6= 0, onda ovaj
niz sadrºi podniz (a + 1)00(n),..., (a + 1)10(n). Koriste¢i lemu 4.3, dobijamo
da ne mogu svi brojevi u ovom podnizu biti n-har²ad brojevi, ²to nas dovodi
do kontradikcije.

Po²to smo pokazali pomo¢na tvr�enja, sada moºemo pre¢i na glavni rezu-
ltat ovog odeljka koji nam daje gornje ograni£enje duºine niza uzastopnih
n-har²ad brojeva.

Teorema 4.5. Za proizvoljno n ≥ 2 ne postoji niz sa vi²e od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo da je x1, x2, ... niz sa vi²e od 2n uzastopnih n-har²ad
brojeva. Na osnovu teoreme 4.4 znamo da poslednja cifra brojeva x1 i x2
u bazi n mora biti nula. To o£igledno nije mogu¢e. Dakle, za proizvoljno
n ≥ 2, najve¢a mogu¢a duºina niza uzastopnih n-har²ad brojeva ne moºe
biti ve¢a od 2n.

4.2 Konstrukcija 2n uzastopnih n-har²ad brojeva

U prethodnom poglavlju smo pokazali da za svako n ≥ 2 moºe da bude
najvi²e 2n uzastopnih n-har²ad brojeva. Ovde pokazujemo da za svako n ≥ 2
postoji takav niz. Prilikom dokaza ovog tvr�enja primenjuje se ideja za kon-
strukciju 20 uzastopnih har²ad brojeva.
U nastavku dajemo postupak za konstrukciju 2n uzastopnih n-har²ad bro-
jeva, za svako n ≥ 2. Videli smo primer 20 uzastopnih 10-har²ad brojeva, a
na kraju dajemo primer niza od 4 uzastopna 2-har²ad broja.
Na po£etku uvodimo oznake koje ¢emo koristiti u nastavku. Za proizvoljan
prost prirodan broj p, neka je a(p) takvo da je pa(p) ≤ n, ali pa(p)+1 > n.
Za proizvoljan prost broj p, neka je b(p) takvo da pb(p)|(n− 1), ali
pb(p)+1 6 |(n−1). Neka je µ =

∏
p p

a(p)−b(p). Pre dokaza glavnog tvr�enja ovog
odeljka dajemo neophodna tvr�enja i kongruencijske uslove.

Teorema 4.6. Svaki niz od 2n uzastopnih n-har²ad brojeva po£inje brojem
koji je kongruentan sa nµ·m − n po modulu nµ·m (ali nije kongruentan sa
nµ·m+1 − n po modulu nµ·m+1) za neki prirodan broj m.
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Dokaz. Primenom teoreme 4.3 znamo da je prvi £lan, ozna£imo ga sa β, niza
od 2n uzastopnih n-har²ad brojeva uvek deljiv sa n. Pretpostavimo da za
nekom′ vaºi β ≡ nm

′−n (mod nm
′
) i β 6≡ nm

′+1−n (mod nm
′+1). Pokaºimo

da tada µ|m′. Dovoljno je da pokaºemo da pa(p)−b(p)|m′ za svako p, pa ¢e tada
i µ delitim′. U nizu od n uzastopnih brojeva sn(β), sn(β+1), ..., sn(β+n−1),
bar jedan je deljiv sa pa(p) (jer je n ≥ pa(p)). Isto to vaºi i za niz
sn(β + n), sn(β + n+ 1), ..., sn(β + 2n− 1).
Neka pa(p)|sn(β+ i) i pa(p)|sn(β+n+j), za neke i, j = 0, 1, ..., n−1. Koriste¢i
de�niciju n-har²ad broja, znamo da sn(β + i)|β + i i sn(β + n+ j)|β + n+ j.
Na osnovu tranzitivnosti i pravila deljivosti, zaklju£ujemo da pa(p)|(n+j− i).
S druge strane, sn(β+i) = sn(β)+i i sn(β+n+j) = sn(β)+n+j−m′ ·(n−1),
pa dalje sledi da pa(p)|(n+ j − i−m′ · (n− 1)), pa odavde dobijamo da
pa(p)|m′ · (n − 1). S obzirom na to da je pb(p) najve¢i stepen od p koji deli
n− 1, sada vaºi da pa(p)−b(p)|m′ za svako p.

Sada navodimo dve posledice teoreme 4.6.

Lema 4.7. Svaki broj u nizu od 2n uzastopnih n-har²ad brojeva u bazi n ima
najmanje µ cifara.

Druga posledica teoreme 4.6 nam daje ograni£enja za zbir cifara α prvog
£lana niza od 2n uzastopnih n-har²ad brojeva.

Lema 4.8. Ako je β prvi £lan niza od 2n uzastopnih n-har²ad brojeva i
α = sn(β), onda za m iz teoreme 4.6 i za
γ = NZS (α, α + 1, ..., α + n− 1) i
γ′ = NZS(α + n− µm(n− 1), α+ n+ 1− µm(n− 1), ..., α + 2n− 1− µm(n− 1))
vaºi da NZD(γ, γ′)|µ ·m · (n− 1).

Dokaz. Neka je β prvi £lan niza i α = sn(β). Iz β ≡ 0 (mod n) sledi da
α + i|β + i, za svako i = 0, 1, ..., n − 1. Koriste¢i teoremu 4.6, vidimo da
(α + n+ j − µ ·m · (n− 1))|(β + n+ j) za svako j = 0, 1, ..., n− 1. Odavde
dobijamo da je β ≡ α (mod γ) i β ≡ α − µ ·m · (n− 1) (mod γ′). Ove dve
kongruencije su saglasne ako i samo ako NZD (γ, γ′)|µ ·m · (n− 1).

Lema 4.9. Za δ = NZS(γ, γ′) postoje prirodni umno²ci od δ, k · δ i k′ · δ,
tako da je NZD(sn(k ·δ), sn(k′ ·δ)) = n−1. Tako�e, ovo je najmanji mogu¢i
najve¢i zajedni£ki delilac suma cifara od bilo koja dva umno²ka broja δ.

Dokaz. S obzirom na to da (n − 1)|δ, sledi da (n − 1)|k · δ za svako k ∈ Z.
Kako je n− 1 za 1 manje od na²e baze, dobijamo da (n− 1)|sn(k · δ).
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Sada vidimo da je najmanji mogu¢i najve¢i zajedni£ki delilac ba² n− 1.
Dalje, neka je aab0l zapis broja δ u bazi n sa nenula ciframa a i b i a blok
cifara duºine l′. Bez umanjenja op²tosti, moºemo pretpostaviti da a zavr²ava
cifrom razli£itom (manjom) od n− 1, a ako slu£ajno zavr²ava cifrom n− 1,
moºemo koristiti (n+ 1) · δ umesto δ.
Znamo da je δ < nl+l

′+2, pa mora da postoji umnoºak od δ izme�u bilo koja
dva umno²ka od nl+l

′+2, pa sada postoji umnoºak od δ izme�u (n−1) ·nl+l′+2

i n · nl+l′+2 = nl+l
′+3, to jest neko κ takvo da je κ · δ = (n− 1)a' u bazi n, i

pritom je v(a') = l + l′ + 2.
Zatim je k = κ · nl+l′+2+1 i k′ = k · (nl+2l′+4 + 1), i sada broj k · δ moºemo
zapisati kao (n− 1)a'aab0l u bazi n, dok k′ · δ u bazi n zapisujemo kao
(n− 1)a'a(a+ 1)(b− 1)a'aab0l. Dalje je
sn(k · δ) = n− 1 + sn(a') + sn(a) + sn(a) + sn(b) i
sn(k

′ · δ) = n− 1 + 2sn(a') + 2sn(a) + 2sn(a) + 1 + 2sn(b)− 1 =
= n− 1 + 2sn(a') + 2sn(a) + 2sn(a) + 2sn(b).
Odavde vidimo da je s(k′ · δ) = 2sn(k · δ)− (n− 1), pa je sada
NZD (sn(k · δ), sn(k′ · δ)) = n− 1.

Napomena. Na osnovu dokaza vidimo da u lemi moºemo izabrati k i k′

tako da je v(k · δ) ≤ 5+ 2l+2l′ i v(k′ · δ) ≤ 9+ 3l+4l′, kada δ ima l+ l′+2
cifre u bazi n (ili (n+ 1) · δ ako a zavr²ava cifrom n− 1). Broj l predstavlja
broj krajnjih nula u δ, a l′ je broj cifara izme�u prve i poslednje nenula cifre
od δ (ne uzimaju¢i ih). Odavde proizlazi da je
v(k·δ) ≤ 5+2·(l+l′) ≤ 5+2·(v(δ)−1). S obzirom na to da je δ < (α+n−1)2n,
vaºi v(δ) ≤ 2n · (logn(α + n− 1) + 1). Iz ove nejednakosti dobijamo
v(k · δ) ≤ 5+2 · (2n · (logn(α+n−1)+1)−1) ≤ 5+4n · (logn(α+n−1)+1).
Na sli£an na£in se dobija v(k · δ) ≤ 2 · (5 + 4 · n · (logn(α + n− 1) + 1)).
Ovo ¢emo koristiti prilikom konstrukcije "rastu¢eg uslova" u nastavku.

Lema 4.10. Za prirodne brojeve x, y i z, ako NZD(x, y)|z i z ≥ x · y, onda
z moºemo izraziti kao nenegativnu linearnu kombinaciju brojeva x i y.

Dokaz. Koriste¢i pro²ireni Euklidov algoritam, znamo da se svako z moºe
zapisati kao linearna kombinacija brojeva x i y. Neka je z = r · x+ t · y.
S obzirom na to da su x, y, z > 0, bar jedan od brojeva r i t je pozitivan.
Ako su oba nenegativna, tu je kraj, pa bez umanjenja op²tosti pretpostavimo
da je r < 0. Tada je z = z+yx−xy = rx+ty+yx−xy = (r+y)·x+(t−x)·y.
Ovaj postupak moºemo ponavljati dok god ne dobijemo nenegativan umno-
ºak od x, pa b. u. o. pretpostavimo da je r + y ≥ 0.
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Ako je t − x ≥ 0, u tom slu£aju imamo nenegativnu linearnu kombinaciju.
Preostao nam je jo² slu£aj r < 0, t > 0, r + y ≥ 0 i t − x < 0. Neka je
z = r · x + t · y, gde je r < 0 i x > 0. Sada je t · y > z, pa je prema
pretpostavci (t − x) · y = ty − xy > z − xy ≥ 0. S druge strane, iz y > 0 i
(t− x) · y ≥ 0 dobijamo da je t− x ≥ 0.

Lema 4.11. Za proizvoljan prirodan broj z, ako je α ≡ z (mod γ), onda
(n− 1)|(α− sn(z)).

Dokaz. Ono ²to treba da pokaºemo je ekvivalentno sa uslovom
α ≡ sn(z) (mod n − 1). Kako je n − 1 za 1 manje od na²e baze, vidimo da
je z ≡ sn(z) (mod n− 1). Iz £injenice da (n− 1)|γ sledi da je
α ≡ z (mod n− 1), pa je sada na osnovu tranzitivnosti kongruencije
α ≡ sn(z) (mod n− 1).

Sada ¢emo pre¢i na konstrukciju dodatnih uslova koje treba da ispunjava
α, koji predstavlja zbir cifara najmanjeg broja u nizu od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva. Ovi uslovi ¢e nam pomo¢i prilikom odre�ivanja broja α.
Prilikom konstrukcije koristimo tvr�enja koja smo pokazali. Postavili smo
ograni£enja (uslove kongruencije) za zbir cifara prvog od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva (pod pretpostavkom da takav niz postoji). Sada koristimo
te restrikcije da konstrui²emo takav niz od 2n brojeva, £iji je prvi broj β.
Ovde de�ni²emo m =

∏
p|n p. Za prost broj p, de�ni²emo c(p) tako da

pc(p)|(µ ·m · (n− 1)− i), za neko i = 1, 2, ..., 2n− 1, ali
pc(p)+1 6 |(µ ·m · (n− 1)− i), za svako i = 1, 2, ..., 2n− 1.
Naredni uslov koristimo da bismo prona²li α za koje vaºi da
NZD(γ, γ′)|µ ·m · (n− 1).
Prvi uslov kongruentnosti: Za svako p koje ne deli n i za koje je
c(p) > a(p) mora da vaºi α ≡ 1, 2, ..., pa(p)+1 − n (mod pa(p)+1) ili
α + n− µ ·m · n− 1) ≡ 1, 2, ..., pa(p)+1 − n (mod pa(p)+1). (1)
Ovaj uslov nam kaºe da, ako p 6 |n, u tom slu£aju NZD(γ, γ′) deli
µ · (n− 1). S druge strane, ako p|n, neophodan nam je stroºi uslov da bismo
dobili traºeno α.
Drugi uslov kongruentnosti: Za svako p koje deli n moraju biti ispunjena
slede¢a dva uslova:
α + n− µ ·m · (n− 1) ≡ 1, 2, ..., pa(p)+2 − n (mod pa(p)+2) (2)
i α ≡ 1, 2, ..., pa(p)+1 − n (mod pa(p)+1). (3)
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Napomena. Moºe se na¢i α koje zadovoljava sve ove uslove. Lako se vidi
da postoji α koje za svako p zadovoljava Prvi uslov.
Dalje, u Drugom uslovu, (3) je ekvivalentno sa
α ≡ pa(p)+1 − n, 2 · pa(p)+1 − n, ..., p · pa(p)+1 − n (mod pa(p)+2). (4)
Zatim, primenom uslova (2), vidimo da α mora da pripada jednoj od
pa(p)+2 − n uzastopnih klasa ostataka po modulu pa(p)+2.
S druge strane, s obzirom na to da se re²enja jedna£ine (4) razlikuju za
pa(p)+1, najmanje jedna od ovih klasa mora da zadovolji taj uslov. Sada iz
pa(p)+1 > n sledi da je pa(p)+2 − n > pa(p)+1.

Odavde dobijamo da postoji beskona£no mnogo α koji zadovoljavaju Prvi
i Drugi uslov. Biramo ono α koje zadovoljava slede¢i uslov.
Rastu¢i uslov: Za α vaºi:
α ≥ (n− 1) · (µ ·m+ 2n · (logn(α + n− 1) + 1)) +
+ (n− 1)2 · 2 · (5 + 4n · (logn(α + n− 1) + 1))2. (5)
Ova nejedna£ina ima re²enje zato ²to leva strana raste linearno, dok desna
strana ima logaritamski rast po α.

Teorema 4.12. Svako α koje zadovoljava Prvi i Drugi uslov kongruencije i
Rastu¢i uslov moºe biti zbir cifara prvog £lana nekog niza od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva. �tavi²e, za svako n ≥ 2 postoji niz od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva.

Dokaz. Neka je α takvo da ispunjava Prvi i Drugi uslov kongruencije i Ra-
stu¢i uslov. Ako je γ = NZS(α, α + 1, ..., α + n− 1) i
γ′ = NZS(α + n − µm(n − 1), ..., α + 2n − 1 − µm(n − 1)), onda postoji
re²enje sistema jedna£ina β ≡ α (mod γ) i
β ≡ α− µ ·m · (n− 1) (mod γ′). (6)
Najpre primetimo da, ako p 6 |n, sledi da je vp(µ ·m · (n − 1)) = a(p). Sada
zbog Prvog uslova kongruencije vaºi vp(NZD(γ, γ′)) ≤ a(p).
U slu£aju da p|n, tada vaºi vp(µ ·m · (n− 1)) = a(p)+1 i, koriste¢i uslov (3),
vidimo da je vp(NZD(γ, γ′)) ≤ a(p).
Uzmimo da je b najmanje pozitivno re²enje sistema (6). Sva ostala re²enja
su jednaka zbiru b i nekog umno²ka od δ = NZS(γ, γ′). Sada pokaºimo da
na ovaj na£in moºemo dobiti broj b′ tako da vaºi b′ ≡ nµ·m − n (mod nµ·m)
i b′ 6≡ nµ·m+1 − n (mod nµ·m+1). (7)
Koriste¢i Drugi uslov kongruencije, vidimo da je ovo mogu¢e, jer ako p|n,
prema Drugom uslovu vaºi da je α ≡ pa(p)+1 − n (mod pa(p)+1). Po²to je
µ ·m ·(n−1) ≡ 0 (mod pa(p)+1), sada je α+n−µm(n−1) ≡ 0 (mod pa(p)+1).
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Dalje, iz (6) dobijamo b + n ≡ 0 (mod pa(p)+1). Daljom primenom Drugog
uslova, vaºi vp(δ) ≤ a(p) + 1 = vp(µ ·m), pa je odavde
b ≡ nµ·m − n (mod

∏
p|n p

vp(δ)). Dakle, zaklju£ujemo da je ovaj postupak
korektan.
Slede¢i korak je da izmenimo b′ nadovezivanjem kopija umnoºaka od δ da
dobijemo broj β tako da vaºi s(β) = α. S obzirom na to da je δ najve¢i broj
koji zadovoljava nejednakost v(α+n− 1) ≤ logn(α+n− 1)+1 i da je manje
od proizvoda 2n brojeva α, α + 1, ..., α + 2n− 1− µm(n− 1), sledi
v(δ) ≤ 2n ·(logn(α+n−1)+1). Zatim iz minimalnosti re²enja b dobijamo da
je v(b) ≤ v(δ). Analiziranjem cifara, dobijamo da vaºi v(b′) ≤ µ·m+v(δ)+1.
Prvo biramo umnoºak od δ manji od n · δ da bismo promenili drugu cifru
zdesna od b na n − 1, pa zatim biramo umnoºak od n · δ manji od n2δ da
�postavimo� tre¢u cifru zdesna na n−1, i tako dalje. Sada vidimo da nam ne
preostaje vi²e od v(δ) + 1 cifara ispred pretposlednjeg bloka od n− 1 cifara
za dodavanje umnoºaka od δ.
Nastavljamo postupak sve dok ne dobijemo umnoºak od nµ·m−2 · δ manji od
nµ·m−1 · δ da bismo promenili (µ · m)-tu cifru zdesna na n − 1. Poslednji
umnoºak od nµ·m−1 · δ dodajemo da budemo sigurni da je µ · m + 1 cifra
razli£ita od n− 1.
S obzirom na to da svaka cifra moºe da bude najvi²e n − 1, proizlazi da je
sn(δ) ≤ (n− 1) · 2n · (logn(α + n− 1) + 1) i
sn(b

′) ≤ (n− 1) · (µ ·m+ 2n · (logn(α + n− 1) + 1)). Kako je
b′ ≡ b ≡ α (mod γ), iz leme 4.11 sledi da (n− 1)|(α− sn(b′)). Koriste¢i lemu
4.9, vidimo da postoje k i k′ tako da je NZD (sn(k · δ), sn(k′ · δ)) = n − 1

i sada NZD
(
sn(k · δ), sn(k′ · δ)

)∣∣∣(α − s(b′)). Zahvaljuju¢i napomeni posle
leme 4.9, na²e k i k′ moºemo izabrati tako da zadovoljavaju nejednakosti
sn(k · δ) ≤ (n− 1) · (5 + 2 · (2n · (log(n)(α + n− 1) + 1))) i
sn(k

′ · δ) ≤ 2 · (n− 1) · (5 + 2 · (2n · (log(n)(α + n− 1) + 1))).
Koriste¢i ove dve nejednakosti i Rastu¢i uslov dobijamo
α − sn(b

′) ≥ sn(k · δ) · sn(k′ · δ), pa moºemo iskoristiti lemu 4.10, gde je
z = α− sn(b′), x = sn(k · δ) i y = sn(k

′ · δ).
Odavde znamo da postoje nenegativni celi brojevi r i t tako da je
α− sn(b′) = r · sn(k · δ) + t · sn(k′ · δ). S druge strane je
α = r · sn(k · δ) + t · sn(k′ · δ) + sn(b

′), pa je α = sn((k · δ)r(k′ · δ)tb′).
Primenom kongruencije (k · δ)r(k′ · δ)tb′ ≡ nµ·m − n (mod nµ·m),
vidimo da je α + i = sn((k · δ)r(k′ · δ)tb′ + i) i
α+ n+ i− µm(n− 1) = sn((k · δ)r(k′ · δ)tb′+ n+ i) (8), za i = 0, 1, ..., n− 1.
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S obzirom na to da je (k · δ)r(k′ · δ)tb′ ≡ b (mod δ), na osnovu (6) sledi da
(α + i)|((kδ)r(k′δ)tb′ + i) i (α + n+ i)|((kδ)r(k′δ)tb′ + n+ i) (9),
za sve i = 0, 1, ..., n− 1.
Sada, koriste¢i de�niciju n-har²ad broja i primenom uslova (8) i (9), zaklju£u-
jemo da je broj (k · δ)r(k′ · δ)tb′ najmanji u na²em nizu od 2n uzastopnih
n-har²ad brojeva.

Napomena. Naime, postoji beskona£no mnogo α koji zadovoljavaju Prvi
uslov, Drugi uslov i Rastu¢i uslov. Odavde vidimo da zapravo postoji besko-
na£no mnogo nizova n-har²ad brojeva duºine 2n, ²to je jo² vi²e od tvr�enja
teoreme.

U nastavku prvo dajemo primer niza uzastopnih n-har²ad brojeva za
n = 2 sa prili£no malim brojevima, a zatim ¢emo videti ve¢i niz, koji dobi-
jamo primenom Rastu¢eg uslova.

Primer 4.13. Neka je n = 2. Sada vaºi µ = 2,m = 2 i uslovi kongruencije
α ≡ 0, 1 (mod 3) i α ≡ 6 (mod 8). α = 6 zadovoljava ove uslove (iako ne
zadovoljava Rastu¢i uslov). Odavde dobijamo da je b = 342 = 101010110(2)
i δ = 420 = 110100100(2). Moºe se lako dobiti da β = b+ 14δ = 6222 u bazi
2 ima zapis 1100001001110(2). Sada je s2(β) = 6 = α. Dakle, β jeste prvi u
nizu od £etiri uzastopna 2-har²ad broja. Pokaºimo to.
β = 6222 = 1100001001110(2), s2(β) = 6 i 6|6222.
β + 1 = 6223 = 1100001001111(2), s2(β + 1) = 7 i 7|6223.
β + 2 = 6224 = 1100001010000(2), s2(β + 2) = 4 i 4|6224.
β + 3 = 6225 = 1100001010001(2), s2(β + 3) = 5 i 5|6225.

Primer 4.14. Kao i malopre, n = 2, µ = 2 i m = 2. Sada iz uslova (1) - (3)
i (5) imamo da je α ≡ 0, 1 (mod 3), α ≡ 6 (mod 8) i α ≥ 36033.
Neka je, na primer, α = 36046. Sada je:
b = 1500140101300100101017031011010514041010(2);
δ = 1013011011010110101101011011041001101010101031601001400(2).
Sada, ako je b′ = b+ 7δ, imamo pravi broj jedinica pre poslednje nule:
b′ = 10110013001300101010311010103110110150315013010130(2).
Lako se dobija da je s2(b′) = 37. Sada ºelimo da iskoristimo lemu 4.9 da
bismo otkrili umno²ke od δ koji su uzajamno prosti sa zbirovima cifara u
bazi 2. Po²to se blok a zavr²ava sa n − 1, uzimamo da je δ′ = (n + 1) · δ.
Ako stavimo δ′ umesto δ, proizlazi da je k = 2 · 262 + 1 = 263 + 1 i
k′ = k · (2122 + 1) = 2185 + 2122 + 263 + 1. Zatim dobijamo da je
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k · δ′ = 10311001001041041031031300190101401401101031031100100104104103
103130019010140140110100(2), gde je s2(k · δ′) = 64 i
k · δ′ = 10311001001041041031031300190101401401101031031100100104104103
10313001901014014013041100100104104103103130019010140140110103103
1100100104104103103130019010140140110100(2), gde je s2(k′ · δ′) = 127.
Lako se pokazuje da je
α− s2(b) = 36009 = 517 · 64 + 23 · 127 = 517s2(k · δ′) + 23s2(k

′ · δ′),
pa je odavde α = s2((k · δ′)517(k′ · δ′)23b′) = 36046. Sada vidimo da je
(k · δ′)517(k′ · δ′)23b′ prvi broj u nizu od 4 uzastopna 2-har²ad broja zapisan
u bazi 2.
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5 Minimalni har²ad brojevi

U ovoj glavi na² zadatak je da de�ni²emo niz koji je povezan sa n-har²ad
brojevima. Za �ksirano ali proizvoljno k ∈ N i za bazu n ≥ 2, pitamo
se da li postoji n-har²ad broj £iji je zbir cifara ba² k. U nastavku ¢emo
pokazati da je odgovor na pitanje potvrdan za svako n i za svako k. Sada
moºemo da de�ni²emo ak kao najmanji n-har²ad broj £iji je zbir cifara k,
to jest sn(ak) = k i k|ak i pritom je ak najmanji takav broj. Dalje, sa ck
ozna£avamo koli£nik brojeva ak i k, ck = ak/k, gde k ∈ N. O£igledno, ak
i k zavise od n, ali to ne¢emo stalno nagla²avati. Ovde ¢emo pokazati dve
razli£ite konstruktivne tehnike, za bazu 2 i za ostale baze, tako ²to ¢emo
spu²tati gornje granice za ak. Prvo traºimo precizne gornje granice za sve k,
a zatim bolje, neelementarne granice za ve¢inu neparnih brojeva k. U ovoj
celini ¢emo umesto s2(k) pisati samo s(k).

Lema 5.1. Za svako k ∈ N i za svako n ≥ 2 broj ak je dobro de�nisan.

Dokaz. Neka je prvo k uzajamno prosto sa n, tj. NZD (k, n) = 1. Primenom
Ojlerove teoreme dobijamo ceo broj t tako da je nt ≡ 1 (mod k), tj.
t = ϕk(n). Sada de�ni²imo K = 1+nt+n2t+ ...+n(k−1)t. Lako se vidi da je
K ≡ k ≡ 0 (mod k), kao i da je sn(K) = k. Zaklju£ujemo da je K zapravo
n-har²ad broj koji se sastoji samo od cifara 0 i 1 £iji je zbir cifara k (dakle,
ima ta£no k jedinica). Ako k nije uzajamno prosto sa n, tada je k = a · b,
gde je NZD (b, n) = 1 i a deli nm za nekom ∈ N. Kao u prethodnom slu£aju,
dobijamo da je K ≡ 0 (mod b) i sn(K) = b. Sada de�ni²imo
u = max{n, dlognKe}+ 1 i K ′ = K · (nu + ...+ nau). O£igledno, k = a · b
deli broj K' i sn(K ′) = a · b = k. Ovom diskusijom smo zapravo pokazali da
za sve k postoji broj £iji je zbir cifara deljiv sa k. Me�utim, ako postoji jedan,
onda zbog dobre ure�enosti skupa prirodnih brojeva postoji i najmanji takav
broj, a to je ak po de�niciji. Zato je ak dobro de�nisano.

Napomena. Ovo tvr�enje nam daje veliku gornju granicu za ak, reda veli£ine
exp(O(k2)). Tako�e, moºemo primetiti da, ako je m najmanji n-har²ad broj
sa zbirom cifara k, tada n− 1 deli izraz
m− sn(m) = ak − k = k · ck − k = k · (ck − 1).
Ova £injenica je korisna za ra£unanje ck za male vrednosti broja k.
U sistemu sa osnovom 10 lako moºemo izra£unati vrednosti ak i ck, zato ²to
izraz k · (ck − 1) mora da bude deljiv sa 9. Na primer, za k = 12, po²to je
12 deljivo sa 3, dovoljno je da ck− 1 bude deljivo sa 3, pa za ck proveravamo
samo vrednosti 4, 7, 10, ....
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k ck ak
10 19 190
11 19 209
12 4 48
13 19 247
14 19 266
15 13 195
16 28 448
17 28 476
18 11 198
19 46 874
20 199 3980
21 19 399
22 109 2398
23 73 1679

Tabela 1. U ovoj tabeli vidimo izra£unate vrednosti brojeva ck i ak za
k = 10, 11, . . . , 23.

5.1 Elementarne granice za ak u slu£aju n = 2

Za svaki prirodan broj k uvodimo oznaku nk = dlog2ke. Dakle, nk je
najmanji prirodan broj takav da je k ≤ 2nk . Pretpostavimo da je k ∈ N,
k > 1, neparan broj. Neka je sada tk red broja 2 po modulu k, tj. vaºi
2tk ≡ 1 (mod k). O£igledno je tk ≥ nk i tk|ϕ(k), gde ϕ predstavlja Ojlerovu
funkciju. Odavde je nk ≤ tk ≤ k − 1 (1).

Lema 5.2. Za svaki neparan ceo broj k > 1, svaki broj x ∈ {0, 1, ..., k − 1}
se moºe predstaviti kao suma ta£no nk elemenata iz skupa
D = {2i : i = 0, ..., nk + k − 2} po modulu k.

Dokaz. Dokaz radimo konstruktivnom metodom. Po�imo od jednog primera.
Neka je x = 0 i k = 2nk − 1. Tada, s obzirom na to da je x ≡ k (mod k),
na slede¢i na£in dolazimo do traºenog zapisa: k = 1+2+...+2nk−1 (koristimo
da je uslov nk − 1 ≤ nk + k − 2 ekvivalentan sa k ≥ 1). Svaki broj
x ∈ {0, 1, ..., nk−1} ima najvi²e nk cifara, od kojih je najvi²e nk−1 jedinica.
Uzmimo slu£aj kada x ima ta£no nk − 1 jedinicu. Neka je, na primer,
x = 2nk−1 + ...+ 2 + 1− 2j, gde j ∈ {0, 1, ..., nk − 1}.
Pretpostavimo prvo da je j ≤ nk − 2. Na osnovu zapisa
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2j+1 = 2j + 2j ≡ 2j + 2j+tk (mod k), dobijamo da je
x ≡ 2j+tk + 2nk−1 + ...+ 2j+2 + 2j + 2j−1 + ...+ 1 (mod k) i, primenom (1),
ispunjena su oba uslova j+ tk ≤ nk− 2+k− 1 = nk+k− 3 i j+ tk > nk− 1.
Sada vidimo da su svi izloºioci raºli£iti i svi su u datom opsegu, odakle
dobijamo traºeno predstavljanje broja x.
Drugi slu£aj, ako je j = nk − 1, onda je x = 2nk−1 − 1. Ovde umesto x
posmatramo x + k. Naime, po de�niciji nk, mora da vaºi k ≥ 2nk−1 + 1.
Odavde je x + k ≥ 2nk , iz £ega vidimo da broj x po£inje sa 2nk i zapisan je
sa najvi²e nk jedinica u bazi 2.
Dalje, ako je s(x + k) ≥ nk + 1 (to jest ima vi²e od nk jedinica), onda
je x + k ≥ 2nk + ... + 2 + 1 = 2nk+1 − 1, ²to nas dovodi u kontradikciju
sa nejednako²¢u x + k ≤ k − 1 + k = 2k − 1 ≤ 2nk+1 − 3, zato ²to je k
neparan broj. Ako je s(x + k) = nk, onda je to kraj (jer je k ≥ 3). Ako je
s(x + k) = nk − 1, onda radimo kao u prvom slu£aju i uo£imo da je sada
j + tk ≤ nk + k − 2, za svako j ∈ {0, 1, ..., nk − 1}, i pritom, ako je j > 0,
onda je j + tk > nk, ²to je mogu¢e zato ²to izostaju dva izloºioca dvojke iz
skupa 1, 2, ..., 2nk−1 (jer nam je potrebna nk − 1 jedinica).
Sada, neka je s(x + k) < nk − 1. Onda za svaku nulu u predstavljanju
broja x + k kojoj prethodi jedinica i nakon koje sledi l ≥ 0 drugih nula,
moºemo popuniti nula "rupu" na slede¢i na£in: Ako je ta nula na mestu
2j, onda umesto 2j+1 pi²emo 2j + 2j−1 + ... + 2j−l + 2j−l+tk . Na ovaj na£in
dobijamo l + 2 jedinice umesto 1 jedinice i l + 1 nule, i tako popunjavamo
sve "rupe" osim one kojoj odgovara najmanji stepen dvojke i vaºi l ≥ 1.
Pritom, 2j+1 zamenjujemo sa 2j + 2j−1 + ... + 2j−l+1 + 2j−1+l+tk , da bismo
obezbedili nejednakost j′ + tk > nk (gde je j′ = j − l + 1 > 0). Odavde
dobijamo predstavljanje u kome je ukupan broj stepena dvojke ba² nk i svi
dodati izloºioci oblika 2j

′+tk su razli£iti. Sada sledi da najve¢i izloºilac ovih
stepena moºe da bude najvi²e j′ + tk ≤ nk + k − 2.
Na kraju, ako predstavljanje broja x po£inje sa 2nk−1, onda postupak koji
smo opisali moºemo odmah da primenimo na x, vode¢i ra£una o tome da sve
nula "rupe" budu potpuno popunjene. Ina£e, isto rezonovanje primenjujemo
na broj x+ k.

Primer 5.3. Neka je k = 11. Tada je n11 = 4 i t11 = 10. �elimo da
izaberemo 4 razli£ita broja iz skupa D = {1, 2, ..., 213} tako da njihov zbir
bude kongruentan sa 10 po modulu 11. Poslednji £lan smo dobili tako ²to je
13 = 4 + 11 − 2. Predstavimo broj 10 na ovaj na£in. Kako je 10 = 23 + 2,
moºemo napisati 10 = 22+22+1+1, pa je 10 ≡ 212+22+210+1 (mod 11).
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Sada predstavimo broj 7 = 22 + 2 + 1 na ovaj na£in. S obzirom na to da
predstavljanje ne sadrºi izraz 23, uzimamo 7 + 11 = 18 i dobijamo 18 =
24 + 2 = 23 + 23 + 1 = 23 + 22 + 22 + 2, pa je sada
7 ≡ 18 ≡ 23 + 212 + 22 + 2 (mod 11).

Napomena. Primetimo da predstavljanje dato u prethodnoj lemi ne mora
biti jedinstveno. Ako konstrukciju primenimo tako da u zapisu uvek bude
najve¢i stepen dvojke, tada dobijamo najve¢e mogu¢e predstavljanje.
U prethodnom primeru, moºemo druga£ije postaviti "rupe", i tako dobijamo
7 ≡ 18 ≡ 24 + 2 = 23 + 23 + 1 + 1 ≡ 213 + 23 + 210 + 1 (mod 11).

Uvedimo slede¢u oznaku: µ2(m) je broj za koji vaºi 2µ2(m)||m.

Teorema 5.4. Za sve prirodne brojeve k i l postoji prirodan broj n koji zado-
voljava slede¢e uslove:
(a) s(n · k) = l · k,
(b) n ≤ (2l·k+nk − 2µ2(k))/k.

Dokaz. O£igledno je da, ako je k stepen dvojke, na primer k = 2s, onda
moºemo staviti n = 2l·k − 1, pa je sada
s(n · k) = s((2lk− 1) · 2s) = s(2s+lk−1 + ...+2s+1 +2s) = l · k. U tom slu£aju,
s obzirom na to da je nk = s = µ2(k), nejednakost u (b) postaje jednakost.
Dalje, ako je k oblika k = 2m · d, za neki prirodan broj m i neparan broj
d ≥ 3, onda moºemo na¢i ceo broj n ≤ (22

m·ld+n′k−1)/d, gde je n′k = dlog2de,
tako da je s(n · d) = 2m · ld. S obzirom na to da je
s(n · k) = s(2m · nd) = s(nd) = 2m · ld = l · k, nk zadovoljava tvr�enje (a).
Primetimo da je u ovom slu£aju i (b) ispunjeno po²to je
(22

m·ld+n′k − 1)/d = (2lk+nk − 2m)/k. Ova jednakost vaºi zato ²to je ovde
nk = dlog2ke = dlog2(2m · d)e = m+ dlog2de = m+ n′k.
Sada, bez umanjenja op²tosti, pretpostavimo da je k ≥ 3 neparan broj.
Posmatrajmo broj M = 2lk+nk − 1 = 1 + 2 + ... + 2lk+nk−1. Odavde je
s(M) = lk + nk. Na osnovu leme 5.2, imamo
M ≡ 2j1 + ...+ 2jnk (mod k) (2),
za 0 ≤ j1 < ... < jnk

≤ k + nk − 2 = lk + nk − 1. Odavde dobijamo da
je n = M−(2j1+2j2+...+2jnk )

k
, ²to je ceo broj prema (2) i pritom zadovoljava

jednakost s(n · k) = s(M − (2j1 +2j2 + ...+2jnk )) = l · k. Kako je k neparno,
imamo da je µ2(k) = 0, pa je
n = (M − (2j1 + ... + 2jnk ))/k < M/k = (2lk+nk − 1)/k, te je zadovoljen i
uslov (b).
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Lema 5.5. Niz (ak)k≥1 zadovoljava slede¢i uslov:
2k − 1 ≤ ak ≤ 2k+nk − 2µ2(k). (3)

Dokaz. Prva nejednakost sledi zbog toga ²to, ako je s(ak) = k, onda ak ima
bar k cifara, pa je odatle ak ≥ 1 + 2 + ...+ 2k−1 = 2k − 1.
Druga nejednakost se dobija kada u teoremi 5.4 uzmemo da je l = 1 i pri-
menimo uslov minimalnosti iz de�nicije broja ak.

Desna strana nejednakosti (3) postaje jednakost kada je k = 2s za neko
s, ²to smo ve¢ videli. Za k = 2s− 1, dobijamo vrednosti ck koje su vrlo blizu
2k−1, ali, generalno, numeri£ka analiza pokazuje da je vrednost ck/2k mnogo
£e²¢e bliºa nuli nego jedinici. Zapravo, u [2] je dokazano da je to ta£no za
sve neparne indekse.

5.2 Pobolj²anje granice za n = 2

Da bismo prona²li nove granice za ak, uvodimo slede¢e klase neparnih
brojeva: Za prirodan broj m, de�ni²emo skup
Cm = {k ≡ 1 (mod 2) : 2k+m − 1 ≡

∑m
i=1 2

ji (mod k), za
0 ≤ j1 < ... < jm ≤ m+ k − 2}.

Lema 5.6. Za svako m vaºi Cm ⊆ Cm+1.

Dokaz. Zaista, ako k ∈ Cm, onda je 2k+m − 1 ≡ 2j1 + ... + 2jm (mod k) za
neke 0 ≤ j1 < ... < jm ≤ m+k−2. Mnoºe¢i ovu kongruenciju sa 2 i dodaju¢i
1 na obe strane, dobijamo 2k+m+1 − 1 ≡ 1 + 2j1+1 + ...+ 2jm+1 (mod k), ²to
je predstavljanje iz kojeg vidimo da k pripada skupu Cm+1.

Primetimo tako�e da iz leme 5.2 dobijamo da svaki neparan broj k ≥ 3
pripada Cu, za u = dlogx(k)/logx(2)e. Tako�e, vaºi slede¢e tvr�enje.

Lema 5.7. 2N+ 1 =
⋃
m∈NCm.

Teorema 5.8. Za svako k ∈ C1 vaºi: 2k − 1 < ak < 2k+1 − 1.
Posebno, ck/2k → 0 kada k →∞ kroz C1. Dalje, ak = 2k+1 − 1− 2j1, gde je
j1 = j0 + s · tk, gde je s = b(k − 1− j0)/tkc i 0 ≤ j0 ≤ tk − 1 je takvo da je
2k+1 − 1 ≡ 2j0 (mod k).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da za neko k > 1 vaºi da k|2k − 1. Takvo k
o£igledno nije paran broj. Neka je p najmanji prost broj koji deli k. Tada je
p ≥ 3. Iz Male Fermaove teoreme sledi 2p−1 ≡ 1 (mod p).
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Sada, neka je t najmanji prost broj koji deli p−1 za koji vaºi 2t ≡ 1 (mod p)
(p − 1 ≥ 2). Kako je t < p ≤ k i t i p su prosti, sledi da su t i k uzajamno
prosti, pa postoje q i r takvi da je k = q ·t+r i 0 < r < t ≤ p−1 < p. Odavde
je 2r ≡ 1 (mod p), ²to je u kontradikciji s £injenicom da je t najmanji takav
broj. Dakle, za svako k > 1 vaºi 2k 6≡ 1 (mod k), pa zaklju£ujemo da ceo
broj sa k cifara i zbirom cifara k u binarnom zapisu nikada nije deljiv sa k.
Dakle, ak > 2k − 1, pa ak mora da ima vi²e od k cifara.
Dalje, pretpostavimo da ak ima k + 1 cifru i zbir cifara k u bazi 2. Odavde
je ak = 2k+1 − 1− 2j, za neko j = 0, . . . , k − 1. S druge strane,
2k+1 − 1 ≡ x (mod k) i postoji neko j0 ∈ {0, ..., tk − 1} takvo da je x = 2j0 .
Da bismo dobili minimalno ak, moramo da oduzmemo najve¢i mogu¢i stepen
dvojke. To zna£i da moramo prona¢i najve¢i izloºilac j1 = j0+ s · tk ≤ k− 1,
pa je odatle s = b(k − 1− j0)/tkc. Dakle, ak = 2k+1 − 2j1 − 1.

Primer 5.9. Na osnovu prethodnog tvr�enja, moºemo izra£unati, na primer,
a11 = 3839 = 212 − 28 − 1, zato ²to je 212 − 1 ≡ 28 (mod 11). Istim rezono-
vanjem dobijamo a29 = 1073741791 = 230 − 25 − 1, jer je
230 − 1 ≡ 25 (mod 29) i a25 = 66584575 = 226 − 219 − 1, kao ²to je i
a253 = 2254 − 2242 − 1.

Teorema 5.10. Ako m ∈ N i k ∈ Cm+1 \ Cm, onda je
2k+m − 1 < ak < 2k+m+1 − 1. Dalje, ck/2k → 0 kada k →∞ u Cm za svako
�ksirano m.

Dokaz. Neka k ∈ Cm+1 \ Cm. Tada je, po de�niciji skupa Cm+1,
2k+m+1− 1 ≡ 2j1 + · · ·+2jm+1 (mod k), gde su svi izloºioci razli£iti i najvi²e
k+m−1 i pritom su najve¢i mogu¢i. Tada je ak = 2k+m+1−1−2j1−...−2jm+1 .
Odavde je o£igledno ak < 2k+m+1−1. Dalje, po²to je najve¢i izloºilac najvi²e
k +m− 1, zbir

∑m+1
i=1 2ji je manji od 2k+m, pa je

ak > 2k+m+1 − 1− 2k+m = 2k+m − 1.

Teorema 5.11. Za sve cele brojeve k = 2i − 1 ≥ 3 vaºi da je

ak ≤ 2k+k
−
+ 2k − 2k−i − 1 (4),

gde je k− najmanji pozitivni ostatak broja -k po modulu i. Tako�e, ova granica
je precizna kada je k = 2i−1 Mersenov prost broj. U tom slu£aju, imamo da
ck/2

k → 1/2 kada k →∞ kroz Mersenove proste brojeve, pod pretpostavkom
da je ovaj skup beskona£an.
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Dokaz. Pokaºimo prvo da zbir cifara gornje granice u (4) u bazi 2 iznosi
ta£no k i da je taj broj deljiv sa k.
Na osnovu de�nicije broja k− vidimo da je k + k− = i · α za neki prirodan
broj α. S obzitrom na to da je
2k+k

−
+ 2k − 2k−i − 1 = 2k−1 · (2i − 1) + 2i·α − 1 =

= (2i − 1) · (2k−1 + 2i(α−1) + 2i(α−2) + ...+ 1),
sledi da je 2k+k

−
+ 2k − 2k−i − 1 deljivo sa k. Tako�e je k− ≥ 1, zato ²to k

nije deljivo sa i (ovo sledi iz dokaza teoreme 5.8), i pritom je
s(2k+k

−
+ 2k − 2k−i − 1) = s(2k+k

−−1 + ...+ 1 + 2k − 2k−i) =
= s(2k+k

−−1 + ...+ 2k + ...+ 2k−i+1 + 2k−i−1 + ...+ 1 + 2k) =
= s(2k+k

−
+ 2k−1 + ...+ 2k−i+1 + 2k−i−1 + ..+ 1) = k,

£ime je prvi stav dokazan.
Sada posmatramo Mersenov prost broj k = 2i − 1. Prvo pokazujemo da
k ∈ Ci \ Ci−1. S obzirom na to da je u = dlogx(k)/logx(2)e = i, koriste¢i
lemu 5.2, imamo da k ∈ Ci. Pretpostavimo suprotno, da k ∈ Ci−1. Sada je
2k+i−1 − 1 ≡ 2j1 + ...+ 2ji−1 (5),
za neke 0 ≤ j1 < j2 < ... < ji−1 ≤ k + i− 3. Iz £injenice da je k prost, sledi
da je 2k−1 ≡ 1 (mod k), pa je 2k+i−1 − 1 ≡ 2i − 1 ≡ 0 (mod k).
Po²to je 2i ≡ 1 (mod k), vidimo da sve elemente skupa moºemo svesti na
stepene manje ili jednake od i− 1. Na ovaj na£in imamo najvi²e i− 1 izraza.
S druge strane, u ovom slu£aju, zbir najmanje jednog i najvi²e i−1 razli£itih
£lanova iz skupa {1, 2, ..., 2i−1} je pozitivan i manji od zbira svih elemenata
skupa, odnosno k, pa stoga kongruenciju (5) nije mogu¢e re²iti.
Da bi dokaz bio kompletan, potrebno je da na�emo najve¢e mogu¢e pre-
dstavljanje x = 2j1 + ... + 2ji , gde je 0 ≤ j1 < ... < ji ≤ k + i − 2, i da je
2k+i − 1 ≡ x (mod k). Me�utim, 2k+i − 1 ≡ 2i+1 − 1 ≡ 1 (mod k). Kako su
svi izloºioci j razli£iti, uzimamo ji = k + i− 2, ji−1 = k + i− 3, ..., j2 = k,
i na kraju za j1 biramo najve¢i ceo broj tako da vaºi x ≡ 1 (mod k).
S obzirom na to da vaºi
x = 2j1 + 2k · (1 + 2 + ...+ 2i−2) = 2j1 + 2k · (2i−1 − 1) ≡ 2j1 + 2i − 2 ≡
≡ 2j1 − 1 (mod k),
mora da bude 2ji ≡ 2 (mod k). Znamo da je i red broja 2 po modulu k,
pa uzimamo najve¢e j1 oblika j1 = 1 + si < k. S druge strane, i je i prost,
pa je 2i−1 ≡ 1 (mod i). Odavde sledi da je k = 2i − 1 ≡ 1 (mod i). Dakle,
j1 = k − i. Dalje je
ak = 2k+i − x− 1 = 2k+i − 1− 2k−i − 2k+i−1 + 2k = 2k+i−1 + 2k − 2k−1 − 1,
pa po²to je u ovom slu£aju k− = i− 1, sada u tvr�enju nejednakost postaje
jednakost.
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Na kraju vidimo da je ck
2k

= k+1
2k

+ 1
k
− 1

k·2i −
1

k·2k →
1
2
kada i i k teºe

beskona£nosti.

34



6 Monojedini£ni har²ad brojevi i jedna£ina

10n ≡ 1 (mod n)

U ovom delu se bavimo problemom monojedini£nih har²ad brojeva. To
su har²ad (Nivenovi) brojevi koji se u dekadnom zapisu sastoje samo od
cifre 1. Na primer, 1, 111, 111111111 i 127 (broj sa 27 jedinica) su prva 4
monojedini£na har²ad broja. Brojevi 11, 1111, ... su tako�e monojedini£ni,
ali nisu har²ad brojevi. U ovoj glavi ¢emo dati kompletnu karakterizaciju
monojedini£nih har²ad brojeva. Tako�e, pokaza¢emo kako se ovi brojevi
mogu konstruisati uz pomo¢ odre�ene liste prostih brojeva. Uvodimo oznaku
R(n), koja predstavlja broj sa£injen od n jedinica, da bismo pojednostavili
diskusiju koja sledi. Dakle, R(n) = 10n−1

9
. Na² dalji cilj je da vidimo pod

kojim uslovima vaºi
R(n) ≡ 0 (mod n). (1)
Naredna lema ¢e nam biti korisna za dokazivanje glavne teoreme o monoje-
dini£nim har²ad brojevima.

Lema 6.1. Neka su a, b, m i n prirodni brojevi. Ako je a ≡ b (mod mn),
onda je am

k ≡ bm
k
(mod mn+k).

Dokaz. Dokaz radimo indukcijom po k. Za k = 0 imamo a1 ≡ b1 (mod mn+0),
odnosno a ≡ b (mod mn). Sada posmatrajmo faktorizaciju
am

k+1 − bmk+1
= (am

k − bmk
) · ((amk

)m−1 + (am
k
)m−2bm

k
+ ...+ (bm

k
)m−1).

Prema hipotezi, am
k ≡ bm

k
(mod mn+k), pa su svi sabirci u drugoj zagradi

me�usobno kongruentni po modulu m, pa po²to ih ima ba² m, njihov zbir je
deljiv sa m. Dakle, am

k+1 ≡ bm
k+1

(mod mn+k+1), £ime je pokazan indukci-
jski korak.

Sada navodimo slede¢u lemu kao specijalni slu£aj prethodne.

Lema 6.2. Neka su m, n i t prirodni brojevi. Tada iz 10t ≡ 1 (mod mn)
sledi da je (10t)m

k ≡ 1 (mod mn+k) za svaki nenegativan broj k.

Dokaz. Direktna posledica prethodne leme. Stavimo a = 10t i b = 1.

Primenom prethodne leme moºemo dokazati narednu teoremu koja nam
daje potrebne i dovoljne uslove da jedna£ina (1) bude zadovoljena. Uvedimo
prvo slede¢u oznaku: Sa en(10) ozna£avamo red broja 10 po modulu n. Dakle,
10en(10) ≡ 1 (mod n).
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Teorema 6.3. Neka je broj n uzajamno prost sa 10, tj. NZD(n, 10) = 1.
Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:
(a) R(n) je har²ad monojedini£ni broj.
(b) 10n ≡ 1 (mod n).
(c) n ≡ 0 (mod en(10)).
(d) n ≡ 0 (mod ep(10)) za svaki prost faktor p broja n.

Dokaz. Smerovi (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (d) su direktne posledice pravila o
kongruenciji i Male Fermaove teoreme. Ostaje nam jo² da pokaºemo smer
(d)⇒ (a), £ime ¢emo kompletirati dokaz.
Pretpostavimo da vaºi (d), tj. n ≡ 0 (mod ep(10)) za svaki prost faktor p
broja n. Neka je m najmanji prost delilac broja n. Sada, s obzirom na to
da je em(10) < m i, prema pretpostavci, em(10) je delilac od n, sledi da je
em(10) = 1. To je mogu¢e samo za m = 3. Sada neparan broj n moºemo
zapisati u obliku n = 3k ·

∏t
i=1 p

ki
i , gde je 3 < p1 < p2 < ... < pt. Odavde je

n ≡ 0 (mod epi(10)), za i = 1, 2, ..., t i kako je prema de�niciji
10epi (10) ≡ 1 (mod pi), sledi da je 10n ≡ 1 (mod pi) za svako i. S druge strane,
koriste¢i Malu Fermaovu teoremu, vidimo da je za svako i
10pi−1 ≡ 1 (mod pi), pa odatle epi(10)|(pi − 1) za sve i. Odavde za svako i
sledi 10NZD(n,pi−1) ≡ 1 (mod pi). Me�utim, iz £injenice da je NZD(n, pi − 1)

delilac od n/pkii , sledi da je 10n/p
ki
i ≡ 1 (mod pi). Dalje, primetimo da je

10n/3
k ≡ 1 (mod 9). Sada primenom leme 6.2 dobijamo da je

10n = (10n/p
ki
i )p

ki
i ≡ 1 (mod pki+1

i ) i (10n/3
k
)3

k ≡ 1 (mod 3k+2), za sve i.
Dakle, 10n ≡ 1 (mod pkii ) i 10

n ≡ 1 (mod 3k+2). Odavde sledi da je
10n ≡ 1 (mod 9n), pa je R(n) = 10n−1

9
≡ 0 (mod n). To zna£i da je R(n)

monojedini£ni har²ad broj.

Posledica teoreme je da je R(3t) har²ad monojedini£an broj za svaki ceo
broj t ≥ 0. Ovo sledi na osnovu tvr�enja (d) prethodne teoreme i po²to je
e3(10) = 1. U su²tini, tvr�enje (d) nam daje najvaºniju i najprimenjeniju
karakterizaciju har²ad monojedini£nih brojeva.

6.1 Generisanje monojedini£nih har²ad brojeva

Koriste¢i tvr�enje (d) prethodne teoreme, moºemo konstruisati sve bro-
jeve n takve da je R(n) har²ad broj tako ²to odre�ujemo koji prosti brojevi
p su takvi da svaki prost faktor od ep(10) tako�e zadovoljava uslov (d).
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Na primer, kako je e3(10) = 1, sledi da je svaki monojedini£ni broj kome
je zbir cifara neki stepen trojke har²ad broj. S druge strane, vidimo da
nijedan umnoºak od 7 ne moºe da zadovolji (d), po²to je e7(10) = 6 deljivo
sa 2. Dakle, R(7m) nikada ne moºe biti har²ad monojedinica. Zapravo, prvi
slede¢i prost broj ve¢i od 3 koji moºe biti delilac od n koji pritom zadovoljava
tvr�enje (d) je 37. Ovo dobijamo iz e37(10) = 3 i, kao ²to znamo, svaki broj
n koji zadovoljava stav (d) mora biti deljiv sa 3.
Istim rezonovanjem je dobijeno da su 163 i 757 slede¢a dva prosta broja ve¢a
od 37 koji mogu biti delioci od n tako da je R(n) har²ad broj, s obzirom na
to da je e163(10) = 81 = 34 i e757(10) = 27 = 33. Prva kolona u tabeli 2
daje sve proste brojeve manje od 50000, koji mogu biti delioci broja n koji
zadovoljava uslov (d). Druga kolona nam daje vrednosti za ep(10).

p ep(10)
3 1
37 3
163 81 = 34

757 27 = 33

1999 999 = 33 · 37
5477 1369 = 372

8803 1467 = 32 · 163
9397 81 = 34

13627 6813 = 32 · 757
15649 489 = 3 · 163
36187 18093 = 3 · 37 · 163
40879 757

Tabela 2.

Moºe se primetiti da ovakvih brojeva ima beskona£no mnogo, zato ²to ep(10)
moºe biti stepen trojke beskona£no mnogo puta. Na primer, pretpostavimo
da je 757 najve¢i prost faktor broja n. Sada, da bi R(n) mogao biti har²ad
monojedini£an broj, n mora da bude oblika
n = 3n1 · 37n2 · 163n3 · 757n4 , gde su izloºioci obavezno me�usobno zavisni.
Recimo, ako je n3 6= 0, onda u desnoj koloni tabele vidimo da mora biti
n1 ≥ 4. Dakle, lista generatora har²ad monojedinica se moºe neprekidno
konstruisati po ugledu na prethodnu tabelu. U narednom nizu navodimo
prvih nekoliko brojeva.
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3, 111 = 3 · 37, 13203 = 34 · 163, 20439 = 33 · 757, 1997001 = 33 · 37 · 1999,
3 · 372 · 5437, 34 · 163 · 8803, 761157 = 34 · 9397, 287522253 = 33 · 757 · 13627,
7652361 = 3 · 163 · 15649.
Na primer, proizvod 34 · 163 · 8803 je u ovom nizu zato ²to je
e8803(10) = 1467 = 32 · 163 i svi njegovi prosti £inioci se nalaze u tabeli.
Dakle, ako je 8803 najve¢i dozvoljeni prost £inilac broja n, 163 tako�e mora
da bude £inilac, ²to dalje iznu�uje da je i 34 delilac od n. Izraz "generatori
har²ad monojedinica..." se koristi iz razloga ²to, pove¢avanjem izloºioca bilo
kog prostog faktora od najmanjeg zajedni£kog sadrºaoca bilo kojeg podskupa
liste brojeva iz prethodnog niza, dobijamo n takvo da je R(n) har²ad mono-
jedinica. Na primer,
NZS (34 · 163, 33 · 757, 33 · 757 · 13627) = 34 · 163 · 757 · 13627, pa ¢e sada
R(3n1 · 163n2 · 757n3 · 13627n4) biti monojedini£an har²ad broj, gde je n1 ≥ 4,
n2 ≥ 1, n3 ≥ 1 i n4 ≥ 1.
Lista prostih brojeva data u tabeli 2 se moºe pro²iriti odre�ivanjem vre-
dnosti ep(10) za proste brojeve p. Jejts je u [9] objavio koristan postupak
za pronalaºenje takvih brojeva. Na primer, on je izra£unao da je, za prost
broj 333667, e333667(10) = 9 = 32. Dakle, s obzirom na to da je 3 u tabeli,
moºemo dodati i broj 333667 u tabelu.
Na kraju, moºemo spomenuti i to da, za bilo koju dekadnu cifru d 6= 0 vaºi:
d·(10n−1)

9
≡ 0 (mod dn) ako i samo ako je R(n) ≡ 0 (mod n). Dakle, teorema

o karakterizaciji za monojedini£ne brojeve daje i potpunu karakterizaciju za
sve monocifrene har²ad brojeve.
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