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Predgovor

U ovom radu Ce biti predstavljeni osnovni pojmovi iz topoloske dinamike. Centralni pojam
ovog rada je pojam ekstremno amenabilne grupe. Inspiracija za pisanje ovog rada je pronadena
u radu [6]], koji je objavljen 2005. godine. Pored navedenog rada, najviSe smo se oslanjali i
na [[1], [3] kao i na [5]. Kako bi se rad S$to bolje razumeo, potrebno je poznavanje osnovnih
pojmova iz opste topologije, funkcionalne analize 1 teorije grupa, sa akcentom na dejstvo grupe
na neprazan skup.

Prva sekcija rada je posveena osnovnim pojmovima iz oblasti teorije modela. Definisani su
pojmovi relacionih struktura, grupe i dejstva grupe na skup. Navedena su osnovna tvrdenja iz li-
nearnih uredenja. U drugom delu prve sekcije je detaljno opisan pojam ultrahomogene strukture
1 navedene su osobine koje ona mozZe da ima.

Druga sekcija se bavi opStom topologijom, od osnovnih definicija, preko kompaktnih pro-
stora do topoloskih proizvoda, gde je kljuéno razumevanje topologije Tihonova. Kroz primere
je navedena grupa S, predstavljena je njena baza kao i topologija koja je na njoj definisana.

U treéoj sekciji se uvodi pojam poljskih prostra. U prvom delu se navode osnovni pojmovi
kompletnih metrickih prostora koji su potrebni za ovaj rad, navodi se definicija topoloske grupe
i prikazuju se primeri nekih poljskih prostra. Drugi deo je posvecen skupovima koji imaju oso-
binu G i data je njihova veza sa poljskim grupama kao i zatvorenim grupama. Za kraj ovog dela
je naveden dokaz da je S, poljski prostor. U tre¢em delu su navedene, kroz dve leme, Cinjeni-
ce o grupi automorfizama prebrojivog skupa i poljske grupe permutacija na kojoj je definisana
topologija Tihonova.

Cetvrta sekcija objedinjuje prethodne tri. Naveden je pojam toka, podtoka i definisana je
ekstremno amenabilna topoloSka grupa. Dokazane su teoreme iz sekcije 4, rada [6], gde je
prikazana karakterizacija ekstremno amenabilnih grupa automorfizama.

Ovom prilikom se posebno zahvaljujem mentoru dr BoriSi Kuzeljevicu na strpljenju, bezu-
slovno prenetom znanju i motivaciji za pisanje rada. Zahvaljujem se i ¢lanovima komisije, dr
Borisu Sobotu i dr Draganu Magulovicu koji su svojim savetima 1 sugestijama doprineli da ovaj
rad izgleda Sto bolje.



1 Osnovni pojmovi

U ovoj sekciji ¢emo se upoznati sa osnovnim pojmovima struktura. Na pocetku navodimo
oznake koje se javljaju u tekstu:

* Skup prirodnih brojeva uvek oznacavamo N, skup racionalnih brojeva uvek oznacavamo
Q, a skup realnih brojeva uvek oznacavamo R. Ove tri oznake nikad nece oznacavati nista
drugo.

* Relaciju biti podskup oznacavamo C. Dakle, A C B oznacava da svaki element skupa A
pripada i skupu B. Primetimo da u ovom slu¢aju skupovi A i B mogu biti i jednaki.

* Razliku skupova A i B oznaavamo A \ B.

* Partitivni skup skupa A ozna¢avamo P(A). Dakle, P(A) je skup svih podskupova skupa
A.

e Prazan skup obeleZavamo (). Dakle, ) je skup koji nema elemenata.

* Ako je A familija skupova, |J A oznaCava uniju te familije. Dakle, = pripada |J.A ako i
samo ako postoji neki X € A takavdajex € X.

» Ako je A familija skupova, (.4 oznacCava presek te familije. Dakle, = pripada .4 ako i
samo ako za sve X € Aimamo z € X.

» Ako su A i B skupovi, f preslikavanje iz A u B, a X podskup domena A, onda f[X]
oznacava direktnu sliku skupa X preslikavanjem f. Dakle, f[X]| = {f(x) : z € X }.

e Akosu A i B skupovi, f preslikavanje iz A u B, a Y podskup kodomena B, onda f~'[Y]
oznacava inverznu sliku skupa Y pri preslikavanju f. Dakle, f'[Y] = {zr € A: f(z) € Y}.

* Uredeni par oznacavamo (z,y) (ovo je mozda nestandardno, ali mnogo pomaze kada
imamo u istom kontekstu puno intervala realnih brojeva i puno uredenih parova realnih
brojeva).

* Niz elemenata nekog skupa oznacavamo (x,, : n € N) (ovo je u skladu sa prethodnom
stavkom o oznacCavanju uredenog para).

1.1 Aksioma izbora

Aksiomu izbora je 1904. godine formulisao Ernst Zermelo. Aksioma izbora je jedna od

aksioma teorije skupova (ZFC aksiome). Neophodna je da bi se dokazala neka tvrdenja iz to-
pologije, apstraktne algebre i razlicitih grana matematike. Pre nego $to formuliSemo aksiomu
izbora, pokazacemo kroz jedan primer $ta je funkcija izbora.
Neka je data kolekcija {X; : i € I} nepraznih skupova. Potrebno je iz svakog od njih izabrati
po jedan element, ili, drugim re¢ima formirati “delegaciju” u kojoj ¢e svaki skup X, biti zastu-
pljen nekim predstavnikom z; € X;. Iz aksioma teorije skupova, bez aksiome izbora, moZe se
dokazati da je proizvod svake konacne kolekcije nepraznih skupova neprazan. Ako je kolekcija
beskonacna, onda je u nekim sluc¢ajevima ponovo moguce formirati “delegaciju”, §to pokazuje
slede¢i primer:



Primer 1.1. Ako su skupovi X; intervali na realnoj pravi, X; = (a;, b;), onda je skup sredina
ovih intervala D = {%}% . € I} jedna delegacija.

Iz aksioma teorije skupova bez aksiome izbora ne moze se dokazati da je proizvod proi-
zvoljne familije nepraznih skupova neprazan. Na primer, ako su X,,,n € N, neprazni skupovi,

nije moguce dokazati da je [] X, neprazan skup.
neN
Aksioma izbora: Za svaku familiju {X; : ¢ € I} nepraznih skupova postoji bar jedna

funkcija izbora, tj. funkcija z : I — | X, takva da za svako ¢ € [ vazi z(i) € X;.
el
Postoji viSe ekvivalenata aksiome izbora. Mi ¢emo navesti samo neke.
Lema 1.2. (Corn): Ako je (P, <) parcijalno ureden skup u kome svaki lanac ima gornje ogra-
ni¢enje, onda u P postoji maksimalan element. Za dokaz pogledati [[11].

Lema 1.3. (Hauzdorfov princip maksimalnosti): U svakom nepraznom parcijalno uredenom
skupu postoji maksimalan lanac. Za dokaz pogledati [11].

Lema 1.4. (Zermelov princip dobrog uredenja): Svaki skup se moze dobro urediti. Za dokaz
pogledati [[11].

Lema 1.5. (Blas): Svaki vektorski prostor ima bazu. Za dokaz pogledati [3].

Jedan od najbitnijih pojmova za ovaj rad je svakako pojam strukture koji uvodimo u narednoj
tacki.

1.2 Relacione strukture

Posmatrajmo skup oznaka relacija i funkcija, u oznaci L = {R;};e; U {f;};es. Skup L
zovemo jezik. Kada kazemo da je L skup oznaka, onda mislimo na to da L ne zna koja je
relacija i funkcija u pitanju, samo zna njihovu arnost. Prebrojiv jezik je prebrojiva kolekcija
L = {R;}ier U{f;}jes. gde je svakoj relaciji i funkciji pridruZen broj, zvani arnost. Arnost
n(7), relacionog simbola R;, je pozitivan ceo broj dok je arnost m(j) funkcije f;, nenegativan
ceo broj. Kazemo da je sledeca trojka struktura jezika L

A = (A A{RMier, {2} jes),

gde je A neprazan skup, zvani domen od A, RA C A", tj. R® je n(i)-arna relacija na A i
[ Am0) — A tj fA je m(j)-arna funkcija na A.

Za strukturu L kazemo da je relaciona ako nema funkcija.

Neka su A i B dve strukture istog jezika L. Homomorfizam struktura A i B je preslikavanje
m:A— B,takvodaje,zasvei € [isvej € J

Rf‘(al, e O (y)) = R?<7T(a1), oy (an)))

7T<fJACL17 o ,Clm(j))> = fJB<7T(a1), s ’ﬂ-(am(j)))'

Ako je 7 injektivno preslikavanje, onda kaZzemo da je to potapanje, a ako je 7 i sirjektivno
preslikavanje, onda kaZzemo da je 7 izomorfizam. Ako postoji izomorfizam struktura A i B,



onda taj izomorfizam oznaCavamo sa A = B. Automorfizam od A je izomorfizam strukture
A u samu sebe.

Podstruktura B strukture A, ima domen (neprazan) skup B C A zatvoren u odnosu na
svako fA 1 RB = RAN B "D, fB = fA|B™0). U ovom slu¢aju piSemo B C A.

Za svako X C A, postoji najmanja struktura koja sadrzi X, zvana podstruktura gene-
risana sa X. Podstruktura je konacno generisana ako postoji konacan skup koji je generise.
Struktura je lokalno konacna ako su sve njene kona¢no generisane strukture konacne. Na pri-
mer, ako je L relaciona struktura, tj. J = (), podstruktura generisana sa X ima domen X i svaka
konacCno generisana podstruktura je konacna. Ovo je takode tatno i ako je J konacan i svako f;
je arnosti 0.

Neka su L~ i L™ jeziciineka je L~ podskup od L™. Ako je A L*-struktura, onda A moZe-
mo posmatrati i kao L~ -strukturu, tako $to zanemarimo sve simbole iz L™ koji se ne pojavljuju
u L~. Tako dobijena L~ -struktura se zove L~ -redukcija od A ili redukcija strukture A na
L=, uoznaci Alp-.

Kada je A L*-struktura i C njena L~ -redukcija, kazemo da je A ekspanzija strukture C do
Lt.

1.3 Grupe i njeni elementi

U ovoj tacki navodimo osnovne pojmove o grupama i njihovim dejstvima na neprazan skup,
koji su nam potrebni za razumevanje rada. Zainteresovane ¢itaoce upucujemo na [4], za dodatne
informacije.

Definicija 1.6. Grupa je monoid (polugrupa sa jedinicom) u kojem je svaki element invertibi-
lan. Zbog toga ¢emo grupu posmatrati kao algebarsku strukturu

<G7 '7_1 ) ]->

1

koja zadovoljava identitete (z - y) -z =x-(y-2),1-x=z-1=ziz ' o=z 271 =1

Radi jednostavnijeg zapisa ubuduce ¢emo koristit oznaku (G, -) za obeleZavanje grupe G.

Definicija 1.7. Neka je (G, -) grupa. Za neprazan podskup H C G kazemo da je podgrupa
grupe G, u oznaci H < G, ako i sam formira grupu u odnosu na restrikciju |y operacije -
grupe G.

Nekaje H < Gig € G. Skup oblika Hg = {hg : h € H} zovemo desni koset podgrupe
H. Analogno definiSemo i levi koset g H podgrupe H u G.

Lema 1.8. Desni (levi) koseti podgrupe H grupe G Cine particiju skupa G.

Jedan od najvaZznijih primera grupa je pojam simetri¢ne grupe Sx date na skupu X. To je
grupa svih permutacija skupa X, tj. bijekcija X — X, u odnosu na kompoziciju preslikavanja.
Od velikog znacaja za ovaj rad je simetricna grupa S, koja predstavlja skup svih bijekcija
N — N i njene zatvorene podgrupe. O njima ¢emo viSe pricati u sekciji



1.4 Dejstvo grupe na skup

U sekciji @] dejstvo ¢e igrati veoma vaznu ulogu. U ovoj tacki navodimo samo definiciju i
nekoliko primera kako bismo Citaocu pribliZili pojam dejstva.

Definicija 1.9. (Levo) dejstvo grupe G na neprazan skup X je preslikavanje § : G x X — X
(pri Cemu ¢emo radi jednostavnosti pisati g - x umesto 6(g, =)) koje zadovoljava uslove

0(g,0(h,x)) = 0(gh, z)

0(l,z) ==z
zasvex € X,g,h € G.

Neka je GG grupa i 6 njeno dejstvo na skup X. Na skupu X definiSemo relaciju ~ na sledeci
nacin:
r~ye (Jge@)g-xz=uy.

Relacija ~ je relacija ekvivalencije na X. Klasu ekvivalencije elementa € X zovemo orbita
elementa = i oznacavamo sa GG - z. Dakle,

G-x={g-x:9€G}.
Dejstvo 6 je tranzitivno ako ima tacno jednu orbitu.

Primer 1.10. Neka je X = {A, B, C'} skup temena jednakostrani¢nog trougla ABC' i neka je
G = {id, pZ°, p3°° } skup rotacija oko centra opisane kruZnice trougla ABC. Lako se provera-
vada je G grupa. Dejstvo f : G x X — X deluje tako $to svako teme slika u odgovarajuce teme,
rotacijom oko tacke O za ugao od 120° ili 240°. Na primer, pi2%” - A = B, dok je p3° - A = C,

Sto je ocigledan primer dejstva grupe na neprazan skup.

Primer 1.11. Posmatrajmo grupu permutacija S,, na skupu {1,2,3,...n}. To je skup svih
bijekcija {1,2,3,...n} — {1,2,3,...n}, kojih ukupno ima n!. Dejstvo grupe .S,, na neprazan
skup {1,2,...,n} je dato na sledeéi nacin:

O(m,z) = 7n(x).

Primer 1.12. Klasican primer dejstva grupe na neprazan skup je dejstvo grupe GG na samu sebe.
Tj. 0 : G x G — G je dejstvo. Ovo dejstvo je dato sa: 6(g,s) = g-s,zag € G,s € G.
Neutralni element je neutralni element grupe GG a asocijativnost vaZi po definiciji grupe.

1.5 Osnovne informacije o linearnim uredenjima

Neka je dat skup A i pretpostavimo da su elementi skupa A rasporedeni ili rangirani odrede-
nim redosledom u smislu da za bilo koja dva razli¢ita elementa a,, a, skupa A, ili je a; rangiran
nize od as ili je as rangiran niZze od a;.

Najjednostavniji primeri u matematici su oni u kojima je A skup prirodnih brojeva N, skup
celih brojeva Z, skup racionalnih brojeva Q ili skup realnih brojeva R, pri ¢emu je element
a; € A rangiran nize od elementa a; € A, ako je a; < as u prirodnom uredenju na A.



Definicija 1.13. Linearno uredenje skupa A je binarna relacija R na A, za koju vaze sledeci
uslovi:

(1) Ako (z,y) € Ri(y,z) € R,onda (z,z) € R;
(2) Akoje x # y,tadajeili (z,y) € Rili (y,x) € R;
3) (z,2) € R.

Uobicajeno linearno uredenje je ono koje se posmatra na skupu N, koje korespondira sa
binarnom relacijom Ry = {(m, n) | m < n}. Ovakvo uredenje se jo§ zove i prirodno uredenje.
Evo jo$ nekih primera linearanih uredenja na N:

Ry = {(m,n) | m > n} - obrnuto uredenje skupa N;
Ro={(m,n)|0<m<nili(n=01i0<m)};
Ry ={(m,n) | (m < nimin suparni) ili
(m < nimin suneparni) ili
('m je paran i n je neparan) }.

Ove primere moZemo zapisati i na sledeéi nacin:

Ri:...,6,54,3,21,0
Ry:1,2,3,4,5,6,... 0
Ry:0,2,4,6,8,... 1,3,5,7,9,...

Vidimo da binarna relacija 7?5 rangira sve pozitivne prirodne brojeve u svom prirodnom urede-
nju ali tako da su svi ispred 0, dok R3 rangira prvo parne brojeve, pocevsi od 0, pa onda neparne
brojeve.

Definicija 1.14. Ako je R linearno uredenje skupa A, Cesto i za strukturu (A, R) kazemo da je
linearno uredenje.

Ako je A skup i R linearno uredenje na A, Cesto ¢emo pisati  <g y umesto (z,y) € R.
Ako je iz konteksta jasno na koje uredenje se misli, pisaCemo x <4 y umesto z < y ili prosto
samo x < y. Notacijay >pr x znaci isto §to i * <p y. Kada napiSemo da je x <p ¥, to znaci da
jex <gpyilix =vy;y >g xjesinonim za x <g y. Notacija z £ y znaci da ne vazi z <g y.
Dakle, u linearnim uredenjima x £ y je sinonim za y <p x. Notacije * L y,* 2R ¥ se
interpretiraju analogno. Znak R ¢e biti izostavljen iz simbola <z kad god ne postoji moguénost
od pogreSnog tumacenja teksta.

1.6 Relacije izmedu linearnih uredenja

U ovoj tacki bi Citalac trebalo da stekne sliku Sta znaci da je neko linearno uredenje podure-
denje nekog drugog linearnog uredenja.

Definicija 1.15. Neka je R linearno uredenje na A i neka je .S linearno uredenje na B i neka je
A C B.Kazemo da je (A, R) poduredenje od (B, S) ako, za svako a1, as € A, a1 <g ay akko
je a1 <g Qo.

Intuitivno, (A, R) je poduredenje od (B, S) ako bilo koja dva elementa skupa A, koja su
uredena relacijom R, su uredena i relacijom .S na isti nacin.
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Primer 1.16. (1) Nekaje N = (N, <) i neka je Z = (Z, <). Oc¢igledno je N C Z. Kako su
bilo koja dva prirodna broja uredena istim prirodnim uredenjem na N i na Z, onda je N
poduredenje od Z.

(2) Sli¢no, Z je poduredenje od QQ, Q je poduredenje od R.
Lema 1.17. (1) (A, R) je poduredenje od (B, S) akkoje AC BiR= SN (A x A).

(2) Neka je (B, S) linearno uredenje i neka je A C B. Tada postoji jedinstvena binarna
relacija R na A, takva da je (A, R) poduredenje od (B, S).

(3) Neka su (B, R) i (B,S) dva linearna uredenja na B i neka je R # S. Tada nijedna
struktura nije poduredenje od druge.

Definicija 1.18. Neka je R linearno uredenje na A i neka je S linearno uredenje na B. Za
strukture (A, R) i (B, S) kazemo da su izomorfne, ako postoji bijekcija f : A — B, takva da
je

f(al) <g f(ag) akko a; <R Q2.

Definicija 1.19. Neka je R linearno uredenje na A i neka je S linearno uredenje na B. Za struk-
turu (A, R) kazemo da se moZe potopiti u strukturu (B, S) ako postoji injektivno preslikavanje
f:A— B, takvodaje
f(al) <g f(ag) akko a <R Q2.
Primer 1.20. (1) Neka je (A, R) poduredenje od (B, S) i neka je f : A — B identicko
preslikavanje. Tada je f potapanje iz (A, R) u (B, S).

(2) Nekaje N = (N, <) iZ = (Z,<). Defini§imo f : N — Z, sa f(z) = x — 4. Tada je f
potapanje iz N u Z.

(3) Nekaje N = (N, <) inekaje N = (N, <). Preslikavanje f : N — N, dato sa f(z) = 2z,
je potapanje struktura N i N.

(4) Neka je N = (N, <) i neka je Q = (Q, <). Preslikavanje f : N — Q, dato sa f(n) =
5 je potapanje N u Q.

Definicija 1.21. Neka je f izomorfizam strukture (A, R) na (B, S). Tada kaZzemo i da su dva li-
nearna uredenja (A, R) i (B, S) izomorfna, $to piSemo (A, R) = (B, S). Ako je f izomorfizam
iz (A, R) na (A, R), kazemo da je f automorfizam strukture (A, R).

Primer 1.22. (1) Neka je data struktura (N, <) i neka je (B, <) podstruktura od QQ generisa-

nasa B = {.75 | n € N}. Tada je (N, <) = (B, <).

(2) Neka je data struktura (N, <) i neka je (B, <) podstruktura od N generisana sa B =
{2n | n € N}. Tada je (N, <) = (B, <).

Lema 1.23. Neka je f potapanje strukture (A, R) u (B, .S). Tada postoji poduredenje (A’, R')
strukture (B, S), takvo da je (A, R) = (A", R/).

Definicija 1.24. Kazemo da (A, R) i (B, .S) imaju isti tip uredenja, ako je (A, R) = (B, S).

Primetimo da je isti tip uredenja relacija ekvivalencije na klasi svih linearnih uredenja.
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1.7 Prebrojiva gusta linearna uredenja
U ovoj tacki ¢emo se baviti linearnim uredenjima koja su prebrojiva i gusta.

Definicija 1.25. Za linearno uredenje A kazemo da je gusto ako, za bilo koja dva elementa
ay,as € Atakvada je a; < ag, postoji element b € A takav da je a; < b < as.

Lema 1.26. Ako je (A, R) = (B, S), tada je (A, R) gust akko je (B, .S) gust.

Definicija 1.27. Neka je (B, .S) linearno uredenje i neka je A C B. Skup A je gust podskup u
B, ako za svako x,y € B, ako je x < y, onda postoji z € A, takvodajex < z < y.

Primer 1.28. (1) Q je gustu R

(2) Intervali (0, 1), ]0,1),(0,1] i [0, 1] u preseku sa Q su gusta linearna uredenja
B)RjegustuR

(4) R\{0} je gustu R

Definicija 1.29. Neka je X linearno uredenje.

Za element z € X kaZemo da je prvi element linearnog uredenja X, ako je z < y, za sve
y e X.

Zaelement z € X kaZzemo da je poslednji element linearnog uredenja X, ako je x > y, za sve
y e X.

Primer 1.30. Skup N ima prvi element, to je 1, ali nema poslednji element.

Teorema 1.31. (Kantor) Neka je (D, R) gusto linearno uredenje koje nema ni prvi ni poslednji
element. Neka je (B, .S) proizvoljno prebrojivo linearno uredenje. Tada je (B, S) izomorfno
poduredenju od (D, R).

Dokaz. Posto je B prebrojiv skup, moZemo numerisati njegove elemente kao b, by, bs, bs, . . ..
Pri tome, poloZaj bilo koja dva elementa iz B u ovoj numeraciji, nema nikakve veze sa njihovim
uredenjem u (B, S).

Definisimo funkciju f : B — D rekurzivno, korak po korak. Na kraju koraka ¢ imaemo
definisanu funkciju f(b;), koja za svako i < t radi na sledeéi nacin: za i,j < t,b; <g b; ako
i samo ako je f(b;) <g f(b;). Ako ovaj postupak nastavimo dalje, tada f zapravo definise 1-1
preslikavanje iz B u D, pa Ce f biti potapanje iz (B, S) u (D, R).

Za indeks 0 definiSemo f(by) = dy, gde je dy proizvoljan element iz D. Pretpostavimo da
smo sada kod indeksa ¢ + 1 i da su svi f(bo), f(b1),. .., f(b;) definisani i da za svako i,j <
t, f(bi) <r f(b;) ako i samo ako je b; <g b;. Sada kada se elementi {bg, b1, ...,b;} urede u
njihovom S-uredenju, to postaje

bio <g bil <g...<g bit
gde {ig, 1,142, ...,4} = {0,1,2,...,t}. Dakle, takode je i

f(biy) <r f(biy) <r ... <gr f(bs)

Sada b, je lociran u jednom od ¢ + 2 mesta uz postojece S-uredenje elemenata by, by, . . . , b;
imenujmo,

ili (0) bt+1 <g bio

ili (n) bi, , <s bir1 <s b;, zanekon, 1<n<t,
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i (t+1) by <s b,
U slucaju (0) biramo f (b1 ) da bude neki element iz D koji je R-manji od f(b;,). Takav element
postoji jer je u D pretpostavljeno da nema prvi element.
U slu€aju (¢ + 1) biramo f(b;y1) da bude neki element iz D koji je R-veci od f(b;,). Takav
element postoji jer smo pretpostavili da D nema poslednji element.
U slucaju (n), gde 1 < n < t, biramo f(b,,1) da bude neki element iz D koji je R-izmedu
f(bi,_,)1 f(b;,). Ovakav element postoji jer smo pretpostavili da je D gust.

Ocigledno je sada da na kraju koraka ¢ + 1, imamo definisan f(b;) za svako ¢ < t+ 1 za koji
vazidazai,j <t+1

b; <s b, ako i samo ako f(bi) <r f(bj).

Odatle induktivna hipoteza nastavlja da vazi i mi moZemo da nastavimo da proSirujemo nasu
funkciju f tako da ¢e njen domen vremenom ukljuciti svaki element iz B. [

Teorema 1.32. (Kantor) Neka su (D, R) i (B, S) prebrojiva gusta linearna uredenja bez prvog
i poslednjeg elementa. Tada je (D, R) = (B, S).

Dokaz. U prethodnoj teoremi se linearno uredenje (B, .S) potapalo izomorfno u (D, R). Nije
bilo moguée garantovati da ée se u svaki element iz D preslikavanjem [ slikati neki element iz
B. Ovo nije ni bilo moguce jer na primer ako je b; _, bio neposredni S-prethodnik od b;, , tada
nijedan element iz D, koji se nalazi izmedu f(b; )1 f(b;,) u R relaciji, ne bi mogao slikati
bas u njega preslikavanjem f.

Ovde je situacija malo drugacija — (B, S) je gust i nema ni prvi ni poslednji element. Tako
pokusSaj da se napravi element iz D koji je slika u odnosu na f elementa iz B, ovaj put nece
propasti.

Numeri§imo B = {bg, by, bs, ...} kao u dokazu prethodne teoreme i na isti na¢in numerisi-
mo elemente D = {dy, d;, ds, . ..}. U parnim koracima, kao $to je t = 2n, definisaemo sliku
elementa b,, preslikavanjem f, dok u nepranim koracima, kao na primer za ¢t = 2n + 1 naci
¢emo inverznu sliku od d,,.

Induktivna hipoteza je ta da na kraju koraka ¢ = 2n (respektivno ¢ = 2n + 1) imamo
definisano f za konacan broj elemenata od B ukljucujuéi najmanje by, by, . .., b, i to za svako
J < n (respektivno, j < n) postoji by(;) takvo da je f(by(;)) definisano i jednako d;. Nadalje, za
svako b;, b; definisane preslikavanjem f imamo

b; <s bj akko f(bz) <R f(b])

Ako mozemo da predemo sa koraka ¢ na korak ¢ + 1, tako da induktivna hipoteza vaZzi, tada
mozZemo nastaviti sa proSirivanjem nase funkcije tako da njen domen definicije na kraju uklju-
Cuje svaki element iz B i njen opseg na kraju ukljucuje svaki element iz D. PoSto induktivna
hipoteza vazi, konstruiSemo preslikavanje f koje Cuva uredenje iz (B,S) u (D, R) a takode i
izomorfizam iz (B, S) u (D, R).
U koraku (0) defini§imo f(by) = do.

Pretpostavimo da smo u koraku ¢ +1 i nekaje t+1 = 2n. Ako je f(b,,) ve¢ definisan, prelazimo
na sledeci korak. U suprotnom, proces nastavljamo kao u dokazu prethodne teoreme. Neka su

bio <g bi1 <g...<g bit
elementi koji su f-om definisani, tj. vazi

fbiy) <r f(biy) <r .- f(bs,)
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Sada b, je lociran u jednom od ¢ + 2 mesta uz postojee S-uredenje elemenata by, by, . . ., b;
imenujmo,
ili (0) b, <s by,
ili (k) bi, , <sbn <g b, zaneko k, 1<k <t,
ili (t+1) bi, <gs by.
U slucaju (0) biramo f(b,,) da bude neki element iz D koji je R-manji od f(b;,). Takav element
postoji jer je u D pretpostavljeno da nema prvi element.
U sluéaju (¢+1) biramo f(b,,) da bude neki element iz D koji je R-veci od f(b;, ). Takav element
postoji jer smo pretpostavili da D nema poslednji element.
U slucaju (n), gde 1 < n < k, biramo f(b,) da bude neki element iz D koji je R-izmedu
f(b;, )1 f(b;,). Ovakav element postoji jer smo pretpostavili da je D gust.

Ocigledno je sada da na kraju koraka ¢ + 1, imamo definisan f(b;) za svako i < t+ 1 za koji
vazidazai,j <t+1

b; <g b, ako i samo ako f(bi) <r f(b;).

Odatle induktivna hipoteza nastavlja da vazi i mi moZemo da nastavimo da proSirujemo nasu
funkciju f tako da ¢e njen domen vremenom ukljuciti svaki element iz B.

Kao i malo pre, d, je lociran u jednom od & + 2 mesta uz postojeée R-uredenje elemenata
do,dy, ..., d,

ili (0) d, <gr f(bi,)

ili (n) f(bi, ) <rd, <s f(bi,) zanekon, 1<n <t,

ili (t+1) f(bi,) <r dp.

U zavisnosti od toga gde se nalazi d,, € D, biramo element b € B, takav da je d, = f(b), na
sledeci nacin:

U slucaju (0) biramo b da bude neki element iz B koji je S-manji od b;,. Takav element postoji
jer je u B pretpostavljeno da nema prvi element.

U sluéaju (¢+ 1) biramo b da bude neki element iz B koji je S-veci od b;,. Takav element postoji
jer smo pretpostavili da B nema poslednji element.

U slucaju (n), gde 1 < n < k, biramo b da bude neki element iz B koji je S-izmedu fb;, _, i
b;, . Ovakav element postoji jer smo pretpostavili da je B gust. Ovo kompletira opis Sta radimo
u koraku ¢ + 1.

Ocigledno je da induktivna hipoteza nastavlja da radi kao i da je f izomorfizam izmedu (B, S)
i(D,R). O]

1.8 Fraiseova teorija

Za strukturu A kazemo da je ultrahomogena ako se svaki izomorfizam izmedu konac¢no
generisanih podstruktura B, C od A, moZe prosiriti do automorfizma od A.

Primer 1.33. Struktura Q = (Q, <) je ultrahomogena

Neka su A i B dva konacna linearna poduredenja strukture Q, koja su medusobno izomorfna.
Svaki takav izomorfizam se moze prosiriti do automorfizma strukture Q. To se radi na isti nacin
kao Sto je to radeno u dokazu teoreme Dakle, Q je ultrahomogena struktura.

Neka je A struktura jezika L. Starost od A, u oznaci Age(A) je kolekcija svih kona¢no ge-
nerisanih struktura za L, koje mogu biti potopljene u A. Dokazaéemo da je klasa K = Age(A)
neprazna i ispunjava sledeca tri uslova:
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(1) Nasledno svojstvo (HP — Hereditary property): Ako B € K i C je kona¢no generi-
sana struktura koja se moZe potopiti u B, onda C € K.

(i) Swvojstvo zajednickog utapanja (JEP— Joint embedding property): AkoB,C € K,
postoji D € K takvo da se B, C mogu potopiti u D.

(iii) Swojstvo amalgamacije (AP — amalgamation property): Ako B,C,.D € K i f :
B — C, g : B — D su potapanja, tada postoji E € K ipotapanjar : C - E,s: D —
E,takodajero f =sog.

Lema 1.34. Neka je A ultrahomogena struktura. Tada je K = Age(A) neprazan i ispunjava
uslove HP, JEP i AP.

Dokaz. Nasledno svojstvo: Neka B € K i neka je C konacno generisana struktura koja se
moZe potopiti u B. Neka je ¢ : €' — B potapanje strukture C u strukturu B. Znamo da je
C = ¢|[C]. Posto B € K, onda postoji potapanje ¢» : B — A. No, tada je ¥| 109 : C — A
potapanje strukture C u strukturu A. Dakle, C € K.

Svojstvo zajedni¢kog utapanja: Neka B, C € K. To znaci da postoje potapanja 1 : B — A
ipe: C — A takvadaje B = p[B]iC = ¢o|C].

Posto su B i C kona¢no generisane strukture, postoje konacni skupovi X C BiY C C, takvi
da X generiSe B a Y generise C. Neka je | X| = m i |Y| = n. No, tada je i |p1[X]| = m i
|p2[Y]] = n.

Posmatrajmo strukturu D generisanu sa o1 [ X] U po[Y].

Prvo primetimo da je

(o1 [XTU @Y < o[ X][ + [02[Y]] = m +n,

pa postoji konacan skup koji generiSe strukturu D.

Posto je ¢1[X] U ¢o]Y] C A, to znadi da je D podstruktura od strukture A, pa se D moze
potopiti u A. Zbog toga D € K.

Ostaje jo§ da pokazemo zaSto se B i C mogu potopiti u D.

Posto je B generisana sa X i ¢;[X| C D, onda je p1[B] C D.

Posto je C' generisana sa Y i p5[Y] C D, onda je po[C] C D.

Dakle, strukture B i C se mogu potopiti u D.

Svojstvo amalgamacije: Nekasu B,C,D € Kinekasu f: B — Cig: B — D potapanja.
Trebanam E € K ipotapanjar: C' — Eis: D — Etakvadajero f=sog.

Posto C, D € Age(A), postoje potapanja

p:C—A 1 ¢:D— A

Posto su f i g potapanja, onda je p[f[B]] = ¢[g[B]]-
Neka je X = p[f[B]].
Tadaje ¢ o go f~! o p~! izomorfizam izmedu X i¢[g[B]].
Kako je A ultrahomogena struktura, a B konacno generisana struktura, sledi da postoji ¢ €
Aut(A) takav daje ¢|x =1 ogo f~rop L

Posto je D konacno generisana struktura, postoji skup Dy C D, |D;| < oo, koji generise
strukturu D. Kako je ¢) potapanje strukture D u strukturu A, onda je i [)[D1]| < oo.
Struktura C je kona¢no generisana struktura, pa postoji skup C; C C,|C;| < oo, koji generiSe
strukturu C. Kako je ¢ potapanje strukture C u strukturu A, onda je i [p[D;]| < oc.
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Posto ¢ € Aut(A), onda je ¢ injektivno i sirjektivno preslikavanje, pa iz injektivnosti, sledi da
je |¢lplChl]| < oo
Dakle, struktura F, generisana sa ¢[ D] U ¢[p[C}]], je konano generisana struktura.
Ozna¢imo: s = ir = ¢ o .

Primetimodavy : D — Figoy:(C — Eidajezax € B ispunjeno:

(ro fi(z) =r(f(x)) = dle(f(2) = v(g(f (¢~ (p(f () =
U(g(f 1 (f(2)) = U(g(x) = s(g(x)) = (s © g) ().

Dakle, vaZzi svojstvo amalgamacije. 0

Ako je A prebrojiva struktura u prebrojivom jeziku L, tada je jasno da Age(A) sadrzi samo
prebrojivo mnogo neizomorfnih struktura. Za dati jezik L, kazemo da je klasa struktura K, u
jeziku L, prebrojiva, do na izomorfizam, ako sadrzi samo prebrojivo mnogo izomorfnih tipova.
Pre nego Sto damo dokaz Fraiseove teoreme, uves¢emo nekoliko bitnih pojmova i pomoénih
lema.

Za strukturu D kaZemo da je slabo ultrahomogena ako ispunjava sledece svojstvo:

Ako su A i B konac¢no generisane podstrukture od D, A C Bi f : A — D je potapanje,
onda postoji potapanje g : B — D koje proSiruje f:

A-—L.D
_.’/
Ci
g
B

Lema 1.35. Ako je struktura D ultrahomogena onda je ona i slabo ultrahomogena struktura.

Dokaz. Neka je D ultrahomogena struktura i neka su A i B kona¢no generisane strukture takve
da je A C B i postoji potapanje f : A — D. Preslikavanje f : A — f[A] je sirjektivno, pa je
onda f izomorfizam izmedu A i f[A]. Posto je D ultrahomogena struktura, postoji ¢ € Aut(D),
tako da je )| 4 = f. No, tada je ¢| g potapanje strukture B u strukturu D. [

Lema 1.36. Neka su C i D L-strukture. Neka je C prebrojiva. Pretpostavimo da je Age(C) C
Age(D) idaje D slabo ultrahomogena. Tada se C moZe potopiti u D. Zapravo, svako potapanje
iz kona¢no generisane podstrukture od C u D se moze prosiriti do potapanja C u D.

Dokaz. Neka je fo : A9 — D potapanje konacno generisane podstrukture Ay od C' u strukturu
D. ProSiricemo f, do potapanja f, : C' — D na sledeci nacin. Kako je C' najviSe prebrojiva
struktura, onda se ona moZe napisati kao unija J,,, A,, lanca kona¢no generisanih podstruktu-
ra, pocevsi sa Ag (A,, je podstruktura od A,,, za m < n). Za ovakav lanac podrazumevamo da
je A, podstruktura od A,, za m < n. Indukcijom po n, definisaéemo rastuci lanac potapanja
fni A, — D.

Baza: Prvo potapanje f, je dato.

Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da je f,, definisano.

Dijagram koraka indukcije:

fn0971
g(An) ‘;D
C o
~h
B

14



Induktivni korak: TraZimo potapanje f,,;; sa gore navedenom osobinom. Posto je Age(C) C
Age(D), postoji izomorfizam g : A,.; — B, gde je B podstruktura od D. Posto je A,, C A,+1,
onda je g(A,) C B. To dalje zna&i da f, o g~' potapa g(A4,) u D. Sada primenom slabe
ultrahomogenosti (g(A,) C B, f,og~ ' : g(A,) — D) na potapanje f,, o g~ !, postoji prosirenje
potapanjem h : B — D. Neka je f,11: A1 — D, tj. foo1 = hog.Sadaje f, C fn.i1. Ovo
definiSe lanac preslikavanja f,,. Na kraju, neka je f,, unija f,-ova, zan < w. ]

Ova lema je izuzetno korisna iz viSe razloga. Kao prvo, ako su C i D obe slabo ultrahomo-
gene strukture takve da je Age(C) = Age(D), onda argumente navedene u lemi moZzemo da
iskoristimo da dokazemo izomorfizam struktura C i D.

Drugo, ova lema uvodi novi pojam. Kazemo da je prebrojiva struktura D = Age(K) uni-
verzalna ako se svaka konacna ili prebrojiva struktura ¢ija je starost podskup od Age(K) moze
potopiti u D. Prethodna lema zapravo kaZe da je prebrojiva slabo ultrahomogena struktura uni-
verzalna za svoju starost.

Primetimo da je lema uopStenje teoreme (1.31} sa sluaja gustog linearnog uredenja
na slucaj slabo ultrahomogene strukture. To je zato Sto je starost svakog prebrojivog linearnog
uredenja klasa svih konac¢nih linearnih uredenja. A svako gusto linearno uredenje, bez prvog i
poslednjeg elementa, je slabo ultrahomogeno.

Sledeéa lema igra izuzetnu ulogu u samom dokazu Fraiseove teoreme.

Lema 1.37. (a) Neka su C i D L-strukture sa istom staro$¢u. Pretpostavimo da su obe najvise
prebrojive i obe slabo ultrahomogene. Tada je C izomorfno sa D. Zapravo, ako je A konacno
generisana podstruktura od Ci f : A — D je potapanje, tada se f moZe prosiriti do izomorfi-
zma struktura C i D.

(b) Konacna ili prebrojiva struktura je ultrahomogena akko je slabo ultrahomogena.

Dokaz. (a) Nekaje (C, : n € N) lanac konac¢no generisanih podstruktura strukture C takav da
je C = U,enCr 1daje Cy = A (ako nam struktura A nije unapred data, onda Cy moZe biti
proizvoljna konacno generisana struktura iz C).

Neka je (D,, : n € N) lanac kona¢no generisanih podstruktura strukture D takav da je D =
UneN D,

Ovi lanci postoje jer su C i D prebrojive strukture.

Indukcijom definiSemo lanac utapanja (f, : n € N) (f,, C fot1 : n € N) iz elemenata lanca
(Cy, :n € N)uD,tj. zasvako n € Ndom(f,) = C,,, zanekom € N, takav da:

Ako je n = 2k onda je C,, C dom(f,,), a akojen = 2k + 1 ondaje D,, C ran(f,). (%)

Baza indukcije: Posto je Cy € Age(C) = Age(D), znamo da postoji potapanje f, : Cy — D.
Induktivni korak: Neka je sada fj, .. ., f, dato da zadovoljava uslov ().
KonstruiSemo f,, 1.

Islucaj: n + 1 = 2k.
Neka je C,,, = dom(f,). Ako je C,, 11 C C,,, dokaz je zavrSen. Ako nije, posto je (C,, : n € N)
lanac imamo da je C,, C Cy1 1 f,, : C,y — D potapanje. Posto C,, 1 € Age(C) = Age(D),
onda postoji potapanje g : C,,y1 — D. Sadaje f, o g~' : g[C,] — D potapanje i g[C,,] C D i
9[C) C g[Crsa] C D.
Na osnovu slabe ultrahomogenosti postoji ¢ : g[Cp+1] — D takvodaje f, 0 g~! C ¢.
Oznacéimo f,,1 = ¢og.
Jasnojedajepog= fry1:Chy1 — Didaje C, 1 = dom(f,1) = dom(¢ o g).
Zaw € Cpje frii(x) = (0 g)(x) = d(9(x)) = fulg™ (9(x))) = fal@), $to smo i hteli.
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II'slucaj: n 4+ 1 =2k + 1.
Neka je C,,, =dom(f,). Ako je D, 1 C f,[Cy,] dokaz je zavrSen, pa pretpostavimo da D,, 1 ¢
fnlCom]-
Posto je U,eny D = D, to znaéi da postoji Dy takvo da je D, 1 U f,,[C,,] C D,.
Kako D, € Age(D) = Age(C), postoji potapanje g : Dy — C.Sadaje f, 'og™' : g[f.[C\n]] —
C potapanje i g[f,,[Cn]] C g[Ds] C C.
Po3to je C slabo ultrahomogena, postoji potapanje ¢ : g[D;] — C takvodaje f, o g™ = 1.
Posto je U,eny Cn = C, postoji C; takvo da je ¥[g[Ds]] C C.
Na isti nacin kao i I slu€aju, postoji potapanje ¢ : C; — D takvodaje g ' o™t C ¢.
Oznacimo f, 11 = ¢.
Tada je dom(f,,1) = C; i fny1 : C; — D potapanje. Takode, posto je C; D ¥[g[Ds]] znamo da
je wI[C)] > gD, paje

o[Cl] D gt oy C)] D Dy D Dy

Zax € Cpje d(x) = g (v~ z)) = g g o fu(z)) = fu(z), kao $to smo i hteli.

Dakle, (f,, : n € N) zadovoljava uslov (x).
Posto je unija lanca potapanja potapanje, znamo da je f = U,y fn potapanje iz C u D, pa
treba jos pokazati da je f bijekcija, tj. da je “na”.
Neka je y € D proizvoljno.
Posto je D = U,,en Dn, postoji k € Ntakvoday € Doy 1. Taday € ran( fors1) paiy € ran(f).
(b) Pre formulacije leme smo rekli da je svaka ultrahomogena struktura i slabo ultrahomogena.
Drugi smer sledi iz (a) za C = D. O

Ova lema obezbeduje jedinstvenost ultrahomogene strukture, Sto je jedan od zahteva Frai-
seove teoreme.

Takode primetimo da je lema uopstenje teoreme [[.32] To je zato Sto su svaka dva
prebrojiva gusta linearna urdenja, koja nemaju prvi 1 poslednji element, slabo ultrahomogena 1
imaju istu starost.

Lema 1.38. Neka je J skup konac¢no generisanih L-struktura i neka je (D,, : n € N) lanac L-
struktura. Ako je za svako n € N, Age(D,,) sadrzan u J, onda je takode i Age( U D,,) sadrZan

neN
u J. Ako je Age(D,) = J, zasvakon € N, onda jei Age( U Dy,) = J.
neN

Dokaz. Neka je J skup konacno generisanih L-struktura i neka (D,, : n < w) lanac L-struktura.
Dokazimo prvo da, ako je Age(Dy) C J, zasven € N, onda je i Age(U,eny Dn) C J.
Neka je Age(D,,) C J,zasven € N. Tada je i U,,cy Age(Dy) C J, za sve n € N. DokaZimo
da je

U Age(Dy) = Age( | D).

neN neN
(C) Pretpostavimo da A € U,,cny Age(Dy). To znaci da postoji neko n € N, takvo da A €
Age(Dy,). 1z definicije starosti sledi da postoji potapanje ¢ : A — D,. Ali to onda znaci
daje ¢ : A — U,en Dn, pa po definiciji starosti, ali ovaj put za U,y Dy, sledi da A €
Age(Unen D).
(D) Neka sada A € Age(U,en Dn)- To znadi da postoji potapanje ¢ : A — Upen Da-
Kako je struktura A konacno generisana, postoji konacan skup X C A. No, tada postoji i
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n € N, takvo da se X moZe potopiti u neko D,,. Tada se mora i A potopiti u isto to D,,, jer X

generise strukturu A. Dakle, A € Age(D,,),n € N, iz ¢ega sledi da A € U,y Age(Dn).
Dakle, Age(U,,ey Dn) C J.

Ako je Age(D,) = J, onda zbog jednakosti

U Age(Dn) = Age( | Du),

neN neN
sledi da je Age(U, ey Dn) = J. O

Teorema 1.39. (Fraise) Neka je L prebrojiv jezik i neka je K konacan ili prebrojiv skup ko-
na¢no generisanih struktura koji ispunjava uslove H P, JE P i AP. Tada postoji jedinstvena, do
na izomorfizam, prebrojiva struktura D koja je ultrahomogena i K = Age(D).

Dokaz. MozZemo pretpostaviti da je K neprazna, da ima svojstva HP, JEP i AP.1z H P sledi
da je K zatvoren u odnosu na izomorfne kopije.
Konstruisaéemo lanac (D; : ¢ € N) struktura iz K, koji ispunjava slede¢i uslov:

(¥) Akosu A i B strukture u K i A C B i postoji potapanje f : A — D, zaneko i < w, tada
postoji j > i i potapanje g : B — Dj, koje proSiruje f.

Neka je P prebrojiv skup parova struktura (A, B) takvih da A,B € Ki A C B. MoZemo
izabrati P tako da ukljucuje predstavnika svakog tipa izomorfizma takvih parova. Neka je data
bijekcija m : N x N — N, takva da je 7(i,7) > i za svako i i za svako j. Dokaz sprovodimo
indukcijom:
Baza: Neka je Dg proizvoljna struktura u K.
Induktivna hipoteza: Neka je Dy izabrano. Posmatrajmo ((f ;, Ak, Br;) : j € N) trojke
(f,A,B),gde (A,B) e Pif:A— D.

Induktivni korak: Dy ; konstruiSemo pomocu AP. Za k = 7 (i, j), posmatramo A, ;, B; ; i
Dy. Znamo da je A; ; C B, j, pa postoji potapanje ¢ : A; ; — B, ;. Dakle:

Q Ai,j — Bi,j; fi,j : Ai,j — Dk
Iz AP, sledi da postoji D, € K takvo da:
Elgi,j : B'L’,j — Dk+1 i E|€k : Dk — Dk+1

tako da je g; ; o ¢ = e o f; ;. Ovim je zavrSena konstrukcija lanca (D; : i € N).

Sada ¢emo pokazati da ovaj lanac zadovoljava uslov (x). Neka su A i B strukture u K i
A C B i neka postoji potapanje f : A — D, za neko i € N. Posmatrajmo opet niz trojki
((fij,Aij, Bij):j € N).Neka je j takavdaje f;; = f,A;; = A, B;; = B. Bez umanjenja
opStosti, neka je A; ; = A, B;; = B. Neka je 7(i,j) = k. PoSto znamo da je k& > i i poSto je
D; C Dy, onda to znaci da je f utapanje iz A u Dy. Znamo da je k + 1 > k > i i da postoje
utapanja g; j : B; j — Dyyi1ie : Dy — Dyqq, takvadaje g; j = e o f. Ovim je (*) dokazana.

Neka je sada D unija lanca (D; : ¢ € N). Posto je (D; : i € N) prebrojiv lanac kona¢no
generisanih struktura, onda je i D prebrojiva struktura. Tada je Age(D) C K. Lako se dokazuje
daje Age(D) = K.
Dokazimo da je D slabo ultrahomogena struktura.

Neka su A, B € Age(D), takve daje A C Big; : A — D je potapanje. Prema (x), sledi
da postoji potapanje ¢, : B — D, koje je prosirenje potapanje ;. Na osnovu toga, struktura D
je slabo ultrahomogena. Prema lemi (b), ona je i ultrahomogena struktura starosti /.
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Dijagram teoreme:

Bi,j
14 9i,j
N

Dy

17J
N A
Dy

Ovakve strukture zovemo Fraiseov limit od K, u oznaci
A =Flim(K).

Ono $§to je bitno da se ovde primeti jeste da je prebrojiva ultrahomogena struktura A Fraiseov
limit Age(A). Na primer, Age((Q, <)) = klasa kona¢nih linearnih uredenja = LO i (Q, <) =
Flim(LO). Primetimo da je Age((Z, <)) = klasa kona¢nih linearnih uredenja, ali nije Fraiseov
limit jer nije ultrahomogena. Z nije ultrahomogena, jer ako bismo slikali 1 u 3 a 2 u 5, onda ne
postoji broj izmedu 2 i 3 koji se moze slikati u 4, time ne mozemo to preslikavanje produziti do
automorfizma.
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2 Topoloski prostori

Topoloski prostori su matematicke strukture koje omogucavaju formalnu definiciju pojmova
kao Sto su konvergencija, neprekidnost i kompaktnost. Oni se javljaju u prakticno svim granama
moderne matematike.

2.1 Otvoreni i zatvoreni skupovi

Pojam otvoreni skupovi se prvi put srece u matematickoj analizi. Tada smo reklidaje O C R
otvoren ako za svako = € O postoji realan broj r > 0, takav daje (x — r,z + 1) C O.
U tom smislu imamo sledecu definiciju:

Definicija 2.1. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa X je kolekcija otvo-
renih skupova ako i samo ako vaZe sledeca tri uslova:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, tj. §, X € O;
(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, tj. za Oy, 0y € O vazi O N Oy € O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, tj. za svaku kolekciju {O; :
iel} CcOvazi J O; €0.
el
Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za uredenu dvojku (X, O) kazemo da
je topoloski prostor.
Za skup F' C X kaZemo da je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X'\ F' otvoren
skup.

Teorema 2.2. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup. Tada je kolekcija
04 ={0ONA: O € O} topologija na skupu A.

Primer 2.3. Diskretna topologija

Za proizvoljan neprazan skup X, partitivni skup P(X) je topologija na X jer ispunjava uslove
(O1)-(03) iz gore navedene definicije. Ovu topologiju nazivamo diskretna topologija na skupu
X.

Pojam baze topologije je, na odreden nacin, slican pojmu baze vektorskog prostora u slede-
¢em smislu. Ako je B baza topologije O onda svaki otvoren skup O € O moZe da se prikaze
kao unija (konacno ili beskonacno mnogo) skupova iz B.

Definicija 2.4. Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija B C P(X) je baza topologije O
ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(B1) Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, to jest B C O;

(B2) Svaki otvoren skup O € O moze da se prikaze kao unija neke podfamilije familije B (tj.
postoji kolekcija {B; : j € J} C B, takodaje O = U B)).
=

Primer 2.5. Baza diskretne topologije
Baza diskretne topologije iz primera je familija B = {{x} : * € X}. Zaista, uslov (B1)

je ocigledno zadovoljen, a s obzirom da za svaki (otvoren) skup O C X vazi: O = U {z},
€0
zadovoljen je i uslov (B2).
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Definicija 2.6. Neka je X neprazan skup. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na
skupu X akko je kolekcija { U B : B’ C B} topologija na skupu X (tj. zatvorenje familije 3
BepB’

u odnosu na proizvoljne unije predstavlja topologiju na skupu X).

Teorema 2.7. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X akko vaze sledeéi
uslovi:

(BN1) U B=X;

BeB
(BN2) (VBl, B, € B)(H{Bl 11 € [} C B)(Bl NBy=U Bl)
icl
Dokaz. Pogledati [8]], strana 58. L]

Posledica 2.8. Neka familija podskupova B C P(X) zadovoljava uslove:

(BN1) U B = X,
BeB

(BN2*) VB, By € B (BN By € BU{0}).
Tada je familija B baza neke topologije na skupu X.

Primer 2.9. Prostor (R, O,x)
Primenom prethodnog tvrdenja ¢emo dokazati da je familija

B={(a,b):a,beQ, a<b}

svih otvorenih intervala - baza neke topologije na skupu R.
Uslov (BN1) vazi, jer je
R=|J(-n,n)c | B=R.
neN BeB

Dalje, neka (ay, by), (ag, by) € Bineka je a = max{a;,as} i b= min{by, b, }. Tada je

0, a>b

(a1,b1) N (az,by) = {(a, b), a<b

pa je i uslov (BN2’) zadovoljen.

Topologiju odredenu bazom B zovemo uobicajena topologija na R i oznacavamo je sa O,,.p-
U prostoru (R, O,0) skup O je otvoren ako i samo ako je unija neke (konacne ili beskonacne)
familije otvorenih intervala. Takvi su, na primer, skupovi: (1,2) U (3,4), Unen (537 2)-
Definicija 2.10. Neka je (X, O) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X) je podbaza topologije
O ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

(PB1) Elementi kolekcije P su otvoreni skupovi, tj. P C O;
(PB2) Familija svih konacnih preseka elemenata P predstavlja neku bazu topologije O.

Teorema 2.11. Neka je X neki neprazan skup i kolekcija S C P(X) takvadaje US = X.
Tada vazi:

a) Familija B svih konacnih preseka elemenata kolekcije .S je baza neke topologije O a S je
njena podbaza.

b) O je najmanja topologija na skupu X koja sadrZi kolekciju S.
Dokaz. Pogledati [8]], strana 63. ]
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2.2 Topologija metrickog prostora

Slede¢om definicijom uvodimo metriku i osnovne pojmove u metrickim prostorima.

Definicija 2.12. Neka je X neprazan skup. Svaka funkcijad : X2 — [0, +00) takva da za svako
x,y,z € X vazi:

(M1) d(x,y) = 0 akko je x = y,
M2) d(z,y) = d(y, z).
M3) d(z,y) < d(z,z) +d(2,y),

je metrika na skupu X. Ureden par (X, d) je metricki prostor. Broj d(z, y) nazivamo rasto-
Jjanje tacaka z i y. Akoje xr € X ir > 0, onda skup

L(z,r)={y € X : d(z,y) <r}
zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki x polupre¢nika r.

Teorema 2.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je familija svih otvorenih lopti, B; =
{L(z,r):x € X ANr > 0}, baza neke topologije O, na skupu X.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 68. ]

Definicija 2.14. Za topologiju O, definisanu u prethodnoj teoremi kazemo da je odredena (ili
indukovana) metrikom d.

Topoloski prostor (X, O) je metrizabilan ako i samo ako postoji neka metrika d na skupu X
takodaje O, = O.

Primer 2.15. Trivijalna metrika indukuje diskretnu topologiju
Neka je X neprazan skup. Funkcija dg; : X? — [0, 00) definisana sa:

1, =
d01:{ £y
0, ==y

zadovoljava uslove (M1)-(M3) iz definicije [2.12] Sto se trivijalno proverava, pa je re¢ o metrici.
Ovu metriku zovemo 01-metrika.

Za proizvoljno z € X, lopta L(z,3) = {y € X : doi(z,y) < 5} = {«}. Dakle, {{z} : = €
X} C By, pa na osnovu primera vazi O; = X. Dakle, prostor sa diskretnom topologijom
je metrizabilan.

Teorema 2.16. U proizvoljnom metri¢kom prostoru (X, d) vazi: O C X je otvoren ako i samo
ako za svaku ta¢ku x € O postoji broj r > 0 takav da je L(z,r) C O.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 69. ]

Definicija 2.17. Za metriku d na skupu X kaZemo da je ograni¢ena ako i samo ako postoji
realan broj M > 0 takav da za sve x,y € X vazi d(z,y) < M.

Kada se govori o metrikama, neizbezno je napomenuti pojam ekvivalentnih metrika. U tom
smislu navodimo sledecu definiciju:
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Definicija 2.18. Neka je X neprazan skup i neka je Dx kolekcija svih metrika na skupu X. Za

. . “re . Lot ) )
metrike d;, dy € Dx kaZemo da su topoloski ekvivalentne, u oznaci d; ~ d5, ako i samo ako je
O4, = Og,.

Metrike d; i dy su uniformno ekvivalentne, u oznaci d; ~ d, ako i samo ako postoje brojevi
k,h > 0 takvi da za sve x,y € X vazi

di(z,y) < kda(z,y) 1 dalz,y) < hdi(z,y).
Sledecu teoremu navodimo bez dokaza. Dokaz se moze pronaci u [8]], na strani 71.
Teorema 2.19. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Tada vazi:
a) Relacija A je relacija ekvivalencije na skupu Dx.
b) Relacija ~ je relacija ekvivalencije na Dy.
¢) Akojed; < kdyondaje Ly,(x,7) C Lg (x,kr)zasvex € X ir > 0ivazi Oy C Oy,.
d) Uniformno ekvivalentne metrike su topoloski ekvivalentne, tj. daju istu topologiju.

Teorema 2.20. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vazi:

(1) Funkcijad; : X? — R datasa dy(x,y) = 1jl_(dx(f)y) je ograniCena metrika na skupu X.

(2) Metrike d i d; na skupu X odreduju istu topologoju.

Dokaz. (1) Oc¢igledno, za svako z,y € R vazi dy(x,y) > 01 vaZze uslovi (M1) i (M2). Doka-

Zimo da je i uslov (M3) zadovoljen. Koristimo Cinjenicu da je funkcija f(t) = l%rt monotono
rastuca (jer je f'(t) = ﬁ > 0,t # —1). Za proizvoljne tacke z,y, z € X imamo:
d(z,y) _ _dx,z) +d(zy) _ dz,2) d(z,y)

_l’_
T+ d(wy) = T+d(,2) +d(zy) ~ 1+d@,2)  1+dzy)

tj. di(z,y) < di(z,2) + di(z,y), pa je d, metrika na skupu X. Ova metrika je ogranicena, jer
za svako x,y € X vazid(z,y) < 1.

(2) Kako je dy(z,y) = li(d“(f’)y) < d(z,y) zasve z,y € X, to jest d; < d, na osnovu prethodne
teoreme sledi O, C O,. Dokazimo dajei O C Oy,. Nekaje O € O,z € O. Tada postoji

r > 0 tako da je Ly(z,r) C O.Pokazaéemo da je

Ly, (z, ) C Lg(x, 7).

o
1+7r
Nekay € Lq, (7, 1%)- Tada je

_ d(z,y) r
dl(flj,y)— 1+d($,y) < 1+7"

tojestd(x,y) < riy € Lg(x,r). Dakle, za svako = € O postoji L, € Oy,,takodax € L, C O,
paimamo O = U,cp L, € Oy,. [
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2.3 Definicija topologije pomocu okolina

Koristeci pojam otvorenog skupa, uvodimo pojam okoline tacke. Jedan od razloga je moguc-
nost definisanja prve aksiome prebrojivosti, kao osobine koju mogu da imaju topoloski prostori.

Definicija 2.21. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je okolina tacke z € X akko
postoji otvoren skup O € O, takav da x € O C A. Familiju svih okolina tacke x oznacavamo
sald(x).

Teorema 2.22. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vazi: skup A C X je otvoren akko je
okolina svake svoje tacke.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 76. ]

Definicija 2.23. Neka je (X, O) topoloski prostor i € X. Familija skupova B(x) je baza
okolina tacke = akko su ispunjeni sledeéi uslovi:

(BO1) Elementi kolekcije B(z) su okoline tacke , tj. B(x) C U(x);

(BO2) (VU € U(x))(3IB € B(x)) BC U.

Umesto termina baza okolina koristi se i termin lokalna baza. Familija ¢/ (z) svih okolina
tacke x je jedna baza okolina tacke x. Takode, familija svih otvorenih okolina tacke x je jedna
baza okolina te tacke.

U metrickom prostoru okoline mogu da se definiSu na jednostavan nain — posredstvom
otvorenih lopti. Preciznije, vaZzi sledeca teorema:

Teorema 2.24. Neka je (X, d) metricki prostor i z € X. Tada vazi:
(a) Skup A C X je okolina tacke x akko postoji r > 0 takvo da je L(z,7) C A.

(b) Familija otvorenih lopti sa centrom u tacki z, B(z) = {L(z,r) : r > 0}, je baza okolina
tacke .

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 77. ]

Definicija 2.25. Topoloski prostor (X, O) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti akko u
svakoj tacki z € X postoji prebrojiva baza okolina.

Teorema 2.26. Svaki metricki prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 78. ]

2.4 Topoloski operatori

U ovoj tacki, proizvoljnom podskupu A topoloskog prostora X pridruZzujemo pet skupova:
unutra$njost, spoljasnjost, rub, adherenciju i izvod.

Definicija 2.27. Neka je (X, O) topoloski prostori A C X. Tacka z € X je unutrasnja tacka
skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takavdaz € O C A.

Tacka x je spoljasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takav da je z €
O C X\A.

Tacka x je rubna tacka skupa A ako i samo ako svaki otvoren skup O koji je sadrzi sece i skup
A i njegov komplement.
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Definicija 2.28. Neka je (X, O) topoloski prostori A C X.

Tacka x € X je adherentna tacka skupa A ako i samo ako svaka okolina U tacke x sece skup
A.

Tacka x € X je tacka nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke = sece skup
Skup svih adherentnih tacaka skupa A zovemo adherencija (ili zatvorenje) skupa A, u oznaci
A, dok skup svih tacaka nagomilavanja skupa A zovemo izvod skupa A, u oznaci A'.

Definicija 2.29. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup D C X je gust (u X) akko je D = X.
Prostor (X, O) je separabilan akko postoji gust i prebrojiv skup D C X.

Teorema 2.30. Neka je (X, O) topoloski prostor i B proizvoljna baza topologije O. Tada vazi:
skup D C X je gust ako i samo je BN D # (), za svaki neprazan skup B € B. Specijalno, skup
D je gust ako i samo ako sece svaki neprazan otvoren skup O € O.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 86. ]

Primer 2.31. Prostor (R, O,,) je separabilan
U prostoru (R, O,.;) vazi Q = R i R\Q = R. Dakle, Q i R\Q su gusti skupovi. Kako je Q i
prebrojiv skup, (R, O,.;) je separabilan prostor.

2.5 Aksiome separacije

U ovoj tacki izdvajamo neke osobine razdvajanja (separacije). Medu osobinama koje iz-
dvajamo postoji linearna hijerarhija - ide se od manjih ka veéim zahtevima. Metricki prostori
i specijalno, prostori brojeva, imaju sve ove osobine pa, na izvestan nacin, aksiome separacije
izraZavaju stepen sli¢nosti topoloskih prostora metrickim. Takode, zahvaljujuéi ovoj hijerarhiji,
mozZemo da izvr§imo odredenu klasifikaciju topoloskih prostora.

Definicija 2.32. Za topoloski prostor (X, O) kaZzemo da je

- Th-prostor ako i samo ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoji otvoren skup O
koji sadrzi ta¢no jednu od njih.

- Ti-prostor ako i samo ako za svaki par razli¢itih tacaka x, y € X postoji otvoren skup O
takavdax € O iy ¢ O. Primetimo da tada postoji i otvoren skup V takavday € V' i
x & V.

- Ty-prostor ili Hauzdorfov prostor ako i samo ako za svake dve razliCite tacke =,y € X
postoje disjunktni otvoreni skupovi O; 1 Os takodax € Oy iy € Os.

Potreban i dovoljan uslov da prostor bude 77 daje sledeca teorema.

Teorema 2.33. Topoloski prostor (X, O) je T;- prostor ako i samo ako su svi jednoelementni
podskupovi skupa X zatvoreni skupovi.

Dokaz. Pogledati u 8], na strani 91. []
Definicija 2.34. Za topoloski prostor (X, O) kaZzemo da je

- Regularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' 1 svaku tacku x koja mu ne pripada,
postoje disjunktni otvoreni skupovi O i O, takvidaz € O11 F C Os.
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- Normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa F} i F; postoje dis-
junktni otvoreni skupovi O; 1 O, takvidaje F; C O 1 Fy C Os.

- Ts-prostor ako i samo ako je regularan 77 -prostor.

- Ty-prostor ako 1 samo ako je normalan 77-prostor.
Teorema 2.35. T = 15 = 1T, = 1) = Tp.
Dokaz. Pogledati u [8], na stranama 91 1 92. O
Teorema 2.36. Svaki metricki prostor je 7 prostor.

Dokaz. Pogledati u [8]], strana 96. ]

2.6 Neprekidna preslikavanja

Neprekidnost 1 grani¢na vrednost funkcije su osnovni pojmovi matematicke analize. Ovde
dajemo opstu definiciju neprekidnosti koja se odnosi na preslikavanja proizvoljnih topoloskih
prostora.

Definicija 2.37. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i zop € X proizvoljna tacka.
Funkcija f : X — Y je

- Neprekidna u tacki z( ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(z,) postoji okolina
U tacke x, tako da je f[U] C V.

- Neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki z € X.

Teorema 2.38. Neka su (X, Oy) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y proizvoljno presli-
kavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

a) Preslikavanje f je neprekidno.
b) Za svaki otvoren skup O C Y, skup f~1[O] C X je otvoren.

¢) Za svaki zatvoren skup F' C Y, skup f~'[F] C X je zatvoren.

d) Za svaki skup A C X vazi f[A] C f[A].

e) Ako je By proizvoljna baza topologije Oy, onda je za svaki skup B € By skup f~![B] C
X otvoren.

f) Ako je Py proizvoljna podbaza topologije Oy, onda je za svaki skup P € Py skup
f7Y[P] C X otvoren.

Dokaz. Dokazaéemo da (a) = (d) = (¢) = (b) = (a).

((a) = (d)): Neka je f neprekidna funkcijai A C X. Ako je A = (), onda inkluzija iz
(d) trivijalno vaZi. Neka je A neprazan skup i neka x € A. Tada, na osnovu uslova (a), za
proizvoljnu okolinu V' take f(z) postoji okolina U tacke x tako da je f[U] C V. Kako je
x € A, postojit € UN A, paje f(t) € flU] C Vi f(t) € f[A], odaKle je V N f[A] # (). Dakle
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skup f[A] sece svaku okolinu V' tacke f(z), paje f(x) € f[A]. Zato imamo f[A] = {f(x) :
x € A} C flA].

((d) = (c)): Neka vazi uslov (d) i neka je skup /' C Y zatvoren. Tada, na osnovu (d)
i posto je f[f7![F]] C F, imamo f[f~1[F]] C f[f'[F]] € F = F. Sadaje f~![F] C
STHAUFN] € 7] pa je skup f[F] zatvoren.

((c) = (b)): Neka vazi usov (c). Ako je O C Y otvoren skup, onda je skup Y\ O zatvoren
paje, prema (c) i skup f~HY\O] = X\ f~[O] zatvoren, odakle sledi da je f~'[O] € Ox.

((b) = (a)): Neka vazi uslov (b) i neka je z € X proizvoljna tacka, a V' proizvoljna
okolina tacke f(z). Tada postoji otvoren skup O takav da f(z) € O C V, odakle sledi da
z € f71O] C f7'[V]. Prema (b) skup f~1[O] je otvoren, pa je skup U = f~1[O] okolina tacke
rivazi fU] = f[f'[O]] € O C V, ¢ime je dokazana neprekidnost funkcije f u proizvoljnoj
tacki x € X.

Za ovaj rad, dokaz osobina e) i f) nisu neophodne. Njihov dokaz mozete pronaci u [8]]. [

Teorema 2.39. Neka su (X, Ox), (Y, Oy) i (Z,O) proizvoljni topoloski prostoria f : X —
Y ig:Y — Z neprekidna preslikavanja. Tada je i kompozicija g o f : X — Z neprekidno
preslikavanje.

Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 100. O

Lema 2.40. (Urison) Neka je (X, O) normalan prostor i neka su A i B neprazni, zatvoreni i
disjunktni skupovi. Tada postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da vazi f[A] = {0} i
fIB] = {1}.

Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 102. OJ

Definicija 2.41. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Za preslikavanje f : X — YV
kazemo da je:

- otvoreno akko za svaki otvoren skup O C X skup f[O] C Y je otvoren.
- zatvoreno akko za svaki zatvoren skup /' C X skup f[F] C Y je zatvoren.

Definicija 2.42. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslikavanje f : X — Y je
homeomorfizam ako i samo ako vaZze slede¢i uslovi:

1. f je bijekcija

2. f je neprekidno

3. f~! je neprekidno.

Prostori (X, Ox) i (Y, Oy) su homeomorfni ako i samo ako postoji homeomorfizam f :
X — Y. Tooznacavamo sa X = Y.

Teorema 2.43. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) proizvoljni topoloski prostori i nekaje f : X — Y
neprekidna bijekcija. Tada su ekvivalentni sledeci uslovi:

1. f je homeomorfizam;

2. f je otvoreno;

3. f je zatvoreno.

Dokaz. Pogledati u [8], na strani 106. L]
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2.7 Granica niza

Podsetimo se, niz u skupu X je svako preslikavanje z : N — X. Obi¢no umesto z(n)
piSemo x,,, a niz oznatavamo sa (x,, : n € N), ili krade, sa (x,,). Sledi definicija granice niza u
proizvoljnom topolo§kom prostoru.

Definicija 2.44. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tacka a € X je granica niza (z, : n € N)
ako 1 samo ako za svaku okolinu U tacke a postoji prirodan broj n, takav da za svako n > ny
vazi x,, € U.Za niz koji ima bar jednu granicu kaZemo da je konvergentan.

U opsStem slucaju, granica niza ne mora da bude jedinstvena. Sledeca teorema daje viSe
informacija o jedinstvenosti granice niza.

Teorema 2.45. U Hauzdorfovom prostoru niz moZe da ima najvise jednu granicu.
Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 114. O

Ako niz (x,) ima jedinstvenu granicu, a, onda pisemo lim z, = a.
n—oo

Teorema 2.46. Ako je tatka x granica nekog niza tataka skupa A, onda je z € A.
Dokaz. Pogledati u [8], na strani 114. L]

Zaniz (x,) u prostoru X reéi ¢emo da je stacionaran ako i samo ako postoji tacka a i broj
ng € N takvi da je z,, = a, za sve n > ng. Ocigledno u proizvoljnom prostoru, stacionaran niz
oblika (xq,x9,...,Tp,—1,0,a,a,a,...) ima granicu a. Drugim re¢ima, u svakom topoloskom
prostoru svi stacionarni nizovi obavezno konvergiraju.

Teorema 2.47. Neka je (X, O) prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti i A C X proizvoljan
podskup. Tada vaZi:

a) = € A ako i samo ako postoji niz {a,, : n € N) u skupu A ¢ija je granica tatka z.

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako je granica svakog konvergentnog niza tacaka skupa A,
element skupa A.

¢) Skup D C X je gust ako i samo ako za svaku tatku x € X postoji niz (d, : n € N) u
skupu D, ¢ija je granica tacka x.

Dokaz. a) Neka je prvo x € Ainekaje {B, : n € N} prebrojiva opadajuéa baza okolina tatke
x. Tada za svako n € N vazi B, N A # (), pa, prema aksiomi izbora, postoji niz {(a,, : n € N),
takav da je a,, € B, N A, za svako n € N. Za proizvoljnu okolinu U tacke x postoji broj ng € N
takav da je B, C U, paje a, € U, za sve n > ny. Dakle, tacka x je granica niza (a,, : n € N).
Obratna inkluzija je ta¢na u svakom topoloskom prostoru (teorema [2.46).
b) Neka je A zatvoren skup i (a,, : n € N) niz u skupu A, ¢ija je granica tacka x. Iz a) imamo
daz e A= A.
S druge strane, neka vaZi dati uslov i neka z € A. Prema tvrdenju a) postoji niz (a,, : n € N)
u skupu A ¢ija je granica tacka z, a prema datom uslovu imamo z € A. Dakle A C A, pa je
A = A, tj. A je zatvoren skup.
c¢) Kako je skup D C X gust ako i samo ako za svako x € X vazi x € D, tvrdenje sledi
primenom tvrdenja a) ove teoreme. 0
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2.8 Filteri i ultrafilteri

Generalno, ultrafilteri igraju jako bitnu ulogu u razli¢itim matematickim konstrukcijama. Za
potrebe ovog rada, njihova primena Ce se videti u sekciji [ gde ¢e znacajno olaksati dokaz da
je grupa sa Remzijevim svojstvom ekstremno amenabilna grupa.

Definicija 2.48. Neka je X neprazan skup. Neprazna kolekcija & C P(X) podskupova skupa
X je filter ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

(FI1) Prazan skup nije element kolekcije @;

(FI2) Presek proizvoljna dva elementa kolekcije ® je element @, tj. za sve F, F5, € ® vazi
FiNF, e d;

(FI3) Svaki nadskup proizvoljnog elementa kolekcije ® jeu ®, tj. ako ' € ®iakoje FF C A C
X,onda A € .

Filter ® je glavni ako i samo ako je () F # (); inaCe je neglavni.
Fed

MozZe se indukcijom pokazati, na osnovu uslova (FI2), da je presek kona¢no mnogo eleme-
nata filtera takode element filtera.

Primer 2.49. (a) Neka je X neprazan skup. Ako je A C X neprazan podskup skupa X, onda
je kolekcija @4 = {F C X | A C F'}filter, i to glavni, jerje N F = A.
Fed

(b) Freseov filter na beskona¢nom skupu

Ako je X beskonacan skup, onda je kolekcija komplemenata kona¢nih podskupova skupa
X, to jest kolekcija

®p, = {X\K | K C X je konacan skup}
filter, Sto se lako pokazuje. Ovaj filter je neglavni, jer je

() F=X\|J{K | K C X je konatan skup} = X\ X = ()

Fed

i zovemo ga FreSeov filter.

Definicija 2.50. Neprazna kolekcija A podskupova skupa X ima svojstvo kona¢nog preseka,
skraceno s.k.p, ako i samo ako svaka konacna potkolekcija kolekcije .A ima neprazan presek.

Za familiju sa s.k.p kaZe se jos i da je centrirana. 1z uslova FI1 i FI2 vidimo da svaki filter
ima s.k.p. S druge strane, svaka familija sa s.k.p. moZe da se dopuni do filtera, $to pokazujemo
u sledecoj teoremi.

Teorema 2.51. Svaka kolekcija A podskupova nepraznog skupa X koja ima s.k.p. je sadrZana
u nekom filteru.
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Dokaz. Neka je A* kolekcija podskupova skupa X koji sadrZe presek neke kona¢ne potkolek-
cije kolekcije .A. DokaZimo da je A* filter koji sadrzi A.

Prvo, kako za svako A € A vazi N{A} = A C A, imamo da je A C A*.

Dokazimo da je kolekcija A* filter. Svaki element F' kolekcije .A* ima podskup oblika A; N
AyN...NA,gden € NiA; € A, koji je neprazan (jer A ima s.k.p.), te je F' # (), odnosno
uslov FI1 je zadovoljen. No, i svaki nadskup A skupa F’ sadrZi isti presek, pa pripada kolekciji
A*, te je i uslov FI3 ispunjen. Konacno, ako F’ € A*iakoje AN ASN...NA C F' gde
m € Ni A, € A, ondaimamo A;NA;N...NA,NANAN... A C FNF,pa FNF' € A,
Sto dokazuje FI2. [

Definicija 2.52. Filter / C P(X) je maksimalan filter ili ultrafilter ako i samo ako za svaki
filter ® C P(X)izU C ®sledid = .

Moze se pokazati da je svaki glavni ultrafilter I/ na nepraznom skupu X oblikalf = &,y =
{AC X :x € A}, zaneko x € X, pa za svaki podskup A C X vazida A € U (ako je = € A)
ili X\ A € U (inae). No ovo je jo§ jedna karakteristika ultrafiltera. Na ovo ¢emo se vratiti u
sekciji [

Teorema 2.53. Filter / C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki podskup A C X vazi:
AclUili X\Aecl.

Dokaz. (=) Neka je Y C P(X) ultrafilter. Pretpostavimo da U ne sadrZi ni A ni X'\ A. Do-
kazujemo da kolekcija &/ U { A} ima s.k.p. Presek kona¢no mnogo elemenata kolekcije U je
neprazan, jer je U filter. Ako Uy, Uy, ..., U, € U,ondaje Uy NU;N...NU,NA # (), jer bismo
inaCe imali Uy NUs N ...N U, C X\A € U. Dakle, kolekcijald U {A} ima s.k.p. pa je, prema
teoremi kolekcija (U U {A})* filter (operacija * ima isto znacenje kao i u teoremi [2.51).
To je istrovremeno i pravi nadskup skupa I/ (jer sadrzi A), Sto je nemoguce zbog maksimalnosti
Uu.
(<) Neka je U filter, takav da za svaki podskup A C X vazi A € U ili X\A € U. Neka je
® C P(X) filter takav da je U C &. Pretpostavimo da postoji /' € ®\U/. Tada bismo imali
X\F €U C ®,o0dakle F N X\F = () € d, §to je nemoguce.

Dakle ® = U, pa je U ultrafilter. [

Sledi najbitnija teorema za ovaj rad koja se odnosi na ultrafiltere.

Teorema 2.54. Svaka kolekcija A podskupova nepraznog skupa X koja ima s.k.p. sadrzana je
u nekom ultrafilteru.

Dokaz. Neka je X neprazan skup i neka kolekcija A C P(X) ima s.k.p. Prema teoremi
skup

P={®CPX): AC®ASfilter } C P(P(X))

je neprazan. Posmatramo parcijalno ureden skup (P, C). Neka je £ C P proizvoljan lanac

(podskup totalno ureden relacijom C). Dokazimo da je ¥ = [J @ element skupa P. Kako je
el

A C ¥ C P(X), ostaje da se pokaze da je kolekcija W filter.

Proizvoljan element F' skupa ¥ pripada nekom filteru ® € L, pa je F' # (), odakle sledi
FI1. Takode, za svaki skup A C X, takavdaje F' C A, imamo A € ® C U, te je i uslov FI3
zadovoljen. Konac¢no, ako je i F/ € Wi & € L takvo da je F’ € @', onda vazi & C P ili
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®’ C P, jer je L lanac. U prvom slucaju imamo da F, F’ € &', pa kako je ¢’ filter, sledi da
FNF €d C W. Analogno, F'N F' € ¥ i u drugom slucaju.

Dakle imamo ¥ € P, a kako za svako ® € £ vazi & C VU, filter ¥ je gornje ogranienje
lanca L.

Prema lemi Corna, postoji maksimalni element/ € P. Jasno, U je filteri . A C U. PokaZimo
da je U i ultrafilter. Ako je & C P(X) filter koji sadrZi U, onda sadrzi i kolekciju A pa & € P.
Posto je U maksimalan element P, iz{/ C @ sledi daje & = U. O

Posledica 2.55. Na svakom beskona¢nom skupu postoji neglavni ultrafilter.

Dokaz. Neka je X beskonaCan skup a &, C P(X) FreSeov filter (primer 2.49(b)). Prema
prethodnoj teoremi postoji ultrafilter { C P(X), takav da je $, C U. Kako je

(N Fc () F=0,

Feud Fedp,
ultrafilter I/ je neglavni. 0

Lema 2.56. Neka su X i Y neprazni skupovi a f : X — Y sirjekcija. Tada, ako je i/ C P(X)
ultrafilter na X, onda je V = {f[U] : U € U} ultrafilter na Y.

Dokaz. Za dokaz pogledati [8]], strana 24. [

Ova lema Ce igrati bitnu ulogu u dokazu teoreme Tihonova, koju navodimo u narednoj tacki.

2.9 Kompaktnost. Kompaktnost u Hauzdorfovim prostorima

U ovoj tacki ideju o kompaktnosti razvijamo apstraktno: govorimo o kompaktnom topolo-
Skom prostoru. Prvo uvodimo pojam pokrivaca.

Definicija 2.57. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Familija {O; : ¢ € I} podskupova
skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo akoje A C U O;.

i€l
Ako su pritom skupovi O;,7 € I, otvoreni, onda za pokriva¢ kaZzemo da je otvoren. Za

potkolekciju pokrivaca koja i sama predstavlja pokriva¢ kazemo da je potpokriva¢ datog po-
krivaca.

Definicija 2.58. Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako svaki otvoren pokriva¢
skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Koristeci pojam kompaktnog prostora definiSemo kompaktan podskup topoloSkog prostora.

Definicija 2.59. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je kompaktan skup ako i
samo ako je potprostor (A, O 4) kompaktan topoloski prostor.

Teorema 2.60. (Hajne-Borel) Podskup A prostora (R, O,;) je kompaktan ako i samo ako je
zatvoren i ogranicen.

Dokaz. Pogledati [8]], strana 144. O

Definicija 2.61. Osobina P topoloskih prostora je invarijanta neprekidnih preslikavanja ako
i samo ako za svaka dva topoloska prostora (X, Ox) i (Y, Oy) i svaku neprekidnu sirjekciju
f: X — Y vaii
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Ako prostor X ima osobinu P, onda i prostor Y ima osobinu P.
Teorema 2.62. Kompaktnost je invarijanta neprekidnih preslikavanja.
Dokaz. Neka je (X, Ox) kompaktan, a (Y, Oy) proizvoljan topoloski prostor i neka je f :
X — Y neprekidna sirjekcija. Neka je Y = | O;, gde O; € Oy, zasve i € [. Tada je

i€l

X = f71Y] = U f!0;], akako su, zbog neprekidnosti funkcije f, skupovi f~1[O;] otvoreni,

iel

k

postoje iq,...,1 € I, takvi da je X = U f7'0;,]. No tada, kako je f sirjekcija pa vazi
f[f‘l[Ol]]]:Oz,imamoY fIX] = U fIf7O; = U Oi;»paje {0y, : j < k} konacan
potpokriva¢ polaznog pokrivaca. Prostor <Y Oy) je kompaktan [

Definicija 2.63. Topoloska osobina P je nasledna ako i samo ako za svaki topoloski prostor
(X, O) vazi: ako prostor (X, O) ima osobinu P, onda svaki njegov potprostor ima tu osobinu.

Teorema 2.64. Kompaktnost je nasledna osobina prema zatvorenim podskupovima.
Dokaz. Pogledati u [8], na strani 143. L]

Prethodna teorema zapravo kaze da, ako je prostor kompaktan, onda su svi njegovi zatvoreni
podskupovi kompaktni.

Teorema 2.65. Neka je (X, O) Hauzdorfov prostor i A C X kompaktan skup.
a) Ako x ¢ A, onda postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V, takvidax € Vi A C U
b) Skup A je zatvoren.
Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 144. O

Teorema 2.66. Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako svaka kolekcija zatvo-
renih skupova koja ima s.k.p. ima neprazan presek.

Dokaz. (=) Neka je prostor (X, O) kompaktan i neka kolekcija zatvorenih skupova {F} : i €
I'} ima s.k.p. Pretpostavimo da je () F; = (). Tada je U X\ F; = X, pa kako su skupovi X\ F;

iel el

k
otvoreni, postoji konacan podskup {i; ...,i;} C I takav daje X = U X\ Fj,. Prelaskom na

komplement dobijamo ﬂ F;, = 0, §to je nemoguce jer posmatrana kolekcija ima s.k.p. Dakle,
=1

vazi N F; # 0.
iel
(<) Neka vazi dati uslov i neka je X = | O;, gde su skupovi O; € 0,7 € [ otvoreni.
el
Tada je N X\O; = 0, pa kako su skupovi X\O; zatvoreni, ova kolekcija nema s.k.p. Zato
iel

k k
postoji konacan skup {71,...,4x} C I, takav daje N X\O;, = 0, t. U O;; = X. Dakle,
j=1 j=1

{Oiy,...,0;,} je konaCan potpokriva¢ pokrivaca {O; : i € I}. Ovakvo rezonovanje vazi za
svaki otvoren pokriva¢ skupa X, pa je prostor (X, O) kompaktan. [l
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Teorema 2.67. Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako za svaki ultrafilter U C
P(X) postoji tatka x € X Cija svaka okolina pripada U.

Dokaz. (=) Neka je prostor (X, O) kompaktan i neka je Y C P(X) ultrafilter. Pretpostavimo
da za svaku tacku x € X postoji okolina U, te tacke tako da U, ¢ U. Koriste¢i aksiomu izbora
biramo otvorene skupove O,,z € X, takve dax € O, C U,. Tada O, ¢ U pa, prema teoremi
2.53] imamo X\O, € U. Pritom vazi X = |J O, pa, zbog kompaktnosti prostora X, postoji

zeX

konacan potpokriva¢ X = U O,,. No, tada je ﬂ (X\O,,) = X\ U O,, = 0, §to je nemoguce,

jer X\O,, €U, a ultraﬁlter Z/{ ima svojstvo konacnog preseka.

(<) Neka vazi dati uslov. Neka je Z familija zatvorenih skupova koja ima s.k.p. Prema
teoremi postoji ultrafilter i/ C P(X) takav da je Z C U. Neka je v € X tacka Cije su
sve okoline elementi ultrafiltera ¢/ 1 neka F' € Z. Tada za proizvoljnu okolinu U tacke x imamo
F.UecU,pajeUNF #0.Zatox € F = F.Dakle,x € Fzasve I € Z,pajeFﬂZF7é 0.

€

Prema prethodnoj teoremi, prostor (X, O) je kompaktan. [l

Ako je prostor (X, Q) iz prethodne teoreme Hauzdorfov, onda je tatka x € X, iju egzi-
stenciju smo dokazali u prethodnoj teoremi, jedinstvena.

Teorema 2.68. Svaki kompaktan Hauzdorfov prostor je 7;-prostor.

Dokaz. Neka je (X, Q) kompaktan Hauzdorfov prostor i neka su A i B disjunktni skupovi.
Prema teoremi skupovi A i B su zatvoreni, pa prema teoremi [2.65| za proizvoljno b € B

postoje otvoreni disjunktni skupovi U, iV} takvidaje A C Uyib € Vj. Sadaje B C U V4, pa
bEB
zbog kompaktnosti skupa B, postoje by, by, ..., by € Btakodaje B C V;, UV, U.. .UV, =V.

Pritom je A C Uy, NUp, N...N Uy, = U iskupovi U iV su otvoreni. Kako za svako j < k iz
UC Uy, slediUNV, =0,imamo UNV = 0. O

Teorema 2.69. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup.
Dokaz. Direktno sledi iz teoreme [2.62] O

Teorema 2.70. Neka je f neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora (X, Ox) u Hauzdor-
fov prostor (Y, Oy ). Tada vazi:

a) f je zatvoreno preslikavanje.
b) Ako je preslikavanje f bijekcija, onda je i homeomorfizam.
c) Ako je preslikavanje f injekcija, onda je potapanje.

Dokaz. Dokaz pogledati u [8]], na strani 146. [

2.10 Topoloski proizvodi

U ovoj tacki ¢emo navesti osnovne pojmove i Cinjenice iz topoloskih proizvoda potrebnih
za ovaj rad. Za viSe informacija, Citaoce upuéujemo na [8].
Prvo navodimo osnovne definicije i ¢injenice vezane za direktan proizvod skupova.
Direktan proizvod familije skupova {X; : i € I} definisan je kao skup svih funkcija z : [ —

U X, takvih da z(i) € X;, i € I, ili, ako umesto x piSemo (x; : i € I),
iel

32



[MX,={{x;:1€l):Viel(x; € X;)}.

iel

Za j € I, preslikavanje 7; @ [[,c; Xi — X dato sa 7m;((z; : i € I)) = x; je projekcija
proizvoda [[;.; X; na prostor X;.

Lema 2.71. Neka su X;,7 € I skupovii() # A;, B; C X;,¢ € I. Tada vazi:
a) Akoje A; C B;zasvei € I,ondaje [[ A; C ] B;.

iel iel
b) (IT A)) N (I1 Bi) = I1(A:i N By).
el el el
¢) (IT A;) N (II B;) = 0 akko postoji 7 € [ tako da je A; N B; = ().
icl icl
d) 7Tj[H Al] == Aj.
i€l
Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 21. O

Teorema 2.72. Neka je [ neprazan skup, a {(X;,0;) : i € I} familija topologkih prostora.
Tada vazi:

a) Kolekcija P svih podskupova skupa [] X; oblika 7; '[O;], gde je i € I proizvoljan in-
deks, a O; € O; otvoren skup u prostoru X;, je podbaza neke topologije na skupu [] X;.
Oznacimo tu topologiju sa O.

b) Familija svih konacnih preseka elemenata kolekcije P

B={Nn'0]:KCINK|<RNgAViec K(O;cO)}
1€ K
je baza topologije O.

Dokaz.  a) Neka je j € I. Kako je X; € O, imamo W;l[Xj] = [1X; € P, zbog uslova

teoreme. Odavde sledidaje |J P = [[ X, pa primenom teoreme [2.11|privodimo dokaz
PEP

kraju.

b) U a) smo dokazali da je kolekcija P podbaza neke topologije. Iz definicije sledi da
familija svih konac¢nih preseka elemenata P, koju smo oznacavali sa B, predstavlja neku

bazu topologije O.
O

Lema 2.73. Uz pretpostavku i oznake uvedene u prethodnoj teoremi vazi:

N 770 =ies Vis gdejeVi=X; i e I\KiV; = 0;,i € K.
ieK
Definicija 2.74. Topologiju O na skupu [[;c; X;, uvedenu u prethodnoj teoremi, zovemo topo-
logija Tihonova. Za prostor ([T;c; X;, O) kazemo da je (Tihonovski) proizvod familije pro-
stora {(X;,0;) :i € I}.
Svaki element baze topologije Tihonova, skup oblika () m; *[O;], je u stvari proizvod jedne
i€k
familije skupova.
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Primer 2.75. Prostor S, sa topologijom Tihonova

Prostor NV je prostor svih preslikavanja iz skupa N u N. Kako je S, skup svih bijekcija iz N
u N, onda je So. C NN, Na prostoru N je definisana topologija Tihonova, pa je i na prostoru
S4» kao potprostoru od NV, definisana topologija Tihonova.

Ozna¢imo sa O topologiju Tihonova na NV, Prema teoremi

Os. ={0NSx:0€ 0}

je topologija na S.
Za g € NV, jedna bazna okolina elementa ¢ je oblika

,,,,,

zaneke 71,...,7, € Nin € N. S toga, baza okolina elementa g € N je familija

e cn €Nz, 2, € N}

.....

Primer 2.76. Baza prostora S, sa topologijom Tihonova
Prema teoremi [2.22] skup je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tacke. Neka je O
topologija Tihonova na N i neka je B baza topologije Os__.
Neka je
B’ = {N,, : h je bijekcija kona¢nih podskupova skupa N},

pri ¢emu je Ny, = {g € S : g prosiruje h}.
Hocemo da pokazemo da je B’ baza za topologiju Og_, iz prethodnog primera.
Prvo pokazujemo da je svaki element iz B’ otvoren u Og__.

Neka je U € B'. Dovoljno je dokazati da je okolina svake svoje tacke. Neka je = € U.
Posto je U € BB/, znamo da je U = N}, za neku bijekciju konacnih podskupova skupa prirodnih
brojeva. Neka su to A i B (h je bijekcija izmedu A i B).

Posto je z € U, znamo da je z(n) = h(n), zasve n € A. Neka je

W= () m, [h(n)] c NY

neA

jedan bazni skup u NV, Tada je
V=S.NWeB:B.

Sadaje x € V = U, pa je U otvoren skup u topologiji Tihonova na S.

Dakle, svi elementi familije 5’ su otvoreni u S,.

Treba jo§ dokazati da je svaki element baze B unija nekih elemenata familije 5'.
Neka je V' proizvoljan element baze B. To znaci da je

V= m ng[On]

nek
za neke otvorene skupove O,, C N i K konacan podskup skupa N. Neka je x € V proizvoljna
tacka. Ozna¢imo
U:.=1{9 € Sx : gl = |k}
Posto je x bijekcija izmedu N i N, onda je i x| bijekcija izmedu K i 2[K]. Zbog toga U, € B'.
Sada je
V= U U,

zeV
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jerjex € U, CV (z(n) € O,, zasven € N).

Dakle, B’ jeste baza za topologiju Og.__.

Ovo je prebrojiva baza jer postoji prebrojivo mnogo parova konacnih podskupova skupa prirod-
nih brojeva, a izmedu elemenata svakog para samo konacno mnogo bijekcija.

Definicija 2.77. Neka je S konacan podskup skupa prirodnih brojeva. Skup
Ny ={9€8c:(YacS)g-a=a}
se zove tackasti stabilizator skupa S.

Primetimo da je N5y = Njqq. Tada je {N(s) : S C N, |S| < oo} prebrojiva baza okolina
jedinice od S, koja se sastoji od otvorenih podgrupa.

Teorema 2.78. Uz pretpostavke 1 oznake uvedene u teoremi sa pocetka ove sekcije vazi:
a) Projekcije 7; : [ X; — X su neprekidne otvorene sirjekcije.

b) Ako je (Y, Oy) topoloski prostor, onda je preslikavanje f : Y — [T X; neprekidno ako i
samo ako je za svako ¢ € [ kompozicija m; o f : Y — X, neprekina.

Dokaz. a) Neka je j € J proizvoljan indeks. Prema lemi [2.71{(d) imamo 7;[[] X;] = X, pa
je m; sirjekcija. Dalje, za proizvoljan otvoren skup O € Oj, skup 7; '[O] je otvoren u prostoru
[1 X, pa je m; neprekidno preslikavanje.

Dokazimo otvorenost preslikavanja 7;. Ako je B = ) 7 '[O;] proizvoljan element baze

€K
BB topologije Tihonova, onda, na osnovu lema [2.71]i zakljuujemo da za j € K imamo
7;|B] = O;, dok za j € I\ K vazi 7;|B] = X}, pa je skup 7;[B] u oba slu¢aja otvoren. Uopste,

ako je O C [] X; proizvoljan otvoren skup, onda je O = |J B, gde su B, skupovi iz baze
ses

B, paje m;[0O] = m;] Us Bg| = Us ;| Bs] otvoren skup u prostoru X ;, odakle sledi otvorenost
preslikavanja ;. * *

b) Smer (=) sledi iz (a), jer je kompozicija neprekidnih funkcija neprekidna funkcija. S
druge strane, ako su kompozicije 7; o f,4 € I, neprekidne, onda za proizvoljan element 7; *[O;]
podbaze topologije Tihonova imamo f~![7;![O;]] = (0 f)![O;], a ovaj skup je otvoren zbog
neprekidnosti preslikavanja 7; o f. Neprekidnost preslikavanja f sledi iz teoreme ( f)-

]

Definicija 2.79. Neka je [ neprazan skup.
- Kub Tihonova je stepen [0, 1], gde je prostor [0, 1] sa uobi¢ajenom topologijom. Speci-
jalno, za I = N, stepen [0, 1] je kub Hilberta.

- Kub Kantora je stepen {0, 1}, gde je na skupu {0, 1} diskretna topologija.
- Kub Aleksandrova je prstor A, gde je A prostor {0, 1} sa topologijom {0, {0}, {0,1}}.

Definicija 2.80. Topoloska osobina P je multiplikativna (prebrojivo multiplikativna, konacno
multiplikativna) ako i samo ako je proizvod svake familije (respektivno: prebrojive, konacne
familije) topoloskih prostora {(X;, O;) : i € I}, od kojih svaki ima osobinu P, sa osobinom P.
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Teorema 2.81. (Tihonov) Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih prostora je kompaktan
prostor.

Dokaz. Neka su (X;, O;),i € I kompaktni prostori, X = [[X; iU C P(X) ultrafilter. Za
proizvoljno i € I, po svojoj definiciji projekcija m; je sirjekcija, pa je prema lemi [2.56] kolekcija
U; = {m;[U] : U € U} ultrafilter na skupu X;. Zbog kompaktnosti prostora X;, prema teoremi
postoji tacka x; € X, ¢ija je svaka okolina element ultrafiltera 4;, tj. takva da vazi

(VV e U(x:)(3U € U)(V = m[U]) (1)

Pomocu aksiome izbora biramo takve tacke x; € X;,i € I, tj. dobijamo tacku z = (x; : i € I)
prostora [] X;. U skladu sa teoremom [2.67} ostaje da se pokaZe da svaka okolina W tacke x
pripada ultrafilteru /.

Neka je W € U(z). Tada postoji element baze topologije B = ﬂ 7 10y], gdeje K C I

konacan skup, a O; € O;, takav dax € B C W. No, tada je z; € O Za sve ¢ € K, pa, prema
(1), postoji U; € U, i € K, tako da je O; = m;[U;]. Sada imamo

ieK ieK icK
pa W € U. Prema teoremi prostor [] X; je kompaktan. n

Primer 2.82. Sa X; oznacimo prostor svih struktura jezika L sa domenom N. Primetimo da
postoji prirodna bijekcija '
£ X — [120) x [TNE),
i J
Neka je topologija na X, data tako da je U otvoren u X, ako i samo ako je f [U] otvoren u
120" x [TN®™). Tada je X; homeomorfan sa 2%

J
Ako je jezik L relacioni, tj. ako je J = (), onda je prostor X; kompaktan. Jer prema teoremi
Tihonova, direktan proizvod skupova 2V je kompaktan, za svako n; € N. Pa opet primenjujuci
teoremu Tihonova, ovaj put na direktan proizvod skupova 2V, za svako n; € N, dobijemo da
je H 2(N") — X kompaktan.

Sa druge strane, prostor H N®") nije kompaktan.
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3 Osnovni pojmovi o poljskim grupama

U ovoj sekciji razmatramo bitnu metricku osobinu - kompletnost. PoCinjemo od definicije
Kosijevog niza.

Definicija 3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (x,, : n € N), u prostoru X, kaZemo da
je KoSijev niz ako i samo ako vazi slede¢i uslov

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng) d(x,, x,) < €.

Za metricki prostor (X, d) kazemo da je kompletan ako svaki KoSijev niz ima granicu u
X . Takode, za dati metricki prostor (X, d) postoji kompletan metri¢ki prostor (X, d) takav da
je (X, d) potprostor od (X, d) i X je gust u X. Za ovakav prostor kaZemo da je kompletiranje
prostora (X, d).

Primer 3.2. Prostor sa 01-metrikom je kompletan

Neka je (X, dy;) diskretan topoloski prostor i neka je (x, : n € N) KoSijev niz u ovom
prostoru. Shodno definiciji KoSijevog niza, odredimo ny € N tako da je za sve m,n > ng
ispunjeno do; (m, ) < 3. Tada, s obzirom na nagin na koji je 01 — metrika definisana, za sve
m,n > ng VaZl T, = T, = Tp,, Pa J€ Niz stacionaran a kao takav 1 konvergentan.

Primer 3.3. Metrika Bera
Neka je X skup svih nizova elemenata skupa A. Za nizove z = (x,) iy = (y,) iz X definiSemo

d(z,y) = O T=y
YY) = %7 x%y7k:min{V€Nixlj#yV}‘

Tada je prostor (X, d) kompletan.

Dokaz. Neka je (z(™), 20m = (z{™ (™ ). proizvoljan Kogijev niz u X. Tada za svako
n € N, tj. za svako € = 1 > 0 postoji k(n) € N tako da za sve p, ¢ > k(n) vazi d(z?,2@) <
1 Odavde sledi da za p > k(n) vazi 22, = 25", pa su u nizu n-tih koordinata niza (z™),
pocevsi od k(n)-tog Clana, svi elementi jednaki i obelezicemo ih sa y,,. Dakle, svaki koordinatni
niz je konvergentan, tj. za svako n € N postoji y,, € A tako da je nh_)ngo (M =y,

ObeleZimo uoceni niz (y,) sa y i dokazimo da (™ — y, m — +oo (videti sliku).

zM xgl) xgl) ooooxl)

2@ P P a®
37 o \
Yy n Y2 - Un

1

Neka je ¢ > 0 proizvoljno izabrano i neka je n € N takvo da vaZi - < e. Tada postoje

m, € N, v =1,2,...,n,tako da niz v-tih koordinata postaje y,, zam > m,,. Neka je my =max
{m, :1<v<n}.Tadazam > mgvazi 2™ =y,,v=1,2,...,n,paje
d(z™,y) <L <e i 2™ =y n — 4oo.
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Kako je svaki Kosijev niz konvergentan u X, to je prostor X kompletan. [
Teorema 3.4. Metricki prostor (X, d) je separabilan akko ima najviSe prebrojivu bazu.
Dokaz. Videti u [8], strane 87 — 88. L]
Teorema 3.5. U metrickom prostoru (X, d) vazi:

a) Svaki konvergentan niz je KoSijev.

b) Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.

¢) Svaki Kosijev niz je ogranicen.
Dokaz. Pogledati u [8], na strani 196. L]
Definicija 3.6. Topoloski prostor (X, O) je

* nizovno kompaktan ako i samo ako svaki niz u skupu X ima konvergentan podniz

* prebrojivo kompaktan ako i samo ako svaki beskonacan podskup skupa X ima tacku
nagomilavanja.

Teorema 3.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) Prostor (X, d) je kompaktan.
b) Prostor (X, d) je nizovno kompaktan.

¢) Prostor (X, d) je prebrojivo kompaktan.
Dokaz. Pogledati u [8]], na strani 147. O

Teorema 3.8. (Teorema Bera) Neka je (X, d) kompletan metri¢ki prostor i neka je {O,, : n €
N} prebrojiva familija otvorenih, gustih podskupova skupa X. Tada je skup N,y Oy, gust.

Dokaz. Pogledati u [8], na strani 210. L]

Definicija 3.9. Topoloski prostor je kompletno metrizabilan ako postoji odgovaraju¢a metrika
d takva da je (X, d) kompletan prostor. Separabilan, kompletno metrizabilan topoloski prostor
se zove poljski prostor.

Primer 3.10. Prebrojiv skup sa diskretnom topologijom je poljski

Neka je (X,P(X)) prostor sa diskretnom topologijom i neka je X prebrojiv skup. Od ranije
znamo da je diskretna topologija indukovana 01 metrikom (primer [2.15)), tj. trivijalnom metri-
kom. Ovo je i kompletna metrika na osnovu primera [3.2] Ovaj prostor je i separabilan jer je
merizabilan i ima prebrojivu bazu, pa je i poljski.

Primer 3.11. Prostor (R, O,,.;) je poljski

Prvo ¢emo dokazati da je prostor R sa uobicajenom metrikom kompletan.

Neka je (z,, : n € N) Kosijev realan niz. On je, na osnovu teoreme (c), ogranicen, pa
postoji interval [a, b] C R koji sadrZi sve ¢lanove ovog niza. Skup [a, b] je zatvoren i ogranien
u uobicajenoj topologiji pa je kompaktan, na osnovu Hajne-Borelove teoreme. On je, s obzirom
na teoremu 1 nizovno kompaktan pa dati KoSijev niz ima konvergentan podniz a na osnovu
teoreme [3.5] on je i sam konvergentan.

Sada ¢emo dokazati da je (R, O,,) separabilan.

Skup Q je prebrojiv i gust u R pa je prostor (R, O,.) separabilan prostor.

Dakle, prostor (R, O,) je poljski.
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Definicija 3.12. Topoloska grupa je grupa (G, -) sa topologijom na G, tako da je preslikavanje
(z,y) — xy~! neprekidno (iz G x G u G).

Definicija 3.13. Poljska grupa je topoloska grupa koja je ujedno i poljski prostor.
Teorema 3.14. [14, Primer 1.3] Proizvod prebrojivo mnogo poljskih prostora je poljski prostor.

Primer 3.15. Kantorov skup 2 = {0, 1}V je poljski prostor
Prostor 2 = ({0,1},P({0,1})) je poljski na osnovu primera [3.10} pa je i prostor 2" poljski
prema teoremi Zovemo ga Kantorov prostor.

3.1 Ekstenzija neprekidnih preslikavanja i homeomorfizama

Neka je X topoloski prostor, (Y, d) metricki prostor, A C X i f : A — Y. Za svaki skup
B C Y, nekaje

diam(B) = sup {d(z,y) : z,y € B}
(po konvenciji se uzima da je diam(()) = 0). Defini§imo oscilaciju funkcije f u tacki z € X na
slede¢i nacin
oscs(z) = inf{ diam(f[A N U]) : U je otvorena okolina tacke = }
Lema 3.16. Neka x € A. Funkcija f je neprekidna u tacki = akko je oscy(x) = 0.

Dokaz. (C) Neka je x € A i neka je funkcija f neprekidna u tacki x. Pretpostavimo da je
oscy(z) # 0. Neka je oscy(x) = € > 0.

Znamo da je L(f(x), 5) C L(f(x),€).

Posto je funkcija f neprekidna u tacki x € A, prema definiciji neprekidnosti u tacki, sledi

(VV e V(f(2))(BU € U(x)) fFIU] C V.

Kako L(f(x),5) € V(f(z)), onda mora postojati okolina U tacke z, takva da je f[U] C
L(f(z),5). (1)

Sa druge strane, oscy(z) = € > 0. Iz definicije oscilacije funkcije f u tacki x € A, sledi

inf(diam(f[ANU])) =€
(VU € U(x)) diam(f[ANU]) > e
(VU e U(x)) supl{d(2’,y): 2,y € fIANU]} > ¢
(VU eU(x)) (Ya',y € fFIANTU]) d(',y') > e.

To znaci da je rastojanje svake dve tacke 2’,y’ € f[ANU],U € U(x), vece ili jednako sa e.

S druge strane, rastojanje svake dve tatke z,y € L(f(z), §) je najvise 3 < e.

Dakle, ne postoji okolina U tacke = € A, takva da je f[U] C L(f(z), 5). Kontradikcija sa (1).
(D) Zaxz € A, neka je oscy(x) = 0 tako da funkcija f nije neprekidna u tacki x. To znaci da
postoji okolina tacke f(z), takva, da se nijedna okolina tacke x ne slika u nju. To znaci da ne
postoji okolina tacke = za koju je oscs(x) # 0. Kontradikcija. H

Za e > (0 definiSimo sledeci skup:

A, ={x € X : oscp(z) < €}.
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Lema 3.17. Skup A. je otvoren.

Dokaz. Dokazacemo da je A, okolina svake svoje tacke. Neka je x € A, i neka je U okolina
tacke x takva da je diam(f[A N U]) < e. Tada za svaku tacku y € ANU vaZi osce(y) < €
(jer postoji otvorena okolina y, ba§ U, za koju je diam(f[A N U]) < € pa je i infimum ovih
dijametara manji od €). Dakle, U N A C A, pa je dokaz zavrSen. O

Definicija 3.18. Za skup X kaZemo da ima osobinu G5 ako se moZe napisati kao presek pre-
brojivo mnogo otvorenih skupova.

Lema 3.19. [7, Propozicija 3.6] Skup {z € X : oscs(x) = 0}, odnosno skup tacaka u kojima
je f neprekidna, ima osobinu Gj.

Dokaz. Ocigledna je sledeca jednakost:

{z € X :o0scp(x) =0} = ) Ar.

Ovim smo pokazali (imaju¢i u vidu prethodnu lemu) da je skup {x € X : oscs(z) = 0},
odnosno skup tacaka u kojima je f neprekidna, presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova,
dakle G s skup. [

Teorema 3.20. [7, Propozicija 3.7] Neka je X metrizabilan prostor. Svaki zatvoren podskup od
X ima osobinu Gj.

Dokaz. Neka je d kompatibilna metrikana X.Zax € X, # A C X defini§imo
d(xz, A) = inf{d(z,y) : y € A}
Primetimo da, iz nejednakosti trougla, vazi

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

DefiniS§imo sada otvorenu loptu poluprecnika € > 0, oko A, sa L(A,€) = {z : d(x, A) < €}.
Dokaza¢emo da, ako je F' C X zatvoren (b.u.o. pretpostavimo da je neprazan), onda je

F=(\L(F>

(C) Pretpostavimo da = € F. Tada je:

d(z,F)=d(z,z) =0 =
d(z, F) < %, VneN=
veL(F,t),VneN=
LS nnGNL<F7 %)
(D) Pretpostavimo sada da 2 € ey L(F, +). Tada:
(VneN)z e L(F, )=
(Vn € N) inf d(z, F) <+=
(Vn € N) inf{d(z,y) 1y € F} <
( )G%GFNKWH <
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Dakle, z je granica niza (y, : n € N) ¢iji su svi elementi u F'. Kako je F' zatvoren, onda
reF=F.
Posto je
F=(L(F,—
NL(F)
onda F' ima osobinu Gy. L]

Teorema 3.21. (Kuratovski)[7, Teorema 3.8] Neka je X metrizabilan prostor, ¥ kompletan
metrizabilan prostor, A C X i f : A — Y neprekidno preslikavanje. Tada postoji G5 podskup
G od X, takavdaje AC G C Aig: G — Y neprekidno proSirenje preslikavanja f.

Dokaz. Zbog prethodnog zapisa, neka je G = AN {x : oscy(x) = 0}. Ovaj presek je G5 skup
jer iz leme MSledi daje {z : osc;(z) = 0} takode G5 skup. Ocigledno je daje G C A. Posto
je f neprekidno, gore smo naveli da ako je f neprekidno u tacki x, onda je osc(x) = 0. No,
funkcija f je neprekidna na celom skupu A pa mora biti neprekidna u svakoj njenoj tacki, pa je
oscp(r) = 0,zasve x € A. Odatle sledidaje A C G C A.

Sada, neka x € G. Posto # € A, a svaki metri¢ki prostor zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti, prema teoremi , postoji niz (x,) € A, takav da je nll_)IIQlo r, = x. Tada je
dim (diam(f[{#ni1, Zni2, .. .}])) = 0 (Za proizvoljno € > 0 odaberemo otvorenu okolinu tac-

ke x za koju je diam(f[A N U]) < e. Tada za ny € N, takvo da za n > n, bude ispunjeno
z, € ANU, vazii diam(f[{Zny11, Tngs2, - --}]) < diam(f[ANU]) < €) . Zbog toga je niz
(f(x,)) Kosijev, $to znaci da je konvergentan u prostoru Y koji je kompletan.
Neka je

9(2) = lim f(z,).

Prvo pokazujemo da je g dobro definisano, odnosno da ne zavisi od izbora niza (x,, : n € N).
Neka je lim f(z,,) = a. Pretpostavimo da postoji i niz (y, : n € N), koji konvergiraka z € X,
takav da je lim f (yn) = b,a # b. Znamo da je Y Hauzdorfov prostor (iz teoreme , pa
postoje disjunktne okoline U i V takve daa € U i b € V. Tada, ako izaberemo dovoljno veliko
mo, ko € Nzam > mgik > ko imaéemo da f(z,,) € Ui f(yx) € V. Tada postoji r > 0 tako
da je d(f(xm), f(yx)) > r. Znamo da je f neprekidna, odnosno da je oscs(z) = 0,za x € A.
To znaci da postoji okolina 1 tacke x takva da je diam f[A N W] < 7. Za dovoljno veliko m, k
bice f(xm), f(yx) € f[A N W], odnosno d(f(zm), f(yr)) < 5. Kontradikcija. Prema tome,
pokazali smo da je definicija dobra.

Pokazimo da je preslikavanje g neprekidno tako Sto ¢emo dokazati da je osc,(x) = 0, za
z € G. Neka je v € G proizvoljno. Tada, za okolinu U u G tacke = vazi g[U] C f[U] (jer za
r € Aje g(x) = f(x),azax € G\A, zbog dobre definisanosti g(x), ono se moZe izabrati kao
lim f(z,), gde sviz, € U), pa

diam(g[U]) < diam(f[U]) =diam f[U],

pa je oscy(x) < oscy(z) = 0. Da je funkcija g zaista prosirenje funkcije f je ocigledno, jer za
ze€Ajeg(x) = lim f(zy) = f(x).
[

Teorema 3.22. [[7, Teorema 3.11]

(1) Neka je X metrizabilan prostor i Y C X kompletno metrizabilan. Tada Y ima osobinu
G5 u X.
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(i) Ako je prostor X kompletno metrizabilaniY C X ima osobinu G, onda je Y kompletno
metrizabilan.

Dokaz. (i) Neka je X metrizabilaniY njegov kompletno metrizabilan potprostor. Posmatrajmo
identicko preslikavanje idy : Y — Y. Ono je neprekidno, pa iz teoreme Kuratovskog sledi
da postoji G5 skup G, takav da je Y C G C Y i neprekidno prosirenje preslikavanja idy,
funkcija ¢ : G — Y. Za tacku x € G vazi da je granlca nekog niza (y, : n € N) iz YV
(ovo sledi direktno iz teoreme - jerjeY C G C =Y Cc GAG C Y). Dalje je
g9(x) = lim idy (y,) = lim y, = . Kako g(z) € Y sledl dazxeY,pajeY =Gig=idy.

(7) Ako Y ima osobinu (G4, onda se Y moZe napisati kao presek prebrojivo mnogo otvorenih
skupova U,,. Dakle, Y = N, Uy DefiniSimo F,, = X\U,. Neka je sa d oznacena kompletna
metrika prostora X . Pokazimo da je sa

d'(,y) = d(z,y) + Zpomin{277", | 7ol — oty |}

definisana kompletna metrika na Y.
Bitno je prvo uoditi da red u gornjem izrazu konvergira (jer red >-°° ; 271" konvergira), pa
je metrika d’ dobro definisana.
Prvo pokazujemo da je d’ metrika.
(M1) d'(z,y) = d(z,y) 2 0
(M2)z #y = d(z,y) 2d(z,y) >0
r=y = d(z,y) =04+0=0

:‘ 11
d(z,Fn) d(y,Fn)

,onda je

d(z,y) =d(z,y)+ X;Zomin{ 2n1+17 |d(y71Fn) - d(a;,lpn) |}
= d(y, z) Y52 omin{ 5, |d(y,1Fn) - d(x,an)
=d'(y,x).

(M4)

d(z,z) =d(z,z)+ Yo min{ 2,11“, | wan) d(len) } 1 1 1
< d(:p, y) + d(y, ) + Z omln{ o1 s |d @F)  dy.F) + Ay, Fr)  d(z,Fp) |}
< d'(z,y) +d(y,2).

Dakle, d’ je metrika.
Sada pokazujemo da d’ generiSe istu topologiju na Y kao i d.
Nekajee > 0iy € L%(z,¢), zanekoz € Y.
ToznaCiday € Yidajed(z,y) < e.
Neka je ¢ realan broj takav daje 0 < § < € — d(z,y).
Pokazadéemo da je L% (y, ) C L%(x,¢), §to ée pokazati da je topologija na Y generisana sa d
ista kao i topologija na Y generisana sa d'.
Neka je z € L% (y, §) proizvoljno.
Tadaje d2.2) < 5. paje > dly.2) = X gmin{ s 5ty = el
Odatle imamo da je € — d(z,y) > d(y, 2) + 352 Omm{ T |d GF — 4G Fn 1},
paje e > d(z,y) +d(y, z) + Lplomin{ 5, | 7oy — aprgl = d(2,2), 6. 2 € L(z, ).
Dakle, topologije su iste.
Sada pokazujemo da je (Y, d’) kompletan.
Neka je (y,, : n € N Kosijev nizu (Y, d').
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Posto je d(z,y) < d'(z,y), zasve x,y € Y znamo da je (y, : n € N) KoSijeviu (X, d).
Posto je (X, d) kompletan postoji y € X takav da je dim g, = .
Treba joS pokazatida y € Y.
Posto je (y, : n € N) Kosijev a |d(yT:,Fn) - d(y;’Fn)| < d'(Ym, Yr), za sve m, k,n € Niniz

(ﬁ :m € N) je Kosijev za sve n € N, pa je konvergentan i ograni¢en. Fiksirajmo n € N.

Posto je ( RS N) ograniCen sledi da je d(y,,, F1.) > a > 0, za fiksirano a i za svako

1
d(ym,Fn
n € N. Dakle, posto je y = lim yp, i d(y, F,) > a > 0,onday ¢ F,. Posto je bilo proizvoljno

y & F,,zasven € N,slediday € Y. Dakle, (Y, d’) je kompletan prostor. O

Teorema 3.23. [3 Propozicija 1.2.1] Podgrupa H poljske grupe G je poljska akko H ima
osobinu G5 akko je H zatvorena.

Dokaz. Prva ekvivalencija sledi iz teoreme [3.22]

Dokazujemo drugu ekvivalenciju: H ima osobinu G akko je H zatvorena.

(<) Iz teoreme [3.20|sledi direktno.

(=) Pretpostavimo da H ima osobinu G's. Posmatrajmo H. Znamo da je H zatvorena podgrupa

grupe G , a kako svaka zatvorena podgrupa ima osobinu G5, onda je H i poljska grupa.

Prvo ¢emo dokazati da ako H ima osobinu G u H, onda to ima i svaki koset kH, zasve k € H.
Posto H ima osobinu G, prema definiciji [3.18

H= () Gn,

neN

gde je G, otvoren skupu H,zasven € N.Za k € H,

KH = k() Gy) = () kG-

neN neN

Preslikavanje f(x) = kx je homeomorfizam topoloskih grupa (dokaz pogledati u [12])). Tada,
ako je G, otvoren, za sve n € N, onda je i kG, otvoren skup za sve n € N. Dakle, kH ima
osobinu Gj.
Sada dokazujemo da ako je H gust u H, onda je i svaki koset kH gustu H, zasve k € H.

Neka je H gust u H. To znadi da za svaki otvoren skup U C H, U N H # (). Preslikavanje
f(x) = k~'z je homeomorfizam (dokaz pogledati u [12]). Tada je k~'U otvoren skup, pa je
E~'U N H # (. No, tada je i

k(kT'UNH) £ ) <~

kkT'UNEH # () <—
UNkH # 0.

Sa druge strane, znamo da je H = (),cy G- Skup G, za sve n € N je otvoren jer [ ima
osobinu G, a gust je jer je H C G,,.
Rekli smo da je kG, zasve n € N, k € H, otvoren. Skup kG, je gust jer je kH C kG, za
sven €N, k€ H,akH jegustzasve k € H.
Iz teoreme Bera sledi da je

() G () kG, # 0.

neN neN
A to znaci da je

HNkH #0,
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zasvek € H.
Ako se dva koseta seku onda oni moraju biti isti. A posto H seCe kH, za sve k € H, onda je

H = kH, za sve k € H. Ako su svi koseti isti onda postoji samo jedan koset. Zbog toga je
H=H. O

Teorema 3.24. Neka G poljska grupa i H C G zatvorena podgrupa. Tada je G/H poljski
prostor i ako je H normalna podgrupa, onda je G/ H poljska grupa.

Dokaz. Pogledati u [12]]. O

Teorema 3.25. (Uspenskii) Svaka poljska grupa je izomorfna podgrupi od H (1Y), grupi ho-
meomorfizama Hilbertovog kuba I, I = [0, 1].

Dokaz. Pogledati u [[7], teorema 9.18. O

Primer 3.26. Prostor S, sa topologijom Tihonova je poljski prostor
Skup N sa diskretnom topologijom je poljski prostor na osnovu primera Na osnovu teo-
reme sledi da je N, sa topologijom Tihnova, poljski prostor.
Dokazujemo da S.., kao podskup od NV, ima osobinu G .

Nekaje A = {f € NV : f je injekcija} i neka je B = {f € N : f je sirjekcija}. Jasno je
daje Soo = AN B.
Prvo pokazujemo da je A zatvoren u N

Posmatrajmo komplement N \ A.

Neka je g € N\ A. To znadi da postoje m,n € N takvi daje m < na g(m) = g(n).
Nekaje U = {f € N¥: f(m) = f(n) = g(n)}.
Po definiciji topologije Tihonova na NY, skup U je otvoren u NV, Po definiciji skupa U vazi da
g € U C NN\ A. Dakle komplement skupa A je otvoren pa je A zatvoren. Prema teoremi m
skup A ima osobinu Gj.

Sada pokazujemo da i B ima osobinu G5 u NV,
Fiksirajmo n € N.
Prvo primetimo da je U, = {f € N¥: (3m € N) f(m) = n} otvoren u N. Ovo je tatno zato
$to je Up, = Umen{f € NV ¢ f(m) = n} unija baznih.
Sadaje B = N,en Un, paje B prebrojiv presek otvorenih skupova, a to znaci da 5 ima osobinu
Gs.
Dakle, S, kao presek dva skupa koja imaju osobiu (G5, ima osobinu Gy.
Prema teoremi M(zz), S+ sa topologijom Tihonova, je poljski prostor.

3.2 Neke Cinjenice o simetri¢noj grupi S
Sledeca teorema je jedna od karakterizacija poljskih grupa.
Teorema 3.27. Neka je GG poljska grupa. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) G je izomorfno zatvorenoj podgrupi od So;
(2) G sadrzi prebrojivu bazu okolina jedinice 14 sastavljene od otvorenih podgrupa;

(3) G sadrzi prebrojivu bazu zatvorenu u odnosu na levo (desno) mnoZenje.

Dokaz. Pogledati u [2], na strani 9. ]
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Ono §to ¢e nas interesovati u ovom radu su prebrojive strukture A ( strukture ¢iji je domen
A prebrojiv skup).
Za prebrojivu strukturu A, skup Aut(A) je skup svih automorfizama iz A u A koji u odnosu na
kompoziciju obrazuje grupu:

- Neutralni element je ideticko preslikavanje.
- Kompozicija je asocijativna operacija.

- Svaki automorfizam je i bijekcija a svaka bijekcija ima inverzno preslikavanje koje je
takode izomorfizam, onda je svaki element iz Aut(A) invertibilan.

Dakle, (Aut(A), o) je grupa.

Umesto (Aut(A), o), pisaemo krace samo Aut(A).

Grupa Aut(A) je podgrupa od S4. Kako je na S definisana topologija Tihonova, onda je i na
Aut(A), kao potprostoru od Sy, definisana topologija Tihonova.

Lema 3.28. Za prebrojivu relacionu strukturu A, grupa Aut(A), je zatvorena podgrupa od S,
poljske grupe permutacija od A sa topologijom Tihonova.

Dokaz. Neka je A relaciona struktura u jeziku L ineka je g € S4\ Aut(A). To znaci da postoji
relacioni simbol R* iz L arnosti n i neki x1, 7o, ..., z, € A takvida je (z,2s,...,7,) € R*
a(g(x1),9(x2),...,g(x,)) & R4, pricemu je g|(,, ..y bijekcijaizmedu {z1, ..., z,} i skupa
{g(xl)a ce ,g(ﬂ?n)}

Oznacimo h = g|(z,,...z,}-

Sadaje N, = {f € S4 : f proSiruje h} bazni skup u Sy i vazi

g e N, C SA\Aut(A)

Posto je g proizvoljna tacka u Sa\ Aut(A), to znali da je S4\Aut(A) otvoren skup, pa je
Aut(A) zatvoren skup u .S,. O

Lema 3.29. Neka je A prebrojiv skup. Za svaku zatvorenu podgrupu G < Sy, postoji jezik L i
ultrahomogena prebrojiva relaciona struktura A, sa domenom A, takva da je Aut(Ag) = G.

Dokaz. Dejstvo G na A" defini§imo na slede¢i nacin: g - (ay, . ..,a,) = (g(a1), ..., g(a,)).
Neka su za svakon > 1,07, Of. . .. orbite dejstva G'na A".
Neka je L = {R,,;}n>1,>1, gde svako R, ; predstavlja n-arni relacioni simbol.
Definis§imo A na sledeci nacin: Ag = (A, Rﬁ?), pri Cemu je R,’:ZG = O,

Dokazimo prvo da je A ultrahomogena.

Neka su B,C C Ag ineka su A i B kona¢ni skupovi. Tada je B = (B,{R};) i C =
(C,{RS,). Jasno je daje RE, = R2¢ N B"i RS, = Ri¢ N C™.
Neka je v : B — C izomorfizam i neka je |B| = m. Posto je 1) izomorfizam, onda je v i
bijekcija pa je |C| = m.
Neka je B = {b1,...,by,}. Torka (b, b, ..., by,) pripada orbiti G - (by, by, ..., by) = Rﬁ?j,
za neko j, pa je (b, ba,...,bn) € RE ;= Rﬁg N B™. Posto je 1 izomorfizam, mora biti
(w(bl)v ¢(b2>7 c 7¢(bm)> € Rgm,j = Rﬁ}c]: N Cm’ Sto znaci da (1/}([)1)7 ¢(b2)a ce 71/)<bm)) €
Rﬁg. Dakle, (by,...,bm) 1 (¥(b1),...,1¥(by)) leze u istoj orbiti O, odakle sledi da postoji
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g € G,takodajeg- (by,...,bn) = (¢¥(b1),...,0(bm)).
Drugim re¢ima: g, .. 5,3 = %, odakle sledi da je A ultrahomogena.

Sada ¢emo dokazati da je Aut(Ag) = G.

(D) Neka g € Ginekajen > 114 > 1 fiksirano. Tada je (ay,...,a,) u relaciji R, ; ako
i samo ako je (ai,...,a,) u OF ako i samo ako je (g(ai),...,g(a,)) u OF ako i samo ako je
(9(a1),...,9(a,)) urelaciji R, ;. Dakle, g je automorfizam.

Komentar: Primetimo da je ovo tacno jer smo relacije definisali preko orbita.

(C) Pretpostavimo da g € Aut(Ag). Na S, imamo topologiju Tihonova, pa posmatramo
baznu okolinu elementa g. Ta bazna okolina je oblika

U={¢ €Ssr:4(x)=g(x),z € B}.

Tada je B konacna podstruktura od Ag.

Neka je B = {ay,...,a,}. Posto je (ay,...,a,) € OF, za neku orbitu OF, onda je i g -
(a1,...,a,) = (g(a1),...,9(a,)) € OF, jer je g automorfizam, a automorfizmi Cuvaju sve n-
arne relacije. Posto je O} orbita grupe G, to znaci da postoji h € G takavdaje (h(ay),...,h(a,)) =
(9(a1),...,9(an)). Atodalje znacida h € U, §to znaci da svaka okolina elementa g seCe grupu

G, ato znadida g € G, akako je G zatvorena, onda je G = G. To nam dajeda g € G. ]
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4 Ekstremno amenabilne zatvorene podgrupe grupe S,

U ovoj glavi ¢emo paznju posvetiti Fraiseovoj teoriji, tacnije nekim vezama izmedu kla-
sa struktura sa svojstvom amalgamacije i ultrahomogenih struktura, Remzijevoj teoriji, kao i
topoloskoj dinamici grupe automorfizama prebrojivih struktura.

4.1 Osnovni pojmovi

Glavna tema izucavanja topoloske dinamike je izuCavanje neprekidnih dejstava (Hauzdor-
fovih) topoloskih grupa GG na (Hauzdorfov) kompaktan prostor X. Oni se obi¢no nazivaju G-
tokovi.

Definicija 4.1. Tok je uredena trojka (X, G, m) gde je X topoloski prostor, G topoloSka grupa
i m neprekidno preslikavanje iz G X X u X, koje ima sledece osobine:

(D) 7(1g,z) =1lg-x =2 (z € X, 1g je identitet na )
(2) n(h,7(g,x)) =n(hg,z) (z€ X, h,g€ Q).
Prostor X se jo$ zove i fazni prostor a GG fazna grupa ili grupa dejstava.

U nastavku, umesto (X, G, 7), cemo krace reéi: X je G-tok.

Svako g € G definiSe neprekidno preslikavanje 77 iz X u X datosa 79(z) = 7(g,z) = g-x.
Umesto 7(g, z) u nastavku ¢emo pisati g - x.
Ako h, g € G, onda je

m"z) omt(z) = 7"(n9(x)) = 7"(g - x) = w(h,g-x) = h- (9 x) = w(hg,z) = 7"(x).

(7 je grupa, paiz h, g € G sledi da hg € G. Dalje,

-1
mond =qglc,

identi¢ko preslikavanje na X, pa je svaki 79(z) = 7(g, z), z € X, homeomorfizam skupa X na
samog sebe, pri éemu je (79) "' = 79 .

Zaelement g € GG kaZemo da deluje na element x € X tako $to ga preslikava u tacku g - x.

U topoloSkoj dinamici se ispituju dejstva topoloSke grupa na Hauzdorfov prostor X. Ne
mora nuzno prostor X da bude Hauzdorfov, ali ta pretpostavka nosi sa sobom dosta korisnih
osobina. Nas ¢e jo§ zanimati i ako je X kompaktan, tj. kada je X kompaktan Hauzdorfov pro-
stor. Ovo nam dosta suzava pogled na topoloske prostore, pa nam je laksSe da radimo sa manjom
klasom prostora, koja ima karakteristike kao Sto to ima kompaktan Hauzdorfov prostor.

Neka je X G-tok i neka z € X. Orbita elementa x je skup

G-x={g-x:9g€G}
i zatvorenje orbite elementa z, je skup
G-x.

Definicija 4.2. Neka je G grupa i X neprazan skup. Tadaje G- X = U{G -z : z € X }.
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Definicija 4.3. Skup K C X je invarijantan akoje G- K = K
Lema 4.4. Neka je G grupai K C X skup. Tada je

G- K=K <+ GG-KCK
Dokaz. (=) Ako je G - K = K, onda je to ekvivalentno sa
G-KCK AN KcG-K,

pa je dokaz zavrsen.

(<) Pretpostavimo daje G- K C K.
Pokazujemodaje K C G- K.

Nekajek € K. Tadaje G-k C K,tjzasveg € G

g-kekK,

pa postoji neko k' € K, takvodaje g -k =k’
Posto je G grupa, onda je svaki element invertibilan, pa za g € G postoji g~! € G, takvo da je
g gt =g' g=1g. Pomnozimo jednakost g - k = k’ sa g~! sa leve strane, tj.

g (g k)=g" kK =

(9 k=g F <

k=g ' KFecG- K.
Dakle, K C G- K. [

Primetimo da je G - © kompaktan i invarijantan skup.

Definicija 4.5. Neka je Y neprazan, kompaktan, G-invarijantan podskup skupa X. KaZemo da
je Y podtok ako se posmatra restrikcija G-dejstva sa X na Y.

Definicija 4.6. GG-tok X je minimalan ako nema pravih podtokova.

Primetimo da je tok M minimalan tok toka X akko je M zatvorenje orbite svake svoje taCke.
Jer, ako je M minimalan i x € M, zatvorenje orbite GG - = je zatvoren, invarijantan i neprazan
skup, paje G - x = M. Sa druge strane, ako M nije minimalan, neka je ) # N ¢ M, gde je N
zatvoren 1 invarijantan skup. Tada, ako z € N, G -x C N, pajeG-x # M.

Prethodna definicija nam kaZe i da je X minimalan akko je svaka orbita gusta. MoZe se
pokazati, primenom Zornove leme, da svaki G-tok X sadrZi minimalan podtok Y C X.

Primer 4.7. (1) Trivijalan primer minimalnog skupa nekog toka je {zq}, gde je x fiksna
tacka, tj. g - vo = x¢, za svako g € G, ako takva tacka postoji.

(2) 0:7Z x 2% =22 (n, f(z)) — f(x)
Na skupu Z je definisana diskretna topologija.
Prostor 2 = {0, 1}, sa diskretnom topologijom, je kompaktan Hauzdorfov prostor. Kako
je T, multiplikativna osobina, onda je i 22 Hauzdorfov prostor, a prema teoremi je
27 i kompaktan prostor.
Ostalo je da pokaZemo da je preslikavanje 0 : Z x 22 — 2%, dato sa 0({n, f(z))) = f*(z)
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neprekidno. Na prostoru 2% je definisana topologija Tihonova. Prema tome, jedan bazni
skup iz 2%, koji sadrzi f", je oblika:

U= {h S 27 . h(l‘l) = fn(l'l), .. ,h(xk) = fn<ll,‘k)}

Da bismo dokazali neprekidnost, treba da pronademo otvorenu okolinu tacke (n, f), koja
se cela slika u U. Ta otvorena okolina mora biti oblika V; x V5, gde je V; okolinan a V5
okolina od f. Te okoline izgledaju:

Vi={n}

Vo ={g €2 g(x1) = f(x1),..., g9(zk) = flan)}.

Dakle, V; je okolina tacke n. Ovo je otvoren skup jer je na Z definisana diskretna topolo-
gija. Dok su u V4 svi g-ovi, koji rade na konaéno mnogo mesta, isto $to i f, po topologiji
Tihonova.

Ono sto hocemo da dokazemo je da {n} - g € U, za svako g € V5. Ako dokazemo da je
n-g(x) =g"(x;) = f*(x;), zasvako l € {1,2,..., k}, zavr§ili smo dokaz.

V1 je okolina broja n, dok iz V5 znamo da je g(z;) = f(x;), zasvako ! € {1,2,... k}.Pa
ako uzmemo bas n € {n}, dobi¢emo da je:

n-g(r)=g"(x) = f"(x) €U

zasvakol € {1,2,... k}.
Dakle, dejstvo 6 je neprekidno, pa je 2% jedan Z-tok.

Primer 4.8. Grupa S, deluje (u nekim literaturama se ovakvo dejstvo zove kanonic¢ko) na X7,
prostor iz primera [2.82} na slede¢i nacin: Za datu strukturu A = (N,{R*}, {f*}) neka je
g-A=B=(N{RF} {fP}), gde

RP(ar, ... an0) <= RMg ' (a1),.... 9 (anw))

fPlar, . amg) = [ ar), - g Hamy))),

pa g predstavlja izomorfizam iz A u B. Ovo sledi iz definicije izomorfizma. Jer ako su neki
elementi u relaciju u originalu, onda i njihove slike moraju da budu u relaciji, primenom datog
izomorfizma. Dakle, dejstvo g, koje deluje na elemente koji su u relaciji koje je gore definisano,
zaista predstavlja izomorfizam struktura.

Da bismo lakse shvatili koncept dejstva grupe S, na X, posmatrajmo primer strukture
(Q, <). Ovde imamo samo jednu i to binarnu relaciju. Dakle, i = 1, pa ga moZemo zanemariti
u zapisu. Ozna¢imo RB =<B=<94A i RA =<A Pri ¢emu je domen struktura A i B skup Q.
Sada koristeéi gore definisano dejstvo elemenata u relaciji, kaZzemo da je, za x,y € Q

(r,y) €<I = (g7 (2), g '(y)) e<?

Sto je ekvivalentno sa
(g(z), g(y)) €<I? = (x,y) e<™ .

Ovako definisano dejstvo se zove logi¢ko dejstvo. Dokaza¢emo sada da je ono i neprekidno.
Dokaz sprovodimo direktno, koristeci definiciju Posmatrajmo preslikavanje ¢ : Sy X
X — Xp,datosap(g,A) =g-A=B.
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Za svaku okolinu B € U treba nam okolina (g, A) € V takoda f - C € U zasve (f,C) € V.

U={D:r <P aq,....rm <" q}

zaneke ry,... 74, qu,...,q fiksirane iz Q, za koje je r; <P q1,..., 1. <P qu.
Vo= 17 € St (0 S B0 ) = 0700 4 £ 0) = 07 @)
Vo={CeXp:(Vi<k)g'(r) <" g ()}

Za f € Vi,C € V;yvazi

g r) <% g Yq), zasve i <k &

f~Yr) <€ fYq), zasve i < k <

T < qi,---, Tk <t qr <
f-Ccel.

Odavde direktno sledi da f - C' = f(C') € U. Dakle, dejstvo je neprekidno.

Konacno, znamo da je X; kompaktan Hauzdorfov prostor ako je jezik L relacioni. Znamo
i daje grupa G < S, topoloska grupa, a sad smo objasnili i da je dejstvo neprekidno. Prema
definiciji X1, je G-tok.

Posmatrajmo sada jezik L. = {<}, gde je < jedna binarna relacija. Sa LO ozna¢imo kom-
paktan S, -invarijantan podskup od X, koji sadrZi sva linearna uredenja A = (N, <) na N.
Ovako definisano LO je podtok od G-toka X7, jer su domeni isti ali LO posmatra samo linear-
na uredenja, dok X; posmatra i Sire, ne samo uredenja koja ne moraju da budu linerna, nego i
relacije koje ne moraju da budu uredenja. KaZzemo da GG ¢uva neko uredenje ako ovaj podtok
ima fiksnu tacku, tj. ako postoji uredenje < na N takvo da je, zasve g € G

a<b <= g(a) < g(b).

Medu minimalnim tokovima date grupe G, postoji najveci (univerzalni), zvani univerzalan mi-
nimalan tok. Da bismo definisali njega, potreban nam je prvo koncept homomorfizama G-toka.
Neka su X 1Y dva G-toka. Homomorfizam G-toka X u G-tok Y je neprekidno preslikavanje
m: X — Y, takvo da je

m(g-x)=g-m(x), z€X,g€eq.

Primetimo da ako je Y minimalan, onda je bilo koji homomorfizam iz X u Y sirjektivan.
Kao i ranije, izomorfizam iz X u Y je bijektivni homomorfizam 7 : X — Y, takvo dajein !
homomorfizam.

Teorema 4.9. [6, Teorema 1.1] Neka je data topoloSka grupa GG. Tada postoji minimalan G-
tok M(G) sa slede¢im svojstvima: za bilo koji minimalan G-tok X postoji homomorfizam
7m: M(G) — X. Stavise, M(G) je jedinstveno odreden do na izomorfizam ovim svojstvom.

Prostor M (G) se zove univerzalan minimalan tok od G. Za ovaj rad nam nece biti potreb-
na dalja analiza ove strukture.
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Definicija 4.10. Topoloska grupa G je ekstremno amenabilna ako svaki G-tok ima fiksnu
tacku, tj. za svaki G- tok X, postoji tacka x € X takva da je, za svako g € G ispunjeno
g-T=ux.

Sada ¢emo navesti bitne karakteristike ekstremno amenabilnih grupa.

Lema 4.11. [6, Lema 4.1] Neka je G topoloska grupa i X G-tok. Tada su sledeci uslovi ekvi-
valentni:

(1) G-tok X ima fiksnu tacku.

(2) Za svakon = 1,2,... 1 neprekidno preslikavanje f : X — R" ¢ > 0, F' C G konacan,
postoji x € X, takvo da je |f(z) — f(g- x)| < € zasvako g € F, gde | - | predstavlja
Euklidsku normu.

Dokaz. (1) = (2) Po uslovu (1) i definiciji GG-toka, postoji x € X, takvodaje g-x = x, za
svako g € (. Tada je:

|f(x) = flg-2)| = |f(z) — flz)| =0<e
(2) = (1)Za f : X — R" neprekidno, ¢ > 0, F C G konacan, neka je
Aper={r e X:Vge F([f(z) - flg-z) <€)}

Dokaz ¢emo sprovesti iz tri dela.
Prvi deo. Pokazujemo da je Ay r zatvoren.

Posmatrajmo preslikavanje ¢ : X — X x X, dato sa ¢)(z) = (z,g - x). S obzirom da
je G grupa, postoji g~ pa je p,(z) = ¢ - x homeomorfizam. To znali da je preslikavanje v
neprekidno.

Takode je i preslikavanje ¢ : X x X — R™ x R, dato sa ¢((z,y)) = (f(x), f(y)),
neprekidno jer je i preslikavanje f neprekidno.

Posmatrajmo sada skup Z = {(x,y) € R" x R" : |x — y| < €}. Ovaj skup je zatvoren jer
mu je komplement otvoren. Ako bi |x — y| > €, na primer neka je |x — y| = d = const., onda
je L({z,y), )N Z = 0.

Kako su ¢ 1 ¢ neprekidne funkcije, onda je i njihova kompozicija neprekidna funkcija, pa
je inverzna slika zatvorenog skupa zatvoren skup. Dakle,

Afetgy =¥ 07 2]]

je zatvoren.
Drugi deo.
Sada ¢emo pokazati da je

(HAfer | f: X — R" neprekidna, ¢ >0, F C G, |F| < oo} # 0.

Dovoljno je dokazati da je ﬁ Ay, e, 5, 7 0, za svaku konaénu kolekciju (fj, €5, Fj),j =
j=1

1,...,m. Jer ¢e na osnovu definicije familija {As.r | f : X — R” neprekidna, € >
0, F C G, |F| < oo} imati svojstvo kona¢nog preseka, pa ¢e iz teoreme [2.66, posto je X
kompaktan, slediti da je

(WAfer | f: X — R" neprekidna, € >0, F C G, |F| < oo} # 0.
Neka je
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F=FUFRU...UF,, é=min{e, e, -, 6n}

f - (fl’ o 7fm) X = Rn1+n2+“‘+nma

gde f; : X — R™, B

Kako je F; konacan skup za svako i € {1,...,m}, onda je i F' konacan skup kao kona¢na
unija konacnih skupova. B B

Prema teoremi b), funkcija f je neprekidna akko je f o 7; neprekidno preslikavanje za
svako j < my + - + Ny, pri Cemu je 7; projekcija proizvoda R™ "2+ na prostor R™.
No, f om; = f; o m; jeste neprekidno, za i za koje je ny +--- +n;_1 < j < ng +--- +ny,
jer je f; neprekidno preslikavanje po uslovu teoreme a kako su i projekcije neprekidne, onda je
1 njihova kompozicija neprekidno preslikavanje.

Ostaje jos da pokazemo da je Af.r C (| Ay, ., r;- Nekaw € Aj . p. Dovoljno je pokazati

b j:l b

daz € Ay, r,;» zasvako j < m.Toznacida, zasvako g € F}, j < m,vaZi|f;(x)—f;(g-7)| <
Ej' Nekaje f(ﬂf) = (f1($)7 s 7fm(x)) = (1’1, s >$n1+...+nm) 1 f(g:v) = (fl(gx)> I fm(g
z)) = (Y1, Yny+. +n,, ) Tada:

|f () —
= \/(% — )+

Posto je

(g ' 'r)| = |($1’ e 7'Tn1+---+n7n) - (ylﬂ e 7yn1+---+n7n)

+ (xn1+---+n'rn - yn1++nm)2 S g S Ej, v] € {1, e ,m}.

n1+...+nj

|fi(x) — fi(g-2)| = Yoo (T, —yn,)? <

i>n1+...+nj_1

\/(Il - y1)2 +.o+ (*rnj - ynj>2 +.o+ (xn1+...+nm - yn1+...+nm>2 < €< ¢,
za svako j iz skupa {1,2,...,m},ondaz € N Ay, ., r paje Ajer C N Ay e F,- Ali, po
j=1 T j=1

m
uslovu leme, A 7 je neprazan skup, pa je i 'ﬂl Ay, ¢; F; NEprazan.
J:

Treéi deo. Svaka tacka iz {Ascr | f : X — R” neprekidna,e > 0, F C G, |F| < oo} je
fiksna tacka.

Pretpostavimo suprotno. Neka x € Ay p tako da je g - ¢ # x, za neko g € G. Kako je
X kompaktan, Hauzdorfov prostor, onda je prema teoremi X normalan 7} prostor. Prema
teoremi {x}i{g - x} su zatvoreni skupovi. Sada prema lemi Urisona, postoji neprekidna
funkcija f : X — [0, 1], takva daje f[{z}] = 01 f[{g - z}] = 1. No, tada za ¢ = 1, sledi

If(a:>—f(g-a:)|:1>;:e.

Pa, v & Ay (4. Kontradikcija sa pretpostavkom da x € N Ay p. [

Ovu lemu koristimo da dokaZemo sledecu jako bitnu teoremu.
Za funkcija f : X — {1,2,..., k} kaZemo da je bojenje skupa X (u k boja).

Teorema 4.12. [6, Propozicija 4.2] Neka je S, grupa permutacija na skupu N sa topologijom
Tihonova. Ako je G < S, zatvorena podgrupa, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) G je ekstremno amenabilna.
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(2) Za svaku otvorenu podgrupu V' iz G, svako bojenje ¢ : G/V — {1,...,k}, skupova
levih koseta hV iz V' i svaki konacan A C G/V, postojig € Gi1 < i < k, takvo da je
¢(g-a) =1, zasvako a € A, gde G deluje na G/V na uobicajen nacin g - hV = ghV.

Dokaz. (1) = (2) Neka su V, k, ¢ fiksirani kao u (2). Neka je dato prirodno dejstvo grupe G na
Y ={1,2,...,k}¢/V, definisanosa g - p(x) = p(¢~' - z),zap € Y, 2 € G/V.

Grupa Sy je poljska grupa a G je zatvorena podgrupa od S, pa je po teoremi [3.23]i G
poljska grupa. Po definiciji poljske grupe, G’ mora biti topoloska grupa.

Konacan skup {1,2,...,k} je kompaktan. A prema teoremi Tihonova, sledi da je Y kom-
paktan prostor kao proizvod kompaktnih prostora.
Prostor Y = {1,2,...,k}¢/V je i Hauzdorfov prostor. Kona¢an diskretan prostor je Hau-

zdorfov. No, kako je T, multiplikativna osobina, onda jei {1,2, ..., k}%/V Hauzdorfov, tj. Y je
Hauzdorfov prostor.
Dakle, Y jeste G-tok.
Neka je X = G - c. Iz (1) znamo da postoji fiksna tatka v € X (v je funkcija (bojenje) ¢ija je
promenljiva koset). Primetimo da grupa GG deluje tranzitivno na G /V:

Po uslovu teoreme, GG deluje na G/V na uobicajen nacin: g - hV = ghV, g, h € G. No kako
je G grupa, gh € G. Neka je k = gh. To znadi da za svako hV,kV € G/V, postoji g € G,
takvo da je g - hV = kV. Dakle, G deluje tranzitivno na G/V'.
Posto je v € X fiksna tacka, za svako g € G i svako z € G/V/, vazi:

Sa druge strane, za v € X isvako g € GG isvako x € G/V, po definiciji dejstva sa poCetka
dokaza:

tj.

) =~(g" ).
Posto GG deluje tranzitivno na G/V/, za svaki koset y € G/V, postoji g € G takvodaje g-y = .
Tada je:

(@) =7(y)-
Dakle, v je konstantna funkcija. Neka je v(a) = i, za svako a € G/V. OCigledno je da y €
{1,2,...,k}¢/V tj. v je bojenje. Pretpostavili smo day € G - c. Prema definiciji zatvorenja, to

znaci da svaka okolina 7 seCe skup G - c. Ali okolina tacke 7y je oblika By = {f | fla = 7|4},
zaneko A C G/V,|A| < co. Uzmimo proizvoljno takvo A. Ovo moZemo da uradimo jer je na
Y definisana topologija Tihonova. Drugim re¢ima, okolina tacke ~ je skup svih bojenja koje se
na kona¢no mnogo tacaka poklapaju sa ~y. Dakle:

yeG-¢c = Jhe BNG-c
heB = h’A:'YlA
heG-¢ = h=h-¢, hed

Posto je G grupa, postoji g—* € G, tako da je h' = ¢~'. Zamenom u gore dokazano dobijamo
daje g7' - cla = 7|4, iz Cegasledidaje i = y(a) = c(g - a), za svako a € A.

(2) = (1) Radi jednostavnosti dokaza, koristicemo uslov ekvivalentan sa (2), koji se dobija
zamenom levih koseta desnim. Sa V/G oznaCimo skup desnih koseta V'h od V' na koje grupa
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G deluje na sledeéi nacin: g - Vh = Vhg!. Koriste¢i lemu dovoljno je pokazati da ako
je X G-toki f : X — R" je neprekidna, ¢ > 0, F' C G konacan, tada postoji © € X, tako da
je|f(x) — f(h-x)| <€ zasvako h € F.

Prvo éemo pokazati da za 1 postoji otvorena okolina V', takva da za svako h € V' i svako
r € X, vazZi

|

[f(z) = f(h-2)| < (+)

Znamo da je dejstvo ¢ : G x X — X, dato sa ¢({g,z)) = ¢ - z, neprekidno, kao i da je
preslikavanje f : X — R” neprekidno. Posmatrajmo sada preslikavanje ¢ : G x X — R" xR",
dato sa ¥ ((g,x)) = (f(x), f(g - x)). Tacke (f(x), f(z)) € R" x R", za svako x € X. Neka je
L({f(), f(x)), §) otvorena lopta sa centrom u tacki (f(x), f(x)), polupre¢nika . Kako je G
grupa, postoji jedinica 1, takav da je:

v({(la,2)) = (f(x), f(x)).

Posto je v neprekidno, postoji okolina V,, tacke 14 i okolina U, tacke x, tako da je:

/'\C,Q

€

UlVe x U] € L), F@). )

Kako smo za svaku tacku z € X birali okolinu U,, onda mora vaziti X = (J U,. No, kako je
reX

X kompaktan, postoje tacke x1, xo, . .., T,, takve daje X = U U,,.Dalje,nekaje V = ﬂ Va,-
i=1

Skup V' je otvoren jer je presek konano mnogo otvorenih skupova, pa je zato i okolina tacke 1a.
Ovo zna€i da za proizvoljne g € V,x € X, postoji j € {1,2,...,k}, takodaz € U,,,g € V,,.
Ali ovo ne znaci nisSta drugo do:

€

V(g 7)) € L{{f(25), F(2))), 5)-

Dakle, centar date lopte L se nalazi na dijagonali u R™ x R"™. To znaci da za proizvoljnu tacku
iz lopte L, njene koordinate moraju da budu na rastojanju ne veemod 2 - £ = <.

Iz uslova teoreme znamo da je GG zatvorena podgrupa od S.. Iz teoreme V' je otvorena
podgrupa od GG. Ovim smo dokazali da postoji traZena otvorena okolina V.

Skup X je kompaktan a funkcija f je neprekidna, pa je iz teoreme i f[X] kompak-
tan podskup od R”. Posto je f[X] kompaktan, moZemo nadi particiju skupa f[X] na delove
Ay, ..., Ay, dijametra manjeg ili jednakog od 5. To znali da je rastojanje svake dve razliCite
taCke iz istog dela particije najvise .

Fiksirajmo xy € X.Nekajezal <i <k

Ui={9€G: f(g-m0) € A;}.

Posto skupovi A;, 1 < i < k Cine particiju skupa f[X], to znali da je U;,1 < i < k particija
grupe G.
Stavimo da je VU; = V;. Primetimo da je svaki V; = U,cy, Vu i da je V; podgrupa od V,
k
pa V; moZemo predstaviti kao podskup od V/G. Jasno je daje V/G = | V;. Odavde sledi da
i=1

postoji ¢ : V/G — {1,2,...,k}, takvo daje c ' [{i}] C V;
Ozna¢imo sa A = V(F U{1¢}). 1z uslova (2), date teoreme, postoji g € G,1 < i < k, tako
daje c(g - a) = i, za svako a € A. Posto je c™'[{i}] C V;, odatle sledi da je (F'U {1¢})g C V.
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Pokazujemo da je x = g - x traZena fiksna tacka.

Koristeci rezultate dobijene u drugom delu, pronaci¢emo jo§ dve tacke za koje vazi uslov
().

Iz uslova (F U {lg})g C V; = VU, sledidazah € F, hg € VU;. To znadi da postoje
v € V,u € U, tako da je hg = v'u. Neka je v € V takvo da je vv' = 1. Ovakvo v’ postoji
jer je V podgrupa, a jedinica u grupi je jedinstvena. Sada je vhg = vv'u = u € U;. Po definiciji
skupa U;, f(vh-(g-x0)) € A;ji f(vh-(g-20)) = f(vh-z). Primenjujuéi uslov (*)nah-z € X,
dobijamo:

[f(h-z) = flvh-2)] < (%)

Preostaje jo$ da odredimo i treu tacku za koju vazi uslov (*). Ponovo posmatrajuéi uslov (F' U
{1¢})g C VU;, samo ovaj put za 15, dobijamo da g = 15 - g € VU,, tj. postoje k € V,u' € U;.
tako da je g = ku'. Odavde je k~'g = u' € U;. Oznaimo sam = k™'. PoStoje k € VaV
je podgrupa, ondaim = k! € V. Sada je mg = v’ € U, odakle sledi da f(mg - xo) € A; i
f(mg - xo) = f(m - ). Primenjujuéi uslov (x) zam € V iz € X, dobijamo :

w\m

|f(z) = f(m-2)] <

(5 * *)

w\m

Iz (%), (x%), (x % %) sledi:
f(2) = f(h-2)| = |f(@) = fm-2) + f(m-2) = f(vh-2) + f(vh-2) = f(h-2)
< |f@) = fm-2)| + |f(m-2) = f@h- )| + |f(wh-2) = f(h-2)]
<gtgtge
Nejednakost | f(m - 2) — f(vh - z)| < & vaZi jer m -z, vh - © € A;, koji je dijametra £. O

Komentar 4.13. Prema dokazu teoreme [{.12] da bismo proverili da li je zatvorena podgrupa
G < S, ekstremno amenabilna, dovoljno je pronadi fiksnu tacku za svaki kompaktan invari-
jantan podskup {1,2,...,k}%/V za svako k € N i svaku podgrupu V' < G, koja je otvorena.
Podsecanja radi, {1,2,...,k}%" je G-tok.

Dovoljno je posmatrati slu¢aj V' = G/, po svim kona¢nim skupovima @) # F' C N ([6]], strana
131).

Za dokaze narednih tvrdenja, potrebni su nam dodatni pojmovi.
Grupa G < S, deluje na konacan podskup skupa N na uobicajen nacin

g-F={g-i:ieF}.
Definicija 4.14. Neka je ) # F' C N. DefiniSimo sa
Grp={9eG:g-F=F}
skupovni stabilizator od F', u kome je dejstvo na skup definisano na uobicajen nacin.

Primetimo odmah da je Gy < G, gde je G(F) taCkasti stabilizator skupa 0 #F CN.
Lema 4.15. Nekaje G < S i) # F C N, |F| < co. Tada je
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Dokaz. Da bismo dokazali lemu, treba odrediti broj koseta tackastog stabilizatora u odnosu na
skupovni stabilizator i dokazati da je to konacan broj.

Posmatrajmo skupovni stabilizator Gr = {g € G : g - F = F'} i njenu podgrupu, tackasti
stabilizator, G(py = {g € G : (Vi € F) g -i = i}. Neka je |F| = n.

Permutacija skupa F' ima n!, jer je F' konacan. Dokazimo da koseta ima najvise n!.

Nekaje SF - {fl?f?a--'afn!}-
Zai < n!, nekaje ¢; : N — N funkcija data sa

%(k):{i() ké?

Tvrdim da je svako g € Gz unekom ¢;G (), za 1 < nl.
Neka je g € G proizvoljno. Posmatrajmo ¢g|.
Posto je g € G, postoji j < nl, takvo daje g|p = @;|r = f;.

Neka je ¢ € G(r) data sa
g(k), kgF
k) =
vik) {k;, ke F.

Tada je g = p; 0y € p;G(F), pa je svaka bijekcija g € G u nekom kosetu.
Pa koseta ima najvise n!. Tacno n! ¢e ih biti za G = S.
Dakle,
[GF : G(F)] < n! < 0.

]

Definicija 4.16. Neka je ) # F' C N, |F| < oo. Tada G — tip skupa F, definiS§emo kao orbitu
G - F skupa F'.

G-tip o je zapravo G-tip nekog kona¢nog, nepraznog podskupa skupa N.

Ako su p i o G-tipovi, onda piSemo

p<o& (IFeo)TF epF'CF
< (VFeo)IF ep)F'CF
& (VFepE@Feo)F'CF

Ekvivalentcije gore navedene ¢e imati primenu u tacki[4.3]

4.2 Strukturna Remzijeva teorija

Neka su A, B strukture u jeziku L. KaZzemo da je
A<B
ako se A moZe potopiti u B. Ako je A < B, neka je
(i) ={ Ay : Ay je podstruktura od B izomorfna sa A }.
ZaA <B<Ck=23,...,piSemo, koriste¢i Erdo§-Rado notaciju
C— (B
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ako za bilo koje bojenje ¢ : (i) — {1,2,...,k} sa k boja, postoji By € (g) koji je homogen

skup, usmisludazaneko 1 <i < k,isvako Aj € (110) ,c(Ag) =1, . (]io) je monohromatsko.
Neka je K klasa konacnih struktura u jeziku L. KaZzemo da K ima Remzijevo svojstvo ako
K zadovoljava nasledno svojstvo (HP) izasvako A < Bu K,k =2,3,..., postoji C € K i
B < C takvo da
C — (B)2.

Navedimo neke primere klasa sa Remzijevim svojstvom:

(i) (Remzi) Neka je L = {<} i LOy;, klasa konacnih linearnih uredenja. Tada LOy;, ima
Remzijevo svojstvo. [6]]

(ii) (Nesetril-Rodl) Neka je L = {<, F'}, <, F binarni relacioni simboli i neka je OG klasa
svih konac¢nih uredenih grafova A = (A, <A EA) (<A je linearno uredenje na A, E je
simetri¢na, irefleksivna relacija). Tada OG ima Remzijevo svojstvo. [6]

(iii) (Grejam-Lib-Rotc¢ajld) Neka je F' kona¢no polje i neka je L = {+} U {fa}acr (svi
simboli funkcija), gde + ima arnost 2 i svako f, je unarno. Svaki vektorski prostor nad
F se moze posmatrati u ovoj strukturi pri ¢emu je + aditivna operacija a f, je mnoZenje
skalarom «, za o € F'. Podstruktura vektorskog prostora je podprostor. Neka je Vr klasa
svih kona¢no-dimenzionalnih vektorskih prostora nad F'. Jasno je daje A < B <«—
dim(A) < dim(B). Tada Vr ima Remzijevo svojstvo. [6]

4.3 Karakterizacija ekstremno amenabilnih grupa automorfizama

U nastavku rada, koristeéi prethodno dobijene rezultate, dokaza¢emo dodatne osobine ek-
stremno amenabilnih grupa.

Teorema 4.17. [6, Propozicija 4.3] Neka je G < S, zatvorena podgrupa. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentni:

(i) G je ekstremno amenabilna.

(ii) (a) Za svaki konacan skup () # F' C N, G () = G i (b) Za svaka dva G-tipa p i o, gde
je p < o isvako konacno bojenje ¢ : p — {1,2,... k}, postoji 1 <i < kiF € o, takvo
daje ¢(F') =i,zasvako I € pi F' C F.

(ii1) (a)’ G Cuva uredenje i (b) kao pod (ii).

Dokaz. (i) = (iii): Dokazimo prvo uslov (a)’. Znamo iz (i) da je G ekstremno amenabilna i da
je LO G-tok iz gore dokazanog. To znaci da postoji tacka iz prostora LO koja ée ostati fiksna
primenom bilo kog neprekidnog dejstva grupe GG. Pa po gore dokazanom, GG ¢uva uredenje.

(b) Fiksirajmo sada p < o, ¢: p — {1,2,...,k}. Neka je G - F' = p (orbita). Prema (a)’,
G Cuva uredenje, pa postoji linearno uredenje, koje fiksira g € G.

Jedini automorfizam koji ¢uva uredenje na konacnom skupu je identicko preslikavanje. To
uredenje se Cuva element po element, ali to onda za sobom povlaci da svaki element skupovnog
stabilizatora mora pripadati i taCkastom stabilizatoru. Od ranije znamo joS i da je G () < G,
paje Gp = G(py.

OznaCimo, V' = G'r = G(pr), pa moZemo desne kosete iz G /V posmatrati kao elemente
G - F' = p. Fiksirajmo Iy € 0 . Nekaje A = {F| C Fy, : Fj € p}. Sada primenjujemo teoremu
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B.12 (i) naV,c, A gde Fy € 0. Nekaje 1 <i < kig € G, takvo daje c(g - Fj) = i, za svako
Fj € A Nekaje F = g - Fy € 0. Ovo moZemo da uradimo jer je o orbita i njeni elementi su
bas oblika g - F. Akoje Fy C FiF, € p,ondajeg ! - Fy =F/ C Fyig™'-F, = F| € p,pa
je
c(g- F)) =c(F) =1.

(iii) = (ii). Trivijalno. Ve¢ smo dokazali da jedino identicko preslikavanje Cuva uredenje na
kona¢nom skupu.

(ii) = (i). Opet primenjujemo teoremu (ii) na skup V, pri éemu je G () = Gp, 0 #
F C N, konacan. Ako je V = G, tada G/V moZemo identifikovati sa p = G - F'. Fiksirajmo
bojenje ¢ : p — {1,2,....k} 1 A; € p,zasvakoi € [1i|I| < oo. Po§to o moZe da bude
proizvoljno, onda ¢emo izabrati (J;c; A;. Ovo je neki tip 0 i p < o, jer U;c; A; sadrzi A; € p,
za svako ¢ € I. Primenjujuci teoremu [{.12|(ii) na ovako izabrano o, postoji 1 <i < kig € G,
takvo da za svako F' C g - U;cr Ai, F' € p, imamo da je ¢(F') = i. Tadaje c(g - F') = i, za
svako F' € A;,1 € 1. [

Definicija 4.18. Neka je G < S, i neka su p < o G-tipovi. Ako F' € o, piSemo
() ={F'Cc F:F eph
Ako su p < o < 7 G-tipovi , piSemo
T — (o)L,

gde je k = 2,3,...,1 ako za svako F' € 7 i bojenje ¢ : (];) — {1,...,k}, postoji skup
Ey € (f ), koji je homogen, tj. ¢ je monohromatsko bojenje na (i ) :zaneko 1 < i < kisvako
Fre (),e(F) =i.

Kazemo da GG ima Remzijevo svojstvo ako za sve G-tipove p < o isvako k =,2,3,...,
postoji G-tip T > o, takav da 7 — (0)?.

U nastavku ¢emo sve dokaze koji koriste prethodu definciiju, posmatrati za slucaj kada
imamo dve boje, tj. kada je £ = 2. Induktivno se moZe dokaz uopstiti i za vece k.

Teorema 4.19. [6, Teorema 4.5] Neka je G < S, zatvorena podgrupa. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentni:

(i) G je ekstremno amenabilna.
(i1) (a) G ¢uva uredenje i (b) G ima Remzijevo svojstvo.

Dokaz. (i) = (ii). Pod (a) smo veé¢ dokazali u teoremi Da bismo dokazali (b) dovoljno
je izvrsiti restrikciju na slucaj kada je £ = 2 i onda primeniti definiciju Pretpostavimo
suprotno, da za neke G-tipove, p < o, ne postoji 7 > o, takvo da je 7 — (0)5. Neka je Fy € o

fiksirano. Tada za svaki konaCan skup E D Fj postoji bojenje cg : (f) — {1, 2}, koje nema

homogen skup F' € (f ) Posmatrajmo ultrafilter ¢/ na skupu I kona¢nih nepraznih podskupova
skupa N, takvih da za svako F' C N, |F| < oo, {E : F C E} € U. Ultrafilter U postoji jer
familija {E : F' C E} ima s.k.p. Tada za svako D € p,{E D DU F; : cg(D) = 1} € U ili
{E D DUFy:cg(D)=2} €U.Nekaje ¢(D) =iakko {E D DUF,:cg(D)=1i} €U.
Ovo nam daje bojenje ¢ : p — {1,2}. Tada, koriste¢i teoremu (i1) (b), postoji ' € o 1
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i€ {l,2}takvodajec(D)=1izasve D € (5).ZaD € (i) znamoda Ap ={F D DUF:
cg(D) = c¢(D) =i} € U. Po definiciji i/ znamoida {F : E D F U Fy} € U. Posto je presek
dva elementa ultrafilterau i/, onda {E D F'U Fy : (VD € (i)) ce(D)=1i} el.
Stavimo da F € N QF) Ap. Moramo imati na umu da ultrafilter ima svojstvo kona¢nog preseka
i (Z;) je konacan jer je F konacan. Tada je & D Fjisvako D € (i), cg(D)=1i,paje F € (f)
homogen skup za cg. Kontradikcija.

(i1) = (i). Prema prethodnoj definiciji, znamo da za G-tipove, p < o isvako k = 2,3,...,
postoji G-tip 7 > o, takav da vaZi relacija 7 — (o),. To znadi da za svako F' € 7 i bojenje
c: (I;) — {1,2,...,k}, postoji skup Fy € (Z) ineko 1 < ¢ < k, tako da za svako F’ &€

(Fpo),c(F’) = 1. No, ovo je ekvivalentno sa: zaneko 1 < i < kisvako F' C Fy, F' € p, F, €

o,c(F') = i. Prema teoremi (iii), sledi da je G ekstremno amenabilna. O

Definicija 4.20. Neka je G < S.. Neka je T skup G-tipova. Za T kazemo da je Kofinalan, ako
za svaki G-tip p, postoji G-tip o, takav da je p < o.

Konacno, povezimo ekstremno amenabilne grupe automorfizama sa strukturama koje imaju
Remzijevo svojstvo.

Neka je L jezik sa binarnim relacionim simbolom < (i sa mozda jo$ nekim simbolima). Ure-
dena struktura za L je struktura A u kojoj je <* linearno uredenje. Ako je K klasa struktura
nad L, kazemo da je K uredena klasa, ako je svako A € K uredena struktura.

Podsetimo se da su, do na izomorfizam, zatvorene podgrupe (topoloske grupe) grupe S,
zapravo isto Sto i grupe automorfizama prebrojvih struktura i da su to takode poljske grupe
koje sadrZe prebrojivu bazu okolina jedinice, sastavljene od otvorenih podgrupa ( pogledati [4],
1.5). Naredni rezultati obezbeduju karakterizaciju ekstremno amenabilnih grupa u odnosu na
poslednju klasu.

Teorema 4.21. [6, Teorema 4.7] Neka je G < S, zatvorena podgrupa. Sledeci uslovi su ekvi-
valentni:

(i) G je ekstremno amenabilna.

(i) G = Aut(A), gde je A Fraiseov limit Fraiseove uredene klase koja ima Remzijevo svoj-
stvo.

Dokaz. (i) = (ii): Neka je A = (N, . ..) indukovana struktura za G.

Takode, posto je G ekstremno amenabilna, G' uva neko uredenje < na N. Neka je L jezik koji
sadrZi jezik od A i novi binarni relacioni simbol <. Neka je A ekspanzija strukture A na
kojoj je <A==. I dalje ¢e vaziti Aut(A) < G. Jer teZe je Cuvati viSe relacija, nego manje,
pa samim tim kao rezultat mozemo dobiti manje ili u najbolju ruku, isto automorfizama. Sa
druge strane, mi smo birali < tako da grupa G Cuva <, pa je Aut(A) = G. Jedino §ta se
moZda smanjilo je broj izomorfnih struktura. Jer ako je A bilo izomorfno sa B, pre dodavanja
linearnog uredenja, pitanje je da li e ostati oCuvan taj izomorfizam dodavanjem nove relacije
(lin. uredenja). Primetimo da je jezik strukture A, pa samim tim i strukture A, relacioni; dakle
A je lokalno konacna struktura. Prema lemi K = Age(A), koja je uredena struktura jer
je <A linearno uredenje i Fraiseove je klase. Primetimo da, zbog ultrahomogenosti, G-tip je
konac¢nog skupa Ay € Age(A) je bas kolekcija svih podstruktura iz A izomorfnih sa A, zato
Sto se svaki izomorfizam moZe produZiti do automorfizma. Konacno, ako G ima Remzijevo
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svojstvo, posto G-tipove posmatramo kao konacne strukture, onda i Age(A) ima Remzijevo
svojstvo. Sada iz teoreme [4.19]sledi traZeni rezultat.

(il) = (i): Posto je A Fraiseov limit Fraiseove uredene klase, po teoremi[I.39] struktura A
je prebrojiva, jedinstvena do na izomorfizam i ultrahomogena struktura. Kako je G = Aut(A)
i A je uredena klasa, mora postojati neko linearno uredenje na A, koje ¢e GG da Cuva. Kako
je A ultrahomogena struktura, onda je G-tip svake konacne podstrukture B jednak klasi svih
konacnih podstruktura koje su izomorfne sa B. Sa druge strane, A je Fraiseov limit uredene
klase, pa je A lokalno konacna podstruktura. Zbog toga su G-tipovi konac¢nih podstruktura
kofinalni u skupu svih G-tipova. Iz definicije 4.20| sledi da G ima Remzijevo svojstvo, a iz
posledice sledi da je G ekstremno amenabilna. O
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