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IIpearosop

CWaAHOBUAU CMO §a CE APUTUMETTUYKO - TCOMETUPUICKA CPEJUHA
;;y

opojesa 1 u V2, u opoj /W UoKAGUGTY HG TPSUT Jeganaectl
geyumana. Jloxas ose wurenuue, cuiypno he owWeOPUTU HOB0
aome Y anarudu 3a uctapadrtcusarve.” - K.@. Tayc (30. maj 1799.)

Kopenn enunrrnanunx pyHKIIja MOTY ce IMIPATUTHU jOIT O eJIeCETUX I'o-
mguaa XVII Beka. Y mOUYeTKy cy ce MareMaTHdapy OaBUJIM EIUNTHIHIM
MHTeTrpaJnMa 3 KOjuX cy Hacraje oBe dyHKIuje. Hanme, esmmTtrnaan nH-
Terpajii Cy HACTaJIU TaKO INTO Cy MaTeMaTH4YapHh XTeJH Jia U3PadyHajy
nyKuHy JyKa esurice. Kacuuje ce mcrocraBusio jia ce ojrosapajyhu mure-
rpajid He MOTY PEIUTH Y KOHAYHOM OpOjy eleMeHTapHuX (pyHKIMja. Jeqan
OJ1 IPBUX MaTeMaTu4apa KOju je OTKpHO ejuntuyne pynkiuje, ouo je ['a-
yc!. Tayc je monrao Ha mjejy, yMecTo Ja IIOCMaTPa eJIUIITUIHA HHTerpaJl Kao
dyukimjy, nocmarpahe mweny nHBEep3HY MDYHKIN]Y. YOP30 C€ UCIOCTABUIIO
J1a je Ta mHBep3Ha (PYHKIHja HeproandHa. Takohe je MpuMeTHo Jjia ako Ty
dyHKIMjy mTocMaTpa Ha CKYIy KOMILIEKCHUX OpOjeBa, J0/IaTHO UMa U je-
JaH KOMILTIeKCHH Trepuof. Y3 layca, Ty cy omam u MaTemarndapu JaxoOu’
n ASe® Koju cy ce HEIITO BHIIe OABIJIM TEOPHjOM CIUNTHIHUX (DyHKIIN-
ja. OHE Cy CBOjUM HUCTParKUBAFHEM JIAJN BEJUKHU JIOMPUHOC 33 HEeH J1ajbi
pa3Boj. Aden je odjaBmo €BOj TPBU paJi Ha OBy Temy 1827, a jBe rogune
KacHuje Jakobdu je m3/1a0 IpBy KUY, 0/ Ha3uBOM Fundamenta nova the-
oriae functionum ellipticarum. Aden u Jakodu cy nanu jeman (yjegHo u
OPBH) MPUCTYI TEOPUjU eTUITUIHUX DyHKIuja. Hanmve, onu cy mocmarpa-
JIM jeJIHY CIelyjasHy eunTuany GyHKImjy (Teta pej) u Ha OCHOBY e Cy
U3rpaJuin 1iejly Teopujy eauntudnux dynkiumja. Mu hemo y oBoMm pasy
JaTH APYTH IIPHCTYI, onHocHOo Bajeprmrpacos* mpucrym. Pazior 3a oBo je
IITO HEKW JIOKA3M TIOCTa]y JIAKIIHN U eJIEeTaHTHU]U.

!Johann Carl Friedrich Gau$} (1777 - 1855) nemadxu mMaremaTudap u dbusudgap
2Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851) nemadku mMaTemaTuIap

3Niels Henrik Abel (1802 - 1829) HopBemKku MaTeMaTHIAp

4Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl (1815 - 1897) Hemadxku mMaTeMaTuuap



Pan ce cacroju m3 Tpu tuiaBe. Y mpBoj ryiaBu mojicehaMo ce OCHOB-
HUX [IOjMOBa U TBpDhema 13 KOMILJIEKCHE aHaJn3e, Kao IITO Cy aHAJIUTUIKE
dyHKIIje, KOMIJIEKCHA WHTerpalija, pa3Boj aHaJIuTHIKe (DYHKIIje y CTe-
IIeHN PeJl, HyJle, CHHIYJIapUTeTn u ocrarak dyukmuje. Ha kpajy, j1amm cmo
TBpheme Be3aHO 3a 3aMeHY peocje/ia CyMUupamba KOJI JIBOCTPYKUX CyMa.

Jpyra rinaBa caJip:Ku HCTOPUjCKHA PA3BUTAK T€OPHUje eJIUITUIHUX (PYHK-
11ja, Kao 1 mHbUX0BO (hopMaiHO yBoheme. Ha moduerky oBe riaBe ymnosnaje-
MO Ce Ca UCTOpHjcKuM jorahajuma Koju cy J0BeJn JI0 OTKPUBAa TEOpPHje
enuntuaanx pyaxnuja. Ty hemo BueTn Kako ¢y of eTUNTUIHIX UHTETPa-
Jia HacTaJsie equnTudne gpynkiuje. Takohe, n3aBojuheMo u mojeuHe NCTaK-
HyTe MaTeMaTu4dape KOju Cy ce OaBHJIM OBOM oOJjaIlrhy, Kao mTo cy layc,
Aben, Jakodbu n Bajepmirpac. Ha kpajy ncropujckor usjarama HaBeIheMo
Heke nmpuMene oBe Teopuje. [lorom npenazumo Ha JeduHUCATHE €TUTTHIHE
dyHKIIje u Ty ce, Ipe cBera, yIo3HajeMo ca ojMoM MepoMopdHe DyHKITH-
je, Koja IpeJcTaB/ba OCHOBY 3a M3T'pa/ikby oBOr mojMa. [lojmoBu Kao mro cy
pernreTka 1 (QyHIaMEHTAJHA TapaJjeaorpaM oMoryhaBajy HaMm Jia U3BPIIH-
MO TapTuimjy KoMmiuiekcHe paBHu C m ja Jaxine aHagu3upaMo OCOOMHE
equntuanux dynknuja. Hakon Tora josiasumo 10 JInyBuaosux® Teopema
KOja Ipe/ICTaB/hajy OCHOBHA TBphema Be3aHa 3a oBe PYHKIIHje, 1 HAPOINUTO
Cy KOpPHCHA.

Y Tpehoj riraBu mpesia3zsuMo Ha TPUKA3UBAH-E TPBOTI KOHKPETHOT TIpUMe-
pa euntudHe yHKIHje, a To je BajepmirpacoBa p dynkiuja. Bajepmrpa-
coBa OyHKIIHja je, YjeHO, U je/IHa O/ HajBaXKHUJUX eJIMITUIHUX (PYHKIIH]ja,
jep cBaka npyra enunTuydHa (QyHKIHja MOXKe Ja Ce MpPUKake IMOMOhy mbe.
[Torom hemo BueTn Heke kKopucue dpopmysie 3a p HyHKIH]y, Koje nojicehajy
Ha Heke J00pOo Mo3HaTe TPUrOHOMeTpHujcke ujaenTurere. Ha kpajy oBe ria-
Be, HaBeqn cMO M Jokazaym AdenoBy Teopemy. Ilomohy me moxkemo ja
BPIIIMMO KOHCTPYKIIU]Y €JTUNTHYHUX (DYHKIIH]ja.

Behuna ciimka koje KopuctTuMo y oBOM paJty, ypaheHu cy o cTpane ay-
Topa y mporpamckoMm maketry (Geogebra.

Benuky 3axBasiHocT ynyhyjem ap Mumunu 2Kuruh mro je npuxsatuiia
J1a Oysie MeHTOp MOTr MacTep pajia. CBOjUM CTPYYHUM CaBETHUMA W IIPEJIO-
3uMa OMOryhu/ia MU je JIakiile pa3yMeBarbe U IMUCAhe MacTep paJia.

Takohe ce 3axBasbyjem n wmanoBuMma komucuje ap Henaay TeodbanoBy
u 1p Banm BojuoBuh Ha m3mBOjeHOM BpeMeHy 3a OJ0paHy MOI MacTepa.

Ha kpajy, 3axBaJ/byjeM ce CBUMa KOjU Cy JIOIIPUHETU MOM YCIEITHOM
CTyAupamy U OWJIM YBEK y3 MeHe CBUX OBUX T'OJIMHA.

Hosu Cag, 2021. Credan Tyruh

®Joseph Liouville (1809 - 1882) cdbpaniyckn MaTemaruaap



I'maBa 1

YBOI

Y oBoj riaBu HaBernheMo OCHOBHA TBpDhema Koja Cy HAM HEOIIXO/THA 33
paj ca eunTHIHUM dYyHKIIjaMa. [ J1aBa ce cacToju u3 ner JieioBa. Y MpBOM
JieJIy yBeIrheMo 1ojaM aHaJauTu4dke yHKINje KOjU IIPeJICTaB/ba EHTPATHI
rojaM y KOMILIEKCHOj aHasu3u. /Ipyru jgeo ojiHocH ce Ha KOMILJIEKCHY WH-
Terpalujy, oJJHOCHO MHTerpaJbeihe KoMILIeKcHe dyHKiuje. Ha Kpajy oBor
Jlesia HaBelmheMo ITap TeopeMa Koje J0/IaTHO OmucCyjy o/ipelene KomIIeKcHe
dyuknuje. Tpehu s1eo ogHOCKH ce Ha pa3BOj aHAJIUTUYKE (PYHKIHjE Y CTe-
eHu peji. Y TOM Jiely BujieheMo Kako ce KOMILIEKCHA (DYHKIIMja pPa3Buja
y Tejnopos! u Jlopanos? crenenu pen. YeTBpTH €0 ce OJHOCH Ha HyJe U
cUHTYyJIapuTeTe KoMiiekcue dyukmuje. [locmenmu, metn neo ogHocu ce Ha
JIBOCTPYKE CyMe U IbUXOBY KOHBEPTEHIH]Y. Y TJIABHOM, CBa TBphema Koja cy
y OBOj I1aBU HaBejieHa Omhe Oe3 jokaza. JIureparypa Koja je kopuirheHa
3a u3pajy ose riase je [1] u [3]. Ba cBe joKasze u JomarHA ODjalIbEHA
quTaJial ce ymnyhyje Ha oBe pedepeHrie.

1.1 Amnanuruuke dhyHKIHje

Ha mouerky mpernocraB/paMo Ja je duTaJial] YIIo3HAT ca OCHOBHUM IIOj-
MOBUMa KOMILJIEKCHE aHAJIM3€, Kao IMTO Cy: KOMILIEKCHU OpojeBHu, (pyHK-
Ije KOMILIEKCHE IIPOMEHJbIBE U eJIEMEeHTapHe KOMILIEKCHE (QPYHKIHje, Kao
U MOjMOBUMA I'DAHUYHA BPETHOCT U HEMPEKUIHOCT KOMILJIEKCHE (DYHKIHje
(Buzern [3]).

Hedbunnunuja 1.1. Hexa je f womurexcha dynryuja xoja je gepunucara
y nexoj okoauny wavke 2o € C. Taga je uzsog punruyuje [ y wauru 2

'Brook Taylor (1685 - 1731) enrsiecku maTemaTugap
2Pierre Alphonse Laurent (1813 - 1854) dbpaniyckn MaTeMaTuyuap, HHKembep U BOJHI

ocurup



gati ca

d Az) —
Vo) = (ea) = Jim F VTG

Kaotcemo jows ga je xomurexcrua pynxuyuje f gupeperuyujadburra y a-
uKU 2.

2

IIpumep 1.1. Pynxyuja f(z) = z° uma uzeog y csaxoj wauku z € C.

Pemteme: Heka je 2y € C npoussosbHO.

lim (20 + Az)? — 22 _ lim 28 + 22002 + (A2)? — 22
Az—0 Az Az—0 Az

Haxue, f'(z) = 2z.

= 22’0

IIpumep 1.2. Qynkyuja f(2) = Z nema useog nwu y jegnoj wauku z € C.
Pemteme: Heka je 2y € C npousBosbHO.

(20+A2)—Z% Z+Az—% Az

Az Az T Az

Cana hemo ma ririegamMo aBa JIuMeca OBOI TudepeHIjaJ HOr KOTUIHUKA.
Jeman kaja peasan jgeo Ax — 0, apyru Kajia nmarnaapan geo Ay — 0.

I Az _ Az 1
oAz AarBo Az

’ Az _ —Az
Ao Az AilyIEO Az

=—-1
JakJie, rpaHmYHa BPETHOCT OBOT JIUMECA He ITOCTOjU.

Teopema 1.3. Hexa cy f u g gupepenyujadunsne pynryuje y wawky 2g.
Taga cy gudepenyujadburne u caegehe Gyurkuuje y WawKY 2o U 6AAHCU:

1. (f +9)(20) = f'(20) + ¢'(#0),
2. (f+9)(20) = f'(20) - g(20) + f(20) - g'(20),
Cueyuganno, (cf) (z0) = cf'(20) 3a dbuno xoje ¢ = const,

5 (g) () = TC0)9(0) — F0)g/ (o)

9°(%0)

. axo je g(z) # 0.



Jlogatino, axo je f gudeperyujadbuara y zo u g gupepenuyujadbuana y f(zo)
OHGa BaHCU

d
Eg(f(zo)) = ¢'(f(20))f (20)-
Hedbununuja 1.2. 1. Komasekcna gynxuyuja f je anaauvtauwka Ha

owmgoperom ckyuy O C C axo je gupepenyujadburna y cearxo) wa-
yrku cxyaa O.

2. Komiaexcna dynxuyuje f je anaauvmiuvwka y wawkyu zy € C axo
TOCTOJU OKOAUNA ThAYKE Zy WAKo ga je [ anasuiiuwka Y Woj OKOAUHU.
Y cayuagy ga je pyrnruuja fanaiuiuwka Ha 4ea0] KOMTNEKCHO] PABHU

C, onga xaotcemo ga je pynxuyuja [ uena.

Hedbununuja 1.3. Hexa je zy Wauka HATOMUAGBAIHA JOMEHG KOMUNEKCHE
dynryuje f. Axo f nuje anarutiuvka y 2o U GOCWOJU HU3 WAMAKA KOJU
KOHBEPTUPA, Ka Zo WaKo ga je [ anasutiuvka Yy c6axkoj Wawky HU3G OHJA
Kagtcemo ga je Wawka 2y CUHIYAAPUUWEW (Uil CUHIYAAPHA TWAYKQ)
Ppynryuge f.

Komm?® - Pumanose* naprmjanme qudepennujaine je Hadnmne HaM Iajy

oTpedaH 1 JI0BOJhAH YCJIOB KaJla je HeKa (pyHKIMja aHAJIATHIKA.
Teopema 1.4. (Kowu - Pumanose jegnawure)

1. (Howmpeban ycnos) Hexa je xomuaexcna pynrkyuja f(z) = f(x+iy) =
u(z,y)+iv(z,y) gubepenyujadburna y wawku zo. Taga 3a dynwyugy f
y wavky zy Goctioje Uapuujariu udsogu u easce Kowu - Pumanose
jegrasuHe

ou Ov Ou ov

ox 0Oy Oy oz’
Jogaitino, axo je ynkuuja aHasuiuwka Ha Hexom OTEOPEHOM CKYTY
onga Kowu - Pumanose jeghavwune 6asice y c6axo] Wawky wola ckyua.

2. (Hosowan ycaos) Hexa je womuaexcna pynkuyuje f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) gedunucana na wexom otwsopenom ckyay O. Axo cy upsu
TAPUUJANHU U3BOGU YHKUUIG U U V HETPeKUugHy Yy WavKy 2y U 3ago-
sowaeajy Kowu - Pumanose jegnavune onga je f gugpepenyujadburma
Y WaKY 2.
ogattino, axo cy upewitoctmiaske 3a Pynkuujy f 3agosomene na ue-
Aom otsoperom ckyay O ownga je f anasumuvka Ha O.

3 Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) dbpantmyckn MaTemaTHIap
1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) memauku mMaTemMaTuiap
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Teopema 1.5. Hexa je f anarutiuuke dyrnkuyuja na gomeny Dy Warea ga
je f'(z) =0, z € Dy. Taga je f woncmantina pynrkyuja, wj. f(z) = const
3a cee z € Dy.

Ilocnenuua 1.6. Heka cy f u g anasuiiuure Gynryuje ma 3ajegruKkoMm
gomeny D ige sasrcu ga je f'(z) = ¢'(2), z € D. Taga je f(z) = g(z)+const,
3a cee z € D.

Ha game he mam Tpedbatu Jlammacosa® mapnumjaiHa mudepeHInjIHa
jeTHadMHA, /1a OM MOTJIM Jla YBEMO XapMOHHjcKe (yHKIHje. XapMOHHjCKe
dyHKIFje HaM ITOMaKy 3a KOHCTPYKIUje aHAJUTUIKUX (PYHKIH]jA.

JlamacoBa maprujanana audepeHIinjaHa jeJHadnHa, je JaTa ca

*f  0°f
Af =V3f = 4
/ / ox?  Oy?
rie onepatop A 3oemo Jlamnacujan, a oneparop V o3HaYaBa IpajujeHT
ckajapue pysakiuje f.

Hedbununuja 1.4. Hexa je D C R* w f : D — R. 3a ¢ynxuujy f pehu
hemo ga je TApmMOHUJCKA aKO CY c6U 1eHu UAPUUIAAHU U3BOJU GPYTOT
pega neupekugnyu 1ag D u pynkyuja f 3agosomasa Jlaunacosy tapyujanny
JUPEPEHUUIANHY JegHAYUHY Y c8aK0] Waywky u3 D.

Teopema 1.7. Hexa je f(z) = f(x + iy) = u(z,y) + wv(z,y) anasvmu-
wra Pyrnkyuja na gomeny Dy, Taga cy peasnu geo u u uUMATURGPHY geo v
dyrurxyuje f rapmonujere dynryuge.

Y HeKy PYKy BaxKu 1 00pPaTHO TBpheme.

Teopema 1.8. Hexka je u(z,y), (z,y) € R?* zapmonujcra dynxyuja na go-
meny D. Taga toctioju xapmonujcka dynxyuja v(x,y), (x,y) € R? wmaxo
ga je f = u+ v anastiuika pynryuja wa gomeny D.

1.2 KomMiuiekcHa mHTerpaliyja

Y oBOM JieJly IPETIIOCTaB/baMO Ja je duTaJsiall YIO3HAT Ca I10jMOBUMA
Kao ITO Cy JyKIHA JyKa KpHBe, (3aTBOpeHa) riIaTKa KpHUBa, IPOCTa KPUBA,
OpHjeHTHCaHa KpUBa U KOHTypa (Buaeru |3]).

Hedbununuja 1.5. Hexa je gatia womtrexcna dynxyuje [ gedpurucana
gyoHC UPOCTe OPUJEHTUUCAHE KPUBE 7Y .

’Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 - 1827) cdbpaniycku matemaTudap
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1. Pumarosa cyma pynxuyuje f: v — C je gawia ca:

S(P) =Y flew)(zk — 211),
k=1

1ge P, ogiosapa uapuyuju Kpusee ¥ wa n geaosa, z; € v, 1 < i < n.

2. dynruuja [ je unwmeipadbuara gydHc Kpuse vy axo toctwoju I =
lim,, o S(P,) 3a tpoussonny damurujy gaptiuyuje { P, }nen Waksur
ga lim,,_,oo max{l(zx_1,2x)|1 < k < n} =0, ge l osnauasa gyorcuny
AYKQ KPUGBE.

Komtinexcan dpoj I 3ose ce uniuerpan pynruyuje f gyotc xpuse vy

U 03HAM6aMO 10 Ca
I= /f(z)dz.
ol

Y cayuajy ga ce URWEIPAUUIa 8pWU GYHC 3aU60PEHE KPUBE OHGG CE
TUUE JoUsL U
I= 7{ f(2)dz.
gl

CnuaHO Kao y peajiHOj aHaJIu3M MOoKa3yjy ce u ciegeha TBphema.

Teopema 1.9. Hexa cy f u g untieipaduane gyotc xpuse . Taga cy dymx-
yuje [+ g u cf uniueipadbusre gysc Kpuse y U 6aHCU

1 / (J(2) + g(2))dz = / f(2)dz + / 9(2)dz,

2. /ch(z)dz:c/vf(z)dz,

3. /_vf(z)dzz —Lf(z)dz.

Teopema 1.10. Axo je dynruuja f Heupexugna gyotc xkpuse y oxga je u
UHTLETPAOUAHG GYIHC KPUGBE 7.

Hanomena 1.11. 3a 7 = [a,b] = {t = 2(t) | a < t < b} u KOMIIEKCHY
dbyukumjy f : [a,b] — C moxkemo mweH WHTErpaJ 3anucaru Ha cjejehu
HAYMH:

/vf(z)dz:/ab(U(t)—I—iv(t))dt:/abu(t)dt—ki/abv(t)dt,

11



Teopema 1.12. Hexa cy f u F gee xomusrexcre dpynkyuje waxse ga je f
netupexugra wa [a,b] u F'(t) = f(t) 3a cee t € [a,b]. Taga sasrcu

/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Hapeana Teopema HaM roBopH Jia je KOMILIEKCAH WHTErPaJI HE3aBUCTAH
0J1, TOIIYCTUBE TTapaMeTpu3alinje.

Teopema 1.13. Hexa je [ netupexugna @dyHrxyuja Ha GPpOCTLO 0OPUjeHTUCa-
Hoj Taatikoj kpusu vy u z = z(t),t € [a,b] gouycuiusa Gapamemipudayuja
xkpuee v. Taga je uctyrberno

[ | P

Hedbununuja 1.6. Hexa je ' = y1+vyo+- - -+, kontwiypa u f xombsekcHa
dpynxyuja neupexugra wa xonwypu I'. Taga ce uniuerpan o xKoHWYpu
I' pynxuyuje f uspauynasa wa caegehu navum:

/Ff(z)dz’g)'[h f(z)dz+L2f(z)dz+---+/%f(z)dz:zi: %f(z)dz

Y cayuajy ga je xonwypa I' jegha wawka onga je /f(z)dz =0.
r

Teopema 1.14. 3a %omﬂﬂe%wy dynryugy f rKoja je HeupexugHa Ha KOH-
wypu I' u 3agosomasa | f(2) |< M 3a cee z € T', saotcu

/f )dz

ge je I(T) gyorcuna xonwmype T.

/f(z)dz

T

= M),

Cueyujanro, 6axrcu

= r?grxf(z) ().

Hapenna teopema Ham roBopu 3a KOjy KJiacy (DyHKIIMja WHTEIDAJ HE
3aBUCHU O] IIyTambe, Tj. KOHType. ¥ CYIITUHU Ta TeOPeMa je YOIIITemne (PyH-
JIaMEHTAJIHE TeopeMe KAJIKY/Iyca U3 pealiie anaan3e. 3a KOMIIEKCHY (DyHK-
nujy F pehu hemo na je ﬂpifi./\lgt(u)muena PyHKryuja 38 KOMIIEKCHY DYHKII]Y

z

[ ma gomeny D, axko Baxkn — = = f(z) 3a z € D.

Teopema 1.15. Heka je f netperxugha KomUiekcHa GYHKULIA HA JOMEHY
D u F apumutiusna gyrxuyuja 3a f. Taga 3a ceaxy xontwypy I' C D wuja
Jje touetinag u Kpajroa Wavka, pegom, Z, U 2, 6aHCU

/Ff(z)dz = F(z;) — F(z).

12



IMocnemauua 1.16. Hexa je f wetupexugna KomUsekcHa GYHKUUIA HA GO-
meny D u uma Gpumutiueny pynkuyujy na gomeny D. Taga 3a ceaxy
sameopeny konwwypy I' C D saocu [, f(z)dz = 0.

Teopema 1.17. Hexa je xomunexcna pynxuuja f netupexugha Ha goMeEHY
D. Caegeha wepherwa cy exeusareHiting:

1. Qynxuyuja f uma Gpumuueny GyHruujy Ha gomeny D.
2. /f(z)dz =0, 3a buno xojy wouwypy I.
r

3. Unwmetpan pyrnrxuyuje f do xonwtwypu I we 3asucu og uytmaree, eeh
3a6UCU CaMO 0 8pegHocTiu Gynkyuje f y TouetHoj U Kparoj WavKky
KOWTYpe.

HO,ZLCGTI/IMO Ce IIITa je IIPOCTO ITOBE3aHa 00J1aCT.

Hedbunaunuja 1.7. 3a odbaacti D pehu hemo ga je Upociio uose3zaHa
obaactt axo 30490605080 caegehu ycaos:

»30 ceaKy upoctiy opujentuiucany kowtwypy I' C D saorcu ga je ynywpa-
wrvoctl, konwype I cagporcana y D.”

Teopema 1.18. (Kowujesa uniierpaana tweopema) 3a c6aKy aHAAU-
WuMKY KomusexcHy pynkuugy f Ha apocttioj Gosedarnoj obaactuiu D eastcu

/F f(2)dz = 0,

19e je I' s3atmeopena xonwwiypa y D.

Cnenjaan cay4aj Kommjese unrerpamme teopeme je I'ypcaosa® Teo-
peMa Koja 3a KOHTYpPY |’ mma Tpoyraony JIMHU]Y.

Teopema 1.19. (Kowujesa uniieipaara gopmyaa) Hera je T apoctua
30WBOPEHA TOSUTLUSHO OPUJEHTUUCAHA KORTTYpa, [ anasutiuvka GyrwKkyuja
Ha Tpoctio] Gosesanoj odaactiu D xoja cagporcu I uw Wauka zy y ynywpa-
wroctiu I'. Taga je
1 f(z)
f(z0) = =— ¢ —dz.
2 Jr 2 — 2o
Hamomena 1.20. Moxke ce 11oka3aTu Jia BUXKHU U OIMITHje TBPhHembe, 0THO-
cHo youwimena Kowujesa uniierpasra hopmyra

fM(z) = %é%dw

fEdouard Goursat (1858 - 1936) dpaniyckn maremarudap
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Ilocneaunna 1.21. Axo je ¢pynuxyuja f anasuviwuvka Ha gomenwy D ownga
aoctoju f™ za cee n € N u anasvitiuuka je na D.

3a nmaspu paj Omhe Ham HeomxomHa u cieneha TBphema, Koja cy mocye-
JIATIA TIPETXOTHUX pa3MaTparba.

Teopema 1.22. (Jluysunaosa teopema) Coaka uesa KOMUAEKCHA PYHK-
Yuja Koja je oIpaHuUNEHa MOPa OUY KOHCTLAHTIHA GYHKUU]A.

Teopema 1.23. (OcHosHu ctias aatedpe) Ceaku nexoncantiny GOAU-
HOM KOJU UMQ KOMTNAEKCHE Opojese 3a KoePuuujeHTuMa, uma dapem jeqry

HYAY.

1.3 PazBoj ananmutudke pyHKINje y CTEIIEHN
pen

Y oBoM jeny mokazahemMo Kako ce aHaJIuTUIKa (DYHKITHja MOXKE PA3BUTH
y crenenu peji. Ty hemo Bugeru Tejyiopos u JlopaHoB pa3Boj aHAJIMTHYIKE
dyuknuje. [IpBu npumep Koju OyjemMo fgaju 3a eunTuydne pyHkimje onhe
BajepmirpacoBa p dyuknuja koja je geduHncana moMohy cremneHor pesa.

dedunumnuja 1.8. 1. Peg upegctiasma Gopmasnu 3a0uc Oeckonaumor
3bupa xwomunexcruxr odpojesa c, € C,n € N, ogrocro

o0

CO+CI+”'+C7L+"':ZCTL'

n=0

2. Ca S,,n € N o3navasamo n-my 4apuujasHy cymy pega xoja upeg-
ctwasma 36up upsur n + 1 waanosa pega, .

Sn == ick.

k=0

3. Axo nuz uapuujasnur cyma {S, tnen UM IPaAnUYHY 8PeGHOCTL, 03Ha-
weno ca S, onga hemo pehu ga je peg Koneepienwiar u Gucahemo

S = io: Cp-
n=0

Y cyupotinom Kastcemo ga je peg gueepieniuan. Hurenuya ga je peg
Koneeplentian obesestcasahemo u ca Yy - ¢, < 00
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Jlema 1.24. Teometipujcru peg » - ¢, Konseptupa axo je |c| < 1 u Gpu
WOME 6ANHCU

= 1

Z = 1 )

n=0 —F

— p— . — o
Jlema 1.25. (Yuopegrhu xputiepujym) Hexa cy gawu peg >~ a, ca
— - — o0 R p—
KOMUAEKCHUM KOePUUUFEHTIUMA U peg Y~ o b, ca HEHETATUSHUM PERNHUM
koepuyujentiuma. Axo toctoju ng € Ny Wako ga 3a cee n > ngy 6adHcu
lan| <bp, ud 02 by < 00, OHga Yo a, KOHEEPTUPA.

Hedbunnnmja 1.9. 3a nu3 xomtaekcnuxr pynryuja {fnlnen xaorcemo ga
yrugdopmro xonseprupa xa pynrxuyuju f na ckyay A C C axo je 3agoso-
SEHO

(Ve > 0)(Ing € N)(Vz € A)(Vn € N)(n > ng = |fu(2) — f(2)] < e).

Hogatno, pehu hemo ga peg xomunexcnur gynryuja Y o frn yHugopmro
xonsepiupa xa Pynkuuju f na ckyay A C C axo Hus aapuyujesnux cyma
yrugpopmro xonsepiupa xa dynxyuju f na A C C.

Jlema 1.26. Axo nus meupexughux gynxuyuja fn,n € N ynugopmmo xom-
septupa xa pyruxyuju f na ckyuy A onga je panunmna dynkyuja freupe-
rxugha na A.

Teopema 1.27. 3a nus neupexughux gpynrkuuja fr,,n € N xoju ynugpopmro
Kouseptupa xa Gynwkuuju f na ckyay A, apu yemy ckyta A cagporcu Kontypy
I', saorcu

/f(z)dz:/ lim f,(2)dz = lim | f,(2)dz.
Teopema 1.28. Axo nu3 anasu@uwkur dynkyuja fn,n € N yrnugpopm-
HO KoHeeptupa ka dyHurxyuju [ Ha Upoctio] tosezaro] obaactiu D onga je
panuuna pynwkyuja fanarutiusrkae va D.

Ha ocuoBy mperxosnor TBphema jgodujamo cienehy Teopemy, Koja HaM
TOBOPH JIa je T'PAHUIA CTEIEHOr PeJla AaHAJIUTUYIKA (DYHKIIH]ja.

Teopema 1.29. I'paruya ctlietienol pega je aHAAUTUYKE GYHKUUIQ Y CEUM
WavKamMa YRYWap 00AacTiy KOHBEPTEHUUIE 080T Pega.

JacHo je ma m3 yHm(pOpPMHE KOHBEPrEHIMja CJIeJd OOMYHA KOHBEPIeH-
nrja. Cama hemo yBectu mojam TejiopoB pes m HABECTH IHETOBY BE3y Ca
AHAJTUTUIKAM (PYHKIIIjaMa.
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Hedbununuja 1.10. Heka je xomurexcha pynrxyuja f anasuitusrkae y wao-
wku zg € C. Taga peg

f//(ZO)

5 (z—2)*+...

< £m) (4 /
S oy = )+ ) — ) +

Hnasusamo Tejaopos peg pynrxuuje f y oxosrunu wauke zo € C. Cueyujan-
no, 3a z = 0 Tejropos peg jow hemo seaitiv u Maxaopernos’ peg.

Hapeama Teopema HaM ToBOpH Jia ce aHAIUTUIKA (DYHKIHja U OJTOBOPa-
jyha dyskuuja modujera momohy Tejaoposor pena anaauTudke QyHKIHje,
MOpAa]y MOKJIOIHUTH.

Teopewma 1.30. Hexa je zg € C u [ anaruiuvuka pyrnryuje na oWeoperom
gucky |z — zo| < R. Taga Tejaopos peg dynxuuje f y wauku zg Koneepiupa
xa pynrxyuju f, wy.

(n

00 ) %
foy =3 Ty

n=0

3a cee z 3a Koje je ucuyrero |z — zo| < R. Ilwa suwe, koneepienyuja je u
YHUPOPMHA HA C8AKOM 3aTuBOpeHom gucky |z — zo| < Ry < R.

[Ioscerumo ce na ako je byHKIMja aHAJIUTUYKA Y Ta4KA OHJIA CY CBU
IbeHN U3BO/IM, Takohe, aHaauTu4dke (PyHKIHje Y TOj TaUKH.

Teopema 1.31. Hexa je f anarutiuuka pynwkuyuja y zo € C. Taga Tejaropos
peg anasutiuvuke gynrxuyuje f'y wWauku 2o MOHCEMO GoOUTIU GupepeHyu-
pajyhu waan o waar Tejrop peg dynxkuyuje f y wavwku zg u Gpu Wome
KOHBEPTUPA, MG UCTLOM gucKy Kao u 3a Tejaopos peg dynruyuge f.

Teopema 1.32. Hexa cy f u g anasutuvwke pynryuje u rwurosu Tejroposu

pegosu gatu ca f(z) =Y 0" an(z—20)", 9(2) = > ey bulz — 20)" y Wanwku

(n) (n)
20, 19€ CY G, = fn—gz‘)), b, = gn—(!zo) 3a cee n € Ny. Taga y wavwku zo 6adtcu

ga je Tejaopos peg pynruyuje

1. cf gaw ca cf(z) =Y -, ca;(z — zo)", 1ge je ¢ = const;

2. f+g gaw ca f(z)+g(z) = 30 (an + bn) (2 — 20)"

Hedunnnnuja 1.11. Hexa cy gatwa gea Tejaoposa pega y o an(z — z)"
u Y o bu(z — 2)". Kowujes tpouseog osa gsa pega je gatmo ca

[e.e] n
ch(z — 20)", g€ je ¢, = Zan,kbk,n € Npy.
n=0 k=0

"Colin Maclaurin (1698 - 1746) mKkoTcKu MaTeMaTudap
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Teopema 1.33. 3a gse anaautiuuke pynxyuje f u g, 3ajegno ca Huro8um
Tejroposum pegosuma y okoauny wavke 2y, f(z) = >~ an(z—2)", g(z) =
Yo o bn(z—20)", savicu ga je Tejaopos peg dyrruyuje f-g gat Kowujesum
UPOU3BOGOM 080G §6aG PEYQ.

Hedunnnuja 1.12. Pynxyuonasnu peg obauka y . a,(z — 29)" s06e ce
ciuetienu peg, a KomuUiekcHy Opojesu a, 306y ce Koepuuujeniuu cie-
uenotr pega.

ga Toctwoju peasar 6poj 0 < R < 00 KOJU UCKADYYUBO 3A6UCU CAMO 0F
Koepuyujenatia CUeTEeHOT Pega G, U TPy WoMe 8AHCU §a:

Teopema 1.34. Hexa je Y - a,(z — z9)" apoussonan ctuetenu peg. Ta-

1. cwetenu peg KosepIupa Ha OWEOPEHOM Jucky |z — zo| < R,

2. cluetenu peg YHUPOPMHO KOBEPTUPA HA CBAKOM 3GULEOPEHOM JUCKY
|z — 20| < Ry < R,

3. cwetenu peg gusepiupa Ha |z — zy| > R.
Osaxas 6poj R 306emo GoayupewHur KoneepreHuuje cetenol peqga.

Teopema 1.35. Hexa ctuetenu peg y ., an(z — 20)" Koneepiupa xa dymx-
yuju f(2) y mexoj oxoaunu wavwke zo. Taga je a, = %
axane, osaj peg je yupaso Tejropos peg 3a pynkuujy f y oxosuHu Wadke

20-
Caga ce ynosnajemo ca JlopanoBum pemom.

Teopema 1.36. Hexa je komtrexcra pynryuja f aHasuGuwka Ha GPCTEHY
0<r<|z—2| < R. Taga gyrryujy f moorcemo 3atiucattiu xao 36up gea

pega:

f(z) = Zan(z —20)" + Z a_n(z—2z9)" "

Oba pega koneeptupajy Ma TOMEHYWOM TUPCTEHY, “4aK U YHUPOPMHO KO-
8EPIUPATY Ma C8AKOM 3ateopenom Upclieny r < a < |z — z| < f < R.
Koepuuyujentiu a, ce pauyHajy wa ciegehu Hawum:

1 f(w)

=5 4 —(w = zo)”+1dw san €N,

n

19e je I' dpoussomha GO3UTLUCHO OPUJEHTUUCAGHA TPOCTHG 3GTEOPEHA KOH-
WYPa Koja je cagpaHcana y gatiom Upclieny u WawKa 2y Ce HAAA3U Y HeHO]
YHYWPAULHHOCTIU.
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Hanomena 1.37. Paspujame dynknuje f y 30up JiBa CcTerneHa peja, Koje
ce CIIOMUIbEe y TPEeTXOJAHOj Teopemu, 3o0BeMo JlopaHoB pesa u ckpeheno
MUATIIEMO:

o0

f(z) = Zan(z —2)" + Z a_p(z — 29) 2 Z an(z — 20)".

n=—oo

Pen > 7 a,(z—20)" 30Bemo Tejopos pes uwin anasuiiiuwku geo Joparnosot
pega, 10K pes Yy > a_n(z — 29) " 30BeMO aashu geo JIopanosor pega.

Teopema 1.38. Hexa cy > o an(z—20)" u D oo a_n(z—20)"" g6a clue-
uena pega ca caegehum ocodurama:

1.3 Jan(z — z0)™ koneepiupa na |z — zg| < R,
2. 3% La_y(z — 2) ™" Komuseptupa na |z — zo| >,
3. r<R.

Taga wocmoju dymnryuja f(z) xoja je anaau@uyka Ha Gpclieny v < |z —
20| < R waxo ga je Jlopanos pazeoj dynkuyuje f na Gomenywiom Gpcheny
baw Y7 an(z — z)".

1.4 Hyna, cuarynapurer n ocrtaTtak pyHKITN-
je

Y oBoM ety ommcaheMo 1mITa Cy MOjMOBH HYyJIa (DYHKIIHAjEe W CUHTYJIa-
puret dyukiuje. Bugehemo ja ce cunrymapureru MOry KjaacupuKOBaTH Y
YeTUPHU KaTeropwuje, oJi Kojux he 3a Hac HajBaxkuuja outu moj. Ilojmosu
Kao IIITO Cy IIOJI U HyJ1a (pyHKIHje dnhe HAM O N3Y3€THOI 3HAYAja 3& €JIHII-
TU4YHe (PYHKIMje, jep CBaKa eJIUNTUYHA (DYHKIMja UMa U Hyay u moj. Beh
CMO C€ Ha MOYETKY YIIO3HAJM Ca MIOJMOM CHHTYJIapUTeTa, AeduHumja 2.3.
Ha kpajy ocspryliemo ce Ha Teopujy ocrataka (pe3uyyma).

Hedbunnunmja 1.13. 1. Tauxa 2y € C je nyaa xomurexcre pynkuyuje f
axo eavicu f(zp) = 0.

2. Tauxa zy € C je udonosaru cuniyaapuiiets pyrnxyuje f arxo wo-
ctioju R > 0 @Waxo ga je [ anaruuvka pynwryuja na GpodYyuweHom
gqucky Y wavky 2o, wj. e 0 < |z — zo| < R, u nuje anaauuuka y
WaANKY 2.
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Oxounre Tadke zy odimka 0 < |z — zp| < R 3Bahemo jomr u apodywena
0KOAUHA TATKE Z(.

Hedbunannuja 1.14. 3a xomuaexchy pynwkuyujy [ Wwavka 2o je Hy.aa pega
m axo je [ amasutiuywka y zo u ycuyrwenu cy yeaosu f(z9) = f'(z0) =
f”(zo) — f(m_l)(zo) u f(m)(zo) 7£ O'

YmecTo Hya pefa m roBOpuheMo U HYAG BUWECTAPYKOCTIY M.

Teopema 1.39. 3a anasuvttiuuky dyuxuujy f y wauku zg 6adxcu ga je
wawka zg Hysa pega m axxo je f(z) = (z — 29)™g(2), e je g anarvtuvka
dyrryuja y wavku 2o u g(zo) # 0.

IMocaeauna 1.40. Hexa je xomunekcra pyruxyuja f anasuiuwka y WavKky
20 u f(z0) = 0. Taga je, uru Pynrxyuja f ugenuuku jegnara Hyau Y
OKOANUNHY TaMKe 2y UMY TOCTLOJU UPOOYULEHA OKOAUNG WavKke 2y WaAKO ga
Ha o] Pynkyuja f wema Hyaa, ogHocno Tocwoju R > 0 waxo ga Ha
0 < |z — 2| < R Pynruuja f nema nysa.

Ha name pasmarpamo m3osoBaHe CUHTyIapuTeTe. AKO je 2o N30JI0BAHN
cunrysnapurer dbyukiuje f ouza je Jlopanos passoj dyunkuje f va 0 < |z2—
zo| < R obmuka f(z) =Y 0" a,(z— z)". Cazna hemo na kiracudukyjemo
U30/I0BaHE CUHIYJIapUTETe y 3aBUCHOCTHU O/ TJIaBHOTr Jesia JlopaHoBor peja.
Hedbununuja 1.15. Hexa ¢dynxuyuja f uma u30408aHYU CUHTYAGPUTLET Y
wavwku zo u neka je f(z) = Y00 ay(z — )" wen Jloparnos paseoj na
0<|z— 2| <R.

1. Axo je a, = 0 3a cée n < 0 onga hemo pehu ga je Wavka 2y owWwrAO-
HUBU CuHIYAapuwew pyruruje f, 0gHOCHO

f(z) = Z%(Z — 2p)".

2. Axo je a_p, # 0 3a nexo m € N u a,, = 0 3a cée n < —m onga hemo
pehu ga je Wavxa zy woa pega m dynxuuje f, wj.

f2)= )" an(z—z)".

n=—m

3. Axo je a, # 0 3a beckonauno MHoio HETGTHUBHUX UEAUX OPOJesa 1 OHga
Kaotcemo ga je Waywka zyg eCEHUUJGAHU CUHIYAGPUIETW, GYHKUU]E

f, ognocro
o0

f(z) = Z an(z — zo)".

n=—oo
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Jlema 1.41. Hexa ¢ynrxuuja [ uma oWKAOHUBYU CUHTYAAPUITET Y TAYKU
20-

1. Taga je f(z) opanuyena y nexoj UpodyuLerno]j oOKOAUHY TAYKE 2.

2. Taga wocwoju aumec lim f(z).
Z—20
3. Qynuruja f moorce ce gogedpunucatiu y WawKy 2o WAKO §a HOB0GOHU-
jerna Pynryuja dyge aHaAAUTIUNKE Y TWAYKY 2.

Kopucrehu Jlopanos pa3soj dyukiuje f u popMysry Kako ce padyHajy
koedunujeatu JlopaHoBor pasBoja MOXxKe ce IMOKA3aTU Jla BaXKU U 0OPATHO
tBpheme oBe jteme. Cama hemo ce ocBpHYyTH Ha TBphema Be3aHa 3a I10JI0BE

dyuKIHT]E.
Jlema 1.42. Hexa ¢pynryuja f uma Gona pega m y wauky zo. Taga pynxuuja
(z — 20)"f(2) uMa 0WKAONWUE CUHTYAAGPUTTET Y WAYKY Zg U BAHCU

lim [(2 — 2)"f(2)] = o0,

3a cee k € {0,1,...,m —1}. Jaxase, lim |f(z)| = oco.
Z—20

Jlema 1.43. Tauwka zp € C je ton pega m ¢ynkuyuje f axko Gocwoju
UPOOYWEHA 0KOAUHA TUAYKE Zo WAKO ga je

floy = 2

(z — 2z9)™’
g€ je g anasutuvka Gynryuje y mwauky 2o u g(zg) # 0.
Crenehe TBpheme HaM 1oBe3yje HyJse U MoJ0Be DYHKIH]E.

Jlema 1.44. Hexa ¢yrnrxuuja f uma nyay pega m y wawky zo. laga dymk-
yuja 1/ f uma Goa pega m y wavwky zg.

Obpatino, axo f uma Goa pega m y Wauky 2o onga Pynryuje 1/f uma
OWKAOHUE CUHTYAAPUTHLET Y WAYKY Zg U TGPYU TWoMeE, GKO JogePuruwemo ga
je (1/f)(z0) = 0 waga 1/ f uma nyay pega m y wawku 2.

Cama hemo ce OCBpHYTH Ha T€OPHUjy OCTaTaKa OJHOCHO TEOPUjy PEIUILY-
yMma.

Hedbununuja 1.16. Hexa je zy usonosaru curiysapuitetd dyrrxuyuje f.
Taga ce koeduyujentu a_y, koju ce nanradu y3 waan 1/(z — 2z9) y Jloparo-
60M pa3eojy Pynryuje f oko Wavke zg, Ha3usa ocWaWar (pe3ugyym)

dynruuje f y wauku zyg. O3navwasamo ta ca Res(f,zy) uau cxpaheno
Res(z).
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JacHo je /ma ako je Tauka zy OTKJIOWBHUB CHHTYIapuTeT MyHKIHje [ OHIA
je Res(f,z0) = 0. Ako je tauka zy moJs pefa m dyHKIWje f OHIA UMaMO
dopmyy 3a padyame octarka GpyHKIHje f y TauKd 2.

Teopema 1.45. Axo je wavka zg Goa pega m pynkuyuje f onga eaxcu

R =i
es(f,z0) = 213210 (m — 1)l dzm1

[(z = 20) f(2)]-

Teopema 1.46. (Kowujesa weopema o ociaury) Hexa je dyrruyuja
f anaruuvka yrymap KonwWype U Ha KOHWYpu L' cem y KOHAMHO MHOTO
WANAKA 21, 2o, - - -, Zp, 1€ je T Upoctia 3aWe0pena To3ULUSHO OPUjeHTU-
cana xonwypa. Taga easrcu:

Y{f(z)dz = 2mi zn:Res(f, 2k).
r k=1

1.5 /loamaTtak

Jla du Morim Ja mpoydaBaMoO eJUNTUYHE (DYHKIIMje HEOIXOIHO je Ja
joIrmn u3y4dmMo JBOCTpyKe pejoBe. [lu/b oBor fesa je jia BUAUMO TOJ, KOJUM
YCJIOBOM MOXKEMO JIa MEHhaMO PeJI0CsIe]] CyMUparba JIBa peia, Tj.

oo 00 oo 00
?

DD Wm =3, ) aum

n=0 m=0 m=0 n=0

Hedunnnuja 1.17. 3a peg > ¢, kKasicemo ga aUCOAYWHO KOHSEPTU-
pa axo peg Y o |ck| Kouseprupa.

CiM9HO Kao y peaHoj aHAJU3M MOXKE Ce IOKA3aTH Ja U3 AIllCOJIyTHE
KOHBEpreHInje e U 00OMYHA KOHBEPIreHIIn]a.

oo o0

Teopema 1.47. Hexa Z Z |anm| < 00. Taga sasrcu:

n=0 m=0

1. Peg A= Z <Z anm> ca5paH Y 060M pegocaeqy, noueepz‘upa (7 apu
n=0 \m=0
WoMe CMEMO MErATLU pegocaeq cymuparba, ’117,]

S (o) £ (Se)

n=0 \m=0 m=0
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2. (Ve > 0)(3ng € N)(Vk, 1 € N)(k, I >ng = [A=3F_ S | < ).

3. Axo je k — (n(k),m(k)) oujexyuja us N na N x N u axo oznawumo
Ca Ci = Qp(kym(k) OHYQ Je A= ZZO:O C-

/loxas. Ha ocHOBY mpeTIiocTaBKe TeOpeMe BarK! Ja PeJIOBU ano:o Qpyy ATI-
COJLyTHO KoBeprupajy 3a cse n. O3uadumo ca b, = >~ |anm|, n € Ny.

1. Kako Baxku |~ Gpm| < b, 3a cBe n € Ny u >~ b, < co onja

BazKun
o o koo >~ k oo 00
E g Apm = lim g g Anm, = lim E E Apm = E g A -
k—o0 k—o0
n=0 m=0 n=0 m=0 m=0 n=0 m=0 n=0

2. IIpBo mpumeTumo J1a je

A— zk:zl:a

n=0 m=0

k 00 00 00
<N ol Y [t

n=0 m=I[+1 n=k+1m=0

[Tpro hemo mpyru cabupak ja majopupamo ca €/2. 3HaMoO Ja BaKu
Yoo o bn < 0. Kako Taj pex koseprupa oma nocroju kg € N rako ja
3a cBe k > ko BaxKkmu

00 00 00

5
D ba= D D lawml <3
n=k+1 n=k+1 m=0

Caza hemo na majopupamo npBu cabupak ucto ca €/2. CamdHo Kao
y OPETXOJIHOM CcJay4dajy Jodujamo na moctoju [y € N Ttako ma 3a cBe
[ > ly Bazkm

k 00 00 o) o) 00 c
1.
D 2 lawnl <D0 D awnl = 30 D lawnl < 5
n=0 m=I[+1 n=0 m=I[+1 m=Il+1 n=0
Bupajyhu ny = max{ko, lp} modujamo ma Bazku oBaj Jeo TBpherba.

3. Ilocmarpamo cireehu mpaBOyraoHUK CadUIbEH OJ1 IapOoBa MPUPOIHUAX
OpojeBa ca HYJIOM.

P(k,l)={(n,m) eNgxNg | 0<n<k,0<m<I}.

Osnaunmo ca g(k) = (n(k), m(k)) nomenyry Oujekiujy u3 Teopeme.
Tama nocroju M Tako ma je P(k,l) C g[[0,M]], rae je [0,M] =
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36—0—0—0—0—0—90
2—O0—0—0—0—0—0
l1o—0—0—0—0—0—9
SN R R

Cauka 1.1. Tauke o3HaUeHE ca HAPAHIIACTOM DOjOM IIPEICTAB/bA]Y eJIeMEHTe
npasoyraouuka P(6,4).

{0,1,2,...,M}. Heka je U C R? npousBo/baH OTBOPEH CKyI KOjH
CaJIpK¥ KOOPJIMHATHU TOYeTaK. 3a TakaB CKyl u r > 0 meduHHAIIIEMO

U(r) 2 {(z,y) € R* | (z,y) = r(a,b) 3a uexo (a,b) € U}.

Ha ocnoBy craBke 2. ciiemqu ga je A = lim E f I~
r—00
(n,m)eU(r)
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I''maBa 2

EaunTuyne dbyHKIMje

Ha moderky oBe ritaBe ocBpuyheMo ce Ha ucTtopujcke jorahaje koje cy
JioBeJsie J10 oTKpuha enuntudHux ¢pynakimja. Hakon Tora, ymosnahemo ce ca
[IOjMOM eJIUNTUYHe (PyHKIHje n younheMo Heke IbUXOBe ocoOuHe. ¥ ey
JImyBuiioBe Teopeme 2.3 U3ABOjUIIH CMO HEKe 3HAYAJHE TEOPEMe ITOMEHYTOr
MaTeMaTuvdapa Koje J0/IaTHO OMHUCYjy eJunTudHe (QPyHKIHje. 3a OBY IJIaBy
kopuctmiu cmo sureparypy (1], [2], [3] u [5]. Ha mame kopuctumo o3Haky

C2cu {o0}.

2.1 MHcropmuja o equnTudHuM (PyHKIHja

Emuntuane dynkipje cy yCcKo moBe3ane ca eJIMITUIHIM UHTETPAJIUMA.
Baro hemo mamry mpudy modeTu o mux. Jlajonumoso! m IbyrHOBO? OT-
Kpuhe JndepeHImjasHor 1 UHTErPATHOT PAYyHA OTBOPUJIO j€ MHOTA IOJba
3a UCTPAKUBAHE y MATEMATHIKOj aHa/m3u. Maremarudapu cy jOI Iejie-
cetux roguHa X VII Beka XxTesn fa u3padyHajy JyKUHY JyKa enurce. Mako
Huje OUJIO ITOMaKa Ha IberOBOM pelllaBaiby, MaTeMaTHIapy Cy YCIeIn J1a OT-
KpHjy pa3He UJIEHTUTETE KOje Cy OHU 3a/I0BOJbaBAJIN, KAO IITO Cy aJUIMOHE
dopMmyJie 1 TEPUOIUIHOCT. EJIMITUYIHN HHTErpaJIn Cy WHTErPAJId OOJIUKA

/ Rt /p(D)) .

rae je R pamumonasiHa (ByHKIMja, a p MOJUHOM CcTelleHa 3 wian 4 U Koju
HeMa BUIIECTPYKe HyJse. Jegan oJi NMpBUX MaTeMaTudapa Koju ce OaBHUO

!Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) Hemauku MaTeMaTHIap, HayIHUK, bHI030¢
7 JATLIIOMATa,
2Sir Isaac Newton (1642 - 1727) enrsieckn maTemaTuyap, pu3MIap, aCTPOHOM U (HHIIO-

30
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eJINIITUIHUM HHTerpajgnMa je omo Pamano’, koju je 1718. rogune ycmeo ja

IIOKazKe
221/1—a24

2/% dt _/+ dt

OBaj uHTerpaJ je HacTao Kao moTpeda Ja ce m3padyHa JiyKuHa Jiyka bep-

nyujese jemuuckare (z2 + y?)? = 2?2 — 32

_lug 1 ’
2 2

Ciuxa 2.1. Bepuynujesa nemuuckara (22 + y?)? = 22 — 32

OBaj muenturer je OMO He3aIllaXKEH y MATEMATUYKOj jJaABHOCTH, CBE JIOK
kormja PamaHoBor paja Huje crurio y pyke Ojmepa! m To maryma 23.
neriemopa 1751, Yopzo, Ojmep yomrmmrasa oBy (hopMyIry

m\/l—y4+y\/1—x4

/x dt 4 /y dt _/ 1+a2y2 dt
o VI—t* Jo Vi—tt o V1—t¥
7 TMoKa3yje Ja 0Baj WJIEHTATET BaKW W YOIIIITEHO 34 CIIEIjaJTHe eJTUTTH-

dt . .
YHE WHTerpaJjie OOJIUKa ﬁ, rie je p(t) mommuom cremena 4. OBaj
p

UJIEHTUTET je, Yy JUTepaTypH, mo3nar xKao Ojieposa aguyuona Gopmyaa.
Hamomenumo na oBa hopMmysia He BaXKu 3a CBe €JIUINTHIHE UHTErpaJie.

IIpBu momak, Ka OTKpUBaIYy €IUNTUIYHUX (DyHKIMja Harpasuo je [ayc
oko 1800. roaune, Kaja je 3a QyHKIU]Y

=), i

HAINAO HheHy MHBEP3HY QYHKIM]Y, KOjy je o3Hauuno ca sl(u). Hasusa ce jomr
U cunycha Gyrkyuje semruckaiie, jep UMa CJIUIHE OCOOUHE KAO TPUTOHO-
Merpujcka cunycHa ¢gyuknuja. [IpBo mrro je ommax mpumerno je ja je oHa

3Giulio Fagnano dei Toschi (1682 - 1766) nranujancku MaTeMaTHIap
‘Leonhard Euler (1707 - 1783) mBajiapcku MaTemMaTuyap, busngap, acTpOHOM
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MIePUOINIHA Ca TIEPUOJIOM 2, TJIE je

_ /1 dt
w =2 1
o VI8

[IIra Bume, ako du GyHkIMjy Sl(u) TOCMATPAIN Yy KOMILIEKCHOM MOAPY )y
OH/Ia OHA UMa JIPYTH Iepuo/, a To je 2iw. Tako je 'ayc oTkpuo npBy AyILIo
nepuognuny yukiujy. Jlomarao, Bezano 3a dpoj w, 'ayc je ycueo jomr ja
[OKAasKe JIa je apHTMETHYKO - TeOMETPHjCKa cpeauta opojesa 1 u /2, 5poj
7 /w. Tlogcernmo ce 1Ta je AapUTMETUIKO - T€OMETPHjCKa CPEIMHA. 3a JBa
JlaTa MO3UTUBHA peasiHa Opoja a u b nedunuiiemo ciejaeha aBa HU3A:

ap = a, b():b,

an + by,
Qp41 = T; bn—i—l =V anbna n € Np.

Mozxke ce mokasaru na JBa Hu3a {Gptnen, 4 {bn}nen, MMajy HCTY Tpa-
HUYHY BPEIHOCT, KOja ce ozHadaBa ca M(a,b) wim agM(a,b). Jakie,
agM (1,/2) = 7/w. Hapemhewmo jorn nse unTepecanThe ocodue byHKITje
sl, xoje nojicehajy Ha 0cOOMHE TPUTOHOMETPU)CKUX (DYHKIIH]jA.

1. sl'(u) = /1 — sl*(u)
2. Tlocnemuma Ojrepose amuimone dpopMmysie je u

sl(u)sl'(v) + sl(v)sl'(u)
1+ sl2(u)sli?2(v)

sl(u+wv) =

HBasnecerak roguna kacuuje, Ades n Jakodbu mosase 70 ucre uiaeje (ma
ce mocMaTpa nHBep3Ha (QyHKIHMja), He3aBucHO o ['ayca, jep layc nuje 0b-
jaBJ/BUBAO CBOj€ PaJIOBE O eJIMNTHYHUM (pyHKIjama. Tako centemdpa 1827.
Aben objaBsbyje €BOj TpPBHU pajl O EIUNTUIHUM (DYHKIHAjaMa Yy IaCOIUCY
Crelle’s journal. Ha »xajoct, pana cMmpr je omena miagor Adera ma ce
nasbe daBu MareMaTukoMm. Layc m Jakodu cy Owmm ymnosunatu ca Adeso-
BuM pajsioM. JIpe roamue Kacuwmje, 1829. Jakodu objaBibyje NMPBY KEBUTY O
enunTuaHUM (QYyHKIIjaMa, o HazuBoM Fundamenta nova theoriae functi-
onum ellipticarum. 3armMmbuBo je ma cy Adenr n Jakodu mocmaTpain ucty
esmnTuany GyHKIMjy, 138, (Jakodujes) wetia peg

o0

0(7_7 Z) — Z ewi(nQT—l—nz),

n=—oo

Ha OCHOBY KOj€ Cy U3rPaJIN/IN TEOPU]y eIUNTUIHUX PYHKIHja. Y OBOM DALy,
o HacsoBoMm AbesoBa Teopema, ocBpHyhemo ce u Ha oBaj ped. Tume cy
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Aben n Jakodu jia/m IpBU MIPUCTYT 32 JIa/bU Pa3B0j TEOPHUje O eTUIITUIHIM
dyHKIIjaMma.

JoIr jemaH 3HaMEHUTH MaTeMaTUdap KOjU je J1a0 BEJUKH JIONPUHOC 33
pa3Boj Teopuje eUNTUIHUX (DyHKIHja, ono je Bajepmrpac. On je duo mp-
BHU MaTeMaTndap, KOjH je Ja0 YUCT TEOPU)CKU YBOJ Y TEOPHU]Y €JIUITUIHIX
dyukImja. YBeo je jesiHy crenujaany p pyHKIHjy Koja je Ouia y CpeuiiTy
IbErOBUX Tpe/iaBamba. [lomohy me je mokazao Kako ce MOXKe U3IPAUTH 11e-
JIokytHa Teopuja. Tako je Bajeprrpac 1a0 u Apyru IpuUCTyI 38 U3yYaBabe
ennTuanux pynkimja. Moxke ce mokazatu ja BajepmrpacoBa p dyHKIMIja
HacTaje Kao MHBep3Ha (PYHKIM]ja cjeeher eJIMITUYHOT WHTerpaJsa

/ dt
At3 — got — g5

3a Kpaj 0BOI HICTOPHUjCKOT U3JIaraimba, IoOMeHyheMo joIr J1Ba MaTeMaTuIa-
pa Koju cy, Takohe, JonprHesa pa3Bojy oBe Teopuje. Pumvan® je memeceTmx
rognaa XIX Beka, pa3BHO TeOpHjy eIUNTUIHAX (DYHKIMja Ca TeOMEeTPH)-
CKe TadKe IJIEJIUINTA, TJe je JIOBEO y Be3y HUXOBY AYILLY HEPUOITIHOCT
ca TopycoM. JIpyror Hemadkor maremMarndapa Kojer hemo CIIOMEHyTH je
AjzenmTaju®. Iberos mompunoc ce orjena y ToMe INTO UX je Pa3BHjao y
pe/l 1 TAKO X AHAJHUTUIKHU MPEICTaB/bhao. 10 je omoryhmiio jlakimm paj ca
eJINIITUIHAM (DYHKITjaMa.

Cnuka 2.2. Pumanos norsies na esunrudne dbynkngje.’”

Mu hemo y oBoM pajty npukazatu BajeprTpacos npuctyir. Pasior Tome
je mTo HeKa TBphema MmocTajy eJieraHTHUja 3a JJOKa3UBAbE.

Ha xpajy ce ocBpanMoO Ha puMeHe oBe TeopHje. JacHO je 1a KaJa IIpo-
ydaBaMo eauntudHe (HYyHKIMje, OH/Ia Cy eJUNTUYHA UHTErpau caMo HyC-
Ipou3BOJI, OBe Teopuje. BajepmrpacoBa p GyHKIHMja UMa BEJIMKY ITPUMEHY
y mexanuru. [lopen Mexanuke, enunTudHe (QyHKIUje ce MPUMEHY]Y U Y

’Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) nemauku maTemaTudap
OFerdinand Gotthold Max Eisenstein (1823 - 1852) memaukn mMaTeMaTHdIap
"Cimxa je mpeysera u3 pedepeniie [5, cTp. 326].
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JpyruM mosbuMa, pusuke. ¥y Japyroj mojaoBuH XX Beka, pusndapu U Ma-
TeMaTHINPa CY KOPUCTHUJIN eJTUNITUIHEe (DYHKIU]je J1a OU OIPE NN KPeTambe
IUTAHETa y YOIIITEHOj Teopuju pesjaruBHocTH. Moxkaa najseha mpumena
oBUX (PYHKIHja je Y Teopuju OpojeBa. Y TeopHju OpojeBa MOxKeMo ux Hahm
KOJI TBphema Be3aHW 3a IIpeJICTaB/baibe Opoja n Kao 30upa KBajpaTa Iie-
mmx Opojesa. 3arum 3a Bajicos® mokas Bemmke ®epmaose’ Teopeme cy
KopuiiheHn HEKH acCIeKTH eJUINTUYHUX (DYHKIMja, MMPEeIru3Huje, OCOOUHE

CIUITUYHUX KPUBKUX. EJIMIITUYHE KpUBE NMA]y OOJIMK
y? = ax® + ba? + cx + d,

u Jakodu je mpuMeTHo Ja ce OHe MOy IapaMeTpU30BATH Ha cjeaenu HadnH
$:f(2), y:fl(z)v

rre je f enmunruana dyakiuja. Ha npumep, 3a BajepmrpacoBy p dbyukmmjy
je ucnymweno na tauka (p(z), p'(z)) npunaga Kpusoj

y2 = 42° — g2k — g3.

3a nera/bHUjU mpersie] 0 IMOMEHYTHM IPUMEHaMa eIUOTUIHuX (DYHKIN]ja,
guraona ymnyhyjemo ua pedepente [4], [6] u [7].

2.2 JleduHuiimja m oCHOBHE OCOOUHE eJIHuII-
TUIHNX PyHKIOHja

Y 0BOM JieJTy yBOJIMMO II0jaM eJIUIITUYHE (PYHKIIHIje, KAO U ITOjMOBE Kao
mro ¢y MepomopdHe dyHKIMje, pemmeTka u dyHIaAMEHTAJIHI / TIEPUOJINTHA
mmapaJiesiorpaMm. [Torom hemo nmokazaru TBpheme 11a je enmunTudana pyHKIIja
y MOTIYHOCTH ojpeheHa CBOjUM BpPETHOCTAMA HaJl OBAKBUM IapaJesiorpa-
MUMA.

Hedbunurmuja 2.1. Hexa je O C C owsopen cxya. Pynyruja f: O — C
Koja 3agosomasa caegehe ycaose:

1. Crya S(f)2 f~1(c0) mema Waury natomurasarsa y O,
2. Qynruyuja g = flo\s(p) je anarvituuka dynryuga,

3. Tauxe uz S(f) cy worosu Pynryuje g,

8Sir Andrew John Wiles (1953 - ) enrsieckun MaTemMaTHIap
9Pierre de Fermat (1607 - 1665) dbpaHIlycKu IpaBHUK U MaTeMaTHYaD
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Ha3usa ce mepomopdra GyHruuja.

[Tokazahemo s je 30up/IPOM3BOJI/KOJUIHUK JIBe MepOMOpdHE (DYyHK-
1je moHoBo Mepomopdua dyukimja. Takohe, u n3Bo Mmepomopdue HyHK-
IFje je IOHOBO MepoMopdHa PYHKIHI]a.

Teopema 2.1. Hexa cy f u g gee mepomopdre dpynxuyuje, xoje cy gedpuru-
cane na uctwom gomerny O. Taga cy caegehe pynryuje, warohe, mepomopgh-
He: ;

/loxas. Tlokazahemo camo 3a 30up JiBe MepomopdHe (pyHKIHje, a 338 0CTa-
ne dbyHknmje noKasyje ce Ha caundan Hauu. Osmauumo ca S = f~!(oco) n

T = g *(o0).

1. Tana je dbyuknuja f+ g anamuruaka va gomeny O\(SUT), npu gemy
HeKM cuHTyapuTeTd u3 S UT Mory OUTH OTKJIOHUBH.

lim(f(z) + g(2)) aKO IIOCTOjU JIIMEC y TadKH a
(f+9)(z) =47 _ ,
00 aKko je a oy dyuknuje f + g

Tume cMmo mokazamn na je dyukumja f 4+ g : O — C mepomopdma
dysKIHT]A. []

[IperxomHy TeopeMy MOKEMO MCKA3ATH U JPYTUM PEUNMA:
Cryt ceuxr mepomopruxr pyrwkyuja na gatiom gomeny O C C, ca osaxo
yeegerum odepayujama, odpasyje arredbapcky cUPyKwypy Uope.

Hapemny Teopemy koja je Be3aHa 3a MepoMopdHe pYHKIHI]e gajeMo 0e3
JoKa3a. 3a JI0Ka3 OBe TeopeMe duTaola ymyhyjemo Ha |3, crp. 358|.

Teopema 2.2. (IIpunuyut aptymenitia) Hexa je I' Gpoctua 3attisopera u
opujentiucana Kowwypa. 3a Gyrwkuugy f xoja je anarsuiuura u padsuvuiis
0g Hyse Y ceakoj Wawku Kontwype I', Kao u mepomopdra ynymap KoHUWYype
I' saorcu ga je

FE) Y i
s = 2N () = Pe(),

1ge cmo ca Nr(f) uw Pr(f) osnauuau, pegom, 6poj myaa u 6poj tososa
dynkyuje f, u apu wome cmo Gpojast U HUT08Y SUWECTPYKOCT.

Hedbununuja 2.2. Cxyu L C C ce na3usa pewetrka, axo Gociioje eek-
WoPU V1 U Vg KOJU CY AUHEAPHO He3asuchu nag R wWakro ga je

L ={avy +bvy | a,b € Z}.

Bexttiope v1 u vy 306emo teHepaiiopuma pewetike L.
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Cruka 2.3. Tauke o3HadeHe ca JbyOndacToM O0OjOM MPECTABIbajy eJIeMEHTe
perierke L.

[ToaceTrnmo ce j1a ce KOMILIEKCHU OPOjeBU MOTY IIOCMATPATH U KaO BEK-
Topu. CBakKu KOMILIEKCAH OpOj 3alliCaH y ajaredapcKoM OOJIUKY 2 = a + tb
MOKEMO ITocMaTpaTi u Kao ypehern map (a,b) y kommurekcuoj pasuu. a-
KJIe, Jla Cy BEKTOPH U; U Vs JIMHEPAHO HE3aBUCHU HaJ R 3HaYM j1a u3
avy + Pvg = 0 cieqn 1a je « = 0w B = 0, rme «, 8 € R, ogHOCHO OB-
Jie cMo mocMarpasi Bekropeku mpocrop C nas mossem R.

Hedunnnmja 2.3. Hexa je L pewetixa. Mepomopgpna dynryuja f: C —
C xoja 3agosomasa ugentiuitietl

fz+0) = f(2)
3a cee z € C uv € L, nazusa ce eautdwiuwra GyHryuja.

Hamomena 2.3. Ha ocnoBy Teopeme 2.1 Baxkm ga ako je ¢yHKIuja f

/ .
eJUITUYHA, OHJa cy [ u f7 equnTudne QYHKIH]E.

[Tpumernmo na Bazku cienehe. Heka je L pernreTka ca reHepaTopuma vq
u v9. Taga Bazku

f(z4+v1) = f(z+v2) = f(2), 3a cBe z € C.

30or oBe ocodbmHe enunTUYHE (DYHKIHje ce 30BY JOIT U gYUA0 TUEPUOGUUHE
Ppynryuje. Takohe, mupekTHa TOCHIEAUIA JedUHUINA]E je /1a je CKYIl HyJa
N, ka0 u ckyn nosnosa P ejmnTudne QyHKIH]E je TepUOITIaH, Tj.

Nt+v={24v|zeN}=NuP+v={z+v|zeP}="P.
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Mozke ce mokasaTu Jila aKo Cy T€HEPATOPH VU1 U Uy PeleTKe L JTuHeapHO
saBucHu HaJ R, 1j. v9/v; € R onpa je enunrunyna dbyukimja f win mepuoim-
YHa CA jeJITHUM IIE€PUOJOM WJIU je KOHCTAHTHA (DYHKIHja. Y MPBOM CJIyUajy
IpeTHoCTaBy ce Ja je ve/v; € Q , a apyrom vy/v; € R\Q. 3a meramuujn
J0Ka3 oBora mnorienaru y |1, crp. 262|.

Jla ©u omakimaam JaJbu paJj mokasalieMo Kako ce BpIIN HOPMAJIA3aIln]ja,
aBa nepuoga equntuyade dyukimje. O3Hauumo ca w = v /v;. Ipernocra-
BuMo ja je Im(w) > 0. Caga npumehyjemo na Baxku ciegelie:

1. f uma mepmoze v i vy akko F(2)™2 f(v,2),z € C uma nepuoge 1 u

w;
2. f je mepomopdna akko F' je mepomopdHa.
Jakite, y majbeM pajly 0e3 yMarberba Ha OIIITOCT MOXKEMO IPETHOCTABUTH

na equntuaHa dbysknuja f uva nepuoge 1 u w rae je Im(w) > 0, kao u jga
je pemrerka L reHepucaHa ojiroBapajyhum BekTOpUMA.

Ilocnenuua 2.4. Heka je f eaut@uyuna dynkuyuja ca Gepuoguma 1 u w,
Im(w) > 0. Taga 3a apoussowne yeae dpojese n,m u upoudsowno z € C
saocu f(z +n+mw) = f(z).

Hedbununuja 2.4. Hexa je L C C pewetixa ca tenepaiopuma 1 u w,
Im(w) > 0. Taga cxya

Po={z€C|lz=a+wb, ge0<a<1l,0<b< 1}

Ha3uea ce yngameniarty uapasenoipam. Ilepuoguuru uapane-
aotpam P je P = Py + h 3a ¢uxcuparo h € C.

0 1

Cauka 2.4. @yH1aMeHTAHA TapaJeorpam

Hame hemo mokazaru na je dyukmnumja f y normynoctu ojpehena ca
IEHUM BPEJIHOCTHMA Ha (DYHIAMEHTATHOM ITapaJsiesiorpamy.
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Hedbunnunmja 2.5. Hexa cy 21,20 € C gsa xomtnaexcna dpoja v L C C
pewettika ca lenepatiopuma 1 u w, Im(w) > 0. Kaocemo ga cy z1 u 23
KOHIPpYEeHWHU U0 Mogyay L, y osnayu z, ~ zo, axo easicu

21— 2o =a+bw € L, 3a nexke a,b € 7.

JacHo je ja je oBa pesaruja, pesanuja ekpuBaJieHmje. Hamomennmo jga
HEKHU ayTOPH YMECTO 21 ~ 2 THINY U 21 = 23 (mod L).

Teopema 2.5. Hexa je [ esutntiuuna dynrxuyuje wuju cy aepuogu 1 u w,
xoju tenepuwy pewetwixy L. Taga eastcu caegehe:

1.
2.

3a ceaxo z € C toctmoju jequnctiseno v € Py wWaxo ga je z ~ v.
3a ceaxo z € C uwoctoju jequnctiseno v € P wakxo ga je z ~ v.

Ilomohy peweture L mooice ce qucjynkiino GOKPUY Uesd KOMUNEK-
CHA PaBaH, ULj.
C= | @+bw+hm)

a,beZ

. Qynxuyuja [ je y GoWayrocHYu ogpehena reHuM 6PegrocThuMa Hag

OUNO KOJUM TEPUOGUUHUM TAPANEAOTPAMOM.

Zloxas. 1. e ewucwenyuja:

Hexka je z = x + 1y € C npoussossno. Kako Bekropu 1 u w unne dazy
BekTOpcKOr mpocropa C onma Moxkemo 3anucatu 2z = a + bw. Youaumo
KOMILIIEKCaH OPoj v = z —n —mw, TJie je n HajBehu 1eo Opoj Takas Jia
je Marbe WM jeTHAKO Of a, u m Hajsehu 1eo Opoj TakaB Jia je Marbu
wn jegaako ox b. Taga je z ~ v o jgeduHUMjA, 1

v=z-n—mw=a+bw—n—mw=(a—n)+(b—m)w € F.

® jEqUHCTBEHOCTIL:

Hexka cy v,v, € Py TakBu J1a je v ~ z ~ v1. . 3HaMo Ja 1 u w duHe da-
3y BekTopckor mnpocropa C ma sanummmo v = a+ bw u v1 = a1 + byw.
ITokazxkumo s1a ¢y a = a; u b = by. Taga u3 pecdbununuja dpynaiamen-
TaJIHOT TIapaJesiorpaMa U KOHI'PYEHTHO 10 MOy 1y L jgodujamo

v—v;=(a—a)+(b—b)weL

Jakme, a — a; u b — by cy nenn opojeBu. Kako cy 0 < a,a; < 1 u
0<bb <lowmacy -1<a—a <1lum—-1<b—>b <1rmtecy
a—a; =0mub—>b; =0. Tume cMo OKa3aIN je TUHCTBEHOCT.
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2. Cnemm mupekTHo n3 1. npumemyjyhm foka3 Ha Tadky z — h, r7e je

3. Ha ocnoBy 1. 3a npousBosbHO z € C nocroju jeuncrseno v € Py Tako
Ja je z ~ .

Z~NU=> 22—V =n+mw

=z=n+mw+ven+mw+F C U (a + bw + Py)
a,be’Z

IIpeocraje ma ce mokazke Jia je yHUja JTUC]YHKTHA.
Heka je z € (a1 +byw + Py) N (az + bow + Py) 3a Heke ay, by, as, by € Z.

z€ay+bhw+ Py= z—v, =a; +bjw 3a Heko v; € Py = 2z ~ vy,
Z€ag+byw+ Py= 22— vy = as+ byw 3a HEKO V9 € Py = z ~ Uy

Hakne, v; ~ z ~ vy TIa U3 jeJUHCTBEHOCTH KOjJy CMO ToKazaju y 1.
cJIeqn J1a je v; = Vg MITO JIaje Ny + miw = 2 = No + mow. MehyTum,
BEKTOPH 1 M w 4mHe 0a3y Ia W3 jeIMHCTBEHOCTH IIPEICTaB/bamba BEK-
TOpa CJAEN Ja je Ny = No U My = M.

4. JIlmpeKTHa MOCeINIa TPETXOTHUX CTABKU. ]

2.3 JInmyBujoBe Teopeme

Y oBom geny nahemo Tpum JlmyBmiioBe Teopeme Koje J0JIATHO OIHCY]Y
enunTuvdHe (DYHKIHjE Y3 JOIT HEKE IMPETIIOCTABKE. Te TeopeMe IpeicTaBbajy
OCHOBHH Pe3Y/ITAT Y TEOPUjU eJTUNTUIHUX (PYHKIIH]A.

Teopema 2.6. (IIpsa JIuysunaosa weopema, 1847) Hexa je f eruu-
wuvHa GyHKyuja Koja nema woaosa. Taga je ona KOHCTaARTHA PYHKUU]G.

Joxas. Tlokazamun cmo y Teopemu 2.5 na je dyukimja f y moTIyHocTn
onpehena mweHuM BpeHOCTHMA Yy (DYHIAMEHTATHOM HapaJseaorpamy F.
Kaxo je zaTBopeme ckyma Py KOMIIaKTaH CKyIl U f je HelIpPeKuHa HAJ| UM
OHJIa je OHa W orpaHmdeHa. laja npema JImyBuimoBoj Teopemu 1.22 Bakn
Jia je oHa u KOHCTaHTHa (dyHkuja Ha Fy, a Tume u nas C. ]

[Ipe mero mrro dhopmysuiiemo aypry JIuyBusioBy Teopemy mpuMeTHMO
crnenehe. Heka je zy mon emuntuane dyuknuje f. Taga cBu eremenTn koju
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ce HaJIa3e y KJIACH eKBUBaJIeHIUje (pesanuje OUTH KOHIPYEHTaH 110 MOJLYJTY
L) uuju je mpeicTaBHUK zo Cy HOJ0BU (DYHKIWje f, Tj. aKo je zp ~ v OHJA
je v mon dyukimje f. Homaruo Baxxu Res(f,zy) = Res(f,zo + w) 3a cBe
w € L.

Teopema 2.7. (Upyra Jluysuaosa weopema) Hexa je f eaut@uyuna
Pynryuja.

1. Taga pynxuuja f uma xowawno mmoio Gososa Go mogysy L.

2. O3HAMUMO CQ 21, 22, - . - Zp UPEJCTUABHUKE KAACAH EKEUBANCHUUIA 30 TO-
menyie tonose dynryuje f. Taga je > | Res(f,z) =0.

Zoxas. 1. U3z nedunuruje enuntude (HyHKIHje 3HAMO Jia CKYI IT0JIO-
Ba (dyHKIHje f Hema TadyKy HAroMujIaBaiba Ha CBOM JjioMeHy. Kasa
HAIIPABUMO IpeceK (QyHJIaMEHTAJHOr HapaJjesjorpaMa (Koju je orpa-
HUYEH) ca CKYIIOM 1oJioBa (yHKIuje f 1odujaMo KoHAaYaH CKyI. 300r
TeopeMe 2.5 modujamo j1a dyHKIMja f mMa KOHATHO MHOTO II0JI0OBA IO
mogyy L.

2. Cama 3HaMO 12 je CKym moJioBa (GyHKIUje [ KOHadYaH Ha (yHIAMEH-
TAJIHOM TApAJIeJIOTPAMy, a TUMe M Ha CBAKOM IEePHOJMYHOM Iapa-
Jresorpamy, 36or teopeme 2.5. Mzabepumo h € C rako ma enunTu-
yHa ¢yHKIHja f HEMa [0JI0Ba Ha PyOy MEPHOIUIHOr IMapaJie/iorpamMa
P=PFP+h={2€C|z=a+wb+h,rne 0<a<1,0<b< 1} 3bor
Kormujese Teopeme o octarky Baxu [, f(z)dz = 2miy " | Res(f, z).
HoBosbHO je nokazaru 1a je [, f(z)dz = 0.

. f(z)dz = (/hhH +/::1+w —l—/hj:jw —l—/hiw) f(z)dz

h +w h+w+1

P

h h+1
Cauka 2.5
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[Tpumernmo 1a ce ciieiehn UHTErpaIn MOTUPY:

h+1 h+w h+1 h
(z)dz + / f(z)dz = (z)dz + f(z+w)dz
h h

4w h h+1
h+1 h h+1 h+1
= (z)dz + f(z)dz = (z)dz — f(2)dz=0
h h+1 h h
Cm4HO 1 3a JPYTH Tap, U TUMe CMO MOKa3aJM TBphembe. O

Ilocneauna 2.8. HexoncWaninG eAutGuyHa GYHKUUJAE HA GYHJAMEH-
WANHOM TAPANEAOTPAMY UMG OGP §8a TOAQ UM JEGAH TOA SUUWECTUPYKOCTLU
oapem 2.

/oxas. 1lpermocraBuMo CynrpoTHO, j1a TTOCTOju eunTudHa MyHKIMja f Koja
“Ma TadHO jeJaH I0JI y TadKu zg € Py u Bumectpykoctu je jeaan. Taga ou
Jlopanos passoj dbynkuuje f y okoiamHu Tadke zy € Py msrmemao f(z) =
Yoo L an(2—2)", rae je a_y # 0. MehyTum, Ha OCHOBY IIPETXO/IHE T€OPEME
Baxku na je a_1; = Res(f, zp) = 0, mro HAC TOBOM ¥ KOHTPAJIUKIIH]Y. O]

Hedbununuja 2.6. Peg eautiuuvwne yHruuje je ykyaar 6poj 1or06a
(bpojehu u 1uTosy suwecpyKoci) Ha GYHGAMEHTLANHOM TAPANEAOTPAMY.

Cajma mpeTxoaHy IPOIO3UIHjy 2.8 MOKEeMO MCKa3aTh W Ha cjejehn Ha-
anH: He toctioju eautiiuvha Gynryuja pega 1.

Teopema 2.9. (Tpeha Jluysunaosa weopema) Hexa je f esutimuuna
dynrxyuja pega n. Taga pynxyuja f uma n Hy.aa.
pytum pevuma, esutimuuna gyrryuja [ uma jegrnar 6poj oroa u Hyaq.

Zloxas. Paznukyjemo jiBa ciaydaja:

1. ®yuxmuja f HeMa HE HyJIy HU 1I0J Ha pyoy Fp.
Tana 1o reopemu 2.2 saxu [, f'(2)/f(z)dz = 2mi(By — Bp), tae
By o3nauasa 0poj nyna dyuknuje f y Py u Bp o3nadgasa Opoj mo-
goBa yuknmje f y Fy. Kao y mokasy apyre JInyeBuiioBe Teopeme
2.7 Ha CJOMYAH HAYUH Ce TOKasyje ce faPo f'(2)/f(2)dz = 0, ma Tume
JiodoujaMo u TBpheme.

2. Oyskinuja f uMa HyJIy WId 107 Ha pyoy Fp.
Bupajyhu orosapajyhe h € C rako ga dyuknuja f Hema mos na pyoy
IePUOANIHOT ITapaJjesiorpama P = Py+ h u npuMmemyjyhn npeTxo Hu
ciiydaj Ha P 3aBpIinaBaMo JI0Ka3 OBE TeopeMe. O]
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IMocnemauna 2.10. Hexa je f eauvuwuvwra Pynxyuje u ¢ € C. Taga jeg-
nawura f(z) = ¢ uma onoauxo pewera o mogysy L, woauku je u peg

dynryuge f.

Joxas. Oyukiyja f — ¢ je eMnTHYHA U MMa UCTU OpOj TOJIOBA Kao U f,
u O3HAYUMO Taj Opoj ca n. 36or Tpehe JIuysBumose Teopeme 2.9 dyukimja
f — ¢ uma n wyna, 1j. jenaunna f(z) = ¢ uMa n perema. ]
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I'maBa 3

Kapakrepuzanuja eJIunTuIHIX
dbyHKIIIja

naBam npumep enuntudHe (DYHKIMje je cBakako BajepmrpacoBa p
dyuknmja. Fben 3na4daj orsiesa ce y Tome, MITO ce CBaKa eJIMITHYIHA (DYHK-
uja Mozke IpejcraBuTu nomohy Bajepmrpacose p dyrkmuje. Ha xpajy
cMO u3JBojun ADesIoBy TeopeMy Koja HaM jaje OJroBop Ha muTame: I1of
KOjUM YCJIOBOM TIOCTOjU €JINNITUYHA (DYHKIIMja Ca YHAIPEeJ JaTUM HyJIaMa
u nosiouma? Jlureparype kopurihene 3a uspaiy ose riase cy [1], [2] u [4].

3.1 BajepurrpacoBa p pyHKIHIja

Y oBowMm Jiesty BujeheMo jeslaH KOHKpETaH IIPUMED eJTUNTUIHE PYHKIIH]E,
a 1o je BajepmrpacoBa p dyakmmja. OHa mpeacTaB/ba OCHOBHY (DyHKIIH]Y
3a equnTHYHE (DYHKIM]E, jep CBaKa JIpyra eJUITHYHA (DYHKIHja MOXKE I
ce npejictaBu omohy Bajeprrpacose dyukiuje.

Hedbununmja 3.1. (K. Bajepwiupac,1862/63) Hexa je L pewewika.
Taga ce pynryuja geunucana ca

wp 1 1 1

aed.

p(z,L) = p(z)= ;4— Z (m - E) 3a z € C\L,
veL\{0}

Hnasusa Bajepwwipacosa p ¢pynruuja.

Hajupe objacuumo mra 3naun ZUGL\{O} (ﬁ — U%) Heka je L = {z €

C | z =n+ mw, tae n,m € Z} pemerka ca remeparopuma 1 u w. Baxu:

2 (ﬁ - %) -2 ((Z+nimw)2 (n +1nw)2>

veI\{0} (n,m)€Z?\{(0,0)}
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Hanomena 3.1. 1. BajepmirpacoBa p dyuknuja u3 nebununmje 2.7 je
100po aecduHnCcaHA.

2. Cmenom Opojaua v — —v BajepmrpacoBy GyHKIM]y MOXKEMO 3aIld-
catu n y ciesiehem obJIKYy:

1 1
= 3 (o)
veL\{0}
[Tokazahemo ma je Bajepmrpacoa dyHKIHja 100po AeduHICaHa KPO3

HapeJHe JIBe JIeMe.

1
Jlema 3.2. 3a r > 2 saotcu ga caegehu pegosu Z T U
ez (M 1m)

1
Z ————— wxonseprupajy, ige w € C u Im(w) > 0.
mycmngooy 1Tl

1
/loxas. IIpBo mOKazyjeMo na pen Z v, KOHBeprupa.
; (In] 4 [m])
(n,m)€Z2\{(0,0)}
ITpumernmo ja 3a n € Z\{0} Baxu

o) —1

1 1
2 el vy = 2= Gl s Tmly *Z |n|+|m|

m=—o0 m=—oQ

1 =1
= — 42 = +2 -
| m; (|n] +m>T [n|” 2 kT

k= \n|+1

1 * dx 1 1

S T +/ — < —+C—.
n In| T n| n|

3a r > 2 umamMo

2 <|n|+|m| Z +ZZ|n|+\m|

(n,m)€Z2\{(0,0)} n#0 m

<3 2 () <

eyl L e,

Komueprennumja apyror pega u3 jieme cjiein 3 KOHBEPTEHIINje YIIPABO IIO-
Ka3aHOI pejla U yIHopeaHor Kpurepujyma. Jloka3 oBe UMI-EHHIE CITPOBO-
U ce Kpo3 caenehn Hu3 HejeIHAKOCTH, IIPU YeMy IIPOBEPY CBUX HaBee-
HUX KOpaKa OCTaB/haMO YHUTAOIy jJa ypaiu. Ilump mam je J1a mokaxKkemo
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In| + |m| < C|n 4+ mw| 3a wexy koucranty C > 0 u 3a cBe n,m € Z.
Bamummmo w = a + b, ve je b > 0.

In +muw| = \/(n +ma)? + (mb)? < |n+ ma| + |mb| < Co(|n + mal + |m|)
< C(|n| + |m]). O

Jlema 3.3. Bajepwitipacosa p pyrruyuja je godbpo geurucama.
/loxas. Ilpumernmo na je

1 1

|22 + 2zw)
(z+wv)2 02

R

Heka je r > 0 mpomussossto u K = {z € C | |z| < r} xomnakran ckym. Tazga
3a |z| < 7w |v| > 2r Baxu

1 1

(z+wv)2 02

1

< 6r——.
=P

Casa 3anumumMo GYHKIH)Y p Ha ciegehn HavquH:

:_+Z<z+v %)Jrz(ﬁ_%)

[v|<2r |v|>2r

IIpBu pen je KoHadaH, a JAPYTU peJi KOHBEPTUpA IO MPETXOIHO] JEMU Y3
IIPUMEHY MMOKa3aHe IMPeTXO/IHE HejTHAKOCTH. O

Teopema 3.4. Hexa je L pewettixa ca renepatmopuma 1 u w. Taga je
Bajepwiupacosa p pynrkuuja gapra esutiiuyna Gynkyuja ca gepuoguma 1
u w. ogatwino, Gos08u pyHryuje p cy Wavke Koje ce HAAA3€e HA PEWETHKU
L u umajy suwectipykocti 2.

oxas. Ha je dynknuja napua (p(z) = p(—z)) HEeIIOCpEeJIHO ce IIPoBepaBa.
ITo neduHuIMju TPOBEPABAMO EJIUIITHIHOCT p (DYHKIH]E.

1. S(p) mema Tauky marommiaasama y C.
Jacuo je ma cy cumrynapme tauxe (byHKIHje p yOPaBO Tadke ca pe-
merke L, 1j. S(p) = L. llo nedununmju permerke L cieau ma oBaj
CKyTI HeMa Tauky Haromusasamba y C.

2. plevs je amamaTiaka dyHKIH]A.
QOyuxiuja p je nudepennujaduina y cBakoj Tadku zp € C\L ma je
tuMe n anamuTudka Ha C\L.
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3. L je ckyn mosioBa (YHKIHje p U JIOJATHO OHU Cy pejia 2.
Paygu jennocraBrocTH 1OKazahemo, cruernujaaHo, fga je Tadka zg = 0
moJt pejia 2. AHaJIOrHO ce paju 3a MpeocTaje TavkKe ca pererke. Y
tauku 0 Baxku cjeqehu TejsiopoB pa3Boj

(zjv)2 _%:éi(lﬁ—l) <_§>k

Bamemyjyhu 0BO y DYHKIHU]jY p T00HjaMO /18 BAXKU

=5+ ¥ 53 (-3

veL\{0} k=1

:%+i T (_1):;ff2+ D

k=1 veL\{0}
_ 1 - k
= ; + Z Cp2,
k=1

r7e je

o= (-DFk+1) ) 1 ren

k+2°
ooy ™ T
Tume cmo noduu 1a je tauka 0 mos pega 2 dyHKIHjE p.

4. OynKumja p je AyNJIo NepUoAuyHa ca nepuoguMa 1 m w.
IIpBo nmpumeTnmo J1a je

. oo o0 1
p(z) = -2 Z Z (z+n+mw)3’3azeC\L'

nN=—000 Mm=—00

[Tpumernmo 1a p'(z) ancosyrao KoBeprupa kaja z ¢ L. [Ipmvehyjemo

maje p'(z+1) = p/(2) mp'(z+w) =p'(2), maje p(z+ 1) = p(z) +an

p(z+w) = p(z)+ b 3a Heke a,b € C. Ca npyre crpane, Kako je dbyHK-

mmja p napua, onza je p(—31) = p(3) u p(—%) = p(%). Bakmydyjemo

najea=>b=0. O]
Hamomena 3.5. Y nperxogHoMm g0Ka3y pa3Buiim cMo pyHkimjy p y Jlopa-
HOB pej; y okosmun tadke 0. 3a z € C\ L Baxu:

I~ :
p(z) = = + chz , TJIe je
k=1
1
cr = (—1)*k+1) Z —— ., keN.

k+27
(n,m)€Z2\(0,0) (’I’L + mw)
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Kako je dyskmuja p mapua modujamo na 3a Jlopanoe koedwurnujenre ci
BaKu:

cor—1 = 0,

con = (2k +1) Z !

2k+2 "
mycznooy (T MW)

Y macraBky hemo mokasaTtu Heke ocodbune BajepriTpacose dyHKIHj€,
KOje Cy TeHepaJIHO OuTHe 3a enuntudHe dynkimje. Kao mrTo cMo Ha 110-
YeTKy HaBeJIH, jeJIHa OJ OCOOMHA je Ja Ce CBe eJIUNTHYHEe (DYHKIIUje MOry
npukazaru nomohy Bajeprirpacose p dyukiuje.

IMocnenuua 3.6. Hzsogna pynrxuyuja Bajepwiupacose p dpyrruyuje
1
/ —
A =-2)

je MeuapHa esutimuwHa GYHKUUje Koja uma Toaose pega 3 Y WAYKAMG
pewetixe.

Teopema 3.7. (Husapujanitina xapaxiwiepudayuja nyaa Gyrruyuje

p') Hexa je L pewetuxa. Tawka a € C je nysa dynrxyuje p' axko a ¢ L

u 2a € L. /logatino, Toctoje WavHo Wpyu Hyse Uo mogyay L u cee cy

suwecwpyrocwiu 1.

Joxaz. (=) Kako je 0 = p'(a) = =23 o, m ouna a ¢ L. ITpeocraje
Ja ce mokaxke Ja je 2a € L. /IlupekTHOM IpoBepoM ce J10dHuja Jia Cy

%, S u HT“’ uyse dyukimje p'(z). Kako ce e tauke Hanaze y dyHa-
MEHTAJIHOM IapaJiesiorpamMmy OHe ¢y Mel)yCOOHO pa3jnauTe MO MOJLYIIY
L. Jacuo je ga 36or tpehe JluyBuiaose Teopeme 2.9 u mocieuie 3.6
JIPYrUX HyJla U HEMa, Kao M Jia Cy cBe BumecTpykoctu 1. Ako je a
pousBoJbHA Hysa (ByHKIHMje p' OHJA je OHA KOHIPYEHTHA Ca HEKOM
0J1 OBe TpH HyJe 3 (PyHIaMeHTaTHOr mapaJejgorpama. [Ipermocrasu-
MO & BayK# a ~ % Y CBUM OCTAJINM CJIyYajeBUMa PaJIu Ce Ha CIMIaH

Ha4YMH.

1 1
aN5:>a—§:n+mw:>2a:1+2n+2mw€L.

(<) Heka je a € C 3a koje Baxku a ¢ L u 2a € L. Tayma 350r nepuognaao-
ctu u HenapHocTu GyHKIEje p' Baxku cienehe:

pa) =p(a—2a)=p'(—a)=—p(a) = plla)=0. O
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Cama yBemmo ciejiehe o3Hake:

1 w 1+w
wmr(3)cemn(2)=n(3)

Ose BpemHOCTH ce joIrn 30By u uoaytepuogu. Ha ocuoBy mocaemurne 2.10 u
YHEHUTIE JTa je DYHIKUja p pelia 2 3aKIbydyjeMo j1a jeaHaqnna p(z) = e,
riae 1 < ¢ < 3 uMma JBa periema.

Ilocnemuna 3.8. Komtirexchu 6pojesu €1, € u e3 cy Mehycobno pasauwu-
WY U go Ha TGepmytauuy daxtiopa ne 3asuce og uzbopa base 3a pewetKy

L.

Zloxas. TlpermoctaBuMO CympoTHO Jla Cy HeKa JiBa Opoja jeanaka. Taja
p UMa dap 4YeTupu KopeHa y (yHJIaMEHTAJHOM IapaJjesorpamy, IITO He
MOxKe OuTu jep je p pena 2. la me 3aBuce ox mzdopa daze 3a L, cienu u3
IIpeTX0/IHe TeopeMe 3.7. [

2

Teopema 3.9. Qynxyuja (p')? moorce ce UpegeWasuitu Kao KYOHU TOAUHOM

WO UPOMEHHUBO] P, TLJ.

() = 4(p —e1)(p — e2)(p — e3).

Jloxas. Tlocmarpamo nosmaoM p(z) = 4(p(z) — e1)(p(2) —e2)(p(z) —e3) y
dbyHIaMeHTaTHOM ITapaJjesorpamy. IIpumernmo 1a oBaj mOJMHOM p, Kao U

dbyukuuja (p')? uma Hynae y Taukama %, Ju HT“’ KOje Cy BHUIIECTPYKOCTH

2. Jlaswe momanoM p u dynxuuja (p')? umajy nosose peja 6 y Taukama
()?
p

je emunTuyHa (PYHKIMja O€3 IM0JIoBa, Ia

je ona KoHcTanTHa dyHKIHUja 360r npee JIuysuiaose Teopeme, Tj. (p'(2))? =

cp(z) 3a meko ¢ € C. IIpeocraje ma ce mokaxke J1a je ¢ = 4. Kako y okonmHuI
0 Baxu ma je p(z) = 5 +... u p'(z) = —3+..., nodujano ga je c = 4. [

permieTke. Jlakie, KOTMIHUK

Hanomena 3.10. Pauynamem mMoxkemo uzBectu u cjegehu odsmk 3a p':

(¢'(2))? = 4p°(2) — g2p(2) — g3, Tme cy

1
g2 =60G, =60 »_ 5
veL\{0}

1
gs = 140G = 140 > —.
veEL\{0}

OBo je y saureparypu mO3HATO 1MOJ UMeHOM Bajepwiipacosa gugeperiyu-
Jaana jegravune WM astedapeka gudepenyujanna jegravwuna. Ilomohy me
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MoxkeMO cBe Behe m3BOse m3pasuTn Kao nojuHOMe 1o p u p'. omarHo,
MOXKe ce IOKa3aTu Jia je (pyHKIHja p OIIITe pellerhe KOMILJIEKCHe ude-

PEHIjasHe je/THATnHE
dy 2
<£) = 4y° — goy — gs.

Cata j1o/1a3uMO 10 HajaB/bUBaHE TeOpeMe, J1a Ce CBaKa eJIMITUIHA (PYHK-
ja MoxKe Ipukasatu momohy BajepmirpacoBe dyHKIHje.

Teopema 3.11. Hexa je L pewetura ca tenepatopuma 1 uw. Ceaka esut-
WUNHE GYHKUUIG MOIHCE ce TUPUKA3ATIU KAO PAUUOHAANA PYHKUUIA TO TPO-
menpusama p u p, 1ge je p Bajepwiipacosa dyrruuja.

3a /10Ka3 oBe TeopeMe Tpeda he HaMm ciiegehe aBe Jieme.

Jlema 3.12. Hexa je L pewetuira ca tenepatmopuma 1 u w. Ceaxa tapha
EAUTTUUYHG PYHKUUJA ca Tepuoguma 1 u w, wuju cy TOA08YU CAGPAHCAHU Y
PEWETLRU, MOIHCE CE UPUKAZAWU KAO UOAUHOM CA UPOMEHDUBOM P, 1ge je P
Bajepwiupacosa pynryuja.

/loxa3. Axo je f KOHCTaHTHA eJIUNITUYHA (DYHKIINA]a OHJIa TBphEIe TUPEeKT-
no cienu. Heka je f mekoncranTha enuntuyna dynkiuja. Taga dyakimja
f nma dapem jeman mos y pemterku L u 300r nepuonamdHOCTH (DYHKIHjE
f cBu mosioBu ce Hasaze y pemerku L, kao n Ttauka 0. Cama hemo ma mo-
cmatpamo Jlopanos pa3Boj dyuknuja f u p y okonunu tauke 0. [Ipe cera
Kako je dyuknuja f napaa onga hemo y meHom JlopanoBom pasBojy numartu
camo napHe Koeduiujenre.

f(2) =a gz + a_Q(n_l)z’2(”’1) + ...

p(z) =272+ ...
Kako je p"(z) = 272" + ..., onyia nocMarpaMo ByHKIHjy

9(2) = F(2) = a_2up"(2).

3a YHKIM]y g BaXKu J1a je IapHa eJIMNTUYHA DYHKIUja YUjU Ce ITOJIOBU Ha-
Jaze y peretku g. logatho, pes esmntudae OyHKIAjE g jé CTPOro MakU OJ
pena emmntuane dyuknuje f. Hacraspajyhu oBaj mocTynak, WHIyKTUBHO,
MOXKeMO M3DalluTH CBe HeraTuBHe crenene u3 Jlopanosor passoja (pyHKIHI]je
f. Taxo hemo noduru ja je dyukmja (f —,moamHOM 10 p”’) €IUITHYIHA KO-
ja Hema BuIre nosioBa. lIpema npsoj JImyBuioj Teopemu ona je KOHCTaHTHA
dyHKIMja 1 TUME CMO TIPeJCTaBIIN PYHKIU]jY f KAO MOJTUHOM II0 TTPOMEH-
JbUBOJ p, Tj.

F(2) = bup"(2) + - + bip(2) + by. =
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Y HapenHOj JiemMu HeheMO 3aXTeBATHU Jla Ce IOJIOBH IapHE eJINITUIHE
dyukiuje Hagaze Ha pemerku L.

Jlema 3.13. Hexa je L pewetura ca tenepatmopuma 1 v w. Cseaxa tapha
EAUTTUYHG PYHKUUIG ca TEPUOGUMa 1 u w Mmodtce ce TUPUKA3QTU KAO PAtU-
oHaAHa PyrKYuja ca TGpomensusom p, 1ge je p Bajepwiipacosa dpynryuja.

/loxas. Heka je f HekoHcTaHTHa mapHa eaunrtudHa ¢yHKIuja. Ha ocHOBY
tBphema 1.39 u 1.43, MozkeMO IpUMETHTH JIa 3a CBaku 1oJ1 a ¢ L dynkiuje
f, moxkemo nahu moBosbHO Besko n € N Tako na dyukmmja g,(z) = (p(z) —
p(a))" f(z) iMa OTKJIOBUB CHHTYJIAPUTET Y TadKu a. O3HATNMO ca Ay, . . . , Ay,
cBe nosioBe byHKIHje f 1mo Moyity L Koju ce Hajia3e BaH pelieTKe, OJTHOCHO
3a Koje He BaxKH ai ~ 0,1 < k < n. Tama emuntuana dyHKITja

9(2) = f(2) [ [(p(2) = plax))™

k=1

“Ma OTKJIOIbUBE CHHTYJIADUTETE BaH pelieTke L, ma ce meHW MOJ0BU MOTY
Hajla3aTu camo Ha permeTku. Ilpema mperxomnoj nemm 3.12 Baxkm J1a ce
dyHKIMja ¢ MOYXKe TPUKa3aTH Kao IMOJIMHOM II0 IIPOMEHJBUBO] P, & TUME je
dyukuja f pamuonasna QyHKIHUja 110 TPOMEHBUBO] p. ]

Cajia Kaj1a cMO ITOKa3aJii OBa JiBa ToOMONHA TBphema MOXKEMO OKa3aTh
nosia3ny Teopemy 3.11.

/oxas. Heka je f npousBosbha enunrtuvna pynkiuja. 3anucahemo pyHk-
nujy f Kao 30up napHe u HeNMapHe eUNTUYHE DYHKINje, 1 HCKOPUCTUNEMO
YUHEHUILY Ja je p’ HemapHa (DYyHKIH)A.

f(2)+ f(=2) | flz) = f(=2) ,
5 50 p'(2)-

f(z) =

[IpBu caBupak je mapua pyHKIHja, a JIPYrOM CadWPKY, NPBU YHMHUJIALL je
nmapHa (QyHKIHja, I1a IIpeMa IPEeTX0IHO] JeMH 3.13 BUX MOXKeMO IIpeICcTa-
BUTH Ka0 parponaJsne (GyHKIMje 0 TPOMEH/bUBOj p. Tume cMO mokazasmn
1 OBO TBpheme. ]

3Ba Kpaj oBOr Jejia HaBemrheMo joIll HeKe KOpucHe ocodoune Bajepmrpa-
coBe (yHKIHje.

Teopema 3.14. (Aguuyuona gopmyaa 3a dynkuyujy p) Hexa cy gatiu
21,22 € C Wwaksu ga z1, z2, 21 + 22, 21 — 22 ¢ L. Taga saorcu

1 (p’(zl) — /(2)

plat2) =1\ e o)

)2 — o) = plaa).

46



Jlokas. JIlupeKTHOM IPOBEPOM MOXKE Ce BUJIETH JIa 3a 21, 2e ¢ L BaxKu

/)/(21) = 121, 22)p(21) + c2(21, 22),
p'(z2) = c1(21, 22)p(22) + c2(21, 22),

rJe cy

1) = p'(22)
1) — p(22) ,

(21)p(22) — p'(21)p(22)
p(z1) — p(22) '

Pz
ci1(z1,20) =
1( 1 2) p(z

62(21722) = P

Ba dukcupane z1, 23 ¢ L nedunumenmo dbyuknujy f Ha cieaehu HaumH

f(@)2 ' (x) — (21, 2)p(x) — ca(21, 22), 38 2 € C\L.

Ha ocnoBy nokazanux ocoounna Bajeprrpacose p dyHKIHje, BazKu 13 PyHK-
muja f mo momyny L mma jeman mos pema 3y tauku 0. Ca apyre crpame,
npoBepoM ce Jobuja Ja jennaduuna f(x) = 0 uma pelnema 3a T = z; U
T = zo. Ha ocnoBy mocsieurie 2.10 Baxku Jia oBa jeIHAYMHA UMa jOIII jeTHO
peneme, riemano mo mouayay L. Jla ou ompemmnu Ty Tpehy Hyiy, Kopu-
cruhemo AdenoBy Teopemy 3.16 kKojy hemo mokasaru y HapeaHoM HeJLy.
Hawnwme, ako obesnexkxumo ca x Tpehy Hymry, u3 AbejioBe TeopemMe 100mjaMo
J1a je UCITyHeHO
21+ 294+x~0.

ITo 3maum, tpeha nyna dbyakiuje f je x = —z; — 2o o moayry L, Tj.
f(=2z1 — z5) = 0. Hamomenumo 1a z1 + z5 ¢ L, 300r npernocraBke TeopeMe.
Hedunnuiiemo HOBY KOMILIEKCHY (DYHKITH]Y ¢ Ca

(@)= (p'(2))? = (c1(21, 22)p(x) + e2(21, 22))%, 3a & € C\L, 21, 25 ¢ L.

JacHo je nma cy myne dyukuuje f, yjeano u mysie dyuruuje g, 1j. g(z1) =
g(z2) = g(—z — z2) = 0. Kopucrehu BajepmrpacoBy mndepennujaamy
jeTHauYMHY MOXKeMO (DYHKIM]y ¢ 3amucaTu y ciejiehem odymky

g(x) = 4/)3(1')—0%(217 22)02(@—(201(2’1, 22)Ca(21, Z2)+92)P(~’C)—(C§(Zh 22)+gs3).
Kako dynknmja g nma nmoMmenyTe Tpu HyJse, OHJIa KOMILIEKCHU TTOJTMHOM
Q(P) = 4P% — ¢i(21, 22) P* — (2¢1(21, 22)c2(21, 22) + g2) P — (c3(21, 22) + g3),

uma Kopene y taukama Py = p(z1), Py = p(z2) u Py = p(—2z1 — 29). Tume
MOJTMHOM () MOXKEMO 3amucaTu y cJjejieheM oOInKy

Q(P) = 4(P — p(21))(P — p(22))(P — p(=21 — 2)).
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Casa opesiehn j1Ba 3ammca mojanHoMa () u nsjegHavdaBajyhu koedummjente
KOjU CTOje y3 KBaJIpATHHU YJIaH, UMaMO cjejiehy jeHaKoCT

ci(z1,20) = 4(p(21) + p(z2) + p(—21 — 2)).

Ha xpajy, 3amemyjyhu mra je ¢; m Kopucrehn YumeHUIy jJa je p mapHa
dyukmja go0mujamo TBpheme. ]

HMocaemuna 3.15. (@Popmyaa ygsocwpyuersa)

p(22) = ; (f)(())) ~20(2)

3.2 AbenoBa Teopema

AbesioBa TeopeMa TOBOPH IO KOjUM YCJIOBOM MOXKEMO KOHCTPYHCATH
eUNTUYIHY (PYHKIHjy, aKO Cy YHAIpeJ JaTe HyJe U IOJOBU eJTUINTHIHE
dyukmuje. Ha ocroBy Tpehe JInyBuiose Teopeme jacHo je ja ce yKyIaH Opoj
HyJIa MOPa TOKJIONUTHU ca YKYITHUM OpojeM moJioBa. Parmonasna GyHKIH-
ja je mpumep (yHKIHje Koja ce MOKe KOHCTPYUCATH Ca yHAIpeJ JaTHM
HyslaMa U nojiouma. MehyTtum Te pyHKIMje HUCY eJIUITUYIHE.

[Ipe mero mro HaBegemo AdesoBy Teopemy, pBO NieMO HABECTH HEHE
npernocraBke. Jluciia je KOHaYaH CKYIl KOMILIEKCHUX OpojeBa y KOjuMma, je
JI03BOJbEHO TIOHaBJ/hakhe eyieMeHarta. [lomohy smmcra hemo onmcaTu yHampet
JaTe Hysae u 1mojose. ¥ ADesI0BOj TeopeMu MpeTrocTaBuheMo Jia Ccy Jare
JIUCTA HYJA G, A2, . . . , (4, W JIUCTA TOJ0BA by, by, ..., b, TaKo Jia je pecek Te
JIBE JIUCTE Tpa3aH cKyi. J[ogaTHo mpeTrnocTaB/bamo:

1. f(2) =0« z~aj3amneko 1 < j <n,
2. f(z) =00 z~bj3amneko 1 <j<n.

Kako ce esremenTr y et MOry MOHaBJBATHU U /14 Oy/Iy KOHTPDYEHTHH 110
moaysny L, onna hemo pen u Hyse pyHKIMje TymMadnT Ha cjejgehn HadwH:

1. Pen myne a; dbynknumje f jennak je dpojy cBux k Tako jJa je ap ~ aj.
2. Pen nona b; dynkmumje f jennax je 0pojy cBux k Tako Ja je by ~ b;.
JlaxJje, o oBUM IIpeTHocTaBKaMa (popMysuineMo ASeIoBy Teopemy.

Teopema 3.16. (Adenosa weopema, 1826) Eaiutuuwna Pynruuja ca
yHatpeg Gatmium HYAGMA A1, 0, ..., Ay U TGoso8uma by, be, ..., b, Goctwoju
aAKKO 6a2iCU

1+ s+ @y~ by by by,
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Jlokas. (=) Y 0BOM cMepy HPETHOCTAB/HAMO Jia MOCTOJU eJIMNTHIHA (DyHK-
nuja f duje cy HyJse aq,as,...,a, 1 10J0BH by, by, ..., b,. Tpeda nokazaru
J1a BaxK® a1 +as + -+ +a, ~ by +by+ -+ b,. YounMo nmepuouIHu mapa-
snenorpam P = Py + h, 3a weko h € C, tako ma P He caJapKu KOOPIMHATHI
novyerak u 0P He cajprku HU Hyse HU nosioBe pyuknmje f. JlomaTHo, mper-
mocrtaBuheMo Ja ce HyJie U MOJIOBH (DYHKIMje [ Hajgaze y yHYTPAITHOCTH
IIepUOIMIHOT napaJeaorpama P, 1j. ag, by € ﬁ, 1<k <n.
Oyuknumja g(z) = z% UMa I10JI0Be peja 1 y Taukama aq, . . ., ay, b1, ..., by,

Ha ocHOBY TBphema 1.39 u 1.43. Kopucrehu KommujeBy Teopemy o ocrarimma
BaXKH J1a je

1 f'(2)

2n
= — z——=dz = Res(g, i),
2mi Jop  f(2) ; (9,2

rJie je

ak akoje 1 <k <n
2 = .
F br_n akojen+1<k<2n

Cajta hemo m3padynaTu OBy CyMmy, IIpU YeMy heMO MOPATH Jia IOCMATPAMO
nBa cay4daja. [IpBo npermocraBumMo 11a je z, = ag, 1 < k < n, Tj. IpBO IJe-
JIaMO aKo je Tavuka ay Hysa exuntudHe dyuknuje f. Tajga y HeKoj okoJuHI
TadKe z), MoykeMo byHKIHjy f 3amucatn y ooy f(z) = (z—a) F(2), rue
je | BumectpykocT HyJe ap dbyuknuje f, a F' je anamutndka QyHKIHja Ca
ocodbunoMm F'(a) # 0. Tume u3Box dyHKIMje f MOKEMO 3aIIUCaATH Y OOJIUKY
f(2) =z —ap)"YF(2) + (2 — ap)'F'(z). Yoamusajyhn ose jeqnakocTu 3a
dyuknuje f u f'y dbysknujy g nodujamo aa BaXKu:

e, e P
9(2) = f(z) lz—a F(z)

Caza pesugayym yHKIHje g y TAYKU 2y je:

Res(g, z) = lim (z — z1)g(2) = 2.
Z—r2)
3a pyru ciaydaj IpeTiocTaBuMo na je 2 = by_,,n+1 < k < 2n, Tj. Tauka
bi_, je mon dyuknuje f. Ha cimyan naumn MoxKe ce IMOKa3aTH Jia je

RGS(Q, Zk) = —le,

r7e je caja | BUIECTPYKOCT mosa by, dpyHKimje f.
Tume cmo godmm j1a je

1 f'(z)

= dz = e @y —by—---—b,.
2wt Jop  Jlz) T T
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[Tnp HaMm je ma mokaxkemo jsa I € L. Caga hemo pacrmcaru unrerpan I,
npu 4emy NeMO KOPHCTHTH W YWibeHHIly Ja cy ¢yukmuje f u [ aymio
[IEPUOTUTHE.

h +w h+w+1

P

h h + 1
Cimka 3.1

Z

/h " h+w+1+ h+ f(z)
1 h4+w+1 h+w+1 f/ (Z
\/h /h+w h > f(Z
5 ) (G i)
(

R f’(z+1_f’z> X
" omi <(“>f< )"
)

h+w+1 h h ) f,(Z)
dz

T 2mi
h+
" 2mi ( /
h+
T 2mi ( /
h+1

271
w h+1 f/(Z) 1 h+w f’(z
Tami )y F) d“z_m'/ )

[Ipumernmo Jj1a cmo I u3pa3myim Kao JUHEApHY KOMOMHAI]Y BeKTopa 1 u
w. la d6u [ € L Heonxo/IHO je joIIr 1mokKa3aTu Ja

1 h+a f’(z)

271 J), f(2)

Kako dyuknuja f na momeny mHTErpalije HeMa HE II0JI0BA HU HYJIA OHJIA
BasKN

dz.

dze€Z 3aac{lw}.

h+a
/h " ];(t)) dz =In(h 4+ a) — In(h) = 2mni, 3a HEKO M € Z.
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Tume cmo mokasanm oBaj cmep AbdesioBe TeopeMme.
(<) pyru cmep AbesioBe Teopeme HpPEICTaB/ba TEXKU JI€0 JI0Ka3a. 3a TO
he HaM MPBO OUTH HEOITXOIHA MAaJa IIPHUIIPEMA. O

Jlema 3.17. Hexa cy xkomusexcan 6poj zo u pewewra L (ca tenepatiopuma
1 u w) ynaupeg gawu. Taga Gocwoju anarutmiuuka gynkyuja o : C — C
Ko0ja uctyrasa caegehe ocodume:

1. o(z +v) = e**bo(2),v € L, ige cy a u b nexu xomtsekcru 6pojecu
KOJU MOTY §a 3a6UCE 0 VU, QAU CY HE3AEUCHU 0F Z.

2. 0 uma nyay pega 1 y Wauku zg, U 3a CBAKY gpyry HYyAY Vo Pynruuje
o eadtcu ga je pega 1 u vy ~ 2.

Zoxas. Tlocmarpamo cienehy pyHKIMjy, T3B. Welia peq

o0

H(UJ,Z) _ Z ewi(n2w+2nz),

n=—oo

rJe je je z He3aBUCHA TPOMEHJ/bUBA, a W je (PUKCHUPAHO U TO je jeJaH O
reneparopa perterke L. IIpe cBera mokazahemo j1a oBaj pej KOHBeprupa.
3a KOMILJIEKCHe OpojeBe z = = + iy u w = S + it,t > 0 Baxkn

(12 (n2 _t.2
|e7rz(n w+2ny)| —e w(n*t+2ny) <e TNt

IIpumerumo na pes

i q" =1+2Zq”
n=—00 n=1

us . .
KOHBeprupa 3a ¢ = e 2' < 1, jep reOMeTPHjCKH Pe€J, Ca OBHUM OIIITHM

“JIAHOM KOHBeprupa. Tume cMo mokKaszajn KOHBepreHiujy Tera peaa. Camga
hemo 1mokazaTu ja TeTa pej 3aJ0BOJhaBa OCOOMHE U3 JIEME.

1. /ToBoJbHO je moKa3aTu Jia je popMyJia 3a/I0BOJbEHA CAMO 33 I'eHEPATO-
pe 1 m w, jep cBakm JIpyTU eJIEMEHT W3 PENIeTKe je HhUXOBa JIMHEAPHA
KoMmonHanmja. V3 unmennne 1a je €2"™ = 1 caemn 1a je

O(w,z+1) = 0(w, 2).
Ca apyre cTpane,
9(’11), zZ + 'U)) - Z eﬂi(n2w+2nw+2nZ) — efﬂwi Z eﬁi((n+1)2w+2nz)
_ e—ﬂi(w+2z)9(w7z)‘

Ha cauvan maauna moxe ce nmokasatu fa je 0 (w, z + 1) = 0'(w, 2).
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2. Younmo h € C rako na dyukimja 6(w, z) HEMa HU HYJIy HU TIOJI HA
pyOy nepuoauaHor napaJsiesiorpama P = Py+h. JloBo/bHO je mtoka3aTu
Ia je

1 0 (w, z)
271 Jop O(w, 2)

dz = 1.

[Ipumerunmo na je

at+w+1 g1 a !
/ bw,2) <””Z)dz+/ ACIE)Pa—

a+1 Q(w,z) +w 0(w72)

IIITO 3HAYH JIa je
1 / 1 a+1 pr atw /
1 H(w,z)dzz_. / O(w,z)dz+/ H(w,z &
27i Jop O(w, 2) 2ri \J, O(w,z) arws1 O(w, 2)
1 /‘”1 0'(w,2)  0'(w,z+w)
2mi J, O(w,z) O(w,z+ w)

= —2m = 1.
271

Tume cMo oxkazastu J1a je Teta pej TpaxkeHa (pyHkIimja. Moxke ce mokazaTu
aa je
14w

Ha xpajy oBe jieMe, HAllOMEHMMO Ja OBO HHje jeJinHa (DYHKIHja KOja
3aJ0BOJ/baBa ocodbuue m3 Jieme. Ha mpumep, Bajepmrpac je kKomcTpymcao
Jpyry QYHKIHjy 3a KOjy je IMoKa3ao Ja Cy 3aJ0BOJ/bEeHE UCTe T€ OCOOMHE.

2

—Z H (1__> i+%%

veL\{0}

OBa ¢dyHKIHja UMa J0JATHY 3aHUMJBUBY OCOOMHY, a TO je

o'(2)’
= — z 5
(65) =+t
OJIHOCHO 3HAMO Koja je mpuMuTubHa (pyHKIuja 3a BajeprpacoBy p dyHK-
nujy.

Kama cmo mokazaimm oBy jieMy MOXKEMO ce BpaTuTu Ha j0ka3 Abesose
Teopeme 3.16 y odbpaTHOM CMeEDY.
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Jlokas. (<) Heka 3a KoMIIeKCHe OpojeBe aq, ..., Gy, by, ..., b, Baxu a; +
-+ +a, ~ b +---+b,. Bupajyhu oxrosapajyher npeacraBuuka 3a a; 110
Moy1y L MOXKeMO TPeTIIOCTaBUTHU JIa je

ap+ -+ ay=by+ -+ by,

QyHKIMjy 3 nperxomHe jeme 3.17 03HAYMMO ca 0 U IbEHYy HYIy ca 2.
Tpaxkena dynkiuja je odImKa

20+ 2z — ay)

Z0+Z—bk)

[
fl2) ="
[
k=1
Ha ocuoBy mperxomue jeme 3.17 mupekTHO ciaean jga (yHKmmja f uma

TparkeHe HyJIe U II0JIOBE, Ka0 U JIa je eJIUNTUIHA. [

Ha ocnoBy npse JIuysuiose teopeme 2.6 Moxkemo y Ade1oBoj TeopeMu
3.16 TBpAUTH U jeIMHCTBEHOCT TakBe (DYHKIIHje 10 Ha MHOYKEHhe KOHCTaHTE.
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3akJbydakK

Y oBoM pajty daBUJIN CMO Ce eJUNTHIHUM (DYHKINjaMa U TOKA3AJA CMO
KaKO Cce OHe MOT'y OKapaKTepucaTu. ¥ MPBOj IVIABU CMO Ce TIOJICETUJI OCHOB-
HIX IOjMOBa M3 KOMILIEKCHe aHam3e. [IpBo cMo yBesn mmojaM aHAIATHYIKE
dyHKIMje, KOju HaM je jeJlaH oJ1 IEHTPAJHUX IT0jMOBa Y KOMILJIEKCHO] aHa-
JIn3u. 3aTUM CMO JIe(pUHUCAIN THTErPAJbehe KOMILIEKCHe (hyHKIje, Kao 1
pa3Boj dyukiuje y pexa. Ha kpajy cmo ce daBuiu HyjamMa U CUHTYJIapUTe-
tuMa QYHKIHje, Kao U 0 ocTanuma (hyHKITH]e.

Y apyroj riiaBu BUJIEJIM CMO HCTOPUJCKU Pa3BOj TEOPUje ETUNTUTHUX
dyuKIMja. Y MOYeTKy Cy MaTeMaTUIapyd U3ydaBaJii eJIUITHIHE WHTerpa-
Jle, KOJH He MOTY JIa ce peIlle, ca IUJbeM JIa Ce OTKPHU]je IITO BUIIE HUXOBUX
ocodbuna. @amano u Ojep cy ce daBuJIi TUM UHTErPAIUMA, TJI€ CMO IIPUKA-
3asu Heke muxoBe pesynrare. Kacauje, ['ayc monasm vHa uiejy j1a moTpazkm
MHBEP3HY (PYHKIM]Y 3a eJIMITUIHE WHTErpase U TaKO OTKPUBA €JTUINITHIHE
dyukmmje. Aden n Jakodu cy jajm OCHOBHE pe3y/rare y TEOPUjU eJTUITH-
qaux dynkiuja. Hanme, oru cy yBesnn jemny crerujayny (QyHKIU]Y, 3BAHY
TeTa peJl, Ha OCHOBY KOje Cy M3IpaJuiif Iejly Teopujy. Bajepmirpac je j1a0
JIPYTU TPUCTYI 33 U3ydaBaibe euNTuIHux yHknuja. OBaj npuctyn cMo
¥ MU KOPUCTHUJIN Yy OBOM paJjty. KacHuje, MareMaTndapu HaJja3e pasHe Ipu-
MeHe OBe TeOpHje y TeopHju OpojeBa, reomerpuju, dusuimy, ... [locsie oBor
VMCTOPHjCKOT U3JIararma, YBeJIH CMO, IPEIU3HO, IITa je eTUNTHIHA DYHKITU-
ja. Hakon Tora cmo mpoy4aBaju muxoBe ocoomue. Ty cmo, 3acedHO, U3-
nBojuiin U Jiokazasu Tpu JIluyBusioBe Teopeme, Koje 3HATHO OJIAKIIABAjY
IbUXOBO JIa/be MTPOYyYaBarbe U pa3yMeBarbe.

Ha kpajy, y moceimoj ryiaBu DaBUJIM CMO Ce KapaKTEPU3AINjOM €JIHUII-
TnIHUX pyHKIUja. I[IpBo cMo jmaam jeaH KOHKpeTaH NMPUMED eTUNTHIHE
dyukmuje, a To je Bajepmrpacoa p dyukiuja. [lokazamm cmo ma je ona
J100po JebuHNCaAHA U JIa Ce CBaKa JIPyra eJIMNTUIHA (DYHKINja MOXKE MPU-
KazaTu Kao parpoHaHa GpyHKIMja 1o npoMenbuBama p u p'. Hasenm cvo n
HeKe KOpHUCHe ujieHTuTeTe 3a pyHkimjy p. Ha kpajy oBe riraBe daBum cmMo
ce ABesroBoM TeopemMoM, KOja HaM oMoryhasa ja KOHCTPYHUIIIEMO eJTUIITHIHE
dyHKIMje, aKO 3HAMO HeHe TI0JIOBE U HYJIE.
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macTep pajga. Takobe je u mocmtar locurejese crunenauje Pomjia 3a Miia-
ne tajente Perydonauke Cpouje.

Hosu Cag, 2021. Credan Tyruh
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YHUBEP3UTET ¥ HOBOM CAIY
[MPUPOOHO - MATEMATUYKU OAKVJITET
KJbYYHA JOKYMEHTAIINJCKA NMTHOOPMAIIMJA

Penxu 6poj:
PBP

N nentudpukanmonu opoj:
nBP

Twun nokymenrtanuje: Monorpadcka goKyMeHTaITHja,

TA

Twun 3ammuca: Tekcryajanu mramMiann MaTepuja

T3

Bpcra paga: Macrep pax
BP

Ayrop: Credan Tyruh
AY

MenTop: ap Mumuna 2Kurnh
ME

HacaoB paga: Kapakrepusaiuja eunTuaanx QyHKIIja
HP

Jesuk nydaukanuje: Cprcku (hupummia)
JII

Jesuk m3Boma: ¢ / en

Jn

3emsba nmybsimkoBama: Penybsimka Cpduja
311
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VY2xke reorpadcko noapydje: BojsoauHa
YTI'1I

T'ognua: 2021
Iro

WNznaBay: AyTopcku pernpuHT
ns3

Mecto u aapeca: Hosu Canx, Tpr /1. Obpamosuha 4
MA

®Pusumuku onuc paza: (3/66/7/0/7/0/0)(dpoj mornasba/opoj crpana,/dpoj
JuTepapHUX nuTaTta/dpoj Tabesa/opoj canka/dpoj rpaduka/Opoj mpuora)
DO:

Hayuyna obsact: MaremaTtnka

HO

Hayuyna aucrunimmaa: KoMiiekcHa aHamsa

HA

Kibyuyne peun: Anajmrudke GpyHKIM]e, TOJ, PEIIETKA, eJTUITHIHE (DYHK-
nuje, byHIaMEHTAJIHN ITapaJiesiorpaM, IEPUOINYHI [1apaJiesorpaMm, JInysu-
JioBe TeopeMe, BajepmrpacoBa p dyukmnmja, Ademosa Teopema

10, YIK

Yysa ce: Y dubimorenu lemaprmana 3a MaTreMaTuKy u WHPOPMATHKY,

[Ipuponuo-maremaruyku dakysnarer, Yausepsurer y Hosom Casry
qy

Bakna HanomMmeHa:
BH

N3Bon:
nus3

Y oBoM MacTep pajLy OaBHJIN CMO Ce€ OCHOBaMa eJIUNTUIHUX (DYHKITH]a,
IIpU YeMy CMO 3a IbUXOBO IIpoydaBarbe KOPUCTUIN BajepTpacoB MPUCTYII.
Y [IpBOM IIOIJIaB/BY CMO IPUKAa3aJ/Id OCHOBHA TBphema 13 KOMILIEKCHE aHa-
Jim3e, Koja Cy HaM HEOIIXOJHa 3a JiaJbu paj. Ty cMO ce IMOJICeTHIN II0jMO-
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Ba Kao IITO Cy aHAJUTUYKe (DYHKIMje, KOMILIEKCHa WHTerpalifja, pa3Boj
dyHKIMje y peld, HyJe, IMOJIOBH U ocTaTak (PyHKIHje, Ka0 U CBa TBphema
Be3aHa 3a bUX. 3aTUM Yy JIPYroj TJIABH JIAJU CMO UCTOPU)CKHU YBOJ Y OBY
teopujy. Ty cMo BuJiesin Kako cy MaTeMaTUudapH, IpoyvaBajynu eJTunTuIHe
WHTerpaJie, OTKPUIU eJIUNTHIHE (DYHKIHje. 3aTUM CMO JIAJIH IIPEIu3Hy J1e-
bunNIMjy emnTHIHIX DYHKINja U Ty CMO HaBeJd HEKE FHhUXOBE OCHOBHE
ocooune. Takohe, mzaBojuim cmo JImyBuioBe Teopeme, jep OHe IpeCcTa-
BJbAjy OCHOBY 3a IUXOBO m3ydaBambe. Ha kpajy, y Tpehoj riiaBu daBumn
CMO Ce IUXOBOM KapakTepusarujom. IIpBo cmo masesmm BajepmitpacoBy p
dyHKIIMjy, KOja je u mpBU IpuMep enuntudnux ¢ynkiuja. [lokazamm cmo
KaKO Ce CBe Jpyre eJuNTUYHe (PYHKIHje MOTy MPHUKa3aTH IIOMOhY e U
HABEJIU CMO HeKe meHe ocoonHe. Ha camom Kpajy daBum cmo ce AdesioBoM
TeopeMOM, KOja HaM oMoryhyje KOHCTPYKIIA]Y eJIUINTUIHUX (DYHKIIH]a.

darym npuxBatama Teme ox crpane HH Beha:

TIII

Hdatym onxdpane:
A0

YiaHoBU KOMUCHjE:

YK

IIpenceanuk: np Henaxn Teodanos, pemosau npodecop, Ilpupommo - ma-
rematuaku daxkynarer, Yuupepsurer y Hosom Cay

Mentop: ap Mununa 2Kuruh, Banpeguau mpodecop, [Ipupogso - marema-
tuaku dakysaret, ¥YHusepaurer y Hosom Camy

Yaau: ap sana Bojuosuh, mgonent, [Ipuposno - MaremaTndku pakyaTeT,
Yuusepaurer y Hosom Casy
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