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Predgovor

U radu ¢e se izloziti detekcija ivica na slici pomoc¢u malotalasne transforma-
cije. Pre svega, navesce se razni tipovi konvergencije poput tackaste, uniformne,
kao i konvergencije brojnog reda, i u normi prostora L' i L?. Definisaée se ne-
ophodne teorijske osnove poput Furijeove transformacije, kratkotrajne Furijeove
transformacije i malotalasne transformacije. Posebno e se diskutovati neprekid-
na i diskretna malotalasna transformacija, kao i pojam multirezolucijske analize.
Kao prvi osnovni teorijski rezultat rada dokazeée se meduodnos opadanja Furi-
jeove transformacije i uniformne LipSicove klase. Drugi rezultat koji navodimo je
odnos malotalasne transformacije i LipSicove regularnosti. Pre nego sto se spome-
ne veza teorijskih rezultata sa njihovom primenom na detekciju slika, jedan deo
Ce se posvetiti pojedinim aspektima obrade i analize slika, lokalizaciji odnosno
detekciji ivica (eng. egde detection). Navesce se neki poznatiji operatori za nji-
hovu lokaciju. Posebno, navesée se konstrukcija filtera za detekciju ivica u okviru
malotalasne analize. Dodatno, primena detekcije ivica na slici ¢e biti izlozena
kroz par operatora i implementirana u Python-u pomoc¢u kodova tih operatora.






Glava 1
Razni tipovi konvergencije

U ovoj glavi ¢emo ukratko komentarisati konvergenciju funkcionalnih nizo-
va i redova. Naves¢emo numericku, tackastu i uniformnu konvergenciju, kao i
konvergenciju u normi prostora L' i L2 U prvom poglavlju éemo se podsetiti
konvergencije brojnih nizova i redova, a u ostalim poglavljima éemo posmatrati
konvergenciju funkcionalnih nizova i redova. Naves¢emo njihove razlike i poveza-
nosti.

U ovoj glavi koriséene su reference [7] i [8] iz spiska literature.

1.1 Konvergencija brojnog reda

Definicija 1. Niz {a, },en konvergira ka a, ako za svako € > 0, postoji N > 0,
tako da ako je n > N onda |a, —a| <.
Ovo zapisujemo na sledeci nadin:

= q, — a, kadan — c©
s lim, oo a, = a

Broj a zovemo grani¢na vrednost ili limes niza {a, }nen.
Za niz {a, }nen koji ima limes a € R kazemo da je konvergentan. U suprotnom,
niz je divergentan.

o)

Definicija 2. Brojni (numericki) red, >°° , a,, konvergira ka s, ako m-ta par-
cijalna suma {s,,}, definisana sa s,, = >"", a,, konvergira ka s, to jest ako je
lim,,, oo Sm, = S.



U ovom slucaju ovo pisemo:
oo
" n=10n = §

Broj s nazivamo sumom reda.

Zared > 77 | a, kazemo da je divergentan ako je divergentan niz njegovih parci-
jalnih suma {s,, }men.

Cesto ¢emo red Y >° | a,, oznacavati sa >, cn Q.

Red 3=V | a,, apsolutno konvergira ako konvergira red S |a,|.

Potreban uslov konvergencije reda >, a,, je da njegov opsti ¢lan tezi ka nuli,
lim,, s~ a, = 0.

Naves¢emo osnovna svojstva konvergentnih nizova.
1. Svaki konvergentan niz u R ima samo jednu grani¢nu vrednost.
2. Svaki konvergentan niz u R je ogranicen. Obrnuto ne vazi.
3. Svaki organicen i monoton niz u R je konvergentan.

4. Svaki podniz konvergentnog niza u R i sam je konvergentan i ima istu
grani¢nu vrijednost kao i niz.

5. (Kosijev kriterijum konvergencije) Niz {a, }nen je KoSijev niz ako i samo
ako za svako € > 0 postoji n. € N takav da za sve n,m € N,n,m > n,
vazi

|ay, — am| < €.

Niz realnih brojeva je konvergentan ako i samo ako je Cauchyev.

Pored nizova realnih brojeva, posmatraéemo i nizove funkcija.

Neka je S C R. Skup svih funkcija iz S u R ozna&imo sa R®. Niz funkcija
fn je svaka funkcija f : N — RS, pri ¢emu f(n) = f, : S — R.




1.2 Tackasta konvergencija

1.2 Tackasta konvergencija

Tackasta konvergencija niz funkcija nad nekim skupom definise se konver-
gencijom funkcijskih vrednosti u svakoj tacki tog skupa.

Definicija 3. Neka je S C R i neka je { f, }nen niz funkcija na S. Ako niz brojeva
{fn(x) }nen konvergira za svako z € A C S ka funkciji f, onda kazemo da niz
funkcija { f, }nen tackasto konvergira na A ka funkciji f.

Ovo zapisujemo na sledeéi nacin, za sve © € A vazi:

» fu(z) = f(x), kadan — oo li

Funkcija f je grani¢na funkcija niza {f, }nen-
Niz konvergira na intervalu ako konvergira u svakoj tacki tog intervala.

Definicija 4. Neka je {f.}nen niz funkcija, f, : S — R, i neka je {s,,} niz
parcijalnih suma, s, : S — R, dat sa s,,(z) = >, fu(x),x € S. Tada red
funkcija >0 | f,, tackasto konvergira ka funkciji f na A C S ako niz parcijalnih
suma {s,,} tackasto konvergira ka funkciji f na A C S.

U ovom slucaju koristimo sledeci zapis:

n=1

1.3 Uniformna konvergencija

Definicija 5. Nekasu f,: S -+ R,ne Ni f: S — R funkcije. Kazemo da niz
funkcija {f,}nen uniformno konvergira ka funkciji f na skupu S ako za svako
e > 0 postoji m € N tako da vazi:

|fu(z) = f(2)] <€, VzelS, VYn>m. (1.1)




f+e

fﬂ-
f—e¢

Slika 1.1: |f.(z) — f(x)] <€

Slika 1.1 geometrijski prikazuje ([1.1) na intervalu [a, b].

Definicija 6. Neka je {f.}nen niz funkcija, f, : S — R, i neka je {s,,} niz
parcijalnih suma, s, : S — R, dat sa s;,(z) = >, fu(z),z € S. Tada red
funkcija >°>°, f, uniformno konvergira ka funkciji f ako niz parcijalnih suma
{$m} uniformno konvergira ka funkciji f.

Razlika tackaste i uniformne konvergencije je u tome Sto se tackasta kon-
vergencija moze razlikovati po brzini u svakoj od tacaka skupa S, dok se kod
uniformne konvergencije niz funkcija f,, ne razliku u velikoj meri od funkcije f
u bilo kojoj tacki skupa S. Odakle vidimo da uniformna konvergencija implicira
tackastu konvergenciju.

Takode, primetimo da kod uniformne konvergencije broj m zavisi samo od e,
dok kod tackaste konvergencije broj m zavisi i od broja € i od tacke z.

Navedimo nekoliko tvrdnji.

1. Ako niz funkcija { f,, }nen uniformno konvergira ka funkciji f, onda konver-
gira i tackasto. Obrnuto ne vazi.
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1.3 Uniformna konvergencija

2. Ako je red Y02, f,, uniformno konvergentan na intervalu [a, b], tada je red
i tackasto konvergentan na tom intervalu. Obrnuto ne vazi.

3. Ako je red >>0°, f, (uniformno) konvergentan na intervalu [a, b], tada za
svako x € [a, b] vazi lim,_, fn(x) = 0.

Daéemo jedan primer gde je niz funkcija f,, taCkasto konvergira ka funkciji f, ali
ne i uniformno.

Primer 1. Posmatrajmo niz funkcija f,(x) = 2™,z € [0,1],n € N (Slika 1.2).
U slucaju kada = € [0,1), niz tackasto konvergira ka nuli. U "blizini” x = 1,
konvergencija je "sve sporija”, a u tacki x = 1 niz f,(x) konvergira ka 1.

—= K

— x

0.4 = Xl oo

Slika 1.2: Funkcija f,(z) = 2", n =1,2,5,100
Na ovom primeru se vidi da tackasta konvergencija ne oCuvava neprekidnost,

jer granic¢na funkcija
0, ze€|0,1
) = o (12
1, z=1

ima prekid u x = 1.
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Takode, dokazatemo da ova konvergencija nije uniformna na intervalu [0, 1],
tj. pokazacemo da vazi sledece:

(Ve Im Vn>m Vrel0l] |fulz)— f(z)] <€), t.

36231 Vm Incm 3ze(0,1] |fa(@) — f(7)] > e

Primetimo, da se za neko m € N moze izabrati tacka z € [0, 1] tako da je

fa(@) > fu(Z) = %, zan > m. Tada za € = § vazi |f, (&) — f(Z)] > ¢, to jest

Fu@) = F@)] = 1 =0/ > L zan>m.

Za ogranicene funkcije koristicemo pojam uniformne norme kako bismo na dru-
gaciji nacin definisali uniformnu konvergenciju.

Neka je f : S — R ogranicena funkcija. Uniformna norma od f na skupu S
definiSe se na sledei nadin:

I/l = sup{ [f(2)] : z € S}.

Ova norma se jos naziva i sup-norma i L norma.

Definiciju [5| éemo sada preformulisati u skladu sa pojmom uniformne norme.

Definicija 7. Niz ogranienih funkcija {f,}nen : S — R uniformno konvergira
ka funkciji f : S — R na skupu S ako za svako € > 0 postoji m € N tako da
vazi:

Ifn—fll <€ Vn=m. (1.3)

Drugim re¢ima, niz ogranicenih funkcija {f, }nen : S — R uniformno konvergira
ka funkciji f: S — R ako je:

lim — fll=0.
Jim [ = £
Uniformna konvergencija na S se naziva i L> konvergencijom ili konvergen-

cija u L normi.

Definicija 8. Niz funkcija {f,}.en : S — R je uniformno Cauchyev na S ako
za svako € > 0 postoji n. € N takav da za sve n,m € N,n, m > n, vazi:

1fn = full <. (1.4)
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1.3 Uniformna konvergencija

Uniformna konvergencija, za razliku od tackaste konvergencije, oCuvava ne-
prekidnost i organicenost.

Teorema 1. Pretpostavimo da je { f,}nen : S — R niz ogranicenih funkcija na
S i da niz {f,}nen uniformno konvergira ka funkciji f na S. Tada je funkcija f
ograni¢ena na S.

Dokaz. Neka je € = 1. Obzirom da {f,}nen uniformno konvergira ka funkciji f
na .S, postoji m € N tako da je

|fulz) — f(x)]| <1, VxesS, Vn>m.

Uzmimo n = m. Tada, obzirom da je f,, ograniCena, postoji konstanta M,, tako
daje |fm| < M,,,Vx € S. Iz toga sledi:

[f (@) < [f(@) = fm(@)| + | fm(2)| <1+ My, V€S,
Sto znaci da je i f ograniCena. [

Teorema 2. Pretpostavimo da je { f,}nen : S — R niz neprekidnih funkcija na
S i da niz {f,}nen uniformno konvergira ka funkciji f na S. Tada je funkcija f
neprekidna na S.

Dokaz. Uzmimo ¢ € S, e > (. Tada za svako n vazi:

[f(2) = F(O < [f(2) = fal@)] + [fa(2) = fule)| + | fule) = f()]-

Obzirom da {f,}nen uniformno konvergira ka funkciji f na S, postoji np € N
tako da je

fuol@) = f@] < 5, VreS,

paizax=c.

Tada imamo
2e

(@) = FO] < [fao(2) = fuo ()] + -

Obzirom da je f,, neprekidna u ¢, postoji § > 0, tako da je | fn, (7) — fr,(c)| < 3
za sve r € S za koje |z — | < 6.
Odatle sledi da je |f(z) — f(c)| <€ ako |z —¢c|<diz €S,

Time smo dokazali da je f neprekidna u ¢, a kako je ¢ proizvoljno iz S, sle-
di da je f neprekidna na S. [

13



Teorema 3. Neka su funkcije { f, }nen neprekidne na intervalu [a,b] i neka je
red >0°, fn uniformno konvergentan na intervalu [a,b]. Tada je zbir s(x) =

> fa(x), x € [a,b] neprekidna funkcija na intervalu [a, b].

Pored toga, uniformna konvergencija ima svojstva integrabilnosti i diferenci-
jabilnosti. To mozemo videti u naredne dve teoreme.

Teorema 4. Neka su funkcije { f, }nen neprekidne na intervalu [a,b] i neka je

red >0 | fn uniformno konvergentan na intervalu [a,b]. Tada red >0 | f, moZe
da se integrali ¢lan po ¢lan, to jest za svako 1, x5 (a < x7 < x9 < b) vazi:

L (nifn@”))dﬂf -3 (/ fn(x)d:c).

Teorema 5. Neka su funkcije { f, }nen diferencijabilne i { f, }nexn neprekidne na
intervalu [a,b]. Takode, neka je red 2, f, konvergentan, a red Y°° | f. uni-
formno konvergentan na intervalu [a,b]. Tada red Y2 ;| f,, moZe da se diferencira
¢lan po ¢lan, to jest za svako x € [a,b] vaZi:

!

(L 5@) =X r.

Sada ¢emo posmatrati konvergenciju u normi prostora L' i L?, koja je neSto
slabija od tackaste i uniformne konvergencije.

1.4 Konvergencija u normi prostora L'

Definicija 9. Kazemo da niz funkcija {f,}nen : S — R konvergira ka funkciji
f:S — R naskupu S u normi prostora L' (S, R) ako vaZi:
lim || f — flli =0,

n—oQ

to jest

Jim [ (@) = f@)ldz = 0.
Drugim recima, niz funkcija {f, }nen : S — R konvergira ka funkciji f: S — R
na skupu S u normi prostora L'(S, R) ako za svako ¢ > 0 postoji m € N tako
da vazi:

14



1.5 Konvergencija u normi prostora >

L' konvergencija moZe biti geometrijski interpretirana kao povrdina oblasti
izmedu krivih f,, i krive f koja tezi ka nuli kada n — oo. Dakle, vrednosti funkcije
se mogu u nekom trenutku razlikovati, ali moraju biti priblizne kada je n veliki
broj, izuzev na skupu mere nula.

Teorema 6. Ako niz funkcija { f, }nen uniformno konvergira (L) ka funkciji f
na ograni¢enom intervalu S, onda niz funkcija { f,}nen konvergira ka funkciji f
na S u normi prostora L'(S, R).

U gore navedenom primeru (Slika 1.2), smo videli da niz funkcija f,(z) =
", Vn € N,z € [0,1] tackasto konvergira, ali ne i uniformno. Sada ¢emo na
istom primeru proveriti L' konvergenciju.

Kako je:

1
1+n

1 1
1fo — flln = /0 fu(z) — f(2)|dz = /0 e =

onda f, — f u L' normi.

1.5 Konvergencija u normi prostora >

Definicija 10. Kazemo da niz funkcija {f,}nen : S — R konvergira ka funkciji
f S — R u normi prostora L?(S, R) ako vazi:

lim || f, — fll2 = 0.

n—oo

to jest

Drugim re¢ima, niz funkcija {f,}nen : S — R konvergira ka funkciji f: S — R
u normi prostora L?(S, R) ako za svako € > 0 postoji m € N tako da vazi:

1fn=fl2 <€, Vnz=m. (1.6)

Teorema 7. Ako niz funkcija { f,, }nen uniformno konvergira (L>°) ka funkciji f
na ograni¢enom intervalu [a, b], onda niz funkcija { f,}nen konvergira ka funkciji
f na ograni¢enom intervalu [a,b] u normi prostora L*([a,b], R).

15



Teorema 8. Ako niz funkcija { f,, }nen konvergira ka funkciji f na ogranicenom
intervalu [a, b] u normi prostora L*([a, b], R), onda niz funkcija { f, }nen konver-
gira ka funkciji f na konacnom intervalu [a,b] u normi prostora L'([a,b], R).

Tackasta konvergencija ne implicira konvergenciju u normi L?.
Ali ako pored tackaste konvergencije niza f,, ka funkciji f, postoji M > 0 takvo
da je |fu(z)] < M,z € S tada niz {f,}nen konvergira u normi L.
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Glava 2

Uvod u malotalasnu
transformaciju

Teorija malih talasa se razvila na osnovu pokusaja lokalizacije klasi¢ne Furi-
jeove transformacije, a svoju primenu pronasla je u oblastima obrade signala u
nauci i inzenjerstvu. Za postavljanje polaznih osnova Furijeove analize zasluzan
je Joseph Fourier, koji je shvatio da je moguce svaku periodi¢nu funkciju aprok-
simirati sumom odredenih trigonometrijskih funkcija.

Furijeova transformacija omogucava globalnu spektralnu analizu signala. Da bi
signal lokalizovao u vremensko-frekvencijskoj ravni, Denis Gabor je uveo kratko-
trajnu Furijeovu transformaciju. Medutim, kako kratkotrajna Furijeova transfor-
macija omogucava da se frekvencija signala posmatra po delovima, takozvanim
prozorima, Cija Sirina ostaje fiksna, to predstavlja nedostatak u nekim primena-
ma. Ovaj nedostatak je prevaziden u radovima Jean Morlet-a.

Morlet je analizirao seizmicke signale i pri tome koristio prozore razliCite Siri-
ne. Kratkotrajnom Furijeovom transformacijom je analizirao eho koji se vraca
slanjem akusti¢nih impulsa u zemlju kako bi utvrdio prisustvo i debljinu sloja
nafte. Morlet je menjao Sirinu prozora, odnosno funkciju prozora je skupljao i
prosirivao i na taj nacin analizirao razliCite frekvencijske komponente signala.
Odgovarajudi prozor je talasna funkcija koja osciluje i opada u beskonacnosti, pa
je taj pristup nazvan teorija malih talasa. Ideja je bila da se signal transformise
primenom malotalasne transformacije, a zatim da se ponovo vrati u pocetni oblik
kako bi se oCuvale informacije potrebne za rekonstrukciju signala.



Da rezimiramo, frekvencija je mera brzine promene neke pojave. MoZe biti
visoka i niska, u zavisnosti od brzine promene. Furijeova transformacija govori
koje frekvencije postoje u posmatranom signalu, ali ne i u kom vremenu se te
promene javljaju (muziCaru neée znaliti koje note treba da svira ako mu se ne
kaze kada u pesmi treba da ih svira). Ona koristi bazne funkcije sinusa i kosinusa
u tu svrhu.

Koriste¢i Furijeovu transformaciju po delovima dobijamo kratkotrajnu Furijeo-
vu transformaciju iliti Gaborovu (eng. windowed) transformaciju. ldeja je da se
signal posmatra kroz fiksne prozore, pomerajuéi ih duz signala. Problem prozo-
ra konstantne duzine je neadekvatna rezolucija svih frekvencija. Recimo, kada
imamo male Sirine prozora moZemo preciznije da odredimo kada se frekvencija
desila dok istovremeno gubimo na frekvencijskoj rezoluciji i obrnuto, u slucaju
kada je Sirina prozora velika. Ne mozemo znati koje frekvencije sadrzi signal tako
da izbor Sirine prozora, koji bi trebao da bude podesen u odnosu na frekvenciju,
predstavlja najveci problem.

Tako dolazimo do malotalasne ili vejvlet (eng. wavelet) transformacije koja omo-
gucava uskladenost veli¢ine prozora sa frekvencijom. Moguénost prosirenja, sma-
njenja i pomeranja prozora omogucava nam dobijanje potrebnih informacija o
signalu.

Koris¢ene su reference [2],[3], [4], [5] i [6] iz spiska literature.

2.1 Furijeova transformacija

Neka realna funkcija f : R — C predstavlja signal. Ako = posmatramo kao
vreme, onda je f(x) vremenski opis datog signala. DefiniS§emo novu funkciju kako
bismo analizirali svojstva signala, F(w) : R — C, gde je w € R frekvencija, a
F(w) frekvencijski opis signala koja govori o tome da li frekvencija postoji, kao
i u kojoj meri je zastupljena.

Apsolutno integrabilne funkcije na R¢ su funkcije koje pripadaju L'(RY) to jest
integral [pa | f(7)|dz postoji i kona&an je. Prostor L!'(R?) je Banahov prostor sa
normom || f|z1 = fga |f(x)|dz.

Prostor L2(R<), kvadrat integrabilnih funkcija na R? je Hilbertov prostor sa ska-

larnim proizvodom (f, g) = [ga f(x)g(z)dx. Dakle, f € L*(R?), ako i samo ako
je 17 = Jpa | f () *dz < oo

18



2.1 Furijeova transformacija

Definicija 11. Furijeova transformacija funkcije f € L'(R%) je funkcija F :
R? — C definisana sa

Flw) = F(f)w) = fw) = / fl@)e2™ody, weRL  (2.1)

Rd

Furijeova transformacija je preslikavanje F : f — f Funkcije ™% nisu kva-

drat integrabilne na RY, odnosno [z4 |€>™“*|2dz nije kona&an, ali su ograni&ene,
odnosno [e*™?| =1, n € Z.

Prema tome, izraz (f,e*™™%) = [pa f(z)e ?™“dz je dobro definisan za sve
apsolutno integrabilne funkcije f, jer je

(Femen) < [ 1f(@)lda < oc.

Definicija 12. Inverzna Furijeova transformacija funkcije f € L'(R?) je funkcija
f : R? — C definisana sa

FUNW) = fw) = [ f@)emrdr, weR” (2.2)

Primetimo da je f(w) = f(—w), w € R%

Teorema 9. (Formula inverzije u jednodimenzialnom prostoru) Ako su f i f €
L*(R) onda su f i f neprekidne funkcije i

f@) = () = [~ few)emrdw (23)

pri Cemu je jednakost za svako x € R.

Definicija 13. (Svarcova klasa) Svarcov prostor funkcija S(RY) se sastoji od
svih beskona&no diferencijabilnih funkcija f : R¢ — C za koje vaZi

sup 2™ f ()| = |2™f"V oo < 00, m,n > 0. (2.4)
z€eR

Dakle, f € S(R?) ako i samo ako za svaki izbor m, n € Ny postoje konstante
Chnn > 0 tako da vazi

Cm,n

™

[f ()] <

, ¢ #0.
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Uobi&ajno je da se elementi prostora S(R?) nazivaju brzo opadajuée funkcije.

Da bismo izvrsili obradu signala, naj¢esc¢e signal posmatramo u vremenskom
domenu, a da bismo dobili informacije o frekvenciji moramo prvo da izvrSimo
transformaciju u frenkvencijski domen, i to se zapravo radi Furijeova transforma-
cija.

Zanimljiva analogija da bi se bolje shvatila Furijeova transformacija je mnozenje
dva rimska broja. Dakle, rimske brojeve prebacimo u redovne brojeve, pomnozi-
mo ih, pa zatim proizvod vratimo u rimski broj.

2.2 Kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT)

U kratkotrajnoj Furijeovoj transformaciji originalan signal se mnozi sa pro-
zorskom funkcijom, pa se primenom Furijeove transformacije obraduju podaci u
delovima signala koji su obuhvaceni prozorom, tacnije za te delove znamo infor-
macije o frekvencijama i o vremenu njihovog pojavljivanja.

Definicija 14. Neka je data prozorska funkcija ¢ € S(R%)\{0}. Kratkotrajna
Furijeova transformacija (STFT) funkcije f € S(R?) u odnosu na prozor g data

sa
Vof(z,w) = /Rd ft)gt —z)e ™ dy,  x,w e R (2.5)

Teorema 10. (Relacija ortogonalnosti za STFT) Neka fi, fo, g1, 92 € S(R?).
Tada Vy, f; € S(R*) za j = 1,2, i vaZi

<V;71f17V612f2>L2(R2d) = (f1, f2){g1, 92)- (2.6)

Teorema 11. (Formula inverzije za STFT) Pretpostavimo da g,v € L*(R%) i
(9,7) # 0. Tada za sve f € L*(R?) vazi

1
(v, 9)

f= //de Vo f (@, w) M, Tydwdz (2.7)

u slabom smislu.
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2.2 Kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT)

Dokaz. Kako je V, f(xz,w) = (f, M,T.g), gde je operator translacije (7, f)(z) =
f(x —vy), y € RY aoperator modulacije (M, f)(z) = ™ f(z), y € RY,
dobija se

Voh(x,w) = fpa h(t) M, T,y(t)dt,

pa je [ [rea Vyf(x,w)V h(z, w)dwdx

—/ / /R Vol (2,0) MT,y()dwoder) (1) dt

= (/ /R2d Vo f (@, w) M, Ty (t)dwdz, h).

Na osnovu relacije ortogonalnosti vazi

1

1 2(md
= (v, ) </ /R?d Vo f(x,w)M,T,y(t)dwdz, h),Yh € L*(R?)

odakle sledi dokaz formule inverzije. ]

Za razliku od Furijeove transformacije, kratkotrajna Furijeova transformacija
nam daje informacije i o vremenu signala, pored frekvencije signala. Medutim ov-
de imamo problem Heisenberg-ovog principa neodredenosti koji kaze da proizvod
vremenske i frekvencijske rezolucije mora biti konstantan.

Dakle nemoguca je idealna lokalizacija u vremenu i frekvenciji. Osim toga, prozor
mora biti konstantan (iste duZzine i Sirine).

Izbor odgovarajuceg prozora je u ovom slucaju tezak jer nam je dobra frekvencij-
ska rezolucija potrebna za niske frekvencije kojih ima duz celog signala, dok sa
druge strane visokih ima malo ali nam je u tom slucaju potrebna dobra vremen-
ska rezolucija.
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

Problem konstantnih frekvencijskih i vremenskih rezolucija kratkotrajne Furi-
jeove transformacije je reSen malotalasnom transformacijom.

Radi jednostavnosti, posmatraéemo jednodimenzionalni slucaj.
Najveca prednost malotalasne Furijeove transformacije je dakle u tome sto se

Sirina prozora moze menjati, pa samim tim menjaju se i frekvencijska i vremen-
ska rezolucija.

Definicija 15. Mali talas (wavelet) je funkcija ¢ € L?(R)\{0} za koju vazi:

0o |4 2
Cy = / Pl dw < o0, (2.8)
oo |w|
a malotalasna transformacija je definisana sa
© 1 x—t
(@ f)at) = [ lal (=) f()da, (2.9)

zaa #0,t € R.

Primetimo da iz Cyy < oo sledi ¢(0) = [*°_ 4 (t)dt = 0, pa funkcija 1) osciluje
i opada u beskonacnosti, zbog Cega je prozvana malim talasom, to jest talasi¢em.

Da vazi C < oo dovoljno je da vazi ’(/A)(O) = 0idaje &(w) neprekidno di-
ferencijabilna funkcija.

Koristedi operatore translacije (7,f)(z) = f(x —y),y € R, operator dilata-

cije (Dyf)(z) = /yf(zy),y > 0 iinvoluciju funkcije f datu sa f*(z) = f(—x),
malotalasna transformacija se moze zapisati u slede¢em obliku:

(T f)(a,t) = (f, TyD1jatb) = (f ¥ D1ja®™)(t), a#0,t€R.  (2.10)

Lema 1. Neka je f € L*(R), operator translacije (T, f)(x) = f(x—vy), operator
dilatacije (D, f)(x) = \/yf(xy) i operator modulacije (M, [f)(x) = e*™*¥ f(x).
Furijeovom transformacijom translacije i reciprocne dilatacije dobija se modulacija
i dilatacija Furijeove transformacije. Dakle, vazi:

(TyDyf) = M_sDaf
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

Dokaz. (TbD;fS — fTbDl/af(I)ef%i"wdl‘ — fTbﬁf(g)€727rixwd$
= ﬁf(%b)e_%imx

Nakon smene:

z—>b

- =s=>xr—b=as=x=as+b,dr = ads,

dobija se

(D f) = [ 5 f()e @ ads = a | f(s)e2re2meseds

= Vae ™ f(aw) = ™D, f(w) = My Daf -

Sledeca teorema je relacija ortogonalnosti za mali talas.

Teorema 12. Neka je ¢ # 0 proizvoljni mali talas. Tada za sve f,g € L*(R)
vazi:

R —_dadb
[ [ e @ —org @

az
gde je Cy dato sa (12.8)).

Dokaz. (T f)(a,b) = [ |a|~2:(*3°) f (x)dx
= ([, TyD1ja¥) = (f, (TsD1/a9))

= <f7 M—bDa'lZ»

Kako je M_yD,th(w) = e 2™, /ai)(aw), dobija se
2% J25 T f(a, )T g(a, b) g

= 2% S5 f@)lal> ™ (aw)dw] (25, §(w)|al2e 7> ¢ (aw')du' %5

— [, et =) gp [ [ F(w)]al 3 (aw)dw] [, §()]a] 24 (aw )dw' | %

A —_— A

=[5 JZ5% (@) 3(w)[(aw)[duw

pri ¢emu smo koristili:
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b=1 , to jest [§(w) = 1 = [0 em2minw gy

S(w —w)=6w—-w)

(f*g)(z) =2 flx —y)g(y)dy, ze€R

% (W) (W — w)de' = (8% §w)(aw")) (@) = §w)i(aw)

Parsevalova jednakost: (f,g) = <f, 3), f.ge L*RY)

2% [ (aw) =% W(y)ﬁ%" = Cy, gde je smena aw = y,da = %
pa je
R —————dadb S P
/_OO /_Oo T f(a,b)Tvw f(a, b) o Cy /_OO f(w)g(w)dw = Cy(f, g)

0
Istom argumentacijom kao i u Teoremi 10. dolazimo do zaklju¢ka da se formula
iz Teoreme 11. moZe napisati kao:

f=ogt [ e b S, (2.12)

gde je () = \a]*%w(%b), pri ¢emu je jednakost u slabom smislu, to jest

<OJ1/_m/_mTwavf(a’b)¢a,b Z? by = (f,h), VheL*R).

Na slici 2.1 se uocava podela vremensko frekvencijske ravni kod Furijeove trans-
formacije, STFT i malotalasne transformacije.
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

Tiling the time-frequency plane

Gridpoint Fourier

STFT Wavelet

Slika 2.1: Preuzeto sa: https://www.slideshare.net

Malotalasna transformacija dakle razlaze signal f(z) na bazi¢ne funkcije /7.
U neprekidnoj malotalasnoj transformaciji bazne funkcije ¥*™ dobijamo skalira-
njem i transliranjem neke zadate funkcije ¢ (mother wavelet).

1 Xr —T

() = |s| 72

), $,TER s#£0
s

Broj 7 je u ovom slucaju parametar translacije, pod tim se misli na pomeranje
prozora duz signala. U zavisnosti od znaka i veli¢ine parametra znamo konkretno
pomeranje. Ako je 7 = 0 nema pomeranja, u slucaju da je 7 > (0 prozor se
pomera ulevo, a za 7 < 0 prozor se pomera udesno. Dakle, 7 < 0 kontrolise
lokaciju, odnosno polozaj malog talasa (eng. wavelet).

Broj s je parametar dilatacije, odnosno skaliranja. Skaliranje talasiéa, u zavisno-
sti od znaka, znadi Sirenje ili skupljanje prozora. Kada je s = 0 nema promena,
vejvlet je mother vejvlet ). Ako je s > 0, prozor ée se rasiriti, samim tim i
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"spustiti”, pa ¢e se u ovom slucaju hvatati nize frekvencije. Suprotno, kada je
s < 0, prozor Ce se skupiti i "podiéi”, pa ¢e se hvatati visoke frekvencije. Dakle,
s kontrolie Sirinu malog talasa (eng. wavelet) i obrnuto je proporcijalna frekven-

cijskom pojasu.

Pawer Spectra of Wavelsts

Wavelets
;"\ =64,u=300
J
3=32,u=200
“JHF,“““__
_\ﬂ /\ra=16,u=100
| | | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 500 350 400 450 500 I 04
Time Frequency

Slika 2.2: Preuzeto sa: https://zone.ni.com

2.3.1 Diskretna malotalasna (vejvlet) transformacija

Diskretnu malotalasnu transformaciju ¢emo posmatrati kao diskretizovanu
neprekidnu malotalasnu transformaciju. Dakle, diskretizacija ovog vejvleta

5 (z) = |s|—%¢("’“:7), 5,7 €R, s %0, (2.13)

moze biti zapisana kao

() = || by (L% (2.14)
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

gde su j i k celi brojevi koji kontrolisu dilataciju i translaciju vejvleta, respektivno.
Dilatacioni korak sy # 1 i translacioni korak 7y su fiksirani i zbog jednostavnosti
uzimamo da su pozitivni jer za j i k svakako uzimamo i pozitivne i negativne
vrednosti. Dakle, s > 1, 79 > 0.

Razli¢ite vrednosti 7 nam daju talasice razli¢itih Sirina i u zavisnosti od toga
imamo pomeranje uskih ili Sirokih talasi¢a. Dakle, translacioni korak zavisi od
broja j. U sluéaju da je 7 = 0, imamo mnozenje celih brojeva sa 7y, gde je 79

odabrano tako da ¢ (z — k7o) pokriva ceo signal.

Izbor malog talasa ¢ koji koristimo u diskretnoj malotalasnoj transformaciji ogra-
ni¢en je zahtevom (2.8)), to jest mora da zadovoljava uslov prihvatljivosti.

Pored toga, da bi funkcija ¢ bila mati¢ni mali talas (eng. mother wavelet), ona
treba da ispunjava jos dva uslova:

1. da je prosecna vrednost wavelet-a u vremenskom domenu jednaka nuli

/°° b(x)dz = 0, (2.15)

2. da pripada prostoru L*(R) i normalizovana je

/_O; V2 (x)dr = 1. (2.16)

Spomenuli smo koje uslove treba da ispunjava mother wavelet, a da bi se koristio
u malotalasnoj transoformaciji, on se prvo sabija (skalira) i translira.

Dakle, diskretna malotalasna transformacija izleda ovako:

o Gh = [T @ e e @)
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Slika 2.3: Mreza tacaka diskretizacije za diskretni wavelet u vremensko-
skaliranom prostoru (preuzeto sa https://www.vcl.fer.hr/dtv/jpeg/wave.htm)

Pored mogucnosti menjanja duzine i Sirine prozora, prednost malotalasne trans-
formacije je mogucnost koris¢enja multirezolucione analize koja omogucava ana-
lizu razli¢itih frekvencijskih signala sa razlicitim frekvencijskim rezolucijama. Pa
u slucaju visokih frekvencija koristimo krace prozore i obrnuto, u slucaju niskih
frekvencija koristimo duze prozore.

2.3.2 Multirezolucijska analiza

Diskretni vejvleti su ortogonalni na svoje dilatacije i translacije i normalizo-
vani, drugim reCima takvi vejvleti su ortonormalni.

Prema tome, da bi diskretni vejvleti bili ortonormalni mora da vazi sledece:

1, zag=mik=n
0, inace

/_O:o VR () (x)de = {
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

Najces¢e se uzmima da je s = 2, a 7 = 1. Na taj nacin pokrivamo skoro ceo
signal osim u slu¢aju kada je u Cy = 0, to jest kada je spektar wavelet-a
jednak nuli. Pri svakom Sirenju wavelet-a spektar se prepolovi, pa bi nam trebalo
beskona¢no mnogo wavelet-a da pokrijemo signal (videti Sliku 2.4). Zbog toga
uvodimo jednu skaliraju¢u funkciju ¢(x) koja sluzi za niske frekvencije i glatke
delove i nju jo$ nazivamo skalna funkcija (eng. father wavelet). Dok mati¢nu
funkciju (eng. mother wavelet) posmatramo kao funkciju ¥ (z) koja sluzi za de-
love sa viSe detalja i sa visokom frekvencijom.

scaling function spectrum ()
A cotk

J __.wavelet spectra (V)
F Jentl =
’ 1 1 1 p'
70 Wy f
Slika 2.4: Spektar skalirajuce funkcije i wavelet-a
Za skalnu funkciju vazi:
/OO é(z)dz = 1. (2.18)

U praksi, skalna funkcija nam predstavlja niskopropusni filter, dok mati¢na funk-
cija predstavlja visokopropusni filter. Stoga, malotalasna transformacija se moze
posmatrati kao prolaz signala kroz ove filtere.

Ukoliko signal prode kroz dva filtra, visokopropusni filter koji daje detalje u sig-
nalu i niskopropusni filter koji aproksimira signal. Dobijena aproksimacija signala
ponovo moze proéi kroz oba filtera. Ovaj postupak se moze ponavljati sve dok
se ne dostigne zeljeni nivo dekompozicije.

Ovaj postupak se naziva multirezolucijska analiza. Na kraju, informacija signala
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je sadrzana u detaljima signala koje izbacuju visokopropusni filteri i u posled-
njem signalu aproksimacije to jest poslednjem delu signala koji niskopropusti
filter aproksimira. Ovo je ilustrovno na slici 2.5.

\1 ’//\\\
= = w
X \ /\‘ 41'3

Slika 2.5: Prolaz signala kroz niskopropusni i visokopropusni filter
(Preuzeto sa https://www.vcl.fer.hr/dtv/jpeg/wave.htm)

Aproksimacija signala definisana je sa:
yj(x) — Z SJ’kgb']’k(I') + ZdJ,kwj,k<x> + ZdJ—l,ka—l,k<x) + .
k k k
+ Y A (r) + 3 d N (@),
k k

gde je J broj multirezolucijskih skala, a k € Z ili se moZe ograniciti.

Aproksimacija signala moze biti zapisana i na sledeéi nacin:

yJ:SJ—|—DJ+DJ_1+...—|—D2+D1,

gde je Sy = > s7 oM () i D = X, &R (x), 5 = 1,2, ..., J.
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2.3 Malotalasna (wavelet) transformacija

Funkcije ¢”*(z) i 17*(z) su definisane na slede¢i natin:

o — k27
o™ (@) = 2| () (239)
W) = 1) mtaa o1 )

Jk gJk gJ-1k 1J-2k
, AT dI T d

Koeficijenti s ...,d¥* dYF su koeficijenti malotalasne trans-

formacije i dati su sa:

s = [y@)o" @)da.

™ = /y(iﬁ)wj’k(x)dx, j=1,2,.,J—1,J.

Ovi koeficijenti su mera doprinosa odgovaraju¢e malotalasne funkcije posma-
tranom signalu.

Dakle, multirezolucijska analiza nivoa J, razlaze signal na ortogonalne kompo-
nente od kojih su J komponente sa detaljima i jedna komponenta uglacavanja.

Definicija 16. Multirezolucijska analiza je razbijanje prostora L*(R) na niz za-
tvorenih poluprostora y;, j € Z (aproksimacioni prostor) sa slede¢im osobinama:

LO0C..CysCyrCyoCyaC ... CLA(R),
2. Mjezy; =0, Ujezy; = L*(R),

3. (Vj € Z2)(f(x) € yj & [(22) € yj1),

4 flx) ey (Vi€Z)f(x—j) €yl

5. postoji funkcija ¢(z) € yo (skalna funkcija) takva da je skup {¢(z — j) |
J € Z} ortonormirana baza prostora yp.
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Glava 3

Lipsicova regularnost

Malotalasna transformacija omogucéava lokalnu spektralnu analizu signala.
Singulariteti i nepravilne strukture Cesto sadrze bitne informacije o signalu. Na
primer, tacke prekida opisuju konture objekata na slici.

Singulariteti i ivice na slici se pronalaze pomocu lokalnog maksimuma malotalasne
transformacije u multirezolucijskoj analizi. Amplituda malotalasne transformacije
na skali zavisi od regularnosti lokalnog signala i LipSic eksponentata.

Posmatracemo wavelet-e kao realne funkcije.

Prvo ¢emo spomenuti uniformnu LipSicovu regularnost funkcije f na R pomocu
Furijeove transformacije. Time se dobija informacija o globalnoj regularnosti. S
obzirom da nas interesuje lokalna regularnost, posmatraéemo malotalasnu trans-
formaciju.

Lokalna regularnost funkcije f mora biti precizno odredena da bi se izanalizi-
rala struktura njenog odredenog dela. LipSicovi eksponenti omoguéavaju proveru
regularnosti u nekom intervalu ili u nekoj tacki. Recimo, ako funkcija f ima singu-
laritet u tacki v, znamo da iz toga sledi da funkcija f nije diferencijabilna u tacki
v i tada Lipsicov eksponent u v karakteriSe ponasanje signala u okolini tacke v.

U ovoj glavi koriséene su reference [1] i [4] iz spiska literature.



3.1 Definicija LipsSica i Furijeova analiza

Tejlorova formula daje priblizno izraCunavanje funkcije u okolini neke odrede-
ne tacke pomodu njenog Tejlorovog polinoma.

Pretpostavimo da je f m-puta diferencijabilna funkcija na intervalu [v—h, v+ h].
Neka je Tejlorov polinom p, u okolini tacke v dat sa:

B m—1 f(k) (U)

X (z —v)". (3.1)

po(T) k;f

Pri aproksimaciji funkcije polinomom napravi se greska, koja je jednaka razlici
funkcije i Tejlorovog polinoma. Nazivamo je Tejlorovim ostatkom i obelezavamo
na slededi nadin:

&(z) = f(x) — po(z), x € (v—"h,v+h). (3.2)

Tejlorov ostatak zadovoljava:

|z — o™

sup [/ (w)). (33)

Vo ev—h,v+h|, &)<
m! w€[v—h,v+h]

Dakle, m-puta diferencijabilna funkcija f u okolini tacke v ima ostatak ¢, koji je
ogranicen sa gornje strane. LipSicova regularnost daje precizniju procenu pomocu
eksponenta koji ne mora da bude ceo broj. U literaturi se taj eksponent naziva
Helderov eksponent.

Definicija 17. Funkcija zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu [a, b] ako postoji
konstanta K takva da za svako z,y € [a, b] vazi:

[f (@) = f(y)] < Kz —y]. (3.4)

Konstanta K se naziva LipSic konstanta.

Definicija 18. Za funkciju f : R — R kaZemo da je LipSic neprekidna na R ako
postoji konstanta K > 0 tako da je

|f(x) = fly)| < K|z —y|, Vz,yeR. (3.5)

Ako je neka funkcija LipSic neprekidna na R, onda je i uniformno neprekidna na
R.
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3.1 Definicija LipSica i Furijeova analiza

Tackasta i uniformna LipSicova neprekidnost se moze proveriti i pomocu Lip-
Sic esponenata koji racunaju gresku, odnosno Tejlorov ostatak lokalne Tejlorove
aproksimacije.
Sada profinjujemo ove definicije dodavanjem LipSicovog eksponenta.
Definicija 19. Za funkciju f kazemo da je tackasto Lipsic reda a > 0 u tacki v
ako postoji konstanta K > 0 i polinom p, reda |« tako da za sve = € R vazi:
|f(z) — py(2)| < K|z —v]*, a>0. (3.6)
Definicija 20. Za funkciju f kaZemo da je uniformno LipSic reda a > 0 na [a, b]
ako postoji konstanta K > 0 i polinom p, reda |«a],v € [a,b], tako da za sve
r€Riwv e [a,b] vazi
|f(ZL’) _pv(x” < K|I - U|a7 a2 0. (37)
Dakle, konstanta K za uniformnu LipSic regularnsot ne zavisi od v € [a, b].
Tackasta Lipsic regularnst nam daje LipSicove eksponente « koji se mogu menjati
u zavisnosti od apcise v. | tako mozemo konstruisati multifraktalne funkcije u

kojima f ima drugadiju LipSic regularnost za svaku tacku.

U slucaju uniformne Lipsic regularnsoti dobija se globalno merenje regularno-
sti koje se odnosi na ceo interval [a, b].

Razlikovaéemo par slucajeva uniformne LipSic regularnosti, odnosno Lipsic espo-
nenata:

» ako je & > m u okolini tacke v onda je f sigurno m puta neprekidno
diferencijabilna funkcija u toj okolini

= ako je 0 < a < 1 onda je p,(z) = f(v), pa ée (3.6) postati
|f(z) — f(v)| < K|z —v|*, VzeR. (3.8)
Funkcija koja je ograni¢ena ali prekidna u tacki v je reda 0 u toj tacki.

» ako je @ < 1 u tacki v, onda f nije diferencijabilna u v i LipSicov red «
opisuje vrstu singulariteta
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Globalna regularnost funkcije (signala) f zavisi od Furijeove transformacije f(w)
kada w — oo. Ako f € L'(R), onda formula inverzije (9) implicira da je f
neprekidna i ogranicena:

@I [ e ldo = [~ |f@)ldo <o (39)

Sledeca teorema primenjuje ovo svojstvo da bi se dobio dovoljan uslov da funkcija
f bude p puta diferencijabilna.

Teorema 13. Funkcija f je ogranicena i p puta neprekidno diferencijabilna ako
ispunjava:

/ | (w)|dw(1 + |w]P) < +oo. (3.10)

LipsSic regularnost funkcije f € R povezana je sa asimptotskim opadanjem

Furijeove transformacije. Teorema 14 moZe se posmatrati kao generalizacija Te-
oreme 13

Teorema 14. Funkcija f je ogranicena i uniformno Lipsic reda a na R ako vaZzi:
/o:o |F ()] dw(1 + |w]®) < +o0. (3.11)

Dokaz. Ogranicenost moze da se dokaze pomoc¢u Teoreme [9} iz koje sledi
@< [ 1fw)ldo < +oo.

LipSic neprekidnost reda @ dokazujemo pomocu ([3.8)), iz kog sledi

U= 10) g yoen
Kako je
f@) = [ ferds
onda vazi:

1) = F0)] ¢ g 7 =
R d 3.12
U < [ (312)
Za |z —v| ! <w,
2miwr __ 2Tiwv
‘6 € ’ < < 2|w|oc
T—vr S e—oe




3.2 Talasi sa anuliraju¢im momentima (eng. vanishing moments)

Za diferencijabilnu funkciju f(t) = ™ f'(t) = 2mie*™ vazi
[f(wz) = flwo)l = |f W)llwllz = v| < [27e*™||wl|z — v] = 2m|w]|z — v].

Za |z — | > w,

e —e

2miwx 2miwv ‘

27|w||x — v

- < — < 2mfw|*.
|z — o] |l — |

Sada, ako integral iz (3.12)) posmatramo kao zbir dva dela u slucaju kada je
|z —v|t <wi|r—v|7! > w, dobi¢emo:

/() = f(v)]

|z — vl

<[ @l [ 2wl fw)ld
je—v|~1<w le—v| 12w

< 271'/00 1 (w)]jw|dw = K < oo,

Dakle, ako vazi , onda je K < 400, pa je f Lipsic neprekidna reda a. O]

Koliko god Furijeova transformacija bila korisna za globalnu regularnost neke
funkcije, ne mozemo njome izmeriti regularnost u nekoj tacki pomocu opadanja
Furijeove transformacije kada w — co. Dok je malotalasnom transformacijom to
moguce uraditi. Kako su vejvleti dobro lokalizovani u vremenu, ona moze dati
LipSicovu regularnost na nekom intervalu i u nekoj tacki.

3.2 Talasi sa anuliraju¢éim momentima (eng. va-
nishing moments)

Najbitnije kod merenja regularnosti signala su anuliraju¢i momenti. Ako talas
(eng. wavelet) ima n anuliraju¢ih momenata, tada malotalasnu transformaciju
mozemo posmatrati kao multiskalni diferencijalni operator reda n. Ovo je prva
povezanost diferencijabilnosti funkcije f i opadanja njene malotalasne transfor-
macije na finim skalama.
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Iz (3.6)) vidimo da je aproksimacija funkcije f koja je tackasto LipSic reda a
polinomom p, u okolini tacke v data sa:

f(x) = po(z) + (), |e(@)| < Klz -l (3.13)

Malotalasna transformacija procenjuje eksponenat o zanemarujuéi polinom p,.
Za tu svrhu koristicemo wavelet koji ima n > « anuliraju¢ih momenata.

/ *p(z)dr =0, 0<k<n.
To znadi da je mali talas koji ima n anuliraju¢ih momenata ortogonalan na po-
linome reda manjeg od n. Kako je @ < n, polinom p, je sigurno reda ne veleg
od n — 1, odakle je

T—T

(@ (p0))(s,7) = [ p@)ls| Fo(—Ddr =0, (3.14)

Iz f = p, + €, sledi da je (T (f,4))(s,7) = (T (e, ))(s, 7).

Sledece poglavlje objasnjava kako se iz |(T*(f,))(s,T)| izralunava « ka-
da je 7 u okolini tacke v.

3.3 Merenje regularnosti talasima

Sledeca teorema govori da wavelet sa n anuliraju¢ih momenata moze da se
zapise kao izvod n-tog reda funkcije #, gde dobijamo malotalasnu transformaciju
kao viSeskalni diferencijalni operator.

Pretpostavljamo da ¢ brzo opada, sto znadi da za svako opadanje, to jest za
eksponent m € N, postoji C,, tako da vazi:

Cim

< —.
VreR )| <

(3.15)

Teorema 15. Wavelet ¢ brzo opada sa n anuliraju¢ih momenata ako i samo
ako postoji brzo opadajuca funkcija 6 tako da je

d™e(z)

U(a) = (1"
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3.3 Merenje regularnosti talasima

U tom slucaju, malotalasna transformacija moZe da se napise na sledeli nacin:

r—T

@ (f s 7) = 5 (7 p@ls e D), (316)

drm —00 S

Y nema vise od n anulirajuéih momenata ako i samo ako je [*% 0(x)dx # 0.

Opadanje malotalasne transformacije povezano je sa tackastom i uniformnom
LipSic regularnoséu signala. Merenje asimptotskog opadanja je jednako analizi-
ranju strukture signala sa skalom koja ide u nulu. Pretpostavljamo da 1) ima n
anulirajué¢ih momenata i da je C), sa izvodima koji brzo opadaju. To znadi da za
svako 0 < k <nim €N, postoji C,, tako da vazi:

Cm

Ve eR, |[F(x)| < — "
reR WA <

(3.17)

Sledeca teorema povezuje uniformnu Lipsic regularnost funkcije f na nekom in-
tervalu sa amplitudom njene malotalasne transformacije na finim skalama.

Teorema 16. Ako je f € L*(R) uniformno Lipsic reda o < n na intervalu [a, b],
onda postoji A > 0 tako da vaZi:

V(s,7) € RY x [a,b], |(TU(f,¥))(s,T)| < As*T1/2. (3.18)

VazZi i obrnuto, to jest ako pretpostavimo da je f ogranicena i njegova malotalasna
transformacija (T (f,))(s, T) zadovoljava za svako a < n koji nije ceo
broj. Tada je f € L*(R) uniformno Lipsic reda o na intervalu [a + ¢,b — €], za
svako € > 0.

Dokaz. Ova Teorema [16] je dokazana kao mala izmena dokaza Teoreme [17]
Kako je f Lipsic reda « u svakoj tacki v € [a,b]. Teorema [17|u ([3.19) pokazuje
da vazi sledeée

T—0

(s, ) € RY x R, [(T“(f,9))(s,7)| < As*T/*(1 +|

")

S

Za T € [a,b] moZzemo uzeti da je bas 7 = v Sto implicira sledeCe:

(T (f,9))(s,7)| < As**2,
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Vidimo iz (3.19) da A ne zavisi od v zato $to je Lipsic regularnost uniform-
na na [a, b].

Kako bismo dokazali suprotno, da je f LipSic reda o na [a + €,b — €], mora-
mo da dokazemo da postoji K tako da za Vv € [a + €,b — €] mozemo pronadi
polinom p, stepena |« tako da Vz € R, |f(z) — p,(z)| < K|z — v|®.

Kada = ¢ [a + 5,0 — §], onda |z — v[ > § i kako je f ograniena onda je

dokazano konstantom K koja zavisi od e. O

Sada éemo dokazati Jaffard teoremu.

Teorema 17. (Jaffard) Ako je f € L*(R) LipSic reda o < n u tacki v, onda
postoji A > 0 tako da vaZzi:

T

V(s,7) €RY x R, |(T"™(f,))(s,7)| < As*+1/2(1 + |%“|a). (3.19)

Obrnuto, ako oo < n nije ceo broj, postoji A i o < « tako da vaZi sledeca
nejednakost

T —V

Y(s,7) € RY x R, [(TY®(f,4))(s,7)| < As*H1/2(1 + |T]O‘,), (3.20)
onda je f LipSic reda o u tacki v.
Dokaz. Dokazujemo nejednacinu ((3.19)).
Kako je f LipSic reda a u tacki v, onda postoji polinom p, stepena |a| < ni K

tako da vazi | f(z) — py(z)| < K|x —v|*. Kako ¢ ima n anuliraju¢ih momenata,
vidimo u ([3.14)) da je (T“*(py,v))(s,T) = 0, pa odatle sledi:

(T (o 6))(s.7) = | [ (F(@) = pula)ls| Fo(*—)dal
)|dx

g[ Kl —ol*|s] 3 (~
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3.3 Merenje regularnosti talasima

Ako uvedemo smenu, ¢ = =", dobijamo

S

(T (py ¥))(s,7) < JslF [~ Kst+ 7 — ol [p()de.

Kako vazi |a + b|* < 2%(|a|™ + |b]*),

(T (g 0)(s.7) < K254 (s [ el [0t + |7 = vl* [~ D@at),

Sto dokazuje ((3.19). O

41






Glava 4

Detekcija ivica na slici

U ovoj glavi objasni¢emo pojam ivice i detekcije ivica na slici. Vide¢emo kako
Sum moze negativno da utice na sliku ukoliko Zelimo da detektujemo ivice na
njoj. Naves¢emo neke operatore pomocu kojih se mogu detektovati ivice na slici.
Vide¢emo za Sta sluzi malotalasna transformacija kada pricamo o detektoru ivi-
ca. Objasni¢emo detaljno Canny operator. | na kraju ¢emo dati konkretan primer
slike pustene kroz filter putem Phyton-a koriste¢i kodove najpoznatijih operatora.

U ovoj glavi koriséene su reference [3] i [4] iz spiska literature.

4.1 lvica i detekcija ivica

Ivice predstavljaju granice objekata na slici, to jest mesta na slici na kome
dolazi do nagle promene intenziteta boja ili teksture, osvetljenja ili refleksija po-
vrsine. Pomocu toga moZze se prepoznati objekat na slici, kao i njegov polozaj i
orijentacija.

U obradi slike, ivica moze da se tumaci kao jedna klasa singulariteta, koji se
karakteriSu kao prekidi kada gradijent tezi ka beskonacnosti. Medutim, podaci
na slici su diskretni, pa se ivica na slici definiSu kao lokalni maksimum gradijenta.

UveSéemo pojam ivi¢ne tacke.

Ivicna tacka je piksel na kom se javlja nagla promena intenziteta boja ili osve-
tljenja u odnosu na njegova 4 susedna piksela.

Mesto na kojem identifikujemo promenu intenziteta boja ili osvetljenja na slici
ima svoju koordinatu [i, j], koja predstavlja redni broj reda i kolone tog mesta.



Ako je na Slici 4.1 tacka p(i, j), onda su njegova 4 susedna piksela:

p-1j-1) | pG-1,j) | pG-1,j+1)

pj-1) | pj | pjD)

pltly-1) | p(itl,j) | ptl, j+1)

Slika 4.1: Tacka p(i,j) i njene susedne tacke

Povezivanje ivica se obi¢no vrsi u smeru kazaljke na satu tako Sto se od ivic-
nih tacaka formira uredena lista.

U sklopu multirezolucijske analize smo spomenuli da signal (u ovom sluéaju sli-
ka) prolazi kroz niskopropusni filter, koji daje detalje o signalu, i visokoprospusni
filter, koji aproksimira signal.

Niskopropusni filter slike nosi znacajan deo energije, ali nije upotrebljiv za vi-
zuelni kvalitet slike. Nasuprot tome, visokopropusni deo slike je upotrebljiv jer u
sebi ima znacajne informacije, ali malu energiju i zbog toga se brzo pretvori u Sum.

Detektor ivica mozemo posmatrati kao visokopropusni filter koji se primenjuje
da bi se izdvojile ivice na slici. Dakle, on nam sluzi za obradu informacija sa slike,
to jest izdvajanja pojedinacnih objekata slike.

Sta zapravo detektor ivica radi? On uzima potrebnu koli¢inu podataka, uglavnom
je smanjuje, zatim filtrira sve nepotrebne informacije i ostavlja samo ivice, koje
treba srediti u uredenu listu.
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4.2 Sum i njegov uticaj na detekciju ivica

Detaljnije, detektor analizira piksele i na osnovu karakteristika boja ili osvetljenja
i odluCuje da li je on ivicni. Kada smo detektovali ivicne tacke onda ih spajamo
kako bismo dobili ivice. Konacno, spajanjem ivica dobijamo liniju koja zapravo
c¢ini konturu objekta na slici.

Postoje razlicite vrste detektora ivica koji su bazirani na principu uskladivanja
lokalnih segmenata slike sa specifi¢cnim Sablonom ivica. Neki od poznatijih su:
Roberts, Sobel, Prewitt, Frei-Chen, Laplacian, i svi su oni efikasni jer su bazirani
na Sablonskoj mrezi 3x3.

U zavisnosti od operatora kojeg koristimo, razlikuju se i promene koje detek-
tujemo na slici. Drugim recima, razli¢iti operatori detektuju razli¢ite promene
zbog razlic¢itog nacina obrade podataka.

4.2 Sum i njegov uticaj na detekciju ivica

Detektori ivica posebno dobro rade ako sablon odgovara ivicama. Medutim,
oni ne uspevaju da obrade slike sa jakim Sumom, pogotovo jer je buka nepredvi-
diva na originalnoj slici, a uglavnom je uzrokovana prenosom ili kompresijom slike.

Postoje razlicite vrste Suma na slici, ali dve najproucavanije vrste su beli Sum
(eng. white noise) i Sum soli i bibera (eng. salt and pepper noise).

Kada postoji Sum na slici, ona je na neki nacin zagadena i prisustvo Suma otezava
da se na takvoj slici prouci detekcija ivica. Zbog postojanja Sumova, detektovane
ivice mogu biti prave ili lazne, bas zbog tih nejasnoca slike. Medutim, uzmimo u
obzir da postoje i ivice koje ne mogu biti otkrivene detekcijom.

Ovaj slu¢aj mozemo videti na primeru Slike 4.2, gde je detekcija slike odradena
na slici:

a) originalna slici

c) slika sa belim Sumom

pa su dobijene:

b) ivice originalne slike posle Canny detektora

d) ivice slike sa belim Sumom posle detektora.
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(b) Edges using Canny detector
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Slika 4.2: Uticaj Suma na slici

Kako bi se smanjio uticaj Suma, od 1979. do 1984. razvile su se dve tehnike.
Prva je Gausovom metodom filtrirati sliku pre detekcije ivica, a druga aproksi-
macija slike glatkom funkcijom.

Mana ovih pristupa je Sto se mozda nece dobiti optimalan rezultat zbog korisce-
nja fiksnog operatora.

1986. je razvijen Canny detektor ivica, koji koristi visefazni algoritam da bi otkrio
ivice Sirokog raspona. Takode, Canny je pokusao da nade optimalno resenje, pa
je 1991. razvio racunarski pristup detekciji ivica. Ideja je da se optimalni detektor
ivica aproksimira prvim izvodom Gausijana.
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4.3 Detekcija ivica pomo¢u malotalasne transformacije

4.3 Detekcija ivica pomoc¢u malotalasne trans-
formacije

U trecoj glavi naveli smo 3 vrste transformacija: Furijeovu, kratkotrajnu Furi-
jeovu i malotalasnu transformaciju, kao i njihove razlike. Malotalasna transforma-
cija se pokazala kao najbolji alat za analizu lokalnih svojstva signala (funkcija).
Pomod¢u nje mozemo znati frekvencijska svojstva funkcije u lokalnom vremen-
skom intervalu.

Furijeova transformacija jeste pogodna za analizu singulariteta, ali globalnih. Ka-
ko smo ivice na slici definisali kao lokalne singularitete, to je glavni razlog zasto
koristimo malotalasnu transformaciju, jer je pomocu nje moguce pronadi ih.

Slika 4.3 e biti originalna slika na kojoj ¢emo detektovati ivice raznim ope-
ratorima.

Malotalasna transformacija karakteriSe lokalnu regularnost signala tako Sto ra-
zlozi signal na blokove koji su dobro lokalizovani u vremenu i frekvenciji. Ovaj
mehanizam je osnova klasi¢nih detektora ivica.

Za ispravnu detekciju svih ivica neophodan je multirezolucijski pristup, u kojem
wavelet transformacija igra kljuénu ulogu. Taj pristup se sastoji od ponovljenih
detekcija ivica na nekoliko razli¢itih skala primenom Gausovog filtra, u cilju po-
stizanja zeljenih performansi. Nakon toga se zapocinje postupak pracenja ivica
od najvise ka najnizoj skali. Zbog nedostatka ovog postupka, koji je zahtevanje
velike koli¢ine memorije pri izvrSavanju, predlaze se iterativni postupak u kome
se odreduje optimalna skala za svaki piksel u slici (iz definicije multirezolucijske
analize imamo iterativne postupke ;). Nakon ovog postupka dobija se finalna
mapa ivica primenom Canny detektora kojeg ¢emo kasnije detaljno objasniti.

Recimo, ako posmatramo funkciju f(z,y), njene ivice su zapravo njeni singu-
lariteti, koji su povezani sa lokalnim maksimumom malotalasne transformacije.

Detekcija ivica pomodu Laplasovog operatora zahteva pre svega odredivanje La-
plasijana slike

Py | P
Ox? oy?

V2 f(x,y)

zatim se detektuju vrednosti Laplasijana za koje se odreduju prolasci kroz nulu.
Mana je Sto se na ovaj nacin ne dobijaju informacije o smeru ivice.
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Slika 4.3: Originalna slika

Laplasov operator se razlikuje od drugih po tome Sto koristi samo jedan ker-
nel (jezgro). Na primer:

-1 -1 -1 0 -1 0
-1 8 -1 ili -1 4 -1
-1 -1 -1 0 -1 0
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4.3 Detekcija ivica pomo¢u malotalasne transformacije

S obzirom da se ovde aproksimira drugi izvod na slici, Laplasov operatov je

Kako bi se smanjio uticaj Suma, slika bi trebalo prvo biti filtrirana. Najc¢esée
se koristi Gausov filter za otklanjanje Sumova. Dobra strana Gausovog filtera je
Sto ne stvara nove ivice, to jest objekte prilikom pojednostavljenja slike ali se
njime mogu neki elementi slike izgubiti.

Zapravo, postoji mogucénost da spojimo Gausov i Laplasov filter i sliku provu-
¢emo odjednom kroz oba filtera.

Pogledajmo sada kod na Slici 4.4. Koristimo Python kako bismo implementi-
rali filtere na sliku.

import cw2
import matplotlib.pyplot as plt

# Open the imoge
img = cv2.imread{cv?.samples.findFile( 'testl.jpg" ), cvZ.IMREAD COLOR)

# Apply gray scale

gray_img = cv2.cviCelor{img, cv2.COLOR_BGR2ZGRAY)

# Apply goussion Blur
blur_img = cv2.GaussianBluri{gray_img, (11, 11}, &)

# Positive Laplaciagn Operator
laplacian = cv2.Laplacian{blur_img, cv2.CV_&4F)

plt.figure{figsize = {28, 15))

plt.title{“Shapes")

plt.imsave( shapes-lap.png’', laplacian, cmap='gray', format="png')
plt.imshow{laplacian, cmap="gray')

plt.show()

Slika 4.4: Gausov i Laplasov filter: kod
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Slika 4.5: Slika posle Gausovog i Laplasovog filtera

Napomena: Ovde koristimo ugradene funkcije iz paketa OpenCV.
(link: https://docs.opencv.org/master/index.html)

Na Slici 4.5 moZemo videti rezultat Gausovog i Laplasovog filtera implemen-
tiranog na slici.

Gradijentni operatori imaju loSiju lokalizaciju jer su im ivice Siroke, dok se kod
drugog izvoda slike, ivice odreduju prolaskom kroz nulu (eng. zero crossing), pa
je lokalizacija mnogo bolja. Ovo moZemo videti na Slici 4.6.
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4.4 Detekcija ivica bazirana na gradijentu

Kao sto smo rekli, postoje razne vrste operatora koji se koriste za detekciju
ivica. Sve te metode se razlikuju u nacinu filtriranja, poboljSavanja ivica, samoj
detekciji i lokalizaciji. Mi ¢emo se fokusirati na detekciji ivica baziranoj na gradi-
jentu i na ivicama (Sobel operator).

4.4 Detekcija ivica bazirana na gradijentu

Kako detektujemo ivice bazirane na gradijentu? Zasto posmatramo izvode?
Ako posmatramo jednu dimenziju slike, prvim i drugim izvodom mogu se videti
nagle promene intenziteta u slici. Te lokalne promene na slici ¢e biti detektovane
kao ivicne tacke.

Primer 2. Recimo, neka je prvi izvod - f = f'(z) = f(z+ 1) — f(x), onda ce
drugi izvod biti:

d2
da?

= fle+2) = 2f(z +1) + f(x)

Dakle, drugi izvod je %f =f'(x)=flz+1)=2f(2) + f(z —1).

Detektore ivica ¢emo posmatrati kao aproksimacije gradijentnih operatora.
Medutim, spomenuli smo da Sum utice nepovoljno na kvalitet, to jest na izracu-
navanje gradijenta, pa je neophodno filtriranje glatkim filterom kroz koji ée slika
proci kako bi se uklonio Sum i neki nerelevantni detalji, pre nego Sto se izracuna
gradijent gradijentnim operatorom.

Gradijent nam daje informaciju o pravcu i amplitudi maksimalne promene svakog
piksela u slici. Uvodi se prag kako bismo dobili ivicne piksele to jest piksele Ciji

intenzitet gradijenta prelazi taj prag.

Gradijent je dvodimenzionalna funkcija prvog izvoda.
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Slika 4.6: Primer prvog i drugog izvoda

Gradijent neke funkcije je mera promene te funkcije, koji takode pokazuje pravac
najbrze promene (videti Sliku 4.7).

Gradijent slike:

Vi) = (5.5 ) = (e h) (@)
vr=[%0 T kLm—[:;i.;,i]
v/ =05

Slika 4.7: Detekcija ivica pomocu gradijenta

Magnituda gradijenta je maksimalna stopa rasta funkcije f(x,y) po jediniénoj
udaljenosti u pravcu gradijenta, ali je nezavisna od pravca ivice.
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4.5 Sobelov operator

Intenzitet (magnituda) gradijenta:
Vi@l =2+ f;

Pravac (smer) gradijenta (maskimalni rast funkcije):

§ = arctan (j:i) (4.2)

Najces¢i operatori bazirani na gradijentu su Robertsov, Pruit, Sobel operator
i drugi.

4.5 Sobelov operator

Pod detekcijom baziranoj na ivicama misli se da se kontura moze detektovati
pomocu iviénih piksela. Udruzivanjem ivicnih piksela dobijamo granicu ili konturu
objekta na slici. lvice se formiraju ukoliko ima znacajne razlike izmedu piksela.

Ovde takode koristimo funkcije gradijenta za detekciju ivica, odnosno za me-
renje promene intenziteta boja, tekstura ili neke druge karakteristike slike. Dakle,
ukoliko se prvi izvod nekog piksela razlikuje od njegovih susednih, onda je detek-
tovan ivicni piksel.

Sada ¢emo detaljnije objasniti Sobelov operator, odnosno njegov algoritam za
detekciju ivica.

Prvo, primetimo da ovaj algoritam koristi aproksimaciju izvoda kako bi detek-
tovao ivice. Sobelov algoritam izracunava gradijent 2D digitalne slike koristedi
dva dvodimenzionalna kernela 3x3 za otkrivanje ivica konture i tako dobija pik-
sele u kojima je vrednost gradijenta maksimalna.
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Posmatrajmo piksel [7, j| i njegove susedne piksele.

Gy a3 Qa2
ar [i,7] as
g a5 A4

Spomenuli smo ve¢ da je magnituda gradijenta data sa:

VI, y)l = 12+ 17,

gde su parcijalni izvodi:
fo = (a2 + casz + aq) — (ap + car + ag),
fy = (ap + car + az) — (ag + cas + ay),
gde je konstanta ¢ = 2.

Sobelov operator koristi dva kernela 3x3 koja sluze za filtriranje podataka.
Dati su na slede¢i nacin:

1 01 1 2 1
G,=|-2 0 2 , Gy=10 0 0
-1 0 1 -1 -2 -1

Operator gradijenta (G, ima nule u srednjoj koloni, Sto znaci da se u ovom slucaju
uporedjuju pikseli iz prve i trece kolone. Takode vidimo da srednje vrednosti 2 i
-2 imaju vedi znacaj odgovarajuceg piksela. Dakle, ovde detektujemo vertikalne
ivice.

Po istom principu, operator gradijenta (G, ima nule u srednjoj vrsti, Sto znadi
da se uporeduju pikseli prve i trece vrste. Tako da ovde detektujemo horizontalne
ivice.

Sobel je jedan od najkorisCenijih detektora ivica. Zasniva se na konvoluciji slike
sa malim, celobrojnim filterom u horizontalnom (G,) i vertikalnom (G,) pravcu
i zbog toga je i jeftin u smislu izraCunavanja.
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4.5 Sobelov operator

Konvolucija je matematicki operator koji od dve funkcije f i g proizvodi tre-
¢u koja predstavlja koli¢inu preklapanja izmedu funkcije f i okrenute i translirane
funkcije g.

Definicija 21. Neka su f i g funkcije Ciji je domen ceo R. Konvolucija funkcija
fig, uoznaci f* g, definiSe se sa:
(f9)(t) = [t =s)g(s)ds,t € R, (43)

—0o0

Sustinsko svojstvo konvolucije je da se ona Furijeovom transformacijom transfor-
miSe u mnozenje u frekvencijskom domenu, sto je od klju¢nog znacaja za primene
u obradi signala, ali i u diferencijalnim jednacinama.

Teorema 18. Za svako f,g € L'(R) N L*(R) vazi:

F(fxg)(w) = 2nF(f)(w) - Flg)(w) (4.4)

Sobel filter nam istovremeno pruza diferenciranje (uz pomo¢u kojeg pronalazimo
ivice) i zagladivanje (koje smanjuje Sum).

Na Slici 4.8 je prikazan kod Sobelovog filtera kojeg smo implementirali u Python-
u.

Napomena: Ovde koristimo ugradene funkcije iz paketa OpenCV.
(link: https://docs.opencv.org/master/index.html)

U kodu na slici 4.8 prvo primenjujemo sive tonove (eng. gray scale), zatim defi-
niseno kernele za horizontalni i vertikalni operator gradijenta, pa onda prelazimo

preko slike i raéunamo gradijente.

Na slici 4.9 moZemo videti rezultat Sobelovog filtera implementiranog na slici.
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import numpy as np
from PIL import Image
import matplotlib.pyplot as plt

# Open the image
img = np.array({Image.open( 'test.jpg"}).astype(np.uintg)

# Apply gray scale
gray_img = np.round(@.299 * img[:, :, @] +
8.587 * img[:, :, 1] +
8.114 * img[:, :, 2]).astype{np.uints)

# Sobel operator

h, w = gray_img.shape

# define filters

horizontal = np.array([[-1, &, 11, [-2, &, 2], [-1, @&, 1]]) # s2
vertical = np.array([[-1, -2, -1], [®, @, @], [1, 2, 1]]) # s1

# define images with @s
newhorizontalImage = np.zeros{{h, w))
newverticalImage = np.zeros{{h, w))
newgradientImage = np.zercs{{h, w))

# offset by 1
for i in rangef1, h - 1}):
for j in range(l, w - 1):
horizontalGrad = (horizental[e, @]
(horizentalle, 1]
(horizental[e, 2]
(horizental[1, @]
(horizental[1, 1]
(horizental[1, 2]
(horizental[2, @]
(horizental[2, 1]
(horizental[z, 2]

gray_img[i - 1, § - 11} + \
gray_img[i - 1, 1) + \
gray_img[i - 1, § + 11} + \
gray_img[i, J - 1]} + %
gray_img[i, 71} + \
gray_img[i, j + 11} + %
gray_img[i + 1, j - 1]} + \
gray_img[i = 1, J1) + %
gray_img[i + 1, § + 1]}

WOWOW W W W W % W

newhorizontalImage[i - 1, j - 1] = abs{horizontalGrad}

verticalerad = {vertical[e, 2]
{vertical[e, 1]
{wvertical[e, 2]
{vertical[1, @]
{vertical[1l, 1]
{vertical[1l, 2]
{vertical[2, @]
{wvertical[2, 1]
{vertical[z, 2]

gray_img[i - 1, J - 1]} =+
gray_img[i - 1, JI) + %
gray_img[i - 1, j + 1]) + \
gray_img[i, 7 - 1]) + %
gray_img[i, 31} + 1
gray_img[i, j + 1]) =+ \
gray_img[l + 1, J - 1]) + &
gray_img[i + 1, j1) =+ \
gray_img[i + 1, j + 1])

newverticalImage[i - 1, j - 1] = abs{wverticalcrad)

# Edge Mognitude
mag = np.sqrit(pow(horizontalarad, 2.8) + pow(verticalerad, 2.4))
newgradientImage[i - 1, j - 1] = mag

plt.figure{figsize = (28, 15))

plt.title( " 'scbel_edge detection.png')

plt.imsave( scbel.png', newgradientImage, cmap='gray', format="png')
plt.imshow{newgradientImage, cmap='gray')

plt.show()

Slika 4.8: Sobelov filter: kod
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4.5 Sobelov operator

sobel_edge_detection.png

200

400

800

Slika 4.9: Slika posle Sobelovog filtera
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4.6 Kanijev (Canny) operator

Canny operator je jedan je od najpoznatijih detektora ivica koji je otkrio John
F. Canny 1986. godine.

Canny je poku$ao da nade optimalno (numeri¢ko) resenje za kriterijume idealnog
detektora ivica koji glase ovako:

1. vise pravih nego laznih detekcija ivica
2. svaka ivica je Sirine jednog piksela
3. dobra lokalizacija

Canny algoritam se sastoji iz nekoliko delova.

Prvi deo je potiskivanje Suma. Ugladivanje slike se radi Gausovim filterom. Gau-
sovom funkcijom dobijamo kompromis izmedu osetljivosti na Sum i lokalizacije.

Drugi deo je racunanje gradijenta. To mozemo uraditi nekim operaterom, re-
cimo Sobelom jer smo njega spomenuli.

Dakle, ako filtriramo sliku Sobelovim kernelom u vertikalnom i horizontalnom
pravcu, dobi¢emo prve izvode G, i G, pomocu kojih ¢emo izracunati gradijent

(4.1)) i smer ivice za svaki piksel (4.2)).

Treci korak je potiskivanje ne-maksimuma. Posto sada imamo magnitudu i pra-
vac gradijenta, vrsi se potpuno skeniranje slike kako bi se uklonili pikseli koji ne
predstavljaju ivicu. To radimo tako Sto za svaki piksel proveravamo da li je lokalni
maksimum u njegovoj blizini i to u smeru gradijenta. Ako jeste, onda piksel ide
u sledeci i poslednji korak, a ako nije potiskuje se. Na kraju, dobijamo slomljene
tanke ivice koje treba popraviti.

Cetvrti i poslednji korak je dodatno (naknadno) poredenje sa pragom (eng. Hyste-
resis Thresholding). Zadaju se dve vrednosti praga, visi i nizi. Ideja je da svi pikseli
koji predu visi prag su sigurne ivice, a pikseli koji predu nizi prag su potencijalne
ivice, a piskeli koji su ispod nizeg praga se odbacuju. Potencijalne ivice se zadr-
Zavaju u slucaju da su povezane sa nekom sigurnom ivicom, u suprotnom one se
isto odbacuju.
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4.6 Kanijev (Canny) operator

Poslednji korak takode uklanja Sumove malih piksela pod pretpostavkom da su
ivice dugacke linije.

Na Slici 4.10 je prikazan kod Kanijevog filtera kojeg smo implementirali u Python-
u.

Napomena: Ovde koristimo ugradene funkcije iz paketa OpenCV.
(link: https://docs.opencv.org/master/index.html)

import cv2
import matplotlib.pyplot as plt

# Open the imagge
img = cv2.imread{'testl.jpg")

# Apply Canny

edges = cv2.Canny(img, 188, 228, 3, L2gradient=True)

plt.figure(figsize = (28, 15))

plt.title{ 'Canny_edge detection')
plt.imsave('Canny_edges.png', edges, cmap='gray
plt.imshow{edges, cmap="gray')

plt.shou()

, format="png")}

Slika 4.10: Kanijev (Canny) filter: kod

OpenCV stavlja sve gore navedene korake u jednu funkciju, cv.Canny().
Za tu funkciju su nam potrebna Cetiri inputa: slika, nizi prag, visi prag, velicina
Sobel kernela (po difoltu je 3) i jednacinu za pronalaZenje magnitude gradijenta.

Na Slici 4.11 mozemo videti rezultat Kanijevog filtera implementiranog na slici.
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Canny_edge_detection

Slika 4.11: Slika posle Kanijevog (Canny) filtera
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Zaklju¢ak

Furijeovom transformacijom mozemo videti koje frekvencije postoje u po-
smatranom signalu, ali ne i u kom vremenu se te promene javljaju. Uz pomo¢
kratkotrajne Furijeove transformacije, signal je moguce lokalizovati u vremensko-
frekvencijskoj ravni. Prednost kratkotrajne Furijeove transformacije je moéunost
posmatranja frekvencije signala po delovima, takozvanim prozorima cija je ma-
na nemoguénost prilagodavanja Sirine. Tako dolazimo do malotalasne ili vejvlet
(eng. wavelet) transformacije koja omogucava uskladenost veli¢ine prozora sa
frekvencijom i tako dobijamo sve potrebne informacije o signalu.

Savremene metode multirezolucijske detekcije ivica bazirane su na wavelet trans-
formaciji, koja omoguéava multirezolucijsku predstavu slike. Metode koriste tu
osobinu wavelet transformacije da bi se istovremeno analizirala struktura slike na
malim i velikim skalama, i da bi se kombinovale informacije o ivicama sa razlicitih
skala.

Osnovu ovog rada Cini detekcija ivica na slici. lako je za detekciju najveceg broja
ivica u slici neophodno analizirati sliku na nekoliko skala, klasi¢ni detektori ivica
ne sadrze niskopropusni filtar za uklanjanje Suma, vec se izvrSava samo diferen-
ciranje slike (detektori bazirani na gradijentu, Sobel). Canny detektor je baziran
na Gausovom filteru.

Primena detekcije ivica na slici je pre svega izloZzena kroz navedenih operatora i
dodatno implementirana u Python-u pomocu kodova tih operatora.






63






Bibliografija

[1] Stephane Mallat, A Wavelet Tour of Signal Processing, The Sparse Way
Burlington, MA, 2009 by Elsevier Inc.

[2] Nenad Teofanov, Predavanja iz primenjene analize, Zavod za udzbenike
Beograd, 2011.

[3] Jun Li, Thesis, Wavelet Approach to Edge Detection, Huntsville, Texas,
August, 2003.

[4] Maria Cristina Pereyra, Lesley A. Ward Harmonic Analysis From Fourier to
Wavelets, USA, 2012. by the American Mathematical Society

[5] Maja Ljubisi¢, Master rad, Teorija malih talasa sa nekim primenama u
ekonomiji, Novi Sad, 2018.

[6] Sladana Mandi¢, Master rad, Primena malih talasa i unakrsne malotalasne
analize u ekonomiji, Novi Sad, 2020.

[7] David F. Walnut, An introduction to Wavelet Analysis, Birkhauser
Boston, 2002.

[8] dr L. Stefanovi¢, mr B. Randelovi¢, mr M. Mateji¢, Teorija redova za
studente tehnickih nauka, Nis, 2013.






Biografija

Marijana Misi¢ je rodena 8. septembra 1994. godine u Somboru. Zavrsila je
Osnovnu skolu "Bora Stankovi¢"u Karavukovu, kao nosilac Vukove diplome.
Zatim je upisala saobracajnu Skolu "Pinki", smer tehni¢ar PTT saobradaja, u
Novom Sadu, koju je 2013. godine zavrsila sa odli¢nim uspehom.

Iste godine upisala je osnovne studije na Prirodno-matematickom fakultetu u
Novom Sadu, smer matematika finansija. Takode, upisala je master studije na
istom fakultetu 2017. godine.

Predvidene ispite sa master studija polozila je 2019. godine i time stekla uslov
za odbranu master rada. Ubrzo nakon toga, pocinje praksu u firmi Synechron, a
zatim je zaposljena iste godine kao test konsultant. Posle dve godine radnog
iskustva pronalazi vreme za pisanje master rada.






Klju¢na dokumentacija

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Marijana Misi¢

AU

Mentor: dr Nenad Teofanov

ME

Naslov rada: Malotalasna transformacija i viseskalna detekcija ivica
NR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)

JP

Jezik izvoda: s / en

JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija
ZP

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2021

GO

lzdavac: Autorski reprint

1Z

Mesto i adresa: Novi Sad,

MA

Fizicki opis rada: (5/67/8/0/18/0/0)(broj poglavlja/broj strana/broj
literarnih citata/broj tabela/broj slika/broj grafika/broj priloga)
FO:

69



Klju¢na dokumentacija

Nauéna oblast: Matematika
NO
Naucna disciplina: Teorija malih talasa
ND
Kljucne reci: transformacija, signal, vejvlet, filter, multirezolucija,
dekompozicija, ivica, slika, detekcija, operator
PO, UDK
Cuva se: U biblioteci Departmana za matematiku i informatiku,
Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu
Cu
Vazna napomena:
VN
lzvod: Ovaj rad se bavi detekcijom ivica na slici pomocu malotalasne
transformacije. U prvom delu rada navode se razni tipovi koncergencije i njihove
povezanosti. U drugom delu rada uvodi se pojam malih talasa (vejvleta) i
kontinualne i diskretne vejvlet transformacije. Povezuju se malotalasna
transformacija sa Furijeovom i kratkotrajnom Furijeovom transformacijom i
istiCu se njihove razlike. Zatim je objasnjen koncept multirezolucijske analize. U
trecem delu rada objasnjena je LipSicova regularnost. Poslednja i sustinska
glava objasnjava pojam ivica i detekcija ivica. Navode se razni operatori
pomocu kojih se detektuju ivice, a detaljno se objasnjava Sobel i Canny
operator. Primena detekcije ivica na slici je pre svega izlozena kroz navedenih
operatora i dodatno implementirana u Python-u pomoéu kodova tih operatora.
1Z
Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 15.08.2019.
DP
Datum odbrane:
DO
Clanovi komisije:
CK

Predsednik: dr Ljiljana Teofanov , redovni profesor Fakulteta tehnickih nauka
u Novom Sadu

Mentor: dr Nenad Teofanov, redovni profesor Prirodno-matematickog
fakulteta u Novom Sadu

Clan: dr Milica Zigi¢ , vanredni profesor Prirodno-matemati¢kog

fakulteta u Novom Sadu

70



Key Documentation

UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master's thesis
CC

Author: Marijana Misic¢

AU

Mentor: dr Nenad Teofanov
MN

Title: Wavelet transform modulus maxima and multiscale edge detection
TI
Language of text: Serbian (Latin)

LT

Language of abstract: s / en

LA

Country of publication: Republic of Serbia
CP

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2021

PY

Publisher: Author’s reprint

PU

Publication place: Novi Sad,

PP

Physical description: (5/67/8/0/18/0/0)(chapters/ pages/ quotations/
tables/ pictures/ graphics/ enclosures)
PD

71



Key Documentation

Scientific field: Mathematics
SF
Scientific discipline: Wavelet theory
SD
Subject/Key words: transform, signal, wavelet, filter, multiresolution,
decomposition, edge, image, detection, operator
SKW
Holding data: The Library of the Department of Mathematics and
Informatics, Faculty of Science and Mathematics, University of Novi Sad
HD
Note:
N
Abstract: This master thesis is about edge detection by using wavelet
transform. The first part of the thesis presents the notion of different types of
convergence and their connection. In the second part of the thesis, wavelet,
continuous and discrete wavelet transform are introduced. The relation between
wavelet transform, Fourier and Short-time Fourier transform is established.
Further, the concept of multiresolution is explained. In the third part of this
thesis, Lipschitz regulatiry is explained. Tha last and essential part of the thesis
explains the concept of egde and edge detection. The various operators which
are used for egde detection are listed, and the Sobel and Canny operator is
explained in detail. Usage of edge detection is exposed through the above
mention operators and additionally, implementation of operations are presented
by Python's code.
AB
Accepted by the Scientific Board on: 15.08.2019.
ASB
Defended:
DE
Thesis defend board:
DB

President: dr Ljiljana Teofanov, full professor at Faculty of Technical
Sciences in Novi Sad

Mentor: dr Nenad Teofanov, full professor at Faculty of Science in Novi Sad

Member: dr Milica Zigi¢, associate professor at Faculty of Science in Novi
Sad

72



	Predgovor
	Razni tipovi konvergencije
	Konvergencija brojnog reda
	Tačkasta konvergencija
	Uniformna konvergencija
	Konvergencija u normi prostora L1
	Konvergencija u normi prostora L2

	Uvod u malotalasnu transformaciju
	Furijeova transformacija
	Kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT)
	Malotalasna (wavelet) transformacija
	Diskretna malotalasna (vejvlet) transformacija
	Multirezolucijska analiza


	Lipšicova regularnost
	Definicija Lipšica i Furijeova analiza
	Talasi sa anulirajućim momentima (eng. vanishing moments)
	Merenje regularnosti talasima

	Detekcija ivica na slici
	Ivica i detekcija ivica
	Šum i njegov uticaj na detekciju ivica
	Detekcija ivica pomoću malotalasne transformacije
	Detekcija ivica bazirana na gradijentu
	Sobelov operator
	Kanijev (Canny) operator

	Zaključak
	Literatura
	Biografija
	Ključna dokumentacija

