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Predgovor

Glavna tema ovog rada je teorema Borsuk-Ulama, jedna od najpoz-
natijih teorema u algebarskoj topologiji. Sama formulacija teoreme pri-
pisuje se Stanislavu Ulamu, poljskom matematic¢aru, pripadniku lavovske
matematicke skole ¢iji su se ¢lanovi tridesetih i ¢etrdesetih godina XX
veka okupljali u ¢uvenom Skotskom kafeu u Lavovu (tadasnja Poljska,
danas Ukrajina) kako bi diskutovali o razli¢itim problemima, pre svega
iz oblasti topologije i funkcionalne analize. U pomenutom kafeu Ulam je
postavio hipotezu koju ¢e 1933. godine dokazati njegov kolega i suna-
rodnik Karol Borsuk u radu [6] i koja tada dobija danas dobro poznat
naziv: teorema Borsuk—Ulama.

Zahvaljujuéi jednostavnoj formulaciji, slikovitoj interpretaciji i Siro-
koj primenljivosti nije neuobicajeno to sto je velik broj radova posvecen
istrazivanju posledica teoreme Borsuk-Ulama i moguénostima njene pri-
slikovitog prikaza teoreme posluzimo se analogijom iz svakodnevnog zivo-
ta. Zamislimo da smo izduvali gumenu loptu za plazu i , spljeskali” je
tako da lezi u ravni. Tada sigurno postoje dve tacke na povrsi lopte koje
leZe jedna na drugoj, a koje su bile dijametralno suprotne (antipodalne)
dok je lopta bila naduvana. Drugo popularno tumacenje je da u svakom
trenutku na Zemlji postoje dve lokacije koje se nalaze na dijametralno
suprotnim krajevima planete takve da imaju istu temperaturu i vazdusni
pritisak (ili jednaka bilo koja druga dva meteoroloska parametra pod
pretpostavkom da se neprekidno menjaju).

Slika 1: Skotski kafe u Lavovu.
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1 Osnovni pojmovi

Na samom pocetku uvedimo neke oznake koje ¢emo koristiti u nastavku
rada. Tacke prostora R™ ¢emo oznacavati podebljanim slovima x, vy, z, ...
(specijalno, tacke skupa R oznacavamoisa z,v, z, ...). Sa S™ oznacavamo
jedini¢nu sferu u prostoru R™*!, a sa B™ zatvorenu jedini¢nu loptu u
prostoru R™ u euklidskoj normi || - || ukoliko nije drugacije naznaceno.
Ukoliko su topoloski prostori X i Y homeomorfni piSemo X = Y. Za
x € R" i F zatvoren skup u R” sa dist(x, F') := min{||x — a|| : a € F}
oznacavamo funkciju rastojanja tacke x od skupa F'. Dijametar skupa
A C R™ definisemo kao sup{||z—yl|| : &, y € A}. Sa [n] kraée oznacavamo
skup {1,2,...,n}. Za skup P € R" sa conv(P) oznac¢avamo konveksni
omota¢ skupa P, odnosno najmanji (u smislu inkluzije) konveksni skup
C takav da P C (', odnosno presek svih konveksnih skupova C' takvih
da P CC.

U nastavku dajemo pregled osnovnih definicija i tvrdenja o simplek-
sima i srodnim pojmovima sto ¢e nam biti potrebno u ostatku rada.
Tvrdenja ovde navodimo bez dokaza, a oni se uz naredne definicije mogu
pronadi na primer u [18] i [25]. Za vise detalja o konveksnim politopima
pogledati [12] i [31].

Definicija 1.1. Konveksni politop P je konveksni omota¢ konacnog
skupa tacaka u R™. Ekvivalentno, konveksni politop je presek konac¢no
mnogo zatvorenih poluprostora u R™ koji je pritom ogranicen (u smislu
da ne sadrzi polupravu {x + ty : t > 0} za sve y # 0). Strane politopa
P ¢ine sam P i neprazni preseci P N h gde je h hiperravan takva da se
¢itav P nalazi sa jedne strane h (ovaj drugi tip strana nazivamo pravim
stranama). Unija pravih strana konveksnog politopa P je njegov rub u
oznaci OP.

Definicija 1.2. Skup {ay,...,a,} tacaka u prostoru R™ je u opstem
polozaju ako za proizvoljne realne skalare \g, ..., A, vazi

> Na; =01 ) N =0= (Vi)\ = 0.

i=0 i=0

Ekvivalentno, skup tacaka u R™ je u opstem polozaju ako i samo ako su
vektori a; — ay, ..., a, — ag linearno nezavisni.

Definicija 1.3. Neka je ay, ..., a, niz tacaka u R" u opstem polozaju.



Geometrijski n-simpleks odreden tackama ay, ..., a, je skup
n n
o"={xeR™:x=> Na;, Y N\ =1 pricemu (Vi)\; > 0}.
i=0 i=0
Koristimo i oznaku ¢” = (ay, ..., @,). Primetimo da, ekvivalentno, sim-
pleks 0™ mozemo definisati kao konveksni omotac¢ skupa od n+ 1 tacaka
u opstem polozaju u R™. Tacke ay, ..., a, nazivaju se temena simpleksa
0", a broj n je njegova dimenzija, u oznaci dim(c™) := n. Skup temena
simpleksa o™ oznacavamo sa V' (0™). Brojevi Ay, ..., A, su baricentricke ko-
ordinate tacke . Specijalno, prazan skup () smatramo simpleksom koji
nema definisanu dimenziju. Takode, ukoliko nije bitno naglasiti dimen-
ziju simpleksa koristimo i oznaku o.

B G N

Slika 2: Primeri geometrijskih 0—, 1—,2— i 3— simpleksa.

Lema 1.4. Neka je o simpleks. Baricentricke koordinate tacke x € o su
jedinstvene. O

Definicija 1.5. Neka je o simpleks. Konveksni omota¢ proizvoljnog
skupa A C V(o) naziva se strana simpleksa o. Strana simpleksa je i sama
simpleks dimenzije k = |A| — 1 i nazivamo je joS i k-strana. (dim (o) —1)-
stranu simpleksa o nazivamo i lice simpleksa o. Ako je simpleks 7 strana
simpleksa o, piSemo 7 < ¢. Unutrasnjost simpleksa o = (ay, ..., a,) je
skup

int(o) ={) _Na;: > N\ =1lizasvakoi€ [n] je \; > 0}.
=0 i=1
Skup 0o := ¢ \ int(o) nazivamo rub simpleksa o.

Definicija 1.6. Geometrijski simplicijalni kompleks A u R™ je kona¢na
familija simpleksa u R™ takva da:

(SK1) svaka strana simpleksa iz familije A i sama je simpleks te
familije, odnosno

T<oeA=>TEA;



(SK2) presek svaka dva simpleksa iz A je prazan ili je strana
svakog od njih, odnosno

o€ A=1No=0 VvV dp<r7,0takodaTNo=p.

U nastavku ¢emo koristiti i termine geometrijski kompleks ili samo kom-
pleks. Skup temena kompleksa A u oznaci V(A) je unija skupa temena

svih simpleksa iz A. Dimenzija geometrijskog simplicijalnog kompleksa
A definise se kao

dim(A) := max{dim(o) : 0 € A}.

Unija svih simpleksa simplicijalnog kompleksa A je poliedar kompleksa
A i oznacava se sa [|A||.

Definicija 1.7. Potfamilija A simpleksa simplicijalnog kompleksa A
koja zadovoljava uslove iz definicije 1.6 naziva se potkompleks kompleksa
A (odnosno i sama kolekcija simpleksa A je simplicijalni kompleks).

Lema 1.8. Neka je A simplicijalni kompleks. Za svaku tacku © € A
postoji jedinstveni simpleks o € A takav da je x € int(c). Za takav
simpleks koristimo oznaku supp(x) i nazivamo ga nosac tacke x. O

Lema 1.9. Skup svih strana simpleksa o je simplicijalni kompleks. [

Definicija 1.10. Neka je X topoloski prostor. Simplicijalni kompleks A
takav da je X = ||All (gde je ||Al| posmatrano kao potprostor od R™)
naziva se triangulacija prostora X.

Definicija 1.11. Kazemo da je konveksni politop P simplicijalni ako su
sve njegove prave strane simpleksi.

Skup pravih strana svakog simplicijalnog politopa P ¢ini simplicijalni
kompleks. Rub d-dimenzionalnog konveksnog politopa P je homeomorfan
sferi S%~! pa nam prethodna definicija daje razli¢ite triangulacije sfere.
Uvedimo posebnu klasu politopa koji ¢e nam biti od koristi u nastavku
rada.

Definicija 1.12. Neka je {ey, ..., €4} standardna baza prostora R¢. Tada
konveksni omotac¢ skupa {e;, —ey, ..., €5, — €4} nazivamo d-dimenzionalni
hiperoktaedar (slika 3).



Slika 3: Hiperoktaedri dimenzija 1,2 i 3.

Uvedimo sada apstraktnu (kombinatornu) verziju simplicijalnog kom-
pleksa. Naredna definicija i definicija 1.6 opisuju sustinski isti matemati-
¢ki objekat, a u zavisnosti od potrebe ¢emo u nastavku posmatrati sim-
plicijalni kompleks u svetlu jedne ili druge definicije.

Definicija 1.13. Apstraktni simplicijalni kompleks je ureden par (V, K)
gde je V neki skup, a K C P(V) familija podskupova od V takva da
vazi
FeK N GCF=GeK.

U nastavku ¢emo koristiti i termin apstraktni kompleks. Skupovi iz K
nazivaju se apstraktni simpleksi, a dimenzija apstraktnog kompleksa K
se definiSe kao dim(K) := max{|F|—1: F € K}. Pretpostavljamo da je
V = UK, pa umesto oznake (V, K) koristimo samo oznaku K, a V(K)
je odgovarajué¢i skup temena.

Jasno je da svakom geometrijskom simplicijalnom kompleksu A odgo-
vara apstraktni K nad skupom temena svih simpleksa iz A. Skupovi iz
familije K su tacno skupovi temena simpleksa iz A. Tako geometrijskom
simplicijalnom kompleksu sa slike 4 odgovara apstraktni kompleks

{0, {1}, {23, {3}, {4}, {5}, {1, 2},
{1,3},{2,3},{3,4},{3,5},{4,5},{1,2,3}}.

Za poliedar kompleksa A se moze reéi i da je poliedar odgovarajuceg
apstraktnog kompleksa K.

Takode, svaki apstraktni simplicijalni kompleks (V, K') ima svoju ge-
ometrijsku reprezentaciju. Neka je n := |V —1| i neka je 0™ n-dimenzional-
ni simpleks. DefiniSemo potkompleks kompleksa ¢” (lema 1.9) sa A :=

{conv(F): F € K}.

Definicija 1.14. Neka su K i L apstraktni simplicijalni kompleksi. Sim-
plicijalno preslikavanje iz K u L je preslikavanje f : V(K) — V(L)
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Slika 4: Geometrijski simplicijalni kompleks kom odgovara dati apstrak-
tni kompleks.

koje preslikava simplekse na simplekse, odnosno f(F') € L za sve F' €
K. Bijektivno simplicijalno preslikavanje ¢iji inverz je takode simpli-
cijalno preslikavanje je izomorfizam izmedu apstraktnih simplicijalnih

kompleksa. Ako on postoji izmedu kompleksa K i L pisemo K = L.

Ovako definisanom preslikavanju f izmedu simplicijalnih kompleksa
mozemo prirodno pridruziti odgovarajuée preslikavanje || f|| izmedu nji-
hovih poliedara (i odgovarajué¢ih geometrijskih kompleksa). Ideja je da
dodefiniSemo f na svakom simpleksu na sledec¢i nacin.

Definicija 1.15. Neka su A; i A,y geometrijski kompleksi, a K; i K»
odgovarauci apstraktni kompleksi. Neka je f : V(K;) — V(K3) simplici-
jalno preslikavanje iz kompleksa K; u K,. Tada definiSemo preslikavanje

LA A = (1 Azl

tako Sto prosirimo f sa temena na unutrasnjosti simpleksa u A;. Naime,
za svako x € ||A1] postoji nosa¢ o = supp(x) € A;. Neka je 0 =
(Vo, ., ) 1 @ = X8 o asv; gde je oy, ..., > 01 F o = 1. Sada
definisemo || f||(z) := SF , as f(vy).

Teorema 1.16. Neka je [ simplicijalno preslikavanje. Tada je || f]| :
|A1]| = [|Az]| neprekidno. Ako je f injektivno, tada je i || f|| injektivno.
Ako je f izomorfizam, tada je ||f|| homeomorfizam. ]

Napomena: triangulacija topoloskog prostora X iz definicije 1.10 se
moze posmatrati i kao apstraktni simplicijalni kompleks. U nastavku
simplicijalne komplekse podrazumevamo u apstraktnom smislu ako ko-
ristimo latini¢ne oznake K, L, M, ... (ukoliko nije drugacije naznaceno),
a odgovarajuce poliedre oznacavacemo sa || K| za apstraktni kompleks
K (definicija ima smisla do na homeomorfizam imajué¢i u vidu teoremu
1.16). Medutim, treba imati u vidu da granica izmedu geometrijskih i
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apstraktnih kompleksa nije uvek striktna sto je i opravdano buduéi da se
radi o istom matematickom objektu posmatranom iz dva aspekta. Stoga,
ukoliko govorimo o geometrijskim osobinama apstraktnih kompleksa iz
konteksta ¢e biti jasno o kojim geometrijskim reprezentacijama je rec¢
¢ime izbegavamo komplikovan zapis koji bi nastao uvodenjem velikog
broja oznaka.

Definicija 1.17. Neka je (P, <) parcijalno ureden skup. Sa A(P) oznaci-
mo simplicijalni kompleks ¢ija su temena elementi skupa P i ¢iji simpleksi
su svi lanci iz (P, <).

Definicija 1.18. Neka je K simplicijalni kompleks. Tada sa P(K) ozna-
¢avamo parcijalno ureden skup ¢iji su elementi svi neprazni simpleksi iz
K, a uredenje inkluzija.

Simplicijalnom kompleksu sa slike 5 (gore) odgovara dati parcijalno
uredeni skup (sredina), dok njemu odgovara dati kompleks (dole).

Definicija 1.19. Neka je K simplicijalni kompleks. Simplicijalni kom-
pleks sd(K) := A(P(K)) naziva se (prva) baricentricka podela kom-
pleksa K.

Dakle, temena kompleksa sd(K) su neprazni simpleksi iz K, a sim-
pleksi kompleksa sd(K) su svi lanci simpleksa iz K uredenih relacijom
inkluzije. Geometrijski (i neformalno) gledano, kompleks sd(K) dobi-
jamo tako S$to za svakom simpleksu iz A docrtamo teziste (baricentar)
kao na slici 5 (dole) i povezemo ih na odgovarajuéi nacin. Takode, vazi da
su poliedri || K| i ||sd(K)|| homeomorfni. Baricentricka podela simplici-
jalnog kompleksa sluzi konstruisanju proizvoljno fine triangulacije nekog
poliedra. Sa primenom ovog metoda susres¢emo se u nastavku rada.



[

{1,2,3}

{2,3} {2,4}

{3,4} {4,5}

Slika 5: Ilustracija primera uz definicije 1.17 i 1.18.
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2 Teorema Borsuk—Ulama i njeni
ekvivalenti

Teorema 2.1 (Borsuk—Ulam). Neka je f : S™ — R"™ neprekidno pre-
slikavanje gde je n € N. Tada postoji x € S™ tako da f(x) = f(—x).

Pre nego sto dokazemo ovu teoremu, u nastavku dajemo nekoliko
ekvivalentnih tvrdenja teoremi 2.1. Napomenimo da se rezultati iz ove
sekcije mogu pronadi u [26].

Definicija 2.2. Za preslikavanje f sa domenom S™ kazemo da je anti-
podalno ako je neprekidno i f(—x) = —f(x) za sve & € S™.

Teorema 2.3. Za svako n > 0 sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(BU1) Teorema 2.1.

(BU2) Za svako antipodalno preslikavanje f : S™ — R"™ postoji
x e S" tako da f(x) = 0.

(BU3) Ne postoji antipodalno preslikavanje f : S™ — S™~1.

(BU4) Ne postoji neprekidno preslikavanje f : B® — S"! koje je
antipodalno na rubu, odnosno takvo da zadovoljava f(—x) =
—f(x) za sve x € OB".

(LjS-z) [Ljusternik-Snireljman] Neka su Fy, ..., Fyyq zatvoreni sku-
povi takvi da pokrivaju sferu S™. Tada postoji bar jedan od
njih koji sadrZi par antipodalnih tacaka sa sfere. To jest,
FEN(—=F)#0 za nekoi, 1 <i<n+1.

(LjS-0) Neka su Uy, ...,U,11 otvoreni skupovi takvi da pokrivaju
sferu S™. Tada postoji bar jedan od njih koji sadrZi par
antipodalnih tacaka sa sfere. To jest, U; N (=U;) # 0 za
nekoi, 1 <i<n-+1.
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Dokaz. Dokaz izvodimo po slede¢oj Semi.

(BU1) <=> (BU2) <=> (BU3) <=> (BU4)

N

(LjS-2)

[

(LjS-0)

(BU1) = (BU2). Jasno, jer iz teoreme 2.1 i definicije 2.2 dobijamo
da postoji & € S™ za koje je f(x) = f(—=) i f(—x) = —f(x), pa je
f(@) —o0.

(BU2) = (BU1). Definisimo antipodalno pomo¢no preslikavanje g(x)
:= f(x) — f(—z) i na njega primenimo (BU2).

(BU2) = (BU3). Ako bi postojalo antipodalno preslikavanje iz (BU3),
ono bi bilo razli¢ito od nule za sve € S, sto je kontradikcija sa (BU2).

(BU3) = (BU2). Pretpostavimo da je f : S™ — R"™ antipodalno
preslikavanje svuda razli¢ito od nule. Tada je preslikavanje g : S™ — S™~!
dato sa g(x) := f(x)/||f(z)|| antipodalno, sto je kontradikcija sa (BU3).

(BU3) = (BU4) Primetimo da je projekcija 7 : (x1,...,Zp41) —
(21, ..., ,,) homeomorfizam izmedu gornje hemisfere U = {(x1, ..., ,41) €
S™: Zppq > 0} sfere S™ i lopte B™.

Slika 6: Projekcija m gornje hemisfere U sfere S™ na B™.
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Pretpostavimo da postoji neprekidno preslikavanje g : B" — S™1
koje je antipodalno na rubu B". Defini§imo preslikavanje f : S® — S7~!
sa f(x) == g(n(x) i f(—x) := —g(n(x)) za « € U. Na ovaj nacin defi-
nisali smo preslikavanje f na ¢itavoj sferi S™ (primetimo da je definicija
smislena i za tacke sa ruba 0B™ jer je g antipodalno preslikavanje na
0B"™). Kako je f neprekidno na gornjoj i donjoj zatvorenoj hemisferi, to
je neprekidno i na Citavoj S™ (videti teoremu 2.11 u [18]), a na osnovu
definicije i antipodalno, sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom

(BU3).

(BU4) = (BU3). Pretpostavimo da postoji antipodalno preslikavanje
f : S — S"! Tada bi preslikavanje g : B® — S™ ! definisano sa
g(z) := f(7!(x)) bilo neprekidno na B™ i antipodalno na dB", §to je u
kontradikciji sa polaznom pretpostavkom (BU4).

(BU1) = (LjS-z). Neka je Fi, ..., F,,, zatvoren pokrivaé sfere S
DefiniSemo funkciju f : S — R™ sa f(x) = (dist(x, F}), ..., dist(z, F,)).
Ovo preslikavanje je neprekidno pa na osnovu (BU1) postoji & € S”
tako da f(x) = f(—z). Ako postoji i € [n] tako da je f;(x) = 0 onda
x, —x € F;. U suprotnom x, —x € Fj,,;.

(LjS-z) = (BU3). Primetimo da postoji zatvoren pokriva¢ Fy, ..., F
sfere S"~! takav da nijedan od skupova F1, ..., F,, .1 ne sadrZi par antipo-
dalnih tacaka. Naime, ako posmatramo n-simpleks ¢ u R™ (pri ¢emu
pretpostavimo da 0 € int(0™)), svaku njegovu (n — 1)-stranu (kojih ima
n-+1) projektujemo na sferu S"~*. Ako bi postojalo antipodalno preslika-
vanje f : S™ — S™71 skupovi fTUF)), ..., f7H(Fy1) bi Cinili zatvoren
pokriva¢ sfere S™ takav da ne postoji ¢ € S™ za koje x, —x € f~(F}) za
neko 4, §o je u kontradikeiji sa (LjS-z).

(LjS-z) = (LjS-0). Neka je Uy, ...,Uns1 otvoren pokrivaé sfere S™.
Tada postoji Fi, ..., Fj,11 zatvoren pokrivac sfere S™ takav da je F; C Uj;
za svako i. To je tacno jer za svako & € S™ postoji njegova otvorena
okolina V;, Cije je zatvorenje sadrzano u nekom U;. Posmatrajué¢i pokrivac¢
koji se sastoji od svih V,, iz kompaktnosti sfere S™ dobijamo da postoji
konacan potpokriva¢, pa i gore opisani pokrivac sfere S™ (koji dobijamo
tako $to grupisemo sve V, iz istih U; gde 1 < i < n + 1 i tako dobijene
kolekcije zamenimo njihovim unijama). Tvrdenje sledi na osnovu (L é—z).

v

(LjS-0) = (LjS-z). Neka je Fi, ..., Fj,11 zatvoren pokrivac sfere S™.
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Pretpostavimo da je (ng-z) netacno. U tom slucaju, kako je skupova
F; konacno mnogo i kako je dijametar svakog od njih strogo manji od
2, postoji g9 > 0 takvo da je dijametar svih F; najvise 2 — gy. Za svako
i € [n+1] definidimo otvoren skup U™’® := {@ € S : dist (=, F}) < £0/3}.
Skupovi U; 3 za 1 <17 < n+1 ¢ine otvoren pokriva¢ sfere S™, medutim
kako je i njihov dijametar strogo manji od 2 dobijamo da ne postoje
1<i<n+1lize S" takvoda x,—x € Ufo/g sto je u kontradikciji sa
(LjS-o). O

Napomena: Svoju teoremu su Ljusternik i énireljman dokazali 1930.
godine u [24], dok je, kao Sto je ve¢ pomenuto, dokaz Borsuk-Ulama
usledio tek 1933. Medutim, kao Sto je pokazano, ispostavlja se da su
tvrdenja ekvivalentna. U ovom radu da¢emo dokaz verzije (BU4) izveden
primenjujué¢i pomoc¢no tvrdenje poznato kao Takerova lema.

Lema 2.4 (Taker). Neka je T triangulacija lopte B" takva da je na rubu
antipodalno simetricna (tj. takva da ako je o C S"~' = OB™ simpleks
takav da o € T, tada i —o € T). Dodelimo temenima iz T oznake na
sledeci nacin

A V(T) = {-1,41,-2,42,...,—n,+n}

pri cemu vaZi \(v) = —\(—v) za sve v € S™ 1 (i ovde koristimo termin
da je A\ na rubu antipodalno). Tada u triangulaciji T postoji 1-simpleks
¢ija su temena oznacena sa k ¢ —k za neko k € [n].

U nastavku ¢emo dokazati lemu 2.4. Pre dokaza navedimo jos jednu
ekvivalentnu verziju leme 2.4, Sto ¢e nam kasnije biti od kroisti. Najpre
navodimo potrebnu definiciju.

Definicija 2.5. Oznacimo sa <>n_1 apstraktni simplicijalni kompleks
sa skupom temena V(anl) = {+1,—1,...,4+n, —n} pri ¢emu je F C
V(Onfl) simpleks iz O™ kad god vazi da ne postoji i € [n] takvo da
i, —i € F.

Ovako definisan simplicijalni kompleks se u geometrijskom smislu za-
pravo moze posmatrati kao rub n-dimenzionalnog hiperoktaedra (def.

1.12). Jasno, vazi || O || = SnL

Lema 2.6 (Taker). Neka je T' triangulacija lopte B" takva da je na rubu
antipodalno simetricna. Tada ne postoji simplicijalno preslikavanje

A V() = VO™

koje je antipodalno na rubu S™ 1.
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Slika 7: Primer kompleksa <>1.

Drugu verziju Takerove leme smo formulisali kako bismo problem
dokazivanja teoreme Borsuk-Ulama preveli na diskretan oblik ¢iji dokaz
se zasniva na kombinatornim metodama, pri ¢emu ¢emo pratiti plan
dokaza dat slede¢im nizom ekvivalencija i dokazom Takerove leme u
verziji 2.4 ujedno dokazati i teoremu Borsuk—Ulama (pri ¢emu ¢emo na
triangulaciju T nametnuti jos jedan uslov, ali bez uticaja na opstost sto
¢emo kasnije prokomentarisati).

Taker Taker
(verzija 2.4) = (verzija 2.6)

N oo/

(BUA4)

Jasno je da su verzije 2.4 i 2.6 ekvivalentne. Naime, ako bi za datu,
na rubu antipodalno simetri¢nu triangulaciju lopte B™ postojalo simpli-
cijalno i na rubu antipodalno preslikavanje A : V(T') — V(<>n_1) =
{+1,—1,...,+n,—n}, tada bismo na osnovu leme 2.4 dobili da postoji
simpleks iz T Cija je slika {—i,7} za neko i € [n]. Medutim, {—i,1} ¢
<>n71 sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je A simplicijalno. Obratno,
ako u triangulaciji T iz 2.4 ne bi postojao simpleks {—i,i} za neko i € [n]
tada bi preslikavanje A\ bilo na rubu antipodalno i simplicijalno, Sto je
kontradikcija sa tvrdenjem 2.6.

Teorema 2.7. Turdenja teoreme Borsuk—Ulama (verzije (BU4)) i Take-
rove leme su ekvivalentna.

Dokaz.

(BU4)=-(lema 2.6). Primetimo da, ako bi za datu triangulaciju 7'
lopte B™ postojalo na rubu S~ ! antipodalno simplicijalno preslikavanje
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A V(T) — V(<>n_1), onda bi preslikavanje [|A|| : B" — S™! bilo
neprekidno, na rubu antipodalno preslikavanje (teorema 1.16), Sto je
kontradikcija sa (BU4).

(lema 2.4)=-(BU4). Pretpostavimo da postoji neprekidno, na rubu
antipodalno preslikavanje f : B"™ — S™ !, Konstruisa¢emo pogodnu, na
rubu antipodalno simetri¢nu triangulaciju 7" lopte B™ i preslikavanje A
sa osobinama iz formulacije leme 2.4, odakle ¢emo doé¢i do kontradikcije.

DefiniSimo ¢ := 1/y/n. Primetimo da za svako y = (y1,...,y,) € ™!
postoji i € [n] tako da je |y;| > e. Za v € B™ definisimo k(v) := min{i :
|f(v);| > e}, azatim A\ : V(T) — {—1,+1,-2,+2, ..., —n, +n} na slededi
nacin (za buduéu ,, pametno odabranu” triangulaciju 7" lopte B™)

) = {—i—/i('v), ako f(v)xw > 0;
—k(v), ako f(v).w) < 0.

Posto je f antipodalno preslikavanje na rubu 0B", vazi i A\(—v) = —A(v)
za svako teme v sa ruba S"~!. Takode, kako je f neprekidno preslikavanje
na kompaktnom skupu (to jest na B™), ono je i uniformno neprekidno, pa
postoji 0 > 0 tako da iz || @) — @2 ||e < 6 sledi || f(@1) — f(22)]| 00 < 2¢. Po-
smatrajmo proizvoljnu triangulaciju 7" lopte B™ antipodalno simetri¢nu
na rubu za koju vazi max{diam(c) : ¢ € T} < 6 '. Na osnovu leme 2.4
dobijamo da postoji 1-simpleks v/, gde b. u. 0. moZemo pretpostaviti
i = ANv) = =A(v) > 0. Tada je f(v); > e i f(v); < —¢, a kako je vv/
simpleks iz T, odnosno dijametra manjeg od 6, i || f(v) — f(V)|e > 2¢,
dolazimo do kontradikcije. O]

Na osnovu prethodnog dokaza vidimo da je dovoljno da pokazemo
dokaz leme 2.4 za specijalnu kolekciju triangulacija lopte B™ ¢iji dijametri
simpleksa teze nuli (tako ¢emo i dobiti dokaz teoreme (BU4)). No, time
zapravo pokazujemo da vazi i opsti oblik Takerove leme na osnovu niza
implikacija [lema 2.4 (spec.)] = (BU4) = [lema 2.6] < [lema 2.4].

Dokaz leme 2.4. Umesto lopte B™ u euklidskoj normi za potrebe
dokaza posmatrajmo jedini¢nu loptu u /i-normi, tj. hiperoktaedar B".

'Primetimo da ovakva triangulacija postoji jer uzastopnim vrsenjem baricentricke
podele proizvoljne triangulacije mozemo dobiti triangulaciju ¢iji su svi simpleksi
proizvoljno malog dijametra. Za formalni dokaz ovog tvrdenja pogledati [7] (teorema
7, poglavlje 4).
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Oznadimo sa " triangulaciju B indukovanu koordinatnim hiperravni-
ma, odnosno za svaki simpleks o € " vazi o € <>n_1(: aB™) ili
o = 7U{0} za neko 7 € o (triangulaciju B™ ¢ine strane, ivice i
temena hiperoktaedra B™ i simpleksi odredeni bazom 7 i temenom u
tacki 0).

Slika 8: Primer triangulacije <I>2 hiperoktaedra B2.

Posmatrajmo na rubu antipodalno simetri¢ne triangulacije 7" hiper-
oktaedra B" koje profinjuju " (tj. za svako o € T postoji 7 € "
tako da o C 7, u geometrijskom smislu). Primetimo da za triangulaciju
sa ovom osobinom vazi da su za svako o € T sve koordinate u njegovoj
unutrasnjosti konstantnog znaka. Triangulaciju sa ovim osobinama na-
zovimo spectjalna triangulacija. Ukoliko podemo od proizvoljne speci-
jalne triangulacije T', primetimo da, kao Sto smo ranije spomenuli, uza-
stopnim vrsenjem baricentricke podele na svakom simpleksu iz T' mozemo
dobiti proizvoljno profinjenu specijalnu triangulaciju 7" hiperoktaedra
Br (odnosno, maksimalni dijametar svih simpleksa iz 7" mozemo uciniti
proizvoljno malim), te ukoliko dokazemo Takerovu lemu za specijalne
triangulacije na osnovu dokaza 2.7 dobijamo dokaz teoreme (BU4).

Neka je A : V(T) — {£1,+£2,...,+n} na rubu antipodalno preslika-
vanje koje dodeljuje oznake temenima specijalne triangulacije 7'. Ideja
dokaza je da iz T izdvojimo posebnu klasu simpleksa nad kojom ¢emo
konstruisati graf. Pokazac¢emo da u slucaju da tvrdenje Takerove leme
ne vazi, konstruisani graf ima tac¢no jedan ¢vor neparnog stepena, ¢ime
dolazimo do kontradikcije.

Neka je 0 € T'. Uvedimo oznake

Ao):={A(v):ve V(on)}
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Slika 9: Primer na rubu antipodalno simetri¢ne triangulacije T koja
profinjuje <]>2.

i za neko x € int(o)
S(o)={+i:x;>0,i=1,2,...,n}U{—i:2;,<0,i=1,2,...,n}
Jasno, S(o) ne zavisi od izbora x € o.

Definisimo sada pomenutu klasu simpleksa iz T'. Kazemo da je sim-
pleks o € T sreéan ako vazi S(o) C A(o) (slika 10). Oznacimo k := |S(o)|
i primetimo da za sre¢an simpleks o vazi dim(o) < k jer je k koordinata
tacaka x € int(o) razli¢ito od nule, tj. o lezi u prostoru L, generisanom
koordinatnim osama {x; : i € S(o)ili —i € S(0)}. Sa druge strane
dim(c) > k — 1 jer je bar k temena potrebno da bi o bio sretan. Sre¢an
simpleks o ¢emo zvati jak ukoliko je dim(o) = k — 1 (odnosno ukoliko
su oznake svih njegovih temena potrebne da bi ga uéinile sreénim), a
slab ako je dim(o) = k (Sto znadi da ima ,, teme viska”, odnosno dva isto
oznaCena temena ili postoji teme v € V(o) tako da A(v) = i za neko

i ¢ S(0)).

Definisimo graf G' nad skupom sre¢nih simpleksa u 7" na slede¢i nacin.
Cvorovi ¢ i 7 su susedni ako

(1) o,7 € " = 9B i antipodalno su simetriéni; ili

(2) o je lice simpleksa 7 (tj. dimo + 1 = dim 7) takvo da A(o) = S(71),
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Slika 10: Triangulacija iz primera sa slike 9 sa oznacenim sre¢nim sim-
pleksima.

odnosno oznake temena simpleksa o su dovoljne da uc¢ine simpleks
7 sreénim (kazemo i da skup temena V(o) €ini simpleks 7 sreénim).

Kako je S(0) = ) vidimo da je simpleks {0} sre¢an i slab. Takode,
njegov stepen u grafu G je jednak 1 jer je povezan samo sa 1-simpleksom
u triangulaciji T" kojeg oznaka temena A(0) ¢ini sreénim (ako oznacimo
A(0) =i gde i € {£1,...,£n} tada sused simpleksa {0} lezi na odgo-
varajucoj koordinatnoj poluosi x| odredenoj znakom indeksa 7). PokazZi-
mo da su svi ostali simpleksi o iz G stepena 2. Razlikujemo sledece
slucajeve.

1. Simpleks o je jak. Kako su svi sreéni simpleksi na rubu B™ jaki
razlikujemo dva podslucaja.

1.1 o € dB". Tada je jedan njegov sused simpleks —o (srecan je
i nalazi se na rubu (93") Druga moguénost je da je o lice
nekog simpleksa 7 takvo da skup V(o) ¢ini 7 sreénim. Tada
je k:=dim7 =dimo + 110 i7 senalaze u k-hiperoktaedru
L,NB" (gde je 0 € d(LyN é”)) Primetimo da je 7" := {p €
T : p € Ly} triangulacija za B™ N L,. Zaklju¢ujemo da je o
lice ta¢no jednog slabog k-simpleksa iz 7" C T pri ¢emu ga
skup V(o) ¢ini sreénim. Naravno, nijedno lice simpleksa o nije
sretno (jer je o jak), pa zakljutujemo dg (o) = 2.

12 0 ¢ dB". U tom slucaju o € T" (gde je T" iz prethodnog
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primera) i lice je dva sre¢na k-simpleksa iz 7". Dakle, dg (o) =
2.

2. Simpleks o je slab. Podrazumevamo da je S(o) # ) jer smo slucaj
simpleksa 0 ve¢ prodiskutovali. Ponovo razlikujemo dva podslucaja.

2.1

2.2

Ako je S(o) = A(o), znaci da postoje dva isto obelezena
temena u, v € V(o). Tada je o susedan simpleksima V(T") \
{u} 1 V(T) \ {v}. Pritom, o ne moze biti lice nekog sreé¢nog
simpleksa. Dakle, dg (o) = 2.

Ako postoji i € A(o) \ S(¢), primetimo da onda —i ¢ S(o) C
A(o) jer bi u suprotnom postojao 1-simpleks sa suprotno obele-
zenim temenima. Tada je o lice ta¢no jednog slabog simpleksa
o’ kojeg skup A(o) = S(o) U {i} ¢ini sreénim. U taj simpleks
» ulazimo” krecuci se u pozitivnom smeru z|;-ose polazeci iz
proizvoljne tacke iz int(o) ukoliko je ¢ > 0 ili u negativnom
smeru xj;-ose ako je i < 0. Dakle, 0’ i 0 su susedni u G. Sa
druge strane, lice ¢” simpleksa o odredeno temenima iz S(o)
je sre¢an simpleks, te je susedan sa o. Dakle, dg(o) = 2.

Na osnovu prethodne diskusije dolazimo do zaklju¢ka da postoji samo
jedan ¢vor (simpleks) neparnog stepena u grafu G $to je nemoguée. Time
je teorema dokazana. O]
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3 Primene teoreme Borsuk—Ulama

3.1 Teorema o sendvic¢u sa Sunkom

Osvrnimo se najpre na popularan prikaz ovog problema koji ujedno i
opravdava naizgled nematematicki naslov poglavlja. Zamislimo da je
potrebno podeliti sendvi¢ sa sirom i Sunkom na dva dela jednim rezom
noza tako da svaki deo sadrzi jednaku kolicinu hleba, sira i Sunke. Teo-
rema koju ¢emo dokazati nam garantuje da je to moguce uraditi ma ko-
liko naizgled ,, nepravedna” distribucija ova tri sastojka u sendvicu bila.
Hipotezu je formulisao poljski matematicar Hugo étajnhaus tridesetih
godina XX veka u [28], a dokazao Stefan Banah (u trodimenzionalnom
slu¢aju) i on se moze pronaci u [26].

Opsti oblik teoreme svakako tvrdi mnogo vise. Medutim, da ne bismo
morali zamisljati svet sa d-dimenzionalnim sendvi¢ima (koliko god pri-
mamljivo zvucao zivot u takvom svetu) formalizovaéemo i generalizovati
prethodni problem. U ovom odeljku se od ¢itaoca o¢ekuje osnovno pred-
znanje o teoriji mere (videti npr. [27]).

Definicija 3.1. Kona¢na Borelova mera na R? je mera na R takva da je
svaki otvoren skup merljiv i u(A) < oo za sve A € A gde je A Borelova
o-algebra p-merljivih skupova na RY.

Kao primer jedne kona¢ne mere mozemo posmatrati restrikciju Lebe-
gove mere na neki kompaktan skup C C R? gde je A4(C) > 0 (gde sa \?
oznacavamo Lebegovu meru na RY), to jest, u(X) = M(X N C) za sve
Lebeg-merljive skupove X C R%. Tada je pu(R?) = \(C).

Teorema 3.2 (Teorema o sendvicu sa Sunkom za mere). Neka su p,
s, ..., fta konacne Borelove mere na R? takve da je mera svake hiperravni
jednaka 0 za sve p; Tada postoji hiperravan h takva da

1
pi(ht) = §,u,-(Rd) zai=1,2..,d,

pri cemu sa h™ oznacavamo jedan od poluprostora odredenih sa h.

Dokaz. Posmatrajmo sferu S¢ C R4, Neka je u = (ug, Uy, ..., ug) €
S?. Dodelimo svakom u za koje je u; # 0 za neko i € {1,2, ..., d} polupro-
stor u R? na sledeé¢i nacin

ht(u) == {(21,...,7q) € Rt ugwy + ... +ugrg < up}-
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Kako je ht(—u) = {z € R? : —uywy — ... —ugrg < —ug} = (R
ht(w) U{xz € R : upwy + ... + ugrg = up} := h~(u) moZemo primetiti
da antipodalnim tackama sa sfere S¢ odgovaraju suprotni (zatvoreni)
poluprostori odredeni istom hiperravni. U slucaju da je u oblika u =
(£1,0,...,0) (odnosno ako je u; = 0 za sve i € {1,2,...,d}) prirodno
definisemo

h*(1,0,...,0) := R,
h*t(-1,0,...,0) :== 0.

Definisimo na slede¢i naéin preslikavanje f : S — RY gde je f =
(f1, .-, fa), koje ée nam posluziti kao funkcija na koju ¢emo primeniti
teoremu Borsuk-Ulama:

filw) := pi(h™ (w)).

Ako postoji uy = (ud,ud,...,ul) € S¢ tako da fi(uy) = fi(—ug) za

svako i € [d], odnosno f(ug) = f(—up), imajuéi u vidu da antipodalnim
tackama odgovaraju suprotni poluprostori trazena hiperravan ¢e upravo
biti a := {z € R? : ulzy + ... + ulzg = ul}.

Ukoliko pokazemo jos da je preslikavanje f neprekidno, uslovi teo-
reme Borsuk-Ulama ¢e biti zadovoljeni i postojanje pomenutog wug Ce
slediti.

Pokazimo da za svaki niz {u,},en takav da w, — u, n — oo vazi
filw,) = pi(h™(u,)) = pi(ht(uw)) = fi(u),n — oo. Primetimo da za
svako ¢ € R takvo da x ¢ Oh™(u) postoji dovoljno veliko ng € N tako
da za sve n > ng vazi x € h*(w,) ako i samo ako x € h' (w).

Ako sa x 1 x, oznac¢imo karakteristicne funkcije skupova h*(w) i
h*(u,) na osnovu prethodnog komentara zakljuc¢ujemo da y,(x) — x ()
skoro svuda (osim na rubu Oh*(u) koji je p;-mere nula, za sve i € [d]).
Kako je svaka x, ograni¢ena konstantnom funkcijom g(x) = 1, pri ¢emu
g € L'Y(u;), i € [d] (jer su mere u; konacne), primenjujuéi Lebegovu
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teoremu o dominantnoj konvergenciji? dobijamo

i () = [ xadisi — [ xps = (w), 0 = o,

O
Prethodna teorema za posledicu ima svoju diskretnu verziju koju
¢emo u nastavku dokazati.

Definicija 3.4. Neka je A C R? konacan skup tacaka i h hiperravan.
Kazemo da hiperravan h polovi skup A ako svaki otvoren poluprostor
definisan pomocu hiperravni h sadrzi najvise |]A|] tacaka iz A.

Teorema 3.5 (Teorema o sendvicu sa Sunkom za skupove tacaka). Neka
su Ay, Ay, ..., Ay C R? konacni skupovi. Tada postoji hiperravan h koja
istovremeno polovi svaki od skupova Ay, As, ..., Ag.

Dokaz. Pretpostavimo da su svi skupovi Ay, ..., Ay medusobno dis-
junktni i neparne kardinalnosti i tacke skupa A = A; U ..U A; su
u opstem polozaju (dakle, nikojih d + 1 tacaka ne pripada istoj hiper-
ravni). Kako bismo primenili prethodnu verziju teoreme za mere, za-
menimo svaku tacku skupa A loptom poluprecnika e ¢iji je ona centar.
Skupove koji nastaju ovakvom zamenom tacaka iz A; odgovarajuc¢im
loptama obelezimo sa A$. Pritom, uzmimo ¢ dovoljno malo tako da ne
postoji hiperravan koja sece d+1 lopti iz A® := [J A;. Na osnovu teoreme
3.2 dobijamo da postoji hiperravan h koja polovi skupove A:. Kako je
svaki od skupova A$ unija neparnog broja disjunktnih lopti (te A mora
seCi bar jednu od njih) i kako ravan h sefe najvise d razli¢itih lopti iz
A® zakljucujemo da h sece tacno jednu loptu iz svakog od skupova A:.
étaviée, polovi ih, pa centar svake od njih lezi na hiperravni h. Odatle
zaklju¢ujemo da h polovi i skupove tacaka A:.

Pretpostavimo sada da su tacke skupa A u proizvoljnom polozaju.
Za svako 1 € {1/n}en oznacimo sa A, skup nastao od A; pomeranjem
tacaka za najvise n tako da je skup tacaka A, := A; ,U...UAy, u opStem
polozaju. Za svako ovakvo n na osnovu prethodnog paragrafa postoji

2Nize dajemo formulaciju ove teoreme, a njen dokaz se moze naéi na primer u [27].

Teorema 3.3 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji). Neka je { fp bnen niz
kompleksnih merljivih funkcija na prostoru (X, M, u) sa merom u na o-algebri M.
Neka je f(x) = lim, o0 fn(z), z € X. Ako postoji g € L*(p) tako da je |fn(z)| < g(z)
za svako n € N, x € X, tada je i f € L'(p) i vaZilim, o0 [y fudp = [y fdp.
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hiperravan h, koja polovi skupove A;,. Ravan h, je definisana sa h, =
{zeR?: (a,, x) =b,} gde je a, jedinitni vektor. Kako su vrednosti b,
u ograni¢enom intervalu, za male 7 postoji tacka nagomilavanja (a,b) €
R4 parova (a,, b,) kako n — 0, odnosno postoji podniz (ay,,by,) takav
da (a,,,b,,) — (a,b) za j — oo. DefiniSsimo hiperravan h jednac¢inom
b = (a, ). Tvrdimo da ona polovi svaki od skupova A;. Ako je tacka
2 € R? na udaljenosti 6 od h, postoji dovoljno veliko j € N takvo da je x
na udaljenosti bar 0/2 od h,,. Primetimo da, ako se, na primer, &k tacaka
skupa A; nalazi u jednom otvorenom poluprostoru odredenom hiperravni
h, postoji dovoljno veliko j € N tako da je bar k tacaka skupa A;, u

odgovarajucem otvorenom poluprostoru odredenom hiperravni h,, .

Dakle, imajuéi prethodnu diskusiju u vidu, ako bi se vise od |$]4;]
tacaka naslo u jednom otvorenom poluprostoru odredenom sa h, dosli
bismo do kontradikcije sa ¢injenicom da h,,, polovi skupove A;, . Stoga
h polovi sve skupove A;.

Na kraju, ako su neki skupovi A; parne kardinalnosti, iz svakog od
njih obrisimo proizvoljnu tacku. Zatim, na osnovu prethodne diskusije
vidimo da postoji hiperravan h koja polovi novodobijene skupove. Vraca-
njem obrisanih tacaka i imajuc¢i u vidu definiciju 3.4 ne mozemo nista
pokvariti, odnosno h ¢e poloviti skupove A;. O

Primetimo da je na osnovu teoreme 3.5 moguce da hiperravan h sadrzi
vise od jedne tacke nekog skupa A;. Sledeca teorema nam daje malo
poboljsanu verziju teoreme 3.5 u smislu da uz pretpostavku da su sve
tacke iz A1 U ... U A4 u opstem polozaju mozemo garantovati da postoji
hiperravan h takva da sadrzi najvise jednu tacku iz svakog A;.

Posledica 3.6 (Teorema o sendvicu sa Sunkom za skupove tacaka u
opstem polozaju). Neka su Ay, Ay, ..., Ay C R disjunktni konacni skupovi
tacaka u opstem poloZaju. Tada postoji hiperravan h koja polovi svaki A;
tako da je u svakom poluprostoru odredenom sa h tacno |3|4;|] tacaka
iz A; 1 najvise jedna tacka iz A; pripada hiperravni h.

Dokaz. Posmatrajmo hiperravan h dobijenu na osnovu teoreme 3.5.
Ona na osnovu do sada pokazanog moze sadrzati vise tacaka istog skupa
A; (to je moguée ako su neki A; parne kardinalnosti imajuéi u vidu opsti
polozaj tacaka). Fiksirajmo koordinatni sistem tako da je h hiperravan
odredena izrazom x; = 0. OznaCimo sa B = h N (A; U ..U A,). U
B se nalazi najvise d tacaka u opstem polozaju. Cilj nam je da malo
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pomerimo hiperravan h tako da najvise jedna tacka iz svakog A; ostane
u h. To mozemo da uradimo imajuéi u vidu sledeée: dodavanjem d — | B|
tacaka u h dobijamo skup C' C h od d tacaka u opstem polozaju kojima
je h potpuno odredena. Za svako a € C' biramo tacku a’ takvu da je
a = azasve ac C)\ Bizasve tacke a koje treba da ostanu na h, a
@ =a+c-eili @ =a—c- ey inace. Za dovoljno malo € novodobijene
tacke @’ ostaju u opstem polozaju i odreduju novu hiperravan h = h(a’)
koja ispunjava trazeni uslov. O

3.1.1 Polinomna verzija teoreme o sendvicu sa sunkom i neke
posledice

U ovom poglavlju bic¢e re¢i o metodu resavanja nekih geometrijskih pro-
blema u ravni pri ¢emu ¢emo koristiti polinomnu verziju teoreme o
sendvicu sa Sunkom (rezultat Artura Stouna i Dzona Tukija, videti [19] i
[29]). Ideja je da za zadati skup tacaka u ravni P dodemo do podele ravni
na povezane komponente tako da svaka od njih sadrzi najvise |P|/r ele-
menata iz P za neko r. Pokaza¢emo da postoji polinom stepena O(+/r)
takav da traZenu podelu dobijamo tako §to iz R? izbacimo sve nule tog
polinoma. No, krenimo redom od slede¢e definicije.

Definicija 3.7. Neka su A;, Ay, ..., A, C R? konacni skupovi i neka je
dat polinom f € R[z,y| razli¢it od nule. Kazemo da f polovi skupove
A; ako f > 0 za najvise ||A4;]|/2] tacaka iz A; i f < 0 za najvise ||A4;]/2]
tacaka iz A;.

Teorema 3.8 (Polinomna verzija teoreme o sendvicu sa Sunkom). Neka
D+2

2 )_

1 > s. Tada postoji polinom f € Rlz,y| razlicit od nule, stepena najvise

D Fkoji istovremeno polovi skupove A;.

su Ay, Ay, ..., Ay C R? konacni skupovi i D prirodan broj takav da (

Dokaz. Primetimo prvo da je (D ; 2) broj monoma u polinomu g(x,y) =
> i+ j<p @'y’ , odnosno broj uredenih parova (i, j) za koje je i +j < D.
Neka je k := (D ;r 2) — 1. Dokaz mozemo izvesti uz pretpostavku da je
s = k (jer je svakako s < k). Posmatrajmo preslikavanje ¢ : R? — R*
dato sa

p(2,y) = (@'Y )i<irj<p € R

Definisimo A := ¢(A4;). Na osnovu teoreme 3.5 postoji hiperravan h C
R* koja polovi skupove A;. Neka je jednac¢ina hiperravni h data sa

apo + Zaijzij =0

,J

25



gde su (2y;)1<itj<p koordinatne ose u R¥. TraZeni polinom je tada dat
sa f(z,y) = X j<p aiyr'y’. O

Sada navodimo posledicu teoreme 3.8, rezultat dokazan u [13].

Definicija 3.9. Neka je P skup od n tacaka u ravni i r prirodan broj
takav da 1 < r < n. Kazemo da je f € Rlz,y] r-particioni polinom za
P ako svaka povezana komponenta skupa R \ Z(f) sadrzi najvise n/r
tacaka iz P, gde je Z(f) := {(z,y) € R?: f(z,y) = 0}.

Teorema 3.10. Za svako r > 1 i svaki konacan skup tacaka P C R?
gde je |P| > r postoji r-particioni polinom f stepena najvise O(;/r).

Dokaz. Konstruisemo induktivno kolekcije podskupova skupa P u
oznaci Py, P1, ... takve da za svako j vazi |P;| < 27 na sledeé¢i nadin.
Definisemo P, := {P}. Pretpostavimo da smo konstruisali P; gde je
|P;| < 27. Kako vazi

D+2 .~ (D+2 | |
( ;>—122u:>< ;>>29@(D+2)(D+1)>2~23, (3.1)

imajuéi u vidu nejednakost D? + 3D +2 > D? uzimajuéi D = |2 - 27|
dobijamo da vazi polazna nejednakost (3.1), pa na osnovu teoreme 3.8
postoji polinom f; € R[z,y| stepena najvise v2 - 2/ takav da polovi sve
podskupove skupa P iz kolekcije P;.

Za @) € P; uvedimo oznake Q* za skup tacaka iz () za koje je f; > 0
i Q7 za skup tacaka iz ) za koje je f; < 0. DefiniSemo zatim Pj;; 1=
Ugep,{Q~, Q" }. Takode, |Pj1| < 27 Primetimo i da svaki skup iz
Pj+1 ima najvise |P|/27 tacaka.

Neka je t := [log,r]|. Tada svaki skup iz kolekcije P; ima najvise
|P|/r tacaka. Definisimo polinom f := fifs - f;. Primetimo da nijedna
komponenta povezanosti iz R? \ Z(f) ne sadrzi tacke u i v iz razlic¢itih
skupova iz P; jer, ako bi to bio sluc¢aj, onda bi za neko w sa puta koji
spaja u i v vazilo f; = 0 za neko j pa bi samim tim bilo i f = 0. Dakle,
f je r-particioni polinom za P. Pritom vazi

dea(f) = deg(f) + deg(f) + . + dem(f) < VI3 28 =2Y 2~ 1

j=1 V2 -1
: 2 logy 1 22
23 < 277 =" /r=0 .
V2—-1 —V2-1 \/§—1‘/; (v7)
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O

Prvi problem kom ¢emo posvetiti paznju tice se broja incidencija

datog konacnog skupa tacaka u ravni sa konac¢nim skupom pravih u

ravni. Glavni rezultat u ovom delu je teorema Semeredi-Trotera ¢iji

dokaz pomocu posledice polinomne verzije teoreme o sendvicu sa Sunkom
dajemo u nastavku (videti [19]).

Definicija 3.11. Neka su dati konacan skup tacaka u ravni P i konacan
skup pravih u ravni L. Sa I(P, L) ozna¢avamo broj parova (p,l) € P x L
takvih da p € L.

Teorema 3.12 (Semeredi-Troter). Za sve skupove P i L od, redom, m
razlicitih tacaka © n razlicitih pravih u ravni vazi

I(P, L) = O(mgn% +m+n).
Pre dokaza bi¢e nam potrebne tri pomocne leme.

Lema 3.13. Neka su dati f € Rlxz,y] stepena najvise D i prava | u R
Tada vazi ili 1 C Z(f) ili INZ(f)] < D.

Dokaz. Zapisimo jednacinu prave [ u parametarskom obliku {ut +
v1, ust + vg 1 t € R}. Tacke preseka prave [ i skupa Z(f) su onda nule
polinoma ¢(t) := f(uit + vy, ust + vy). Tada je ili g identicki jednako nuli
ili g ima najvise D = deg(f) resenja. O

Lema 3.14. Neka je dat nenula polinom f € R|x,y| stepena najvise D.
Tada Z(f) sadrzi najvise D razlic¢itih pravih.

Dokaz. Posmatrajmo polinom f kao g(y) := f(z,y) € (R[z])[y] sa ko-
eficijentima iz R[z]. Znamo da postoji b € R tako da g(b) = f(z,b) € R|x]
nije identicki jednako nuli. Samim tim postojiia € R tako da f(a,b) # 0
pa f nije jednak nuli za sve (z,y) € R% Fiksirajmo sada p € R? tako
da p ¢ Z(f). Obelezimo prave sadrzane u Z(f) sa ly,...,l;. Izaberimo
pravu [ koja sadrzi tacku p takvu da nije paralelna ni sa jednom pravom
l1, ..., li; niti sadrzi nijednu tacku preseka l; N1, za neke ¢, j € [k]. Znamo
da prava [ nije sadrzana u Z(f), a takode, na osnovu konstrukcije ima k
preseka sa skupom Ule [;. Na osnovu leme 3.13 dobijamo da je k < D
sto je i trebalo pokazati. O

Lema 3.15. Za sve skupove P i L od, redom, m razlicitih tacaka i n
razlicitih pravih u ravni vazi

I(P,L) <n+m?
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Dokaz. Podelimo skup L na dva dela: skup L' svih pravih koje su
incidentne sa najvise jednom tackom i skup L” pravih koje su incidentne
sa bar dve tacke. Tada je

I(P,L') < |L'| <n. (3.2)

Takode, svaka tacka p € P moze pripadati najvise m — 1 pravoj iz L”
jer postoji m — 1 tacka koje sa p odreduju pravu. Tada je

I(P, L") <m(m—1) <m”. (3.3)
Sabirajuéi (3.2) i (3.3) dobijamo

I(P,L)y=1(P,L')+ I(P,L") < n+m?>.

O
Dokaz teoreme Semeredi—Trotera. Pretpostavimo prvo da je
2
m = n. Definisimo r := n3 (r < n). Na osnovu teoreme 3.10 postoji

r-particioni polinom f takav da je deg(f) = O(\/r) = O(n3). Uvedimo
i oznake Z = Z(f), Py := PN Z, P, := PN C; gde su C; komponente
povezanosti prostora R? \ Z. Kako je f r-particioni polinom, dobijamo
Pl <%= ns gdei=1,2,..,s.

Neka je Lo C L skup onih pravih iz L koje su sadrzane u Z. Napisimo
vrednost (P, L) kao sledeéi zbir

I(P,L) = I(Py, Ly) + I(Py, L'\ L) + Z I(P, L).

i=1

Vaze sledec¢a ogranicenja. Imajué¢i u vidu lemu 3.14 vidimo da vazi
|Lo| < D = deg(f) pa je

I(Py, Ly) < || - |Lo] < n- D = O(n3).

Na osnovu leme 3.13 vidimo da svaka prava moze najvise D puta preseci
Z pa je \
I(Py, L\ Lo) < D-|L\ Lo| < D-n=0(n3).

Ako sa L; C L oznac¢imo sve prave iz L koje sadrze bar jednu tacku iz
P;, primenjujuci lemu 3.15 dobijamo
Y I(P,L) =3 (P Li) < (L] +|B). (3.4)
i=1 '

i=1 =1
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Kako iz leme 3.13 svaka prava sece najvise D + 1 razlicitih skupova P;, u
,najgorem slucaju” je to situacija sa svakom pravom iz L, pa dobijamo

ol

SOIL| < (D + 1n = O(n

i=1

). (3.5)

Takode je

4
3

YIRP < max [Pl Y|P < T on=0(@).  (36)
i=1 i=1 r

ie{l,...,s

Sabirajuéi (3.5) i (3.6) pomoc¢u (3.4) dobijamo

Wl

zs:](PuL) < (D—f—l)n—l—ﬁn:(’)(n ).

r
Ovim je dokaz zavrsen za slucaj m = n.

U slucaju m # n bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je m <
n (obratni slucaj se dokazuje zamenom uloga skupova tacaka i pravih
koristeéi princip dualnosti). Takode moZemo pretpostaviti da je /n < m
jer u suprotnom dokaz direktno sledi iz 3.15 gde dobijamo ogranicenje
klase O(n). DefiniSimo = m3 /n3 i dokaz nastavljamo analogno kao u
sluc¢aju m = n, gde dobijamo ogranic¢enja klase O(mgn%). ]

Jos jedan rezultat koji se dobija kao posledica polinomne verzije teo-
reme o sendvicu sa Sunkom vezan je za problem ogranicenja odozdo prese-
cajuéeg broja® (eng. crossing number) nad unapred fiksiranim skupom
¢vorova u ravni (videti [19]). Pre posledice dajemo definiciju.

Definicija 3.16. Neka je G graf u ravni nad skupom ¢vorova V(G)
takav da su mu sve grane predstavljene kao duzi u ravni sa ¢vorovima
kao krajnjim tackama (geometrijski graf). Presecajuéi broj grafa G je
maksimalan broj grana tog grafa koje je moguce istovremeno preseci
pravom koja ne sadrzi nijednu tacku iz V(G).

Cilj ovog dela rada je da dokazemo slede¢u teoremu.

Teorema 3.17. Nad svakim skupom od n tacaka u ravni se moze kon-
struisati razapinjuce stablo sa presecajuéim brojem O(y\/n). O

3Definiciju presecajuéeg broja za potrebe ovog rada preuzimamo iz [19] iako se u
literaturi taj termin koristi i za neke druge osobine grafa.
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Koristi¢emo i teoreme ¢ije formulacije slede.

Teorema 3.18 (Bezuova teorema [15]). Neka su f, g € R[z,y] polinomi
sa dve promenljive stepena Dy i D, redom. Ako sistem f =g = 0 ima
konacno mnogo resenja, onda ih je najvise DyD, (to jest, Z(f) i Z(g)
se seku u najvise DyD, tacaka). Ako sistem f = g =0 ima beskonacno
mnogo resenja, onda f i g imaju netrivijalni zajednicki faktor. ]

Teorema 3.19 (Harnak [14]). Neka je f € Rlz,y] polinom sa dve
promenljive stepena D. Tada skup Z(f) ima najvise 1+ (Dgl) povezanih
komponenti.

Neka je dat konacan skup tacaka u ravni P. Kako bismo dokazali teo-
remu 3.17, konstruisa¢emo prvo povezan skup X koji se sastoji od lukova
(tj. duzi ili delova algebarskih krivih) koji povezuju tacke iz P. Kazemo
da skup X ima presecajuci broj najvise k ako svaka prava preseca X u
najvise k tacaka (uz eventualno kona¢no mnogo izuzetaka). Za geometri-
jsko razapinjuce stablo nad P definicija se poklapa sa definicijom 3.16.
Koriste¢i narednu lemu moci ¢emo da konvertujemo konstruisan povezan
skup X u razapinjuce stablo, pritom najvise udvostrucujuéi presecajuci
broj.

Lema 3.20. Neka je P skup n tacaka u ravni. Neka je X povezan skup
koji sadrzi P ciji je presecajuci broj najvise k. Tada postoji geometrijsko

razapinjuée stablo nad P (¢ije grane su, dakle, duZi) ¢iji je presecajuci
broj najvise 2k.

Dokaz. Konstruisimo induktivno skup S C X koji ¢e takode povezi-
vati sve tacke iz P na sledec¢i nac¢in. Indeksirajmo tacke skupa P na
proizvoljan na¢in sa pi, ps, ..., pp. Definisimo Sy := {p; }. Pretpostavimo
da smo definisali skup S; € X za {p1,...,p;} 1 izaberimo luk o; C X
takav da povezuje p;y1 sa nekom tackom ¢; € 5; tako da je pritom
a; NS; = {¢;}. Tada definisemo S;41 = S; U a;. Za i = n postavimo
S := S, (slika 11). Presecajuéi broj skupa S je najvise k jer je S C X.

Vidimo da tacke ¢; dele S na kona¢no mnogo lukova. Zamenimo sve
lukove duzima koje spajaju njihove krajnje tacke kao na slici 11 desno.
Presecajuci broj tako dobijenog stabla se ne povecava.

Na kraju eliminisemo tacke ¢; iz stabla i konstruiSemo razapinjuce
stablo nad P pritom najvise udvostruc¢ujuci presecajuci broj. To mozemo
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Pe p3 Pe

P1=4q1

Pa

Slika 11: Tlustracija prvog i drugog koraka iz dokaza leme 3.20.

uraditi tako sto polaze¢i od proizvoljnog ¢vora obidemo citavo stablo,
pritom prolaze¢i svakom granom u oba smera, i povezujuc¢i uzastopno
posecene tacke iz P (pri ¢emu ignorisemo tacke ¢;). ]

Lema 3.21. Neka je P skup od n tacaka u ravni. Tada postoji X C R?
koji sadrzi P, ima najvise n/2 povezanih komponenti i presecajuci broj

O(v/n).

Dokaz. Kako nas zanima asimptotsko ponasanje presecajuceg broja
mozemo zapaziti da za n manje od pogodne konstante (koju ¢emo ka-
snije odrediti) mozemo konstruisati proizvoljno razapinjuée stablo nad
P. Dakle, pretpostavimo da je n veliko. 1z teoreme 3.10 dobijamo da
postoji r-particioni polinom f za skup P pri ¢emu je r Sto veée moguce,
ali takvo da Z(f) ima najvise n/2 povezanih komponenti. Na osnovu

teoreme 3.10 znamo da je deg(f) = O(y/r), a na osnovu teoreme 3.19

deg(f)—-1
2

1+ (deg(g)_l) < % dobijamo da mozemo uzeti » = n/c za pogodnu
konstantu c.

imamo da Z(f) ima najvise 1+( ) povezanih komponenti. Iz uslova

Sada, svako p € P takvo da p ¢ Z(f) povezimo pomocu duzi o, sa
tackom iz Z(f), gde pritom ostatak duzi o, nema zajednickih tacaka sa
Z(f). Definisimo

X=zZ(fHHu U o
PEP\Z(f)

Ovako dobijeni skup X ima najvise n/2 povezanih komponenti.

Izrac¢unajmo presecajuc¢i broj skupa X. Neka je [ prava koja nije
sadrzana u Z(f) i koja ne sadrzi nijednu od duzi o,. Na osnovu leme
3.13 ona preseca Z(f) u najvise deg(f) = O(y/n) tacaka (jer r = n/c).
Ograni¢imo broj presecnih tacaka prave [ sa duzima o,,p € P\ Z(f).
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Kako je f r-particioni polinom za P, imamo da se u svakoj povezanoj
komponenti skupa R?\ Z( f) nalazi najvise n/(n/c) = c tacaka iz P. Prava
[ seCe najvise 1 + deg(f) komponenti, pa seCe najvise ¢(1 + deg(f)) =
O(y/n) duzi o,. Ovim je lema dokazana. O

Dokaz teoreme 3.17. Na osnovu prethodnih lema nije tesko doka-
zati teoremu 3.17. Za dati skup tacaka P konstruisa¢emo povezan skup
X odakle ¢e na osnovu leme 3.20 slediti trazeni rezultat. Konstruisimo
niz skupova By, By, Ba, ... tako da svaki B; sadrzi P i ima najvise n/2°
povezanih komponenti na slede¢i nacin. Definisimo B, := P. Pretposta-
vimo da smo konstruisali B;. Biranjem tacke sa svake od njegovih kompo-
nenti dobijamo skup R; sa najvise n/2' tacaka. Na osnovu leme 3.21
postoji skup X; D R; sa najvise n/2""! komponenti povezanosti i prese-
caju¢im brojem O(y/n/2%). Postavimo onda B;;1 := B; U X; i nastavimo
postupak. Za neko iy ¢emo dobiti da je B;, povezan skup i tada definiSemo
X := B,,. Presecajuci broj skupa X je ogranicen odozgo sumom prese-
caju¢ih brojeva svih skupova Xj;, odnosno sa O(y/n), Sto je i trebalo
dokazati. ]

Na kraju navedimo jednu generalizaciju teoreme o sendvicu sa Sunkom
sa d na d+ 1 mera u R?. Naravno, nije uvek moguée naéi hiperravan koja
bi polovila d + 1 mera (na primer, ukoliko su mere koncentrisane oko
temena d-simpleksa u R?), medutim nametnuvsi dodatne uslove Mikio
Kano i Jan Kincl dosli su do rezultata koji je objedinjen u teoremi
koja sledi (videti [17]). Teorema je poznata i kao teorema o hamburgeru
(bududi da je hamburger, kao $to dobro znamo, , bogatije nafilovan” od
obi¢nog sendvica).

Definicija 3.22. Neka je r > d i neka su puq, ..., 4 kona¢ne Borelove
mere na RY. Kazemo da su 1, ..., it, uravnoteZene u podskupu X C R?
ako za svako i € [r] vazi

1

pi(X) < -Zr:uj(X).

Ll

Definicija 3.23. Kazemo da je Borelova mera 1 na R¢ apsolutno nepre-
kidna ako za svaki merljiv skup A za koji je A(A) = 0 vazi i u(A) =0
gde je A\? Lebegova mera na R

Teorema 3.24 (Teorema o hamburgeru). Neka je d > 2 prirodan broj.
Neka su iy, pho, ..., ptgr1 apsolutno neprekidne konacne Borelove mere na
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Re. Uvedimo oznaku w; = p;(RY) 2a i € [d+1] 1w = min{w; : i € [d+1]}.
Pretpostavimo da je Z?ﬂ wj = 1 4 da su p, po, ..., flag+1 uravnoteZene
u R?. Tada postoji hiperravan h takva da za svaki otvoren poluprostor
H € {h*,h™} odreden sa h vaZi da su mere i, pia, ..., ftgr1 uravnotezene

uwH 1
d+1 1

1
(H) > mi -1 - >

Stavise, ako definisemo t := min{i, é —w} @ pretpostavimo da je wgy =

w, vektor (uy(H), ps(H), ..., par1(H)) je konveksna kombinacija vektora
(t,..,t,0) @ (w1 — 1, ., wWg — t,Wa11)-

Dokaz. Posmatramo sferu S¢ C R i u = (ugp,uq,...,uq) € S%
i analogno kao u dokazu teoreme 3.2 za u € S¢ takve da |ug| < 1
definiSemo poluprostore

ht(w) := {(z1, ..., 7q) € R :wywy + ...+ ugzg < uo},
h™(w) := {(21, ..., 7q) € R :wywy + ... 4+ ugzq > up}.

Za tatke u = (1,0,...,0) i w= (—1,0,...,0) definiSemo

h*(1,0,...,0) := RY, h~
h*(-1,0,...,0) := 0, h~

(1,0,...,0) :== 0;
(—=1,0,...,0) := R<.

Sa h(w) ozna¢imo zajednicki rub poluprostora h™(u) i h™(w). Antipo-
dalne tacke na S% odgovaraju komplementarnim poluprostorima, to jest,
za svako w € S¢ imamo h~(u) = h*(—u).

DefiniSemo funkciju f = (fi, fo, ..., far1) : S¢ — R4 po komponen-
tama gde

fi(w) == pi(h* (w)).
Kako su mere p; apsolutno neprekidne imamo da je p;(h(u)) = 0 za

svako u € S?. Odatle, analogno kao u dokazu teoreme 3.2 sledi da je f
neprekidno.

Primetimo da je direktna slika funkcije f sadrzana u hiperpravougaoni-
ku B = J[%[0,w,]. StaviSe, slike antipodalnih tacaka sa sfere S? u
odnosu na f su simetri¢ne u odnosu na centar hiperpravougaonika B.
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Oznacimo sa T politop koji se dobija kao skup tacaka (yi, yo, ..., Ya+1)
€ B takav da vazi

d+1

(wj —5), (3.7)

1

1d+1
yiﬁgZyj 1w —y <
j=1

+

QU=

.
Il

a sa V' C T politop koji dodatno zadovoljava i uslov

1 1
min{2,1 — dw} <yr1+yo+ ...ty <1-— min{2,1 - dw}. (3.8)

‘F (w1, w2, w3)

(0,0,0)

Slika 12: Na levoj slici je prikazan skup 7' C Bzad =2iw; = wy = w3 =
%. Na desnoj slici skup V' C T takav da svi njegovi elementi zadovoljavaju
uslov (3.8).

Primetimo da ¢e dokaz teoreme slediti ako uspemo da pokazemo da
postoji w € S tako da f(u) € V.

Neka je b = (%, 2, “d; 1) centar hiperpravougaonika B. Vidimo
da b zadovoljava uslove (3.7) (iz uravnotezenosti mera) i (3.8). Primetimo

da je preslikavanje definisano sa ¢ = f — b antipodalno.

Ukoliko 0 pripada direktnoj slici preslikavanja g onda postoji u € S?
tako da f(u) = b. Odnosno, ravan h(u) zadovoljava uslove teoreme.

U suprotnom posmatrajmo proizvoljnu pravu [ koja prolazi kroz b
i ozna¢imo sa m projekciju prostora R na d-dimenzionalni potpro-
stor ortogonalan na pravu ! koji moZemo poistovetiti sa prostorom R
Defini§imo preslikavanje ¢’ : S¢ — R? kao ¢'(u) := m(g(w)). Kako je
g’ neprekidno, antipodalno preslikavanje, na osnovu teoreme Borsuk—
Ulama postoji tacka u € S? takva da ¢'(u) = 0. Tada dobijamo da

f(u) €l.
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Ako pokazemo da postoji prava [ kroz tacku b takva da [ N B citav
pripada skupu V, dobi¢emo da postoji u € S? tako da f(u) € V.

Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je wy > wo > ... > wyy1 =
w. Definisimo
=ming —,— —wg.
2d" d

Definisimo pravu [ kao pravu kroz tacke

a=(tt,...1,0),
C =

(wl - t,WQ - t) ey Wd — tvwd-‘rl)‘

Kako se tacke a i ¢ nalaze na suprotnim stranama hiperpravougaonika
B, simetri¢ne su u odnosu na b i zadovoljavaju uslove (3.7) i (3.8) i V' je
konveksan skup, dobijamo da je ac =1NB C V (slika 12). Kombinujuéi
sve dosad pokazano dobijamo da postoji u € S¢ tako da f(u) € V, §to
je i trebalo pokazati. O]

3.2 Problem podele ogrlice

U ovom poglavlju bic¢e reci o nekim posledicama teoreme o sendvicu sa
sunkom.

Problem ogrlice. Zamislimo da dva lopova zZele da podele ukradenu
otvorenu ogrlicu na koju su nanizane perlice od razli¢itog dragog kamenja
(pritom pretpostavimo da ih ima paran broj od svake vrste i da su zane-
marljive zapremine). Postavlja se pitanje kako je to moguée , posteno”
uraditi tako svaki lopov dobije po jednak broj od svake vrste perlica,
a da pritom naprave $to manje rezova na ogrlici. Jasno je da ¢e biti
potrebno bar onoliko rezova koliko ima vrsta perlica, jer u slu¢aju da
su one grupisane kao na slici 13 levo vidimo da svaku grupu perlica iste
vrste moramo podeliti jedim rezom. Da je to najgori sluc¢aj, odnosno da
je uvek dovoljno onoliko rezova koliko ima vrsta perlica (ozna¢imo taj
broj sa k), ma koliki bio ukupan broj perlica, pokazuje slede¢a teorema.
Rezultate koji slede dokazali su Carls Goldberg i Daglas Vest u [10], a
mogu se pronadi i u [26].

Teorema 3.25. Svaka otvorena ogrlica na koju su nanizane perlice od
kojih je svaka jedne od k wvrsta moZe biti podeljena pomocu najvise k
rezova.
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Slika 13: Na slici levo vidimo da postoji slu¢aj kada je neophodno napra-
viti k rezova (za k = 3), dok je na slici desno dat jedan primer kako je
sa k rezova moguce podeliti ogrlicu izmedu dva lopova sa datom konfig-
uracijom perlica.

Dokaz. Pretpostavimo da je ogrlica postavljena u prostoru R* duz
krive ¢ija je parametrizacija data sa y(t) = (¢,t2,...,t*) (slika 14) tako
da su perlice postavljene u tackama krive za celobrojne vrednosti ¢ redom
pocev od t = 1. Za nastavak dokaza bi¢e nam potrebno slede¢e pomocéno
tvrdenje.

Lema 3.26. Svaka hiperravan h sece krivu v u R™ u najvise m tacaka.
Stoga, svaki skup od m + 1 tacaka na krivoj v je u opstem poloZaju.
Takode, ako h sece krivu v u m razlicitih tacaka, tada v pri svakom
preseku prelazi sa jedne strane hiperravni h na drugu.

Dokaz. Neka je h hiperravan ¢ija je jednacina ax1+asxo+... 4+ x,, =
b gde je (ay,...,an,) # 0. Ako tacka 7(t) pripada h, za neko t € R vazi
ait + ast® + ... + at™ = b. Dakle, h seée v u onim tackama koje se
dobijaju za vrednosti ¢ koje su nule polinoma p(t) = (7, a;t') —b. Kako
je polinom p(t) stepena najvise m, on ima najvise m nula, pa samim tim
postoji najvise m preseka krive ~ i hiperravni h.

Ako v i h imaju taéno m preseka, to zna¢i da polinom p(t) ima m
prostih nula pa « pri svakom preseku prelazi sa jedne strane hiperravni
h na drugu. O]

Neka je na ogrlici ukupno n perlica. Definisimo za svako 1 <1 < k

A; = {7y(1) : I-ta perlica je i-te vrste, [ =1,2,...,n}.

Na osnovu posledice 3.6 postoji hiperravan h koja istovremeno polovi
svaki A; (tako da ne preseca nijednu perlicu). Na taj nacin je ogrlica
podeljena, a kako na osnovu leme 3.26 kriva 7 i hiperravan h mogu imati
najvise k preseka, trazena podela je izvrsena sa najvise k rezova.
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® h

Slika 14: Postavimo ogrlicu duz krive ¢ija je parametrizacija data sa
Y(t) = (¢, 82, ..., 1),

]

Posmatrajmo u nastavku neprekidnu verziju problema ogrlice. Naime,
neka je I = [0,1] jedini¢ni interval i pretpostavimo da je svaka tacka
obojena nekom bojom 7 gde 1 < ¢ < k tako da je za svako ¢ skup tacaka
obojen tom bojom merljiv (podrazumevamo standardnu Lebegovu meru
na R). Nazovimo ovakvo bojenje intervala sa k boja k-bojenje intervala.
Podelu reda r definiSemo kao niz brojeva 0 = yp < 11 < -+ - < Yy <
yr+1 = 1 takav da je za svako ¢ mera skupa svih tacaka obojenih tom
bojom sadrzanog u U{[yi—1,¥:] : ¢ = 0 mod 2} jednaka polovini mere
skupa svih tacaka obojenih bojom ¢ u intervalu I.

Analogno diskretnom problemu ogrlice vidimo da postoji k-bojenje
tacaka intervala I tako da je neophodno napraviti podelu reda k (k
rezova), a u nastavku dokazujemo da je to i dovoljno, odnosno da postoji
podela reda k, ma kakvo bilo k-bojenje intervala I.

Teorema 3.27 (Neprekidna verzija teoreme 3.25). Svako k-bojenje inter-
vala ima podelu reda najvise k.

Dokaz. Neka je dato k-bojenje intervala I = [0, 1]. DefiniSimo presli-
kavanje f : S*¥ — R* na sledec¢i na¢in. Neka je = (11, o, ..., Tp41) € S
Pridruzimo vektoru & odgovarajuéu podelu intervala [0, 1] na k+1 delova
pri ¢emu su podintervali duzina =7, 23, ..., 23, redom, odnosno pravimo
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rezove u tackama z; := x%%—x%%—...—l—x? gdeje0 =2 <21 <2<+ <
2k < 21 = L

0 1
i T3 TE Than

Slika 15: Podela intervala [0, 1].

Za svako 1 < j < k definiSimo preslikavanje

k+1
fi(z) := 3 sen(a:)py([2i-1, 2i])
i=1
gde je p;([zi1, 2:i]) mera skupa svih tacaka obojenih bojom j u segmentu
[zi—1, zi]. Jasno, svako f; predstavlja razliku izmedu koli¢ine boje j koja
pripada jednom lopovu i koli¢ine koja odlazi drugom lopovu. Na kraju,

definisimo f(x) := (fi(x), f2(x), ..., fe(X)).

Preslikavanje f : S* — R* je neprekidno i zadovoljava jednakost
—f(x) = f(—x). Na osnovu teoreme Borsuk-Ulama (BU2) postoji x €
Sk tako da je f(x) = 0. Jasno je da dobijeno x daje podelu intervala
[0, 1] reda najvise k, Sto je i trebalo dokazati. O

Napomenimo da se diskretna verzija (teorema 3.25) moze dokazati iz
neprekidne (videti [4]). Neka je t; broj perlica i-te vrste i n := S5 ¢
gde je k broj razli¢itih vrsta. Svaku perlicu sa ogrlice poistovetimo sa

intervalom [#=1 %) i definiSemo mere 11; na intervalu [0, 1] sa
i(r)d
pi(A) = IA‘];(/H) ® = =4 /fz )dz gde je f; : [0,1] — {0,1}

karakteristicna funkcija, to jest za z € [E=1 E)

1, ako je k-ta perlica i-te vrste;
filz) =

0, inace.

Dakle, p;(A) daje koji deo ukupne mere skupa obojenog bojom i pripada
skupu A. Sada primenimo teoremu 3.27 i dobijamo pravednu podelu
intervala [0, 1]. Primetimo da se moZe dogoditi da se granice dobijene
podele ne poklapaju sa granicama intervala [% 7) Medutim, to lako
reSavamo pogodnom translacijom granica nove podele.
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Postoji i nesto opstija verzija teoreme 3.27 koju su dokazali Carls
Hobi i Dzon Rajs, gde umesto standardnih mera intervala mozemo pos-
matrati proizvoljne integrabilne funkcije ¢; : [0,1] — R, ¢ = 1,2,..., k.
Ovu teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 3.28 (Hobi i Rajs [16]). Neka su date neprekidne (pa i inte-
grabilne) funkcije g; : [0,1] — R, ¢ = 1,2,....,k. Tada postoje 0 = z5 <
21 < 29 <0 <z < zpyy = 1 deg, 69,600 € {—1,+1} tako da
Sitle [ g;=0z2a sve 1 < j < k.

Dosad smo se bavili podelom ogrlice izmedu dva lopova, medutim
prirodno se postavlja pitanje sta ako je potrebno rezovima podeliti oglicu
na vise od dva lopova tako da svaki dobije jednak broj perlica svake vrste.
Rezultate koji slede, a ticu se ovog problema dokazali su Noga Alon
i Daglas Vest u [4]. Podsetimo se, ukoliko imamo k-bojenje intervala,
dovoljno je napraviti najvise k rezova kako bi se interval pravedno podelio
na dva dela. Neka je m > 2. Ozna¢imo sa ¢(m, k) najmanji broj rezova
koji je potrebno napraviti na k-obojenom intervalu tako da se pravedno
podeli izmedu m lopova (tako da svaki dobije 1/m od ukupne koli¢ine
svake boje). Slicnom argumentacijom kao i u diskretnoj verziji problema
ogrlice dobijamo da je u slucaju da je interval obojen tako da su sve
istobojne tacke grupisane (slika 16) potrebno napraviti bar m — 1 rezova
u svakoj grupi. Kako njih ima k, vidimo da je ¢(m, k) > (m — 1)k.

0 1

k intervala

Slika 16: Primer k-bojenja intervala za koji je neophodno napraviti (m —
1)k rezova za pravednu podelu.

Pokaza¢emo da je u slucaju da je m = 27 za neko j € N zaista uvek
dovoljno napraviti najvise (27 — 1)k rezova za pravednu podelu.

Teorema 3.29. (27, k) = (27 — 1)k.

Dokaz. Znamo da vazi c¢(2/,k) > (27 — 1)k. Dovoljno je pokazati
obrnutu nejednakost. Dokaz radimo indukcijom po j. Za j = 1 dobijamo
slucaj kada je interval [0, 1] potrebno podeliti izmedu dva lopova sa najvi-
se k rezova, Sto je dokazano u teoremi 3.27. Pretpostavimo da tvrdenje
vazi za j — 1 i dokazimo za j > 1. Dakle, znamo da je moguce iseckati
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interval sa najvise (27! — 1)k rezova tako da dobijemo 2/~! kolekcija
podintervala, pri ¢emu svaka od njih sadrzi po 1/27~! od ukupne koli¢ine
svake boje.

Posmatrajmo dalje jednu takvu kolekciju, poredajmo intervale u niz
i skalirajmo dobijenu konstrukciju na duzinu pocetnog intervala (slika
17). Novodobijeni interval je na osnovu teoreme 3.27 moguce pravedno
podeliti izmedu dva lopova pomoc¢u najvise k rezova. Ako ovaj postupak
uradimo za svaku od 2/~! kolekcija, podelili smo interval na 2/ lopova i
pritom napravili najvise novih &-27~! rezova. Ukupno smo, dakle, napra-
vili najvise k- 2771 + (2971 — 1)k = (27 — 1)k rezova.

Slika 17: Ilustracija indukcijskog koraka.

O

Pokazani rezultat nas navodi da postavimo pitanje: da li je ¢(m, k) =

(m—1)k za svako m, k7 Noga Alon je 1987. godine dao potvrdan odgovor
na ovo pitanje. Dokaz ¢e ovde biti izostavljen, a moze se naci u [3].

Teorema 3.30. Za svako m i k vazi c(m,k) = (m — 1)k.

Podstaknuti prethodnim, mozemo se zapitati i da li za svaki realan
broj o tako da 0 < o < 1 postoji ¢(a, k), to jest minimalan broj rezova
koje je potrebno napraviti na k-obojenom jedini¢nom intervalu tako da
dobijemo konac¢nu kolekciju podintervala koji ¢e u uniji imati a-ti deo
ukupne koli¢ine od svake boje. Nije poznato da li je ¢(a, k) konacan broj
zak>310<a<1(zak =2 jeodgovor potvrdan i dokaz se moze
pronadi u [4]). Na osnovu teoreme 3.30 zaklju¢ujemo da jeste konacan za
racionalne brojeve a. Medutim, ukoliko dozvolimo da umesto konacne
kolekcije podintervala nademo neki merljivi skup sa istom osobinom,
moze se pokazati da takav uvek postoji, Sto sledi iz naredne teoreme ciji
dokaz se moze naéi u [22].
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Teorema 3.31 (Ljapunov). Neka su ji1, fia, ..., i, neprekidne mere vero-
vatnoée na [0,1] ¢ neka je X C [0,1] merljiv skup. Definisimo f(X) :=
(1 (X), ..o, (X)) € RE. Tada je skup {f(X) : X C[0,1], X je merljiv}
zatvoren i konveksan podskup R*.

Kako je f(0) = (0,...,0) i f([0,1]) = (1, ..., 1), imajuéi u vidu konvek-
snost iz prethodne teoreme dobijamo da postoji merljiv skup X C [0, 1]
takav da vazi f(X) = (a, ..., a).

Na kraju ¢emo jos razmotriti visedimenzionalni slucaj problema ogr-
lice sa dva lopova. Neka je C¢ d-dimenzionalna jedini¢na kocka (alterna-
tivno ¢emo koristiti i oznaku C) i neka su sve tacke te kocke obo-
jene nekom od k boja tako da je svaki skup tacaka obojenih istom bo-
jom merljiv. Nazovimo ovakvo bojenje k-bojenje kocke. 1z prethodnih
rezultata dobijamo da je k-obojenu kocku moguce preseéi sa najvise k
hiperravni normalnih na unapred zadati pravac tako da dobijemo dve
kolekcije ,, parcica” tako da unije parci¢a iz obe kolekcije sadrze pola
od ukupne koli¢ine svake od boja. Na primer, ako posmatramo pravac
odreden x;-osom, resenje dobijamo primenom teoreme 3.28 na preslika-
vanja {g; : 1 < j < k} gde je gj(y) (d — 1)-mera skupa tacaka iz
CNn{x:z; =y} obojenih bojom j.

Razmotrimo zato slede¢i problem. Zamislimo da smo izdelili inter-
vale [0,1] na svim koordinatnim osama na isti nafin (pravimo neku
vrstu d-dimenzionalne Sahovske table gde je dozvoljeno da polja budu
hiperpravougaonici). Matematicki zapisano, neka je dat niz 0 = zy <
21 < -+ < 2z < zppp = 1 (oznadimo ga sa (z)), neka je I; = [z;_1, 2]
iCi. i, =1, x---x1I;,. Obojimo svaku tacku kocke C' jednom od
dve boje. Pitamo se da li mozemo izdeliti kocku na opisani nac¢in tako da
skup P :=U{Ci,.. i, 1 i1+...+iq = 0 (mod 2)} ,,zahvata” ta¢no polovinu
tacaka obojenih svakom bojom. Drugim rec¢ima, zelimo da je mera skupa
istobojnih tacaka obojenih proizvoljnom od dve date boje i sadrzanih u
P jednaka polovini mere skupa svih tacaka obojenih tom bojom u kocki
C'. Ako takav niz (z) postoji za neko r, nazovimo ga podela kocke reda r.

Ukoliko je d = 1, data definicija se poklapa sa prethodnom defini-
cijom podele intervala reda r. Za d = 2 je potrebno napraviti takvu
podelu kvadrata na opisan nacin da sva bela polja (slika 18) sadrze ,, pola
koli¢ine” (u smislu mere) svake od boja.

Pokazac¢emo da je podelu kocke reda r gde je r < k moguce napraviti
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Slika 18: Ilustracija problema za d = 2. Bela polja sadrze ,, pola koli¢ine”
(u smislu mere) svake od boja.

samo u slucaju neparnih dimenzija d. Za parno d i neki fiksiran broj [
uvek postoji takvo bojenje kocke da nije moguce izvrsiti podelu reda r
za neko r < [. Konstrukciju tog bojenja ¢emo takode dati u nastavku,
pri ¢emu ¢e nam biti potrebne samo dve boje.

Teorema 3.32. Za svako neparno d i svako k-bojenje kocke C% mozemo
napraviti podelu reda najvise k i ova granica je najbolja moguca.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati drugi deo tvrdenja, odnosno da postoji
k-bojenje kocke C? za neparno d takvo da moramo podeliti jedini¢ne
intervale na osama na k£ + 1 delova kako bismo ispunili trazeni uslov.

Posmatrajmo k-bojenje kocke C? takvo da svaka od prvih k — 1 boja
popunjava dovoljno male kocke tako rasporedene unutar C? da nikoja
hiperravan paralelna sa nekom od osa ne sece dve takve kockice istovre-
meno i da su sve one dovoljno blizu koordinatnom pocetku (kasnije ¢emo
definisati $ta to taéno znaci). Bojom k zatim obojimo ostatak kocke C“.
Na primer, za ¢ > 0 (koje ¢e kasnije biti pogodno odredeno) i 1 <i <k
obojimo i-tom boju kocku Q; := [(i — 1)e,ig] x - - - x [(i — 1)e, i€]. Jasno
je da svaka @); mora biti ,, presecena” kako bi oba lopova dobila jedna-
ku koli¢inu kocke C? obojene bojom i. Drugim re¢ima, podela (z) koju
trazimo mora biti takva da za svako 1 < i < k — 1 postoji j takvo da
je z; € ((i — 1)e,ic). Takode, ako je £ dovoljno malo, podela (z) mora
sadrzatiiz; > (k—1)e jer usuprotnom deo [1—(k—1)e]x---x [1—(k—1)¢]
pri ¢emu je € > 0 takvo da (1 — (k — 1)e)¢ > 1/2 nije podeljen. Dakle,
podela mora biti reda k.
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Pokazimo sada da je za svako k-bojenje mogucée nac¢i podelu reda
najvise k. Definisimo preslikavanje f : S* — R* na sledeéi nacin, sli¢no
kao u dokazu teoreme 3.27. Za @ = (21, ..., Tp41) € S* uzmimo (z) takav
dajezg =01z = xf—l—...—kx? za 1 < j < k + 1. Tada definisimo
komponentne funkcije za svako 1 <[ < k kao

filz) == Z : 'ngﬂ(%) -esgn(@ ) (Chyiy)

gde sa ;(Cj,...;,) oznacavamo meru skupa tacaka obojenih bojom [ u
polju Cj, i, DefiniSimo onda f := (fi, ..., fi). Kako su sva komponentna
preslikavanja neprekidna, to je i f. Takode, kako je d neparno vidimo da
je fil—x) = —fi(x) za svako 1 <[ < k, pajei f(—x) = —f(x), to jest
f je antipodalno. Iz teoreme Borsuk—Ulama (BU2) dobijamo da postoji
x € S* tako da je f(z) = 0. Takvo z definiSe trazenu podelu. ]

Teorema 3.33. Za svako parno d > 2 i svaki prirodan broj | postoji
2-bojenje kocke C? takvo da ne postoji podela reda r ni za jedno r < 1.

Dokaz. Primetimo da u sluc¢aju parnog d sva polja sa dijagonale
sahovske table, odnosno D := U{C}, ., : i1 = - - - = iq}, odlaze jed-
nom lopovu. Takode, glavna dijagonala kocke {x : =1 = - -+ = x4}
pripada skupu D. Neka je [ dato. Konstruisemo 2-bojenje kocke (u crve-
nu i plavu boju) C¢ tako da ne postoji podela reda r ni za koje r < [.
Ideja je da crvenom bojom obojimo ,, dovoljno uzak” prostor oko glavne
dijagonale kako bismo osigurali da vise od polovine crvenih tacaka (u
smislu mere) pripada poljima sa dijagonale i tako ode u ruke jednom
lopovu. Opisa¢emo ovu konstrukciju za d = 2 dok se za ostale parne

dimenzije radi sli¢no.

Za dato [ izaberimo dovoljno malo £ > 0 tako da
1
2¢ — (31 + 1)e* > 5(25 —&%). (3.9)

Obojimo kocku C? u crveno i plavo na slede¢i na¢in. Sve tacke iz skupa
{(z,y) € C? : 2 — e <y < x+ £} bojimo crveno, a ostale tacke kocke u
plavo. Pretpostavimo da je data podela kocke (z) reda m. Oznacimo sa
0; =2 — zi—1 za 1 <i <m+11ineka su C;; polja generisana sa (z).

Ako je §; > ¢, onda C;; sadrzi 62 — (§; — €)* = 20;e — €* crvene boje.
Dakle, UC;; sadrzi barem Y 5,5.(20;c — €®) crvene boje. Znamo da je
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it 0i = 1, pakako je 1 = 3755 0i4305,<c 0 < 2o5,>¢ 0i +me, dobijamo
> 5;>¢ 0; > 1 —me. Imamo i

Y (20 —e)=2e> 86— &

0;>€ 0;>e 0;>¢€

> 2e(1 —me) —e*(m+1) =2 — (3m + 1)e.

Ukupna povrsina kvadrata C? pod crvenom bojom je 2 — 2. Imajuéi
u vidu (3.9) i éinjenicu da za m < [ vazi 2 — (3m+1)e? > 2e — (31 +1)&?
dobijamo da za svako m < [ skup U C;; sadrzi vise od polovine crvene
boje u kocki C?. Dakle, ne postoji podela reda najvise [. O

3.3 Knezerov graf i njegov hromatski broj

Jos jedan kombinatorni problem u ¢ijem resavanju je teorema Borsuk—
Ulama odigrala vaznu ulogu jeste Knezerova hipoteza. Nemacki matema-
ticar Martin Knezer je 1955. godine u [20] formulisao slede¢u hipotezu.

Hipoteza 3.34. Neka su k i n prirodni brojevi takvi da k < n. Neka
je N skup sa n elemenata, Ny skup svih k-toclanih podskupova skupa N
i [ preslikavanje iz Ny u skup M sa osobinom da je f(K;) # f(K32)
kad god je K1 N Ky = 0. Oznacimo sa m(k,n, f) broj elemenata skupa
M, a sa m(k,n) = minym(k,n, f). Tada za fiksirano k postoje brojevi
mo = mo(k) i ng = no(k) takvi da m(k,n) =n —mqg za n > ng, pritom
je mo(k) > 2k — 2 i no(k) > 2k — 1. U obe poslednje nejednakosti se
verovatno moze staviti znak jednakosti.

Knezerovu hipotezu je prvi dokazao Laslo Lovas 1978. godine u radu
[23]. U nastavku ¢emo dati slikovitiji prikaz Knezerove hipoteze preveden
na jezik teorije grafova i krac¢i dokaz od Lovasovog koji je pomocu teoreme
Borsuk-Ulama izveo Dzosua Grin u [11]. U dokazu se koristi opstija
verzija teoreme Ljusternik—énireljmana.

Lema 3.35 (Opsta verzija teoreme Ljusternik—gnireljman). Neka je sfera
S pokrivena sa d + 1 skupova od kojih je svaki otvoren ili zatvoren
(oznacimo tu familiju skupova sa C'). Tada postoji bar jedan od njih koji
sadrzi par antipodalnih tacaka.

Dokaz. Dokaz radimo indukcijom po broju t zatvorenih skupova u
pokriva¢u C'. Za t = 0 tvrdenje vazi na osnovu (LjS-0). Pretpostavimo
da je tvrdenje tacno za slucaj kada je u C' manje od ¢ zatvorenih skupova.
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Neka je C' pokrivac sa t zatvorenih skupova. Fiksirajmo zatvoren F' € C.
Ako on sadrzi par antipodalnih tacaka dokaz je gotov. U suprotnom je
njegov dijametar strogo manji od 2, odnosno jednak 2 — ¢ za neko € > 0.
Analogno dokazu implikacije (LjS-0)=>(LjS-z) u teoremi 2.3 definisemo
otvoren skup U/? := {x € S? : dist(x, F) < ¢/3}. Tada je F C U*/? i
C":= (C\ {F}) UU? je pokrivaé¢ sfere S¢ sa t — 1 zatvorenih skupova.
Na osnovu indukcijske hipoteze dobijamo da postoje £ € S i X € '
tako da @, —x € X. Pritom, ne moze biti X = U/3 jer je U*/® dijametra
manjeg od 2 po konstrukciji. Dakle, postoji skup iz pokrivaca C' koji
sadrzi par antipodalnih tacaka sto je i trebalo dokazati. O

Definicija 3.36. Neka je X konacan skup i neka je F C P(X) sistem
podskupova skupa X. Knezerov graf za F, u oznaci KG(F), se definise

kao graf ¢iji je skup ¢vorova F, pri ¢emu su dva ¢vora F, Fy € F susedna
ako je Fy N Fy, = (). Matematicki zapisano

KG(,F) = (./T",{{Fl,FQ} . Fl,FQ € F,Fl ﬂFQ = @})

Ako u hipotezi 3.34 za N uzmemo skup [n] i umesto Ny koristimo
oznaku ([Z}) za skup svih k-to¢lanih podskupova skupa [n], preslikavanje

. o = [n]
f zapravo postaje bojenje Knezerovog grafa nad skupom ¢vorova (Z),
a hipoteza 3.34 se odnosi na hromatski broj takvog grafa.

]

Oznacimo sa K G, ;, Knezerov graf nad skupom ¢vorova <[k

). Formu-
lisaéemo Knezerovu hipotezu u obliku teoreme i dokazati je.
Teorema 3.37. xX(KG,;) =n—2k+2 zan>2k—1.

Pre dokaza dac¢emo nekoliko primera.

Primeri.

o K@, je kompletan graf K, sa x(K,) =n.

o KGop_1y je graf ¢iji je skup grana prazan (jer presek nikoja dva
k-toclana skupa nekog (2k — 1)-toclanog skupa nije prazan).

o KGoyy je mecing, odnosno svaki ¢vor je susedan samo svom kom-
plementu, pritom x(KGoxr) =2 za k > 1.

» KGS53 je Petersenov graf i x(KGs2) = 3 (slika 19).
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1.2}

{3,4) (3,5}

Slika 19: Graf K G5 je u stvari Petersenov graf.

Primetimo da hromatski broj grafa KG,, ; ne moze biti ve¢i od n —
2k 4+ 2. U tu svrhu konstruisimo (n — 2k + 2)-bojenje grafa KG,, ;. Do-
delimo svakom ¢voru F € ([Z]) boju iz skupa {1,2,....,n — 2k + 2} na
slede¢i nacin:

¢(F) := min{min(F),n — 2k + 2}.

Ako su dva ¢vora F' i F' grafa KG,,j obojena istom bojom ¢(F) =
c¢(F') =i < n— 2k + 2 tada u preseku imaju element i, te ne mogu
biti disjunktni (odnosno, nisu susedni). U slu¢aju da su obojeni bojom
n — 2k + 2 tada su oba sadrzana u (2k — 1)-elementnom skupu {n —
2k +2,...,n} pa ponovo zaklju¢ujemo da ne mogu biti disjunktni, pa ni
susedni u KG,, .

Dokaz teoreme 3.37. Posmatrajmo Knezerov graf KG,, ;. Neka je
d:=n—2k+1iX C S%n-elementni skup takav da su njegove tacke
rasporedene u polozaju tako da nijedna hiperravan koja prolazi kroz ko-
ordinatni pocetak ne sadrzi vise od d tacaka iz X. Pretpostavimo sada da
je ()k( ) skup ¢vorova grafa KG,,  (skup [n] identifikujemo sa skupom X).
Pretpostavimo da postoji pravilno bojenje grafa K G, koriste¢i najvise
n — 2k + 1 boja. Definisimo skupove A1, ..., A; C S? na sledeéi nacin. Za
x € S vazi da z € A; ako postoji k-to¢lani skup F € ()k() obojen bojom
i takav da se svi njegovi elementi nalaze u otvorenoj polulopti lopte S¢
sa centrom u z, to jest u H(x) := {y € S : (x,y) > 0}. DefiniSemo i
skup Agyq =S4\ {A1U... U A4}

Svi skupovi A;, za i = 1,...,d su otvoreni, a Agyq je zatvoren (kao
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komplement otvorenog skupa). Na osnovu leme 3.35 dobijamo da postoje
zec Siie [d+ 1] tako da x, —x € A;.

Ako je i € [d], dobijamo da postoje dva disjunktna k-toc¢lana pod-
skupa od X (jedan sadrzan u polulopti H (), drugi u njoj suprotnoj
polulopti H(—=x)), oba obojena bojom 4. U tom sluc¢aju postoji grana u
Knezereovom grafu izmedu dva ¢vora obojena istom bojom, Sto dovodi
do kontradikcije sa pretpostavkom da je bojenje pravilno.

Sa druge strane, ako je i = d+1, tada iz definicije skupa A4y vidimo
da @« ne pripada nijednom A; za i € [d]. Stoga, skupovi H(z) i H(—x)
sadrze najvise k — 1 tacaka skupa X, pa se u S\ (H(z)U H(—x)) nalazi
bar n — 2k + 2 = d + 1 elemenata skupa X, sto je u kontradikciji sa
pretpostavkom o rasporedu tacaka iz X. O

Primetimo da K G, moze posluziti kao primer grafa sa velikim hro-
matskim brojem. Naime, KG3,_;1 ) na osnovu teoreme 3.37 ima hro-
matski broj k£ + 1, iako u njemu ne postoje 3-ciklusi.

Vratimo se sada na opstiju verziju Knezerovog grafa iz definicije
3.36 i njegov hromatski broj. Podsetimo se definicije hromatskog broja
hipergrafa G = (X, F). Kazemo da je bojenje ¢vorova ¢ : X — [m]
(pravilno) m-bojenje hipergrafa G' ako ne postoji monohromatska grana
iz F (odnosno, |c(F)| > 1 za sve F' € F), a za hipergraf u kojem je
moguce definisati takvo bojenje kazemo da je m-obojiv. Hromatski broj
X(G) hipergrafa G (ili u oznaci x(F)) je najmanji prirodan broj m takav
da je G m-obojiv.

Definisimo jos defekt m-obojivosti sistema F u oznaci cd,,(F) kao
minimalnu kardinalnost skupa ¥ C X takvog da je sistem skupova iz F
koji ne sadrzi nijedan element skupa Y m-obojiv, odnosno

cdp(F) = minf{|Y| : graf (X \ Y, {F € F: FNY = 0}) je m-obojiv}.

Naredno donje ogranic¢enje hromatskog broja grafa KG(F) dao je
Vladimir Doljnikov u [8].

Teorema 3.38. Neka je F C P(X) konacan sistem podskupova skupa
X. Tada vazi
X(KG(F)) > cdy(F).

Da bismo dokazali teoremu 3.38 potrebna nam je slede¢a pomoéna
lema.

47



Lema 3.39. Neka su Cq,Co, ...,Cq familije nepraznih, konveksnih, kom-
paktnih skupova u R? i neka za svako i € [d] vaZi da je CNC' # 0, za
sve C,C" € C;. Tada postoji hiperravan h koja sece sve skupove iz unije

U?:1 Cz

Dokaz. Posmatrajmo vektor v € S%'. Ozna¢imo sa [, orijentisanu
pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak, sadrzi v i orijentacije odre-
dene vektorom v (slika 20). Za svaku familiju C; posmatrajmo ortogo-
nalne projekcije njenih skupova na pravu [,. Jasno, za svako C; na ovaj
nac¢in dobijamo familiju intervala na pravoj [, takvu da svaka dva inter-
vala imaju neprazan presek. Na osnovu Helijeve teoreme* presek svih
intervala je neprazan interval, ozna¢imo ga sa I;(v). Oznacimo srediSnju
tacku intervala I;(v) sa m;(v).

Slika 20: Za svaku familiju C; posmatrajmo ortogonalne projekcije njenih
skupova na pravu [,,.

Definisimo preslikavanje f : S ' — R? po komponentama gde je
fi(v) := (m;(v), v) (orijentisano rastojanje tacke m;(v) od koordinatnog

4Navodimo d-dimenzionalnu verziju Helijeve teoreme.

Teorema 3.40 (Helijeva teorema). Neka je X1, ..., X,, konacna kolekcija konveksnih
podskupova R? pri éemu je n > d + 1. Ako je presek svakih d + 1 skupova iz ove
kolekcije neprazan, onda ¢itava kolekcija ima neprazan presek, tj. (\i_, X; # 0.
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pocetka, to jest, znak zavisi od toga da li su v i m;(v) isto usmereni).
Ovako definisano preslikavanje f je antipodalno. Tvrdimo da postoji
vektor v € S%! takav da je fi(v) = fa(v) = ... = fq(v). DefiniSimo
pomoéno preslikavanje g : S¥1 — R4 gde je gi(v) = fi(v) — fa(v) za
1 =1,2,...,d — 1. Preslikavanje ¢ je takode antipodalno i prema teoremi
Borsuk—Ulama dobijamo da postoji v € S~ takav da g(v) = 0, odnosno
fi(v) = fa(v) = ... = fa(v). Za ovakvo v se sve sredisnje tacke m;(v) za
1 =1,2,...,d poklapaju, pa hiperravan koja je sadrzi i ortogonalna je na
I, se¢e sve skupove iz familije UL, C;. O

Dokaz teoreme 3.38. Pretpostavimo da postoji d-bojenje Kneze-
rovog grafa K'G(F). To znaci da je moguce grupisati skupove iz sistema
F u particije F1, Fo, ..., F4 tako da bilo koja dva skupa iz iste particije
imaju neprazan presek (svaku particiju ¢ine npr. isto obojeni skupovi iz
sistema F). Postavimo elemente skupa X u R¢ tako da se nikojih d + 1
tacaka ne nalazi na istoj hiperravni. DefiniSemo d familija konveksnih
skupova u R?

Ci :=={conv(F) : F € F;}.

Na osnovu leme 3.39 primenjene na ove familije dobijamo da postoji
hiperravan h takva da sece sve konveksne omotace skupova F' € F. Na
kraju obojimo tacke skupa X sa jedne strane hiperravni h u crveno, a
sa tacke sa druge strane u plavo. Tacke koje se eventualno nalaze na
h obojimo u belo (to ¢e nam biti tacke iz skupa Y u definiciji defekta
m-~obojivosti). Belih tacaka ima najvise d na osnovu uslova o rasporedu
tacaka iz X u R?. Dakle, cdy(F) < d, §to je i trebalo pokazati. O

Primetimo da se teorema 3.38 ,, lepo slaze” sa tvrdenjem 3.37. Naime,
ako se sistem F sastoji od svih k-toclanih podskupova skupa [n] gde n >
2k, vidimo da brisanjem bilo kojih n — 2k + 1 tacaka dobijamo sistem k-
toclanih podskupova (2k—1)-elementnog skupa. Kako god obojili njegove
elemente u dve boje, postojace bar k isto obojenih elemenata, pa samim
tim i monohromatski skup iz novodobijenog sistema, odnosno cdy(F) >
n — 2k + 2.

3.4 Brauverova teorema o fiksnoj tacki

Sledeta teorema je jedno od najpoznatijih tvrdenja u topologiji. Cilj
ovog poglavlja je da pokazemo vezu izmedu Brauverove teoreme o fiksnoj
tacki i teoreme Borsuk—Ulama. Naime, pokaza¢emo dva nac¢ina za njeno
dokazivanje. Prvi dokaz je potpuno elementaran i koristi verziju (BU2)
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teoreme Borsuk—Ulama, a moze se pronaci u [30], dok drugi sledi iz (BU4)
gde se na osnovu pretpostavke da ne vazi tvrdenje Brauverove teoreme na
pogodan nacin konstruise preslikavanje cije su osobine u kontradikciji sa
tvrdenjem (BU4) (videti [26]). Treba napomenuti da, iako je Brauverova
teorema posledica teoreme Borsuk—Ulama, hronoloski gledano njen prvi
dokaz je objavljen nesto vise od 20 godina pre dokaza teoreme Borsuk—
Ulama.

Teorema 3.41 (Brauverova teorema o fiksnoj tacki). Neka je f: B" —
B™ neprekidno preslikavanje. Tada f ima fiksnu tacku, odnosno postoji
x € B" takvo da je f(x) = x.

Popularno tumacenje teoreme je dato kroz slede¢i primer. Zamislimo
da smo promesali kafu u soljici. Tada sa sigurnoséu znamo da se neki
(beskona¢no mali) deli¢ zapemine kafe nakon mesanja vratio na isto
mesto u Soljici na kom je bio pre mesanja. Specijalan slucaj teoreme
za n = 3 dokazao je holandski matematicar Lojcen E. J. Brauver 1909.
godine, a kompletan dokaz za sve dimenzije je 1910. godine dao francuski
matematicar Zak Adamar. Brauver je 1912. godine dao drugi dokaz za
sve dimenzije.

Ideja dokaza da prevedemo problem na ., jezik” teoreme Borsuk—Ula-
ma. Zelimo da konstruigemo pogodno preslikavanje g takvo da ¢e posto-
janje antipodalnih tacaka i —a takvih da je g(z) = g(—=«) implicirati
postojanje fiksne tacke za f.

Dokaz teoreme 3.41. Kao sto smo napomenuli, zelimo da definiSemo
preslikavanje g : S™ — R". Za potrebe ovog dokaza je zgodnije posma-
trati jedinicnu loptu B™ u || - ||oc normi, to jest hiperkocku [—1,1]".
Takode, sa S™ ¢emo oznacavati rub hiperkocke [—1,1]"!, odnosno

St=A{x:x=(21,..., Ty, Tpy1) 1 Dnax |z;| = 1}.
Primetimo da teoremu Borsuk—Ulama mozemo primeniti i na ovako defi-
nisanu sferu jer izmedu standardne n-sfere i n-sfere u normi ||- ||« postoji
homeomorfizam (slika 21) takav da otuvava antipode (odnosno slike anti-
podalnih tac¢aka su antipodalne).

Uvedimo oznake Sj i S za gornju i donju stranu omotaca hiperkocke
S™ (iako nepravilno, u nastavku ¢emo radi jednostavnije terminologije
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Slika 21: Homeomorfizam izmedu n-sfere u normi || - ||o i standardne
n-sfere.

koristiti izraz kocka za telo S™ bez opasnosti da dode do zabune). Pre-
ciznije,

Sy i={ze 8" a1 =1},

Syi={xe S":x, = —1}.

Ostalih 2n strana formiraju sredisnji pojas S} (slika 22).

Slika 22: Gornja i donja strana 2-sfere u normi || - ||« 1 njen ekvator.

Jasno, svaka strana kocke S™ je homeomorfna lopti B"™. Ovu ¢injenicu
¢emo iskoristiti tako Sto ¢e preslikavanje g biti definisano tako da bude
antipodalno (to jest da je g(—x) = —g(x) za sve € S™) i razli¢ito od
nule na sredisnjem pojasu. Primenjujuéi teoremu Borsuk—Ulama (BU2)
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dobijamo da postoji @y € S™ takvo da je g(xp) = 0 i da (bez umanjenja
opstosti) @y € Sy

Neka je zatim p : R — R™ preslikavanje definisano sa p(z1, ..., Ty,
Tpi1) = (21,...,2,) (dakle, p zanemaruje poslednju koordinatu argu-
menta). Definisimo preslikavanje g = (g1, 92, .-, gn) na Sy i Sy kao

o(a) = p(x) — f(p(x), we Sy
p(@) + f(=p(x), =€ G

Kako je —p(x) = p(—x) i p i f su neprekidni, dobijamo da je g
neprekidno i —g(x) = g(—z). Ako uspemo da prosirimo g neprekidno
na S; tako da i tamo bude antipodalno i razlicito od nule, dobi¢emo da
je 0 = p(m) — f(p(z0)), gde zy € S, odnosno da je p(x) fiksna tacka
preslikavanja f.

Ukoliko bismo samo linearno dodefinisali g na sredisnjem pojasu
kocke od S do S, ne bismo mogli osigurati da ce biti g # 0 svuda
na Sy U tom slucaju ¢emo prvo pogodno definisati g na , ekvatoru” S
gde je

SPi={xeS": 2,41 =0}

i zatim je linearno dodefinisati od ekvatora ka Sj i Sy pritom garantujuci
da g nece uzeti vrednost 0 na S;. Do kraja dokaza bice nam potrebno
nekoliko pomoc¢nih lema.

Lema 3.42. Neka je F' bocna strana kocke S™. To jest, postoji1 < k <n
tako da je, za svako x € F, ) konstantno i jednako +1 ili —1. Tada je
za svako x € F'N (S USE) koordinatna funkcija g () jednaka nuli ili je
istog znaka kao xy.

Dokaz. 1z definicije preslikavanja g vidimo da je
— FnNSy
zr + fe(—p(x), =€ FNSY.

Posto je kodomen preslikavanja f jedini¢na n-kocka {x € R™ : ||| <
1}, znamo da je [f| < 1. Dakle, ako je 7, = 1 (tj. ¢ € S}') dobijamo da
je gr(z) > 0zaxze F'N(SyUSE)iako jex, = —1 (tjz € Sy ) imamo
ge(z) <0za xe FN(SyUSy). O
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Sada mozemo definisati g na S’ na slede¢i nacin

9(x1, ey Ty —1) + g2, ooty T, 1)
2 )

g9(z) == p(z) + za xe S (3.10)

Vidimo da je g(—x) = —g(z) i na ekvatoru.

Lema 3.43. Za sve x € S, ako je |xi| = 1, tada je gi(x) razlicito od
nule 1 istog je znaka kao xj.

Dokaz. 1z leme 3.42 vidimo da, ako je |xx| = 1, gx je istog znaka kao
z, na Sy 1 S7. Iz (3.10) dobijamo da je

gk‘(x17 ooy Ly _1) +gk)(x17 ,[En]_>
2

gr(T) = z) +
pa je gr(x) razlicito od nule na S? i istog je znaka kao xy. O

Kako smo osigurali da ¢ na ekvatoru bude razli¢ito od nule (bar
u odgovarajucoj koordinati zj, i istog znaka kao xj u toj koordinati),
mozemo neprekidno dodefinisati g na ostatak pojasa S} linearno od ekva-
tora ka gornjoj i donjoj strani. Odnosno, za 0 < x,,,; < 1 imamo

9(x) = vpi19(T1, .oy, 1) + (1 — 2p11)g(21, ..., 24, 0). (3.11)

Sa druge strane, za —1 < x,,.1 < 0 imamo

9(x) = —xpi19(x, oo, Ty —1) + (1 4+ zpe1)g(xy, ..oy 0y, 0). (3.12)
Lema 3.44. Ako je |x,+1] < 1, onda je g(x) # 0.

Dokaz. Kako je |x,,1| # 1, onda se x nalazi na nekoj od boc¢nih
strana, te postoji k tako da je xp = £1. Upravo je koordinatna funkcija
g razlic¢ita od nule (pa i g). Znamo da su izrazi 1 —x, 41 i 1+ 2,41 strogo
pozitivni. Takode, g(z1, ..., zp, £1) 1 gr(x1, ..., 24, 0) su istog znaka kao zj
pri ¢emu je drugi izraz strogo razli¢it od nule. Na osnovu (3.11) i (3.12)
vidimo da je gx(x) # 0 i da je istog znaka kao xy. O

Preslikavanje g je antipodalno na S™ pa nam teorema Borsuk—Ulama
(BU2) garantuje postojanje tacke & € S™ tako da vazi g(x) = 0 i bez
umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti ¢ € Sg. Imajuci u vidu defini-
ciju preslikavanja g na Sy, dobijamo da je y := p(z) fiksna tacka za f,
¢ime je teorema dokazana. O]
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Napomenimo da postoji i znatno brzi i elegantniji nac¢in da se dokaze
Brauverova teorema o fiksnoj tacki pomoc¢u verzije (BU4) teoreme Borsuk—
Ulama.

Dokaz teoreme 3.41 iz (BU4). Pretpostavimo da je preslikavanje
f : B™ — B™ neprekidno takvo da ne poseduje fiksnu tacku. Definisimo
preslikavanje g : B" — S™! gde je g(x) tacka preseka sfere S"7! i
poluprave koja polazi iz f(z) i prolazi kroz x. Restrikcija ovog preslika-
vanja na S™"~! je identic¢ko preslikavanje. Medutim, ovako definisano g je
u kontradikeiji sa (BU4).

.........

Slika 23: g(z) je tacka preseka sfere S"! i poluprave koja polazi iz x i
prolazi kroz f(x).

3.5 Problem raznobojnih particija

Motivaciju za slede¢i problem nalazimo u zadatku koji se pojavio 1979.
godine na prestiznom studentskom takmicenju Patnam (eng. Putnam) u
Sjedinjenim Americkim Drzavama i Kanadi.

Problem: Neka je A skup od 2n tacaka u ravni takav da nikoje
tri nisu kolinearne. Neka je n tacaka iz A obojeno crvenom, a
preostalih n plavom bojom. Dokazati ili opovrgnuti: moguce
je povuci n duzi takvih da se nikoje dve ne seku, da su im
krajnje tacke razli¢ito obojene tacke iz skupa A.

Nezavisno resenje ovog zadatka od teoreme Borsuk-Ulama se moze prona-

¢iu [2] 1 [21], medutim Akijama i Alon su 1989. objavili rad u kojem su
dokazali opstiju verziju ovog problema (videti [1]).
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Teorema 3.45 (Akijama i Alon). Neka je A skup n-d tacaka u opstem
polozaju u R i neka je A = A, U...U Ay particija skupa A na d disjunk-
tnih delova od kojih je svaki kardinalnosti n. Tada postoji n po parovima
disjunktnih (d — 1)-simpleksa tako da svaki od njih sadrzi tacno jedno
teme iz svakog od skupova A;.

Dokaz. Dokaz radimo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje ocigledno
vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve m < n. Na osnovu posledice
3.6 postoji hiperravan h koja simultano deli svaki od skupova A; na dva
dela od kojih svaki sadrzi |n/2] tacaka. Na osnovu indukcijske hipoteze u
oba poluprostora postoji [n/2] disjunktnih simpleksa, Sto je kraj dokaza
u slucaju da je n parno. Za n neparno, po jedna tacka iz svakog A;
pripada h, pa sve one generisu jo$ jedan (d — 1)-simpleks sadrzan u
h. m

/
./..\‘

NG

Slika 24: Na slici je prikazana situacija za d = 2 i n = 7 iz teoreme 3.45.
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4 Generalizacija teoreme Borsuk—Ulama

Cilj ovog poglavlja je da dokazemo opstiju verziju teoreme Borsuk—
Ulama (BU1) gde ¢emo sada dozvoliti da domen preslikavanja f bude
rub proizvoljnog kompaktnog i konveksnog podskupa prostora R?. Dokaz
ovog tvrdenja izveli su Bajmoci i Baranj u radu [5]. Pre dokaza glavne
teoreme uvedimo potrebne definicije i dokazimo nekoliko pomoc¢nih tvrde-
nja koja ¢e nam biti od koristi.

Teorema 4.1 (Radon). Svaki skup X = {x, T, ..., x,} u R? gde je
m > d+2 se moZe particionisati na dva podskupa ¢iji konveksni omotaci
imaju neprazan presek.

Dokaz. Posmatrajmo vektore b; := (x;,1),7 = 1,2, ..., m. Imamo d+2
vektora u (d + 1)-dimenzionalnom prostoru pa zakljucujemo da su oni
linearno zavisni, to jest da postoje ay, s, ..., a;,, € R koji nisu svi jednaki
nuli tako da

Definisimo skupove I := {i : a; > 0} i J := {j : a; < 0}. Posto je 1
poslednja koordinata vektora b;, dobijamo

ai==Y a;=a#0.
iel jeJ
Tada vektor

a; —Oéj
*mi:ZT%‘

ier @ jeJ
pripada konveksnim omotac¢ima skupova {; : i € I} i {z; : j € J}, Sto
je i trebalo dokazati. O

Verzija teoreme Radona se moze dati i u slede¢em obliku.

Teorema 4.2 (Radon). Neka je P C R konveksan politop Cija je
unutrasnjost neprazna. Oznacimo sa V (P) skup svih temena politopa P.
Ako je f : R — R? linearno preslikavanje, onda postoje disjunktni
skupovi B,C C V(P) takvi da

f(conv(B)) N f(conv(C)) # 0.

Pokazac¢emo da vazi i neprekidna verzija teoreme 4.2.
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Teorema 4.3 (Radon). Neka je P C R4 konveksni politop Cija je
unutrasnjost neprazna. Ako je f : OP — R® neprekidno preslikavange,
onda postoje disjunktne strane, B i C' politopa P takve da je

fF(B)Nf(C) #0.

Pre nego sto se upustimo u dokazivanje teoreme 4.3 navedimo jedno-
stavnu posledicu.

Posledica 4.4. Neka je 0%t (d+1)-simpleks. Sa Ly, Lo, ..., Lgyo 0znaci-
mo njegove d-strane. Ako je f : do?tl — R? neprekidno preslikavanje,

onda
d+2

() f(Li) # 0.

i=1

Dokaz. Primetimo da, ako su B i C' disjunktne strane simpleksa o+,
onda za svako i € {1,2,...,d + 2} vazi B C L; ili C' C L; (ili oba). Na
osnovu teoreme 4.3 dobijamo da je presek <72 f(L;) neprazan. O]

Uvedimo oznake koje ¢e biti od koristi u nastavku. Neka su dati
konveksan, kompaktan skup C C Rt &ija je unutrasnjost neprazna i
vektor a # 0, a € R4, Definigimo

Cla) ={xeC:(a,x) = r%%x(a, t)}.

Primetimo da je geometrijsko mesto tacaka iz skupa C(a) presek hiper-
ravni normalne na vektor a i skupa C'. Za dve tacke x i y kazemo da su
naspramne ako za neko a € R4 vazi x € C(a) i y € C(—a). U slucaju
da je C politop, C(a) je njegova strana. Tada za strane C'(a) i C(—a)
kazemo da su naspramne.

Teorema 4.5. Neka su dati politop P C R &ija je unutrasnjost
neprazna i neprekidno preslikavanje f : OP — R?. Tada postoje naspram-
ne strane B i C politopa P tako da je presek f(B)N f(C) neprazan.

Jasno je da su naspramne strane politopa P disjunktne pa teorema
4.5 implicira teoremu 4.3. Dokazimo dalje reformulisanu verziju teoreme
4.5. Na osnovu njega imamo dokaz teoreme 4.3, pa ¢emo pokazati i opstiji
oblik teoreme Borsuk-Ulama (BU1).

Teorema 4.6. Neka su dati politop P C R Gija je unutrasnjost
neprazna i neprekidno preslikavanje f : 0P — R®. Tada postoje naspram-
ne tacke x i y iz P (ujedno i ¢,y € OP) takve da f(x) = f(y).
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a

Slika 25: Na slici levo su prikazani skupovi P(a) i P(b) za date vektore
ai buslucaju da je C iz definicije politop P. Na slici desno su prikazane
naspramne strane politopa P koje odgovaraju vektorima a i —a.

Lema 4.7. Neka je P politop v R? i =, y,x, € P, n € N i neka je
limx, = x. Tada postojie >0 i N € N takvi da x, +¢-(y—x) € P za
svako n > N.

Dokaz. Primetimo da je tvrdenje taéno za svaki konus C' (na mestu
politopa P) sa temenom u @ (za proizvoljno € > 0in € N). Samim tim,
tatno je i za C'N B(x,0).

Medutim, P N B(x,d) = C' N B(x,0) za dovoljno malo ¢ gde je

C={zcR": z=z+ Nw—2),\>0,wec P}.

\‘{

Slika 26: Na slici su prikazani konusi C' za razlicite ;.

o8



Dokaz teoreme 4.6. Neka je Q .= P — P = {ze R¥* : 2=p—
w gde p,w € P}. Q je politop sa nepraznom unutrasnjoséu i centralno
je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak. Za x € () definisimo

h(xz) =max{z:x=z—wgde z,we P}

gde se maksimum na R4*! posmatra u odnosu na leksikografsko uredenje
na R Preslikavanje h : Q@ — P je dobro definisano i vektor w iz
definicije h koji odgovara vektoru h(x) je jednak h(—z) (dakle, pritom
je € = h(x) — h(—x)). Tvrdimo da je h neprekidno. Posmatrajmo tacke
x, z, € @, n € N takve da lim x, = «. Predstavimo «, kao x, = z, — w,
gde je z, = h(z,). Kako je z, ogranifen niz, postoji podniz n;,i € N,
takav da z,, konvergira (pa samim tim i w,,). Neka su z =lim z,, i w =
lim w,,. Tada je = lim ¢, = lim(z,, —w,,) = lim 2z,, —lim w,, = z—w.
Tvrdimo da je h(z) = lim h(x,,) = lim 2,, = 2.

Pretpostavimo suprotno, z < h(z). Prema lemi 4.7 postoji dovoljno
malo ¢ tako da za veliko 7 vazi

Z=2z,+elh(x)—2z)eP 1 Ww=w,+eh(—x)—w)eP
Sada imamo
Z—uw =z, +e(h(x) — 2) — w,, —e(h(—z) — w)
=2z, — Wy, +e(h(x) — h(—z) — (2— w)) (4.1)
= Zn;, — Wy, +€(.’B— :13) = Zn; — Wy, = Ty,
1z definicije preslikavanja h, (4.1) i ¢injenice da je 2 > z,, dobijamo z,, #

h(x,,), sto je kontradikcija. Dakle z = h(x). Kako svaki konvergentni
podniz niza z, konvergira ka h(x), to je lim z, = h(x) pa je h neprekidno.

Primetimo da, ako z € Q(a) = {z € Q : (a, ) = maxeg(a,t)},
onda h(x) € P(a) i h(—x) € P(—a). Zaista, ako x € Q(a), tada
maxico(a,t) = (a,x). Znamo x = h(x) — h(—x) gde h(x),h(—x) € P,
pa je

<CL, h($)> + <_a’7 h(—IB)> = <a’7 "B> = r?e%x(a, t> = ﬁ%§<a7 u— ’U>

= rgglg<<a, u) + rileaﬁ(<_a’ V).

Zaklju¢ujemo (@, h(x)) = maxyucp(a, u) i (—a, h(—x)) = max,ep(—a, v),
to jest, h(xz) € P(a)ih(—z) € P(—a). Odatle dobijamo da za € 9Q) (tj.
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Ja tako da € Q(a)) imamo h(x), h(—x) € P (jer P(a), P(—a) C OP),
dakle h : 0QQ — OP.

Definigimo preslikavanje g : Q — R? tako da za x € 9Q vazi g(x) =
f(h(x)) (gde je f preslikavanje iz formulacije teoreme 4.6). Primetimo
da je g dobro definisano i neprekidno. Uslov teoreme Borsuk—Ulama je
ispunjen za g (umesto S¢ ovde imamo 9Q gde je @ simetrican u odnosu
na koordinatni pocetak), pa postoji € 0Q tako da g(x) = g(—x).

Znamo da postoji @ # 0,a € R4 takvo da = € Q(a). Tada z =
h(x) € P(a) i w= h(—x) € P(—a), odnosno, zi w su naspramne tacke
u P. Pritom vazi i

sto je i trebalo pokazati. O

Teorema 4.8 (Generalizacija teoreme Borsuk-Ulama). Neka je C' C
R konveksan, kompaktan skup ¢ija je unutrasnjost neprazna. Ako je
f:0C — R? neprekidno preslikavanje, onda postoje naspramne tacke

iy u C takve da je f(x) = f(y).

Dokaz. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je 0 € int(C). Po-
smatrajmo politop P upisan u C' (takav da V(P) C 9C) pri ¢emu takode
0 € int(P). Definigimo neprekidno preslikavanje fp : 9P — R? tako da
fr(x) = f(Ax) gde je A > 0 jedinstveni pozitivan realan broj takav da
Ax e 0C.

Slika 27: Preslikavanje fp je definisano tako da fp(x) = f(\x).
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Prema teoremi 4.6 postoje naspramne tacke, zp i wp u P takve
da fp(zp) = fp(wp). Izaberimo dalje niz politopa P, P, ... takav da
0 € int(P,) za svako n € N pri ¢emu vazi V(P,) C V(P,41) 1 0C'N
(UP,) je gust u 9C. Kao i ranije, vidimo da za svako n € N po-
stoje naspramne tacke z,,w, u P, takve da fp (z,) = fp,(w,). Kako
su 2, i w, naspramne u P,, postoji vektor a, € S? takav da z, €
P.(a,) i w, € P,(—a,). Kako je C kompaktan, mozemo pretpostaviti
da z,,w, i a, konvergiraju ka granicama z,w i a redom. Znamo da
(2, @) = maxep, (t, a,) i (w,, —a,) = maxyp (t,—a,). Pustajudi
limes kad n — oo i imajuéi u vidu da je 9C'N (U P,,) gust u OC' dobijamo
da su tacke z i w naspramne u C pri ¢emu vazi f(z) = f(w) (drugim
reCima, (z, a) = lim(z,, a,) = lim maxcp, (¢, a,) = maxcoc(t, a), zatim
(w, —a) = lim(w,, —a,) = limmaxp, (t, —a,) = maxwsc(t, —a)). O
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