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Predgovor

Algebra i topologija su dve fundamentalne grane matematike koje imaju
komplementarne uloge. Algebra proucava sve vrste operacija i predstavlja
osnovu za algoritme i reSavanje jednac¢ina. Cesto, metode kojima se ko-
risti su konac¢ne prirode. Topologija proucava neprekidnost i konvergencije
i pruza opsti okvir za proucavanje koncepta granica. Veliki deo topologije
je posvecen radu sa beskonac¢nim skupovima. Zbog ove razlike algebra i
topologija imaju jaku tendenciju da se proucavaju nezavisno. Medutim, u
raznim primenama matematike kao Sto su funkcionalna analiza, dinamicki
sistemi, teorija reprezentacije i druge, prirodno je da algebra i topologija
dolaze u dodir. Mnogi vazni matematicki objekti predstavljaju spoj alge-
barske i topoloske strukture. Topoloski prostori funkcija i uopste linearni
topoloski prostori, grupe transformacija, topoloske grupe i topoloska polja
su oblasti takve vrste.

Pravilo koje opisuje vezu izmedu topologije i algebarske operacije je da
operacija mora biti neprekidna. U ovom radu se prvenstveno bavimo prouca-
vanjem veze topoloskih osobina i algebarske strukture grupa.

Rad se sastoji od tri glave. U prvoj glavi dati su osnovni pojmovi i
tvrdenja vezani za teoriju grupa i teoriju topoloskih prostora koji ¢e biti
potrebni u nastavku rada. Uvodi se pojam topoloskog faktor prostora i
dokazuju se teoreme o istom.

U drugoj glavi dajemo definiciju topoloske grupe i primere topologija koje
poznate grupe kao $to su aditivna grupa realnih brojeva, jedini¢na kruznica u
kompleksnoj ravni, opsta linearna grupa stepena n nad R, grupa kvaterniona
i aditivna grupa r — adi¢kih celih brojeva pretvaraju u topoloske grupe.
U ovom radu za topologije koje posmatramo na grupi pretpostavljamo da
zadovolja-
vaju 17 aksiomu separacije. U nekim literaturama ovaj uslov nije uzet kao
pretpostavka, ali se zatim dokazuje ekvivalentnost Ty < T < 1. U ovoj
glavi takode dajemo osnovne veze izmedu algebarske i topoloske strukture u
topoloskim grupama.

Centralni deo trece glave je poznata teorema Birkhoff- Kakutani koja daje
dovoljan uslov za metrizabilnost topoloske grupe. Bavimo se preslikavanjem
pod nazivom prednorma pomocu kojeg se na topoloskoj grupi koja zadovo-
ljava prvu aksiomu prebrojivosti definise metrika koja indukuje topologiju
topoloske grupe. Na kraju se bavimo i posledicama ove teoreme.

Zahvaljujem se ¢lanovima komisije za odbranu ovog rada, dr Milosu Kuri-
licu i dr Igoru Dolinki, na prenetom znanju tokom studija, kao i savetima



prilikom pisanja ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Borisi Kuzeljeviéu na
velikoj pomodi u struénim sugestijama prilikom pisanja ovog rada.

Za kraj zelim se zahvaliti svojoj majci i sestrama za neizmernu podrsku i
razumevanje.

Novi Sad, 2021. Tanja Malinovié¢

i



Sadrzaj
Predgovor

1 Uvod
1.1 Skupovi i funkcije . . . . .
1.2 Teorija grupa . . . . . ..
1.3 Topoloski prostori . . . . .

2 Topoloske grupe
2.1 Definicija i primeri . . . .

2.2 Okoline neutralnog elementa . . . . . .. ... .. ... ...
2.3 Otvoreni skupovi, adherencija i kompaktni skupovi . . . . . .

2.4 Povezanost topoloske grupe
2.5 Faktor grupe . ... ...

3 Metrizabilnost topoloskih grupa

3.1 Prednorma .. ... ...
3.2 Teorema Birkhofl-Kakutani

4 Zakljucak
Literatura

Biografija

1il

20
20
22
27
33
36

40
40
46

55

57

58



Glava 1

1 Uvod

U ovom poglavlju navodimo oznake koje ¢emo koristiti i dajemo uvodne
napomene. Predstavljamo pojmove i tvrdenja iz teorije grupa i topoloskih
prostora koji ¢e nam biti potrebni za definisanje i izucavanje topoloskih
grupa. Za dokaze tvrdenja i viSe osobina predstavljenih pojmova dajemo ref-
erence. Pretpostavljamo da sve topologije koje posmatramo na topoloskim
grupama zadovoljavaju 7T} aksiomu separacije.

1.1 Skupovi i funkcije

Ako su A i B skupovi, sa A C B oznacavamo da je A podskup skupa B.
Ako je X skup, sa P(X) oznacavamo skup svih podskupova skupa X, koji se
naziva partitivni skup od X. Ako je X skup i A C X, skup svih elemenata
iz X koji nisu elementi skupa A se naziva komplement skupa A, u oznaci
X\ A

Ako je f : X — Y preslikavanje i A C X, skup f[A] = {f(z) : z € A} se
zove direktna slika skupa A. Za B C Y skup f~![B] = {zr € X : f(x) € B}
je inverzna slika skupa B.

Neka je f : X — Y. Za A C X sa fj4 oznaCavamo sirjektivnu restrikciju
f na A. To je funkcija fia : A = f[A] definisana sa fia(x) = f(z) za sve
x € A. Preslikavanje ¢ : X — X definisano sa i(z) = = za sve x € X zovemo
identicko preslikavangje.

Zadrzavamo uobicajene oznake za skupove brojeva: N, Z, Q, R, C. Obelezavamo
No = NU{0}. Kardinalni broj skupa A oznac¢avamo sa |A|. Kardinalni broj
IN| skupa prirodnih brojeva oznacavamo sa Wg. Za skup A kazemo da je
prebrojiv ako i samo ako |A| = Ny.

Koristimo izraz familija za oznacavanje preslikavanja X koje neprazan
skup indeksa I slika u nepraznu kolekciju skupova X'. Umesto X (i) pise se
X;. Familija se oznacava sa {X; : ¢ € I}. Skup I moze biti proizvoljne
kardinalnosti.

1.2 Teorija grupa

Za dokaze navedenih tvrdenja i vise osobina navedenih pojmova ¢itaoca up-
ucujemo na [7].



Definicija 1.2.1. Neka je G # ()i - : G x G — G binarna operacija na skupu
G. Tada algebarsku strukturu (G, -) zovemo grupa ako postoji element e € G
tako da su zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

(G1) Za sve a,b,c € G vazi: a-(b-c)=(a-b)-c
(G2) Za svako a € G vazi: a-e=e-a=a
(G3) Za svako a € G postoji b € G tako da: a-b=b-a=e

Element e zovemo neutralni element grupe G i on je jedinstven. Lako se
pokazuje da je element b iz (G3) jedinstven, zovemo ga inverz elementa a i
oznaavamo sa a~'. Tada za element a kaZemo da je invertibilan.

Kada se koristi multiplikativna notacija, to jest simbol - za operaciju grupe,
uobicajeno je da se on izostavlja i zamenjuje konkatenacijom faktora, pa se
tako umesto a - b pise ab.

Komutativne grupe, to jest grupe koje zadovoljavaju uslov

ab = ba

za sve a,b € G zovemo Abelove grupe.
U svakoj grupi G vaze zakoni kancelacije (skra¢ivanja), to jest za sve
a,r,y € G vazi:

ar =ay = =1y
Ta=Yya =T =Y

Lema 1.2.2. U svakoj grupi G vaZi (ab)™' =b"'a™! za sve a,b € G.
Neka su A i B podskupovi grupe G, definisemo

AB={ab:a € A, be B},

kao i
At ={at:ac A}

Mnozenje podskupova je asocijativno, to jest vazi A(BC) = (AB)C' i vazi
(AB) ™' =BtA™h
Propozicija 1.2.3. Za proizvoljne podskupove A, B,C' grupe G vazi :
ABNC =0 AnCB ' =0.

Definicija 1.2.4. Neka je G grupa. Za skup A C G kazemo da je:



a) simetrican ako vazi A™! = A;
b) invarijantan ako vazi vAz™' = A za sve x € G.

Neka je G grupa. Za fiksiran element a € G, preslikavanja ¢ — za i
x — ax koja preslikavaju G' u G, redom zovemo desna i leva translacija na
G za a. Ova preslikavanja su bijekcije za svaki element a € G. Preslikavanje
x — 27! koje preslikava G u G zovemo invertovanje, koje je takode bijekcija.

Definicija 1.2.5. Neka je G grupa sa neutralnim elementom e i) # H C G.
H zovemo podgrupa grupe G, u oznaci H < (G, ako i samo ako vaze uslovi:

(1) za sve a,b € H vazi ab € H,
(2) e € H;
1

(3) zasvea € H vazi a™ ',

Propozicija 1.2.6. Neka je G grupa i ) # H C G. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentni:

(1) H je podgrupa
() HH=H iH'=H
(3) HH-' C H

Primer 1.2.7. Centar grupe G je skup svih onih elemenata iz G koji komu-
tiraju sa svim elementima grupe G, dakle:

Z(G)={9€G:gr=zxgrasvexr € G} .
Z(@) je uvek podgrupa grupe G.

Neka je H < G ia € G. Skup H{a} (koji krace piSemo Ha) zovemo
desni koset podgrupe H u GG. Analogno definiSemo i levi koset aH podgrupe
HuG.

Lema 1.2.8. Neka je H < G ia,b e G. Tada vazi:

(i) Ha = Hb ako i samo ako ab™' € H;
(ii) aH = bH ako i samo ako a™'b € H.

Propozicija 1.2.9. Desni (levi) koseti podgrupe H grupe G cine particiju
skupa G.



Definicija 1.2.10. Za podgrupu H grupe G kazemo da je normalna, u oznaci
H <G, ako za sve g € G vazi

gH = Hy,
to jest ako se svaki levi koset od H poklapa sa odgovaraju¢im desnim kosetom.

Svaka grupa G ima dve trivijalne normalne podgrupe: to su sama grupa

G1iE ={e}
Propozicija 1.2.11. Svaka podgrupa Abelove grupe je normalna.
Propozicija 1.2.12. Neka je H < G. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) HLG
(2) g'Hg = H z2a sve g € G
(3) g 'Hg C H za sve g € G.

Definicija 1.2.13. Neka su (G, -) i (H,x*) grupe. Preslikavanje f: G — H
zovemo homomorfizam grupe G u grupu H, ako za sve z,y € G vazi

flx-y) = flz)* f(y).

Ako vazi gornji uslov i ako je f bijekcija, kazemo da je f izomorfizam grupa G
i H. Za injektivni homomorfizan kazemo da je potapanje, tada je G izomorfna
sa nekom podgrupom grupe H.

Neka su (G, -) i (H, %) grupe sa neutralnim elementima eq i ey. Lako se
pokazuje da za svaki homomorfizam f mora biti f(eq) = eg kao i
fla™) = (f(a))™!, pri ¢emu je inverz sa leve strane uzet u grupi G, a sa
desne strane u grupi H.

Za proizvoljan homomorfizam f : G — H definiSemo njegovu sliku

Imf = f[G]
kao i njegovo jezgro
kerf ={ae€G: f(a) =en}.

Slika svakog homomorfizma je podgrupa od H , dok je jezgro homomorfizma
normalna podgrupa od G.

Ako je N normalna podgrupa grupe G, na skupu svih levih (desnih)
koseta, u oznaci Gy definiSemo operaciju mnoZenja

alN -bN = abN.



Iz normalnosti podgrupe N sledi dobra definisanost operacije. Dalje, vazi
(aN)N = aNeN = aN. Dakle N ima ulogu neutralnog elementa na skupu
G/n, akako je (a™')N(aN) = (a 'a)N = N sledi da je a™' N inverz elementa
aN. Dakle, (G, ) je grupa koju zovemo faktor grupa.

Propozicija 1.2.14. Ako je G Abelova grupa i N 4G tada je Gy Abelova
grupa.

Primer 1.2.15. Neka je G grupa i N < G. Definisemo preslikavanje
m:G =GN ,7m(a) =aN zasveacG.

koje zovemo prirodno preslikavanje. m je homomorfizam grupa takav da je
kerm = N.

Zaista, za a,b € G vazi w(ab) = abDN = aNbN = 7(a)w(b), zbog Cega
je m homomorfizam (lako se vidi da je on sirjektivan, Imn = G,y). Vazi,
a € kerm ako i samo ako w(a) = N ako i samo ako aN = N ako i samo
a € N, pa je kerm = N.

Na kraju ovog odeljka navodimo dva vazna primera. Prvi koji se zove
grupa kvaterniona i drugi tzv. r—adicki brojevi. Zapravo, grupa kvaterniona
ima bogatiju algebarsku strukturu, pa ¢emo se podsetiti potrebnih definicija.

Definicija 1.2.16. Neprazan skup R sa dve binarne operacije 4+ i - koje
zovemo aditivna i multiplikativna operacija, redom, zovemo prsten ako su
zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

(R1) (R,+) je Abelova grupa;
(R2) (R,-) je monoid ;
R3) - (y+2)=z-y+x-zi(y+z2)-x=y-x+z-xzasveryz€R.

Sa 0 i 1 iznacavamo neutralne elemente grupe (R, +) i monoida (R, ),
redom. Lako se pokazuje da u svakom prstenu vazi -0 =0-2 = 0 a sve
r € R.

Ako je u prstenu R multiplikativna operacija komutativna, tada R zovemo
komutatitavan prsten. Prsten R u kojem je 0 # 1 i svaki nenula element
x € R invertibilan u odnosu na multiplikativnu operaciju zovemo telo. Ku-
mutativno telo zovemo polje.

Primer 1.2.17. (grupa kvaterniona)
Oznac¢imo sa Q skup svih linearnih kombinacija
q = a + bi + c¢j + dk, takvih da su a,b,c,d € R i1, j, k specijalni simboli da

iP=j7=k*=-1 i ij=—ji=k, jk=—-kj=1i ki=—-ik=]j.
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Na skupu Q definiSemo uobic¢ajeno sabiranje po koordinatama na slededi

nacin :

(a+bi+cj+dk)(d +Vi+j+dk) = (a+d)+ (b+b)i+ (c+)j+ (d+d)k

Sa ovim sabiranjem, Q je komutativna grupa koju zovemo aditivna grupa

kvaterniona.

Dalje, definise se proizvod dva kvaterniona ¢ = a + bi + ¢j + dk i

¢ = a +Vi+j+ d'’k vobicajenim mnozenjem linearnih polinoma primenju-

juci gornje jednakosti i pravilo komutativnosti xi = iz, xj = jr, vk = kx za

sve r € R:

(a+bi+cj+dk)(a +Vi+ dj+dk) = (ad" — bb' — e — dd’

+ (ab +ba’ + cd —dcd)i
+ (ac = bd' + ca’ + db')j

+ (ad' + bd — b + da')k.

Lako se proverava da je na skupu Q mnozenje asocijativna operacija sa neu-
tralnim elementom 1 = 1 4 0i + 0j + Ok. Dakle, (Q,-) je nekomutativan
monoid. Takode, vazi distributivnost operacije sabiranja prema operaciji
mnozenja na osnovu cega sledi da je Q nekomutativan prsten.

Neka je Q* = Q \ {0}, gde je 0 = 0 + 0i + 0j + Ok. Za svaki element
q = a+bi+cj+ dk iz Q, oznac¢imo § = a — bi — ¢j — dk. Tada vazi
qq = qq = a®>+b* + ® + d?. Kako svaki nenula element ¢ € Q ima svoj inverz
u odnosu na operaciju mnoZenja ¢~* = G- (1/a® + b2 + ¢® + d?), sledi da je
Q telo. Grupu Q zovemo multiplikativna grupa kvaterniona. Primetimo,
Qs = {£1, i, £j, £k} < Q. Qg zovemo grupa jedinica kvaterniona.

Primer 1.2.18. (r-adicki brojevi)

Neka je 7 > 1 ceo broj. Ozna¢imo sa A = {0,1,2,--- ,r — 1) i P = AZ.
Za svaki T € P oznac¢imo T = (z, : n € Z). Posmatrajmo Qp C P,
Qu=1{7 € P:(3k € Z)(Yn < k) x, = 0}. Cilj nam je definisati sabiranje na
(2 koje oponasa sabiranje prirodnih brojeva u dekompoziciji po stepenima
broja 7.

Oznacimo nula niz sa 0 € €}, niz ¢iji su svi elementi 0 i definisimo 7+0 =7
i0+7 =7zasveT € (). Neka su 7,7 € Q) nenula elementi i neka su
mo, Ny € Z tako da x,,, # 01 x, = 0 za sve n < my, slicno y,, #01iy, =0
za sve n < ng. Oznacimo ko = min{mg, ng}.

Induktivno definisimo T+% = z € {1}, na sledeci nacin. z, = 0 za sve n < k.
Izaberemo zx, € A i ty, € {0, 1} tako da zadovoljavaju jednacinu

fko + yko = Zko —I— tkOT. (1)
Jasno, brojevi zy, i t, su jedinstveno odredeni jednac¢inom (1). Dalje, pret-

postavimo da su za k > ko dati zx,, Zkg+1, - 26 € A1 trgy, thot1, - te € {0,1}.
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Tada definiSemo 2,1 € A i tr1 € {0, 1} tako da zadovoljavaju jednacinu

Tt + Y1 + e = 21 + trgar

Takode, takvi brojevi postoje i jedinstveno su odredeni. Sa ovako definisanom
operacijom sabiranja ;) je komutativna grupa koju zovemo grupa r-adickih
brojeva. Zaista, iz definicije operacije sabiranja i komutativnosti grupe Z vazi
T+Y=7y+TzasveT, 7€ Q i0 jeneutralni element. Neka je T € Qp
nenula element takav da za m € Z vazi z,, # 0ix, = 0zan < m.
Tada je element 77 € Q) definisan sa: y, = 0 zan < m, Yy, =1 — 2, i
Yp =T —Tp — 1 zan > m njegov inverz, tj. vazi T+ 7y =y + 7 = 0. Za dokaz
asocijativnosti operacije Citaoca upucujemo na [1]. Lako se pokazuje da je
Ziy = {T € Qpy = (Vn < 0) 2, = 0} podgrupa grupe Q. Grupu Zy,) zovemo
grupa r-adickih celih brojeva.

1.3 Topoloski prostori

U ovom odeljku navodimo definicije i tvrdenja teorije topoloskih prostora,
koje koristimo u radu. Za dokaze teorema i vise osobina navedenih pojmova
upucujemo na [5].

Topologija i baza topologije

Definicija 1.3.1. Neka je X # (). Kolekcija O podskupova skupa X je
kolekcija otvorenih skupova ako vaze sledeci uslovi:

(01) e, Xe0O
(02) ako 01,05 € O onda O1 N Oy € O
(03) za svaku kolekciju {O; : i € I} C O vazi Uie; O; € O

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za par (X, Q) kazemo
da je topoloski prostor. Skup F' C X kazemo da je zatvoren ako i samo ako je
njegov komplement X \ F otvoren skup. Kolekciju svih zatvorenih skupova
oznacavamo sa F.

Definicija 1.3.2. Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija B C P(X) je
baza topologije O ako i samo ako vaze sledec¢i uslovi :

B1) Elementi kolekcije B su otvoreni, to jest B C O;

B2) Svaki otvoren skup O € O moze da se prikaze kao unija neke pod-
familije familije B (to jest postoji kolekcija {B; : j € J} C B, da je
0= Ujes Bj)'



Za topoloski prostor (X, Q) kazemo da zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti ako i samo ako ima prebrojivu bazu topologije O.

Primer 1.3.3. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Tada je Ogse = P(X)
topologija na skupu X i zovemo je diskretna topologija . Za prostor (X, Ogsc)
kazemo da je diskretan. Bazu diskretne topologije na skupu X ¢ini familija

B={{z}:2e X}

Teorema 1.3.4. Neka je (X, Q) topoloski prostor i B baza topologije O.
Tada

a) Ako je familija B' C O takva da se svaki skup B € B moze predstaviti
kao unija nekih elemenata iz B',onda je i B' baza topologije O.

b) Ako je Oy neka druga topologija na skupu X ¢ B C Oy, onda je O C O;.

Kako neke osobine topoloskog prostora zavise samo od osobina baze
topologije, u nekim slucajevima se topoloska struktura na nekom skupu X
zadaje tako Sto se navode samo elementi neke njene baze.

Definicija 1.3.5. Neka je X # (. Kolekcija B C P(X) je baza neke
topologije na skupu X ako i samo ako je kolekcija {Upep B : B’ C B}
topologija na skupu X.

Primer 1.3.6. (Uobicajena topologija na skupu R). Familija
B={(a,b):a,beRAa<b}

svih otvorenih intervala je baza neke topologije na skupu R. Topologiju
odredenu bazom B zovemo uobicajena topologija na skupu R i oznacavamo
je sa Oyuep. U prostoru (R, O,up) skup O je otvoren ako i samo ako je unija
neke familije (konacne ili beskonac¢ne) otvorenih intervala.

Za topoloski prostor (X, Q) kazemo da je :

- Ty —prostor ako i samo ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoji
otvoren skup O dajez € Oiy ¢ O

- Ty — prostor ili Hauzdorfov ako i samo ako za svake dve razli¢ite tacke
x,y € X postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i Oy da je z € Oy i
(VRS 02.

- reqularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' i tacku x € X \ F
postoje disjunktni otvoreni skupovi Oy i Oy da je x € O1 1 F C Os.

- T3 — prostor ako i samo ako je Tj i regularan.



- nula-dimenzionalan ako i samo ako je T3 i postoji baza B topologije O
da BC ONF.

Teorema 1.3.7. a) Topoloski prostor X je Ty — prostor ako i samo ako su
svi jednoelementni podskupovi skupa X zatvoreni skupovi.

b) Svaki T3 prostor je Hauzdorfov prostor i svaki Hausdorfov prostor je Ty —
prostor.

Topologija metrickog prostora

Definicija 1.3.8. Neka je X neprazan skup. Svaka funkcija d : X? — [0, 00)
takva da za sve x,y,z € X vazi

(M1) d(z,y) =0 ako i samo ako je z = v,
(M2) d(z,y) = d(y, z),
(M3) d(z,y) < d(z, 2) +d(z,y),

je metrika na skupu X. Uredeni par (X,d) je tada metricki prostor. Broj
d(x,y) nazivamo rastojanjem tacaka z iy. Ako je x € X i e > 0, onda skup

Li@,2) = {y € X : d(x,y) < <}
zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki x i poluprecnikom e.

Na metrickom prostoru (X, d) zaz € X i A C X neprazan skup definiSemo
i rastojanje tacke x od skupa A:

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

U svakom metrickom prostoru se na prirodan nac¢in moze definisati topoloska
struktura, o ¢emu govori naredna teorema.

Teorema 1.3.9. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je familija svih
otvorenih lopti, By = {L(x,e) : © € X Ne > 0}, baza neke topologije Oq4
na skupu X.

Za topologiju O, definisanu u prethodnoj teoremi kazemo da je odredena
(ili indukovana) metrikom d. Za topoloski prostor (X, Q) kazemo da je
metrizabilan ako i samo ako postoji metrika d na skupu X takva da je
O = Oy4. Dakle, u proizvoljnom metrickom prostoru vazi: skup je otvoren ako
i samo je unija neke kolekcije otvorenih lopti. Vazi i sledeca karakerizacija.



Teorema 1.3.10. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) vazi: skup
O C X je otvoren ako i samo ako za svaku tacku x € O postoji broj e > 0
takav da je L(x,e) C O.

Teorema 1.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je neprazan skup
A C X zatvoren ako i samo ako za svaku tacku x € X \ A vazi d(z, A) > 0.

Primer 1.3.12. Euklidska metrika i uobicajena topologija na R™
Na skupu R” preslikavanje

do(x,y) = zn:(mz — y;)?

=1

za x,y € R" gde je v = (w1, 29, -+ ,xn) 1y = (y1,Y2, "+ ,Yn) je metrika
na R" koju zovemo Euklidska metrika na R", a odgovarajucu topologiju Oy,
uobicajena topologija na R™.

Okoline i baza okolina

Definicija 1.3.13. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup U C X je okolina
tacke x € X ako i samo postoji otvoren skup O € O takav da jex € O C U.
Familiju svih okolina tacke x oznacavamo sa U(x).

Da je skup otvoren moze se izraziti koriS¢enjem okoline tacke.

Teorema 1.3.14. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vazi: skup U C X
je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tacke.

Teorema 1.3.15. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Za svako v € X wvazi:
(U1) ako U € U(x) onda x € U

(U2) ako Uy,Uy € U(x) onda Uy NUy € U(x)

(U3) akoU eU(z) iU CAC X onda A€ U(x)

(U4) za svako U € U(x) postoji V. C U daV elU(z) iVyeV ,V eU(y)

Obratno, topologija na nekom skupu X se moze definisati tako Sto se
prvo svakoj tacki « € X pridruzi familija V(z) tako da su zadovoljeni uslovi
(U1) — (U4), pa je otvoren skup onaj koji je okolina svake svoje tacke, tj.
familja O = {O C X : (Vz € O)O € V(z)} je topologija na skupu X. U
topoloskom prostoru (X, O), za svako x € X, kolekcija V(x) je bas familija
svih okolina tacke x.
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Definicija 1.3.16. Neka je (X, ) topoloski prostor i x € X. Familija
skupova B(z) je baza okolina tacke z ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:
(BO1) Elementi kolekcije B(z) su okoline tacke x, tj. B(x) C U(x);

(BO2) (VU € U(x)) (3B € B(z)) (B C U).

Za topoloski prostor (X, Q) kazemo da zadovoljava prou aksiomu prebro-
jivosti ako i samo ako u svakoj tacki x € X postoji prebrojiva baza okolina.
Lako se pokazuje da ako topoloski prostor zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti da tada zadovoljava i prvu aksiomu prebrojivosti.

Primer 1.3.17. U prostou (R, Oy,u) za proizvoljnu tacku z € R familija
B(z) = {L(z,1/n) : n € N} je baza okolina tacke z. Kako je ta familija
prebrojiva prostor (R, O,.) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 1.3.18. Svaki metricki prostor zadovoljava I aksiomu prebrojivosti.
Adherencija skupa i separabilnost

Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tacka z € X je:

- adherentna tacka skupa A ako i samo ako YU € U(x) UN A # ();

- tacka nagomilavanja skupa A ako i samo ako VU € U(xz) UNA\{x} # 0;
- izolovana tacka skupa A ako i samo ako U € U(x) UN A = {x}.

Skup svih adherentnih tacaka skupa A zovemo adherencija (ili 2atvaranje)
skupa A, u oznaci A.

U topoloskom prostoru X za proizvoljan skup A C X vazi:
a) A je najmanji zatvoren nadskup skupa A.
b) Skup A je zatvoren ako i samo ako je A = A.

¢) A C B implicira A C B.

Teorema 1.3.19. Neka je (X, Q) topoloski prostor i B baza topologije O.
Tada je prostor X regularan ako i samo ako za svaku tacku x € X i svako
B € B tako da x € B postoji otvoren skup U takav da je x € U C U C B.

Za skup D C X kazemo da je gust u X ako i samo ako je D = X.
Prostor (X, ) je separabilan ako i samo ako postoji skup D C X koji je
gust i prebrojiv.
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Primer 1.3.20. U prostoru (R, O,) vazi Q = R. Dakle, Q je gust u R
kako je i prebrojiv skup, (R, Q) je separabilan.

Naredna teorema daje potreban i dovoljan uslov da D C X bude gust.

Teorema 1.3.21. Neka je (X, O) topoloski prostor i B proizvoljna baza
topologije O. Tada vazi: skup D C X je gust ako i samo ako je BN D # ()
za svaki neprazan skup B € B. Specijalno, skup D je gust ako i samo ako
sece svaki neprazan otvoren skup O € O.

Teorema 1.3.22. Ako topoloski prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti, onda je separabilan.

Dakle, druga aksioma prebrojivosti povlac¢i prvu aksiomu prebrojivosti i
separabilnost, dok obratne implikacije nisu tacne.

Teorema 1.3.23. Metricki prostor (X, d) je separabilan ako i samo ako zado-
voljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Neprekidna preslikavanja, homeomorfizmi

Definicija 1.3.24. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i
f: X =Y. Kazemo da je f neprekidno ako i samo ako

(Vo € X)(VV € U(f(2)))(BU € U(z))f[U] C V.

Teorema 1.3.25. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y.
Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) f je neprekidno

b) (YO € Oy) f7Y0] € Ox

c) (VF € Fy) f7'[F] e Fx

d) Za svaki skup A C X wvazi f[A] C f[A].

Teorema 1.3.26. Kompozicija neprekidnih preslikavangja je neprekidna.

Za topoloski prostor (X, O) kazemo da je kompletno regularan ako i samo
ako za svaki neprazan zatvoren skup F' C X i svaku tacku = € X \ F postoji
neprekidno preslikavanje f : X — [0,1] tako da f[F] = 1 A f(z) = 0. Za
topoloski prostor kazemo da je prostor Tihonova (T} 11— prostor) ako i samo
ako je T i kompletno regularan.
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Definicija 1.3.27. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslika-
vanje f: X — Y je homeomorfizam ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:
1. f je bijekcija; 2. f je neprekidno; 3. f~! je neprekidno.

Topoloski prostori X i Y su homeomorfni ako i samo ako postoji home-
omorfizam f: X — Y.

Definicija 1.3.28. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Za pre-
slikavanje f : X — Y kazemo da je :

- otvoreno ako i samo ako je za svaki otvoren skup O C X
skup f[O] CY otvoren.

- zatvoreno ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' C X
skup f[F] C Y zatvoren.

Teorema 1.3.29. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) proizvoljni topoloski prostori i
neka je f: X — Y neprekidna bijekcija. Tada su ekvivalentni sledeci uslovi:

a) [ je homeomorfizam; b) f je otvoreno; c) f je zatvoreno.

Osobina P toposkih prostora je invarijanta neprekidnih preslikavanja
ako i samo ako za svaka dva topoloska prostora (X,Ox) i (Y,Oy) i svaku
neprekidnu sirjekciju f: X — Y vazi:

Ako prostor X ima osobinu P, onda i prostor Y ima osobinu P.
Analogno se definiSu invarijante otvorenih neprekidnih preslikavanja, invari-
jante zatvorenih neprekidnih preslikavanja kao i invarijante homeomorfizama.

Invarijante homeomorfizama zovemo topoloske osobine. Dakle homeo-
morfni prostori imaju iste topoloske osobine.

Potprostori topoloskih prostora

Ako je (X, Q) topoloski prostor i A C X njegov proizvoljan neprazan
podskup, onda se na skupu A na prirodan nacin moze definisati topologija
koju skup A "nasleduje" od prostora (X, O).

Teorema 1.3.30. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup.
Tada je kolekcija O4 = {ONA:O € O} topologija na skupu A.

Za topologiju O4 na skupu A kazemo da je indukovana (nasledena)
topologijom O i topoloski prostor (A, O 4) zovemo potprostor prostora (X, O).

Primetimo da svaki neprazan podskup topoloskog prostora odreduje neki
potprostor, dok svaki podskup grupe ne mora da odreduje podgrupu (jer
mora da zadovoljava uslov zatvorenosti u odnosu na operacije).
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Teorema 1.3.31. Neka je (X, Q) topoloski prostor, B baza topologije O,
rg € A C X i Ua(zo) familiju svih okolina tacke xo u potprostoru (A, O4).
Tada vazi:

a) kolekcija skupova By = {BNA: B € B} je baza topologije Oy.
b) Ua(zo) ={UNA: U clU(zy)}
C) Ako je B(xg) baza okolina tacke xo u prostoru (X, O), onda je kolekcija
Ba(xo) ={BNA:BeB(zp)}
baza okolina tacke xo u potprostoru (A, Oy).

Iz prethodne teoreme sledi da ako topoloski prostor (X, Q) zadovoljava
drugu (prvu) aksiomu prebrojivosti onda svi njegovi potprostori nasleduju
tu osobinu.

Povezan prostor

Definicija 1.3.32. Topoloski prostor X je povezan ako i samo ako skup X
ne moze da se predstavi kao unija dva neprazna disjunktna otvorena skupa.
Inace kazemo da je prostor nepovezan.

Povezanost je invarijanta neprekidnih preslikavanja.

Definicija 1.3.33. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Neprazan podskup
A C X je povezan skup ako i samo ako je (A, O4) povezan topoloski prostor.

Teorema 1.3.34. Neka su (X,0Ox) i (Y,Oy) topoloski prostori i neka je
f X = Y neprekidno preslikavanje. Tada, ako je skup A C X povezan,
onda je i f[A] povezan skup.

Ako su A i B povezani podskupovi topoloskog prostora X koji nisu raz-
dvojeni tj. ANB #0i AN B # () tada je AU B povezan skup.

Vazi i da je topoloski prostor povezan ako i samo ako su svake dve tacke
x,y € X elementi nekog povezanog skupa A C X na osnovu Cega uvodimo
binarnu relaciju na skupu X.

Teorema 1.3.35. Neka je X topoloski prostor i p binarna relacija na skupu
X data sa : xpy ako i samo ako postoji povezan skup A C X koji sadrzi
tacke x i y. Tada vaZi:

a) Relacija p je relacija ekvivalencije.
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b) Ako je C, klasa ekvivalencije tacke x € X i A, kolekcija svih povezanih
skupova A C X koji sadrze tacku x, onda je C, = J A,.

c) Skup C, je najveci povezan skup koji sadrzi tacku x.
d) Skup C, je zatvoren.

Klase ekvivalencije relacije p su komponente povezanosti prostora X.
Skup C, zovemo komponenta povezanosti tacke x. Dakle, komponente pove-
zanosti su najveci povezani delovi prostora, a kolekcija svh komponenti pred-
stavlja particiju prostora.

Definicija 1.3.36. Za topoloski prostor X kazemo da je putno povezan ako
i samo ako za svake dve tacke z,y € X postoji neprekidno preslikavanje
f:]0,1] = X takvo da je f(0) =z 1 f(1) = v.

Putna povezanost je invarijanta neprekidnih preslikavanja (a zato i topo-
loska osobina) i vazi: svaki putno povezan topoloski prostor je povezan.

Kompaktnost

U topoloskom prostoru (X,0) i A C X familiju {O; : i € I} otvorenih
podskupova skupa X zovemo otvoren pokrivac¢ skupa A ako i samo ako je
A C Uier O;. Za potkolekciju pokrivaca koja je i sama pokrivac kazemo da je
potpokriva¢ datog pokrivaca.

Definicija 1.3.37. Topoloski prostor (X, Q) je kompaktan ako i samo ako
svaki otvoren pokriva¢ skupa X ima konacan potpokrivac.

Definicija 1.3.38. Za skup A u prostoru (X, O) kazemo da je kompaktan
ako i samo ako svaki otvoren pokriva¢ skupa A ima konacan potpokrivac.

Teorema 1.3.39. Kompaktnost je nasledna prema zatvorenim podskupovima.

Definicija 1.3.40. Za topoloski prostor X kazemo da je lokalno kompaktan
ako i samo ako za sve x € X postoji okolina U tacke x tako da je U kompaktan
skup u X, tj. svaka tacka ima kompaktnu okolinu.

Teorema 1.3.41. Ako je skup A C X kompaktan v Hauzdorfovom prostoru
X onda je A zatvoren skup.

Teorema 1.3.42. Neka je X kompaktan Hauzdorfov prostor. Tada vaZi:
skup A C X je kompaktan ako i samo ako je zatvoren.

Teorema 1.3.43. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na ko-
mpaktan skup.
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Teorema 1.3.44. Neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora v Hauzdor-
fov prostor je zatvoreno preslikavanje.

Topoloski proizvod
Direktan proizvod familije skupova {X; : i € I} je skup

[1Xi={(z;:i€l):Viel(z; €Xy).

el

Teorema 1.3.45. Neka je I neprazan skup, a {(X;,0;) : i € I} familija
topoloskih prostora. Tada je kolekcija

B={Jn'0)]: KCIN|K|<RAVieK(O;€O;})

€K

baza neke topologije O na [l;cr Xi, gde je m; : [1jer Xo — Xi dato sa
mi((x; 5 €l)) =ua;.

Topologiju O na skupu [] X, iz prethodne teoreme zovemo topologija Ti-
honova. Za prostor (ITX;, O) kazemo da je Tihonovski proizvod familije
prostora {(X;,0;) : i € I}.

Naredna lema objasnjava kako izgleda element baze topologije Tihonova.

Lema 1.3.46. Uz pretpostavke i oznake iz prethodne teoreme vazi:

%:{XiiEI\K

; “HOi = TLer Vi de j
Niex ™ [ ] [Lier gae je 0, ick

Teorema 1.3.47. Uz pretpostavke i oznake iz prethodne teoreme vazi:
Projekcije m; : [ X; — X, su neprekidna preslikavanja.

Definicija 1.3.48. Neka su (X,0x) i (Y;,0;), i € I topoloski prostori, a
fi : X =Y, i € I preslikavanja. Tada je preslikavanje f : X — [[Y; dato sa

flx)=(filz):iel), zasvezelX,

dijagonalno preslikavanje odredeno familijom preslikavanja {f; : i € I}.
Oznacamo ga sa Af;.

Teorema 1.3.49. Neka su X iY;, 1 € I topoloski prostorii f; - X — Y, 1 €1
neprekidna preslikavanja tada je i dijagonalno preslikavanje A\ f; neprekidno.

Faktor prostor
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Ako je (X, Q) topoloski prostor i p relacija ekvivalencije na skupu X
prirodno se postavlja pitanje kako definisati topologiju na skupu svih klasa
ekvivalencije relacije p koja zavisi od topologije O.

Lema 1.3.50. Neka je (X, Ox) topoloski prostor, Y neki skup i q: X =Y
proizvolina sirjekcija. Tada je kolekcija

Oy ={0 CY :q 0] € Ox}
topologija na skupu Y .

Dokaz: Kako je ¢7'[)] =0 € Ox i ¢ Y] = X € Ox uslov O1 je zadovoljen.
Dalje, ako su skupovi O1,05 € Y takvi da ¢ '[O4],¢7'[0s] € Ox onda i
je ¢71O1 N O] = ¢ O N q O, € Ox, pa imamo O; N Oy € Oy, §to
dokazuje da vazi uslov O2.

Konacno, ako su skupovi O; C Y,i € I takvi da je ¢7'[0;] € Ox, onda je
¢ HUier O] = Uier a7 Oi] € Ox, odakle sledi U;c; O; € Oy, pa je i uslov
03 zadovoljen. m

Na osnovu ove leme zakljucujemo da je naredna definicija korektna.

Definicija 1.3.51. Neka je (X, Q) topoloski prostor, p C X? relacija ekvi-
valencije i ¢ : X — X/, prirodno preslikavanje ¢(z) = [z], za sve v € X gdje
je [z], klasa ekvivalencie elementa . Za topologiju O, na skupu X/, datu
sa

0,={0C X,,: ¢ '[0] € O}

kazemo da je faktor topologija. Prostor (X,,,O/,) zovemo faktor prostor
prostora (X, Q) odreden relacijom p.

Ako imamo topoloski prostor (X, Oy), sirjektivnim preslikavanjem
f + X — Y definisSimo Oy topologiju na skupu Y kao u prethodnoj lemi.
Preslikavanje f na prirodan nacin odreduje relaciju ekvivalencje p na skupu
X, datu sa z1pzy < f(x1) = f(x2). Postavlja se pitanje da li je, gledano
sa topoloskog aspekta, prostor (Y, Oy) jednak faktor prostoru (X,,,0/,), to
jest da li su homeomorfni.

Teorema 1.3.52. Neka su X @Y skupovi i f : X — Y sirjekcija. Ako
je p C X2 relacija ekvivalencije data sa x1pry < f(x1) = f(xs) @ ako je
q: X — X/, odgovarajuce prirodno preslikavanje dato sa q(x) = [x], gde je
(@] klasa ekvivalencije elementa x, onda je preslikavanje F : X,, =Y, dato
sa F([z]) = f(x) dobro definisano. Sem toga, F je bijekcija i vazi f = F oq.
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Dokaz: Kako iz [2'] = [z] sledi 2'pz, to jest F([z']) = f(2') = f(z) = F([z]),
funkcija F' je dobro definisana.

Kako je f : X — Y sirjekcija, za proizvoljno y € Y postoji z € X tako
da je f(z) = y, pa je F([z]) = y. Dakle F je sirjekcija. Dalje, ako je
F([1]) = F([z2]) to jest f(x1) = f(x2), onda je z1pzs to jest[zi] = [z2], pa
je F'injekcija.

Konacno, za proizvoljno x € X imamo (F o q)(z) = F([z]) = f(z). O
Definicija 1.3.53. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i neka vaze

pretpostavke prethodne teoreme. Za preslikavanje f kazemo da je faktor
preslikavanje ako i samo ako je preslikavanje F' homeomorfizam.

Teorema 1.3.54. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X =Y
sirjektivno preslikavanje. Tada su ekvivalentni sledeci uslovi:

a) Preslikavanje f je faktor preslikavanje;
b) VO CY (0 € Oy & f7HO] € Ox);
¢) VFCY (FeFy & [lF] e Fx).

Dokaz: (a = b) Neka je f faktor preslikavanje, to jest neka je preslikavanje F
homeomorfizam. Zbog neprekidnosti funkcija F' i ¢, neprekidna je i kompozi-
cija Foq = f, pa za proizvoljan skup O € Oy imamo f~'[0] € Ox. S druge
strane, ako je f71[0] € Ox, zbog f~'[0] = ¢~ '[F[O]] imamo F~'[0] € Ox .
Kako je preslikavanje F' otvorena sirjekcija, sledi O = F[F~[O]] € Oy.

(b = a) Neka vazi uslov (b). Tada za proizvoljan otvoren skup O € Oy
imamo f~[0] € Ox, to jest ¢ ' [F[O]] € Ox, pa prema definiciji topologije
Ox, imamo F~'[0] € Ox,. Dakle, F je neprekidno preslikavanje. Kako
je F' bijekcija, preostaje da se pokaze da je i otvoreno preslikavanje. Neka
O € Ox/,,. Pokazujemo da F[O] € Oy, $to je prema (b) ekvivalento sa
[7HF[O]] € Ox. Medutim, znamo da f = F o ¢, pa je

fHF[O)] = ¢ ' FYF[O]]] = ¢ O], a ¢ '[O] € Ox zbog neprekidnosti
preslikavanja ¢. O

Teorema 1.3.55.
a) Neprekidna otvorena sirjekcija je faktor preslikavanje.
b) Neprekidna zatvorena sirjekcija je faktor preslikavanje.

Dokaz: a) Neka su (X,0x) i (Y,0Oy) topoloski prostori i f : X — Y
neprekidna otvorena sirjekcija. Zbog neprekidnosti preslikavanja f, iz O €
Oy sledi f7'O] € Ox. S druge strane, ako je f~'[O] € Ox, onda imamo
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O = f[f7YO]] € Oy, jer je f otvorena sirjekcija. Dakle, uslov (b) prethodne
teoreme je zadovoljen pa je f faktor preslikavanje.
Dokaz tvrdenja (b) je slican dokazu tvrdenja (a). O

Posledica 1.3.56. Neka je (X, Ox) kompaktan, a (Y, Oy) Hauzdorfov pros-
tor. Tada je svaka neprekidna sirjekcija f: X — Y faktor preslikavanje.

Dokaz: Neka je ' C X zatvoren skup. Kompaktnost je nasledna osobina
prema zatvorenim skupovima pa je F' kompaktan. Kako je f neprekidno
imamo da je i f[F] kompaktan u Hauzdorfovom prostoru Y, tada je f[F]
zatvoren u Y. Dakle, f je zatvoreno, pa iz prethodne teoreme sledi da je f
faktor preslikavanje. O]
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Glava 2

2 Topoloske grupe

2.1 Definicija i primeri

Definicija 2.1.1. Neka je G skup, - binarna operacija na G koja zadovoljava
aksiome grupe i O toplogija na G. Tada uredenu trojku (G,-, O) zovemo
topoloska grupa ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

(TG1) preslikavanje iz G x G u G dato sa (z,y) — « - y je neprekidno
TG2) preslikavanje iz G u G dato sa x — 2! neprekidno
( j

Krace ¢emo pisati topoloska grupa G umesto (G, -, O).

Dakle, topoloska grupa je zapravo grupa snabdevena topologijom tako da
su grupovna operacija i operacija invertovanja kompatibilne sa tom topologi-
jom u smislu neprekidnosti. Svaka grupa moze trivijalno postati topoloska
grupa ako je snabdemo diskretnom topologijom. Medutim, postavlja se pi-
tanje kako grupu pretvoriti u topolosku grupu a da bude snabdevena netri-
vijalnom topologijom koja bi zadovoljavala i neke dodatne osobine.

Napomena. Na osnovu neprekidnih preslikavanja iz definicije topoloske grupe
sledi:

- Za sve elemente a i b iz G 1 svaku okolinu W elementa ab postoje
okolina U elementa a i okolina V' elementa b tako da UV C W.

- Za svaki element a iz G i svaku okolinu V elementa a=* postoji okolina
U elementa a tako da U™t C V.

Napomena. Uslovi (TG1) i (TG2) iz definicije topoloske grupe mogu se
zameniti jednim uslovom:
(TG) Preslikavanje iz G x G u G dato sa (z,y) = xy~" je neprekidno

Primer 2.1.2. Proizvoljna grupa G snabdevena sa Oy;s. = P(G) diskretnom
topologijom je topoloska grupa i naziva se diskretna topoloska grupa.

Primer 2.1.3. Aditivna grupa R svih realnih brojeva sa uobi¢ajenom topologi-
jom je Abelova topoloska grupa.

Zaista, topologija na prostoru R indukovana metrikom d(x,y) =| z — y |
jednaka je uobic¢ajenoj topologiji na R. Pokazimo neprekidnost operacija:
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a) + : RxR—=R, (z,y) = z+vy.
Neka je (zg,y0) € R? proizvoljna tacka i U € U(xy + o). Postoji e >0
tako da L(xo+yo,€) C U. Biramo L(xg,e/2) x L(yo,€/2) € U((x0, Yo))
Tada za sve (x,y) € L(xg,e/2) X L(yo,€/2) vazi

| (x4y)—(zo+yo) | < | v—20 | + | y=y0 |< € = 2+y € L(x0+y0,6) C U.

b) In:R — R, In(z) = —x za sve x € R.
Neka je xg € R proizvoljna tacka i U € U(—xg). Postoji € > 0 tako da
L(—zg,e) C U. Tada za sve x € L(xg,e) € U(xp) vazi | x — xg |< €,
sto je ekvivalentno sa | —zo — (—) |< ¢, to jest —x € L(—xo,€).

Primer 2.1.4. T = {z € C: |z| = 1} C C sa operacijom mnozenja kom-
pleksnih brojeva i uobicajenom nasledenom topologijom je Abelova topoloska

grupa.
Primer 2.1.5. Grupa GL(n,R) = {A € M, (R) : detA # 0} invertibilnih

kvadratnih matrica n x n sa realnim koeficijentima i operacijom mnozenja
matrica je nekomutativna topoloska grupa.

Grupu GL(n,R) moZzemo snabdeti topologijom potprostora n2-dimenzio-
nalnog Euklidskog prostora. Posmatramo preslikavanje ¢ : GL(n,R) — R
definisano sa

@((ai,j)) = (51, by, "'abn2)7 biJr(jfl)n = Q4,5

za sve (a; ;) € GL(n,R). Jasno ¢ je injektivno preslikavanje. Neka je
¢ = Yiarme) - GL(n,R) = ¢[GL(n,R)] = M C R™

i Oy topologija potprostora M koja je nasledena od topologije Euklidskog
prostora R™. Tada je familija

O ={0 Cc GL(n,R) : ¢[O] € Op}

topologija na GL(n,R) koja je kompatibilna sa operacijom mnozenja matrica
i operacijom invertovanja matrice. Grupu GL(n,R) zovemo opsta linearna
grupa stepena n nad R. Sa ovako definisanom topologijom preslikavanje ¢ je
homeomorfizam prostora GL(n,R) i M.

Primer 2.1.6. Aditivna grupa kvaterniona Q (pogledati primer 1.2.17) je
topoloska grupa.
Posmatrajmo preslikavanje f : Q — R* definisano sa:

flq) = (z,y,2,t) zasve g =z +yi+ zj + tk € Q
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Jasno, f je bijekcija. Topologizaciju grupe Q definiSemo proglasavanjem
preslikavanja f homeomorfizmom, to jest, analogno prethodnom primeru
familija

O={0CQ: f[O] € O}

je topologija na Q, gde Ogs predstavlja uobicajenu topologiju Euklidskog
prostora R*. Sa ovako definisanom topologijom Q je topoloska grupa koja
zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Moze se pokazati da je multiplikativna grupa Q" sa ovako definisanom
topologijom takode topoloska grupa, sto sledi na osnovu definicije mnozenja
i inverznog elementa u Q.

2.2 Okoline neutralnog elementa

Postavlja se prirodno pitanje: Koji su nacini topologizacije proizvoljne grupe
G? Jasno je da uvek mozemo posmatratrati diskretnu topologiju na G koja
¢ini da GG postane topoloska grupa. Kako bi iskljucili ovo trivijalno resenje,
tragamo za nediskretnim topologijama na grupi G, koje zovemo netrivijalne.
U cilju topologizacije prozvoljne grupe G netrivijalnom topologijom u nasta-
vku navodimo osnovna svojstva topoloskih grupa.

Propozicija 2.2.1. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e
it a proizvoljan element iz G. Tada su:

a) desna translacija p, : G — G, p.(x) = za;

b) leva translacija N\, : G — G, \o(x) = ax ;

N € R Y

d) konjugacija o, : G — G, 04(x) = axa™

homeomorfizmi.

Dokaz: a) Jasno, p, je bijekcija. Neka je x € G proizvoljno i V' € U(za). 1z
uslova (T'G1) postoji U € U(x) i postoji O € U(a) tako da UO C V. Tada
palU] = Ua C UO C V. Dakle p, je neprekidna. Kako vazi p;!(z) = za™' i
pa© py ' =1 sledi da je p;! neprekidno, pa je stoga p, homeomorfizam.

Analogno se dokazuju i ostali homeomorfizmi. O]

Posledica 2.2.2. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e i a
proizvoljan element iz G. Tada:

a) ako je U okolina elementa e tada je Ua okolina elementa a;
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b) ako je B. proizvoljna baza okolina elementa e tada je kolekcija
B, ={Ua:U € B.} baza okolina elementa a.

Dokaz: a) Neka je U € U(e). Tada postoji otvoren skup O da e € O C U.
Kako je desna translacija homeomorfizam sledi da je p,[O] otvoren. Dakle
a € p,|O] = Oa C Ua, pa je Ua € U(a). b) sledi iz a) O

U nastavku sledi propozicija koja daje dovoljan uslov za neprekidnost
homomorfizma topoloskih grupa.

Propozicija 2.2.3. Neka je f : G — H homomorfizam topoloskih grupa.
Ako je f neprekidno u neutralnom elementu e grupe G tada je f neprekidno
preslikavange.

Dokaz: Neka je x € G proizvoljan element i neka je O otvorena okolina
elementa y = f(z) u H. Kako je leva translacija A\, homeomorfizam na H
postoji otvorena okolina V' neutralnog elementa ey u H tako da yV C O.
Iz neprekidnosti f u eg postoji otvorena okolina U elementa eg u G tako da
flUl cV.

Iz homeomorfizna A\, na G skup zU je otvorena okolina elementa z u G.
Kako je f homomorfizam tada imamo :

flaUl =y flU] CcyV CO.
m
Neka je H podgrupa topoloske grupe . Jasno, tada je sirjektivna re-
strikcija preslikavanja iz H x H u H , (hy, hy) — hihy' neprekidna pa je

podgrupa H i sama topoloska grupa sa nasledenom topologijom grupe G. U
nastavku sledi vazna osobina podrupa u topoloskoj grupi.

Teorema 2.2.4. Neka je G topoloska grupa. Svaka otvorena podgrupa
H < G je zatvorena.

Dokaz: Familija svih desnih koseta {Ha : a € G} koje u grupi G' odreduje
njena podgrupa H je otvoreni pokriva¢ grupe G ¢iji su elementi disjunktni
skupovi. Stavise, svaki desni koset je i zatvoren, jer je komplement unije
otvorenih desnih koseta. Specijalno, H = He je zatvoren u G. O]

Definicija 2.2.5. Za topoloski prostor X kazemo da je homogen ako za sve
x,y € X postoji homeomorfizam f: X — X da f(z) =y.

Iz translacija na topoloskoj grupi dobija se sledeci rezultat,

Posledica 2.2.6. Svaka topoloska grupa G je homogen prostor.
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Dokaz: Neka su z,y € X proizvojni elementi iz G. Za z = v~y dobija se da
p-(z) = xz = xa~'y = y. Kako je desna translacija homeomorfizam prostora
G u samog sebe sledi da je G homogen prostor. O]

Da bi se od proizvoljne grupe G dobila topoloska grupa, na osnovu posled-

nje posledice, mogu se koristiti samo homogene topologije. Glavna karak-
teristika homogenih topoloskih prostora jeste da se ti prostori na isti nacin
ponasaju u svakoj svojoj tacki. Dakle, ako se zna kako se topologija topoloske
grupe ponasa u neutralnom elementu, tada iz osobine homogenosti znamo
ponasanje topologije u svakom njenom elementu.
Ovo zapazanje sugeriSse odreden pristup topologizaciji grupe G. Prvo se
definise baza okolina neutralnog elemnta, koja se zatim translira kroz ele-
mente grupe G i konacno se definise topologija preko baze koja je familija
svih dobijenih baza okolina.

Teorema 2.2.7. 1) Neka je G topoloska grupa i % otvorena baza okolina
neutralnog elementa e. Tada:

i) za svako U € U postoji V € U tako da V? C U;

ii) za svako U € U postoji V € U tako da V' C U;
iii) za svako U € % i svako x € U postoji V € U tako da Vax C U;
iv) za svako U € U ix € G postoji V € U tako da xVz™t C U;

v) za sve U,V € U postoji W € U tako da W CUNV;
vi) {e} =N%

2) Obratno, neka je G grupa i % familija podskupova od G koja zadovoljava
uslove i) — vi). Tada je familija By = {Ua : a € G,U € %} baza T}
topologije Oy na G. Sa ovom topologijom G je topoloska grupa i familija
{aU :a € G, U €U} je baza za istu topologiju na G.

Dokaz: 1) Neka je G topoloska grupa i U € % . Kako je e-e = e iz neprekid-
nosti grupovne operacije sledi da postoje okoline neutralnog elementa Vi i V5
tako da V; - V5 C U. Tada za okolinu neutralnog elementa V' = Vi NV, vazi
(V)2 c U. Tada postoji V € % tako da V C V' i vazi V? C U. Dakle vazi
i). Slicno, iz neprekidnosti operacije invertovanja sledi 7).

Ako je U € % on je otvoren skup i kao takav je okolina svake svoje tacke.
Za proizvoljno x € U na osnovu posledice [2.2.2] postoji V' € % tako da
Va C U. Dakle vazi iii).

Na osnovu homeomorfizna o, i ¢injenice da o,(e) = e sledi da za U € %
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postoji okolina V' € U(e) da zV'xz~* C U . Dalje postoji V € % tako da
V C V' i pritom vazi xVz~! C U ¢ime je pokazano iv).

Za proizvoljne U,V € % vazi U NV € U(e) pa postoji W € % tako da
W c UnV. Dakle vazi v).

Jasno je e € N% . Pretpostavimo da za neko a € G\ {e} vazi a € N%.
Kako je G T prostor postoji okolina neutralnog elementa V' tako da a ¢ V.
% je baza okolina elementa e pa postoji U € % tako da e € U C V. Sledi
a ¢ U $to je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle vazi vi).

2) Posmatrajmo O ={W C G: (Ve € W)(3U € %) Ux C W}.

Stav 1. O je topologija na G.

Jasno, ;G € O pa vazi (0O1). Ako su Wi,W, € O pokazimo da
WinWy, =W € O. Za x € W postoje Uy, Uy € % tako da Uz C Wy
i Uyx € W;. Iz osobine v) sledi da postoji U € % tako da U C U; N Us.
Tada je jasno da Uz C Wy N Wy = W, ¢ime je pokazan uslov (O2). Neka je
{W,; i eI} C O tada za svako x € U;c; W; postoji ig € I tako da x € W,
pa postoji U;, € %« tako da U;yx C W;, C U;er Wi. Dakle Uijc; Wi € O tj.

vazi uslov (O3).

Stav 2. Ux € O,zasvexr € GisveU € % .
Neka je y € Ux proizvoljan element. Tada yz=! € U . Iz osobine i)
postoji V' € % tako da Vyxz~' C U. Sledi da Vy C Uz. Dakle Uz € O.

Stav 3. O = O%

Iz stava 2 sledi By, C O. Neka je W € O. Tada W = U,ew Usx € Oy,
gde je U, € % . Sledi da O C Oy i familija By ={Ua:a € G, U € U} je
baza topologije O, to jest Oy C O.

Stav 4. Operacija na grupi G je neprekidna u odnosu na topologiju O.

Neka su a i b proizvoljni elementi grupe G i O € O takav da ab € O. Tada
postoji W € % tako da Wab C O. Za dokaz stava 4 dovoljno je pronaci
U,V € % koji zadovoljvaju uslov Ua - Vb C Wab koji je ekvivalentan uslovu
UaV C Wa, odnosno ekvivalentan uslovu U(aVa™') C W.

Prvo, na osnovu uslova i) izabere se U € % tako da U -U C W, a za-
tim koriste¢i uslov iv) izabere se V € % tako da aVa™' C U. Za ovako
izabrane U,V € % vazi da U(aVa™) C U-U C W $to implicira da vazi
Ua-Vb C Wab ¢ime je dokazan stav 4. Specijalno, sve desne translacije na
grupi G su neprekidne i prostor (G, Q) je homogen.

Stav 5. bV € O, zasvebe Gisve U € % .
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Neka je y € bV. Tada b~'y € V i iz osobine iii) postoji W € % tako
da Wb™ly C V, a iz osobine iv) postoji U € % tako da b='Ub C W. Tada
b=1Ubb 1y € Wbly C V, na osnovu ¢ega sledi b='Uy C V to jest Uy C bV,
¢ime je dokazan stav 5.

Stav 6. Preslikavanje In : G — G dato sa In(z) = 27! je neprekidno u
odnosu na O.

Koristec¢i ekvivalentan uslov za neprekidna preslikavanja i na osnovu stava
3 pokazuje se da In"'[Ua] = a”'U ' € Ozasvea € GisvelU € %. 1z
stava 5 dovoljno je pokazati da U~ € O. Neka jex € U™L. Tadaz=t € U i
osobina #i4) implicira da V= C U za neko V € % . Iz osobine ii) izabere se
W € % takoda W= Cc V. Tada W—tz=t ¢ Va=! C U odnosno 2W c U~!.
Na osnovu stava 5 2TV je otvoren skup i time je dokazano da je U~' okolina
svake svoje tacke, to jest U~! € O.

Konac¢no, pokazimo da topologija O zadovoljava aksiomu separacije T7.
Neka su a,b € G tako da a # b. 1z uslova vi) sledi da postoji U € U tako da
ba—' ¢ U. Tada b ¢ Ua. Dakle, postoji okolina Ua elementa a koja ne sadrzi
element b. Time je zavrsen dokaz. O

Uslove (i) — (vi) zovemo aksiomama topoloskih grupa.

Napomena. Uslovi (i) i (ii) mogu se zameniti jednim uslovom :
Ve, 3Vew, VVtcU

Teorema 2.2.8. U svakoj topoloskoj grupi G postoji otvorena baza neu-
tralnog elementa ¢iji su elementi simetricni skupouvi.

Dokaz: Za proizvoljnu otvorenu okolinu U neutralnog elementa e definise se
V=UNU"!t Tada vazi V = V!, skup V je otvorena okolina elementa e i
VcU. O

Teorema 2.2.9. Svaka topoloska grupa G je reqularan prostor.

Dokaz: Neka je U otvorena okolina neutralnog elementa e u G. Iz teorema
[2.2.7] i [2.2.8] sledi da postoji otvorena okolina V' od e takva da V! Cc U
i V2 c U. Tada ako x € V imamo Vz NV # (. Stoga a1x = ay za
neke ay,as € V pa sledi x = al_lag € V'V = V2% c U. Dakle, imamo
da je V C U. Iz homogenosti grupe G neposredno sledi da je G regularan

prostor. O

Svaka topoloska grupa je T} prostor, iz prethodne teoreme imamo da je
svaka topoloska grupa T3 prostor. Jasno je da vazi sledeéi rezlutat.
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Posledica 2.2.10. Svaka topoloska grupa je Hauzdorfov prostor.

Primer 2.2.11. Neka je G grupa i .4 familija svih normalnih podgrupa
grupe G. Iz osobina normalnih podgrupa jasno je da familija .4 zadovo-
ljava uslove teoreme [2.2.7]. Tada je O = {Nz : N € A,z € G} familija
svih koseta svih normalnih podgrupa grupe G topologija na G koja je kom-
patibilna sa operacijama u grupi. S obzirom da su sve otvorene podgrupe
topoloske grupe i zatvorene (teorema 2.2.4) s ovom topologijom G je nula-
dimenzionalan prostor.

Primer 2.2.12. Za sve r > 1 na grupi € r-adickih brojeva (pogledati
primer 1.2.18) postoji nediskretna topologija kompatibilna sa operacijom
sabiranja i invertovanja.

Oznac¢imo za m € Z skup A,, = {Z € Qpy : (Vn < m)x, = 0}. Jasno,
A, < Qi vazi Apyr C Ay, za sve m € Z.

Tvrdimo da kolekcija % = {A,, : m € Z} zadovoljava uslove teoreme [2.2.7].
Zaista, iz Cinjenice da su A, podgrupe od €2 jasno je da su zadovoljeni
uslovi i) — #74). Uslov iv) je trivijalno zadovoljen s obzirom da je €2}, komu-
tativna grupa, dok uslov v) sledi iz inkluzije ... C Ayy1 C Ay C Ay C o
Jasno 0 = Nyuez Am, tj. vazi uslov vi). Na osnovu teoreme [2.2.7] % je baza
okolina elementa 0 a kolekcija By = {A,, + T : T € Qpq,m € Z} je baza T}
topologije sa kojom je €2, topoloska grupa.

Kako je % opadajuci lanac netrivijalnih podgrupa od €2}, definisana topolo-
gija nije diskretna. Dalje, kako je svaka otvorena podgrupa i zatvorena sledi
da neutralni element 0 ima bazu okolina ¢iji su elemeti i otvoreni i zatvoreni
skupovi. Iz homogenosti sledi da je topoloska grupa €2},) nula-dimenzionalna.
Pokazimo da je svaka podgrupa A, kompaktna kao potprostor od 2.
Uo¢imo da A,, mozemo identifikovati sa podskupom od A’ gde je
A={0,1,...;r=1}iJ, ={n € Z:n>m}. Tada A, nasleduje topologiju
O,, prostora A’™ koja je uobi¢ajena topologija proizvoda. Tvrdimo da je O,,
jednaka topologiji prostora A,, nasledene od topologije topoloske grupe €2,.
Zaista, za svako T € A,, i kK > m zbir T + A, C A,, sadrzi sve nizove
(o0, 0, Ty Tty - oy Tl 1y Yks Ykt 1y - - -) 8d€ SU Yg, Ys1, - - - Proizvoljni
elementi iz A. Dakle, imamo da je Z+ Ay, otvoren u A/, pa sledi O,, = Oy, .
Kako je A/m kompaktan i odgovarajuée topologije jednake, sledi da je A,,
kompaktna podgrupa od €2, za sve m € Z. Specijalno, Z;,) = Ay je otvorena
kompaktna podgrupa od ;).

2.3 Otvoreni skupovi, adherencija i kompaktni skupovi

U ovom odeljku opisujemo nekoliko jednostavnih osobina familije otvorenih,
zatvorenih i kompaktnih skupova u topoloskim grupama. Iako se mnoge
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osobine prirodno namecu i lako se dokazuju one ¢ine osnovu za konstrukciju
topoloske algebre.

Propozicija 2.3.1. Neka je G topoloska grupa, U C G otvoren skup i A C G
proizvoljan skup. Tada su UA i AU otvoreni skupovi u prostoru G.

Dokaz: Kako je svaka translacija na topoloskoj grupi homeomorfizam i kako
je unija proizvoljne familije otvorenih skupova otvoren skup sledi da su
AU = Ugea MalU] 1 UA = Ugea palU] otvoreni skupovi. O

Propozicija 2.3.2. Neka je G topoloska grupa. Tada za svaki neprazan skup
A C G i svaku otvorenu okolinu U neutralnog elementa e vazi A C UANAU.

Dokaz: Za okolinu U iz propozicije postoji V' otvorena okolina neutralnog
elementa takva da V! C U.

Neka je z € A. Tada za Vx otvorenu okolinu tacke x vazi ANVx # (). Neka
jea € ANVx, tojesta =brzanekobc V. Tadajex =b"la € V'A C UA.
Dakle, A C UA.

Koristeéi £V otvorenu okolinu tacke x, analogno se pokazuje da A C AU. [

Zakljucak prethodne propozicije moze se dodatno ojacati, o cemu govori
naredna teorema.

Teorema 2.3.3. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e i B,
proizvoljna baza okolina elementa e. Tada za svaki skup A C G vaZi:

A=(WAU : UeB.} =({UA: U € B.}

Dokaz: Na osnovu propozicije [2.3.2] sledi A ¢ N{AU : U € B.}.

Pokazimo obratnu inkluziju kontrapozicijom.

Ako x ¢ A tada postoji W € B, tako da ANzW = 0. Za okolinu W postoji
U € B, tako da U~! € W. Tada ANzU ! = ) odnosno AU N {z} = 0, to
jest © ¢ AU.

Analogno se pokazuje da vazii A =N{UA: U € B.}. O

Propozicija 2.3.4. Neka je G topoloska grupa. Ako je A C G simetrican
skup, tada je i A simetrican.

Dokaz: Pokazujemo da vazi A = (A)7!.

(D) Na osnovu simetri¢nosti skupa A i neprekidnosti operacije invertovanja
imamo da je (A)"' Cc A 1=A

(C) Kako je A C Asledi A= A~! C (A)~!. Iz propozicije [2.2.1] operacija

invertovanja je homeomorfizam pa je (A)~! zatvoren skup koji sadrzi A. Na
osnovu definicije adherencije sledi A C (A)~! O
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U nastavku pokazujemo osobine podgrupa topoloskih grupa.
Propozicija 2.3.5. Neka je G topoloska grupa. VaZzi :

a) Ako je H < G tada je H < G.

b) Ako je H <G tada je i H<G.

Dokaz: a) Neka su xz,y € H. Pokazimo da zy~! € H, tj. da za svaku
otvorenu okolinu U neutralnog elementa e grupe G vazi zy U N H # 0.
Iz aksioma topoloske grupe za okolinu U i y € G postoji otvorena okolina
neutralnog elementa W tako da yWy~! C U. Dalje, za okolinu W postoji
otvorena okolina neutralnog elementa V tako da VV~! C WW. Tada imamo:

yVV iyt cyWyt cU
VVlyTt cyTU

Kako 2V i yV okoline elemenata x i y, redom i z,y € H sledi da VN H # ()
iyV N H #(, pa postoje u,v € V tako da zu € H i yv € H. H je podgrupa
pa vazi
zuvty € H (2)

S druge strane

syt e aVV Ty cayTU (3)
Iz jednacina (2) i (3) sledi zy'UNH # 0, tj. zy~' € H.
b) Neka je H normalna pogrupa topoloske grupe G. Za proizvoljno a € G
na osnovu homeomorfizma o, : * — azxa™! sledi:

aHa ' CaHa ' =H
Dakle, H < G. m
Teorema 2.3.6. Neka je G topoloska grupa ¢ H < G njena podgrupa. Vazi:

a) H je otvorena podgrupa ako i samo ako sadrzi neprazan otvoren podskup
od G.

b) Podgrupa H je zatvorena ako i samo ako postoji otvoren skup U C G
tako da je U N H neprazan i zatvoren u U.

Dokaz: a) Neka je U neprazan otvoren podskup od G takav da U C H. Tada
za sve a € H sledi da je Ua otvoren skup u G takav da Ua C H. Tada je
H = U,ecr Ua otvoren u G. Obratno, jasno.

b) Ako je H zatvorena podgrupa od G tada je H N U zatvoren u U.
Obratno, neka je U C G otvoren tako da U N H # () i U N H zatvoren u U.
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Iz ¢injenice da je U\ H = U \ (UN H) sledi da je U\ H otvoren u U, a kako
je U otvoren u G sledi da je i U\ H otvoren u G'i (U\ H)N H otvoren u H.
H je gust u H pa ako bi bilo U \ H # () imali bismo (U\ HYNHNH # ()
to jest (U \ H) N H # () $to je nemogucée. Dakle U\ H =0 pa U C H. Na
osnovu a) sledi H je otvorena podgupa, zatim na osnovu teoreme [2.2.4] H
je zatvorena podgrupa. O

Posledica 2.3.7. Ako je H lokalno kompaktna podgrupa topoloske grupe G
tada je H zatvorena. Specijalno, svaka diskretna podgrupa je zatvorena.

Dokaz: Kako je H lokalno kompaktan potprostor postoji C' C H kompaktna
okolina neutralnog elementa e u potprostoru H. Na osnovu definisanosti
baze okolina tacke na potprostoru, postoji otvorena okolina elementa e u G
takoda UNH C C.

Kako je C kompaktan i svaka topoloska grupa Hauzdorfov prostor, C' je
zatvoren skup u GG. Tada imamo da je U " H = U N C neprazan zatvoren
skup u U. Iz teoreme [2.2.4] sledi da je podgrupa H zatvorena. O

Kako bi ilustrovali navedene rezultate, u narednom primeru odredujemo
kako izgledaju zatvorene podgrupe aditivne grupe R.

Primer 2.3.8. Svaka prava zatvorena podgrupa aditivne grupe R je oblika
aZ za neki realan broj a > 0.

Stav 1: Ako je A C R diskretna podgrupa, tada postoji realan broj a > 0
tako da A = aZ:

Ako je A = {0}, trivijalno A = 0Z. Pretpostavimo da je A # {0}.
Definisimo a = inf{t € A : t > 0}. Kako je A diskretna i zatvorena na
osnovu posledice [2.3.7] sledi da a > 0ia € A. Dakle, aZ C A. Dalje,
za proizvoljan element b € A postoji k € Z da ka < b < (k + 1)a. Tada
0 < b— ka < a, pa zbog definicije elementa a sledi da b = ka, tj. A C aZ.
Jasno, za realan broj a' tako da 0 < o’ < a vazi d'Z # aZ.

Stav 2: Ako je A C R nediskretna podgrupa tada je A gust skup u R.

Pokazujemo da A = R. Kako je A nediskretna, tada postoji a € A koja
je tacka nagomilavanja tog skupa. Medutim tada je i 0 tacka nagomilavanja
skupa A. Stoga za svako n € N mozemo pronaci element a,, € A tako da
0 < |a,| <1/n.
Za proizvoljno r € Rin € N mozemo izabrati k,, € Z tako da |a,k,—7| < 1/n
iz ¢ega sledi r € A. Dakle A = R, tj. A je gust u R. Stoga ako je A C R
prava zatvorena podgrupa, iz Stava 2. ona mora biti diskretna, tada je iz
Stava 1. A oblika aZ za realan broj a > 0.
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Definicija 2.3.9. Neka je X topoloski prostor i x € X. Minimalnu kardina-
Inost baze okolina tacke x zovemo karakter prostora X u tacki x i oznacavamo
sa X(z, X)

Lema 2.3.10. Neka je Y potprostor regularnog topoloskog prostora X tako
da je Y gust u X. Tada vazi X(y,Y) = X(y,X) za svey € Y.

Dokaz: Neka je B baza okolina tacke y € Y u prostoru X. Tada je familija

By = {BNY : B € B} baza okolina tacke y u potprostoru Y. Jasno,

X(y,Y) < X(y, X).

Obratno, neka je By baza okolina tacke y u Y takva da |By| = X(y,Y). Za

svako U € By izaberemo otvoren skup Viy C X tako da VyNY = U. Tvrdimo

da je familija B = {V;; : U € By} baza okolina tacke y u prostoru X. Zaista,

za proizvoljnu okolinu O tacke y u prostoru X iz regularnosti prostora sledi

da postoji otvorena okolina W tacke y u X takva da W C O.

By je baza okolinazayuY iy € WNY otvoren skup u Y pa postoji U € By

daU CcWnNY. Kako je Y gust u X sledi da je VyNY = U gust u V. Tada

imamo Viy = U C W C O. Dakle y € Viy C O.

Iz definicije za B jasno je |B| < |By| = X(y,Y). Dakle, X(y, X) < X(y,Y)
O

Propozicija 2.3.11. Neka je G topoloska grupa i H C G podgrupa koja
zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. Tada H zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti.

Dokaz: Oznacimo K = H. Iz propozicije [2.3.5] K je podgrupa topoloske
grupe G, stoga je homogen prostor. Dovoljno je pokazati da neutralni ele-
ment grupe e ima prebrojivu bazu okolina u prostoru K. Kako je svaka
topoloska grupa regularna i regularnost nasledna topoloska osobina, K je
regularan prostor. Iz uslova propozicije imamo X (e, H) < ¥, pa na osnovu
leme [2.3.10] sledi X (e, K) < Ry. Dakle, K = H zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti. O]

Na kraju ovog odeljka predstavljamo rezultat o proizvodu kompaktnog i
zatvorenog skupa, kao i rezultat separacije kompaktnog i zatvorenog skupa
u topoloskim grupama.

Teorema 2.3.12. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e.
Ako su F C G kompaktan i P C G zatvoren skup takvi da F NP = () tada
postoji otvorena okolina V€ U(e) da vazi FV NP =0 iVFNP=1{.

Dokaz: Na osnovu homeomorfizma leve translacije kolekcija
B, = {2V : V € B.} je baza okolina tacke x, gde je B. otvorena baza
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okolina od e. Kako je topoloska grupa G regularan prostor sledi da postoji
V., otvorena okolina od e da 2V, N P = {.

Iz neprekidnosti mnozenja mozemo izabrati otvorenu okolinu W, neu-
tralnog elementa da W2 C V.

Tada F' C Uyer Wy, tj. {zW, : ¢ € F} otvoren pokriva¢ kompaktnog
skupa F'. Tada postoji konacan potpokrivac¢ skupa F', to jest postoji konacan
skup C' C F takav da

F C UxGC fL'Wm

Pokazimo da za Vi = N,ec W, vazi FVi N P = (). Dovoljno je pokazati da
yVi NP = () za proizvoljno y € F. Za y € F postoji x € C C F tako da
y € xW,. Tada

yVi C aW, V) C W, W, C 2V, C G\ P.

Dakle, F'V; N P = (). Analogno, moZemo pronaéi otvorenu okolinu V5 neu-
tralnog elementa tako da VoFF N P = 0.
Tada je trazeni skup V =V, N V5. O

Posledica 2.3.13. Neka je G topoloska grupa. Ako su F C G kompaktan i
P C G zatvoren skup, tada su skupovi F'P ¢ PF zatvoreni u G.

Dokaz: Kontrapozicijom pokazimo da F'P C FP.
Za proizvoljno a ¢ FP sledi da F~'a N P = (). Kako je kompaktnost invari-
janta homeomorfizma sledi da je F'~'a kompaktan skup. Iz teoreme [2.3.12]
postoji otvorena okolina U neutralnog elementa takva da F~laU NP = to
jest aU N FP = (. Kako je aU € U(a) sledi a ¢ FP.
Dakle, F'P je zatvoren skup u G.

Analogno se pokazuje i da je skup PF' zatvoren skup. O]

Jednostavan primer pokazuje da sli¢no tvrdenje ne vazi za dva proizvoljna
zatvorena skupa topoloske grupe.

Primer 2.3.14. U aditivnoj grupi R posmatrajmo zatvorene podgrupe
A=27Z1iB = nZ. Tada A 4+ B nije oblika ¢Z za neki relan broj ¢ > 0.
Na osnovu primera [2.3.8] A+ B je prebrojiva gusta podgrupa u R koja nije
zatvorena.

Teorema 2.3.15. Neka su E i F' proizvoljni kompaktni podskupovi topoloske
grupe G. Tada je njihov proizvod EF kompaktan potprostor grupe G.

Dokaz: Direktan proizvod E x F' je kompaktan prostor. Iz neprekidnosti
operacije mnozenja E x F' — EF i ¢injenice da je kompaktnost invarijanta
neprekidnih preslikavanja sledi da je prostor EF kompaktan. ]

32



Propozicija 2.3.16. Neka je B kompaktan podskup topoloske grupe G. Tada
za svaku okolinu U neutralnog elementa e postoji V' okolina elementa e takva

da Vb C U za svako b € B.

Dokaz: Neka je U € U(e). Iz neprekidnosti grupovnih operacija mozemo
izabrati otvorenu simetri¢nu okolinu W € U(e) tako da W3 C U.
Kako je B kompaktan i familija {Wx : 2 € B} njegov otvoren pokrivaé, sledi
da postoji konacan F' C B tako da B C Uyer Wz = WF.
Za proizvoljno b € B imamo b = wx za neke w € Wiz € F' C B.
Neka je V = Nyep 2 'Wax. Tada je V otvorena okolina neutralnog elementa
i vazi:

ot =waValw cwWw™t ¢ W3 c U

2.4 Povezanost topoloske grupe

Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e. Sa H oznac¢imo
komponentu povezanosti elementa e. H je tada najveci zatvoren povezan
skup koji sadrzi e.

Propozicija 2.4.1. Komponenta povezanosti H proizvoljne topoloske grupe
G je zatvorena normalna podgrupa od G, to jest aHa ' C H za sve a € G.

Dokaz: Povezanost je invarijanta neprekidnih preslikavanja. Kako je H po-
vezan i o, : ¥ — aza~' homeomorfizam sledi da je o,[H| = aHa™' povezan
skup. Kako e € aHa ! i H je najveéi povezan skup u G koji sadrzi e sledi
aHa ' C H to jest H je normalna podrupa grupe G. O

Naredna teorema koristi se za pronalazenje diskretnih normalnih pod-
grupa povezane topoloske grupe. Naime, sve takve podgrupe su sadrzane
u centru grupe Z(G). Dokazimo prvo pomoénu lemu o pokrivacu povezane
topoloske grupe.

Lema 2.4.2. Neka je U proizvoljna otvorena okolina neutralnog elementa e
povezane topoloske grupe G. Tada je

a=Ju
n=1
Dokaz: Neka je V otvorena okolina elementa e takva da V! =V iV C U.

Tada je H = U;2, V" otvorena podgrupa grupe G. Zaista, za x,y € H
postoje k,l € N tako da z € V¥ iy € V. Tada vazi y=' € Vi

ry teVivi=vil c g
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Na osnovu teoreme [2.2.4] H je i zatvorena podgrupa. Kako je G povezan
prostor sledi da mora vaziti H = G. Zaista, ako bi H bio pravi podskup od G
tada bi vazilo G = HUG\ H, a kako su H, G\ H otvoreni to je kontradikcija
sa pretpostavkom da je G povezan. Kako je V C U sledi G =U;2, U". [

Teorema 2.4.3. Neka je K diskretna normalna podgrupa povezane topoloske
grupe G. Tada svaki element iz K komutira sa svim elementima grupe G, to
jest K C Z(G).

Dokaz: Jasno je da za K = {e} vazi K C Z(G). Pretpostavimo da je K
netrivijalna normalna podgrupa.

Neka je z € K\ {e}. Kako je K diskretna postoji U otvorena okolina tacke
x u G tako da U N K = {z}. Iz neprekidnosti operacije mnozenja na grupi
i jednacine ere = x postoji V simetricna okolina elementa e u G tako da
VzV CU.

Kako je K normalna podgrupa, za proizvoljno y € V vazi yxy~! € K i
yry~ ' € VoVt C U. Dakle yzy~' € UNK = {x}, to jest yzy~' = x. Tada
yr=xy zasvey e V.

Kako je G povezana topoloska grupa na osnovu leme [2.4.2] skupovi V" n €
N pokrivaju skup G. Sledi da se svaki element g € G moze predstaviti na
sledeé¢i nac¢in: g = y;---y, tako da y1,...,y, € Vin € N. Element z
komutira sa svim elementima skupa V pa sledi

gx:yl"'ynaj:yl”'xyn:--':-ryl"'yn:xg
Dakle, z € Z(G). Sledi K C Z(G). 0

Podsetimo se, za topoloski prostor kazemo da je putno povezan ako za
proizvoljne x,y € X postoji neprekidno preslikavanje f : [0,1] — X takvo
da f(x) =01 f(y) = 1. Svaki putno povezan prostor je i povezan prostor.
U nastavku dajemo primer kompaktne putno povezane topoloske grupe.

Primer 2.4.4. (Unitarna grupa matrica)

Posmatrajmo M,,(C) kvadratne matrice n x n sa kompleksnim koefici-
jentima. Za matricu A = (a; ;) € M, (C) oznacimo:

AT = (a;;) transponovana matrica od A;

A = (a;;) konjugovama matrica od A;
AH = AT = AT,

Neka je U(n) skup svih matrica n x n takvih da je AA® = E,,, gde je E,
jedini¢na n x n matrica. Matricu A € U(n) zovemo unitarna matrica.
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S obzirom da je determinanta matrica multiplikativna funkcija, to jest
det(BC') = detB - detC' imamo

1 = detE, = det(AA™) = detA - det A (4)

Stoga je svaka unitarna matrica invertibilna, detA # 0. Iz cinjenice da
detA = det AT | |detA| = |detA|iiz (4) sledi da je |detA| = 1 zasve A € U(n).
Stavise, ako je A € U(n) tada A~' = A7 i vazi A"A = E,, iz cega sledi

A VAN = A7V (AHYH = A A = E,
to jest i A=t € U(n). Dalje, za A, B € U(n) vazZi
(AB)(AB)? = ABB" A" = E,

to jest AB € U(n). Dakle, U(n) je podgrupa grupe GL(n,C). Grupu U(n)
zovemo unitarna grupa stepena n nad C. U(n) je sa topologijom nasledenom
od GL(n,C) topoloska grupa.

Stav 1: U(n) je kompaktan prostor.
Kako je skup {E,} zatvoren u M,,(C) i preslikavanje f : M,,(C) - M, (C)
dato sa f(A) = AAM neprekidno, sledi da je U(n) = f~![{E,}] zatvoren
skup. Primetimo U(n) ¢ E” | gdeje E = {z € C : |2| < 1}. E™ je
kompaktan, a kako je U(n) zatvoren sledi da je U(n) i kompaktan.

Stav 2: U(n) je putno povezan prostor.

Svaka unitarna matrica A € U(n) je unitarno ekvivalentna sa nekom di-
jagonalnom matricom. To znaci da postoji unitarna matrica U € U(n) i D
dijagonalna n x n matrica tako da UAU = D. Bez uticaja na opstost, neka
je A# E,.

Kako A,U € U(n) sledi da D € U(n) i |detD| = 1. Stavie, za elemente dj,
matrice D vaZi |dy x| = 1 i moZemo ih zapisati di; = €*™** gde je 0 < Ay < 1
zasve k=1,...,n.

Za svaki realan t i k < n definiSemo dj4(t) = €™ i posmatramo di-
jagonalnu matricu D(t) sa elementima dix(t), 1 < k < n. Jasno, svaka
matrica D(t) je unitarna i vazi D(0) = E, i D(1) = 'D. Tada je preslikavanje
t — D(t), koje slika [0, 1] u U(n) neprekidno.

Konacno, definiemo preslikavanje ¢(t) = UZD(t)U za sve t € [0,1] koje je
neprekidna bijekcija. Vazi ¢(0) = UPE,U = E, i (1) = U¥ DU = A.
Ovim smo pokazali da neutralni element E, od U(n) mozemo povezati sa
proizvoljnom unitarnom matricom A € U(n)\{E,}. Iz homogenosti topoloske
grupe sledi da je U(n) putno povezan prostor, a time i povezan prostor.
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2.5 Faktor grupe

Jedan od glavnih predmeta proucavanja topoloskih grupa jesu faktor grupe.
Mnogi netrivijalni primeri i kontraprimeri nastaju kao faktor grupe relativno
jednostavnijih i dobro poznatih topoloskih grupa. lako su faktor grupe pred-
met mnogih studija i dalje postoje otvoreni problemi o ponasanju razli¢itih
topoloskih i algebarskih osobina faktor grupa.

Teorema 2.5.1. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elemetom e i
topologijom O. Neka je H zatvorena podgrupa grupa grupe G. Oznacimo sa
GfH skup svih levih koseta odredenih podgrupom H snabdeven faktor topologi-
jom odredenom prirodnim preslikavanjem m : G — GfH tako da mw(a) = aH
za sve a € G. Tada je familija {w[zU] : e € U C O} baza okolina elementa
xH € GfH, preslikavanje 7 je otvoreno inH je homogen T prostor.

Dokaz: Neka je U € O proizvoljan otvoren skup u G. Na osnovu propozicije
[2.3.1] sledi n[U] = UH € O. Kako je 7 'w[U] = UH na osnovu definicije
faktor topologije sledi da je w[U] otvoren skup u GfH. Dakle, 7 je otvoreno
preslikavanje. Vazi i vise, kako je m neprekidna otvorena sirjekcija sledi da
je m faktor preslikavanje.

Uzmimo otvorenu okolinu W elementa 2/ u G i definigimo O = 7~ '[W].
Kako je m neprekidno O je otvoren skup u G. Dalje, x € 7 'zH| C
71 [W] = O, to jest x € O pa postoji otvorena okolina U neutralnog el-
ementa u G tako da U C O. Tada

m[zU] C 7[O] = 7 [W] C W.
Dakle, familija {w[zU] : e € U C O} je baza okolina elementa v H € GfH.
Pokazimo da je GfH homogen prostor. Za a € G definisimo preslikavanje
ha : Gy — Gy tako da he(zH) = axH.

Kako axH € GfH definicija preslikavanja je dobra. Iz ¢injenice da je G grupa

lako se pokazuje da je h, bijekcija za sve a € G. Stavise, sva preslikavanja
he su homeomorfizmi. Zaista, h, je neprekidno, jer za proizvoljnu okolinu
W € U(axH) postoji otvorena okolina U neutralnog elementa grupe G tako
da

arH € mlazU] = axUH C W.

Tada za V = w[zU] € U(zH) vazi

ho[V] = ho[r[zU]] = ho[zUH| = axUH C W.
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Kako je hqoh,' =i, gde je h;'(xH) = a ' H sledi da je h, homeomorfizam.

Za proizvoljne xH,yH € GfH posmatramo homeomorfizam h, za a = yx ™.

Vazi
ho(zH) = axH = yx~'aH = yH
Ovim smo pokazali da je GfH homogen prostor.
Topoloska grupa G je T prostor i w faktor preslikavanje pa sledi da su sve
tacke m(a) = aH zatvoreni skupovi u G/LH, tj. GfH je Ty prostor. m

Prostor GfH iz prethodne teoreme zovemo levi koset prostor odreden pod-
grupom H, a homeomorfizam h, zovemo leva translacija grupe G’fH za a.

Napomena.

Sli¢no, za topolosku grupu G i njenu zatvorenu podgrupu H mozemo
definisati desni koset prostor G?H = {Ha : a € G} sa faktor topologijom
odredenom prirodnim preslikavanjem p : G — G/DH7 p(a) = Ha. Analogno
prethodnoj teoremi p je otvoreno preslikavanje, familija {p[Uz] : e € U € O}
je baza okolina elementa Hz i GfH je homogen T prostor.

Propozicija 2.5.2. Neka je G topoloska grupa, H njena zatvorena podgrupa
i G — G’fH. Neka je za a € G N\, leva translacija na G za a @ hy leva

translacija na GfH za a. Tada je mo Ay = hgom.

Ako je data topoloska grupa G i njena zatvorena normalna podgrupa H
znamo da su tada svi levi koseti jednaki odgovarajué¢im desnim kosetima,
aH = Ha za sve a € G. Odgovarajuci faktor prostor oznacavamo sa G,y
i on sa operacijom mnozenja koseta aHbH = abH ¢ini grupu koju zovemo
faktor grupa grupe G u odnosu na H. U nastavku pokazujemo da je i faktor
grupa topoloska grupa.

Teorema 2.5.3. Neka je G topoloska grupa i H njena zatvorena normalna
podgrupa. Tada je faktor grupa G,y sa faktor topologijom odredenom prirod-
nim preslikavanjem 7 : G — G,y topoloska grupa i 7 je otvoreni neprekidni
homomorfizam.

Dokaz: Dovoljno je pokazati neprekidnost operacije M : Gy X Gg — G /g
datom sa M (zH,yH) = xy 'H.

Neka je O proizvoljna okolina elementa 2y ' H. Tada postoji otvorena okolina
U neutralnog elementa e u grupi G tako da zy 'H € 7[zy U] C O. Iz
neprekidnosti operacija na grupi G za U postoji V' otvorena okolina od e u
G tako da VV =1 C U. Tada vaZi:

(V) (yV) ™t Cc ay'U.
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Kako je m homomorfizam imamo da w[zV]r[(yV)™!] C n[zy~'U]. Tada za
m[zV] okolinu elementa zH i w[yV] okolinu elementa yH vazi

Mr[xV], w[yV]] = n[zy U] C O.
Dakle M je neprekidno preslikavanje. ]

Teorema 2.5.4. Faktor grupa Gy je diskretna ako @ samo ako je H otvorena
normalna podgrupa od G.

Dokaz: Faktor grupa G, g je diskretna ako i samo ako je svaki skup A C G /g
otvoren u G,p, to jest ako i samo ako je m*[A] otvoren u G. Kako je H
otvoren skup u G tada je i 77! [A] = U,e 14 ¢ H otvoren u G. O

U nastavku sledi propozicija koju navodimo bez dokaza. Za vise detalja
¢itaoca upucujemo na [1].

Propozicija 2.5.5. Neka je G topoloska grupa i H C G kompaktna podgrupa
takva da je G,z kompaktna. Tada je G' kompaktna topoloska grupa.

Teorema 2.5.6. Neka je G topoloska grupa, H njena zatvorena normalna
podgrupa, X potprostor od G, w: G — G,y prirodno preslikavanje i

Y = n[X]. Ako prostori H i potprostor Y od G,y zadovoljavaju prvu aksiomu
prebrojivosti tada © X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz: Na osnovu propozicije [2.5.2] moZemo pretpostaviti da neutralni ele-
ment e grupe G pripada potprostoru X. Proveravamo da li e ima prebrojivu
bazu okolina u prostoru X.

Fiksiramo niz simetri¢nih otvorenih okolina W,, € U(e) u G takvih da

W2, C W, zasven € Ny ida je familija {W,, N H : n € Ny} baza okolina
elementa e u H.

Zatim, fiksiramo niz otvorenih okolina U, € U(e) u G takvih da je familija
{m[U,)NY :n € Ny} baza okolina od m(e) = H u prostoru Y. Definisimo:

Bi;=WiNU,NX, i,j €N,

Za kraj dokaza dovoljno je dokazati slededi stav:
Stav : Familija {B; ; : i, j € Ng} je baza okolina elementa e u X.

Jasno, svaki B;; je otvoren u X i sadrzi e. Neka je O otvorena okolina
elementa e u G. 1z neprekidnosti operacije mnozenja postoji otvorena okolina
V € U(e) u G tako da V2 C O. Izaberemo m € Ny tako da W,, N H C V.
Dalje, postoji £ € Ny tako da

U] NY C [V N W]
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Dokazimo da je
Bm+1,k C O.

Neka je 2 € Bpy1p = Winn NU,NX. Tada z € U, N X C (VNW,1)H,
jer m(z) € w[U] NY C w[V N W], Medutim, z ¢ W,,11(G\ W,,) jer
W2 CWyizé€ Wy =W, 5. Stogaz € (VN W) (HNW,). Kako
W,, N H C V zaklju¢ujemo da z € V2 C O.

Dakle familija {B;; : i,j € Ny} je prebrojiva baza okolina neutralnog
elementa e u X. Tada zbog homogenosti sledi da prostor X zadovoljava

prvu aksiomu prebrojivosti. O

Posledica 2.5.7. [N. Ya. Vileking] Neka je G topoloska grupa i H njena
zatvorena normalna podgrupa. Ako prostori H i Gg zadovoljavaju prou
aksiomu prebrojivosti tada © G zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Formulacija ove posledice vazi i ako se uslov prve aksiome prebrojivosti
zameni uslovom separabilnosti. Da bismo to dokazali, potreban nam je po-
moc¢ni rezultat za ¢iji dokaz upuéujemo na [1].

Lema 2.5.8. Neka su X,Y topoloski prostori i f : X — Y otvoreno nepre-
kidno preslikavanje. Ako za x € X i B CY waZi f(x) € B tada x € f~[B].

Specijalno, f~1[B] = f~'[B].

Teorema 2.5.9. Neka je G topoloska grupa ¢ H njena zatvorena normalna
podgrupa. Ako su prostori H i G /i separabilni tada je i G separabilan prostor.

Dokaz: Neka je m : G — G,y prirodno preslikavanje. Kako je G,y separa-
bilan postoji B C G,y tako da B = G,y i |B] < R. Kako je H separa-
bilan i svaki koset * H homeomorfan sa H, mozemo fiksirati prebrojiv gust
M, C 7 *(y) za sve y € B.

Neka je M = U{M, : y € B}. tada je M prebrojiv podskup od G i gust u
71 B]. Kako je 7 otvoreno preslikavanje, sledi iz leme [2.5.8] da 71 [B] = G.
Dakle M je gust u G, to jest G je separabilan. O

39



Glava 3

3 Metrizabilnost topoloskih grupa

U nastavku rada bavimo se osobinom metrizabilnosti topoloskih grupa.
Garrett Birkhoff i Shizuo Kakutani su pokazali da je dovoljan uslov za metriz-
abilnost topoloske grupe G da ta topoloska grupa zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti. Metrika koja odreduje topologiju takve topoloske grupe zadaje
se pomocu neprekidnog preslikavanja koje zovemo prednorma.

3.1 Prednorma

Za pocetak posmatramo samo grupu G sa neutralnim elementom e i definiSemo
realnu funkciju na G na sledeéi nacin:

Definicija 3.1.1. Neka je G grupa sa neutralnim elementom e. Preslikavanje
N : G — R zovemo prednorma ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

(PN1) N(e) =0
(PN2) N(zy) < N(x)+ N(y)
(PN3) N(z~1) = N().

Propozicija 3.1.2. Ako je N prednorma na grupi G tada za sve x € G vazi
N(z) > 0.

Dokaz:
0= N(e)=N(zz™') < N(z)+ N(z™") =2N(z) = N(z) > 0

Propozicija 3.1.3. Neka je N prednorma na grupi G. Tada
| N(x) — N(y) | < N(zy™), 2a sve z iy iz G.

Dokaz: Tz osobina prednorme imamo N(z) = N(zy 'y) < N(zy™!) + N(y)
odakle sledi:
N(z) = N(y) < N(zy ™) (5)

Zatim,
N(y) = N(y") = N@'ey™") < N(@™") + N(ay™') = N(z) + N(@y ™)
dakle sledi

N(y) — N(x) < N(zy ™) (6)

Na osnovu (5) i (6) sledi nejednacina iz propopozicije. O]
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Jednostavnim izvodenjem mogu se dokazati sledec¢e propozicije.

Propozicija 3.1.4. Neka je N prednorma na grupi G ¢ « > 0 . Tada je
preslikavanje aN na grupi G definisano sa (aN)(x) = a(N(x)) za sve x € G,
prednorma na G.

Propozicija 3.1.5. Ako su N i M prednorme na grupi G onda je i preslika-
vanje N + M prednorma na G.

Lema 3.1.6. Neka je f : G — R ogranicena funkcija. Tada je Ny : G — R
definisano za svako x € G sa

Ny(x) = sup{| f(yx) — f(y) |:y € G}
prednorma na grupi G.

Dokaz: Na osnovu ogranic¢enosti funkcije f sledi dobra definisanost preslika-
vanja Ny. Pokazacemo jos i da su zadovoljeni uslovi definicije 3.1.1 :

(PN1) Ng(e) = sup | fye) = f(y) | =0

(PN2) Ny(zy) = sup | flazy) — f(a) | = sup | flazy) £ f(az) — f(a) |
< sup | flax) — f(a) | sup | flazy) — fax) | = Ny(x) + Ny(y)

(PN3) Ny(z7') = sup | flyz™") = fly) | = sup | flyz™'x) = flyz™") | = N(x)

Poslednje jednakosti u proveri uslova (PN2) i (PN3) slede iz ¢injenice da je
desna translacija na grupi p, : a — ax bijekcija. O]

U opstem slucaju, prednorma N na topoloskoj grupi G ne mora biti
neprekidna funkcija. Sledec¢a propozicija daje potreban i dovoljan uslov za
neprekidnost prednorme.

Propozicija 3.1.7. Prednorma N na topoloskoj grupi G je neprekidna ako
it samo ako za svako € > 0 postoji okolina U neutralnog elementa e takva da
je N(z) < e za sve x € U.

Dokaz: Potreban uslov je jasan iz definicije neprekidnog preslikavanja topo-
loskih prostora (1.3.24). Pokazimo da vazi i dovoljan uslov.

Neka je z € G proizvoljan element i e > 0. Neka je U € U(e) otvorena okolina
koja zadovoljava uslov propozicije. Tada je V' = Uz otvorena okolina tacke z.
Za proizvoljno y € Uz imamo da yz~! € U pa sledi da je N(yz~!) < e. Tada
na osnovu propozicije 3.1.3 sledi da je |[N(z) — N(y)| < . Dakle, funkcija N
je neprekidna u z. O
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U nastavku sledi konstrukcija neprekidnih prednormi na topoloskoj grupi
G. Takva konstrukcija ¢e obezbediti bogatu familiju neprekidnih prednormi
na proizvoljnoj topoloskoj grupi.

Neka je N prednorma na grupi G sa neutralnim elementom e , definiSimo
jedinicnu loptu sa centrom u e kao skup By = {x € G : N(z) < 1} i
Bn(e) ={x € G: N(x) < e} za ¢ > 0 loptu sa centrom u e poluprecnika e.
Primetimo, ako je N neprekidna prednorma tada su ovako definisane lopte
otvoreni podskupovi od G.

Lema 3.1.8. Neka je {U, : n € No} niz otvorenih simetricnih okolina neu-
tralnog elementa e u topoloskoj grupi G takav da je U2, C U, za sven € Ny.
Tada na G postoji prednorma N koja zadovoljava uslov:

(PN4) {xEG:N(x)<;}CUHC{JCEG:N(@S22n}

Stavise, takva prednorma N je neprekidna i ako su skupovi U, invarijantni
vaZi N(zyz~') = N(y) za sve x,y € G.

Dokaz: Induktivno konstruiSemo niz otvorenih okolina neutralnog elementa
e na sledeci nacin: V(1) = Uy Pretpostavimo da su za fiksiran n € No, V (37)
zam = 1,2, 3,...,2" otvorene okoline neutralnog elementa e, tada definiSemo

1
* V<2n+1) - Un+1
2m m n
[ ] V<2n+1) :V<2n) ,m:17...,2

o V(TG ) =V (50) Ve =V (5) V(i) =t

i neka je V (;LL) = G za m > 2". Na ovaj nacin smo dobili familiju

otvorenih okolina neutralnog elementa V (r) za svako r oblika r = % tako
da v e Nik e Ny Pokazimo da vazi:

m 1 m+1
v(g)viz) v () ")
Primetimo da je (7) ta¢no za m+1 > 2" a slucaj kada je m < 2" dokazujemo

indukcijom po n.
Ako je n =1 jedina moguca vrednost za m je 1 i tada imamo

V() -V(3)=U-Uh cUy=V(1)
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Pretpostavimo da je (7) tacno za neko n. Dokazimo da je tada tacno i za
n+ 1.
Ako je m = 2k za neko k € N. Tada je

m 1 k 1 2k+1 m+1
V<2n+1) 'V(2n+1> :V<2n> ’V<2n+1) :V< g+l >:V< g+l )
Ako je 0 <m =2k + 1 < 2" za neko k € N.
m 1 2k +1
v(%H)W«W“>:V<%H>'%“

k k
=V <2n> : Un+1 'Un+1 cV <2n> : Un

k 1
—V<TJ‘V(W>
Na osnovu indukcijske hipoteze imamo
k 1 E+1 2k 42 m+1
V(zn)v<2n) CV( on >_v< -t >_V< -t )

¢ime smo zavrsili dokaz za (7).
Definisimo realnu funkciju f na G na slede¢i nacin:

flz)=inf{r>0:2€V(r)}

za sve z iz G. Funkcija f je dobro definisana jer je x € V(2) = G, za sve
x € G. Iz uslova (7) sledi da za 0 < r < s < 1, gde su r i s racionalni

brojevi ¢iji su brojioci pozitivni celi brojevi a imenioci stepeni broja 2, vazi
V(r) € V(s). Primetimo,

Akoje f(x) <r tada x € V(r). (8)

Stoga ovako definisana f je nenegativna funkcija i ogranicena odozgo sa 2.
Na osnovu leme [3.1.6] preslikavanje N definisano sa

N(x) = sup | f(yx) — f(y) |

yeG

za sve € G je prednorma na G. Dokazimo da N zadovoljava uslov (PN4).
Primetimo, f(e) = 0. Pretpostavimo da je N(x) < 1/2" za neko x € G. Tada
f(z) =| flex) — f(e) |[< N(z) < 1/2" iiz (8) sledi da z € V(1/2") = U,,.
Ovim smo dokazali deo uslova (PN4) da je {z € G: N(z) < 1/2"} C U,.
Dokazimo sada i drugi deo uslova (PN4) iz kojeg jasno sledi i nepreki-
dnost prednorme N. Uzmimo proizvoljno z € V(1/2") = U,. Kako su U,
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simetri¢ne okoline vazi ! € V(1/2"). Kako za svaki element y € G postoji
pozitivan ceo broj k takav da (k —1)/2" < f(y) < k/2" iz (8) imamo da
y € V(k/2™). Sledi

B k 1 k+1
YT, yx €V<2n> -V(2n> CV( on )

Tada f(yz), f(yz~') < (k+ 1)/2™ $to zajedno sa (k —1)/2" < f(y) daje
flyx)—fy) <2/2"i f(yx™1) — f(y) < 2/2". Zamenom y sa yz u poslednjoj
nejednacini dobijamo f(y) — f(yz) < 2/2" sto zajedno sa prethodnom nejed-
nacinom implicira | f(yz) — f(y) | < 2/2" zasve y € G. Dakle, N(z) < 2/2".

Konacno, pretpostavimo da su skupovi U,, invarijantni to jest takvi da
2Upx™ = U, za sve v € G in € N. Kako je proizvod konano mnogo
invarijantnih skupova invarijantan, sledi da je V(r) takode invarijantan za
sve racionalne brojeve 0 < r < 1 ¢iji su imenioci stepeni broja 2. Stoga sledi
da f(xyz™') = f(y) za sve x,y € G. Za proizvoljne x,y € G dobijamo da
vazi:

N(zyz™") = sup | flzayz™") = f(2) | = sup | fla™ zay — f(2) |

= sup | f(ty) — f (wtz™) |

= sup | f(ty) — f(t) |= N(y)
ted
gde je t = v~ 'zx. Drugi red gornje jednakosti sledi iz ¢injenice da je preslika-
vanje ¢ : G — G definisano sa ¢(z) = 72z za sve 2z € G bijekcija. Ovim je
dokaz zavrsen. O]

Teorema 3.1.9. [A.A.Markov] Za svaku otvorenu okolinu U neutralnog
elementa e topoloske grupe G, postoji neprekidna prednorma N na G takva
da je jedinicna lopta By sadrzana u U.

Dokaz: Neka je Uy = U NU~'. Kako postoji otvorena okolina V; tako da
V2 C Uy definis$emo U; = V3 N V7', Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo
niz otvorenih simetri¢nih okolina neutralnog elementa {U, : n € N} koje
zadovoljaju uslov prethodne leme na osnovu koje postoji neprekidna pred-
norma N na G takva da je zadovoljen uslov (PN4). Dakle za n = 0 imamo

By={x€G:N(x)<1}CcUyCU O

Znamo da je topoloski prostor kompletno-regularan ako i samo ako za
svaki neprazan zatvoren skup F C X i svaku tacku x € X \ F postoji
neprekidno preslikavanje f : X — [0,1] tako da f[F] = {1} A f(x) =0. U
nastavku pokazujemo da u topoloskim grupama vazi i jaci uslov.
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Definicija 3.1.10. Za realnu funkciju f na topoloskoj grupi G sa neutralnim
elementom e kazemo da je :

- levo uniformno neprekidna ako i samo ako za svako € > 0, postoji
V e U(e) tako da |f(zv) — f(z)| <eczasvex € Gisvev eV,

- desno uniformno neprekidna ako i samo ako za svako € > 0, postoji
W e Ule) tako da |f(wz) — f(z)]| <eczasvex € Gisvew e W;

- uniformno neprekidna ako i samo ako je i levo i desno uniformno
neprekidna.

Iz dokaza teoreme [3.1.7] dobijamo slededi rezultat:

Propozicija 3.1.11. Svaka neprekidna prednorma na topoloskoj grupi G je
uniformno neprekidna funkcija.

Teorema 3.1.12. Neka je G topoloska grupa. Tada za svaku otvorenu
okolinu U neutralnog elementa e postoji uniformno neprekidna funkcija f
na G takva da vazi

fle)=01 f(x) >1 za svex € G\ U.

Dokaz: Neka je U proizvoljna otvorena okolina neutralnog elemeta e u G. Na
osnovu teoreme [3.1.9] postoji neprekidna prednorma N : G — [0, 00) tako
da By = {x € G: N(x) < 1} C U. Tada imamo da N(e) =01 N(z) > 1
za sve x € G\ U. Na osnovu propozicije [3.1.11] takvo N je uniformno
neprekidno. O

Posledica 3.1.13. Svaka topoloska grupa G je prostor Tthonova.

Dokaz: Zbog homogenosti topoloske grupe dovoljno je posmatrati neutralni
element e i zatvoren skup F' C G da e ¢ F. Iz regularnosti topoloske grupe
postoji otvorena okolina U € U(e) da UNF =0, to jest F € G\ U. Iz
teoreme [3.1.9] za okolinu U postoji neprekidna prednorma N : G — [0, 00)
tako da By = {z € G : N(z) < 1} C U. Tada je preslikavanje f : G — [0, 1]
dato sa

| N(z) ,zeU
f<x)_{1 e G\U
neprekidno i vazi f(e) =01 f(z) =1zasvex € F. O
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3.2 Teorema Birkhoff-Kakutani

Znamo da svaki metricki prostor zadovolja prvu aksiomu prebrojivosti. U
nastavku sledi teorema koja govori o tome da u topoloskim grupama vazi
obratno. Predstavljamo i neke posledice ove teoreme.

Teorema 3.2.1. /[G. Birkhoff, S. Kakutani/ Topoloska grupa G je metri-
zabilna ako i samo ako zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz: Potreban uslov je jasan. Dokazimo dovoljan uslov.
Neka je {W,, : n € N} prebrojiva baza okolina neutralnog elementa e. Indu-
ktivno dobijamo niz {U,, : n € N} simetri¢nih otvorenih okolina elementa e
takoda U,, C W, i U,% +1 C Uy,. Dobijeni niz je takode baza okolina neutralnog
elementa. Na osnovu leme [3.1.8], postoji neprekidna prednorma takva da
Bn(1/2™) C U, zasve n € N. Sledi da i otvoreni skupovi By (1/2") formiraju
bazu neutralnog elementa.

Za proizvoljne z,y € G definiSemo dy(z,y) = N(zy~!). Pokaza¢emo da
je ovako definisano preslikavanje metrika na prostoru G. 1z propozicije [3.1.2]
sledi dobra definisanost, to jest dy : G x G — [0,00). Za sve x,y, z € G vazi:

M1:  dn(z,y) =0 akko x =y
Zaista, ako je x = y, tada dy(z,z) = N(zz™!) = N(e) = 0. Obratno,
ako je dy(z,y) = 0, to jest N(zy~') = 0 sledi da zy~! € By(1/2") C U, za
sven € N. Dakle, 2y~ € N,en Un = {€} pasledidaje zy™' = e tojest z = y.
M2 dy(w,y) = N(zy™') = N((zy™)™") = N(yz™') = dn(y, 2).
M3:  dy(z,y) = N(zz"'zy™!) < N(zz7') + N(zy™)
= dN(xa Z) + dN(Z7y)

Primetimo da za metriku dy i za sve x,y, z € G vazi
dy(zz,yz) = dn(x,y). Zaista,

dy(rz,yz) = N(zzz7'y™") = N(zy ™) = dn(z,y) (9)
Tada je {x € G : dy(z,e) <e) ={z € G: N(z) < e} = By(e) otvorena

lopta sa centrom u e polupreénika e odredena metrikom dy i na osnovu (9)
za proizvoljni element = € G, By(e) - © otvorena lopta sa centrom u z.

Kako je G topoloska grupa ¢ija je topologija odredena bazom okolina
Bn(1/2™) elementa e i u proizvoljnoj tacki x € G bazom okolina By (1/2")-x
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sledi da je topologija generisana metrikom jednaka topologiji grupe G. Dakle,
prostor G je metrizabilan . m

Definicija 3.2.2. Ako za metriku d na topoloskoj grupi G vazi da je za sve
x,y,z € G zadovoljen uslov d(zz,yz) = d(x,y) za meriku d kazemo da je
desno invarijantna. Analogno, ako je d(zx,zy) = d(x,y) za sve x,y,z € G
kazemo da je d levo invarijantna metrika. Ako je metrika d i desno i levo
invarijatna onda za d kazemo da je invarijantna metrika.

Posledica 3.2.3. Na svakoj topoloskoj grupi G sa prvom aksiomom pre-
brojivosti postoji desno invarijantna metrika d i levo invarijantna metrika
takve da obe generisu istu topologiju topoloske grupe G.

Dokaz: Posmatrajmo neprekidnu prednormu N na grupi GG definisanu u teo-
remi [3.2.1] i definiSimo za sve z,y € G-

d(x,y) = N(zy™") i I(z,y) = N(z"'y)

Veé je pokazano da je d desno invarijantna metrika na G koja gererise
topologiju od G. Kako je operacija invertovanja homeomorfizam iz G u G
jasna je i slicna tvrdnja za (. O]

Za metrizabilnu topolosku grupu ne mora da postoji invarijantna metrika
koja bi generisala topologiju grupe. Da bi to bilo zadovoljeno potreban je
dodatan slov, da topoloska grupa bude uravnotezena.

Podsetimo se, ako je G topoloska grupa tada A C G zovemo invarijantan
skup ako vazi vAx~! = A za sve x € G.

Definicija 3.2.4. Neka je G topoloska grupa sa neutralnim elementom e.
Kazemo da je G uravnotezZena topoloska grupa ako i samo ako postoji baza
okolina elementa e koju ¢ine invarijantni skupovi. Takvu bazu okolina zovemo
invarijantna baza okolina.

Na osnovu definicije jasno je da je svaka Abelova topoloska grupa uravno-
tezena. Lako se pokazuje da vazi i naredna lema.

Lema 3.2.5. Topoloska grupa G je uravnoteZena ako i samo ako za svaku
okolinu U neutralnog elementa e uw G postoji okolina V' neutralnog elementa
takva da xVa=t C U, za sve xz € G.

Posledica 3.2.6. Neka je G metrizabilna topoloska grupa. Postoji invari-
jantna metrika koja generise topologiju grupe G ako i samo ako je G uravno-
tezena.
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Dokaz: =) Neka je d invarijantna metrika na G koja generise topologiju
grupe G. Za svako n € N posmatramo otvorene lopte

U,={z€G:d(z,e) <1/n}
Ako je x € U, i y € G proizvoljan element, iz invarijantnosti metrike d sledi
d(e,yry™") = d(y,yz) = d(e,x) < 1/n = yay™"' € U,.

Sledi da yU,y~! = U, za sve y € G i sve n € N, na osnovu Cega je
{U, : n € N} invarijantna baza okolina elementa e, to jest G je uravnotezena
topoloska grupa.

<) Neka je G uravnotezena. Kako G zadovoljava i prvu aksiomu pre-
brojivosti postoji baza okolina neutralnog elementa e, {U, : n € Ny} &iji
su elementi otvoreni, simetri¢ni i invarijantni skupovi takvi da U2, C U,
za sve n € Ng. Na osnovu leme [3.1.8] postoji prednorma na grupi G koja
zadovoljava uslov (PN4) iz leme i vazi N(zyz™') = N(y) za sve z,y € G.
Tada je N neprekidna i otvorene lopte By(1/n) = {z € G : N(z) < 1/n}
za n € N formiraju bazu okolina neutralnog elementa e. Za metriku d na G
definisanu sa

d(x,y) = N(z,y™")

d(z,y) = N(zy™") = Ny 'ay~'y) = N(y 'a) = N(z"'y) = l(z,y).

Na osnovu posledice [3.2.3] d je invarijantna metrika koja generise topologiju
grupe G. n

Jasno, kako je svaka Abelova topoloska grupa GG uravnotezena, tada ako
ona zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti postoji invarijantna metrika koja
odreduje njenu topologiju. Primenjujuéi teoremu [3.1.9] na slican nacin kao u
dokazu teoreme [3.2.1], dobijamo za Abelove topoloske grupe vazan rezultat:

Definicija 3.2.7. Neka su G i H topoloske grupe. Kazemo da je preslika-
vanje f : G — H :

- topoloski homomorfizam ako i samo ako je f neprekidno i homomor-
fizam grupa G i H;

- topoloski izomorfizam ako i samo ako je f homeomorfizam i homomor-
fizam grupa G i H. Tada za topoloske grupe GG i H kazemo da su
topoloski izomorfne.

48



Teorema 3.2.8. Svaka Abelova topoloska grupa G je topoloski izomorfna
podgrupi proizvoda neke familije metrizabilnih Abelovih topoloskih grupa.

Dokaz: Trazimo X; metrizabilne topoloske grupe i preslikavanje
f:G — 1 X; takvo da je f homomorfizam i f|¢ homeomorfizam.

Neka je U otvorena okolina neuralnog elementa e od G. Na osnovu teo-
reme [3.1.9] mozemo fiksirati Ny neprekidnu prednormu na G tako da je-
dini¢na lopta By, = {x € G : Ny(z) < 1} C U. Definisimo skup

Hy ={x € G: Ny(x) =0}.

Hy je zatvoren skup u G jer je Ny : G — [0, 00) neprekidna i {0} zatvoren u
prostoru [0, 00) sa nasledenom uobi¢ajenom topologijom skupa R. Iz uslova
definicije prednorme sledi da je Hy podgrupa grupe G. Zaista, za sve a,b €
Hy vazi:

0< N(ab™') < N(a) + N(b~Y) = N(a) + N(b) = 0
= N(@b ) =0=ab"' € Hy

Kako je G Abelova grupa, Hy je njena normalna podgrupa i odgovarajuca
faktor grupa Gy = G, je takode Abelova.

Oznacimo sa 7y prirodno (faktor) preslikavanje G — Gy, my(a) = aHy za
sve a € G. Definisimo preslikavanje Py : Gy — [0, 00) sa :

PU<£L'HU) = NU(Qj)

Definicija preslikavanja je dobra jer Py(xHy) > 0 i ne zavisi od izbora pred-
stavnika koseta. Zaista, iz osobina prednorme Ny vazi:
rHy =yHy & y_lx € Hy N x_ly € Hy
& Ny(y'z) =0 A Ny(z'y) =0

& Ny(z) < Np(y) A Nu(y) < Ny(z)
& Ny(r) =N ()
& Py(zH) = Py(yH)

Lako se pokazuje da je ovako definisano preslikavanje Py prednorma na Gy
idaje Py(zH) =0 ako i samo je tH = H to jest x € H.
Iz osobina prednorme sledi da je familija

Bp,(1/n) ={xHy € Gy : Py(xHy) <1/n}, n €N

baza topologije Oy na Gy sa kojom je Gy topoloska grupa i preslikavanje
my neprekidno. Primetimo, Gy zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti na
osnovu ¢ega je i metrizabilna.
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Dalje, pokazimo da familija neprekidnih preslikavanja {my : G — Gy :
U € U}, gde je % otvorena baza okolina neutralnog elementa e u G raz-
dvaja tacke i zatvorene skupove. Na osnovu homogenosti topoloske grupe G
dovoljno je pokazati da za neutralni elemenent e i zatvoren skup ' C G takav
da e ¢ F postoji U € % tako da my(e) ¢ my|F]. 1z regularnosti topoloske
grupe postoji otvorena okolina U € % tako dae € U C G\ F. Kako je 7y
otvoreno preslikavanje imamo da je skup 7y [U] otvorena okolina elementa
ny(e) = Hy u Gy. Tada postoji n € N tako da Bp,(1/n) C my[U]. Jasno
n(e) = Hy C Bp,(1/n). Pretpostavimo da postoji € Bp,(1/n) N my[F].
Neka je y € F da my(y) = yHy = x. Tada imamo da yHy € Bp,(1/n) iz
¢ega sledi da Ny (y) = Py(yHy) < 1/n odnosno y € By, C U to je nemoguce
jer FNU = 0. Dakle, m(e) ¢ my[F].

Imamo da je sirjektivna restrikcija dijagonalnog proizvoda Amy nepreki-
dnih preslikavanja familije {7y : G — Gy : U € %}, gde je % otvorena
baza okolina neutralnog elementa e u G topoloski izomomorfizam grupe G i
podgrupe proizvoda []ycy Gu -

Kako je svaka Gy metrizabilna Abelova grupa dokaz je zavrsen. O]

Birkhoff-Kakutani teorema ima vaznu primenu na faktor grupama.

Posledica 3.2.9. Neka je [ otvoren topoloski homomorfizam metrizabilne
topoloske grupe G u topolosku grupu H. Tada je H metrizabilna.

Dokaz: Kako je f otvoreno i neprekidno, a grupa G zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti tada i grupa H zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti pa je na
osnovu teoreme [3.2.1] H metrizabilna topoloska grupa. ]

Naredna propozicija predstavlja uopstenje posledice | 3.2.9] za faktor
grupe metrizabilne topoloske grupe:

Propozicija 3.2.10. Neka je H zatvorena normalna podgrupa metrizabilne
topoloske grupe G. Tada je faktor grupa G,y metrizabilna.

Dokaz: Na osnovu posledice [3.2.3] postoji desno invarijantna metrika d na
G koja generiSe topologiju topoloske grupe G. Za proizvoljne z,y € G
definisemo

D(zH,yH) = inf{d(zhy,yhs) : hy,he € H}.

Ovako definisano preslikavanje je metrika na G,py. Zaista, kako je d desno
invarijantna metrika sledi dobra definisanost: za sve x,y € G vazi

D(zH,yH) =d(z,yH) > 0.

Pokazimo da D zadovoljava uslove metrike :
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(M1)  D(zH,yH)=0<d(z,yH) =0< x € yH, (H je zatvoren)

S aH =yH
. . s —1
— -1y _
= D(zH,yH)

(M3) Za proizvoljne z,y,z € G i € > 0 na osnovu definicije za D, mozemo
pronaéi hy,hy € H tako da d(z,yhi) < D(zH,yH) + €/2 i d(y, zh2) <
D(yH,zH) + ¢/2. tada imamo:

D(zH,zH) < d(z, zhahy)
< d(z,yhi) + d(yhi, zhohy) = d(x, yh1) + d(y, zh2)
< D(xH,yH)+ D(yH,zH) + ¢

Kako je € proizvoljan pozitivan broj, iz gornje nejednacine sledi nejednakost
trougla, to jest D(xH,zH) < D(zH,yH) + D(yH,zH). Za kraj, treba
pokazati da D generise topologiju topoloske grupe G,g. Zax € Gie >0
definisemo :

L.(zx)={y e G:d(x,y) < e}

B.(zH)={yH :y € G, D(xH,yH) < €}.

Posmatramo prirodno preslikavanje 7 : G € Gy, m(v) = 2H za sve x € G.
Na osnovu definicije metrike D sledi da 7[O.(x)] = B.(z) za sve x € G i
e > 0. Kako L.(x) generisu topologiju grupe G, i prirodno preslikavanje 7
je neprekidno i otvoreno sledi da skupovi B.(xH) generisu topologiju faktor
grupe Gpy. []

Pretpostavimo da je H zatvorena normalna podgrupa topoloske grupe G
i G/p odgovarajuca faktor grupa. Tada G zovemo prosirenje grupe H za

Gn.

Posledica 3.2.11. [N.Ya. Vilenking] Neka je G topoloska grupa i H C G
zatvorena metrizabilna normalna podgrupa takva da faktor grupa G g zado-
voljava prou aksiomu prebrojivosti. Tada je G metrizabilna.

Dokaz: H je metrizabilna pa zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. Tada
na osnovu posledice [2.5.7] i G zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti to jest
G je i metrizabilna. O
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Posledica 3.2.12. Neka je G topoloska grupa i« H C G zatvorena normalna
podgrupa koja zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, takva da faktor grupa
G/u zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. Tada G takode zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz: Kako H i G g zadovoljavaju drugu aksiomu prebrojivosti tada oni
zadovoljavaju i prvu aksiomu prebrojivosti. Iz prethodne posledice G je
metrizabilna. Iz teoreme [2.5.9] G je i separabilan prostor, $to implicira
da G zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. O

Posledicu [3.2.11] mozemo preformulisati i re¢i da prosirenje topoloske
grupe Cuva metrizabilnost. Sliéno, propozicija [2.5.5] implicira da proSirenje
topoloske grupe ¢uva kompaktnost. Specijalno, prosirenje kompaktne metriz-
abilne topoloske grupe sa topoloskom grupom koja takode ima te osobine je
kompaktna i metrizabilna topoloska grupa. Ovo nas navodi za prirodnim
uopstenjem za kompaktne metrizabilne potprostore topoloske grupe ( teo-
rema [3.2.16] koju dajemo u nastavku). Prethodno predstavljamo rezultate
potrebne za dokaz.

Slede¢u lemu navodimo bez dokaza, za vise upucujemo na [6].

Lema 3.2.13. Kompaktan topoloski prostor X je metrizabilan ako i samo ako
je dijagonala Nx u proizvodu X X X Ggs-skup, tj. presek prebrojivo mnogo
otvorenih skupova.

Lema 3.2.14. Neka je G topoloska grupa. Tada su sledeci uslovi ekviva-
lentni:

a) svaki kompaktan potprostor prostora G zadovoljava prvu aksiomu pre-
brojivosti;

b) svaki kompaktan potprostor prostora G je metrizabilan.

Dokaz: Dovoljno je dokazati (a = b). Neka je X neprazan kompaktan pod-
skup od G. Posmatrajmo neprekidno preslikavanje f : G X G — G definisano
sa f(z,y) = xy~!. Kako jeiskup X x X C G x G kompaktan iz neprekid-
nosti preslikavanja f imamo da je F' = f[X x X] kompaktan podskup od G
koji sadrzi neutralni element e od G. Po pretpostavci, X (e, F') < R,. Neka
je {U, : n € N} baza okolina elementa e u F. Oznac¢imo sa h sirjektivnu
restrikciju h = fixxx : X x X — F. Tada je h™'le] = Ax dijagonala
u X x X. Jasno NpenyUn = Ax i na osnovu leme [3.2.13] sledi da je X
metrizabilan. ]

Lema 3.2.15. Neka su X ©Y regularni topoloski prostori i f : X — Y
zatvoreno 1 neprekidno preslikavanje. Ako za x € X vazi X(f(x),Y) < Vg @

X(2.C) < Ny, gde je O = [{f(x)}] tada je X(z, X) < No.
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Dokaz: Neka je {U, : n € N} prebrojiva baza okolina tacke x u prostoru
C = f'{f(2)}] i neka je {Vi : k € N} prebrojiva baza okolina tacke
y = f(x) u prostoru Y. Regularnost je nasledna osobina pa za svako n € N
mozemo izabrati otvorenu okolinu O,, tacke x u prostoru X da

r€0,NCcO,NCcCU,

Stav: Kolekcija B = {0, N f~![Vi] : k,n € N} je baza okolina tacke z u
prostoru X.

Za sve k,n € N iz neprekidnosti preslikavanja f imamo da je f~![V]
otvorena okolina tacke x, pa je i O, N f~1[Vi] otvorena okolina tacke = u
prostoru X.

Dalje, neka je U € U(x) otvorena okolina u X. Imamo da je U NC
otvorena okolina tacke x u prostoru C', pa postoji n € N tako da U, C UNC.
Skup F = O,, \ U je zatvoren u X jer ' = O, \U = 0, N (X \U). Vaz
FNC =0. Zaista, FNC =0,\UNC = (0,NnC)\U Cc U, \U = 0.
Iz zatvorenosti preslikavanja f imamo da je f[F] zatvoren skup u Y, a kako
y ¢ f[F] iz regularnosti prostora Y postoji k € N tako da Vi, N f[F] = 0.
Tada je i f~[Vi] N f7f[F]] = 0 pa imamo

r€O0,Nf V] CcO,\F=0,nUCU

na osnovu ¢ega je dokazan Stav. Sledi X(z, X) < |B| < N,.
[

Teorema 3.2.16. Neka je H zatvorena mormalna podgrupa topoloske grupe
G takva da su svi kompaktni potprostori od H i G g metrizabilni. Tada su
svi kompaktni potprostori od G metrizabilni.

Dokaz: Posmatrajmo prirodno preslikavanje 7 : G — Gy, m(x) = = H.
Stav: Svi kompaktni potprostori prostora 7~ 1[y], za sve y € G /H SU me-
trizabilni. Zaista, neka je y € G, proizvoljno. Izaberimo x € G tako da
7(z) = y. Tada je 7' [{y}] = xH homeomorfan sa grupom H, na osnovu
cega sledi stav.

Neka je X C G proizvoljan kompaktan skup i neka je f sirjektivna restri-
kcija prirodnog preslikavanja na skup X. Tada je f[X] C G,z kompaktan pa
je po pretpostavci teoreme i metrizabilan. Kako f~'[{y}] C 7 *[{y}] prema
stavu sledi da su svi kompaktni potprostori prostora f~![{y}] metrizabilni,
za sve y € f[X]. Iz leme [3.2.15] sledi da X zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti. Tada je na osnovu leme [3.2.14] X metrizabilan. O]

Oznacimo sa & topolosku ili algebarsku osobinu. Kazemo da je &
osobina tri prostora ako za proizvoljnu topolosku grupu G i zatvorenu
normalnu podgrupu H < G vazi :
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Ako H i Gy imaju osobinu & onda i G ima osobinu 2.

Iz dokazanog sledi da su: metrizabilnost, druga aksioma prebrojivosti i
metrizabilnost kompaktnih podskupova osobine tri prostora.
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4 Zakljucak

U radu smo se bavili topoloskim grupama i vezom topoloske i algebarske
strukture topoloske grupe. Bavili smo se metrizabilnos¢u topoloskih grupa i
primenom teoreme Birkhoff-Kakutani na faktor grupe topoloske grupe.

Najpre smo uveli pojam topoloske grupe i dali primere topologija koje
poznate grupe kao sto su aditivna grupa realnih brojeva, jedini¢na kruznica
u kompleksnoj ravni, opsta linearna grupa stepena n nad R i grupa kvater-
niona pretvaraju u topoloske grupe. Svaka grupa trivijalno moze postati
topoloska grupa sa definisanom diskretnom topologijom. U cilju topolo-
gizacije proizvoljne grupe netrivijalnom topologijom dokazali smo osnovna
svojstva topoloskih grupa. Dokazali smo da je svaka topoloska grupa ho-
mogen prostor, Sto znaci da je topoloska struktura ista u svakoj tacki pro-
stora. Zatim smo teoremom [2.2.7] za otvorenu bazu okolina neutralnog ele-
menta e topoloske grupe G dokazali osobine koje zadovoljava i dokazali da
svakom familijom podskupova proizvoljne grupe G koja zadovoljava uslove
teoreme mozemo definisati homogenu 77 topologiju sa kojom G postaje to-
poloska grupa. Ovim nac¢inom topologizacije smo definisali topologiju grupe
Q) r—adickih brojeva. Dokazali smo da je svaka topoloska grupa regularan
prostor, Sto za posledicu ima da je svaka topoloska grupa takode i Hauzdorfov
prostor.

Dalje smo se bavili vezom topoloske i algebarske strukture topoloske
grupe. Dokazali smo da je: proizvod otvorenog skupa i proizvoljnog skupa
u topoloskoj grupi otvoren skup, adherencija skupa A presek svih proizvoda
tog skupa sa elementima baze okolina neutralnog elementa grupe, proizvod
kompaktnog i zatvorenog skupa zatvoren skup, proizvod dva kompaktna je
kompaktan skup dok proizvod dva zatvorena skupa ne mora biti zatvoren
skup.

Dalje smo se bavili podgrupama topoloske grupe. Dokazali smo da je
svaka otvorena podgrupa i zatvorena. Adherencija (normalne) podgrupe je
takode (normalna) podgrupa. Dokazali smo da je svaka lokalno-kompaktna
podgrupa zatvorena. Kao ilustraciju osobina podgrupa predstavili smo ka-
rakterizaciju zatvorenih podgrupa aditivne grupe realnih brojeva. Dalje smo
pokazali da je komponenta povezanosti neutralnog elementa grupe zatvorena
normalna podgrupa i da su sve diskretne podgrupe povezane topoloske grupe
sadrzane u centru grupe. Pokazali smo da je grupa unitarnih matrica
U(n) < GL(n,C) povezana topoloska grupa.

Za topolosku grupu G faktor grupe su definisane u odnosu na zatvorenu
normalnu podgrupu. Pokazali smo da je faktor grupa takode topoloska grupa
sa faktor topologijom u odnosu na prirodno preslikavanje 7 : G — Gy za
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koje smo dokazali da osim S$to je homomorfizam grupa je i faktor preslika-
vanje. Pokazali smo ako je zatvorena normalna podgrupa H takva da ona i
odgovarajuca faktor grupa G, zadovoljavaju prvu aksiomu prebrojivosti (su
separabilne, kompaktne) tada i G zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti (je
separabilna, kompaktna).

Za kraj smo se bavili metrizabilnoséu topoloske grupe i dokazali teoremu
Birkhoff- Kakutani koja tvrdi da je dovoljan uslov da topoloska grupa G bude
metrizabilna da G zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. Definisali smo
preslikavanje koje zovemo prednorma pomocu kojeg smo na topoloskoj grupi
koja zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti definisali metriku koja indukuje
topologiju topoloske grupe. Dokazali smo i neke posledice ove teoreme, a
jedna od njih je da je svaka Abelova topoloska grupa topoloski izomorfna
podgrupi proizvoda neke familije metrizabilnih Abelovih grupa.
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