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Predgovor

Pocetak izucavanja konika datira jos iz perioda stare Gréke. Pojava projek-
tivne geometrije znacajno je doprinela razvoju teorije konika.

Sa pojmovima elipse, hiperbole i parabole i nekim njihovim osobinama
upoznajemo se tokom srednje skole, ali iz ugla analiticke geometrije. U pro-
jektivnoj geometriji sve konike su medusobno ekvivalentne, ne postoji podela
na elipsu, hiperbolu i parabolu. Cilj ovog rada je da se prikazu konike u svetu
projektivne geometrije. Sintetickom metodom, predstavi¢emo konike i nji-
hove osobine u realnoj projektivnoj ravni, zatim ¢emo ih definisati i u afinoj
ravni i resiti nekoliko konstruktivnih problema.

Rad se sastoji iz 5 glava. U prvom poglavlju da¢emo kratak istorijski uvod
o projektivnoj geometriji i osnovne pojmove i teoreme projektivne geometrije
potrebne za razumevanje ostatka rada.

Drugo poglavlje sastoji se od cetiri potpoglavlja. Poc¢injemo kratkim is-
torijskim uvodom o konikama, zatim ¢emo dati tri definicije konika u pro-
jektivnoj geometriji. Nakon toga definiSemo polaritet indukovan konikom i
njegove osobine. Ovo poglavlje zavrsavamo Stajnerovom teoremom.

Trec¢e poglavlje posveéeno je vaznim teoremama projektivne geometrije
koje prikazuju znacajne osobine konika, Paskalovoj, Brijansonovoj i Dezar-
govoj involutivnoj teoremi. Ovde ¢emo definisati i tri tipa pramena konika
u projektivnoj ravni, kao i harmonijsku konjugovanost tacaka na konici.

U cetvrtom poglavlju prvo definiSemo projektivno preslikavanje na koni-
kama i njegove osobine. A u drugom delu ovog poglavlja opisa¢emo involuciju
na konikama.

Poslednje, peto poglavlje, posveéeno je konikama u afinoj ravni. Defini-
sa¢emo podelu konika u odnosu na broj zajednickih tacaka sa beskona¢nom
pravom. Rad zavrSavamo primerima konstruktivnih problema na konikama
afine ravni koje resavamo primenom Paskalove i BrijanSonove teoreme.

Na pocetku svakog poglavlja navedene su reference na koje se oslanja, kao
i izvori slika u tom poglavlju.

Zelim da se zahvalim svom mentoru dr Milici Zigi¢ na pomodéi, strpljenju
1 strucnim sugestiyjama tokom pisanja ovog rada.



Zahvaljujem se i clanovima komisije dr Sangi Kongik i dr Jeleni Stojanov
na vremenu izdvojenom za realizaciju odbrane ovog rada.

Takode, hvala i mojoj porodici, prijateljima © mogim dacima na razumevanju
1 podrsci tokom svih godina studija.

Novi Sad, 2021.

Nikolina Dimitrov



Glava 1

Uvod

Ovo poglavlje pocinje kratkom istorijom o projektivnoj geometriji, a zatim
navodimo osnovne pojmove i teoreme potrebne za razumevanje ostatka rada.
Literatura koriséena prilikom sastavljanja ovog poglavlja: [3], [4] i [6]. Slika
je napravljena u programu GeoGebra.

1.1 Istorijski uvod o projektivnoj geometriji

Motivacija za razvoj projektivne geometrije dolazi iz likovne umetnosti izu-
cavanjem tehnike crtanja iluzije prostorne dubine (linearne (geometrijske)
perspektive u umetnosti), kao §to realno vidimo, koja se zasniva na prirod-
nom zakonu da je smanjivanje likova srazmerno pove¢anju njegove udaljenosti
od posmatraca. Tako, u doba rane renesanse u Italiji, otkrivanjem geomet-
rijske perspektive, nastaje projektivna geometrija. Izumiteljem geometrijske
perspektive smatra se italijanski arhitekta Bruneleski!, ali velike zasluge pri-
pisuju se i njegovom savremeniku Albertiju? koji je analizirao prirodu slikanja
i istrazivao elemente perspektive i kompozicije.

Osnivacem projektivne geometrije smatra se francuski matematicar Dezarg?®.
Njegova knjiga o konusnim presecima, prva je knjiga iz projektivne geometrije
uopste. Za razvoj projektivne geometrije krajem 18. veka zasluzan je Monz*
koji je izdvojio nacrtnu geometriju kao posebnu matematicku disciplinu.

Uspon i budenje projektivne geometrije pocinju pocetkom 19. veka.
Kako je koncept geometrije naseg vizuelnog sveta blizi projektivnom nego
euklidskom prostoru, lepota projektivne geometrije postepeno je privukla

IFilippo Brunelleschi (1377-1446), italijanski arhitekta, vajar i inZenjer
2Leon Battista Alberti (1404-1472), italijanski arhitekta, slikar i filozof
3Girard Desargues (1591-1661), francuski matematicar i inZenjer
4Gaspard Monge (1746-1818), francuski matematicar
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matematicare. Poceli su sve vise da veruju u beskonac¢no daleku tacku, a
zaboravljene geometrijske ideje koje potic¢u jos iz 17. veka ponovo su poceli
dublje da istrazuju.

Osniva¢ moderne projektivne geometrije bio je Ponsel®, koji je 1822. go-
dine u svom Traktatu izucavao osobine koje ostaju invarijantne prilikom pro-
jektivnih preslikavanja. Ovaj rad sadrzi i osnovne pojmove karakteristicne
za projektivnu geometriju kao sto su involucija, perspektivna i projektivna
preslikavanja, harmonijska ¢etvorka. Uveo je i pojam beskonac¢no daleke
prave.

Projektivna geometrija postala je sinonim za modernu geometriju 19.
veka.

Sledeéi, veoma znacajan korak za razvoj projektivne geometrije bilo je
uvodenje homogenih koordinata, kasnih dvadesetih godina 19. veka. Za ovo
su, sasvim nezavisno, bili zasluzni Mebijus®, Fojerbah?, Bobijije® i Pliker?.
Homogene koordinate omogucéile su primenu analitickih metoda u projek-
tivnoj geometriji, pa se sada projetkivnoj geometriji moze pristupiti na dva
nacina sinteticki i analiticki.

Svajcarski matematicar Jakob Stajner'® sistemski i sinteticki je izgra-
dio projektivnu geometriju i postavio joj temelje kao samostalnoj nauci.
Nakon toga, nemacki matematicar fon Staut!! je u potpunosti prihvatio strogi
pristup i pokusao da teoriju zasnuje samo na aksiomama incidencije.

Razvoj projektivne geometrije gotovo potpuno je zaokruzen krajem 19.
veka radovima koje su dali italijanski matematicari Pjeri!? i Fano'® kojima
su, po uzoru na Stauta, aksiomatski zasnovali projektivnu geometriju.

Razvoju projektivne geometrije na nasim prostorima veoma je doprinela
profesorka Mileva Prvanovié¢!'4.

1.2 Uvodni pojmovi

Neka je T skup tacaka, a P skup pravih. Uvedimo na ova dva skupa relaciju
incidencije Z C T x P.

5Jean-Victor Poncelet (1788-1867), francuski inZenjer i matematicar
6 August Ferdinand Mébius(1790-1868), nemacki matematicar

"Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), nemacki matematicar
8Etienne Bobillier (1798-1840), francuski matematicar

9Julius Pliicker (1801-1868), nemacki matematicar

10 Jakob Steiner (1796-1863), $vajcarski matematicar

HKarl Georg Christian von Staudt (1798-1867), nemacki matematicar
12Mario Pieri (1860-1913), italijanski matematicar

13Gino Fano (1871-1952), italijanski matematicar

MMileva Prvanovié (1929-2016), srpska geometricarka i akademik



Za tacku A i pravu a za koje vazi (A,a) € Z kazemo da je tacka A
incidentna sa pravom a ili ekvivalentno, da je prava a incidentna sa A.
Takode mozemo reéi i da tacka A pripada pravoj a (A € a) i da prava a
sadrzi tacku A.

Tacke incidentne sa nekom pravom ¢ine niz tacaka na toj pravoj i kazemo
da su te tacke kolinearne. Prave incidentne sa nekom tackom ¢ine pramen
pravih sa centrom u toj tacki. Te prave su konkurentne u toj tacki.

Pravu koja sadrzi neke tacke A, B oznacavamo sa p(A, B), a presek
proizvoljne dve prave piqsap-q.

Definicija 1.1. Projektivna ravan je uredena trojka (T, P,I) koja zado-
voljava sledece tri aksiome:

Ay. Za svake dve tacke postoji jedinstvena prava koja je sa njima incidentna;
Ag. Postoji jedinstvena tacka koja je incidentna sa dve razlicite prave;
As. Postoje cetiri tacke takve da medu njima nikoje tri nisu kolinearne.

U projektivnoj geometriji vazi princip dualiteta. Naime, zahvaljujuci
simetri¢nosti relacije incidencije, ako neko tvrdenje koje se odnosi na inci-
denciju tackaka i pravih moze da se dokaze, onda vazi i trvrdenje koje se od
datog dobija tako Sto reci "tacka” i "prava” medusobno zamene mesta. Kao
i reci "kolinearno” i "konkurentno”, "pripada” i "sadrzi” ukoliko se nalaze u
tvrdenju. Novodobijeno tvrdenje naziva se dualno tvrdenje.

Bilo koji skup tacaka i pravih projektivne ravni predstavlja figuru.

Definicija 1.2. Figura koja se sastoji od tri nekolinearne tacke i tri prave
odredene ovim tackama naziva se trotemenik. Date tacke su temena, a
prave njima odredene su stranice tog trotemenika.

Definicija 1.3. Figura koja se sastoji od cetiri tacke, od kojih nikoje tri
nisu kolinearne i od Sest pravih koje su nyma odredene naziva se potpuni
cetvorotemenik.
Date tacke su njegova temena, a prave stranice. Par strana koji se ne sece
u njegovom temenu je par naspramnih strana ovog cetvorotemenika.
Tacke preseka tri para nasprammnih strana potpunog cetvorotemenika nazi-
vaju se digagonalne tacke tog cetvorotemenika.

Definicija 1.4. Prost sestotemenik je ravna figura koja se sastoji od sest
tacaka datih u odredenom ciklicnom redosledu tako da nikoje tri uzastopne
nisu kolinearne. Prave odredene parovima susednih temena su stranice tog
prostog sestotemenika.



Naspramne strane prostog Sestotemenika A; A A3 A4 As5Ag dobijamo tako
Sto se preskoci jedno teme izmedu dva para susednih, parovi naspramnih
strana ovog Sestotemenika su: p(Aj, As) i p(As, As); p(Az, A3) 1 p(As, Ap);
p(As, Ag) 1 p(As, Ay).

Figure dualne definisanim u prethodne tri definicije su trostranik, pot-
puni cetvorostranik i prost Setostranik.

Relacija razdvojenosti parova tacaka regulisana je aksiomama rasporeda.
Ovde navodimo samo notacijiu i jednu od aksioma koja ¢e nam biti potrebna
prilikom dokaza Teoreme 2.6, a preostale aksiome i viSe osobina te relacije
mogu se pogledati u [3] od jedanaeste do petnaeste strane (drugo potpoglavlje
prvog poglavlja).

Da par tacaka A, B razdvaja par tacaka C, D zapisujemo: A, B x C, D.
Na osnovu treée aksiome rasporeda, za razli¢ite kolinearne tacke A, B,C, D
vazi jedna i samo jedna od relacija:

A,BxC,D; A,C x B,D; A,D x B,C. (1.1)

Definicija 1.5. Par tacaka P, () je harmonijski konjugovan paru tacaka
R, S, u oznaci H(P,Q; R, S), ako postoji potpuni cetvorotemenik takav da su
P i Q njegove dijagonalne tacke, a S i T pripadaju pravoj p(P,Q) i onim
stranama koje odreduju trecu dijagonalnu tacku.

Sada ¢emo da definiSemo perspektivna t© projektivna preslikavanja
i neke njihove osobine.

Prvo definisemo tri tipa perspektivnih preslikavanja jednodimenzionih
mnogostrukosti. Jednodimenzione mnogostrukosti su nizovi tacaka i
pramenovi pravih.

Definicija 1.6. Uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu pravolinij-
skih nizova tacaka A,B,C,... 1 A", B',C’, ..., sa nosac¢ima p i p', takva da
je svaki par odgovarajucih tacaka kolinearan sa istom tackom S, naziva se
perstpektivno preslikavanje sa centrom S i zapisujemo

s
p(A,B,C,..)Ap'(A,B,C,..).

Definicija 1.7. Uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu pramena pra-
vih a,b,c, ... sa centrom P i pramena pravih o',V ,c, ... sa centrom P’, takva
da je svaki par odgovarajucih pravih konkurentan sa istom pravom s, nazi-
vamo perspektivno preslikavanje sa osom s i zapisujemo

P(a,b,c,...) A P'(d,V,c,...).
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Definicija 1.8. Ako je uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu pra-
volinijskog niza tacaka A, B,C, ... sa nosacem p i pramena pravih a,b, c, ...
sa sredistem P takva da su odgovarajuéi elementi medusobno incidentni, to
preslikavanje nazivamo perspektivno i zapisujemo

p(A,B,C,...) A P(a,b,c, ...).

Iz navedenih definicija mozemo uociti da se perspektivno preslikavanje
oznacava sa A.

Za sva tri tipa perspektivnih preslikavanja vazi da su i direktno i inverzno
preslikavanje istog tipa.

Teorema 1.1. Prilikom perspektivnog preslikavanja harmonijska konjugova-
nost i razdvojenost parova elemenata ostaju ocuvane.

Definicija 1.9. Projektivno preslikavanje jednodimenzionih mno-
gostrukosti je proizvod konacnog broja pespektivnih preslikavanja. Oznaka
za projektivno preslikavange je A.

Kako se projektivno preslikavanje sastoji od niza perspektivnih sledi da
Teorema 1.1 vazi i za projektivna preslikavanja. Takode, kako je proizvod
kona¢nog broja projektivnih preslikavanja zapravo proizvod konacnog broja
perspektivnih preslikavanja, sledi da je i to preslikavanje projektivno.

Definicija 1.10. Elementi koji se prilikom nekog preslikavanja preslikavaju
sami na sebe nazivaju se dvogni elementi tog preslikavanja.

Osnovna teorema projektivne geometrije. Svako projektivno pres-
likavanje jednodimenzione mmnogostukosti moze se predstaviti kao proizvod
dva, odnosno tri perspektivna preslikavangja i jednoznacno je odredeno sa tri
para odgovarajucih elemenata.

Teorema 1.2. Ako postoji projektivna korespondencija izmedu dva pravo-
linigska niza tacaka sa razlicitim nosacima takva da zajednicki element ova
dva niza odgovara sam sebi, onda je to preslikavanje perspektivno.

Dokaz. Neka je C zajednicka tacka datih nizova tacaka. Uvek postoji per-
spektivno preslikavanje takvo da p(A, B,C) A p(A’, B',C). Svako perspek-
tivno preslikavanje je i projektivno, a projektivno preslikavanje je, prema
Osnovnoj teoremi projektivne geometrije, jednoznaéno odredeno sa tri para
odgovaraju¢ih elemenata. Dakle, ovo projektivno preslikavanje je jedin-
stveno, i ¢ini ga samo jedno perspektivno preslikavanje, pa je i samo per-
spektivno. O
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Narednu teoremu navodimo bez dokaza, dokaz se moze pogledati u [3],
Teorema 37 na strani 37.

Teorema 1.3. Ako projektivno preslikavanje jednodimenzione mnogostrukosti
na samu sebe ima tri dvojna elementa, onda je svaki element dvojni.

Teorema 1.4. Neidenticko projektivno preslikavanje jednodimenzione mno-
gostrukosti na samu sebe moze 1mati najvise dve dvojne tacke.

Projektivno preslikavanje nazivamo elipti¢no, paraboli¢no ili hiper-
boli¢no u zavisnosti od toga da li ne postoji dvojni element, postoji jedan
ili postoje dva dvojna elementa tog preslikavanja.

Opis dokaza Teoreme 1.4 i dokazi postojanja ova tri tipa projektivnih
preslikavanja moze se pogledati u [3] na stranama 40 i 41.

Teorema 1.5. Uvek postoji projektivno preslikavanje cetiri proizvoljne tacke
tako da tacke u parovima medusobno zamene mesta.

Dokaz. Nekasu A, B, C, D proizvoljne kolinearne tacke. Treba da pokazemo
da postoji projektivno preslikavanje takvo da p(A, B,C, D) Ap(B, A, D,C).

Slika 1.1. Teorema 1.5

Neka je p; proizvoljna prava koja sadrzi D, i tacka M van pravih p i
p1. Preseke pravih p(A, M), p(B, M),p(C, M) sa pravom p; ozna¢imo sa
Ay, By, Cy (redom). Pravu p(M, C') ozna¢imo sa po, a tacku preseka te prave
i prave p(A, By) sa Bs, kao na Slici 1.1.

Uoc¢imo sada sledeéi niz perspektivnih preslikavanja

M
AN

A B
p(AaB>Ca D) pl(AhBlaCl?D) Kp2(Ma B270170> K p(B,A,D,C)
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Ovaj konacan niz perspektivnih preslikavanja je projektivno preslikavanje
p(A,B,C,D)Ap(B,A,D,C).
O

Definicija 1.11. Involucija je preslikavanje jednodimenzione mnogostru-
kosti na samu sebe c¢iji kvadrat je identicko preslikavanje.

Definicija 1.12. Neka je ® preslikavanje jednodimenzione mmnogostrukosti
na samu sebe i A, A" par odgovarajucih elemenata tog preslikavanja. Ako je
m(A) = A" i 7(A') = A, onda ovaj par tacaka nazivamo par dvostruko
odgovarajuéih elemenata.

Teorema 1.6. Ako pri projektivnom preslikavanju jednodimenzione mmno-
gostrukosti na samu sebe postoji jedan par dvostruko odgovarajucih eleme-
nata, onda je to preslikavanje involucija.

Dokaz. Neka je m projektivno preslikavanje takvo da
p(A, A" B, B")Ap(A, A, B', D).
Na osnovu Teoreme 1.5 postoji i projektivno preslikavanje
p(A',A, B, D)Ap(A A", D, B").
Pa, kao proizvod ova dva preslikavanja dobijamo projektivno preslikavanje
p(A, A", B,B")Ap(A',A,B',D)Ap(A, A", D, B)

koje ima tri dvojne tacke, pa je na osnovu Teoreme 1.3 identicko. Dakle,
vazi B = D, pa smo dobili da za tacku B vazi m(B) = B" i n(B’) = B. Kako
je B bila proizvoljna tacka to znaci da je svaki par odgovarajucih elemenata
dvostuko odgovarajuéi, dakle 7 je involucija. O

Posledica 1.7. Involucija na jednodimenzionoj mnogostrukosti jednoznacno
je odredena pomocu dva para dvostruko odgovarajucih elemenata.

Definicija 1.13. Rawvno polje tacaka (skup svih tacaka jedne ravni) i ravno
polje pravih (skup svih pravih jedne ravni) nazivamo dvodimenzione mno-
gostrukosti.

Definicija 1.14. Obostrano jednoznacno preslikavanje izmedu dvodimenzionih
mnogostrukosti je projektivno ako i samo ako prilikom tog preslikavanja re-
lacija incidencije ostaje ocuvana.
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Definicija 1.15. Projektivno preslikavanje dvodimenzione mnogostrukosti
na dvodimenzionu mnogostrukost koje menja prirodu elemenata, odnosno
preslikava kolinearne tacke na konkurentne prave v obrnuto, naziva se ko-
relacyja.

Definicija 1.16. Neka je p korelacija. Tacka A je konjugovana sa tackom
A" ako A" = p(A) - p~Y(A), a prava a’ je konjugovana sa pravom a u odnosu
na datu korelaciju ako o' = p(p(a), p(a™)).

Definicija 1.17. Tacka A je dvojna taéka korelacije p ako p(A) = p~1(A),
a njoj odgovarajuéa prava je p(A) = p~1(A).

Ako je p(a) = p~t(a), prava a je dvojna prava korelacije p, a njoj
odgovarajuéa tacka je p(a) = p~1(a).

Definicija 1.18. Polaritet je korelacija ravni na samu sebe takva da je
svaka tacka dvojna i svaka prava dvojna. Prava w(A) je polara tacke A u
odnosu na polaritet 7, a tacka 7(b) je pol prave b u odnosu na taj polaritet.

Teorema 1.8. Polaritet na svakoj pravoj koja nije incidentna sa svojim
polom odreduje involuciju konjugovanih tacaka.

Definicija 1.19. Autopolarni trotemenik je trotemenik cije je svako teme
pol naspramne strane.

Sa (ABC)(Pp) oznacavamo polaritet odreden autopolarnim trotemenikom
ABC, tackom P i njenom polarom p.

Definicija 1.20. Autokonjugovana tacka je tacka koja je incidentna sa
svojom polarom. Prava incidentna sa svojim polom naziva se autokonju-
govana prava.

Teorema 1.9. Ako je prava incidentna sa dvema autokonjugovanim tackama
ona ne moze biti autokonjugovana.

Teorema 1.10. Sa svakom pravom mogu biti incidentne najvise dve auto-
konjugovane tacke.

Na dvema stranama trotemenika indukovane su hiperboli¢ne, a na trecoj
elipti¢cna involucija konjugovanih tacaka.

Sada ¢emo navesti analiticki izraz polariteta i uslov da tacke budu kon-
jugovane. Detaljnije o ovome moze se procitati u [1] na strani 182.
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Neka je data tacka X = (x1,x9,23) i njena polara w(X) = (X1, Xs, X3).
Jednacine polariteta u projektivnoj ravni su:

3
Xi =) ayu;, i=1,2,3, (1.2)
j=1
3
T; = ZAinj, 1= 1,2,3, (13)
j=1

gde je A;;(i,j € 1,2,3) kofaktor elementa a;; u matrici (a;j). Prvom jedna-
¢inom dobijamo koordinate polare date tacke X, a drugom koordinate pola
prave ¢ije su koordinate (X7, X5, X3).

Tacke X = (x1,29,23) 1 Y = (y1,¥2,y3) su konjugovane, ako X pripada
polari 7(Y) = (Y3, Y5,Y3), dakle ako vazi jednakost

to jest

3 3

Z Z CLZ‘jZEZ‘.Tj =0.

i=1 j=1

U nastavku definisemo afinu ravan.
Afina ravan nastaje od projektivne ravni uklanjanjem proizvoljne prave,
tu pravu nazivamo beskonacno daleka prava, [..

Definicija 1.21. Prave afine ravni c¢ija tacka preseka pripada pravoj ls su
paralelne prave.

Potpuni ¢etvorotemenik ¢ija se dva para naspramnih strana seku na pravoj
I, odnosno dve njegove dijagonalne tacke pripadaju toj pravoj, naziva se
paralelogram.

Dijametar parabole koji je normalan na sistem paralelnih pravih koje su
seCice te parabole naziva se osa parabole, a tacka preseka parabole i njene
ose je teme parabole.

Tangenta na parabolu u njenom temenu normalna je na osu.
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Glava 2

Definicija i osnovne osobine
konika

Ovo poglavlje ¢ine cetiri potpoglavlja. Poc¢injemo kratkim istorijskim uvo-
dom o konikama, zatim navodimo tri definicije konika u projektivnoj geomet-
riji. U tre¢em potpoglavlju definisemo polaritet indukovan konikom i njegove
osobine. Nakon toga, ovo poglavlje zavrsavamo Stajnerovom teoremom. Li-
teratura koris¢ena prilikom sastavljanja ovog poglavlja: [1], [2] i [3]. Sve slike
u ovom poglavlju pravljene su u programu GeoGebra.

2.1 Istorijski uvod o konikama

Proucavanje konika poc¢inje u staroj Grckoj 430. godine pre nove ere, po-
javom problema udvostrucenja kocke. Prema legendi u Atini je oko 430.
godine pre nove ere harala kuga, pa su Atinjani pomo¢ potrazili u prorocistu
u Delosu. Tamo su dobili odgovor da ¢e kugu pobediti samo ako uspeju da
udvostuce oltar Apolonu (koji je bio oblika kocke). Resavanje ovog Delskog
problema dovelo je do otkri¢a konika i njihovih osobina. Algebarski, Delski
problem se svodi na resavanje problema:

x
23 =2-a® odnosno = = v/2
a
gde a i x oznacavaju stranice pocCetne i novodobijene (duplirane) kocke.
Hipokrat! je pojednostavio ovaj problem, sveo ga je na problem pronalazenja
vrednosti z i y koje zadovoljavaju slede¢u jednakost:

a

v
2-a

x
Y

'Hippocrates of Chios (470. p.n.e.-410. p.n.e.), gréki matematicar
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Menehmo? je oko 340. godine p.n.e. dao dva resenja ove Hipokratove verzije
Delskog problema, jedno pomoéu dve parabole > = 2-a -2 i 2% = a -y,
a drugo koristeéi presek druge parapole i hiperbole -y = 2 - a%2. Smatra
se da je on (reSavajuéi ovaj problem) prvi otkrio, definisao i opisao konike,
krive dobijene presekom ravni i kruznog konusa. Dvodimenzionu konstruk-
ciju ovih krivih osmislili su njegovi naslednici. A prema Zojtenu®, smatra
se da je Euklid* prvi konstruisao konus kao geometrijsko mesto tacaka ¢ija
je udaljenost od fiksne tacke (fokusa) proporcionalna udaljenosti od fiksne
prave (direktrise). Nazive elipsa, hiperbola i parabola i velik doprinos razvoju
konika dao je Apolonije’. Od oko 300. godine narednih 12 vekova istorija
konika je prazna. Znacajnijih doprinosa u izucavanju konika nema sve do
1522. godine kada je Vernjer® iz Nirnberga otkrio neke osobine konika, pro-
jektujuéi krug. Naredna tri veka, osim Keplera’, Njutna &, Maklaurina® i
Brekendridza!? veliki doprinos za razvoj konika dali su i francuzi: Dezarg!!,
Paskal'?, Midorz'®, La Ir', Zergon'®, Brianson'¢, Ponsel'” i Sasl'®. Ke-
pler je pokazao da je parabola istovremeno granicni oblik elipse i hiperbole.
Prva nemetricka konstrukcija konika pripisuje se Brekendridzu i Maklaurinu.
Za novija otkrica (18. vek) u izucavanju konika, medu najzasluznijima su
vajcarski i nemacki matematicari Jakob Stajner' i fon Staut® ¢ije defini-

cije konika ¢e biti prikazane u nastavku.

2Menaechmus (380. p.n.e.-320. p.n.e.), gréki matematicar

3Hieronymus Georg Zeuthen (1839-1920), danski matematicar

4Euclid of Alexandria (325. p.n.e.-265. p.n.e.), gréki matematicar

5 Apollonius of Perga (262. p.n.e.-190. p.n.e.), gréki matematicar

Pierre Vernier (1584-1638), francuski matematicar

"Johannes Kepler (1571-1630), nemacki matematicar, astronom i astrolog
8Isaac Newton (1643-1727), engleski matematicar, fizicar, astronom, alhemicar
9Colin Maclaurin (1698-1746), skotski matematicar

OWilliam Braikenridge (1700-1762), skotski matematicar i teolog
HGirard Desargues (1591-1661), francuski matematicar

12Blaise Pascal (1623-1662), francuski matematicar, fizicar i filozof
13Claude Mydorge (1585-1647), francuski matematicar

MPhilippe de La Hire (1640-1718), francuski matematicar

15 Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), francuski matematicar

16Charles Julien Brianchon (1783-1864), francuski matematicar

17Jean Victor Poncelet (1788-1867), francuski matematicar

18Michel Chasles (1793-1880), francuski matemati¢ar

19 Jakob Steiner (1796-1863), $vajcarski matematicar

20Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), nemacki matematicar
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2.2 'Tri definicije konika

U ovom delu ¢emo predstaviti tri definicije konika u projektivnoj geometriji:
fon Stautovu (preko hiperbolickog polariteta), Stajnerovu i analiticku defini-
ciju (jednacina konike).

Prvo navodimo definiciju po fon Staut-u i neke osobine konika.

Definicija 2.1. (fon Stautova) Konika je skup autokonjugovanih tacaka
(pravih) hiperbolickog polariteta.

Definicija 2.2. Polara svake tacke konike je autokonjugovana prava, to je
tangenta konike u toj tack:.

Dualno, pol svake prave konike je autokonjugovana tacka, to je tacka
dodira konike 1 te prave.

Na osnovu Teoreme 1.10 i Definicije 2.1. sledi sledec¢e tvrdenje:
Teorema 2.1. Sa pravom mogu biti incidentne najvise dve tacke konike.

Dakle, prava i konika mogu da imaju jednu (tada pravu zovemo tangenta),
nijednu ili dve zajednicke tacke. Prvi slucaj smo definisali, sada ¢emo i
preostala dva slucaja i neke osobine tih pravih.

Definicija 2.3. Prava je secica ili spoljasnja prava konike u zavisnosti od
toga da li polaritet na toj pravoj odreduje hiperbolicnu il elipticnu involuciju.

Definicija 2.4. Tacka je spoljasnja ili unutrasnja za koniku u zavisnosti
od toga da li polaritet u toj tacki odreduje hiperbolicku ili elipticnu involuciju.

Kako za svaku tacku vazi da polaritet u toj tacki i na njenoj polari
odreduje involuciju istog tipa, vaze sledece teoreme:

Teorema 2.2. Pol spoljasnje prave je unutrasnja tacka.
Teorema 2.3. Pol secice je spoljasnja tacka.
Teorema 2.4. Prava koja sadrzi unutrasnju tacku konike je njena secica.

Dokaz. Neka je P unutrasnja tacka konike i p njena polara, koja je spoljasnja
prava. Neka je a prava incidentna sa tackom P, a tacka A’ presek pravih
a i p. Polaru tacke A’, pravu p(A, P), obelezimo sa o’ (Slika 2.1). Dobijeni
trostranik apa’ je autopolaran. Sada, kako hiperboli¢ni polaritet na dvema
stranama autopolarnog trotemenika (trostranika) indukuje hiperboli¢ne, a
na trecoj elipticnu involuciju i kako je prava p spoljasnja prava, pa je na
njoj indukovana elipti¢na involucija. Sledi da je na pravoj a indukovana
hiperboli¢na involucija, dakle ona je secica konike. O
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Slika 2.1. Teorema 2.4

Teorema 2.5. Svaka tacka spoljasnje prave je spoljasnja tacka za tu koniku.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji tacka koja je unutrasnja za
tu koniku i data spoljasnja prava je sa njom incidentna. Tada, na osnovu
prethodne teoreme, sledi da je data prava secica ove krive, sto je kontradikcija
sa pretpostavkom da je ona spoljasnja prava. Dakle, vazi navedeno tvrdenje.

[

Teorema 2.6. Sa svakom secicom incidentne su i spoljasnje i unutrasnje
tacke konike.

Dokaz. Neka je p data secCica i neka su M i N tacke preseka sa konikom.
Pretpostavimo da postoji tacka A koja je spoljasnja tacka konike i incidentna
je sa pravom p. Pokazimo da postoji i unutrasnja tacka koja je incidentna sa
p (mogli smo da krenemo i od pretpostavke da data secica sadrzi unutrasnju
tacku konike, pa istom metodom da pokazemo da sadrzi i spoljasnju).

Polaru tacke A obelezimo sa a (Slika 2.2). Kako je A spoljasnja tacka,
sledi da je a secica, pa je na njoj indukovana hiperboli¢na involucija. Neka je
R dvojna tacka te involucije. Prava p(A, R) je tada dvojna prava involucije
indukovane u pramenu sa sredistem A. Za par AA; dvostruko odgovarajuc¢ih
tacaka involucije konjugovanih tacaka vazi A, Ay x M, N.

Neka je tacka B € [M A;N]. Neka je b njena polarai B; = b-p. Tada, za
par B, By, vazi B, By x M, N. Kako tada —(A, By x A1, B) i =(A, A1 X B, By),
sledi da vazi A, B x Ay, By (ovo vazi jer u suprotnom, kada bi pretpostavili da
—(A, B x Ay, By) dosli bismo u kontradikciju sa tre¢om aksiomom rasporeda
tj. sa (1.2)). A, zbog perspektivnog preslikavanja, vazi i A’, B’ x A}, By, gde
je A" pol prave p(B, R). Kako je A} pol prave p, sledi da je par A}, By par
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Slika 2.2. Teorema 2.6

konjugovanih tacaka. Dakle, na pravoj b involucija konjugovanih tacaka je
elipti¢na, pa je tacka B unutrasnja, a vazi i B € p. Dakle, secica p sadrzi i
unutrasnju i spoljasnju tacku konike. O]

Sada ¢emo navesti Stajnerovu definiciju.

Definicija 2.5. (Stajnerova) Konika je skup svih tacaka preseka odgovara-
Jucih pravih dva projektivna pramena pravih koji nisu perspektivni.

U slede¢em poglavlju ¢emo navesti i dokazati teoreme koje pokazuju da
je svaka Stajnerova konika istovremeno i fon Stautova i obratno. Dakle,
Stajnerova i fon Stautova definicija su ekvivalentne.

Preostalo nam je da damo jos analiticku definiciju konika.

Kako je konika skup autokonjugovanih tacaka hiperbolickog polariteta,
njenu jednacinu ¢emo izvesti iz analitickog izraza za polaritet uz uslove da
je tacka X = (x1, 9, r3) autokonjugovana za taj polaritet i da je on hiper-
bolicki.

Tacka X je autokonjugovana za polaritet definisan jednac¢inama (1.2) i
(1.3) ako zadovoljava jednakost 2?21 x; X; = 0, a dati polaritet je hiperbolicki
ako ova jednacina ima nenula reSenje.

Dakle, konika je skup svih tacaka koje su resenje jednakosti

E aijmixj = O,

1 j=1

3
tj. njena jednacina je:

2 2 2
a1y -+ 22T + a33Tg -+ 2&121‘1$2 -+ 2&131’1.1'3 + 2&23(1321)3 =0.
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2.3 Polaritet indukovan konikom

Na osnovu fon Stautove definicije videli smo da hiperboli¢ki polaritet in-
dukuje koniku, a sada posmatramo polaritet indukovan konikom. U ovom
potpoglavlju bi¢e opisane neke osobine polariteta i konjugovanih tacaka u
odnosu na koniku.

Prve tri teoreme navodimo bez dokaza.

Teorema 2.7. Bilo koje dve konjugovane tacke na secici PQ) su harmonijski
konjugovane u odnosu na P i Q).

Obratno,

Teorema 2.8. Tacke na secici PQ koje su harmonijski konjugovane u odnosu
na P i Q su par konjugovanih tacaka u odnosu na koniku.

Vazi i dualno,

Teorema 2.9. Bilo koje dve konjugovane prave incidentne sa spoljasnjom
tackom, harmonijski su konjugovane u odnosu na tangente iz te tacke.

Neka je C' spoljasnja tacka i a i b tangente na koniku iz te tacke. Prave
harmonijski konjugovane u odnosu na a i b su par konjugovanih pravih
odnosu na datu koniku.

Pre nego sto opisemo konstrukciju polare date tacke i tangente, naveséemo
teoreme na osnovu kojih ¢e slediti ta konstrukcija.

Teorema 2.10. Dijagonalni trotemenik potpunog cetvorotemenika upisanog
u koniku je autopolaran.

Dokaz. Neka je PQRS dati potpuni cetvorotemenik upisan u koniku i neka
su, kao na Slici 2.3, njegove dijagonalne tacke

A=p(P,S) p(Q,R), B=p(Q,S) p(R,P), C=pR,S) p(PQ).

Preseci prave p(A, B) i strana PQ i RS su tacke C i Cy (redom), takve da
vazi H(P,Q; C,Cy) i H(R, S;C,Cy). Kako su C, C; tacke secice p(P, Q) koje
su harmonijski konjugovane u odnosu na P i (), na osnovu Teoreme 2.8 sledi
da je C; konjugovano sa C. Isto vazi i za tacke C, Cy secice p(R,S). Dakle,
tacke C' i C5 su obe konjugovane sa tackom C', pa je polara tacke C' prava
sa kojom su te tve tacke incidentne, a to je p(A, B).

Slicno, posmatranjem preostala dva para naspramnih strana polaznog
cetvorotemenika i odgovarajuc¢ih tacaka, sledi¢e da je polara tacke A prava
p(B, C), a polara tacke B prava p(A, C).

Dakle, dijagonalni trotemenik ABC' ¢etvorotemenika PQRS je autopo-
laran, Sto je i trebalo pokazati. O
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Slika 2.3. Teorema 2.10

Vazi i dualna

Teorema 2.11. Dijagonalni trostranik potpunog cetvorostranika cije strane
su tangente konike je autopolaran.

Na osnovu ove dve teoreme i osobina polariteta, sledi:

Teorema 2.12. Potpuni cetvorotemenik koji je upisan u koniku 1 potpuni
cetvorostranik koji je oko nje opisan tako da su njegove stranice polare odgo-
varajucih temena upisanog, imaju zajednick: dijagonalni trotemenik.

Dokaz. Neka su PQRS i pgrs dati potpuni ¢etvorotemenik i ¢etvorostranik
i neka su

A=p(S,P)-p(@Q R), B=p(R,P) pQ,S), C=p(R,S) pPQ)

dijagonalne tacke tog cetvorotemenika (Slika 2.4). Tacka A je incidentna
sa polarama tacaka ¢ -7 1 p-s (jer su to p(Q, R) i p(P,S)), pa je polara
tacke A prava odredena sa te dve tacke. Dakle, polara tacke A je dijagonala
(q-r)(p-s) cetvorostranika pgrs, sto se poklapa sa p(B, C).

Analogno, kako B pripada polarama tacaka ¢ - s i r - p, njena polara c¢e
biti dijagonala (g - s)(r - p), $to je upravo p(A,C). Isto, kako je tacka C
incidentna sa polarama od 7 - s i ¢ - p, njena polara je dijagonala (7 - s)(q - p)
cetvorostranika pgrs, sto se poklapa sa p(A, B).

Dakle, trotemenik ABC' je zajednicki dijagonalni trotemenik za ¢etvoro-
temenik PQRS i ¢etvorostranik pgrs. O

Naredne dve teoreme opisuju konstrukcije polare date tacke (koja ne pri-
pada krivoj) i tangente, u odnosu na polaritet indukovan konikom. Koniku
posmatramo kao skup autokonjugovanih tacaka.
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Slika 2.4. Teorema 2.12

Teorema 2.13. Da bismo konstruisali polaru date tacke C, koja ne pripada
konici, konstruisemo dve secice p(P,Q) i p(R,S) iz te tacke. Polara tacke C
je prava koja sadrzi tacke preseka p(P,S) - p(Q,R) i p(R, P) - p(Q,S).

Dokaz. Konstruisimo dve secice na koniku iz date tacke C'. Neka su P, Q) i
R, S tacke preseka tih secica sa konikom. Kako su P,Q, R, S tacke konike,
njihove polare su tangente na koniku u tim tackama, neka su to p,q,r,s,
redom.

Sada, ovako dobijeni cetvorotemenik PQRS i ¢etvorostranik pgrs, na
osnovu prethodne teoreme imaju zajednicki dijagonalni trotemenik. Prime-
timo, C' = p(P, Q) -p(R, S) pa je to jedna dijagonalna tacka ¢etvorotemenika
PQRS. Konstruisimo i preostale dve dijagonalne tacke tog ¢etvorotemenika.
Neka su to

A :p(P, S) 'p(QaR)v B ZP(Q,S) -p(P, R)7

kao na Slici 2.4 iz dokaza prethodne teoreme. Dobijeni trotemenik ABC' je
zajednicki dijagonalni trotemenik za PQRS i pqrs.

Kako je cetvorotemenik PQRS upisan u koniku i ABC' je njegov di-
jagonalni trotemenik, na osnovu Teoreme 2.10 sledi da je trotemenik ABC
autopolaran i polara tacke C' je prava koja sadrzi stranicu AB. Odnosno,
na osnovu definicije tacaka A i B, polara tacke C' je prava koja sadrzi tacke

preseka p(P, S) - p(Q, R) i p(R, P) - p(Q, S). O

Pol date prave konstruise se kao tacka preseka polara dve proizvoljne
tacke te prave.
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Teorema 2.14. Tangenta u tacki P na konici konstruise se spajanjem te
tacke sa polom bilo koje secice kroz P.

Dokaz. Konstruisemo tri secice koje sadrze datu tacku, neka su to p(P, @),
p(P,S) i p(P,R). Oznacimo dijagonalne tacke dobijenog ¢etvorotemenika
PQRS sa

A:p(s, Q) -p(R, P)v B :p(Ra Q) -p(S, P)’ C:p(S,R) 'p(QaP)'

Kako je P tacka konike, njena polara je trazena tangenta, dakle treba kon-
struisati polaru tacke P.

Posmatrajmo secice p(P, Q) i p(P, S), polovi datih secica, bice tacke pre-
seka polara njihove dve proizvoljne tacke.

Pa ¢e tako, pol secice P() biti presek polara njenih tacaka C'i P. Na
osnovu prethodne teoreme znamo da je polara tacke C' prava p(A4, B), a
polaru tacke P oznacimo sa p.

Sada je tacka X = p- p(A, B) pol secice p(P, Q).

Slicno, pol secice PS biée tacka Y = p - p(A,C), gde je na osnovu
prethodne teoreme p(A, C') polara tacke B incidentne sa ovom secicom.

Primetimo da je tacka A = p(A, B)-p(A, C), a kako ove prave seku polaru
p u tackama X i Y sledi da A = X =Y. Dakle, polara tacke P je p(A, P).
Tacka A je teme autopolarnog trotemenika ABC', pa je pol secice odredene
tackama B, C'. O

2.4 Stajnerova teorema

U ovom delu osim Stajnerove teoreme, date su i teoreme koje opisuju na
koje nacine je konika jedinstveno odredena i naglaseno je koje teoreme pred-
stavljaju potreban i dovoljan uslov ekvivalentnosti Stajnerove i fon Stautove
konike.

Prvo ¢éemo pokazati teoremu koja opisuje vezu izmedu konjugovanih tacaka
i konjugovanih pravih.

Teorema 2.15. (Zajdevic*') Prava konjugovana sa jednom stranom trote-
menika upisanog u koniku, sece druge dve njegove strane u paru konjugovanih
tacaka.

Dokaz. Neka je PQR dati trotemenik. Prava konjugovana sa stranom ovog

trotemenika je polara proizvoljne tacke te strane. Uocimo tacku C strane
PQ trotemenika PQR, kao na Slici 2.5. Polara ¢ ove tacke konjugovana je
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Slika 2.5. Teorema 2.15

sa P(Q). Dakle, treba da odredimo polaru ove tacke i da pokazemo da sece
preostale dve strane trotemenika u paru konjugovanih tacaka.

Neka je tacka S drugi presek prave p(R,C) i konike. Tacka C je jedna
dijagonalna tacka dobijenog cetvorotemenika PQRS, a neka su preostale
dve A = p(P,S) - p(Q,R) 1 B = p(Q,S) - p(P,R). Na osnovu Teoreme
2.10 ovaj trotemenik ABC' je autopolaran i polara tacke C' je prava p(A, B).
Primetimo, konjugovane tacke A i B upravo su tacke preseka polare ¢ i strana
QR i RP datog trotemenika PQR. O

Teorema 2.16. (S'tajnerova) Neka dve proizvoljne prave x iy promenljivoj
tacki konike pridruzuju dve fiksne tacke iste konike. Za ovo preslikavanje na
konici uspostavljeno izmedu dva pramena pravih vazi: x Ay.

Dokaz. Neka je R = x -y promenljiva, a P i () fiksne tacke date konike.
Tacku preseka tangenti p i ¢ u tackama P i () obelezimo sa D i neka je ¢
fiksna prava koja sadrzi tacku D i sece prave = i y u tackama B i A (redom),
kao na Slici 2.6.

Bez obzira na polozaj tacke R, trotemenik PQ)R je upisan u datu koniku,
a tacka D je pol njegove strane p(P, Q). Dakle, prava ¢ je konjugovana sa
stranom p(P, Q) trotemenika PQ R, pa na osnovu prethodne teoreme ¢ sece
preostale njegove strane p(P, R) i p(Q, R) u paru konjugovanih tacaka B i A.

Dakle, kada se involucija konjugovanih tacaka p(B,...) A p(A,...) projek-
tuje iz P odnosno (), dobija se trazeno projektivno preslikavanje

T ABANANY.

2Franz Seydewitz (1807-1852), nemacki matematicar
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Slika 2.6. Teorema 2.16

Na osnovu ove teoreme, svaka fon Stautova konika je istovremeno i Staj-
nerova.

Pre nego §to navedemo obrnutu Stajnerovu teoremu, na osnovu koje je
svaka Stajnerova konika fon Stautova, prvo pokazujemo lemu koja se koristi
u njenom dokazu.

Lema 2.17. Konika je odredena sa tri svoje tacke i tangentama u dvema od
ngih.

Dokaz. Neka su P,Q, R date tacke, p,q tangente u P i Q i D = p-q.
Konstruisemo tacku C' = p(P,Q) - p(R, D) i njoj harmonijski konjugovanu

Slika 2.7. Lema 2.17

tacku C; u odnosu na P i ). Neka je, ¢ prava koja sadrzi tacke C; i D i
sece prave p(R,P) i p(R,Q) u A i B. Trazena konika dobija se kao skup
autokonjugovanih tacaka polariteta (ABC)(Pp).

Primetimo, dobijeni autopolaran trotemenik ABC' je dijagonalni trote-
menik cetvorotemenika PQ RS upisanog u dobijenu koniku, Slika 2.7. O
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Teorema 2.18. (obrnuta Stajnerova) Neka su x iy predstavnici dva pramena
pravih sa sredistima u tackama P i Q tako da v Ay i nije x A y. Tada sve
tacke preseka x -y pripadaju konici kroz P 1 Q).

Dokaz. Oznacimo pravu p(P, Q) sa d. Kako dato projektivno preslikavanje
x Ay nije perspektivno, d se ne slika samo u sebe. Dakle, postoje prave p i
q, tako da se ovim projektivnim preslikavanjem p slika u d i d u q.

Na osnovu Leme 2.17, postoji konika takva da sadrzi tacke P, () i pro-
izvoljnu tacku z’ - ¢/ (predstavnik promenljivih tacaka z - y) i prave p i ¢ su
njene tangente u tackama P i (). Sada, na osnovu Teoreme 2.16 ova konika
odreduje projektivno preslikavanje izmedu pramena pravih sa centrima P i
Q, a kako pri tom preslikavanju pravama ', p, d prvog pramena odgovaraju
prave 3/, d, g drugog pramena, sledi da je to bas dato projektivno preslikavanje
TAY. 0

Posledica 2.19. Ako projektivno, ali ne i perspektivno, preslikavanje izmedu
dva pramena pravih x iy sa centrima u tackama P 1 Q) ima osobinu da
xzsd A ysq (gde s = p(P,Q)), tada su p i q tangente u P i Q na koniku
odredenu tackama x - y.

Slede¢a teorema predstavlja jos jednu karakterizaciju konike.

Teorema 2.20. Konika je jedinstveno odredena sa pet svojih tacaka, takvih
da medu njima nema tri kolinearne.

Dokaz. Neka su date tacke P i (Q i prave x1, T2, T3 1 Y1, Yo, y3 tako da su z;
elementi pramena pravih sa centrom u tacki P, a y; predstavnici pramena
pravih sa centrom u @ (i € 1,2,3). Na osnovu Teoreme 2.18, projektivno

</

Slika 2.8. Teorema 2.20
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preslikavanje odredeno ovim elementima, z1xox3 A Y192y3, odreduje koniku
kroz pet tacaka (P, Q i tacke x1 -y, 2 - Yo, T3 - Ys).

Ako je X proizvoljna tacka ove konike, razli¢ita od polaznih pet tacaka,
neka suz = p(X, P) iy = p(X, Q) prave koje povezuju ovu tacku sa centrima
pramena. Tada na osnovu Teoreme 2.16 vazi zxixox3 Ayy1y2y3. Dakle, tacke
P Qix -y, x2-ys, x3-y3 odreduju jedinstvenu koniku. O]

Lema 2.17. je specijalan slucaj ove teoreme kada se dva para od datih
pet tacaka poklapaju.
Vaze i teoreme koje su dualne teoremi Zajdevica i Stajnerovoj.

Teorema 2.21. (dualna Zajdevic) Svaka tacka konjugovana sa temenom
trotemenika opisanog oko konike, sa ostalim temenima povezana je sa parom
konjugovanih pravih.

Teorema 2.22. (dualna gtajnerova) Sve prave odredene elementima dva pro-
jektivna, ali ne v perspektivna pravolinijska niza tacaka, pripadaju istoj konici
kao i mosaci tih pravolinijskih nizova.
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Glava 3

Vazne teoreme

Ovo poglavlje posveéeno je vaznim teoremama projektivne geometrije koje
prikazuju znacajne osobine konika: Paskalovoj, Brijansonovoj i Dezargovoj
involutivnoj teoremi. Definisa¢emo i tri tipa pramena konika u projektivnoj
ravni i harmonijsku konjugovanost kacaka na konici. Na pocetku svakog
potpoglavlja navedene su koris¢ene reference i izvori slika u tom potpoglavlju.

3.1 Paskalova i BrijanSonova teorema

U ovom potpoglavlju pokaza¢emo teoreme koje imaju veliki znacaj pose-
bno u konstruktivnim problemima, Brijansonovu' i Paskalovu? teoremu i
njihove inverze. Ove dve teoreme su medusobno dualne, ali su ih Brijanson
i Paskal dokazali potpuno nezavisno. Paskal je njegovu teoremu dokazao
1640. godine, a teoremu dualnu ovoj pokazao je Brijanson 1806. godine, ne
koristec¢i princip dualiteta, u to vreme princip dualiteta je tek pocinjao da
se prepoznaje. Literatura koriS¢ena prilikom sastavljanja ovog potpoglavlja:
2], [3] 1 [4]. Slike 3.2 i 3.5 preuzete su iz [4], a preostale su napravljene u
GeoGebri.

Teorema 3.1. (Paskalova) Ako je prost Sestotemenik Ay AsA3AyAsAg upi-
san u koniku, tacke preseka

R= p(Al,A2) -p(A4,A5), S = p(AQ,As) 'p(A5,A6), T = p(A3,A4) 'p(Aﬁ,Al)

tri para njegovih naspramnih stranica su kolinearne.

!Charles-Julien Brianchon (1783-1864), francuski matemati¢ar
2Blaise Pascal (1623-1662), francuski matematicar, fizicar i filozof
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Slika 3.1. Paskalova teorema

Dokaz. Na osnovu Stajnerove teoreme, za pramenove pravih sa centrima u
tackama A, 1 Ay, vazi
(P(A2, A1), p(As, A3), (As, As), p(Asz, Ag)) A
A (p(A47 Al)ap(A4> A3),]3(A4, A5>7p(A47 AG))

Slika 3.2. Teorema 3.1

Neka p(Aj, As) - p(As, Ag) = U i p(Ay, Ag) - p(Ag, A5) = V, kao na Slici
3.2.
Sada iz

(Ua Sa A57 AG) X (p(A27 Al)ap(A27 A3),]7<A2, A5)ap(A27 AG)) A
A (p(Ag, Av), p(As, As), p(As, As),p(Ag, Ag)) A (AL, TV, Ag),
sledi (U, S, A5, AG) A (Al, T, Vv, Aﬁ)

Kako prilikom ovog projektivnog preslikavanja izmedu dva pravolinijska
niza tacka zajednicki element odgovara sam sebi, sledi (na osnovu Teo-
reme 1.2 iz uvoda) da je ovo preslikavanje perspektivno. Dakle, postoji
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tacka iz koje su ova dva pravolinijska niza tacaka perspektivna, pa su prave
p(A1,U),p(S,T) i p(As, V) konkurentne, odnosno prava p(S,T) sadrzi pre-
sek pravih p(A1,U) i p(A4s,V). A kako je p(A1,U) - p(A5,V) = R, sledi da
su R, S, T kolinearne tacke. n

Prava p(R, S,T) iz ove teoreme naziva se Paskalova prava Sestotemenika

A1A2A3A4A5A6.

Teorema 3.2. (Obrnuta Paskalova) Ako su tacke preseka tri para naspram-
nih strana prostog sestotemenika kolinearne, temena tog Sestotemenika pri-
padaju istoj konici.

Dokaz. Neka je Aj Ay A3A4A5Ag dati Sestotemenik i
R =p(A1, A2) - p(As, As5), S = p(Az, A3) - p(As, Ag), T = p(As, Aa) - p(As, A1)
tacke preseka njegovih naspramnih strana. Neka su i

U =p(Ar, Az) - p(As, Ag), V = p(Ar, Ag) - p(As, As),

tacke kao na Slici 3.2 iz prethodne teoreme.

R
Sada, kako (U, S, As, Ag) A (A1,T,V, Ag), kada se ova dva pravolinijska
niza tacaka projektuju iz tacaka A, i Ay (redom), dobi¢emo projektivno
preslikavanje odgovaraju¢ih pramenova pravih

(p(Az, A1)>p(142, A3>7P<A27 A5),p(A2, A6)) A
A (p(Ay, Av), p(Ag, A3), p(As, As), p(Ag, As)).

A na osnovu obrnute Stajnerove teoreme (Teorema 2.18), sledi da se centri
ova dva pramena, tacke Ay i Ay, kao i preseci odgovarajucéih parova pravih ova
dva perspektivna pramena, Sto su preostale tacke Sestotemenika, pripadaju
istoj konici.

O

Teorema 3.3. (Brijansonova) Ako je prost Sestostranik ajasazasasag opisan
oko konike, prave

r=(ay-az)(ay-as), s = (az-as)(as-ag), t = (as - as)(ag - a1),
odredene sa tri para naspramnih temena su konkurentne.

Dokaz. Kako je ova teorema dualna Paskalovoj i dokaz ¢e teé¢i dualno dokazu
Teoreme 3.1.
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Slika 3.3. Teorema 3.3

Neka su prave aq, as, as, ay, a4, as, ag strane datog Sestostranika opisanog
oko konike i r,s,t prave odredene parovima njegovih naspramnih temena
definisane kao u definiciji teoreme. Definisimo i pomoéne prave (Slika 3.3)

u=(ay-as)(as-ag), v= (a1 -ag)(aq-as).

Sada iz
(U, S, as, ae)i(az'al, G2-a3, A2 As, az'%)x(%'al, Q4-03, A4-As, a4'a6)i(a1, t,v, (16),

sledi (u, s, as, ag) A (a1,t,v,ag).

Kako prilikom ovog projektivnog preslikavanja zajednicki element odgo-
vara sam sebi, ovo preslikavanje je perspektivno. Pa su a;-u, s-tias-v
kolinearne tacke na pravoj r, dakle presek pravih s it nalazi se na pravoj r,
odnosno 7, s,t su konkurentne. O

Tacka r - s -t iz ove teoreme naziva se Brijansonova tacka Sestostranika
a1ao0304050¢6.

Teorema 3.4. (Obrnuta Brijansonova) Ako su prave koje su odredene pomocu
tri para naspramnih temena prostog Sestostranika konkurentne, strane tog
sestostranika pripadaju istoj konici.

Ove teoreme imaju velik praktican znacaj. Sada ¢emo navesti nekoliko
primera njihove primene. Paskalova i obrnuta Paskalova teorema omoguca-
vaju jednostavnu konstrukciju preostalih tacaka konike, sto ¢emo videti u
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prva dva primera. Takode dualni problemi ovima, reSavaju se primemom
Brijansonove i obrnute Brijansonove teoreme.

Primer 3.5. Data je konika sa svojih pet razlicitih tacaka. Konstruisati
ostale tacke ove konike.

Dokaz. Neka su A, B,C, D, E date tacke i pretpostavimo da su one pet od
Set temena Sestotemenika upisanog u koniku. Povucimo pravu koja sadrzi
tacku A i ne sadrzi ni jednu od preostale cetiri. Odredimo polozaj druge
tacke preseke ove prave i konike, neka to bude Sesto teme tog Sestotemenika
i obelezimo ga sa F.

Naspramne strane ovog Sestotemenika ABC D E F upisanog u datu koniku,
seku se u tackama

Py =p(A,B) p(D,E), P, =p(B,C)-p(E,F), Ps=p(C,D)-p(F,A).

Kako nam je polozaj tacke F' nepoznat, ne mozemo odrediti ni tacku P, koja
zavisi od nje. Ali P; koja ne zavisi od F' i P3 koja zavisi samo od prave
p(F,A), a ona nam je poznata, mozemo. Dakle, mozemo odrediti pravu
p = p(P1, P;), a na osnovu Paskalove teoreme i tacka P, se nalazi na toj
pravoj. Ali P, pripada i pravoj p(B,C), pa je P; jednozna¢no odredena
presekom te dve prave.

Slika 3.4. Primer 3.5

Kako je P, = p(B,C) - p(E, F) sledi da se tacka F' nalazi na pravoj
p(P2, E). Sada kada je poznata i tacka P», tacku F' mozemo da odredimo
kao presek pravih p(F, A) i p(P,, F) (Slika 3.4). Pa je F kao druga presecna
tacka prave p(F, A) i konike, upravo trazena sledeca tacka konike, a analogno
se onda dobijaju i preostale. O
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Primer 3.6. Data je konika sa cetiri svoje tacke i tangentom u jednoj od
ngih. Konstruisati sledecu tacku te konike.

Dokaz. Nekasu Ay, Az, Ay, A5 date tacke i neka je tangenta data u tacki As.
Neka A; o predstavlja dve beskonacno bliske tacke A;, Ay, a data tangenta
neka je onda t; 2, kao na Slici 3.5. Pretpostavimo da su A, 5, A3, Ay, A5 pet
temena Sestotemenika upisanog u koniku, pri ¢emu se A; beskonacno pri-
blizava temenu A,. Sada ¢emo, kao u prethodnom primeru, odrediti polozaj
Sestog temena ovog specijalnog tipa prostog Sestotemenika upisanog u koniku.

b2

Slika 3.5. Primer 3.6

Neka je l5 ¢ prava koja sadrzi tacku As, a ne sadrzi ni jednu od preostalih
datih tacaka. Odredimo sada i drugu tacku preseka ove prave i konike, neka
to bude tacka Ag. Dakle, l5¢ = p(As, Ag).

Dijagonalne tacke Sestotemenika A; o A3 A3 A5 A su

R=t15-p(As4, A5), S =p(As, A3) - 56, T = p(As, As) - p(As, Ag).

Tacku T ne mozemo da odredimo, jer zavisi od Ag, a polozaj ove tacke
nam je nepoznat. Tacka R ne zavisi od Ag, a S zavisi od prave [54 koja
nam je poznata, dakle R i S mozemo da odredimo, pa samim tim i pravu
p= p(R’ S)

Na osnovu Paskalove teoreme i tacka T' se nalazi na pravoj p, ali T" pripada
i pravoj p(As, Ay), pa je onda ova tacka jedinstveno odredena presekom te
dve prave.

Kako je T' = p(As, Ay) - p(Ag, Ay) sledi tacka Ag pripada pravoj p(T, A;)
(tacku A; predstavlja tacka A;,), a sada nam je poznata i tacka 7', pa Ag
dobijamo kao presek pravih p(T), A;) i l5. ]
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Primer 3.7. Neka je cetvorotemenik ABCD upisan u koniku k. Ako su a i
b tangente te konike u tackama A i B. Dokazati da su tacke

kolinearne.

Dokaz. Neka AA predstavlja dve beskonacno bliske tacke i BB takode.
Uoc¢imo prost Sestotemenik AABBCD.

Prava p(A, A) tezi tangenti na koniku u tacki A, sto je a, a p(B, B) tez
tangenti b. Sada, primenom Paskalove teoreme na ovaj specijalan slucaj
prostog Sestotemenika sledi da su tacke

a-p(B,C), b-p(A, D)v p(A, B) -p(C,D)

kolinearne. O

3.2 Dezargova involutivna teorema

U prvom delu ovog potpoglavlja prvo ¢emo navesti definicije tri tipa pramena
konika u projektivnoj geometriji, a zatim Dezargovu teoremu, specijalne slu-
¢ajeve ove teoreme i obrnutu Dezargovu teoremu. Drugi deo je o harmonijskoj
konjugovanosti tacaka na konikama. Literatura koriS¢ena prilikom sastavlja-
nja ovog potpoglavlja: [2], [3], [4] 1 [5]. Prva slika u ovom potpoglavlju (Slika
3.6) preuzeta je iz [5], a ostale dve pravljene su u programu GeoGebra.

3.2.1 Pramenovi konika i Dezargova involutivna teo-
rema

Definicija 3.1. Skup svih konika koje sadrZe temena datog potpunog cetvo-
rotemenika By By B3 By naziva se pramen (konika) prve vrste, a te cetiri
tacke su bazne tacke pramena.

U prethodnom poglavlju smo pokazali da pet razlicitih tacaka u ravni od
kojih nikoje tri nisu kolinearne jedinstveno odreduju koniku. Sada mozemo
primetiti da kroz cetiri tacke od kojih nikoje tri nisu kolinearne prolazi
bezbroj konika. Naime, izborom jos jedne (pete) tacke A koja ne pripada ni
jednoj strani datog cetvorotemenika, dobijamo jedinstveno odrednu koniku
kroz date bazne tacke.

Definicija 3.2. Neka je dat trotemenik B1ByB3 i prava t; kroz By koja ne
sadrzi preostala dva temena. Pramen druge vrste je skup svih konika koje
sadrze temena datog potpunog trotemenika i dodiruju pravu t; u By.
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Pramen druge vrste mozemo posmatrati kao specijalan slucaj pramena
prve vrste, kada se jedna od Cetiri bazne tacke pramena prve vrste (reci-
mo By) beskonacno priblizi tacki B;. U tom grani¢nom procesu, od pot-
punog cetvorotemenika nastaje potpuni trotemenik sa tangentom u jednom
od temena.

Na slican nacin dolazimo i do treceg tipa pramena, takode specijalnog
slucaja pramena prve vrste. Ako pretpostavimo da se tacka B, priblizava

tacki By, a B3 ka By. Dobijamo:

Definicija 3.3. Pretpostavimo da su By 1 By dve razlicite tacke ity ity prave
takve da By € t1, By € ty 1 obe su razlicite od prave B1By. Skup svih konika
koje sadrze date tacke v dodiruju date prave, t, u By 1ty u Bsy, predstavljaju
pramen trece vrste.

Konike ovog pramena nazivaju se i konike dvostrukog kontakta.
Primeri sva tri definisana tipa pramena konika mogu se videti na Slici 3.6
ispod (redom s leva na desno).

Slika 3.6. Pramenovi konika prvog, drugog i treceg tipa

Teorema 3.8. (Dezargova® involutivna teorema) Prava koja sece konike koje
sadrze temena datog potpunog cetvorotemenika, ¢ini to u parovima dvostruko
odgovarajucih tacaka jedne iste involucije.

Dokaz. Neka je PQRS dati cetvorotemenik i g data prava. Tacke preseka
prave g i pravih p(P,5),p(@Q,S),p(Q, R),p(P, R) koje sadrze strane datog
cetvorotemenika obelezimo sa A, B, D, F redom. Neka proizvoljna konika, od
konika koje sadrze temena datog ¢etvorotemenika, sece pravu g u tackama
T iU (kao na Slici 3.7). Dakle, treba pokazati da su T,U par dvostruko
odgovarajucih tacaka iste involucije.

3Girard Desargues (1591-1661), francuski matematicar

38



Slika 3.7. Teorema 3.8

Primetimo, P,Q, R, S,T,U su Sest tacaka date konike, pa za pramenove
pravih sa centrima u P i ) na osnovu Stajnerove teoreme vazi:

(p(P,S),p(P, R),p(P,T),p(P,U)) A (p(Q,S),p(Q, R),p(Q,T),p(Q,U)).

Pa vazi
g(A,E, T,U)Ag(B,D,T,U).

Na osnovu Teoreme 1.5 iz uvoda, kolinearnu cetvorku tacaka mozemo pro-
jektivno da preslikamo na samu sebe tako $to ¢emo razmeniti mesta tackama
u okviru prvog, a i drugog para, dakle za tacke B, D, T, U vazi

9(B,D, T,U)ANg(D,B,U,T).
Pa kombinovanjem ovog i prethodnog preslikavanja sledi,
g(A,E, T, U)Ag(D,B,U,T).

Kako su tacke T, U par dvostruko odgovaraju¢ih tacaka dobijenog preslika-
vanja, sledi da je ovo preslikavanje involucija. Ali tacke T i U su i tacke
u kojima konika sece pravu g, pa je to involucija na pravoj g indukovana
¢etvorotemenikom. O

Teorema 3.9. (Obrnuta Dezargova) Par dvostruko odgovarajucih tacaka na
pravoj p, involucije indukovane cetvorotemenikom (¢ija temena ne pripadaju
datoj pravoj), pripadaju konici koja sadrzi temena tog cetvorotemenika.

Primetimo da se ova Dezargova teorema odnosi na konike pramena prve
vrste, sada ¢emo navesti, i specijalne slucajeve ove teoreme koji se odnose na
konike pramenova druge i trece vrste.

Kada se u konstrukciji iz dokaza Teoreme 3.8 (Slika 3.7) pretpostavi da
se tacke S 1 @ poklapaju, prava p(S, ()) zamenjuje se tangentom u @, a sve
ostalo ostaje isto, sledi Dezargova teorema za konike pramena druge vrste:
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Teorema 3.10. Prava p koja sece konike koje sadrze temena trotemenika
ABC' i dodiruju pravu a (kojoj ne pripadaju temena B i C') u tacki A, ¢ini
to u parovima dvostruko odgovarajucih tacaka jedne iste involucije.

Teorema 3.11. Prava koja sece konike koje dodiruju druge dve date prave
u datim tackama, ¢ini to u parovima dvostruko odgovarajucih tacaka jedne
iste involucije.

Na osnovu Dezargove involutivne teoreme i osobina involucije, mozemo
pokazati da vazi sledece :

Teorema 3.12. Date su cetiri razlicite tacke medu kojima nikoje tri nisu
kolinearne v prava koja nije incidentna ni sa jednom od njih. Postoje najvise
dve konike koje sadrZe date tacke i dodiruju datu pravu.

Dokaz. Posmatrajmo konike koje sadrze date cetiri tacke. Na osnovu De-
zargove involutivne teoreme, svaka od tih konika koja sec¢e datu pravu to ¢ini
u paru dvostruko odgovarajuc¢ih tacaka involucije indukovane datim ¢etvoro-
temenikom. Pretpostavimo da medu tim konikama postoje i one koje datu
pravu dodiruju. Tacka dodira konike i prave bi¢e dvojna tacka te involu-
cije. Kako svaka involucija ili nema ili ima dve dvojne tacke, sledi da mogu
postojati najvise dve takve konike. O

3.2.2 Harmonijska konjugovanost tacaka na konici

Definicija 3.4. Naka su A,B,C,D tacke konike k. Par tacaka A, B je
harmonijski konjugovan sa parom tacaka C, D ako i samo ako vazi

H(p(O, A),p(0, B); p(O, C),p(O, D)),
gde je O proizvoljna tacka konike k.

Pokazimo da je ova definicija valjana tj. da ne zavisi od izbora tacke O.
Neka je O jos jedna tacka date konike. Na osnovu Stajnerove teoreme,
vazi

O(p(0, A),p(0, B),p(0,C),p(O, D), ...) A
AO'(p(O', A), p(O', B), p(O',C), p(O', D), ...),

a kako prilikom projektivnog preslikavanja harmonijska konjugovanost ostaje
o¢uvana, vazi i

H(p(O/, A),p(O/, B);p(O/, C),p(O/, D))
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Dakle, harmonijska konjugovanost parova tacaka na konici ne zavisi od izbora
tacke O, pa je ova definicija dobra.

Narednu teoremu navodimo bez dokaza, dokaz se moze pogledati u [4]
(Problem 12.3, strana 125).

Teorema 3.13. Ako cetiri tacke konike k ¢ine harmonijsku cetvorku, onda
1 tangente na koniku k u tim tackama ¢ine harmonijsku cetvorku pravih.

Teorema 3.14. Ako su A, B, C, D tacke konike k takve da vazi H(A, B;C, D),
onda su prave p(A,B) i p(C,D) konjugovane u odnosu na polaritet koji
definise koniku k.

Dokaz. Neka za tacke A, B,C, D date konike k vazi H(A, B;C, D), na os-
novu definicije to znaé¢i da za proizvoljnu tacku konike, neka je to bas tacka
D, vazi

H(p(D,A),p(D,B);p(D,C),p(D,D)).

Prava p(D, D) je tangenta na koniku u tacki D, oznac¢imo je sa d. Neka
p(A,B) -p(D,C)=Rip(A,B)-d=S5, kao na Slici 3.8.

Slika 3.8. Teorema 3.14

Sada, presecimo posmatrani pramen pravih ca centrom u D, pravom
p(A, B), pa vazi

H(A,B;R,S).

Kako je prava p(A, B) secica konike, na njoj je indukovana hiperboli¢na in-
volucija konjugovanih tacaka. Tacke A, B su dvojne tacke te involucije, pa
su R, S koje su sa njima harmonijski konjugovane, onda par konjugovanih
tacaka. Tacka S pripada pravoj d koja je polara tacke D, pa je S konjugo-
vano i sa D. Dakle, S je pol prave p(R, D). Sada, kako p(R, D) = p(C, D) i
kako S pripada pravoj p(A, B) sledi da su p(A, B) i p(C, D) konjugovane. [
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Kako sva razmatranja u prethodnom dokazu vaze i u suprotnom smeru,
vazi i obrnuto

Teorema 3.15. Ako su prave a i b konjugovane u odnosu na koniku k i sa
njom imaju parove zajednickih tacaka A, B i C, D, redom, tada H(A, B; C, D).
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Glava 4

Projektivno preslikavanje
konika

U ovom poglavlju prvo definiSemo projektivno preslikavanje na konikama i
njegove osobine. Zatim, u drugom delu ovog poglavlja, predstavljamo involu-
ciju na konikama. Literatura koris¢ena prilikom sastavljanja ovog poglavlja:
[1], [3], [4] i [5]. Prva slika je preuzeta iz [4], a druga je napravljena u pro-
gramu GeoGebra.

4.1 Definicija i osobine

Definicija 4.1. Neka su date konike k, ki i tacke C € k, Cy € k.
Preslikavanje o koje tackama X € k\ C dodeljuje prave p(X,C) i tacki
C tangentu tc je perspektivno preslikavanje konike k na pramen pravih sa
sredistem C, kA C. Inverzno preslikavanje o~ , pramena na koniku, takode
je perspektivno.
Projektivno preslikavange B : k — ki je proizvod konacnog broja perspek-
tivnih preslikavanja

EACRA---ACIAEKy.

Teorema 4.1. Projektivno preslikavanje konika jednoznacno je odredeno sa
tri para odgovarajucih elemenata.

Dokaz. Posmatrajmo projektivno preslikavanje o : k£ +— ki, konike £ na
koniku k.

Po definiciji, ovo preslikavanje je proizvod konacnog broja perspektivnih
preslikavanja

kACRA---ACLA Ky,
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gde je pocetno preslikavanje perspektivno preslikavanje konike k& (domena
preslikavanja a) na pramen pravih, a krajnje preslikavanje nekog pramena
pravih na koniku k; koja je kodomen. Izmedu prvog i poslednjeg preslika-
vanja je konacan niz perspektihvih preslikavanja pramenova pravih. Dakle,
sredisSnje preslikavanje je projektivno, pa je kao takvo jedinstveno odredeno
pomocu tri para odgovaju¢ih elemenata. Onda je i preslikavanje «, takode
jednoznacno odredeno sa tri para odgovaraju¢ih elemenata. ]

Teorema 4.2. Neka je m : k — k projektivno preslikavanje konike k na
samu sebe. Postoji prava s, koja se zove osa projektivnog preslikavanja
konike na samu sebe, takva da ako su A,B €k i A =n(A), B'=n(B),
tada p(A,B") - p(A',B) € s

Dokaz. Neka je k(A,B,C,...) Nk(A',B',C’,...) dato projektivno preslika-
vanje konike k£ na samu sebe. Postoje odgovaraju¢i pramenovi pravih sa
kojima je ova konika perspektivna. Neka su A, A’ centri odgovarajuéih pra-
menova pravih, tada vazi

(p(A', A),p(A', B),p(A', C), ..

IAE(A B, C,..)A
AE(A, B, C ) A (p(A, A,

p(A,B'),p(A,C"),...).

Kako zajednicki element pramenova pravih prilikom ovog preslikavanja odgo-
vara sam sebi, sledi da je preslikavanje izmedu ova dva pramena pravih per-
spektivno, tj. vazi

(p(A', A),p(A', B), p(A',C), ..) A (p(A, A'), p(A, B), p(A, C"), ...).

Sto znaci da se preseci odgovarajuéih elemenata ovog preslikavanja, tacke
p(A',B)-p(A,B")ip(A",C)-p(A,C"), nalaze na osi perspektive. O

Vazi i dualna teorema, odnosno kada je konika data kao skup autokonju-
govanih pravih

Teorema 4.3. Neka je m : k — k projektivno preslikavangje konike k na samu
sebe. Postoji tacka S, koja se zove centar projektivnog preslikavanja
konike na samu sebe, takva da ako sua,b € k ia' = 7w(a), b = m(b), tada
Sepla-t,ad-b).

Dakle, ako je konika k data svojim tackama, tada projektivno preslika-
vanje 7 : k — k ima osu, a ako je k skup pravih, onda dato projektivno
preslikavanje ima centar.

Kad god je data konika kao skup tacaka, data je i konika kao skup pravih
koje su tangente na onu prvu. I obratno, kada imamo koniku kao skup pravih
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istovremeno postoji i konika koja se sastoji od njenih tacaka dodira. Pa se
i odgovarajuca projektivna preslikavanja konike na samu sebe medusobno
indukuju.

Pretpostavimo da su konike iz prethodne dve teoreme date istovremeno,
odnosno da predstavljaju jednu koniku, gde su prave a, b, ¢, ...;a’, V', ... njene
tangente u projektivnim tackama A, B,C,...; A, B',C’, ..., tada centar S
projektivnog preslikavanja k(a,b,c,...) Nk(d', b, ...) je pol ose s pro-
jektivnog preslikavanja k(A, B,C,..) ANk(A', B, (", ...).

Osa (i centar) preslikavanja 7 : k — k moze da bude od velikog prakti¢nog
znacaja.

Neka je data konika £ i projektivno preslikavanje 7 : k +— k .

Na osnovu Teoreme 4.1 ovo preslikavanje jedinstveno je odredeno sa proiz-
voljne tri tacke A, B, C' € k i njihovim slikama A’, B’, C’, a pomoc¢u Teoreme
4.2 mozemo odrediti osu ovog preslikavanja. Kako, prema Teoremi 4.2, tacke
p(A, B) - p(A', B), p(A,C") - p(A,C) i p(B,C") - p(B',C) pripadaju toj osi,
sledi da osu ovog preslikavanja dobijamo kao pravu kroz bilo koje dve od ove
tri tacke.

Sada, koris¢enjem ose mozemo da odredimo sliku bilo koje tacke. Za
proizvoljnu tacku X € k, tacka p(A’, X) - p(A, X') takode ¢e pripadati osi
tog projektivnog preslikavanja. Koriséenjem centra mozemo odrediti sliku
proizvoljne prave.

Sada ¢emo videti Sta su preseci ose datog projektivnog preslikavanja sa
tom konikom. Neka prava s sece koniku k& u tackama X i Y. Neka A’ = w(A),
tada je slika tacke X tacka X' takva da p(A’, X) - p(A,X’) € s. Dakle,
nademo tacku preseka prave p(A’, X) i s, pa kroz nju i tacku A povucemo
pravu i nademo njen drugi presek sa konikom. Ali, kako tacka X pripada
krivoj, sledi da se preslikava na samu sebe. Za tacku Y vazi isto. Dakle,
zahvaljujuc¢i postojanju ose projektivnog preslikavanja 7, mogu se odrediti
dvojne tacke tog preslikavanja i vazi:

Teorema 4.4. Dvojne tacke projektivnog preslikavanja na konici (ako pos-
toje) su preseci ose tog preslikavanja sa konikom.

Projektivno preslikavanje na konici je hiperboli¢no, paraboli¢no ili elipti-
¢no u zavisnosti od toga da li ima dve, jednu ili nema dvojnih tacaka.

Teorema 4.5. Projektivno preslikavanje 7 : k — k je hiperbolicno, parabo-
licno ili elipticno u zavisnosti od toga da li je osa s tog preslikavanja secica,
tangenta ili spoljasnja prava za tu koniku, odnosno da li je centar S preslika-
vanja ™ spoljasnja tacka, tacka na konici ili njena unutrasnja tacka.

Zahvaljujuéi perspektivnoj korespondenciji izmedu konike i pramena pra-
vih, koris¢enje ose (i centra) projektivnog preslikavanja konike na samu sebe
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za odredivanje odredenih osobina projektivnog preslikavanja jednodimen-
zionih mnogostrukosti je znacajan primer prakticne primene konika u kon-
struktivnim problemima. Na osnovu Teoreme 4.2, Stajner je prvi dao veoma
praktican metod konstrukcije dvojnih tacaka (ako postoje) projektivnog pres-
likavanja 2(Ay, By, Cy, ...)Az(A}, B}, C", ...), koji nazivamo Stajnerova kon-
strukcija. U nastavku ¢emo opisati ovaj Stajnerov metod u slucaju kada
dato projektivno preslikavanje ima dve dvojne tacke.

Neka je data prava x i na njoj projektivno preslikavanje odredeno pomocu
trojke tacaka Aj, By, C) i njihovih slika A}, B}, C}. Uoc¢imo tacku O van
prave x i kroz nju konstruiSemo koniku C (Slika 4.1). Iz tacke O pro-

B, N, A, €, A C M, : )

Slika 4.1. Stajnerova konstrukcija

jektujemo tacke A, By, Cy; A}, B}, C] sa prave = u tacke A, B,C; A", B',C’
(redom) na konici C. Sada konstruisemo osu p projektivnog preslikavanja
C(A,B,C)ANC(A",B',C") isa M i N obelezimo tacke preseka konike i ose.
Na osnovu Teoreme 4.4 tacke M i N su dvojne tacke za projektivno preslika-
vanje konike C na samu sebe. Tada ¢e prave p(O, M) i p(O, N) biti dvojne
prave projektivnog preslikavanja pramena pravih sa sredistem O na samog
sebe, a preseci p(O, M )-x = M; i p(O, N)-x = N; ¢e biti par dvojnih tacaka
projektivnog preslikavanja pravolinijskog niza tacaka sa nosacem z na samog
sebe, odnosno trazeni par dvojnih tacaka

o
l‘(Al,Bl, Cl,Ml, Nl) K C(A,B, C, M, N) K
o]
AC(A, B',C',M,N) a z(A}, B,,C}, My, Ny)

Dakle, u ovom primeru, projektivno preslikavanje konike na samu sebe je
hiperbolicko, pa su takva i projektivno preslikavanje pramena pravih samog
na sebe i projektivno preslikavanje pravolinijskog niza tacaka na samog sebe.
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Navodimo, bez dokaza, jos jednu osobinu projektivnog preslikavanja ko-
nike na samu sebe. Dokaz se moze pogledati u [4] na strani 121, Teorema
12.2.

Teorema 4.6. Proizvoljna cetrvorka tacaka date konike, moZe se projektivno
preslikati sama na sebe, tako da tacke prvog para medusobno zamene mesta,
kao i tacke drugog para. Odnosno, vazi k(A, B,C, D) ANk(B,A,D,C).

4.2 Involucija na konikama

Definicija 4.2. Projektivno preslikavanje © : k — k konike na samu sebe
koje ima par dvostruko odgovarajucih elemenata, naziva se involucija na
konics.

Teorema 4.7. Svaki par odgovarajucih elemenata involucije na konici je
dvostruko odgovarajuci.

Dokaz. Neka su tacke A, B par dvostruko odgovaraju¢ih elemenata date
involucije na konici. Pretpostavimo da se ovim preslikavanjem neka tacka C'
date konike (C' # A, B) slika u tacku D, a D u tacku E (D, E su takode
tacke konike i razlicite od A, B, C), dakle

k(A,B,C,D)Ak(B,A, D, E).
Na osnovu Teoreme 4.6, za tacke A, B, C, D date konike vazi
k(A,B,C,D)Nk(B,A,D,C).
Pa iz ovog i prethodnog preslikavanja sledi,
k(B,A,D,C)ANk(A,B,C,D)Nk(B,A,D, E).

Dakle, C' = F, pa par tacaka C,D dvostruko odgovara, a kako su ovo
proizvoljne tacke konike, sledi da je svaki par odgovarajuc¢ih tacaka dvostruko
odgovarajuci. O

Teorema 4.8. Involucija na konici jedinstveno je odredena sa dva para
dvostruko odgovarajucih elemenata.

Ova teorema vazi jer vazi analogno za jednodimenzione mnogostrukosti
(Posledica 1.7 iz uvodnog dela).

Teorema 4.9. Centar involucije na konici kolinearan je sa svakim parom
dvostruko odgovarajucih tacaka.
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Dokaz. Neka je 7 : k +— k involucija na konici k£ data sa
k(A A" B,B,..)ANk(A',A,B', B, ...).

Na osnovu Teoreme 4.2, tacke p(A, B') - p(A’, B) i p(A, B) - p(A’, B") pri-
padaju osi ovog projektivnog preslikavanja, pa je osa prava incidentna sa
ove dve tacke. Ali, ako sada posmatramo cetvorotemenik AA’BB’ koji je
upisan u datu koniku, primetimo da su to dve od tri njegove dijagonalne
tacke. Dakle, osa ovog prelikavanja je stranica autopolarnog trotemenika
ovog Cetvorotemenika. Treca dijagonalna tacka je p(A, A’) - p(B, B’) i ona je
pol naspramne strane tog autopolarnog trotemenika, Sto je bas osa. Dakle,
ta tacka je centar ovog preslikavanja. ]

Dualno,

Teorema 4.10. Tangente konike u paru dvostruko odgovarajucih tacaka seku
se na o0si involucije.

Teorema 4.11. Involucija na konici je elipticna ili hiperbolicna prema tome
da li je centar unutrasnja ili spoljasnja tacka te konike.

Dokaz. Osa hiperboli¢ne involucije bice secica, pa je njen centar spoljasnja
tacka. Za elipticnu involuciju, osa ¢e biti spoljasnja prava. Pol ose, centar,
tada ¢e biti unutrasnja tacka. ]

Teorema 4.12. Involucija na konici je elipticna (hiperbolicna) ako i samo
ako dva para odgovarajucih elemenata razdvajaju (ne razdvajaju) jedan dru-

90g.

Teorema 4.13. Par dvojnih elemenata hiperbolicne involucije na konici har-
monijski je konjugovan sa svakim parom dvostruko odgovarajucih elemenata.

Primenom prethodnih teorema mozemo pokazati da vazi i sledeca

Teorema 4.14. Dva para tacaka, A, A" i B, B’, iste konike razdvajaju ili ne
razdvajaju jedan drugog prema tome da li je tacka p(A, A’) - p(B, B') unutra-
snja il spoljasnja tacka te krive.

Dokaz. Na osnovu Teorema 4.8 i 4.9 involucija na konici jedinstveno je
odredena sa dva para tackaka A, A’; B, B', a tacka p(A, A") - p(B, B’) je njen
centar. Ako je ova tacka unutrasnja tracka te konike, prema Teotremi 4.11
ova involucija je elipti¢na, pa iz Teoreme 4.12 sledi da par tacaka A, A’ raz-
dvaja par B, B’. Na osnovu istih teorema, ukoliko je tacka p(A, A") - p(B, B')
spoljasnja, involucija je hiperboli¢na, pa par A, A’ ne razdvaja par B, B’. [
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Teorema 4.15. Za svaki par odgovarajucih elemenata elipticne involucije na
konici postoji jedan i samo jedan par odgovarajucih tacaka te involucije koji
je sa datim parom harmonijski konjugovan.

Dokaz. Neka je A, A’ dati par odgovarajuéih elemenata te involucije. Zada-
vanjem jedne unutrasnje tacke date konike, koja ¢e biti centar te involucije,
jednoznacno je odredena ova elipti¢na involucija na konici.

Prema teoremama 3.14 i 3.15, par tacaka A, A’ bi¢e harmonijski konju-
govan sa nekim drugim parom tacaka date konike ako i samo ako su prave
odredene ovom parovima tacaka konjugovane u odnosu na tu koniku.

Dati par tacaka A, A’ odreduje secicu, pa je njen pol spoljasnja tacka,
oznacCimo je sa P kao na Slici 4.2. Prava koja sadrzi P i centar involucije O,
sece koniku u dvema tackama, neka su to B, B’. Ovaj dobijeni par tacaka
harmonijski je konjugovan sa fiksiranim parom A, A’. m

Slika 4.2. Teorema 4.15

Kao i u slu¢aju Stajnerove konstrukeije, osobina involucije na konikama iz
ove teoreme vazic¢e i za involuciju na jednodimenzionim mnogostrukostima.
Dakle, ovo je jos jedan slucaj kada se osobine koje vaze za koniku, zbog
perspektivne korespondencije, prenose i na jednodimenzionu mnogostrukost.
Isto vazi i za slede¢u teoremu.

Teorema 4.16. Dve involucije, od kojih je bar jedna elipticna, na jednoj
jednodimenzionoj mnogostrukosti, odnosno na jednoj konici, uwvek imaju za-
jednicki par dvostruko odgovarajuéih elemenata.

Dokaz. Neka je data konika k i na njoj dve involucije. Zajednicki par ovih
involucija kolinearan je sa njihovim centrima. Kako je bar jedna od ove dve
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involucije elipticna, onda je bar jedan od centara tih involucija unutrasnja
tacka, Sto znaci da ¢e prava koja sadrzi centre sigurno se¢i koniku. Dobijene
tacke preseka te prave i konike su zajednicki dvostruko odgovarajuéi par
elemenata date dve involucije na k.

Dakle, pokazali smo da ovo tvrdenje vazi na konikama, ali zbog perspek-
tivne korespondencije sledi da vazi i na jednodimenzionim mnogostrukosti-
ma. O]
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Glava 5

Konike u afinoj ravni

U prvom delu ovog poglavlja definisana je klasifikacija konika u afinoj ravni
i neke njihove osnovne karakteristike u odnosu na beskonacno daleku pravu.
Drugo potpoglavlje su primeri primene Paskalove i Brijansonove teoreme u
konstrukcijama na konikama u afinoj ravni. Literatura koriséena prilikom
sastavljanja ovog poglavlja: [4] i [6]. Slike 5.4, 5.5 i 5.6 su preuzete iz [6], a
ostale su pravljene u GeoGebri.

5.1 Afina klasifikacija konika

U odnosu na projektivnu ravan gde su sve konike medusobno ekvivalentne,
u afinoj ravni razlikujemo tri tipa konika, u zavisnosti od broja zajednickih
tacaka sa beskonacno dalekom pravom, a to su elipsa, hiperbola i parabola.

Definicija 5.1. Neka je k konika projektivne ravni i lo beskonacno daleka
prava. U afinoj ravni, konika k je elipsa ako nema zajednickih tacaka sa
pravom ls, parabola ako je prava l, tangenta na koniku i hiperbola ako
je secica.

Definicija 5.2. Pol C prave lo, u odnosu na datu koniku k, naziva se centar
te konike.

Centar elipse je unutrasnja tacka, centar hiperbole je spoljasnja tacka, a
pol prave [, u odnosu na parabolu, je tacka dodira Cy, (Slika 5.1). Strogo
govoreéi, parabola nema centar, ali kada je potrebno mozemo tacku C
posmatrati kao njen centar. Elipsu i hiperbolu, koje imaju svoje centre,
nazivamo centrirane konike.

Definicija 5.3. Svaka prava koja prolazi kroz centar C, centrirane konike,
naziva se diggametar konike.
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Slika 5.1. Centar hiperbole, parabole i elipse

Dakle, kako su dijametri incidentni sa centrom koji je pol prave [, oni
su polare, u odnosu na koniku, tacaka beskonac¢ne prave. Kako je centar
elipse unutrasnja tacka, njeni dijametri su secice. Dijametri hiperbole mogu
biti secice, prave koje nemaju zajednickih tacaka sa konikom ili tangente u
tackama preseka konike i beskonac¢ne prave. Te dve tangente se nazivaju
asimptote hiperbole.

5.2 Primeri konstrukcija
U narednim primerima beskona¢no daleka prava oznacena je sa .

Primer 5.1. Neka je data parabola, tangente a, b, c i tacka A € a. Konstru-
1sati tacku dodira C' tangente c i te parabole.

Dokaz. Analiza
Beskonac¢no daleka prava u, je tangenta na parabolu u tacki U,,. Neka

Slika 5.2. Primer 5.1
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sutacke D =a-b, E=b-c¢, Ay = @+ Uy, Coo = - Uy, kao na Slici 5.2.
Primenom Brijansonove teoreme na specijalan Sestostranik aabccus,, prave
p(A,C),p(D,Cy),p(E, Ax) koje spajaju njegova naspramna temena, seku
se u Brijansonovoj tacki M. Polozaj prave p(A, C') jos njie poznat jer zavisi
od tacke C, ali p(D,Cy) i p(E, Ax) ne zavise od C, pa je tacka M odredena
presekom te dve prave. Iz C € ¢ i M € p(A,C) sledi da C' = p(A, M) - c.
Konstrukcija

Dakle, prvo konstruisemo tacke D i E kao presek pravih a i b, odnosno b
i c. Zatim, presekom prave kroz D koja je paralelna sa c i prave kroz E koja
je paralelna pravoj a dobijamo tacku M. Pa je p(A, M) -c=C. O

Primer 5.2. Date su tacke A, B, C parabole, prava p takva da A € p i pravac
o' ose ove parabole. Konstruisati drugu tacku preseka prave p i parabole.

Dokaz. Analiza

Neka je U, tacka dodira beskonacno daleke prave u., i date parabole.
Ta tacka i teme parabole T su tacke preseka parabole i ose 0. Kako nam je
poznat pravac ose i on je paralelan sa osom sledi da Uy, = 0-0'. Sada kad
je odredena tacka U, neka je jos X trazena druga presecna tacka parabole
i p, pa posmatrajmo specijalan Sestotemenik U, U, AX BC upisan u ovu
parabolu. Njegove dijagonalne tacke

P:uoo'p(X7B)a Q:p(UoovA> -p(B,C), R:p<A7X) -p(C,UOO)

\ YA

.

su prema Paskalovoj teoremi kolinearne.

Slika 5.3. Primer 5.2

Tacku P ne mozemo jo§ odrediti jer zavisi od X ¢iji polozaj ne znamo,
ali @ 1 R ne zavise od X (R ne zavisi od X jer p(A, X) = p koja je ve¢ data),
pa je Paskalova prava odredena sa ove dve tacke i P € p(Q, R) (Slika 5.3).
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Dakle, tacka P ¢e biti presek prave p(Q, R) i prave us,, pa X = p(P, B)-p.

Konstrukcija

Presek prave p(B, (') i prave kroz A paralelne pravcu o je tacka @, a R
je presek prave p i prave koja sadrzi C' i paralelna je sa o'. Konstruisemo
pravu p(R, @), a zatim i pravu kroz B koja joj je paralelna, tacka preseka te
prave i prave p je trazena tacka X. O

Primer 5.3. Date su prave a i p i tacke A i B. Konstruisati centar hiperbole
takve da A, B pripadaju toj hiperboli, prava p je njena asimptota, a prava a
tangenta u A.

Dokaz. Analiza

Centar hiperbole je presek njenih asimptota. Neka su asimptote ove hiper-
bole data p i neka je druga ¢, a njihove tacke dodira sa konikom, odnosno
presecne tacke sa pravom u., obelezimo sa Py i (). Dakle, treba da odre-
dimo drugu asimptotu.

Posmatrajmo specijalan sestotemenik )., Py Pso BAA, prema Paskalovoj
teoremi njegove dijagonalne tacke

K =p(Qw, Px) - p(B,A), L=p-a, M =p(Px,B) - p(A, Q)

su kolinearne. Tacka M zavisi od nepoznate tacke (D, pa je ne mozemo
odrediti, dakle Paskalova prava je p(K,L) i vazi M € p(K,L). Odakle je
M = p(K,L) - p(Px, B), pa Qs = Us - p(A, M). Dakle, ¢ je paralelno sa
p(A, M).

Slika 5.4. Primer 5.3

Sada primenom Paskalove teoreme i na Sestotemenik Q.Qoo Pso BAA Cije
dijagonalne tacke su

X:qp(B,A), N:uoo'aa M:p(PooaB)p(A>Qoo)7
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sledi da je X = p(N, M) - p(B,A) (Slika 5.4). Odavde ¢ = p(X, @), pa
O=p-q.

Konstrukcija

Presek datih pravih a i p je tacka L, zatim tacku M dobijamo kao presek
prave kroz L paralelne sa p(B, A) i prave koja sadrzi B i paralelna je p.
Povlacenjem prave kroz M paralene pravoj a u preseku sa pravom p(B, A)
dobijamo X. Sada je prava ¢ paralelna sa p(A, M) i sadrzi X, pa je dobijeni
presek prave ¢ sa pravom p, trazena tacka O koja je centar ove hiperbole. [

Primer 5.4. Ako su date tacke A 1 O i prave a i p takve da je a tangenta
u A na hiperbolu, O centar te hiperbole i p jedna njena asimptota, odrediti
njenu drugu asimptotu.

Dokaz. Predstaviéemo dva nacina reSavanja ovog problema, prvo primenom
Paskalove, a zatim primenom Brijansonove teoreme.

Pretpostavimo da su asimptote ove hiperbole prave p i ¢, a njihove presecne
tacke sa pravom u., neka su P, i (). Centar hiperbole je tacka preseka
asimptota.

Resenje primenom Paskalove teoreme

Analiza

Neka je B tacka konike koja je simetricna tacki A u odnosu na datu tacku
O (B € p(A,0) - k(O,AO)). Posmatramo specijalan potpuni Sestotemenik
PP AABQ. Dve njegove dijagonalne tacke, O = p-p(A,B) iU = a- Uy,
mozemo odmah odrediti (jer ne zavise od Q) i na osnovu Paskalove teoreme
prava koja ih sadrzi je Paskalova prava kojoj pripada i trec¢a dijadonalna tacka
V = p(Px, A)p(B, Q). Sledi, V = p(Ps, A)-p(O,U), pa Qs = ts-p(B, V)
i zatim ¢ = p(Qwo, O).

Slika 5.5. Primer 5.4 primena Paskalove teoreme

Konstrukcija

Dakle, na osnovu analize, prvo konstruisemo tacku B simetricnu tacki A
u odnosu na O, to ¢e biti presecna tacka prave p(A, O) i kruznice k(O, AO).
Zatim, tacku V dobijamo kao presek prave kroz O koja je paralelna sa a
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i prave paralelne p koja sadrzi A. Sada, prava paralelna sa p(B,V) koja
prolazi kroz O je trazena asimptota q.

Resenge primenom Brijansonove teoreme

Analiza

Neka su P i @) tacke preseka asimptota p i ¢ sa pravom a (redom) i neka
je S = p(Ps, Q) - p(Qoo, P). Sada je p(P,5) || p(0,Q) i p(@,S) || p(O, P),
jer p(P, S) p<O7Q) = Qoo € Uso ip(Q:S) -p(O,P) = P € ux, pa je PSQO
paralelogram.

Prema Brijansonovoj teoremi prave p(Pa, @), p(O,A), p(Qw, P), koje
spajaju naspramna temena, potpunog Sestostranika ppqqaa Cije strane su
tangente date hiperbole, seku se u Brijansonovoj tacki. Dakle, S € p(O, A),
pa je A = p(O,S) - p(P,Q). Kako se dijagonale PQ i OS, uotenog para-
lelograma, polove vazi i PA = QQA, dakle tacka () simetricna je tacki P u
odnosu na A.

Slika 5.6. Primer 5.4 primena Brijansonove teoreme

Konstrukcija

Na osnovu analize sledi da je potrebno konstruisati tacku @), pa ¢e trazena
asimptota ¢ biti prava kroz @) i O. A ova tacka () simetricna tacki P u
odnosu na A dobija se u preseku prave a i kruznice k(A, PA) i onda je

q:p(OaQ)' O

Primer 5.5. Data je hiperbola G, njene asimptote p i q i tacke A € G,
T € p. Konstruisati tangentu na tu hiperbolu iz date tacke T'.

Dokaz. Analiza

Neka su, kao i ranije, Py, i (), dodirne tacke asimptota, odnosno tacke
preseka asimptota p i ¢ sa pravom qe.

Posmatrajmo Sestotemenik AAP. P, Qs@s. Njegove dijagonalne tacke

R :p(A,A) 'p(POOaQoo)a S :p(A’ Poo) -q, V :p(QooaA> “p
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su, prema Paskalovoj teoremi, kolinearne. Pa je

R :p(57 V) 'p(PooaQoo) = p(S, V) * Uoo,

odakle je p(A, R) tangenta a u tacki A.

Oznacimo trazenu tangentu sa t. Kako T' € p vazi t - p = T. Neka
su P=a-p, Q =a-q, E = q-t. Posmatrajmo Sestostranik tppaqq.
Primenom Brijansonove teoreme na njega, prave p(7T, Q), us, p(P, E) seku
se u Brijansonovoj tacki, oznac¢imo je sa M. Pa sledi da E = p(M, P) - gq.
Sada, kada nam je poznata i tacka F, kako jet-p =T it-q = FE sledi
t=p(T,E).

Konstrukcija

Prvo konstruiSemo tangentu a u datoj tacki A.

Presek asimptote ¢ i prave koja sadrzi A i paralelna je asimptoti p je
tacka S, a tacka V je presek ptave p i prave kroz A paralelne ¢. Zatim, kao
presek prave p(S, V) i prave u, dobijamo tacku R, pa je a = p(A, R).

Sada je presekom p(7, Q) - us odredena tacka M. Konstruisemo pravu
p(M,Q), pa je u preseku ove prave sa g dobijena tacka E. Trazena tangenta
jet=p(T,FE). O

Primer 5.6. Neka su date prave a it i tacke T,M € t. Ako je T teme

parabole, a a it njene tangente, konstruisati tangentu na tu parabolu iz tacke
M.

Dokaz. Analiza

Beskonaéno daleka prava u., je tangenta na parabolu u tacki U,. Ta
tacka je beskonac¢no daleka tacka ose parabole koja je normalna na tangentu
t u tacki 7'

Slika 5.7. Primer 5.6

Neka je x trazena tangenta i L = a-t, A = @ - Uy, Xoo = T * Uno-
Posmatrajmo Sestostranik ttzxususa. Na osnovu Brijansonove teoreme sledi
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da su prave 0 = p(T, Uy, p(t-x,us - a) = p(M, Ay), konkurentne u Brijan-
Sonovoj tacki, oznac¢imo je sa N. Dakle, N = o p iz ¢ega sledi N € q, pa je
X € p(N, L).

Konstrukcija

Konstruisemo prvo pravu o koja sadrzi T' i normalna je na t. Zatim,
pravu p kroz M paralelnu sa a. Presek ove dve prave je tacka IV, a presek
datih travih a i t oznacimo sa L. Konstruisemo pravu p(N, L). Sada, trazena
tangenta x je prava paralelna sa p(N, L) koja prolazi kroz datu tacku M.

O

Primer 5.7. Date su prave a i o i tacka A € a. Konstruisati teme parabole,
ako je a tangenta u tacki A, a prava o osa te parabole.

Dokaz. Analiza

Neka je T' trazeno teme date parabole, a tacku dodira prave u., i parabole
oznacimo sa U,,. Tacka simetricna datoj tacki A u odnosu na osu takode ¢e
pripadati paraboli, oznacimo je sa B.

Sada posmatramo specijalan Sestotemenik AABU, U, T ¢ija temena pri-
padaju ovoj paraboli. Njegove dijagonalne tacke

P=a-us, Q:p(A7B) p(UoovT) :p(A>B>O7 R:p(BaUOO)p(TaA)

su prema Paskalovoj teoremi kolinearne. Tacku R jos ne mozemo odrediti, jer
zavisi od T" koja nam je nepoznata, ali P i () ne zavise od T, pa je Paskalova
prava odredena sa ove dve tacke. Odavde sledi da je R = p(B,Ux) - p(P, Q),
a zatim 7' = p(A, R) - o.

Slika 5.8. Primer 5.7

Konstrukcija

Konstruisemo normalu iz A na datu pravu o, podnozje ove normale bice
tacka (). Sada, tacku B ove parabole, simetricnu tacki A u odnosu na o,
dobijamo u preseku prave p(A, Q) i kruznice k(Q, AQ). Zatim, presek prave
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kroz B praralelne o i prave paralelne a koja sadrzi () bice tacka R. Konstru-
isemo jos pravu p(A, R), pa je T = p(A,R) - o.
m

Primer 5.8. Data je prava o i tacke T € o i A ¢ o takve da je A tacka
parabole ¢ija osa je prava o, a teme data tacka T. Konstruisati tangentu u
tacki A na tu parabolu.

Dokaz. Analiza

Presek prave o i beskonacno daleke prave u., oznac¢imo sa U, to je tacka
dodira date parabole i u.,. Tangenta na parabolu u tacki 7" koja je njeno
teme, bi¢e normala na o, neka je to ¢.

Prema Paskalovoj teoremi, tacke

P:a'p(T7Uoo):a'O7 Q:p(AvT)'uooa R:p(Q7R)'O

su kolinearne, kao dijagonalne tacke potpunog Sestotemenika AATTU, U,
¢ija temena pripadaju datoj paraboli. Paskalova prava odredena je tackama
@ i R jer one ne zavise od t, pa ih mozemo odrediti. Tacku P dobijamo u
preseku Paskalove prave odnosno p(Q, R) i prave o. Pa je a = p(A, P).

Slika 5.9. Primer 5.8

Konstrukcija
Konstruisemo pravu ¢, normalu u 7' na o. Kao presek te prave i prave
koja sadrzi tacku A i paralelna je sa o, dobijamo tacku R. Sada, presek prave
kroz R paralelne pravoj p(A,T) i prave o je tacka P, pa je p(A, P) trazena
tangenta a.
O

Primer 5.9. Data je prava p i tacke A, B, T. Neka je G hiperbola takva
da je p njena asimptota, p(A,T) tangenta 1 A, B € G. Konstruisati drugu
tangentu iz tacke T na tu hiperbolu.
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Dokaz. Analiza

Tacku dodira asimptote p i hiperbole oznacimo sa P,,. Neka je x trazena
tangenta, a p(A,T) = a data tangenta.

Temena Sestotemenika AABP., P, su tacke date hiperbole. Primenom
Paskalove teoreme dobijamo da su njegove dijagonalne tacke,

R:p(A,A) 'p(B7POO)7 S:p(A,B) p, V :p(B,B) 'p(POCHA)v

kolinearne, pa sledi da V' = p(R,S) - p(Px, A). Zatim, tangenta u tacki B
bice prava p(V, B), oznazimo je sa b.

Nekasub-p=W, b-a=U, x-p=F,avaziia-x="1T.

Sada, primenom Brijansonove teoreme na Sestostranik aaxppb, sledi da su
prave p(A, Px), p(T, W), p(F,U) konkurentne. Polozaj prave p(F,U) nam
je jos nepoznat jer zavisi od tacke F', a ona od x. Dakle, BrijanSonova tacka,
oznac¢imo je sa M, odredena je presekom pravih p(A, Py) i p(T,W). A kako
M € p(F,U), sledi F € p(M,U), pa je F = p(M,U) - p. Trazena tangenta x
bice prava p(F,T).

Konstrukcija

Konstruisemo prvo tangentu na datu hiperbolu u tacki B.

Presek prave kroz B paralelne sa p i date prave a = p(A,T) bice tacka
R, a S dobijamo u preseku prave p i prave odredene datim tackama A i B.
Konstruisemo pravu kroz ove dve tacke. Presek te prave i prave koja sadrzi
A i paralelna je p bice tacka V. Prava p(V, B) je tangenta b u tacki B.

Neka su W i U tacke preseka prave b sa pravama p i a, redom. Sada
konstruisemo Brijansonovu tacku M kao presek pravih p(A, Py) i p(T,W).
Zatim pravu p(M,U). Kao presek ove prave i prave p dobijamo tacku F', pa
je p(T, F) trazena druga tangenta iz 7. ]
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