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Uvod

Optimizacija je matematicka disciplina koja se bavi problemima optimizacije, nji-
hovim osobinama, razvojem, kao i implementacijom algoritama koji se koriste za
reSavanje takvih problema. U praksi su cesti problemi kod kojih je potrebno odre-
diti ekstremnu vrednost funkcije cilja nad nekim skupom ograni¢enja. Na primer,
menadzer proizvodnje organizuje proizvodnju u fabrici tako da profit bude maksi-
malan, pri ¢emu su na raspolaganju ograniceni resursi (broj radnika, radno vreme,
kapital).

Teorijski gledano, ovakvi problemi optimizacije se mogu resavati simulacijom svih
dopustivih stanja. Medutim, iako je ovakav pristup korektan on je neefikasan za one
probleme kod kojih postoji veliki broj dopustivih stanja.

Drugi moguc¢i pristup se zasniva na biranju lokalno najboljeg reSenja na svakoj
grani grananja. Na ovaj nacin se smanjuje slozenost problema kao i sam prostor
pretrage, ali se ne moze uvek utrvditi tacnost ovakvih algoritama.

Ovaj rad se bavi dinamickim programiranjem, ¢ijim tehnikama se jedna klasa
problema optimizacije efikasno moze resavati. Za takve probleme se kaze da imaju
optimalnu podstrukturu. Uz pomo¢ dinamickog programiranja se smanjuje slozenost
algoritma - najcesé¢e od eksponencijalne do polinomne.

U ovom master radu su definisane osnove dinamickog programiranja i navedeni
su primeri primene dinamickog programiranja. U prvom poglavlju dat je istorijski
pregled razvoja dinamickog programiranja i definisani su njegovi osnovni koncepti.
Primer odredivanja n— tog Fibonacijevog broja za neko n € N jedan je od osnovnih
primera primene dinamickog programiranja. Drugo poglavlje je posveéeno proble-
mima optimizacije na grafovima, kao $to su problemi pronalaska najkrac¢eg puta u
grafu i problem trgovackog putnika. U tre¢em poglavlju je predstavljen problem
mnozenja niza matrica. Cetvrto i peto poglavlje posveceni su algoritmima za pre-
tragu stringova. Ovi algoritmi imaju primenu u biologiji, za analizu DNK sekvenci.
Sesto poglavlje se bavi problemom proste raspodele jednorodnog resursa, pri ¢emu
je koli¢ina resursa ogranicena. Dat je primer raspodele jednakih masina na nekoliko
pogona, kao i raspodele resursa na nekoliko razlicitih proizvodnih linija. Takode je
opisana i optimizacija poslovnog procesa fabrike mernih transformatora iz Zajecara.
Sedmo poglavlje se bavi problemom raspodele poslova na masine, pri ¢emu svaka
masina moze da obavlja posao tipa 1 i 2. Takode se uzima u obzir da ¢e jedan
deo masina posle odredenog perioda biti amortizovan (odnosno neée biti za dalju
upotrebu). U osmom poglavlju je prikazan problem slozene raspodele jednorodnog
resursa. Problem ranca koji je predstavljen u radu predstavlja specijalni sluc¢aj pro-
blema slozene raspodele jednorodnog resursa. Tehnikama dinamickog programiranja
su reSene obe varijante ovog problema - sa i bez ponavljanja. U devetom poglavlju
je opisan i reSen specijalni sluc¢aj transportnog problema. U pitanju je takozvani



dinamicki transportni problem gde se prevoz tereta obavlja transportnim sredstvom
koje snabdeva robom vise odredista iz samo jednog ishodiSta. Za reSavanje nekih
problema koris¢en je programski paket Matlab. Deseto poglavlje je zakljucak.



1 Dinamicko programiranje

U periodu posle Drugog svetskog rata primecéeno je da se mnoge interesantne i znacajne
aktivnosti mogu klasifikovati kao viseetapni procesi odlucivanja. Postojece tehnike za
reSavanje ovih problema su bile ograni¢ene, posebno za probleme velikih dimenzija.
To je dovelo do pojave novih matematickih teorija i metoda medu kojima je i di-
namicko programiranje, koje je predstavljalo novi pristup koji se zasniva na principu
optimalnosti.

Dinamicko programiranje (DP), kao i sam termin, uveo je americki matematicar
Ricard Belman (Richard Bellman, 1920-1984) 1957. godine. On je proucavao pro-
blem proucavajuéi hijerarhiju potproblema sadrzanih u glavnom problemu i reSavanje
poc¢injao od najjednostavnijih. Belman se smatra osnivacem dinamickog programi-
ranja jer je upravo on dao ¢vrstu matematicku osnovu za reSavanje ovakvih problema.

Poznato je da su se tehnike koje je Belman opisao koristile i ranije (u periodu
od 1930 - 1940. godine) iako sam termin ”dinamicko programiranje” tada nije bio
definisan. Pjer Mase (Pierre Massé, 1898-1987) francuski ekonomista, inzenjer i pri-
menjeni matematicar se sluzio algoritmima dinamickog programiranja za optimizaciju
rada hidroelektrana za vreme Visijevskog rezima (1940-1944). Dzon fon Nojman
(John von Neumann, 1903-1957) i Oskar Morgenstern (Oskar Morgenstern, 1902-
1977) su korisitli algoritme dinamickog programiranja da odrede pobednicku strate-
giju u igrama dva igraca sa kartama (na primer dame). Za vreme Drugog svetskog
rata, engleski matematicar, logicar i kriptograf Alan Turing (Alan Mathison Turing,
1912-1954) je radio u Britanskoj organizaciji za razbijanje sifara (Government Code
and Cypher School) i koristio slicne metode prilikom razbijanja nemackih sifara.

Termin ”programiranje” koji se javlja u nazivu se moze shvatiti kao ”planiranje”,
jer je dinamicko programiranje upravo i osmisljeno kao optimalno planiranje viseetapnih
procesa upravljanja. Ovakvi procesi se sastoje od niza etapa, i na svakoj etapi je
potrebno doneti odluku. Dakle, kod problema dinamickog programiranja, potrebno
je odrediti onaj niz odluka za koji se postize najbolja vrednost neke zadate funkcije
cilja. To znaci da je optimizacija zadate funkcije cilja posledica niza medusobno
zavisnih odluka koje grade politiku odlucivanja.

Za razliku od linearnog programiranja, koje ima jasno definisanu standardnu for-
mulaciju opsteg modela, kao i metode kojima se ova klasa problema resava - kod
dinamickog programiranja to nije slucaj. Za razlicite probleme razvijaju se razlicite
tehnike za njihovo resavanje koje zavise od prirode i specificnosti datog problema.

Ideja dinamickog programiranja je koriS¢enje principa domina: sve domine ¢e
popadati ukoliko se porusi prva domina u nizu. Odnosno, da bi se resio neki pro-
blem, potrebno je taj problem podeliti na manje probleme (potprobleme). Algoritmi
"podeli pa vladaj” (eng. divide and conquer) vrse particiju pocetnog problema, na
viSe nezavisnih potproblema, a potom nastupa rekurzivno reSavanje potproblema,



kako bi se njihovim spajanjem dobilo resenje polaznog problema.

DP je do sada uspesno primenjeno na brojne prakti¢ne probleme (kako determi-
nisticke tako i probabilisticke prirode) - i to ne samo one koji su prirodno struktuirani
kao viSeetapni procesi, nego i na one probleme koji na prvi pogled ne predstavljaju
takve zadatke, ve¢ predstavljaju probleme matematickog programiranja ili optimi-
zacije na grafovima (o ¢emu ¢e biti re¢ u nastavku). Za sve probleme dinamickog
programiranja je karakteristicno da imaju etapnu prirodu, etape karakterisu partiku-
larna resenja i resenja na svakoj etapi imaju osobinu aditivnosti.

Kroz resavanje problema pronalaska n—tog Fibonacijevog broja, koji je opste
poznat problem, mogu se ilustrovati osnovni koncepti dinamickog programiranja.

1.1 Fibonacijev niz

Fibonacijev niz predstavlja niz brojeva koji je primec¢en u mnogim fizickim, hemi-
jskim i bioloskim pojavama. Ime je dobio po italijanskom matematicaru Leonardu
Fibonaciju koji je prilikom proucavanja razmnozavanja zec¢eva uocio zanimljiv re-
dosled brojeva. Fibonacijevi brojevi su od velikog znacaja jer se pojavljuju u prirodi,
od suncokreta, uragana pa sve do galaksije.

Ovaj niz je vrsta rekurzivnog niza u kome zbir prethodna dva broja u nizu daju
vrednost narednog ¢lana niza. Indeksiranje niza pocinje od nule, a prva dva c¢lana
niza su 0 i 1. Dakle,

FO = 0

=1

Eizl%_1+l%_%7l>2.
Tako se dobija niz 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

Rekurzivna definicija Fibonacijevih brojeva daje algoritam pomocu kog se moze izra-
¢unati n—ti elemenat tog niza. Jedan takav program dat je u nastavku.

%» INPUT: n
%» OUTPUT: F - n-ti Fibonacijev broj

function F=fib(n)

s 1f n==

8

9

10

11

F=0;

; elseif n==1

F=1;
else
F=fib(n-1)+fib(n-2);
end



Neka je T'(n) broj rekurzivnih poziva algoritma fib
T0)=1
T1) =1
T(n)=Tn—-1)+T(n—-2)+1.

Indukcijom se moze pokazati da vazi T'(n) = 2F, .1 — 1. Dakle, vreme koje je potrebno
za rekurzivno reSavanje problema je eksponencijalno. To sledi iz ¢injenice da prilikom
izvrsavanja rekurzivne funkcije dolazi do preklapanja rekurzivnih poziva, tj. poje-
dini delovi koda se izvrsavaju nekoliko puta. Takvi programi su po pravilu izuzetno
neefikasni.

Kada se pozove rekurzivno fib(n), poziva se jednom fib(n — 1), dva puta fib(n —2),
tri puta fib(n — 3), pet puta fib(n — 4) i generalno Fj_; puta se poziva fib(n — k), za
svako 0 < k < n. To ilustruje Slika 1 za slucaj n = 7.

Slika 1: Prikaz izvrsavanja rekurzivnog koda. F; = fib(i), ¢ € N. Na primer F, se
racuna 3 puta.

Do efikasnijeg resenja moguce je do¢i primenom tehnika dinamickog programi-
ranja. Dinamicko programiranje se najcesce javlja u dva oblika:

1. Prva tehnika zadrzava rekurzivnu definiciju, ali se u nekoj dodatnoj strukturi
podataka (najcesée je to niz ili matrica) beleze svi rezultati rekurzivnih poziva,
da bi se u narednim pozivima, u kojima su parametri isti, samo ocitali iz te
strukture.

2. Druga tehnika u potpunosti uklanja rekurziju i tu pomoénu strukturu podataka
popunjava sistemati¢no u nekom iscrpnom redosledu.



U nastavku je dat algoritam koji opisuje prvu tehniku. Formiran je niz memo koji
predstavlja dodatnu strukturu u kojoj se beleze prethodno dobijeni rezultati.

Algoritam 1: Nalazenje n—tog Fibonacijevog broja

memo = { }

fib(n) :
if n in memo : return memoln|
else if n =0 : return 0
else if n =1 : return 1
else: f = fib(n — 1)+ fib(n — 2)
memo|n| = f
return f

Primetimo da se na ovaj na¢in prvo racuna fib(2), zatim fib(3),..., sve do fib(n), pri
cemu je n € N. Takode fib(7) se racuna tek kada je ve¢ izrac¢unat njegov prethodnik
fib(i — 1), za sve ¢ > 2 1 pri tome se fib(7) racuna tacno jednom, za svaki indeks i > 2
(Slika 2).

\Jll IATAR

[ofil1/2]3]s5]8[13] |

Slika 2: Zelene strelice na slici ukazuju na to da se izrac¢unate vrednosti upisuju u niz
koji je u prethodnom algoritmu nazvan memo. Crvene strelice ukazuju na to da se iz
niza memo ¢itaju prethodno izracunate vrednosti.

Druga tehnika podrazumeva da se ukloni rekurzija i da se sve vrednosti pomoc¢ne
strukture (u ovom sluc¢aju niza) popune u nekom redosledu. S obzirom da vrednosti
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niza na visim pozicijama zavise od onih na nizim, niz se popunjava s leva na desno.
Prva dva mesta se na pocetku popunjavaju nulom i jedinicom, a zatim se ostali
elementi niza racunaju na osnovu prethodne dve vrednosti.

%» INPUT: n
%» OUTPUT: F - n-ti Fibonacijev broj

function F=fibonacci(n)
fib = zeros(1,n+1);
fib(2)=1;
for i=3:n+1
fib(i) =fib(i-1)+fib(i-2);
end
F=fib(n+1) ;

Moze se primetiti da u ovom slu¢aju niz duzine n nije neophodan. Svaka vrednost
u nizu zavisi samo od prethodne dve, pa je stoga potrebno ¢uvati samo prethodne
dve vrednosti niza, kao sto je ilustrovano u narednom programu.

% INPUT: n
%» OUTPUT: F - n-ti Fibonacijev broj

function F=fibonacci2(n)

fib = zeros(1,2);

fib (2)=1;

for i=3:n+1
pom = fib(1)+£fib(2);
fib(1)=£fib (2) ;
fib (2) =pom;

end

F=fib (2);

Sledec¢i koraci su primenjeni prilikom resavanja ovog problema:

1. Problem se definise rekurzivno i ta rekurzivna definicija je neefikasna jer se
funkcija za iste argumente poziva vise puta.

2. U pomoé¢nom nizu/matrici ¢uvaju se izracunati rezultati rekurzivnih poziva.
3. Umesto rekurzije u kojoj se ve¢ izracunate vrednosti iz pomoc¢nog niza pozivaju,

rekurzija se eliminiSe i niz/matrica se popunjava iscrpno nekim redosledom.
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4. Na kraju se vrsi memorijska optimizacija. Umesto istovremenog paméenja svih
elemenata niza/matrice, pamte se samo one vrednosti koje su potrebne za dalje
popunjavanje niza/matrice.

1.2 VisSeetapni procesi upravljanja

ViSeetapni procesi su oni procesi u kojima je potrebno doneti niz odluka, i te odluke
se donose postepeno u vremenu. Osnove viseetapnih procesa upravljanja date su u
[3]. Mnogi problemi u tehnici, ekonomiji, biologiji, fizici itd. predstavljaju viseetapne
procese i oni se mogu reSavati primenom metoda dinamickog programiranja. Potrebno
je da svaki ovakav proces ima definisanu funkciju cilja koju je potrebno minimizirati
ili maksimizirati, kao i ogranicenja koja se uzimaju u obzir u toku procesa. Osnovni
cilj je dobijanje optimalnog niza (plana) upravljanja, odnosno pronalazenje onog niza
odluka za koji se postize najbolja vrednost zadate funkcije cilja. Viseetapni procesi
upravljanja imaju sledeca svojstva:

e Proces se posmatra u konaéno mnogo diskretnih trenutaka (etapa) i na svakoj
etapi je potrebno doneti neku odluku, odnosno vrsi se optimizacija funkcije cilja
(na primer maksimizacija dobiti, minimizacija troskova i sli¢no);

e Ponasanje procesa na svakoj etapi je okarakterisano vrednostima odgovaraju¢ih
parametara kojima se meri ovo ponasanje i koji definiSu trenutno stanje procesa.
Pocetno stanje procesa je unapred poznato;

e Na svakoj etapi vrsi se (na deterministicki nacin) izbor vrednosti parametara
upravljanja iz zadatog skupa dopustivih vrednosti i taj skup dopustivih vred-
nosti zavisi od prethodnih stanja procesa;

e Kada se izabere neko upravljanje na trenutnoj etapi, proces menja svoje pona-
Sanje i prelazi iz prethodnog u novo stanje - koje predstavlja novu etapu. Novo
stanje zavisi od prethodnog stanja i izabranog upravljanja.

Prethodno opisan viseetapni proces ima konacan broj etapa, na deterministicki nacin
se vr§i izbor upravljanja i prelazak u novo stanje ne zavisi od trenutne etape, vec¢
samo od trenutnog stanja i upravljanja, pa se ovakav proces jos naziva i konacni,
deterministicki @ stacionarni.

Dinamicko programiranje je tehnika za resavanje ovakve klase problema. Princip
"podeli pa vladaj” se koristi u mnogim algoritmima - da bi se resio slozeniji pro-
blem, on se razbija na manje probleme koji se mogu resavati nezavisno. U nekim
slucajevima, kada nije poznato koje manje probleme je potrebno resavati, rese se svi,
a potom se rezultati zapamte, kako bi se upotrebili za resavanje polaznog problema.
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Postoje dva osnovna nedostatka ove tehnike. Prvo, postoje slucajevi kada nije
moguce kombinovanje dva resenja potproblema kako bi se dobilo resenje slozenijeg
problema. Drugo, broj manjih potproblema cesto je izuzetno velik.

Ipak, postoji jasno definisana klasa problema za koje dinamicko programiranje
daje efikasno resenje. To su upravo oni problemi koji zadovoljavaju Belmanov princip
optimalnosti, o kome Ce kasnije biti reci.

1.2.1 Osnovni pojmovi

Posmatra se kona¢no mnogo vremenskih trenutaka (etapa)

t= (to,tl, ,tn)

Ponasanje procesa na svakoj etapi je okarakterisano vektorom stanja. Vektor stanja
je jedan realni vektor i pri tome vrednost njegovih koordinata zavisi od etape na
kojoj se proces posmatra. Dakle, stanje procesa se na svakoj etapi ¢t moze zapisati u

slede¢em obliku
r(t) = (ri(t),m2(t), ., T (1)),

pri cemu je m zadata dimenzija vektora stanja.

Ako se stanje procesa na i—toj etapi oznaci sa r; = r(t;), onda se dobijeni niz
ro, 71, ..., Tn Naziva trajektorija procesa. Stanje ry je pocetno stanje i ono je unapred
dato, a r, se naziva zavrsno stanje trajektorije.

Na svakoj etapi procesa, potrebno je na deterministicki nacin izvrsiti izbor odgo-
varajuc¢ih parametara upravljanja. Upravljanje koje se bira na nekoj etapi ima uticaj
na dalju trajektoriju procesa i definisano je pomocu vektora upravijanja

w(t) = (ui(t), ua(t), ..., up(t)).

Ako se upravljanje na i—toj etapi oznaci sa u; = u(t;), onda ovo upravljanje treba
da bude dopustivo, odnosno treba da pripada skupu dopustivih upravljanja, koji u
opstem slucaju zavisi od prethodnog stanja r;_; i koji se oznacava sa U;(r;_1), dakle

Uu; € Ui(Ti,1>.

Zakon prelaska procesa iz stanja r;_; u stanje r;, pod uticajem upravljanja u; definise
se na sledeé¢i nacin
ri =w(ri_,u;), zai=1,2,...n,

pri ¢emu je w(r, u) jedna vektorska funkcija, tj. w(r,u) = (wi(r,u), wa(r,w), ..., wy(r,w)),
i w;(r,u) je realna funkcija od m + k promenljivih za svako i = 1,2, ..., m.

Polaze¢i od nekog unapred zadatog pocetnog stanja rg, na svakoj etapi t;, © =
1,2, ...,n se iz skupa svih dopustivih upravljanja bira upravljanje wu;, pod ¢ijem uti-
cajem proces prelazi iz stanja r;_; u stanje r; prema unapred definisanom zakonu
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w(r;_1,u;). Dobijena trajektorija 7o, 7y, ...,7, odgovara nizu dopustivih upravljanja
Uy, Us, ..., Uy, 1 pocetnom stanju ro. U Tabeli 1 je dat detaljniji prikaz ponasanja jednog
ovakvog procesa.

Prethodno stanje .. Trenutno stanje
Etapa Upravljanje
procesa procesa
t o uy € Ui(ro) r1 = w(rg, uy)
to 1 Uy € UQ(Tl) 9 = w(rl, Ug)
li Ti—1 u; € Us(ricy) | 1 = w(ri_y, w;)
tn T'n—1 Up € Un(rn—l) 'n = w(rn—h un)

Tabela 1: Viseetapni proces upravljanja

Zadatak optimizacije u viSeetapnim procesima upravljanja

min (max)  f(ro, 71, .o, T, Ug, U, «ny U,
ry = w(m_l,ui), 1= 1, 2, N
U; € Ui(TZ‘_1>, 1= 1,2, N

ro — pocetno stanje.

Problem predstavlja trazenje minimuma/maksimuma neke realne funkcije f na skupu
svih nizova dopustivih upravljanja ovog procesa. Metodologija dinamickog programi-
ranja moze se upotrebiti samo na one probleme gde je funkcija cilja f u separabilnom
obliku, odnosno f predstavlja zbir ili proizvod n izraza, pri cemu i—ti izraz zavisi samo

od promenljive u;. To znaci da se zadatak optimizacije moze predstaviti u jednom od
sledecih oblika:

n n
min (max) Z fi(riza, u;) min (max) Hfi(ri_l, u;)
i=1 i=1
ri =w(ri—1,u;), i=1,..,n ri =w(ri—1,u), i=1,..,n
u; € Ui(riz), 1=1,..,n u; € Ui(ricq), 1=1,..,n
ro — pocetno stanje. ro — pocetno stanje.
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Separabilni oblik funkcije se ¢esto prirodno namece u realnim viseetapnim proce-
sima, pa stoga ne predstavlja veliko ogranicenje, jer se najces¢e svakoj etapi pridruzuje
neki ”efekat” (npr. prihod, trosak itd), koji zavisi samo od upravljanja u; i prethodnog
stanja r;_;. Potrebno je minimizirati, odnosno maksimizirati ukupan posmatrani
"efekat” koji predstavlja zbir ili proizvod ”efekata” na svim etapama (na primer
ukupan prihod ili trosak).

Niz upravljanja uj, u3, ..., u;; za koji funkcija cilja dostize minimum, odnosno maksi-
mum naziva se optimalni niz upravljanja, a njemu odgovarajuca trajektorija rg, i, ..., 7
naziva se optimalna trajektorija procesa.

1.2.2 Belmanov princip optimalnosti

Ricard Belman je 1957. godine definisao princip optimalnosti, koji predstavlja osnovu
dinamickog programiranja, na slede¢i nacin:

Optimalni niz upravljanja ima svojstvo da, bez obzira na pocetno stanje i pocetnu
odluku, sve preostale odluke moraju predstavijati optimalni niz upravijanja v odnosu
na stanje koje proizilazi iz prve odluke.[4]

Princip optimalnosti je posledica separabilnog oblika funkcije cilja, i u literaturi
se definiSe na razlicite nacine. U nastavku je data jos jedna formulacija principa
optimlanosti koja je bliska originalnoj Belmanovoj.

Optimalni niz upravljanja za ceo proces je i po delovima optimalan, odnosno
on ima osobinu da je, bez obzira na upravljanja koja su dovela do nekog stanja na
nekoj etapi, niz upravljanja na ostalim etapama optimalan, u odnosu na to stanje kao
pocetno. Formalno, ova osobina se moze zapisati na sledec¢i nacin: Ako je uj,us, ..., u"
optimalni niz upravljanjairg, 7y, ..., ), optimalna trajektorija procesa, tada za ma koje
dve etape i 1 j, 1 <@ < j < mn, vazi da je i u,uj,...,u; optimalni niz upravljanja
za deo procesa od i—te do j—te etape, pri cemu je r_; pocetno, a T Zavrsno stanje
procesa.

U slucaju da je j = n dobija se originalni Belmanov princip optimalnosti, definisan
1957. godine.
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A r(t)

A t
>

Slika 3: Ako B pripada optimalnoj trajektoriji procesa cije je pocCetno stanje A, a
krajnje O, onda je optimalna trajektorija za deo procesa od B do O ista kao i za ceo
proces.

1.2.3 Rekurentne relacije i optimalni niz upravljanja

U nastavku se posmatra sledec¢i problem optimizacije

n
max Z Jilriz1, uq)
i=1

T, = w(ri_l,ui), 1= 1,2, L n (11)
u; € Ui(ri—1)7 1=1,2,...,n

ro — pocetno stanje.

Neka je Fi(r), i = 1,2,...,n maksimalna vrednost funkcije cilja za deo procesa od
t1—te do n—te etape u odnosu na proizvoljno pocetno stanje r na etapi ¢ — 1. Tada je

Fi(r) = max Zfl(m_l,ul), (1.2)

Uiy Un

pri cemu je r = r;_; pocetno stanje za ostatak procesa.
U slucajudajei=mn
Fu(r) = max_fu(r,u,). (1.3)

Un €UR(T)
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Kada je i < n vazi

Fi(r) = max Zfl (ri—1,u) = max {fz(r u;) + max Z filri— 1,ul)}

UL,eenyUn u €Us (r Wit 105U
"l=it1
= max {fz(r w)+ Fip1(ry)}, zal <i<n—1,
u; €U;(r)
(1.4)

jer je funkcija F;(r) definisana kao maksimum separabilne funkcije i promenljiva w;
se nalazi samo u prvom sabirku.
Kako je r; = w(r, u;), kada se to uvrsti u jednacinu (1.4) dobija se

Fi(r) = max {fi(r,w)+ Fii(w(r,u))}, zal<i<n—1. (1.5)

u; €U;(r)

Na ovaj nac¢in se dobija opsti oblik rekurentnih relacija (formule (1.3) i (1.5))
pomocu kojih se moze resiti pocetni problem. Fj(rg) predstavlja maksimalnu vrednost
funkcije cilja problema (1.1). Dakle, osnovna ideja je resavanje problema ”unazad”
(eng. Bottom-up approach). To znaci da polazeéi od poslednje, n—te etape i kreéuéi
se unazad, etapa po etapa, na svakoj etapi ¢ se za svako moguce stanje r odreduje
optimalna vrednost funkcije cilja za taj deo procesa (od i—te do n—te etape) i to
na rekurzivan nacin, odnosno koris¢enjem ranije izracunatih optimalnih vrednosti
funkcije cilja na prethodno razmatranim etapama. To zna¢i da nema vracanja na isti
potproblem i svaki potproblem se resava samo jednom.

Napomena:

e U slucaju da je (1.1) problem minimizacije, u formulama (1.2), (1.3), (1.4) i
(1.5) ¢e umesto max biti min.

e U slucaju da je funkcija cilja problema (1.1) u obliku proizvoda, u formulama
(1.2), (1.3), (1.4) i (1.5) ¢e svuda umesto operacije sabiranja biti operacija
mnozenja.

e Formule (1.3), (1.4) i (1.5) su dobijene koris¢enjem principa ”"unazad”. Kod
nekih problema, etape nisu nuzno uzastopni vremenski trenuci, Sto znaci da
redosled razmatranja etapa prilikom definisanja rekurentnih formula moze biti
proizvoljan. Na taj nacin se dobijaju ekvivalentni oblici rekurentnih formula
(1.3), (1.4) i (1.5).

Resavanje problema optimizacije se odvija u dve faze (kao sto je prikazano u Tabeli

1):
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Prva faza

Prva faza: Izracunavanje optimalne vrednosti funkcije cilja.

Na svakoj etapi ¢, © = n,n — 1,...,1 racuna se maksimalna vrednost funkcije
F;(r), koja je definisana rekurentnim formulama (1.3) i (1.5), kao i upravljanje
u}(r) koje pripada dopustivom skupu U;(r) za koje se ova vrednost dostize, i to
za sva stanja r u koja proces moze da dode na etapi ¢ — 1, polaze¢i od unapred
datog pocetnog stanja ry. S obzirom da je ry unapred dato, na prvoj etapi se
racuna [ (rg) i ono predstavlja otpimalnu vrednost funkcije cilja, dok je uj(ro)
optimalno upravljanje na prvoj etapi.

Druga faza: Formiranje optimalnog niza upravljanja.

U prvoj fazi su odredene velicine uj(rg),us(r),...,u’(r), dok se optimalni niz
upravljanja uj, us, ..., u) i optimalna trajektorija rg, 7], ..., formiraju sekven-
cijalno, iduc¢i od prve do poslednje etape na rekurzivni nac¢in. Na i—toj etapi,
1t =1,2,...,n se vrednosti za optimlano upravljanje i optimalno stanje odreduju
koriséenjem optimalnog stanja na prethodnoj etapi koje je veé¢ prethodno izra-

¢unato, i to na sledeci nacin

up =), 1 =iy, u).

Prva faza Druga faza
etapa | Fy(r), Vr | ui(r), Vr optlmglnf) optlmglno
upravljanje stanje
n R0 | a0 | w=una) | mewmoaw) || 8
n—11 F(r) Un 1 (1) | upy =up g (rho) | Thoy = w(rp g, up_y) =
=
A
2 Fy(r) u3(r) uy = u3(ry) ry = w(ry, u3)
1 Fi(ro) ui(ro) ui = uj(ro) ri = w(rg, uj)
Tabela 2: Sematski prikaz resavanja problema (1.1).

Na ovaj nacin se polazni problem (1.1) gde je potrebno pronaé¢i maksmimum

funkcije f koja zavisi od n promenljivih svodi na resavanje n problema nalazenja
ekstrema funkcija koje zavise samo od jedne promenljive - na svakoj etapi se vrsi
maksimizacija odgovarajuce funkcije po promenljivoj u;, pa je nalazenje optimalnog
reSenja znatno olaksano.

problem optimizacije nema jedinstveno resenje.
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Napomena. Moze se desiti da na i—toj etapi, za neko i € {1,2,...,n} postoji vise
od jednog upravljanja u}(r) za koje funkcija F;(r) dostize maksimum. Tada navedeni



Ako su svi dopustivi skupovi U;(r) konacni, onda je skup moguéih stanja na
svakoj etapi konacan, pa se vrednosti funkcija f;(r, u) mogu zadavati tabelarno za sva
moguca stanja r na etapi i — 1 i svako u € U;(r). Tada se odredivanje vrednosti F;(r) i

*

u;(r) svodi na pronalazenje maksimuma, odnosno minimuma i njemu odgovarajuceg
upravljanja na kona¢nom skupu vrednosti koje funkcija moze da ima na U;(r). Ako
je skup U;(r) diskretan za svako i = 1,2,..,n, onda su i odgovarajuce promenljive u;
i r; diskretne.

Kada su skupovi U;(r) kontinualni, onda su i promenljive 7; i u; kontinualne,
funkcije f;(r,u) treba da budu analiticki zadate. Onda se odredivanje vrednosti
F;(r) i u}(r) svodi na odredivanje maksimuma, odnosno minimuma analitic¢ki izrazene

funkcije jedne ili vise promenljivih.

19



2

Grafovi

Definicija 2.1. [12] Graf G je uredeni par G = (V, E). Elementi skupa V' se zovu
cvorovi (eng. vetrex), a elementi skupa E grane (eng. edge) grafa G. Za dati graf G,
skup ¢évorova se oznacava sa V(G), a skup grana sa E(G).
Najcesée se uzima da je u grafu broj ¢vorova |V (G)| = n, a broj grana |E(G)| = m.
Dvoelementni podskupovi skupa V' u oznaci {v;, v;} ili v;v; su elementi skupa E.

Elementi neuredenog para iz E su krajevi grane i kaze se da su krajevi incidentni
sa tom granom, odnosno grana je incidentna sa svojim krajevima.

Dve grane su susedne ako imaju isti ¢vor.

Dva ¢vora su susedna ako postoji grana sa krajevima u ta dva ¢vora.
Grana koja spaja ¢vor sa samim sobom naziva se petlja.

Prost graf je onaj graf koji nema ni jednu petlju.

Neorijentisani graf G = (V(G), E(G)) je ureden skup ¢vorova i grana gde je
Ec () uv.

Orijentisani graf (digraf) G = (V(G), E(G)) je ureden skup ¢vorova i grana gde
je E.CV x V. Ovaj graf ima orijentaciju, odnosno za granu ab pocetni ¢vor je
a a krajnji b.

Primer 2.1. Prost graf
Dat je skup V(G) = {a,b,c,d} i E(G) = {ab, ac, ad, bd, bc}.

Primer 2.2. Orijentisan graf
Dat je skup V(G) = {a,b,c,d} i E(G) = {ab, ac, da, dc, db}.
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Cvorovi na primer mogu biti gradovi, a grane putevi izmedu njih. Ako bi ¢vorovi
oznacavali racunare, grane bi mogle predstavljati nacin komunikacije izmedu njih.

2.1 Najkracéi put u grafu

Primer 2.3. Dat je orijentisani graf G sa n = 7 ¢vorova i svakom luku je pridruzena
duzina luka koja se oznacava sa d;; (kao na slici). Potrebno je naéi najkraéi put od
¢vora 1 do ¢vora 7, odnosno onaj niz nadovezanih lukova koji pocinje u ¢voru 1 a
zavrSava se u ¢voru 7, tako da je zbir duzina njegovih lukova minimalan.

Resenje:  Graf G = (V(G), E(Q)) je zadat na sledeéi nacin:

V(G) ={1,2,3,4,5,6,7} — skup ¢vorova.
E(G) ={(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,6), (4,5), (4,6), (4,7),(5,7),(6,7) }—
skup grana.
D = {dy2 =4,d13 =3,dog = 2,do5 = 5,d3q = 2,d3s = 8,dys = 3,dsg = 3,ds47 = 4,
ds7 = 3,dg7 = 2} — skup duzina grana.

Neka je f; duzina najkrac¢eg puta od :—tog do n—tog ¢vora u grafu G, sa n ¢vorova.
Da bi se odredilo f; potrebno je za svaki susedni ¢vor j, nac¢i najkraéi put od i—tog
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do n—tog ¢vora koji sadrzi ¢vor j i ta duzina je jednaka d;; + f;. Tada f; predstavlja
najkra¢i od svih ovakvih puteva. Dakle,

fn:Oa

pri cemu se minimizacija vrsi po svim ¢vorovima j koji su susedni ¢voru <. Nalazenje
najkraceg puta moze se protumaciti kao jedan viSeetapni proces u kome se na svakoj
etapi ¢ bira upravljanje u; - odnosno bira se jedan ¢vor puta. Skup dopustivih upra-
vljanja U;(r;_1) kome mora da pripada évor u; je skup svih susednih évorova prethodno
izabranom ¢voru u;_1, koji karatkerise stanje na prethodnoj etapi ¢ —1. Pocetno stanje
ovog procesa je ¢vor 1, a zavrsno ¢vor 7.

Proces resavanja problema podeljen je u etape i na svakoj etapi se minimizira
funkcija jedne realne promenljive. Minimalna vredost ¢e biti pronadena na posle-
dnjoj etapi, odnosno optimalna vrednost funkcije cilja (duzina najkraéeg puta) je fi.
Najkrac¢i put (optimalno resenje) se trazi u obrnutom smeru, odnosno pracenjem re-
dnih brojeva ¢vorova grafa u kojima se dostizu minimumi na odgovaraju¢im etapama.

fr=0
fo=24+fr=2, ke="T7
fs=3+f=3, ks=7

=min{10,9} =9, k; = 3.
3+ f3 { J !

34 fs 3+3

fa=min< 3+ fs =min<3+2 =min{6,5,4} =4, k=7
4+ fr 440
2 2+4

f3 = min MEAT Ly = min{6,10} =6, ky =4
8+ fo 8+ 2
2 2+4

fo = min *Ja = min i = min{6,8} =6, k=4
5+ fs 5+3

) {4+f2 )
flzmll'l = min

to=ro=1

t1,u; € Uy(ro) =4{2,3},uy =r; =3
to,up € Us(r1) = {4,6},ug =ry =4
ts,us € Us(ry) = {5,6,7},us =r3 =7

22



. | prethodno stanje | upravljanje skup dopustivih trenutno stanje
etapa ..
Ti—1 U upravljanja U;(r;_1) ri = u;
1 1 3 {2,3} 3
2 3 4 {4,6} 4
3 4 7 {5,6,7} 7

Tabela 3: Viseetapni proces formiranja puta u grafu.

Slika 4: Najkraéi put u grafu je: 1 -3 — 4 — 7, i njegova duzina je 9.

Primer 2.4. [11] Dzon svakoga dana odlazi na posao i odlucio je da odredi najkraci
put od kuce do posla. U datom grafu, ¢vor 1 predstavlja kucu, a ¢vor 9 posao. Svakoj
grani u grafu je pridruzeno vreme potrebno za prelazenje tog dela puta izrazeno u
minutima. Na primer, potrebno je 15 minuta kako bi se presao put od cetvrtog do
sedmog cvora.
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Resenge:

V(G) ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} — skup ¢vorova.
E(G) ={(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,6),(4,5), (4,6), (4,7), (4,8),(5,7), (6,8),
(6,9),(7,9),(8,9)} — skup grana
T = {t12 =1,t13=2,1t94 = 6,105 = 12,134 = 3,136 = 4,145 = 4,146 = 4, t47 = 15,
tyg = T,ts7 = T, tes = T,teg = 15,179 = 3,tg9g = 10} — skup duzina grana.

Neka je f; vreme koje je potrebno da se prede put od ¢vora ¢ do ¢vora 9. Kao i u
prethodnom primeru, fi, fo, ..., f, zadovoljavaju sledeéi sistem jednacina

pri ¢cemu je t;; vreme potrebno da se prede put od ¢vora i do njemu susednog ¢vora
7

fo=0
f8:10—|—f9:10, k8:9
Jr=3+fo=3, k=9

7 7+10

fs = min MELT Ko = min{17,15} = 15, kg =9
15 + fo 15+ 0

Js=T+fr=7T+3=10, ks=7
4+ fs 4410
4 4415

f4 = min /o = min + = min{14,19,18,17} = 14, k, =5
15+ f7 15 + 3
T+ fx 7+10
3 3+ 14

fo=mind” " L — min{17,19} = 17, ks =4
4+ fo 4+15
6 6+ 14

fo=mind " U N — min{20,22} = 20, k, =14
12+ f5 12+ 10
1 1+ 20

fi=mind T P T — min{21,19} = 19, k; = 3.
2+ fs 2417
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. | prethodno stanje | upravljanje skup dopustivih trenutno stanje
etapa ..
Ti1 U, upravljanja U;(r;_1) TP = U
1 1 3 {2,3} 3
2 3 4 {4,6} 4
3 4 5 {5,6,7,8} 5
4 5 7 {7} 7
5 7 9 {9} 9
Tabela 4: Viseetapni proces formiranja puta u grafu.
to =Tg9 = 1

tl,ul € U1 To

{2,3},uy =711 =3
{4,6},upg =ry =14
{5,6,7,8},ug =rz=>5
{

{

lo, uy € Us(r

(ro)
(r1)
ts,uz € Us(rs)
(r3)
(ra)

ty,Ug € Uy(rs

Thus =1y =7
9},U5:T5:9

s, us € Us(ra

Slika 5: Najkraé¢i put u grafujel -3 -4 — 5 — 7 — 9 i vreme koje je potrebno
da se taj put prede iznosi 19 minuta.
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2.2 Problem trgovackog putnika

Svajcarski matemeticar i fizicar Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783) je prvi
proucavao problem slican problemu trgovackog putnika, takozvani problem skakac¢evog
obilaska sahovske ploce (Knight’s Tour Problem): Da li je moguce skakanjem obi¢i
sva polja sahovske table tako da se svako polje obide tacno jedanput? ReSenje za ovaj
problem je objavio 1759. godine.

Poznato je i da su Vilijam Hamilton (William Rowan Hamilton, 1805-1865) i
Tomas Kirkman (Thomas Kirkman, 1806-1895) proucavali probleme koji se svode na
problem trgovackog putnika pocetkom XX veka. Hamilton je 1856. godine predstavio
sledeci problem: Trgovacki putnik treba da obide odreden broj gradova i da se vrati
na mesto polaska, tako da u toku putovanja obide svaki grad tacno jedanput.

Ipak opsta forma ovog problema pojavljuje tek 30—ih godina XX veka, dok je
pojam "trgovacki putnik” prvi put iskoriséen 1932. godine.

Ovo je jedan od najstarijih problema kombinatorne optimizacije i jedan od najinte-
nzivnije proucavanih matematickih problema. U teoriji, kao i u praksi postoji veliki
broj problema koji se svode na problem trgovackog putnika.

Trgovacki putnik ima spisak gradova koje treba da poseti i takode zna kolika je
njihova medusobna udaljenost. U obavezi je da poseti svaki grad ta¢no jednom i da se
vrati u grad polaska. Postavlja se pitanje kojim redosledom treba obilaziti gradove,
tako da se putuje najoptimalnijom moguc¢om rutom, sto znaci da duzina puta treba
da bude minimalna.

Primer 2.5. [1] Trgovacki putnik mora da poseti svaki od ¢etiri grada (Njujork, Ma-
jami, Dalas i Cikago) i izmedu svakog para gradova postoji put duzine date u Tabeli
5. Polaze¢i od Njujorka, naé¢i put minimalne duzine, tako da putnik poseti svaki grad
tacno jednom i vrati se u Njujork.

Gradovi
Njujork Majami Dalas Cikago
1 Njujork - 1334 1559 809
2 Majami 1334 - 1343 1397
3 Dalas 1559 1343 - 921

4 Cikago 809 1397 921 -

Tabela 5: Duzina puta izmedu gradova izrazena u miljama.

Resenje:

Definicija 2.2. Hamiltonov put je put koji prolazi kroz sve ¢vorove grafa tacno jednom.
Put koji se zavrsava u istom ¢voru a kroz sve ostale ¢vorove prolazi tacno jednom
naziva se zatvoren Hamiltonov put (Hamiltonov put formira konturu koja sadrzi sve
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¢vorove grafa pa se umesto pojma Hamiltonov put cesée koristi pojam Hamiltonove
konture). Graf koji ima Hamiltonovu konturu se naziva Hamiltonovim grafom.

Dakle, potrebno je odrediti najkra¢i Hamiltonov put (konturu) u potpunom tezi-
nskom grafu.

Problem se rasava koris¢éenjem metoda DP, odnosno resavanjem problema ”una-
zad.” Moze se primetiti da kada putniku ostane jedan grad da poseti, njegov problem
je trivijalan - jednostavno ide sa trenutne lokacije u Njujork.

Neka su etape indeksirane brojem gradova koje je putnik veé¢ posetio. Na svakoj
etapi putnik donosi odluku koji grad sledece treba da poseti i pri tom je poznata
trenutna lokacija, kao i spisak gradova koje je prethodno posetio. Ako je prethodno
posetio t — 1 grad, i skup S predstavlja skup posec¢enih gradova, pri ¢emu je grad
i poslednji posec¢en, onda se f;(i,S) definise kao minimalno rastojanje koje putnik
treba da prede na etapi t . Neka je ¢;; rastojanje izmedu gradova ¢ i j.

Etapa 4: Na ovoj etapi mora vaziti S = {2,3,4}, i jedina moguéa stanja su
(2,{2,3,4}), (3,{2,3,4}),(4,{2,3,4}). 1z trenutne lokacije, putnik ide u Nju-
jork. Odatle sledi

f1(2,{2,3,4}) = 1334, (grad 2 — grad 1)

f1(3,{2,3,4}) = 1559, (grad 3 — grad 1)

fa(4,{2,3,4}) =809, (grad 4 — grad 1)

Etapa 3: Ako je putnik u gradu 7 i putuje u grad j on prelazi duzinu ¢;;. Potom
prelazi u etapu 4, na toj etapi vazi da je poslednje posetio grad 7, i do tada je
posetio gradove S U {j}, pa je duzina ostatka puta koji mora da prede jednaka
f1(j, SU{j}). Odavde se dobija sledeca formula

f3(i,5) = Iﬁgg{cz’j + f1(5,SU{j})} (2.1)
J#1

Putnik je prethodno posetio gradove {2, 3}, {2,4} ili {4, 3} i treba na ovoj etapi
da poseti neki od gradova koje do sada ve¢ nije posetio, a da to ne bude grad
1. Na osnovu formule (2.1) dobija se f3(+) za sva moguca stanja na trecoj etapi.
f3(2,{2,3}) = coa + f4(4,{2,3,4}) = 1397 + 809 = 2206, (grad 2 — grad 4)
£3(3,12,3)) = cau + f2(4,{2,3,4)) = 921 + 809 = 1730,  (grad 3 — grad 4)
F3(2,42,4}) = ca3 + f1(3,{2,3,4}) = 1343 + 1550 = 2002, (grad 2 — grad 3)
f3(4,{2,4}) = ca3 + f4(3,{2,3,4}) = 921 + 1559 = 2480,  (grad 4 — grad 3)
f3(3,{3,4}) = c32 + f4(2,{2,3,4)) = 1343 4 1334 = 2677, ( )
Fa(4,{3,4}) = can + f2(2,{2,3,4}) = 1307 + 1334 = 2731, ( )

grad 3 — grad 2
grad 4 — grad 2
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Vazi

ft(iv S)

= H;lgl{cm + ft+1(j, S U {j})}, t= 1, 2, 3, (22)
J
j#1

jer ako je putnik sada u gradu i, posetio je gradove iz skupa S i slede¢i grad

koji posecuje je grad j

, onda on mora da prede rastojanje ¢;;. Ostatak njegovog

puta pocinje u gradu j, i on je posetio gradove S U {j}. To znaci da je duzina

ostatka njegovog puta

Etapa 2: Poznato je

jednaka fi11(7,S U{j}), pa jasno vazi (2.2).

da je do sada poseten samo jedan grad, pa su moguca

stanja na ovoj etapi: (2,{2}), (3,{3}), (4,{4}). Na osnovu formule (2.2) dobija

Se

f2(2,{2}) = min

f2(3,{3}) = min

f2(4,{4}) = min ¢

(Con + f3(3,{2,3)) = 1343 + 1730 = 3073
(grad 2 — grad 3)

= 3073.
Cos + f3(4, {2,4}) = 1307 + 2480 = 3877
( (grad 2 — grad 4)
(Can + f3(2,12,3)) = 1343 + 2206 = 3549
(grad 3 — grad 2) _ 3540
Cat + f3(4,{3,4}) = 921 + 2731 = 3652
[ (grad 3 — grad 4)
(can+ f3(2,{2,4}) = 1397 + 2902 = 4299
d4 d 2
(grad 4 — grad 2) _ 3508,

cas + f3(4,{3,4}) = 921 + 2677 = 3598

| (grad 4 — grad 3)

Etapa 1: Na ovoj etapi, putnik jo§ uvek nije posetio nijedan grad, i nalazi se
u Njujorku (koji je njegova polazna i krajnja tacka). Na osnovu formule (2.2)

dobija se

fi(1,{-}) = min

(1 + fo(2,{2}) = 1334 + 3073 = 4407
(grad 1 — grad 2)
c13 + f2(3,{3}) = 1559 + 3549 = 5108
(grad 1 — grad 3)
c1a + f2(4,{4}) = 809 + 3598 = 4407
[ (grad 1 — grad 4)

= 4407.
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Od grada 1 (Njujork) putnik prvo moze da ide u grad 2 (Majami) ili 4 (Cikago).
Pretpostavimo da je izabrao Cikago. Sledeéi grad koji poseéuje je onaj za koji se
minimizira vrednost fo(4, {4}) i to je grad 3 (Dalas). Potom odlazi u grad za koji se
dostize f3(3,{3,4}) i to je grad 2 (Majami). Na kraju, naravno mora da poseti grad
1 odnosno Njujork.

Na ovaj na¢in se dobija optimalan put: Njujork — Cikago — Dalas — Majami
— Njujork i duzina tog puta iznosi fi(1,{-}) = 4407 milja.

Ukoliko se pretpostavi da je putnik prvo odabrao Majami, analogno se dobija da
je optimalni put: Njujork — Majami — Dalas — Cikago — Njujork. Ovaj optimalni
put je suprotan prethodno dobijenom putu.

Napomena 1. U simetri¢cnim mrezama se uvek dobija paran broj najkrac¢ih Hamilto-
novih kontura. Razlog je jasan: jednu konturu je moguce obié¢i u oba smera.
Napomena 2. Problem se moze proSiriti dodavanjem razlic¢itih ogranicenja. Na
primer, postoji i vremenski zavisan problem trgovackog putnika. On uzima u obzir i
vreme koje je potrebno da se put prede.

Prethodno opisan problem 2.5 predstavlja simetri¢ni problem trgovackog putnika,
jer je duzina puta izmedu gradova ¢ i j ista kao duzina puta izmedu gradova j i i.
Ukoliko u grafu duzina puta izmedu gradova ¢ i j zavisi od smera obilaska, onda je
reC o asimetricnom problemu.

2.2.1 Resenje problema trgovackog putnika pomocu programskog
paketa Matlab

% INPUT: s - vektor koji odgovara spisku posecenih

h gradova: i-ta koordinata je 0 ako grad
b nije posecen, u suprotnom je 1
b lok - trenutna lokacija trgovackog putnika

%» OUTPUT: d_opt - duzina optimalnog puta
function d_opt = tsp(s,lok)

% Matrica D sadrzi podatke o rastojanju izmedju gradova

D=[0 1334 1559 809; 1334 0 1343 1397; 1559 1343 0 921; 809
1397 921 0];

[m,n]l=size(D);

% Proverava da 1li su dimenzije vektora i matrice jednake

s if (length(s)™=m || m~=n)
error (’Pogresan unos!’)
5 else
, poseceni_svi = ones(length(D),1); 7% vektor jedinica
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17 d_opt=sum(sum(D)); % na pocetku se inicijalizuje d_opt
18 d=O;

v if all(s==poseceni_svi) % Ako su svi gradovi poseceni
20 d_opt=D(lok,1); % putnik se vraca u grad 1

21 else

22 for grad=1:1length (D)

23 if s(grad)==0 % grad nije posecen

24 Sl=S;

25 sl (grad)=1;

26 d=D(lok,grad) + tsp (sl,grad);

27 d_opt=min(d_opt, d);

28 endif

20 endfor

30 endif
31 end
0 1334 1559 809 1
1334 0 1397 1397 0] . . . . ..
Za D = 1559 1343 0 901 | 5= |o i lok = 1, izvrSavanjem koda dobija
809 1397 921 0 0
se isti rezultat
dopt = 4407 .
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3 Problem mnozenja niza matrica

3.1 Matrice

Definicija 3.1. [10] Neka su m,n € N. Matrica formata m x n nad poljem F je svako
preslikavanje {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — F. Slike a;; parova (i,7), i =1,...,m, j =
1,...,n se nazivaju elementima matrice. Matricu formata m x n prikazujemo u obliku
pravougaone tablice koja ima m vrsta i n kolona

a11  A12 Q1n
Q21 Q22 Q2p,
Am1 Am2  *°°  Omn

Navedena matrica se skraceno oznacava sa [@;j]mxn ili [a;;].

Matrice nad poljem realnih brojeva nazivamo realnim matricama.

Niz (a1, ..., @in) nazivamo i—ta vrsta matrice, a niz (ay;, ..., ay,;) j—ta kolona ma-
trice.

Matrica formata n X n naziva se kvadratna matrica reda n.

Kvadratna matrica je gornja (donja) trougaona ako je a;; = 0 za svako i > j(i <
j).

Kvadratna matrica je dijagonalna ako je a;; = 0 za svako i # j. Dijagonalna
matrica ¢iji su svi elementi na dijagonali jednaki naziva se skalarna matrica.

Dijagonalnu matricu A ¢ija je glavna dijagonala (aqi, ..., a,y,) 0znacava se sa A =
diag(an, ey a,m).

Dijagonalna matrica reda n c¢iji su svi dijagonalni elementi jednaki 1 naziva se
jedini¢na matrica reda n i oznacava se sa F, ili samo sa FE.

Matrica formata m x n ¢iji su svi elementi jednaki 0 naziva se nula matrica i
oznacava se sa O,,x,, ili samo sa O.

Definicija 3.2. [10] Neka su A = [aijlmxn 1 B = [bij]lnxp. Proizvod matrica A i B je
matrica C' = [¢;j]mxp takva da je

Cij = Zaikbkj, 1= 1,2, ., m, j = 1,2, P
k=1

Teorema 3.1. [10] Asocijativnost mnoZenja matrica.
Za svako A = [a;j|mxn, B = [bijlnxp 1 C = [Cijlpxq vazi

(AB)C = A(BC).

Napomena: Mnozenje matrica nije komutativno (AB # BA).
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3.2 Formulacija problema

Neka je dat niz matrica. Odrediti najefikasniji nacin na koji se date matrice mogu
pomnoziti.

Mnozenje matrica je asocijativno (na osnovu Teoreme 3.1), $to znaci da se proizvod
moze izracunati na vise razli¢itih nacina i pritom je krajnji rezultat uvek isti, medutim
redosled mnozenja (odnosno raspored zagrada) utice na brzinu izvrsenja tog mnozenja.

Prilikom racunanja proizvoda dve matrice dimenzija m X n i n X p potrebno je
izvrsiti mnp operacija.

Cij = Z alkbkj

k=1

A X B = C

mxn nxp mxp

Slika 6: Mnozenje matrica.

Primer 3.2. [7] Neka su date matrice A, B i C' dimenzija 10 x 100, 100 x 5 i 5 x 50,
respektivno. Mnozenje matrica je asocijativno, pa vazi (AB)C = A(BC).

AB — 10-100 - 5 =5000 operacija = AB je formata 10 x 5
(AB)C — 10 -5 - 50 =2500 operacija = (AB)C je formata 10 x 50.
Ukupno 7500 operacija.

BC — 100 - 5 - 50 =25000 operacija = BC' je formata 100 x 50
A(BC) — 10 - 100 - 50 =50000 operacija = A(BC) je formata 10 x 50.
Ukupno 75000 operacija.

Ovaj primer pokazuje prednosti racunanja optimalnog redosleda. Jasno je da drugaciji
redosled mnozenja dovodi do velikih razlika u vremenu potrebnom za izvrSenje mnoze-
nja. U ovom primeru prvi na¢in racunanja proizvoda matrica je ¢ak 10 puta brzi.
Prvi nacin za resavanje problema je direktno (pretrazivanjem svih moguénosti) -
brute force. Neka je dat niz od n matrica. Tada postoji n — 1 mesto u nizu na kome
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se niz moze podeliti. Nakon podele dobijaju se dva podniza - jedan duzine k a drugi
duzine n — k. Oznacimo sa L broj nacina na koji se matrice iz podniza duzine k£ mogu
pomnoziti i sa R broj nac¢ina na koji se mogu pomnoziti matrice iz preostalog niza.
Kako su ova dva nac¢ina nezavisna jedan od drugog, onda je ukupan broj jednak L - R.

Neka je P(n) broj nacina na koji se moze pomnoziti n matrica. Na osnovu
prethodnog zakljucka sledi

k=

[y

Ovakva rekurzija je povezana sa Katalanovim brojevima !, odnosno vazi
P(n)=C(n—1), gde je C(n) n — ti Katalanov broj.

Dakle, proveravanje svih moguénosti nije prakti¢no ukoliko je n veliko ( jer je C'(n—1)
veliki broj za velike vrednosti broja n.)

Bolji nacin - dinamicko programiranje.

Neka je A=Ay - Ay Ag - Apy1 - Agro - -+ Ay, 1 neka su dimenzije matrica A;,
t=1,...,n, po X P1, P1 X P2y --ry Pn_1 X Pn redom.

Problem se resava u nekoliko koraka.

1. Rastaviti problem na vise manjih potproblema.

A=A Ay Al [ Apr - Agpa - An L 1<k <.

Proizvod se podeli na dva dela A;- Ay -+ Ap i Apq- Apio---Ap,zal <k <n.
Potom se resavaju dva dobijena potproblema.

2. Definisati rekurentnu formulu.

Neka je M][i, j] minimalni ”trosak” prilikom ra¢unanja proizvoda matrica od
1—te do j—te matrice.

Rekurzivna formula je

Mli, j| = M[i, k] + M[k+1]]+pZ 1Pep;, za 1 <k <n.
M[ii] =0, zai=12,..
M[1,n] =7

IKatalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva koji su znac¢ajni u kombinatorici i zado-
n

voljavaju rekurziju Cy = 1, Cp41 = E C;Ch_;, zan > 0. Mogu se definisati i preko binomnih
i=0
1

koeficijenata C,, = m(%?)
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Dakle, dobija se slede¢a formula

1=

M[”]:{gg,ggj{M[i,k]+M[k+1,j]+p2-1pkpj}, i#g BV

Primer 3.3. [14] Neka su date matrice Ay, Ay, A3, Ay, As, C¢ije su dimenzije redom
4x10, 10x 3, 3x12, 12x20, 20 x 7. Odrediti optimalni redosled mnozenja matrica.

Resenje:

Jj1 2 3 4 5

i

1 |0 120 264 1080 1344
2 0 360 1320 1350
3 0 720 1140
4 0 1680
) 0

U datoj tabeli se u preseku i—te vrste i j—te kolone upisuju vrednosti M, j| koje
se racunaju na osnovu (3.1).

MI1,2] = min {M[1, k] + M[k + 1,2] 4+ poprp2} = M[1,1] + M[1 4+ 1,2] 4+ pop1ps =

1<k<2

=0+0+4-10-3 =120.

2<k<3

=0+0+10-3-12 = 360.

3<k<4

=0+0+3-12-20 = 720.

4<k<b

=0+0+12-20-7 = 1680.
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. M(1,1] + M[2,3] +
ML.3] = min { M1 K + Mk + 1.3] + popeps} = min 4 L1 1+ M2, 3]+ popis
e ML, 2] + M(3,3] + popaps

0+360+4-10-12, k=1 840, k=1
—mind O ’ —mind O — 264, k=2
120+0+4-3-12, k=2 264, k=2

M12,2] + M3,4] + pipaps

M2,4—m1n M2, k| + M|k + 1,4 + min
2,4 = uin (M2, + MlFk+1,4] + pipepi} = LWZ$+M%M+mmM

2<k

0+720+10-3-20, k=2 1320, k=2
:min{ e ’ :min{ ’ = 1320, k = 2]

360 04+ 10-12-20, k=3 2760, k=3

M]3, 3] + M[4,5] + pap3ps
M[37 4] + M[57 5] + P2P4Ps

0+1680+3-12-7, k=3 1932, k=3
= min{ + + ’ = min{ ’ = 1140,

720+0+3-20-7, k=4 1140, k=14

M([3,5] = min {M[3,k] + M[k + 1, ]+p2pkp5}=min{

3<k<h

M1, 1] + M|2,4] 4 pop1p4
MI1,4] = 113}324{M[1, k] + Mk + 1,4] 4+ poprpa} = min ¢ M[1,2] + M3, 4] + popapa
M[la 3] =+ M[47 4] + PoP3P4

0+1320+4-10-20, k=1 2120, k=1
—min{ 120+ 720+4-3-20, k=2 =min{ 1080, k=2 = 1080, k =2
264+0+4-12-20, k=3 1224. k=3

(

M12,2] + M3,5] + p1paps
MI2,5] = 21<nki£15{M[2,k] + M[k+1,5] + piprps } = min ¢ M[2,3] + M[4,5] + pipsps
| M[2,4] + M5, 5] + p1paps

0+ 1140 +10-3 -7, k=2 (1350, k=2
— min<{ 360+ 1680 +10-12-7, k=3 = min< 2880, k=3 = 1350, k = 2|
13204+0410-20-7, k=4 (2720, k=4
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M[la 1] =+ M[27 5] +p0p1p5
) . MI|1,2| + M|3,5] +
MI1,5] = min {M[1, k] + M[k + 1,5] 4+ poprps} = min [1,2] 13,5] + pop2ps
1<k<5 MI1,3] + MI4,5] + popsps
MI1,4] + MI5,5] + popaps
0+1350+4-10-7, =1 1630, k=1
1204+ 1140 +4-3-7 k= 1344, k=2
= min ' = min ’ =1344, k=2
264 +1680+4-12-7, k=3 2280, k=3
10804+0+4+4-20-7, k= 1640, k=4

M1, 5] = 1344, odnosno za optimalno mnozenje matrica potrebno je izvrsiti 1344
operacija mnozenja. Potrebno je jos odrediti kojim redosledom se mnoze matrice,
odnosno gde treba staviti zagrade.

k=2:M[1,5
k=4:M[3,5

MI1,2] + M3,5] + popaps == A = (A1A2)(A3A4445).
M[S? 4] + M[57 5] + P2P3ps = A= (AIAQ)((A3A4>A5)

Reéenje: A= (A1A2>((A3A4)A5)

3.3 ResSavanje problema mnozenja niza matrica pomocu
programskog paketa Matlab

%» INPUT: p - vektor dimenzija matrica

%» OUTPUT: r - optimalno resenje (najmalnji broj

b operacija koje je potrebno izvrsiti
b s - redosled mnozenja matrica

function [r,s] optim (p)

n = length(p)-1; % Broj zagrada koje postavljamo
u = zeros(n,n);
v = ones(n,n)*inf;
u(:,1) = -1;
v(:,1) = 0;
for j = 2:n

for i = 1:n-j+1

for k = 1:j-1
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. c = v(i,k)+v(i+k,j-k)+p(i)*p(i+k)*p(i+j);

16 if c<v(i,j)

17 u(i,j) = k;
18 V(i,j) = C;
19 end

20 end

21 end

22 end

23 r = v(l,n);

s s = aux(u,1,n);

25 end

27 % Odredjivanje optimalnog redosleda mnozenja matrica

»s function s = aux(u,i,j)

29 k = u(i,j);

30 if k<O

31 s = sprintf("%d",i);
32 else

33 s = sprintf (" (%s*%s)",aux(u,i,k),aux(u,i+k,j-k));
34 end
5 end

Primer 3.3. Prilikom izvrsavanja koda za p = [4 10 3 12 20 7] dobija se slede¢i
rezultat

r = 1344

s = ((1%2)*((3*4)*5)).

Dakle, dobija se sledeée optimalno mnozenje matrica (A3 As)(((AsA4)As)) 1 potrebno
je izvrsiti 1344 operacija mnozenja.

Primer 3.4. [15] Odrediti optimalni redosled mnozenja matrica ako su dimenzije ma-
trica date u narednoj tabeli

matrica ‘ f11 /42 143 /44 /45 146
dimenzije ‘ 30x35 35x15 15x5 5H5x10 10x20 20 x 25

Resenje: Za p = [30 35 15 5 10 20 25] se izvrSavanjem koda dobija rezultat
r = 15125

s = ((1%(243))((4*5)6)).

Moze se zakljuciti da je za optimalno mnozenje matrica potrebno izvrsiti 15125 ope-
racija mnozenja i pri tom je redosled mnozenja sledeéi (A1(A2A3))((A4As5)Ag).
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4 Uporedivanje nizova i edit distanca

Neformalno, string je niz simbola iz nekog alfabeta, pri ¢emu je alfabet najcesce neki
konacan skup.

Definicija 4.1. [17] Ako je ¥ alfabet a n prirodan broj, £" oznacava skup svih uredenih
n—torki (x1, 29, ..., x,), gde je x; € 3, za sve i € {1,2,...,n}.

Ova n—torka se moze krace zapisati sa z, i njena duzina je |z|. Koristi se i zapis
L1 """ Tp.

Definicija 4.2. [17] Ako je X alfabet, onda je

rt = [OJ "
n=1

skup svih nepraznih reci nad alfabetom ..
Ovom skupu se moze dodati i prazna re¢ koja se oznacava sa e.

Definicija 4.3. [17] Skup svih re¢i nad alfabetom 3 je skup
Y=Yt U{e}.

Podstring pocev od pozicije [, do pozicije r ne ukljucujuéi r, nekog stringa z, gde
vazi 0 <1 < r < |z| je string x;zyyq - 1.

Podstringovi stringa x kod kojih je [ = 0 se nazivaju prefiksi, dok se oni kod kojih
je r = |x| nazivaju sufiksi. Ukoliko je | = r u pitanju je prazan string.

Definicija 4.4. [2] Levenstajnovo rastojanje ili edit distanca je broj minimalnih ope-
racija neophodnih za transformaciju jednog stringa u drugi, pri ¢emu su dozvoljene
sledece operacije (tzv. edit operacije) ¢ija je cena 1:

e umetanje znaka
e brisanje znaka
e zamena jednog znaka drugim.

Nazvana je po ruskom naucniku (Vladimir Levenshtein) koji se 1965. bavio ovim
rastojanjem.

Primer 4.1. [2] Neka su data dva stringa: SNOWY i SUNNY. Odrediti rastojanje
izmedu njih.
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Resenge:
Levenstajnovo rastojanje (edit distanca) iznosi 3

umetanje zamena brisanje

SNOWY 22l sqUNOWY 228, SUNNWY 222 o7 NNY.

Napomena: Moze se primetiti da reSenje ne mora biti jedinstveno. Drugo moguce
reSenje je
zamena zamena zamena

SNOWY 228, syowy 22X sUNWY Y22 SUNNY.

Neke primene edit distance su:

e Softveri za ispravljanje pravopisnih gresaka - spelcekeri (eng. spell checker).
Kada speléeker uo¢i mogucu gresku u spelovanju (odnosno re¢ koju je korisnik
uneo se ne nalazi u re¢niku), smatra se da re¢ nije korektno uneta i izlistavaju
se sve reci koje su "bliske” unetoj reci. Da bi se odredilo koliko su neke reci
bliske koristi se upravo Levenstajnovo rastojanje.

e Prepoznavanje govora.

e U molekularnoj biologiji se koristi za izucavanje DNK sekvenci. Dezoksiribonu-
kleinska kiselina (DNK) sadrzi uputstva za razvoj i pravilno funkcionisanje svih
zivih organizama. Zajedno sa RNK i proteinima, DNK je jedan od tri glavna
tipa makromolekula koji su esencijalni za sve poznate forme zivota. DNK se-
gment koji prenosi ova vazna uputstva se naziva gen. Svaki se lanac DNK sastoji
od nukleotida (gradivnih jedinica) kojih ima 4: adenin (A), citozin (C), guanin
(G) i timin (T). Nukleotidi obrazuju dva polinukleotidna lanca koji su spiralno
uvijeni. Lanci su medusobno vezani vodoni¢nim vezama koje se uspostavljaju
izmedu sledecih tzv. azotnih parova: A-T; C-G. Raspored ovih baza duz DNK
lanca (npr. ATCGATTA) je DNK sekvenca.

Genom je kompletan set DNK u jednom organizmu i sastavljen je od cak 3
milijarde baznih parova. Poznato je da se za svaka dva ljudska organizma DNK
sekvence razlikuju za ne vise od 0.1%, Sto znaci da postoji 3 miliona pozi-
cija na kojima se DNK sekvence razlikuju. Te razlike su od ogromne naucne
i medicinske vaznosti, jer se pomoc¢u njih moze predvideti podloznost ljudi
odredenim bolestima.

DNK sekvenca moze da se posmatra kao string sac¢injen od slova AT,G,C,
Sto znaci da se moze koristiti edit distanca za merenje varijacija izmedu DNK
molekula.

Jedan od nacina da se stekne uvid u funkcionisanje nekog novootkrivenog gena
jeste da se pronadu poznati geni koji su bliski novootkrivenom.
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Slika 7: Struktura DNK

4.1 Odredivanje edit distance pomocéu DP

Neka su data dva niza (stringa) x1zg - - - T, 1 Y192 - - - Y. Odrediti edit distancu izmedu
njih. Kada je re¢ o dinamickom programiranju prvo pitanje koje se namece je kako
odrediti potprobleme.

Sa E(i,7) je oznacena edit distanca izmedu prefiksa prve reci zizs - - - z; i nekog
prefiksa druge reci yiy2---y;, za i € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}. Krajnji cilj je
odredivanje E(m,n).

E(i,0) = i jer je drugi string prazan string, pa je potrebno i puta izvrsiti brisanje
slova u prvom stringu (duzine 7).

Analogno vazi F(0,7) = j.

U nastavku se posmatra x1z2 - - - 2; 1 y1y2 - - - yj, zad € {0,1,2,...,m}, 5 € {0,1,2,...,n}.
Postoje dve mogucnosti:

1. Ako je z; = yj;, Sto znaci da je elemenat na i—tom mestu u prvom stringu jednak
jJ—tom elementu u drugom i tada je

E(Zv]) = E(i_ 17j - 1)

(trazi se edit distanca izmedu x1zo--- 221 1 Y1y2 -+ - Yj—1)-
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2. Ako je z; # y; moguce je izvrsiti jednu od tri prethodno navedenih edit opera-
cija:

(a) umetanje znaka: Na string x;z5---z; se dodaje y;, i dobija se string
duzine ¢ + 1. Tada novodobijeni string i y1y» - --y; na poslednjem mestu
imaju isto slovo, §to znaci da je

E(i,7)=FE(,j—1 1
(i,j)=E@j-1)+ 1

umetanje

edit distanca
i znaka

za T1+Ti 1
Yi-yYj—1

(b) brisanje znaka: Stringu xjxs---x; se brise poslednje slovo i dobija se
string x125 - - - x;_1 duzine ¢ — 1. Tada je
E(,j)=FE({i—1,j 1
(i,j)=E(i-1j)+ 1

brisanje

edit distanca
i znaka

za T1-Ti—1 1
Y1--y;

(c) zamena jednog znaka drugim: U prvom stringu se poslednje slovo z;
zameni poslednjim slovom drugog stringa y;. Sada ovako dobijeni stringovi

imaju isto poslednje slovo, sto znaci da je

| — ~

edit distanca Zgﬁiga
zZa Tr1-"Tij—1 1
Yi1-Yj—1
U slucaju da je z; # y; vazi
E(i,j—1)+1

E(i,j) =min< E(i—1,7) +1
E(i—1,j—1)+1.

Najmanji broj edit operacija iznosi

E(i,j—1)+1
o . . L T #y,
E(/L?])_mln E(Z_L])—i_l ) C(Z,])— (41)
E<Z - 173 - 1) +C(27j)

Da bi se odredilo F(m,n) popunjava se tabela dimenzije m+1 x n+ 1, koriste¢i (4.1).
Resenje problema, odnosno optimalna duzina edit distance se ¢ita iz donjeg desnog

ugla tabele.
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j—17 n

\‘/_

<— Resenje

Primer 4.2. [2] Data su dva stringa EXPONENTIAL i POLY NOMIAL. Odrediti
edit distancu izmedu njih.

Resenge:

Ovaj problem se resava razbijanjem na manje probleme. Posmatraju se prefiksi prvog
i drugog stringa i za svaki od njih se odreduje njihova edit distanca. Krajni cilj je
odrediti edit distancu polazne reci, odnosno E(11,10). Jedan potproblem je dat u
nastavku.

EX P ONENTTIATL

P OL Y NOMTIAL

E(7,5) predstavlja edit distancu prefiksa EXPONEN i POLY N.
Prilikom resavanja problema popunjava se tabela u kojoj se u preseku i—te vrste i
j—te kolone nalazi E(i,j), i to na sledeé¢i nacin:

1. Prvo se popune prva vrsta i prva kolona, jer je poznato da je E(i,0) = i i
E(0,7) = j. Oznaka — u tabeli predstavlja prazan string, odnosno string duzine
0.

2. Ostali elementi tabele se popunjavaju pomoc¢u rekurzivne formule (4.1), i to na
sledeéi nacin:
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(a) Prvo se proverava da li su poslednja slova dva prefiksa jednaka. Uko-
liko jesu, odgovarajuce polje se popunjava tako Sto se kopira njemu odgo-
varajuce dijagonalno polje.

Kopiranje
dijagonalnog
elementa

(b) U suprotnom svako polje date tabele se popunjava na sledeé¢i na¢in

Zamena Brisanje
znaka znaka
(replace) \ |(delete)
Dodavanje N'min{replace,
znaka insert, delete}
(insert) +1

U nastavku se popunjava tabela formata 11 x 10.

E(i,0) =1, zasve i =1,2,...,m.

E0,j) =4, zasve j =1,2,....,n.

(E(1,0) +1 (1+1
E(1,1) =ming E(0,1)+1 =min{1+1 =1
| E(0,0) +1 (0+1
(E(1,1) +1 (1+1
E(1,2) =min{ E(0,2)+1 =min{2+1 =2
| £(0,1) +1 (1+1
(E(1,2) +1 (2 +1
E(1,3) =minq £(0,3)+1 =min¢3+1 =3
E(0,2) +1 2+1

43



E(1,3)+1
E(1,4) =minq E(0,4) +1
| E(0,3) + 1
(B(1,4) +1
E(1,5) =min{ E(0,5) + 1
| £(0,4) +1
(E(1,5)+1
E(1,6) = min { E(0,6) + 1
| E(0,5) + 1
E(1,6) +1
E(1,7) =minq E(0,7) +1
| E(0,6) + 1
(E(1,7)+1
E(1,8) =min ¢ E(0,8) + 1
LEmjy+1
(FB(1,8) +1
E(1,9) = min{ E(0,9) + 1
| £(0,8) + 1
(E(1,9) + 1
E(1,10) = min < F(0,10) + 1
| E(0,9) + 1
(E(11,0) 4+ 1
E(11,1) = min ¢ F(10,1) +1
E(10,0) + 1
E(11,1) +1
E(11,2) = min { F(10,2) + 1
E(10,1) + 1
E(11,3) = E(10,2) =8

= min

= min

= min

= min

= min

= min

= min

= min

= min

(3+1
441
(3+1
(4+1
541
4+1

(5+1
6+ 1
(541
(6 +1
7+ 1
(6+1
(741
8+1
(741

(841
9+1

(8+1

9+1
10+1
9+1

(11 +1
9+1
(10 +1

(10 + 1
8+1
(9 +1
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(B(11,3) + 1 (8 +1
E(11,4) =min < £(10,4)+1 =min¢8+1 =9
E’(lO 3)+1 83+ 1
(E(11,4) 4+ 1 (9+1
E(11,5) =min ¢ £(10,5)+1 =min¢7+1 =38
| B(10,4) + (8 +1
(E(11,5) + 1 (8 +1
E(11,6) =min{ £(10,6) +1 =min{7+1 =8
| B(10,5) + 1 (7+1
(E(11, 6)+1 (8 +1
E(11,7) = min ¢ E(10,7) + =min¢7+1 =8
| E(10, 6)—|—1 (7+1
(E(11,7) + (8 +1
E(11,8) =min ¢ F£(10,8) +1 =min¢7+1 =38
| B(10,7) + 1 (741
(E(11,8) + 1 (8 +1
E(11,9) =min{ £(10,9) +1 =min{6+1 =7
| £(10,8) + 1 (7+1
E(11,10) = E(10,9) = 6
- P OL YN OMTI A L
-0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E|1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X|2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P33 2 3 3 4 5 6 7 8 9 10
Ol 4 3 2 3 4 5 5 6 7 8 9
N|5 4 3 3 4 4 5 6 7 8 9
E|6 5 4 4 4 5 5 6 7 8 9
N|7 6 5 5 5 4 5 6 7 8 9
T | 8 T 6 6 6 5 5 6 7T 8 9
I 9 8 7 7T 7T 6 6 6 6 7 8
A1 9 8 8 8 7 7 T 7T 6 7T
L{1l 10 9 8 9 8 8 8 8 7 6
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E(11,10) = 6 sto znadi da je potrebno izvrsiti 6 edit operacija kako bi se string
EXPONENTIAL transformisao POLYNOMIAL. Potrebno je jos odrediti koje su to
operacije u pitanju. Elementi tabele (,7) se mogu posmatrati kao ¢vorovi, a grane
su oblika (i — 1,75) — (4,7), (4, — 1) = (4,5) i (i — 1,7 — 1) — (4,4). Duzina svake
grane je 1, osim u slucaju kada je {(: — 1,5 — 1) — (¢,7) : 2; = y;}, tada je duzina
jednaka 0 (u tabeli je u nastavku prikazano isprekidanom linijom). Dakle, trazi se
najkra¢i put izmedu ¢vorova (0,0) i (m,n). Kada se pronade jedan najkraéi put od
(0,0) do (m,n), do optimalnog niza edit operacija se dolazi kada se krene od (m,n) (u
donjem desnom uglu), i svako pomeranje gore predstavlja brisanje znaka, pomeranje
gore dijagonalno predstavlja zamenu znaka, a pomeranje levo je dodavanje znaka.

Jedno resenje je dato u nastavku (ranije je ustanovljeno da ukoliko resenje postoji
ono ne mora biti jedinstveno).

- P OLYNOMTIATL

=13 Z H Z O " XA |

aaaaaa dodavanje
EXPONENTIAL =My EXPONENMIAL =220« EXPONENOMIAL

aaaaaa

brisanje brianje

slovaX; EPOLYNOMIAL Slov:aE> POLYNOMIAL.
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4.2 ResSenje problema pomocéu programskog paketa
Matlab

% INPUT: sl-string 1
b s2-string 2

3 % OUTPUT: d-edit distanca

function d=edit_distance(sl1,s2)

m=numel (sl1); % duzina stringa sl
n=numel (s2); % duzina stringa s2
d=zeros(m+1,n+1); % nula matrica

% inicijalizacija matrice
for i=1:m+1

d(i,1)=i-1;
end
for j=1:n+1
d(1,j)=j-1;
end

for j=2:n+1
for i=2:m+1
if s1(i-1) == s2(j-1)
d(i,j)=d(i-1,j-1);
else
d(i,j)=min ([
d(i-1,j) + 1, ... 7 brisanje znaka
d(i,j-1) + 1, ... 7 dodavanje znaka
d(i-1,j-1) + 1 ... % zamena dva znaka
1;
end
end
end
d=d (m+1,n+1) ;

Primer 4.2 Za s1 = " EXPONENTIAL’i s2 = 'POLYNOMIAL’ se izvrsavanjem koda

dobija d = 6.
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5 Najduzi zajednicki podniz
5.1 Motivacija

Date su DNK neke dve vrste. Koliko su sli¢ne?

DNK: DNK:
AGCCCTAAGGGCTACCTAGCTT GACAGCCTACAAGCGTTAGCTTG
AGCCCTAAGGGCTACCTAGCTT GACAGCCTACAAGCGTTAGCTTG

Kada se uporedi DNK ove dve vrste, pri cemu se DNK moze posmatrati kao string
(odnosno kao niz slova A, T,G i C), odredivanjem njihovog najduzeg zajednickog pod-
niza - AGCCTAAGCTTAGCTT, jasno je da su ove dve vrste poprili¢no sli¢ne.

Postoje i druge primene najduzeg zajednickog podniza, poput softverskog inze-
njerstva. Dva niza mogu da poticu iz dve verzije izvornog koda za isti program pa je
nekada potrebno utvrditi koje su promene izvrsene od jedne do druge verzije.

Najjednostavnije resenje problema nalazenja najduzeg zajednickog podniza bi po-
drazumevalo trazenje svih mogucih podnizova dva data stringa, a zatim pronalazenje
najduzeg medu njima. Ako je X duzine m, a Y duzine n, postoji 2™ podnizova niza
X, i za svaki od njih je potrebno O(n) vremena da se proveri da li je podniz niza Y.
To dovodi do toga da bi ovakvim resavanjem problema vreme bilo eksponencijalno,
odnosno O(2™n), §to ¢ini ovaj pristup izuzetno neefikasnim. Zbog toga je potrebno
primeniti tehnike dinamickog programiranja kako bi se dobio efikasniji algoritam za
reSavanje ovog problema.

5.2 Formulacija problema

Problem najduzeg zajednickog podniza (eng. Longest Common Subsequence Problem
- LCS): Neka su data dva niza X = (x1,29,....,x0) 1Y = (Y1,y2, ..., Yn). Odrediti
najduzi zajednicki podniz ova dva niza i njegovu duzinu.

Definicija 5.1. [16] Neka su data dva niza X = (1,29, ...,xm) 1 Z = (21, 22, ..., 2k)-
Kaze se da je Z podniz niza X ako postoji striktno rastuéi niz indeksa (iy, is, ..., i)
(1 <y <ig <..<ip<n)tako daje Z = (xy, Ty, ..., iy ).

Na primer, ako je X = (ABRACADABRA) onda je niz Z = (AADAA) jedan podniz
niza X.

Definicija 5.2. [16] Za dva niza X i Y najduzi zajednicki podniz nizova X i Y je
najduzi niz Z koji je podniz oba niza, i X i Y.

48



Na primer, neka je X = (ABRACADABRA) i1Y = (YABBADABBADOO,).
Tada je naduzi zajednicki podniz Z = (ABADABA) (Pogledati Sliku 8).

7 Les = [ATBIATDIATBA]

Slika 8: Pimer najduzeg zajednickog podniza nizova X i Y.

Napomena: Moze se primetiti da najduzi zajednicki podniz ne mora biti jedinstven.
Na primer: LCS za nizove (ABC) i (BAC) su (AC) i (BC).

5.3 LCS algoritam

U nastavku ¢e biti pokazano da LCS problem ima optimalnu podstrukturu. Neka
je dat niz X = (x1, 29, ...,z,) tada se i—ti prefiks niza X, za svako i = 1,2,...,m,
oznacava sa X; = (r1, Ta, ..., T;).

Teorema 5.1. [15] Neka su X = (21,29, ..., Tm) 1 Y = (Y1, Y2, ..., Yn) dva niza i neka je
Z = (21, 29, ..., zx) najduzi zajednicki podniz za X i Y. Tada vaze sledeca tvrdenja:

1. Ako je z,, =y, onda zx = ,, = Y, 1 Z_1 je najduzi zajednicki podniz za X,,_1
iY, 1.

2. Ako je x,, # y, onda zp # x,, implicira da je Z najduzi zajednicki podniz
nizova X,,_11Y.

3. Ako je x,, # y, onda z; # y, implicira da je Z najduzi zajednicki podniz nizova
XiY, 1.

Dokaz:

1. Ako je zp # x,, onda se dodavanjem x,, = ¥y, na niz Z dobija zajednicki podniz

nizova X i Y koji je duzine k + 1 sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je Z
najduzi zajednicki podniz. Dakle, mora vaziti x,, = y, = 2.
Dalje, prefiks Z,_; je duzine kK — 1 i on je zajednicki podniz nizova X,, 1 i
Y,.—1. Treba pokazati da je on i najduzi. Pretopstavimo suprotno. Neka je W
podniz nizova X,,_1 i Y, _; Cija je duzina veca od k — 1. Dodavanjem x,, = v,
na niz W se dobija zajednicki podniz za X i Y koji je duzine veée od k, sto je
kontradikcija.
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2. Ako je z # x,, onda je Z zajednicki podniz za X,, 1 i Y. Treba pokazati da je Z
ujedno i najduzi takav niz. Pretpostavimo suprotno, neka postoji W, zajednicki
podniz nizova X,, 1 1Y duzine vece od k. Tada je W ujedno i zajednicki podniz
za X 1Y, §to je kontradikcija sa pretpostavkom da je Z najduzi zajednicki podniz
za X 1Y.

3. Analogno kao 2.
[

Neka su X 1Y dva niza duzine m i n respektivno. L(i, j) predstavlja duzinu najduzeg
zajednickog podniza prefiksa X; = (@1, 29, ...,2;) 1 Y; = (y1, y2, ..., y;). U nastavku se
posmatraju dva slucaja:

1. Slucaj: z; = y;.
Na osnovu Teoreme 5.1 sledi naredna jednakost

L(i,j)=Lti—1,j—1)+1. (5.1)

2. Sluéaj: z; # y;. Najduzi zajednicki podniz se moze zavrSavati sa x;,y;, ili
ni jednim ni drugim. Ovim razmatranjem se dobija jednakost

L(i,j) = max {L(i — 1,§), L(i,j — 1)}. (5.2)

L(i,0) = L(0,j) =0zai=1,2,....m, j = 1,2,....,n (ukoliko je jedan string prazan
onda je i LCS takode prazan string).

X=GTTCCTAATA X=GTTCCTAATA
(a) (b)

Slika 9: Dva slucaja za L(i,j) : (a) z; = y;; (b)z; # vj.

Prilikom resavanja problema formira se tabela L dimenzija (m+1) x (n+1). Prvi
korak je inicijalizacija: L(7,0) = L(0,7) =0,zai=1,2,....,m, j = 1,2,...,n. Ostatak
tabele se popunjava na osnovu rekurzivnih relacija (5.1) i (5.2). Ovakav algoritam
pamti samo vrednosti L(7,j), a ne i poklapanja stringova. Dakle, LCS algoritam
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daje duzinu najduzeg podniza dva stringa (to je vrednost L(m,n) u tabeli u donjem
desnom uglu) ali ne daje sam podniz.

Najduzi zajednicki podniz se dobija koris¢enjem principa "unazad.” Jedan nacin
je da se krene od nazad, tj. od L(m,n) i da se rekonstruiSe najduzi podniz. Za svaku
poziciju L(%, j) se prvo odreduje da li je z; = y;. Ukoliko je ovo ispunjeno, za sledeci
element u podnizu se uzima x;, i vr8i se pomeranje na poziciju L(i — 1,5 — 1). U
suprotnom se vrsi pomeranje na veéu od sledeée dve porzicije u tabeli: L(i — 1, j) ili
L(i,j — 1). Proces se zaustavlja kada se dode do slucaja da je i = 0 ili j = 0.
Napomena: Vreme potrebno za odredivanje najduzeg zajednickog podniza stringa
X (duzine m) i Y (duzine n) iznosi O(mn).

Primer 5.2. [16] Odrediti najduzi zajednicki podniz za stringove X = BACDB i
Y = BDCB.

Resenge:
Prva faza rasavanja problema: Odredivanje duzine najduzeg zajednickog podniza.
Potrebno je formirati tabelu formata 6 x 5, koja se popunjava na osnovu (5.1) i (5.2).

- B D C B
L | O 1 2 3 4
000l o0lo0]0
B 1]0 1 1 1 1
A 210 1 1 1 1
cC 3]0 1 1 2 2
D 40 1 2 2 2
B 5|0 1 2 2 3
L(i,0) = L(0,j) =0 zasvei=1,..,5, j=1,..,4.
LO,1) =L(0,0) +1=0+1=1
L(1,2) = max{L(1,1),L(0,2)} = max{1,0} =1
L(1,3) = max{L(1,2),L(0,3)} = max{1,0} =1
L(1,4) = L(0,3) +1=0+1=1
L(2,1) = max{L(2,0), L(1,1)} = max{0,1} =1
L(2,2) =max{L(2,1),L(1,2)} = max{1,1} =1
L(2,3) = max{L(2,2),L(1,3)} = max{l,1} =1
L(2,4) = max{L(2,3),L(1,4)} = max{l,1} =1
L(3,1) =max{L(3,0),L(2,1)} = max{0,1} =1
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L(3,2) =max{L(3,1),L(2,2)} = max{l,1} =1
L(3,3)=L(2,2)+1=1+1=2
L(3,4) = max{L(3,3),L(2,4)} = max{2,1} =2
L(4,1) = max{L(4,0),L(3,1)} = max{0,1} =1
L(4,2) =L, 1) +1=1+1=2
L(4,3) = max{L(4,2),L(3,3)} = max{2,2} =2
L(4,4) = max{L(4,3),L(3,4)} = max{2,2} =2
L(5,1)=L(4,0)+1=0+1=1
L(5,2) =max{L(5,1),L(4,2)} = max{1,2} =2
L(5,3) = max{L(5,2), L(4,3)} = max{2,2} =2
L(5,4)=L(4,3)+1=2+1=3

Duzina najduzeg zajednickog podniza iznosi L(5,4) = 3.

Druga faza reSavanja problema: Odredivanje najduzeg zajednickog podniza.

WoOaQew:

QY x| W | | O

o|lojlo|looclo o
el i e el e =)
I T el I N |
RO N ROl O
o (eI N ] I yo!

e Korak 1: Posmatra se polje L(5,4) u tabeli. Kako je z5 = y4 = B, LCS se
zarvSava slovom B. Potom se vr§i pomeranje na polje L(4,3) u tabeli.

e Korak 2: Vrednost L(4,3) predstavlja duzinu najduzeg zajednickog podniza
prefiksa BACD i BDC. Kako je D = x4 # y3 = C pomeranje se vrsi na veéu od
sledeée dve pozicije: L(4,2) = 21 L(3,3) = 2. Kako su ove vrednosti jednake,
proizvoljno se bira jedna od njih - na primer L(3, 3).

e Korak 3: Vrednost L(3,3) predstavlja duzinu najduzeg zajednickog podniza
prefiksa BCA i BDC. Kako je x3 = y3 = C, LCS ovih prefiksa se zavrsava
slovom C. Potom je potrebno pomeriti se na polje L(2,2) u tabeli.
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e Korak 4: Vrednost L(2,2) predstavlja duzinu najduzeg zajednickog podniza
prefiksa BA i BD. S obzirom da je A = 25 # y, = D pomeranje se vrsi na
vecu od sledece dve pozicije u tabeli: L(2,1) = 1 ili L(1,2) = 1. Posto su ove
dve vrednosti jednake, proizvoljno se bira jedna od njih. Na primer, neka je to
L(1,2).

e Korak 5: Vrednost L(1,2) predstavlja duzinu najduzeg zajednickog podniza
prefiksa B i BD. Kako je B = x1 # yo = D pomeranje se vrsi na ve¢u od sledece
dve porzicije u tabeli: L(1,1) = 1ili L(0,2) = 0. Dakle, potrebno je pomeriti se
na polje L(1,1) u tabeli.

e Korak 6: Vrednost L(1,1) predstavlja duzinu najduzeg zajednickog podniza
prefiksa B i B. Kako su oni jednaki, B je deo najduzeg zajednickog podniza
polaznih stingova.

Duzina najduzeg zajednickog niza iznosi 3 i jedan takav niz je BCB.

Primer 5.3. [21] Odrediti najduzi zajednicki podniz za stringove X = GTTCCTAAT A
1Y =CGATAATTGAGA.

Resenge:

Tabela se popunjava analogno, kao u prethodnom primeru.

L|-|C|G|A|T|A|A|T|T|G|A|G]|A
-[oJoJoJofoJofoJoJo[o]o[oO0]oO
GloJo 111111111 [1]1
Tlojo[1[1[2]2]2[2]2]2[2]2]2
TloJo[1[1[2]2[2[3[3[3][3[3]3
Clof1]1]1[2]2]2[3]3[3][3[3]3
Clojfr1]1]1[2[2[2[3][3[3][3[3]3
Tlo[1[1[1]2]2]2[3[4[4][4]4]14
Alo[1]1]2[23[3[3[4][4[5[5]5
AJol1[1[2]2]3[4a]4[4[4][5]5]6
Tlo[1[1[2[3[3[4[5]|5 5|5|5][6
AJof1]1]2[3[4]4]5[5]5]6[6]6

Duzina najduzeg zajednickog podniza iznosi 6 i jedan takav podniz je CTAAT A.
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5.4 ReSenje problema najduzeg zajednickog podniza pomocu

programskog paketa Matlab

INPUT: X - prvi string
Y - drugi string
OUTPUT: d - duzina najduzeg zajednickog podniza
LongestString - najduzi zajednicki podniz

function [d, LongestString] = LCS(X,Y)

n
m

T

L=

b

5 b

=numel (X); % duzina prvog stringa
=numel (Y); % duzina drugog stringa

Inicijalizacija matrice L
zeros (n+1,m+1) ;

b je matrica pridruzena matrici L
= zeros (n+l1,m+1);

b(:,1)=1; % Pomeranje gore

r b(1,:)=2; % Pomeranje levo

for i = 2:n+1
for j = 2:m+1
if (X(i-1) == Y(j-1))
L(i,j) = L(i-1,j-1) + 1;
b(i,j) = 3;
else
L(i,j) = L(i-1,j-1);
end
if (L(i-1,3) >= L(i,j))
L(i,j) = L(i-1,j);
b(i,j) = 1; % Pomeranje gore
end
if (L(i,j-1) >= L(i,j))
L(i,j) = L(i,j-1);
b(i,j) = 2;% Pomeranje levo
end

end

end
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37 L(Z,l)

[1; % brisanje prve kolone matrice L

s3s L(1,:) = [1; % brisanje prve vrste matrice L
30 b(:,1) = [1; % brisanje prve kolone matrice b
wb(1,:) = [1; % brisanje prve vrste matrice b
ad = L(n,m);

42 if( == 0)

a3 LongestString = ’’; J Prazan string

14 else

15 %» 0dredjivanje najduzeg zajednickog podniza
46 i = n;

17 j = m;

48 P = d;

19 LongestString = {};
50 while(i>0 && j>0)

51 if(b(i,j) == 3)

52 LongestString{p} = X(i);
53 P = p-l;

54 i = i—l;

jo=3°1;

56 elseif (b(i,j) == 1)

57 i=1i-1;

58 elseif (b(i,j) == 2)

59 j = 3-1;

60 end

61 end

62 LongestString = char(LongestString) ’;
63 end

62« end

Primer 5.1. IzvrSavanjem programa za X = BACDB' 1Y =" BDCB’ se dobija
reSenje: d = 3 i LongestString = BCB.

Primer 5.2. Za X = GTTCCTAATA 1Y =" CGATAATTGAGA' se dobija resenje:
d =61 LongestString = CTAAATA.
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6 Prosta raspodela jednorodnog resursa

Neka je na raspolaganju jedna vrsta resursa u ogranicenoj koli¢ini od S jedinica
i posmatrajmo n aktivnosti Ay, Ag, As, ..., A, (razli¢iti proizvodni procesi prerade
posmatranog resursa, razlic¢ite linije, odnosno masine, radna mesta i sli¢cno) u ¢iju
realizaciju je potrebno uloziti odredenu koli¢inu resursa. Ukoliko se ulozi = jedinica
ovog resursa u aktivnost A; ostvaruje se dobit od ¢;(x), pri ¢emu je funkcija ¢;(z)
neka unapred zadata nenegativna realna funkcija za sve 1 = 1,2, ..., n.

Problem proste raspodele jednorodnog resursa dat u [3], se uobi¢ajeno modelira

u slede¢em obliku .
max Z ci(x;)
i=1

i=1

;> 0,1=1,2,...,n.
Za svaku aktivnost A; potrebno je odrediti koli¢inu resursa x; koju u nju treba uloziti,
tako da ukupna ostvarena dobit bude maksimalna i da ukupna raspoloziva koli¢ina
resursa bude u potpunosti rasporedena.
U slucaju da su kapaciteti procesa (odnosno aktivnosti) ograniceni, javljaju se
sledeca ogranicenja

(6.1)

0 <uz; <Q;, pricemu je Q; kapacitet ¢ — tog procesa.

Resavanje problema (6.1) primenom standardnih metoda matematickog programi-
ranja cesto ume da bude izuzetno neefikasno jer funkcije ¢; mogu da budu nelinearne, a
osim toga, nekada je resurs takav da su mu jedinice nedeljive, odnosno promenljive x;
treba da zadovoljavaju i uslov celobrojnosti. Stoga je nekada jednostavnije prethodno
opisani proces posmatrati kao jedan viseetapni proces upravljanja.

Etapa i predstavlja realizaciju aktivnosti A;, i = 1,2, ..., n, upravljanje na toj etapi
je jednako koli¢ini resursa x;, dok je stanje r; odredeno ukupnom preostalom koli¢inom
resursa koja je nerasporedena posle ulaganja u prvih ¢ aktivnosti - Ay, As, ..., A;.
Upravljanje z; € [0,7;_1], a trenutno i prethodno stanje su u relaciji r; = r;_; —

x;. PocCetno stanje 1y = S (jer je raspoloziva koli¢ina resursa jednaka S), dok je
zavrsno stanje 7, = 0 (jer je potrebno da ukupna koli¢ina resursa bude u potpunosti
rasporedena).

Ako se ovaj problem intrepretira pomoc¢u Belmanovog principa optimalnosti onda
se on moze definisati na slede¢i nac¢in: Ako se n-tom procesu (aktivnosti) dodeli
odredena koli¢ina ogranicenog resursa S, koja ¢e se oznaciti sa z,,, onda koli¢inu koja
preostaje (S—z,) treba raspodeliti na ostale procese (aktivnosti), pri ¢emu ostvarena
dobit treba da bude maksimalna.
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Problem (6.1) se svodi na slede¢i oblik

n
max Z ci(x;)
i=1

€T; < [O,Ti_l]
ro=2.S, r, =0.

Neka je F;(r) maksimalna dobit prilikom ulaganja resursa koli¢ine r u prvih i
aktivnosti Ay, As, ..., A;. U tom slucaju vazi

i

Fi(r) = max ch(xl),
T1,T9,...,T;

=1

(2
pri ¢emu je le =rix; >0,zasvel=12,..,1.
=1
U slucaju da je ¢ = 1 maksimizacija se vrsi samo po jednoj promenljivoj z; = r i tada
vazi

Fi(r) =ci(r). (6.3)

Za i > 1 vazi

i i—1
Fi(r) = max ch(xl) = max < ¢(zr;) + max ch(xl) :
T1,T2,...,T; =1 z;€[0,7] T1,L2,ee s Ti—1

=1

pri ¢emu se prilikom ulaganja x; koli¢ine resursa u aktivnost A;, maksimizacija ukupne

i—1
dobiti od aktivnosti Ay, As, ..., A;_1 vrsi po onim 1, s, ..., T;_1 za koje vazi le =
=1
r — x;. Na osnovu toga sledi
Fi(r) = max {c¢i(z;) + Fi1(r —z;)}, zai=23,..,n. (6.4)

z;€[0,7]

Ovako definisano F,,(S) predstavlja optimalnu vrednost funkcije cilja problema (6.2).
Problem se resava u dve faze.

e U prvoj fazi se na svakoj etapi iduéi od prve do poslednje odreduje maksimalna
dobit F;(r) na osnovu formula (6.3) 1 (6.4), kao i ulaganje resursa zf(r) € [0, 7] za
koje se ta maksimalna dobit dostize. Pri tom se ove vrednosti racunaju za svako
r € [0,5], gde je r moguce ulaganje resursa u prvih i aktivnosti (A, Ag, ..., 4;).
Vrednost F,,(S) predstavlja maksimalnu dobit, a z}(S) jednaka je optimalnom
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ulaganju resursa u aktivnost A,,.
Napomena: Ako su svi z; celobrojni, maksimizacija se vrsi po z; € {0, 1,...,7}
i F; se izracunava za svako r € {0,1, ..., S}.

e Kako su u prvoj fazi odredene vrednosti x5 (r), 23(r), ..., 2 (S), sada se odreduje

niz optimalnih ulaganja z7, 23, ...,z , i to na rekurzivni nac¢in polazeci od posle-

aey n’

dnje do prve etape na slede¢i nacin

x, =x,(9), v =x;(S—a), —a;_—--—x;,), zai=n—1,.., 1L
Primer 6.1. [3] U okviru jedne proizvodne organizacije je potrebno raspodeliti S = 4
jednake masine na n = 3 pogona, pri ¢emu je dobit ¢;(x) koja je ostvarena pri ulaganju
x masina u i—ti pogon za ¢ = 1, 2,3 data u tabeli:

N\ 01 2 3 4
¢i(x

a(z) |0 5 9 11 14
co(x) |0 3 5 8 12
cs(z) |0 6 8 14 15

Odrediti raspodelu masina po pogonima kojom se obezbeduje maksimalna ukupna
dobit.

Resenje: Neka su x1, x5 1 3 broj masina koje treba uloziti u prvi, drugi i treé¢i pogon
respektivno. Problem se moze zapisati u slede¢em obliku.

max cl(xl) + CQ(.’KQ) + Cg(ﬂ?g)
T+ Ty +a3=4
x; > 0, x; celobrojno, i =1,2,3.

Naetapit=1izar=20,1,2,3 vazi

To znaci da vazi

Fi(0)=01 z7(0)=0
F(1l)=51zj(1) =1
Fi(2) =91 z7(2) =2
Fi(3)=11 1 x3(3) =3
Fi(4) =14 i 27(4) = 4.



Na etapi t =2 je
Fy(r) = max {cg(:vg) + Fi(r —ax9)}

0<zo<

pazar=20,1,2 3,4 vazi

F5(0) = max{c2(0) + F1(0)} =0 1 25(0) =

F5(1) = max{ce(0) + Fi(1), o1 )+F1( )} = max{0+5 3+0}=5123(1)=0

F5(2) = max{cz(0) + F1(2), c2(1) + Fi(1), c2(2) + F1(0)} =
=max{0+9,3+55+0} =9 1 23(2)=0

F5(3) = max{c2(0) + F1(3),c2(1) + F1(2), c2(2) + Fi(1),c2(3) + F1(0)} =
=max{0+11,34+9,5+5,84+0} =12 i 25(3) =1

F2(4) == maX{CQ(O) + F1(4),CQ(1) + Fl(g),62(2) + F1(2),CQ(3) + Fl(l),62(4) + Fl(O)} ==
— max{0 4+ 14,3 + 11,5+ 9,8 + 5,12 + 0} = max{14, 14, 14,13, 12} = 14
i a5(4) = 01li 1ili 2.

Na etapi ¢ = 3 vazi

F3(4) = max {C3(SE3) + F3(4 —x3)} =

0<z3<
= max{cg( ) -+ F2(4>, 03(1) —+ F2(3), 63(2) + FQ(Q), Cg(3> -+ F2<1)03(4) -+ FQ(O)} =
=max{0+ 14,6 + 12,8+ 9,14 + 5,15+ 0} = max{14,18,17,19,15} = 19
i 23(4) = 3.
Maksimalna dobit prilikom ulaganja 4 masine u 3 pogona je jednaka 19 novcanih
jedinica. Optimalni niz upravljanja z7j, x5, x5 se formira na sledeé¢i nacin:

v=i4) =3, wy—ayd—a) = (1) =0, o =aj(d—a—af) = 2}(1) = 1.

Dakle, optimalna strategija podrazumeva ulaganje 1 masine u prvi pogon i 3 masine
u tre¢i pogon.

Primer 6.2. [6] Za potrebe rada proizvodnog sistema, potrebno je table iverice (jed-
norodni resurs) raspodeliti na 3 moguce proizvodne linije, pri ¢emu je kapacitet
proizvodnih linija ogranicen i vazi 0 < x; < 3, za ¢ = 1,2,3. Koli¢ina iverice je
takode ogranicena i iznosi S = 6 jedinica. Ostvarena dobit na proizvodnim linijama
zavisi od koli¢ine (broja) preradene iverice i iznosi:

za liniju 1: ¢;(z) = 42*
za liniju 2: cy(z) = 72?

za liniju 3: c3(z) = 322
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Ogranicenu koli¢inu iverice treba distribuirati po proizvodnim linijama tako da ost-

varena dobit od njene prerade bude maksimalna.

Resenje: Ako w1,x5 i x3 predstavljaju kolicinu (broj tabli) iverice dodeljenu prvoj,
drugoj i trecoj proizvodnoj liniji respektivno, problem se moze zapisati u slede¢em

obliku
max 4x% + Tx; + 373

1+ X9+ X3 = 6
0<ux; <3, i x;je celobrojno, zai=1,2,3.

Naetapit=1izar=20,1,2,3,4,5,6 vazi

To znaci da vazi

Fi(0)=0 i z7(0)=0
Fi(l)=4 i 2j(1)=1
Fi(2) =16 i 23(2) =2
Fi(3) =36 i 21(3) =3
Fi(4) =361 xj(4) =3
Fi(5)=36 i 2:(3) =3
Fi(6) =36 i 27(4) = 3.

Naetapit=2zar=0,1,2,3,4,5,6 vazi

Fy(r) = maXS{CQ(xg) + Fi(r—mx)} =

0<z2<

2 —
02&;};3{7% + Fi(r —ax9)}.

F5(0) =max{7z5 + F1(0 —25)} = 7-0*+ F1(0 - 0) = 0, za 25(0) =0

x2=0

702+ Fi(1—0) 0+4
— 2 _ - =
Fy(1) —02%%%1{7332 + Fi(1 — x9)} = max {7 R max N

za x5(1l) =1

7024 F(2-0) 0+ 16

Fy(2) = max {725+ Fi(2 —29)} =max{ 7 - 124+ F1(2—1) =max 7+4

0<z2<2

7224+ F(2-2) 2840

za r5(2) =2
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(7-0%2+ F1(3-0)
712+ Fi(3-1)
_ 2 - =
Fo(3) = s (T3 + B — o)} =max g 0 oy o o)
(7-3*+ Fi(3—-13)
za 15(3) =3
(7-0%+ Fi(4—0)
712+ F(4-1)
h(4) = Tas + F(4— -
»(4) ogﬁ)_ég{ Ty + Fi(4 = 25)} = max 7-224+ F1(4-2)
(7-32+ F(4-3)
za x5(4) =3
7-0°+ F(5-0)
7 12+F1(5_1)
Fy(5) = Ty + Fi(5 — 1)} =
2(5) orgrﬁ}éig{ 23+ F1(5 — a2)} = max 7-2°+ F(5-2)
7.3+ F(5-3)
za 15(5) =3
7-0%+ F1(6—0)
7124+ F(6—1)
. 2 _ =
F2(6)_02%§3{7932+F1(6 T2)} = max 7-2°4+ F1(6—-2)
7-3*+ F(6-3)

za 15(6) =3

Na etapi ¢ = 3 vazi

(0 + 36
7+ 16

= Imax = 637

28 + 4
(6340

(0 + 36
7436

= max = 67,

28 + 16
63 + 4

0+ 36
7+ 36

= max - 797

28 + 36
63 + 16

0+ 36
7+ 36

= Imax = 99a

28 + 36
63 + 36

Fy(r) = max {c3(z3) + Fo(r — x3)} = max {323 + Fa(r — 23)}.

0<wz<r Oswssr

Na osnovu toga sledi

— 2 — =
Fl0) = s, Brs + B0 —m)}y =max g oy
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0+99
3+ 79

= max =99, za z3(6) = 0.
12 + 67

27+ 63
Optimalni niz upravljanja se formira na sledec¢i na¢in
w3 = 23(6) =0, x5 =23(6 —23) = 23(6) =3, 2] =z](6— 23 —23) = 21(3) = 3.

To znaci da ograni¢enu kolicinu iverice treba raspodeliti na slede¢i nacin: na prvu
liniju tri table, na drugu tri, a na tre¢u nijedna. Prilikom ovakve raspodele resursa
(iverice) ostvaruje se maksimalna dobit koja je jednaka F3(6) = 99 (novéanih je-
dinica).

Primer 6.3. [1] Investitor ima na raspolaganju $6000 i ulaze novac u 3 aktive. Ako
je d; dolara (u hiljadama) ulozeno u j—tu aktivu onda je NPV - Net Present Value
(NSV - Neto Sadasnja Vrednost) za sve aktive data u nastavku

ri(dy) = 7dy + 2
ro(de) = 3dy + 7
r3(ds) = 4ds + 5
r1(0) = r9(0) = r3(0) = 0.

U svaku aktivu je dozvoljeno uloziti celobrojni umnozak od $1000. Investitior zeli da
ulozi $6000 u ove tri aktive tako da neto sadasnja vrednost bude maksimalna.

Neto sadasnja vrednost (Net present value) je jedan od kljuénih kriterijuma za ocenu
ulaganja sredstava. Predstavlja razliku izmedu sadasnje vrednosti novcanih priliva i
odliva projekta ili potencijalne investicije. Vec¢ina investitora koristi analizu sadasnje
vrednosti ili metodu diskontovanog novcéanog toka prilikom donosenja odluka o ula-
ganju. To ima smisla jer je potrebno videti ishod svojih izbora kada se uzmu u obzir
troskovi kamata i drugi vremenski faktori. Sto je veé iznos neto sadasnje vrednosti
firma (investitor) ¢e ostvariti vise prihoda. Rac¢unanje neto sadasnje vrednosti osim
za razlikovanje dobrih investicija od loSih moze se koristiti i za uporedivanje dve in-
vesticije kako bi se odredilo koja od njih je isplativija. Sto je neto sadasnja vrednost
veca, investicija je isplativija. Neto sadasnja vrednost je dobar, ali ne nuzno i tacan
pokazatelj za donosSenje investicionih odluka.

Resenje: Problem se moze zapisati na slede¢i nacin
max 7 (dl) + Tg(dg) + 7”3(d3)
dl + dQ + dg =6
d;>0,i=1,2,3.
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Prinos svake investicije nije proporcionalan iznosu novca ulozenog u nju. Na primer:
16 = r1(2) # 2r1(1) = 18. Dakle, nije moguce resavati problem tehnikama linearnog
programiranja.

Neka je fi(d;) maksimalna neto sadasnja vrednost koje se dobija investiranjem d;
dolara u investicije t, ¢+ 1, ..., 3 i neka je x;(d;) koli¢ina novca koju je potrebno uloziti
u aktivu ¢ da bi se dobila vrednost f;(d;).

Problem se resava korise¢enjem ”principa unazad”. U prvoj etapi se racunaju

vrednosti f3(0), f5(1), ..., f3(6), u drugoj f2(0), f2(1), ..., f2(6) a u trecoj f1(6).

Etapa 1: Primetimo da se f3(d3) postize ulaganjem svog raspolozivog novca u

aktivu 3.
f3(0) =0, x3(0)=0
f3(1) =9, x3(1)=1
f3(2) =13, x3(2) =2
f3(3) =17, $3(3) =3
f3(4) =21, x3(4) =14
f3(5) =25, x3(5) =5
f3(6) = 29, $3(6) =6

Etapa 2: Maksimizacija neto sadasnje vrednosti prilikom ulaganja u aktive 2
i3.

faldy) = Irﬁx{rg(xg) + f3(dy — x9)}, pricemu je x5 € {0,1,...,6}.

Rezultati su dati u narednoj tabeli.
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b n ey paey Ve

0 0 0 0 0~ f2(0)=0
z2(0) =0

10 0 9 9 f2(1) = 10

11 10 0 10* z2(1) = 1

2 0 0 13 13 f2(2) = 19

2 1 10 9 19* 25(2) = 1

2 2 13 0 13

30 0 17 17 £2(3) = 23

31 10 13 23* z2(3) =

3 2 13 9 22

3 3 16 0 16

4 0 0 21 21 f2(4) = 27

41 10 17 27+ 72(d) = 1

4 2 13 13 26

4 3 16 9 25

4 4 19 0 19

D 0 0 25 25 f2(5) =31

5 1 10 21 31* z2(5) = 1

D 2 13 17 30

) 3 16 13 29

) 4 19 9 28

D D 22 0 22

6 0 0 29 29 f2(6) = 35

6 1 10 25 35* 22(6) = 1

6 2 13 21 34

6 3 16 17 33

6 4 19 13 32

6 ) 22 9 31

6 6 25 0 25

Etapa 3: Na osnovu prethodno dobijenih rezultata se racuna

f1(6) = %?X{Tl(xl) + fo(6 — 21)}.

Racunanje ove vrednosti je dato u narednoj tabeli
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d w1 rm) fi6— ) NPV za investicije f1(6)

1-3 1’1(6>
6 0 0 35 35 f1(6) = 49
6 1 9 31 40 21(6) = 4
6 2 16 27 43
6 3 23 23 46
6 4 30 19 49*
6 5 37 10 47
6 6 44 0 44

Kako je x1(6) = 4, investitor ¢e uloziti $4000 u prvu aktivu. Dalje je preostalo
$2000 koje treba investirati u aktive 2 1 3. S obzirom da vazi x2(2) = 1, potrebno
je investirati $1000 u aktivu 2. Preostalih $1000 ¢e investitor uloziti u aktivu 3. Na
ovaj nacin investitor moze posti¢i maksimalnu neto sadasnju vrednost koja iznosi

£1(6) = 49 000.

6.1 Optimizacija poslovnog procesa FMT iz Zajecara

Fabrika mernih transformatora (FMT) iz Zajecara proizvodi elektro opremu. Glavni
zadatak menadzmenta je raspodela sredstava za proizvodnju artikala tako da fabrika
ostvari maksimalni profit.

Ovo istrazivanje se sprovodi na 3 proizvoda:

e T - Trafo niskog napona STEM-081 do 0,72 kV,
e 15 - Trafo srednjeg napona STEM-N 3821 do 35 kV,
e T3 - Transformator JNT SM 24/12 od 24 kV.

Menadzment firme ima na raspolaganju 80 000 evra. U tabeli u nastavku je dat
ocekivani profit prilikom investiranja 0,20 000, 40 000,60 000 i 80 000 evra u
proizvode Ty, Ty, Ty. 2

2Podaci su preuzeti iz rada: N. Petkovié, M. Bozinovié: The aplicaton of the dynamic program-
ming method in investment optimization, 2016.
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Iznos investicije
(u evrima) B 2 I3
20 000 9632 | 7428 | 6084
40 000 16 000 | 11 800 | 9272
60 000 38 772 | 31422 | 26 946
80 000 41 600 | 43 536 | 39 040

Neka je fi(x;) ocekivani profit prilikom ulaganja iznosa z; u proizvod T;,i = 1,2, 3.
Matematicki model posmatranog problema je

max Zfl z;) = fi(x1) + fa(w2) + f3(w3)

j{:xi::80000
=1
2;>0,i=1,23.

Dalje se problem resava primenom Belmanovog principa otpimalnosti, tako Sto se
problem podeli na nekoliko etapa. Na svakoj etapi se racuna vrednost Fy(ry) koja
predstavlja maksimalni profit prilikom ulaganja iznosa r, u prvih k proizvoda, za
k=1,2,3, pri ¢emu 74 € {0, 20000, 40000, 60000, 80000}.

e Etapa 1: U prvoj fazi se ra¢unaju vrednosti F (r1), pri ¢emu r; € {0,20000, 40000,
60000, 80000}. Daljim izra¢unavanjem se dobijaju sledeéi rezultati

F(0) =
1q<20000)__9632
(40000) = 16000
(60000) = 38772
F(80000) = 41600.

o

e Etapa 2: U drugoj fazi se odreduje optimalna raspodela ulaganja u proizvode
T, i Ty, odnosno odreduje se F5(r5) na osnovu sledeée formule

f@(rz)==Ingx{jé(xg)%ffﬂ(rg—-ngh7§ € {0, 20000, 40000, 60000, 80000} .
T25T2
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) - f2(0) 4+ F1(20000)
F5(20000) = xZ?Q%%(OO{fQ(:Eg) + F1(20000 — x5) } = max {f2(20000) R0

= 9632, z2=10

0+ 9632
ax
7428 +0

£2(0) + F1(40000)
F5,(40000) = i @4%%(00{]“2(:162) + F1(40000 — x9) } = max { f»(20000) + F;(20000) =
. f2(40000) + F,(0)

0+ 16000
= max ¢ 7428 + 9632 = max{16000, 17060, 11800} = 17060,
11800 + 0
1 = 1o = 20000
f2(0) + F1(60000)

(
Fy(60000) = max {falwa) + F(60000 — 5)} = max 4 * 2E20000> + F1(40000)
(

22260000 f2(40000) + F7(20000)
£>(60000) + F(0)

0 + 38772
7428 + 16000

= max + — max{38772, 23428, 21432, 31422} = 38772,
11800 + 9632

31422 + 0
o =20
( £2(0) + F1(80000)
£2(20000) + F,(60000)
F5(80000) = max {fo(xz) + F1(30000 — 2)} = max ¢ f,(40000) + F}(40000) =
B £2(60000) 4 F1(20000)
| /2(80000) + Fy(0)

(0 + 416000

7428 + 38772

= max { 11800 + 16000 = max{41600, 46200, 27800, 41054, 43536} =
31422 + 9632

43536 + 0

= 46200, z; = 60000, 75 = 20000
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e Etapa 3: U ovoj fazi se rasporeduju sredstva na sva tri proizvoda i vazi

Fy(rs) = max{ fy(w3) + Fa(rs — @)}, 3 € {0,20000, 40000, 60000, 80000}.
TIXT3

Fg(O) = fg(O) + FQ(O) =0+4+0= 0, T3 = 0

) - f3(0) + F»(20000)
F3(20000) = xf?%oo{ fa(x3) + F»(20000 — z3)} = max { £5(20000) + F5(0)

0+ 9632
= max + =9632, 3 =10
6084 + 0
f3(0) + F5(40000)
F3(40000) = max {fs3(xs) + F2(40000 — x3)} = max ¢ f3(20000) + F5,(20000) =

x3<40000
£3(40000) + F5(0)

0 + 17060
= max { 6084 + 9632 = max{17060,15716,9272} = 17060, z3 = 0
9272 +0
f3(0) + F5»(60000)
f3(20000) + F»(40000)
F3(60000) = max xr3) + F5(60000 — z3)} = max =
3 ) z3§60000{f3( 3) 3} f3(40000) + F»(20000)
f3(60000) + F»(0)
0+ 38772
6084 + 17060
= max * = max{38772,23144, 18904, 26946 } = 38772,
9272 4 9632
26946 + 0
T3 = 0

( £3(0) + F»(80000)
£3(20000) + F,(60000)
(40000) + F5(40000) =
(60000) + F3(20000)
| /3(80000) + F5(0)

F3(80000) = 1313%00{ f3(z3) + F»(80000 — x3)} = max

= &
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(0 + 46200

6084 + 38772

= max { 9272 + 17060 = max{46200, 44856, 26332, 36578, 39040} = 46200,
26946 + 9632

39040 + 0

25 = 0, 5 = 20000, 71 = 60000.

Rezultati prethodno sprovedene analize su izlozeni u sledecoj tabeli.

maimsticie| o | 8 | m | B || o5
0 0 0 0 0 0 0

20 000 20000 | 9632 0 9 632 0 9 632

40 000 40 000 | 16 000 | 20 000 | 17 060 0 17 060

60 000 60 000 | 38 772 0 35 772 0 38 772

80 000 80 000 | 41 600 | 20 000 | 46 200 0 46 200

Dakle, iznos od 80 000 treba raspodeliti na slede¢i nacin: 60 000 treba investirati
u proizvodnju 77 i 20 000 u proizvodnju 75. Investiranje u proizvod T3 nije isplativo.
Maksimalni o¢ekivani profit iznosi 46 200 evra.
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7 Raspodela poslova na masine

Neka je na raspolaganju odreden broj masina koje mogu da obavljaju poslove tipa 1
i 2. Poznato je da ukoliko £ masina u toku jednog razmatranog vremenskog perioda
obavlja posao tipa 1, to ¢e kompaniji doneti dobit ¢g(z) na kraju tog perioda. Takode je
poznato da ¢e jedan deo masina biti amortizovan, odnosno nece biti za dalju upotrebu,
sto znaci da se u narednom periodu moze racunati na a(z) masina od ukupno x masina
koje su obavljale posao 1. Sli¢no vazi za masine koje obavljaju posao tipa 2. Ako
y masina u toku posmatranog perioda obavlja posao tipa 2, to ¢e kompaniji doneti
dobit A(y), a ukupno ¢ée b(y) masina biti raspolozivo za rad u narednom periodu.
Dodatna pretpostavka je da u svakom trenutku svaka masina obavlja jednu od ova dva
posla. Drugim recima ni jedna masina ne pauzira. Zadatak se svodi na odredivanje
optimalne raspodele masina tako da dobit posle N perioda bude maksimalna.

U toku prvog perioda vazi:

e Ako broj masina koje obavljaju posao tipa 1 iznosi x;, onda je broj masina
koje obavljaju posao tipa 2 jednak y; = n; — x1, pri ¢emu je ny ukupan broj
raspolozivih masina na samom pocetku.

e Ukupna dobit iznosi g(z1) + h(y;).
e Na kraju prvog perioda je broj upotrebljivih masina a(z1) + b(y1).
Za drugi period vazi:
e Na pocetku drugog perioda je broj raspolozivih masina jednak a(z1) + b(yy).

e Od svih raspolozivih masina se za prvi posao koristi zo, a za drugi yo = ns — -
masina.

e Ostvarena dobit u ovom periodu iznosi g(zs) + h(y2).
e Na kraju perioda broj upotrebljivih masina iznosi n3 = a(xs) + b(ys).

Sli¢no vazi za sve periode do N —tog, pa se stoga dobija slede¢i matematicki model
problema

N
max Z(g(%) + h(y:))
i=1
x; + Yi = Ny (71)
Njy1 = a(xl) + b(y,) 1= 1, 2, ceey N —1.
0 < Z; < n;, 1= ]_,2,...,N.

70



U slucaju kada su ogranicenja i funkcija cilja linearni, problem se svodi na problem
linearnog programiranja koji se resava tehnikama linearnog programiranja. Ako je
problem nelinearan on se reSava pomoc¢u dinamickog programiranja.

Neka je f;(n) maksimalna dobit posle i—tog perioda, pri ¢emu je n broj raspolozivih
masina na pocetku prvog perioda, tada vazi:

Ukoliko do kraja planskog perioda prestaje samo jedan period (ili se razmatra
problem koji ima samo jedan period), tada vazi

fi(n) = max {g(z1) + h(n — x1)}.

0<z1<n

Ukoliko je do kraja planskog perioda preostalo k perioda, tada vazi

fr(n) = max {g(z) + h(n — xx) + fe—1(a(xr) +b(n —xx))}, za k> 1.

0<z;<n

*

Potpuno analogno kao u prethodnom zadatku se racunaju vrednosti z7, ..., z}.

Primer 7.1. [6] Preduzece raspolaze sa 100 visokoproduktivnih strugova. U naredne
cetiri godine (N = 4) preduzece treba da izraduje vratila tipa A i tipa B, koja se
mogu izradivati na tim strugovima. U zavisnosti od raspodele strugova, u ¢—tom
periodu preduzece ostvaruje dobit

Amortizacija zavisi od vrste vratila koje se izraduje na strugovima i iznosi 60 % za
strugove koji izraduju vratila tipa A i 30 % za strugove koji izraduju vratila tipa B.
To znaci da broj raspolozivih strugova za naredni period iznosi

niy1 = 0,4z; + 0, 7y;.
Odrediti broj strugova koji ¢e izradivati vratila tipa A i B u svakom periodu, tako da

posle N = 4 perioda (godine) ostvarena dobit bude maksimalna.

Resenje: Matematicki model posmatranog problema je

4
max Z(O, 6z; + 0,4y;)

i=1
T+ Y =Ny
nip1 = 0,4z + 0, Ty;

0<z; <ng ng=n.
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Prvo se posmatra cetvrti period. Maksimalna dobit u ovom periodu iznosi

fi(n) = max {0,6x4+0,4y,}.

0<z4<ngy
Iz ogranicenja sledi x4 + Y4 = Ny = Y4 = Ny — 4.

fi(n) = max {0,6x4+0,4(ny —x4)} = max {0,2x4 + 0,4n4}.

0<z4<ny 0<z4<nyg

Posmatrana funkcija je linearna, pa je potrebno proveriti dva slucaja: x4, = 0 i
Tyg = Ny.

Za x4 = 0 sledi
fl(n) = 0,4”4.

Za x4 = ny sledi

f1 (n) == 07 6714.

S obzirom da je potrebno odrediti maksimum funkcije, jasno je da se maksimum
dostize za x4 = ny, 1 pri tome dobit preduzeéa iznosi f1(n) = 0,6n,4. U narednom
koraku se posmatra dobit za treéi i ¢etvrti period i ona se odreduje pomocu formule

fa(n) = max {0,6x3 + 0,4ys + f1(0,4x3 + 0, 7ys)}.

0<z3<ng3
Iz ogranicenja sledi x3 + y3 = n3 = y3 = ng — r3. Odatle sledi

fa(n) = , nax {0,623+ 0,4(n3 — x3) + 0,6(0,4x3 + 0,7(n3 — z3))} =
ST3SN3
= Oglgfgxns{o’ 02z3 + 0, 82n3}.
Kao i u prethodnom koraku razmatraju se dva slucaja i to kada je x3 = 0 i kada je
T3 — Nns.

Za x3 = 0 sledi
fg(’n,) = 0, 82713

Za T3 = na sledi
fa(n) = 0, 84ns.

Maksimum funkcije se dostize za x3 = ng, i pri tome dobit preduzeéa iznosi fo(n) =
0,84n3. U tre¢em koraku se posmatra maksimalna dobit za ¢etvrti, treci i drugi period

fa(n) = max {0,6x5 + 0,4ys + f2(0,4xs + 0, Ty2) }.

0<z2<nsy
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Iz ogranicenja sledi x5 + yo = ny = yo = Ny — 5. Kada se uvrste ova ogranicenja
dobija se
f3(n) = | Lnax {0,6x5 + 0,4(ny — x2) + 0,84(0, 425 4+ 0,7(ng — x3))} =
ST25N2

= max {—0,052x5 + 0,988n,}.

0<z2<n2

Kao i u prethodnom koraku razmatraju se dva slucaja i to kada je zo = 0 i kada je
T2 = No.

Za x9 = 0 sledi
fg(ﬂ) = O, 988712

Za To9 = ng sledi
fg(TL) = O, 936712

Maksimum funkcije se dostize za xo = 0, i pri tome dobit preduzeca iznosi f3(n) =
0,988n5. Kada se uzmu u obzir sva 4 perioda dobija se sledeca formula

fa(n) = max {0,6x1 + 0,4y, + f3(0,4x1 +0,7y1)}.

0<z1<ny

Iz ogranicenja sledi x; +y; = n; = y; = ny — ;. Kada se uvrste ova ogranicenja
dobija se

fa(n) = max {0,6x; +0,4(n; —x1) 4+ 0,988(0,4z1 +0,7(ny — x1))} =

0<z1<n;
= max {—0,0964x; + 1,0916n4}.
0<z1<n;

Dalje se razmatraju dva slucaja i to kada je 1 = 0 i kada je x1 = n;.

Za x1 = 0 sledi
fa(n) = 1,0916n;.

Za 1 = n; sledi
fa(n) = 0,9952n,.

Dakle, maksimum funkcije se dostize za 7 = 0 i dobit preduzeéa iznosi fy(n) =
1,0916n. Resenje problema, odnosno maksimalna dobit preduzeca iznosi

f4(100) = 1,0916 - 100 = 109, 16 novcanih jedinica.

U nastavku se odreduje optimalna strategija firme koja ¢e obezbediti maksimalnu

dobit.
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Prvi period: z7 =0, y; = 100.

U ovom periodu se proizvode samo vratila tipa B.

Na kraju prvog perioda, zbog amortizacije, broj strugova koji se koriste u dru-
gom periodu iznosi

ne = 0,42, +0,7y; = 0,4-0+0,7-100 = 70.

Drugi period: ngy =70 25 =0, y; = 70.

U ovom periodu se proizvode samo vratila tipa B.

Na kraju drugog perioda, zbog amortizacije, broj strugova koji se koriste u
tre¢em periodu iznosi

ny = 0,429 +0,7ys = 0,4 -0+ 0,7 - 70 = 49.

Treci period: ng =49 x5 =49, y; =0.

U ovom periodu se proizvode samo vratila tipa A.

Na kraju treceg perioda, zbog amortizacije, broj strugova koji se koriste u
cetvrtom periodu iznosi

ny = 0,424 +0,Tys = 0,4-49 +0,7-0 = 19,6 ~ 20.

Cetvrti period: ny = 20 2% = 20, i = 0.

U ovom periodu se proizvode samo vratila tipa A.

Na kraju treceg perioda, zbog amortizacije, broj strugova koji je preostao za
eventualni peti period iznosi

ns = 0,424 + 0,7y, = 0,4-20+0,7-0 = 8.
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8 Slozena raspodela jednorodnog resursa

Posmatra se proizvodni proces u okviru kog je potrebno proizvesti n vrsta proizvoda
Py, Ps, ..., P, koristeci jedan tip resursa Cija koli¢ina je ogranicena i iznosi S jedinica.
Prilikom proizvodnje x jedinica i—tog proizvoda P; potrebno je utrositi koli¢inu a;(x)
ovog resursa, pri ¢emu se ostvaruje dobit ¢;(x), gde su a;(x) i ¢;(x) neke unapred
zadate, realne, nenegativne funkcije za sve ¢+ = 1,2, ...,n. Problem slozene raspodele
jednorodnog resursa, prikazan u [3], se uobic¢ajeno modelira u slede¢em obliku

max Z ci(z;)
n (8.1)

i=1

r; >0,1=1,2,...,n.

S obzirom da su funkcije a;(x) i ¢;(x) u praksi ¢esto nelinearne i promenljive z; ¢esto
zadovoljavaju uslov celobrojnosti, to znatno otezava resavanje problema (8.1). Stoga
je, kao i kod problema proste raspodele jednorodnog resursa, nekada jednostavnije
ovaj proces posmatrati kao jedan viSeetapni proces upravljanja i to na slede¢i nacin:

e ;—ta etapa procesa predstavlja proizvodnju proizvoda P;,i = 1,2,....n,
e proizvedena koli¢ina i—tog proizvoda x; predstavlja upravljanje na i—toj etapi,

e stanje r; je ukupna preostala koli¢ina resursa posle ulaganja u proizvodnju prvih
i proizvoda (P, Py, ..., P;),

e skup dopustivih upravljanja na etapi ¢ sadrzi sve nenegativne brojeve z za koje
vazi a;(r) <11,

e zakon prelaska iz jednog stanja u naredno je definisan na slede¢i nacin
T = Tic1 — ai(z;),

e pocetno stanje rog = 5.

Problem (8.1) se moze zapisati u ekvivalentnom obliku

n
max Z Cl(ill'l)
=1

r; € {x € RYa;(x) <7y}
To = Sa
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gdejeRT ={z eR |z >0}
Neka je F;(r) maksimalna dobit prilikom proizvodnje proizvoda Py, P, ..., P;, pri
¢emu ukupna utrosena kolic¢ina resursa ne prelazi r, odnosno vazi

i

Fi(r) = o max Z alz),

=1

i
. . t k . . . ~ . . . R+ k . ~ . <
i pri tome se maksimizacija vrsi po svim x1, xs, ...T; € za koje vazi ay(x r

=1
U nastavku se posmatraju dva slucaja:

Za i =1 vazi
Fi(r) = max ¢ (xy), (8.3)
1

gde se maksimizacija vrsi po svim 21 € Rt za koje je ai(z1) < 7.

Za i > 1 vazi
Fiy(r) = max{ci(w:) + Fiea (r — ai(@:))}, (8.4)

pri ¢emu se maksimizacija vrsi po svim z; € R za koje vazi a;(x;) < r.
Problem (8.2) se resava u dve faze:

e Prva faza: Na osnovu formula (8.3) i (8.4) se dobijaju maksimalne dobiti
Fi(r), F5(r), ..., F,,(S) 1 njima odgovarajuce koli¢ine proizvoda x7(r), x5(r), ...,
xf(S) u kojima se te vrednosti dostizu.

e Druga faza: Formiranje optimalnog niza xj, x5, ..., ) i to na sledeé¢i nacin:

*

2y = (), @} = (S =)~ ()~ =iy (y,), zai=n—1,..., L

8.1 Problem ranca

Problem ranca (eng. Knapsack problem) spada u probleme slozene raspodele jedno-
rodnog resursa. To je jedan od najpoznatijih problema dinamickog programiranja i
jedan od najviSe istrazivanih problema u kombinatornoj optimizaciji. Ovaj problem
ima nekoliko varijanti. Ipak, za sve njih je karakteristicno da postoji n predmeta i
svaki predmet ima pridruzenu vrednost v; i tezinu w;, za sve 1 < ¢ < n (pri cemu
su sve ove vrednosti celobrojne). Cilj je sakupiti odreden broj predmeta, tako da
vrednost ranca bude maksimalna, ali da tezina ne prede zadati kapacitet W. Dakle,
potrebno je odrediti T C {1,2,...,n} tako da
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T; € {0, 1}

Ovakav problem se jos naziva i 0 — 1 problem (eng. 0 — 1 Knapsack problem) jer
za svaki predmet postoje dve moguénosti: ili se bira ili ne.

Ranac koji je optimalno popunjen ne mora biti popunjen do kraja. Preciznije, zbir
tezina uzetih predmeta ne mora biti jednak kapacitetu ranca, vec¢ je bitno da taj zbir
ne prelazi zadati kapacitet ranca, a da zbir vrednosti tih predmeta bude maksimalan.

Jedno resenje podrazumeva proveravanje svih moguénosti - svih 2" mogué¢ih po-
dskupova T'. Takav pristup problemu zahteva eksponencijalno vreme, pa je zbog toga
bolje primeniti tehnike dinamickog programiranja.

Ideja dinamickog programiranja:
1. Podela problema na potprobleme.

2. Resavanje potproblema, pri ¢emu se svaki problem resava ta¢no jednom i ta
reSenja se cuvaju u tabeli.

3. Kombinovanje resenja potproblema kako bi se dobilo resenje polaznog problema.
Postoje dve verzije ovog problema:

e sa ponavljanjem - moguce je uzeti neogranicen broj predmeta svake vrste.

e bez ponavljanja - na raspolaganju je tacno jedan primerak svakog predmeta.

8.1.1 Problem ranca sa ponavljanjem

Provalnik sa rancem kapaciteta W usao je u prostoriju u kojoj se ¢uvaju vredni pre-
dmeti. U prostoriji ima ukupno n razlicitih predmeta, pri cemu je svaki tip predmeta
raspoloziv u velikoj koli¢ini (viSe nego $to moze da stane u ranac). Za svaki predmet
poznata je njegova vrednosti v; i tezina w;, ¢ = 1,2,...,n. Sve navedene vrednosti
su celobrojne. Provalnik zZeli da napuni ranac najvrednijim sadrzajem. Potrebno je
odrediti predmete koje treba staviti u ranac, kao i njihovu zbirnu vrednost.

Neka je K(w) maksimalna vrednost ranca kapaciteta w, w < W. Ako optimalno
resenje za K(w) ukljucuje i—ti predmet onda se uklanjanjem ove stavke iz ranca
dobija optimalno resenje za K (w — w;). Odatle sledi da je

K(w) = K(w —w;) +v;, zaneko 1l < i< n.
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Kako nije poznato o kom predmetu ¢ se radi, potrebno je ispitati sve moguénosti.

K(w) = max K(w —w;)+v;
1<i<n
w; <KW

K(0) = 0.

Primer 8.1. Neka je kapacitet ranca 10kg i u tabeli su date vrednosti i tezine 4
predmeta. Odrediti optimalno popunjavanje ranca pri cemu je dozvoljeno ponavljanje
predmeta.

v 8] | 30 | 14 | 16

Ne}

Resengje
K(0)=0
K(1) =
K(2) =max{K((2—-2)+v}=K(0)4+9=9
K(3) =max{K(3—3) + vy, K(3—2) +v4} = max{0+ 14,0+ 9} = 14
K(4) =max{K(4—3)+ vy, K(4—4)+v3, K(4 —2) + vy} =
= max{K (1) + 14, K(0) + 16, K(2) + 9} = max{0 + 14,0 + 16,9 + 9} = 18
K(5) =max{K(5b—3)+ vy, K(5b —4) +v3, K(5 —2) +v4} =
= max{K(2) + 14, K(1) + 16, K(3) + 9} = max{9 + 14,0 + 16,14 + 9} = 23
K(6) = max{K (6 —6) + vy, K(6 —3) + vy, K(6 —4) +v3, K(6 —2) +v4} =

= max{K (0) + 30, K(3) + 14, K(2) + 16, K (4) + 9} =

= max{0 + 30, 14 + 14,9 + 16,18 + 9} = max{30, 28, 25,27} = 30
K(7) =max{K(7T—6) + v, K(T—3) + vy, K(T—4) +v3, K(T—2) + vy} =

= max{K (1) + 30, K(4) + 14, K(3) + 16, K (5) + 9} =

= max{0 + 30,18 + 14, 14 + 16, 23 4+ 9} = max{30, 32, 30, 32} = 32
K(8) =max{K(8—6)+ v, K(8—3)+ vy, K(8 —4) +v3, K(8 —2) + vy} =

= max{K (2) + 30, K(5) + 14, K(4) + 16, K (6) + 9} =

= max{9 + 30,23 + 14, 18 + 16,30 + 9} = max{39, 37, 34,39} = 39
K(9) = max{K(9 — 6) + vy, K(9—3) +vq, K(9 —4) +v3, K(9 — 2) + vy} =

= max{K (3) + 30, K(6) + 14, K(5) + 16, K(7) + 9} =

= max{14 + 30,30 + 14,23 4 16,32 + 9} = max{44,44, 39,41} = 44
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K(10) = max{K (10 — 6) + vy, K(10 — 3) + vo, K(10 — 4) + v3, K(10 — 2) + v4} =
= max{K(4) + 30, K(7) + 14, K(6) + 16, K(8) + 9} =
= max{18 + 30,32 + 14,30 + 16,39 + 9} = max{48, 46,46, 48} = 48.

Optimalna vrednost ranca iznosi $48. Da bi se odredilo koji predmeti se nalaze u
rancu, krece se od K(10).

e Korak 1: Maksimum se dostize za prvi (vy) i ¢etvrti (vy) predmet. Proizvoljno
se moze uzeti prvi predmet. Njegova tezina iznosi 6kg, pa se u nastavku posma-
tra K (10 — 6) = K(4).

e Korak 2: Maksimum za posmatranu vrednost K (4) se dostize za ¢etvrti pre-
dmet (v4). Njegova tezina iznosi 2kg, pa se u nastavku posmatra K (4 — 2) =
K(2).

e Korak 3: Maksimum za posmatranu vrednost se dostize za cetvrti predmet
(v4). Ovim postupkom smo stigli do kraja, jer je ukupna tezina izabranih
predmeta 6kg + 2kg + 2kg = 10kg.

8.1.2 Problem ranca bez ponavljanja

Ukoliko se nametne uslov da je svaki predmet dostupan u jednom primerku, odnosno
svaki predmet je moguce izabrati najvise jednom, dobija se problem ranca bez po-
navljanja.

Neka je poznato optimalno popunjavanje ranca kapaciteta W. Ako u tom popu-
njavanju ne ucestvuje n—ti predmet, onda je to popunjavanje optimalno i za ranac
kapaciteta W i prvih n — 1 predmeta. Sa druge strane, ako u popunjavanju ucestvuje
n—ti predmet, onda ostali predmeti iz ranca ¢ine optimalno popunjavanje za ranac
kapaciteta W — w; i prvih n — 1 predmeta. Na osnovu ovoga se moze zakljuciti da
problem ima optimalnu podstrukturu i da resenje zavisi od dva parametra: prvi je
kapacitet ranca, a drugi broj parametara.

Neka je K (i,w) maksimalna vrednost koja se postize rancem kapaciteta w i
stavkama 1,2, ..., 7. Ovim vrednostima se popunjava tabela formata (n+1) x (W +1).
Tada je konacno resenje K (n,W).

Algoritam DP

Korak 1: Inicijalizacija.

K(0,w)=0, zasve 0 <w < W,

K(w,i) = —o0 zasve w < 0.
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Korak 2: Definisanje pravila po kom se popunjava tabela.
Postoje dve moguénosti za svaki predmet i, 1 = 1,2, ..., n.

1. Optimalno popunjavaje ranca sadrzi predmet i (to je moguce jedino ako
je w; < w)
K(i,w) =K@ —1,w—w;) + v;.

2. Optimalno popunjavaje ranca ne sadrzi i—ti predmet
K(i,w) = K(i— 1,w).
Spajanjem prethodna dva slucaja se dobija

K(i,w) =max {K(i—1,w—w;)+v;, K(i—1,w)}, za 1 <i<ni0<w<W. (81)

K(i,w) |w=01] 1 2 3 44
i=0 0 0 0 0 0 0
1 =
2 >
>
n > v

Slika 10: Na osnovu formule (8.1) u tabeli se popunjavaju vrste redom, jedna za
drugom.

Dakle, kada je tabela popunjena, vrednost K (n, W) predstavlja maksimalnu vre-
dnost ranca koja je dobijena odabirom nekih od n predmeta, tako da njihova ukupna
tezina ne prelazi zadati kapacitet W. Sledeéi algoritam daje spisak predmeta koji
predstavljaju optimalno popunjavanje ranca.

e Ako je K(n,W) = K(n — 1,W) tada n—ti predmet nije izabran i potrebno je
pomeriti se na polje K(n — 1, W) u tabeli.

e Ako je K(n,W) # K(n — 1,W) onda je n—ti predmet izabran i u slede¢em
koraku se posmatra polje K(n — 1, W — w,) u tabeli.

Ovaj postupak se ponavlja sve dok se ne dode do nulte vrste u tabeli.
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Primer 8.2. [22] Neka su data 3 predmeta ¢ije su tezine 3,2 i 1kg a vrednosti $5, $3
i $4 respektivno. Ako je kapacitet ranca W = 5kg, resiti problem ranca.

Resenje: Formira se tabela formata 4 x 6, koja se popunjava na nacin koji je opisan
u prethodnom algoritmu.

KGi,w)[0 ]I 2[3]4]5
v w| 0 |0]0[0]0]0]0
5 3 1 0100|5515
3 2 2 O[O0 [3 5] 5|8
4 1 3 0144171919
K(i,0) =0, zasve 0 <1 < 3.
K0,w)=0, zasve 0 Sw <5
K(1,1)=0
K(1,2)=0
K(1,3) = max{K(0,0) + vy, K(0,3)} = max{0 + 5,0} =5
K(1,4) = max{K(0,1) + vy, K(0,4)} = max{0+ 5,0} =5
K(1,5) = max{K(0,2) 4+ vy, K(0,5)} = max{0+ 5,0} =5
K(2,1) = max{0} =0
K(2,2) = max{K(1,0) + ve, K(2,1)} = max{0+ 3,0} =3
K(2,3) = max{K(1,0) + v, K(1,1) + vo, K(1,3)} = max{0+ 5,0+ 3,5} =5
K(2,4) = max{K(1,1) + v1, K(1,2) + vs, K(1,4)} = max{0 +5,0 + 3,5} = 5
K(2,5) = max{K(1,2) + vy, K(1,3) + v9, K(1,5)} = max{0+ 5,5+ 3,5} =8
K(3,1) = max{K(2,0) + vs, K(2,1)} = max{0 + 4,0} =4
K(3,2) = max{K(2,0) + vg, K(2,1) + v3} = max{0+ 3,0+ 4} =4
K(3,3) = max{K(2,0) + vy, K(2,1) + vo, K(2,2) + v3} =

=max{0+5,0+3,3+4} =7

K(3,4) = max{K(2,1) + vy, K(2,2) + v9, K(2,3) + v3} =
=max{0+5,3+3,5+4} =9

K(3,5) = max{K(2,2) + vy, K(2,3) + ve, K(2,4) + v3} =
— max{3+5,5+3,5+4} =9
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U nastavku se odreduje optimalno popunjavanje ranca.
e Korak 1: K(3,5) # K(2,5) — predmet broj 3 je izabran.
Prelazi se na polje K(2,4) u tabeli.
e Korak 2: K(2,4) = K(1,4) — predmet broj 2 nije izabran.
Prelazi se na polje K(1,4) u tabeli.

e Korak 3: K(1,4) # K(0,4) — predmet broj 1 je izabran.
= kraj algoritma.

KGw [0 [ 1 [2[3[4]5
v w;i 0 000000
5 3 1l Jo]lo|o]s5[®]s
3 2 0 [0 [3 5 [B/[/3
4 1 3] Jo[4]a]7]9][\9

Maksimalna vrednost ranca je $9 i on sadrzi predmete 11 3.

Primer 8.3. [23] Neka kapacitet ranca iznosi 10kg, i neka su data 4 predmeta cije
su tezine i vrednosti date u tabeli. Odrediti najbolje popunjavanje ranca kapaciteta
W = 10kg.

1 112 ]3] 4
wilkgl | 114156

oo
-3
©

Resenje. Formira se tabela formata 5 x 11, koja se popunjava na isti nacin kao i
prethodnom zadatku.

KGw [0[1[2[3[4[5[6[7][8][9]10
v w 0 O oo o|[o[o[o]Jo[O0O[0O] O
4 1 1 0|4 a4 |4/ 4]4]4]4] 4
8 4 2 0|44 48 [\a2/]12]12]12]12]/12\
75 3 04448 f12]12]12]12]15
9 6 1 0 [4 [ 448121213 [13]15]\19/

Maksimalna vrednost ranca iznosi $19 i on sadrzi predmete 1,2 i 3.
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Resenje problema pomocéu programskog paketa Matlab

b
b
)
b
b
b

function [k r]

IN

0u

k

h

PUT: W - vektor tezina predmeta
v - vektor vrednosti predmeta
W - kapacitet ranca
TPUT : k - maksimalna vrednost ranca
r - vektor koji predstavlja spisak predmeta

koji su u rancu.

knapsack(w, v, W)
% Provera da 1li su w i v pozitivni celobrojni vektori
i da 1li je W pozitivan ceo broj
if “all(w>0 & floor(w)==w) || “all(v>0 & floor(v)==v)
| “(W>0 & floor (W)==W)
error (’Pogresan unos!’);
end
% Provera da 1li su dimenzije vektora w i v jednake
if numel(w) ~= numel(v)
error (’Uneti vektori nisu iste dimenzije!’);
end

% Resenje problema
K = zeros(length(w)+1,W+1); 7 Nula matrica
for j = 1:length(w)
for Y = 1:W
if w(j) > Y

K(j+1,Y+1) = K(j,Y+1);
else
K(j+1,Y+1) = ...
max ( K(j,Y+1), v(j) + K(j,Y-w(j)+1));
end
end
end
= K(end,end);

Odredjivanje predmeta koji popunjavaju ranac pomocu

principa unazad

r
a

J

zeros (length(w) ,1); % vektor nula
= k; % a je maksimalna vrednost ranca
length (w) ;
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18

19

Y = W;
while a > 0

while K(j+1,Y+1) == a
i=3 -1
end
j = 3j+ 1; % 0Ovaj predmet mora biti u rancu
r(j) = 1;
Y =Y - w(j);
j =3 -1
a = K(j+1,Y+1);

end
r=find(r); % vraca pozicije elemenata razlicitih od O
r=r’;
end
Primer 6.2. Izvrsavanjem prethodnog koda za w = [3 2 1} ,U = [5 4 3] iW=5
dobija se rezultat: k = $91r = [1 3} , pri ¢emu je k£ optimalna vrednost ranca, a r

predstavlja spisak predmeta koji su u rancu. Dakle, optimalna vrednosti ranca iznosi
k =9 i u njemu se nalaze predmeti 11 3.

Primer 6.3. Za w = [1 4 5 6} ,U = [4 8 7 9} i W = 10 se dobija resenje:
Ek=19ir = [1 2 3] . Moze se zakljuciti da optimalna vrednost ranca iznosi $19 i
on sadrzi predmete 1,2 i 3.

84



9 Transportni problem

Proucavanje transportnog problema primenom analitickih metoda datira iz perioda
pedesetih godina proslog veka. Transportni problem je prvi put uoc¢en u radovima
ruskog matematicara L. V. Kantorovica ”Matematicke metode u organizaciji i plani-
ranju proizvodnje” iz 1939. godine. Nakon toga je americki matematicar Hitchock
1941. godine formulisao i resio model transportnog problema u radu ”Distribucija
proizvoda iz nekoliko izvora do brojnih lokaliteta” (”The Distribution of a Product
from Several Sources to Numerous Localities”). Nezavisno od Hitchocka 1947. godine
T. C. Koopmans je predstavio studiju nazvanu ”Optimalno iskoris¢avanje transpo-
rtnog sistema” (”Optimum Utilization of the Transportation System”). Razvojem
metodologije linearnog programiranja pokazano je da je transportni problem speci-
jalni slucaj problema linearnog programiranja. Tipi¢an transportni problem je pro-
blem raspodele robe od proizvodaca do potrosaca, uz uslov da troskovi transporta robe
budu minimalni. Danas se mnogi zadaci svode na reSavanje neke varijante transpo-
rtnog problema, kao na primer problemi optimalnog razmestaja masina, postrojenja,
skladista, servisa ili energetskih objekata, zadaci optimalne raspodele prevoznih sred-
stava na korisnike i sli¢no.

9.1 Dinamicki transportni problem

Specijalnu klasu transportnih problema (takozvani nelinearni transportni problemi)
¢ine oni problemi kod kojih se prevoz tereta obavlja transportnim sredstvom koje
snabdeva robom vise odredista iz samo jednog ishodista. Kriterijum optimalnosti se
moze definisati preko minimalne ukupne duzine puta, minimalnih troskova ili vremena
putovanja. Osnovna ideja je da se problem dekomponuje u konacan niz etapa kako
bi se mogao resiti dinamickim programiranjem. U slucaju da je teret nehomogen,
potrebno je da teret koji se prevozi bude maksimalne vrednosti (cene, prioriteta) uz
Sto vece iskoriSéenje kapaciteta datog transportnog sredstva.

Neka je dato transportno sredstvo (kamion, vagon, brod i slicno) kapaciteta (no-
sivosti) () mernih jedinica. Takode je dato m razlicitih tipova predmeta koje je
potrebno utovariti i svi oni imaju razli¢itu vrednost. Pod pojmom ”vrednost” se
najces¢e podrazumeva cena ili prioritet robe i oznacava se sa C;, i = 1,2, ...,n. Neka
je P; tezina predmeta i—tog tipa, a x; broj utovarenih predmeta i—tog tipa.
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Matematicki zapis dinamickog transportnog problema

n

max F(zy,z9,...,2,) = E Ciz;
i=1
n

> P <Q, 2;=0,1,2,...

=1

Prilikom utovara samo predmeta prvog tipa maksimalna vrednost utovara je

f1(Q) = max Cyz4,

uz sledec¢e ogranicenje
Py < Q.

Uz ovakvo ogranic¢enje jasno je da je broj predmeta prvog tipa utovarenih u
transportno spredstvo dat najveé¢im celim delom koji ne prelazi %, odnosno

P
Dakle, vazi f1(Q) = L%J Ch.

Pri utovaru predmeta prvog i drugog tipa maksimalna vrednost utovara se oznacava
sa fo(Q). Pod pretpostavkom da je utovareno z, predmeta drugog tipa, moze se za-
kljuciti da tezina predmeta drugog tipa ne sme preéi iznos ) — Pxy. U tom slucaju
vrednost utovara iznosi

Comy + f1(Q — Poxy).

Maksimalna vrednost utovara iznosi

f(Q) = max  {Comy + +£1(Q — Paxa)}.

0<wr<| £ ]
Analogno se nakon n koraka dolazi do relacije

fn(Q) = max {Cnxn + +fn—1(Q - ann)}7

0<wn<| £
pri cemu je:
fn(Q) maksimalna vrednost utovara,gde je uzeto u obzir svih n predmeta,

C,x, je vrednost koja odgovara utovaru x,, predmeta n—tog tipa,
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fn—1(Q — P,z,) maksimalna vrednost utovara, pri ¢emu je uzeto u obzir n — 1
prvih predmeta i njihova ukupna tezina ne prelazi ) — P,x,,.

Primer 9.1. [5] Zadate su 4 vrste roba pakovane u pakete u sledeéim tezinskim ili
drugim jedinicama: P, = 11, P, =9, Py = 7, P, = 6 (tona, m?, komada i sli¢no).
Za svaku robu je od strane strucnih lica ocenjena vrednost (prioritet) i iznosi: Cy =
40, Cy = 38, (3 =261 Cy = 19. Poznato je da je transportno sredstvo nosivosti 25
tezinskih jedinica. Zadatak je maksimizacija vrednosti prevoza uz sto vece iskorisé¢enje
kapaciteta.

Resenje: Zadatak je potrebno podeliti u nekoliko etapa.
e Etapa 1: Neka se u transportno sredstvo utovaraju samo predmeti prvog tipa,

odnosno roba koja je pakovana u pakete tezine P, = 11 tezinskih jedinica.

Maksimalni broj predmeta tipa 1 koje je moguce utovariti iznosi {QJ = L%J =

Py
2 komada. Dakle, z; € {0,1,2}.
Ako je 0 < @ < 10 tada nije moguée utovariti ni jedan predmet tipa 1 (jer
je tezina tog predmeta P; = 11).
Ako je 11 < @) < 21 moguce je utovariti jedan predmet tipa 1.
Ako je 22 < ) < 25 moguce je utovariti dva predmeta tipa 1.

Navedeni rezultati su dati u tabeli.

Q f1(Q>: % Cy|x = P%

0—-10 0 0
11-21 40 1
22 - 25 80 2

e Etapa 2: U ovoj etapi se u transportno sredstvo utovaraju predmeti prvog i
drugog tipa. S obzirom da je P, = 9, L.%J = L%J = 2, sledi 25 € {0,1,2}.
Kako bi se odredilo f5(Q) potrebno je kapacitet transportnog sredstva podeliti

na intervale u zavisnosti od vrednosti parametara P; i P, i na osnovu relacije

f2(Q) = max {Cozy + f1(Q — Paxa)}

oseaz| 8

i ¢injenice da x5 € {0,1,2} odrediti vrednost funkcije fo(Q).

- Ako je 0 < @ < 8 nije moguce utovariti predmete ni prvog ni drugog tipa.
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- Ako je 9 < Q < 10 sledi

f2(Q)

max {Chxs + f1(Q — Pyxo)} = 02%551{38902 + f1(Q — 9z2)}

o<eis|

13804+ f1(Q=9-0)
38-1+ f1(@ —9-1)

0
= max +0 =38
38+ 0

To znaci da je pri ovom kapacitetu potrebno utovariti samo jedan predmet

tipa 2.
- Ako je 11 < Q < 17 tada je

f2(Q)

max  {Cyxa + f1(Q — Pama)} = Ogriggl{?)&sz + f1(Q — 972)}

-

[0+ A(@-9-0)
381+ f1(Q—9-1)

0+ 40
max
38+ 0

= max 0+ A(Q)
38+ f1(Q —9)

Pri ovom kapacitetu potebno je utovariti samo jedan predmet tipa 1.

- Ako je 18 < @@ < 19 sledi

f2(Q)

max {Chxy + f1(Q — Paxs)} = 02152152{38562 + f1(Q — 9z2)}

ocnis|

(38-0+ f1(Q —9-0)
max ¢ 381+ f1(Q —9-1)
(3824 f1(@—9-2)
(0 +40
max < 38 +0
|76 + 0

0+ f1(Q)
=max{ 38+ f1(Q—-9) =
76+ f1(Q — 18)

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva pre-
dmeta tipa 2.

- Ako je 20 < @ < 21 tada je

f2(Q)

max  {Coxa + f1(Q — Pama)} = 0£3><<2{389:2 + f1(Q — 972)}

-y
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(380 + f1(Q —9-0) 0+ f1(Q)
=max{38-1+ f1(Q—9-1) =max{38+ f1(Q—9) =
382+ fi(@ —9-2) 76 + f1(Q — 18)

(0 + 40
=max<{ 38+40 =T8.
|76+ 0

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti jedan
predmet tipa 1 i jedan predmet tipa 2.

- Ako je 22 < @ < 25 sledi
f2(Q) = maiiQJ{CzM + [1(Q — Pay)} = Olgla><<2{38$2 + f1(Q — 972)} =
0<z2< | 5 ==
380+ f1(Q—9-0) 0+ f1(Q)
=max {381+ f1(Q—9-1) =maxq 38+ f1(Q —9) =
\38-2—1—]‘"1(@—9-2) 76 + f1(Q — 18)
(0+ 80
=max < 38 +40 = 80.
|76 +0

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva pre-
dmeta tipa 1.

Dakle, kada se za svaki interval izvrsi proracun dolazi se do zakljucka da se
najveéa vrednost fo(25) dobija prilikom utovara u transportno sredstvo dva
predmeta prvog tipa.

Q f2(Q) T2 I
0-38 0 0 0
9—-10 38 1 0
11—-17 40 0 1
18 =19 76 2 0
20— 21 78 1 1
22 — 25 80 0 2

Etapa 3: Sada se razmatra mogucénost utovara predmeta prvog, drugog i treceg
tipa. Kako je P3 =71 L,%J = L%J = 3, sledi da je z3 € {0, 1,2, 3}.
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- Ako je 0 < @ < 6 nije moguce utovariti predmete ni prvog, ni drugog ni
treceg tipa.

- Ako je 7 < Q < 8 sledi
[3(Q) = max {Csxs+ fo(Q — Psxs)} = 01;%?;(1{263?3 + f1(Q — Tx3)} =

oseuz| 4]

B {26-0+f2(@—7-0) B {0+f2(Q)
ax = max

26-1+ f2(Q—T7-1) 26 + f2(Q —7)
:max{0+0 = 26.
26 +0

Potrebno je utovariti jedan predmet tipa 3.
- Ako je 9 < @ < 10 tada je
f3(Q) = max {Csxs+ fo(Q — Psx3)} = 01%33211{26%3 + fi(Q — Tw3)} =

-

o d 280+ R@Q@=T-0) )0+ f(Q)
26-14 fo(Q@=7-1) 26+ f2(@ = 7)

= max 0+33 = 38.
2640

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti jedan
predmet tipa 2.

- Ako je 11 < @ < 13 sledi

f3(Q) = max {Csrs+ fo(Q — Psx3)} = Ogﬁé{%xs + f1(Q — Tx3)} =

o<ees]

o Josp@-T0) o+ p(Q)
261+ fo(Q —7-1) 26+ f2(Q — 7)

Potrebno je utovariti jedan predmet tipa 1.
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- Ako je 14 < @ < 15 tada je

f3(Q) = max {Csws+ fo(Q — Psx3)} = 02%??2{26953 + f1(Q — Tx3)} =

o<ees] 5

(26-0+ f2(Q —7-0) 0+ £(Q)
=max{26-1+ fo(Q—7-1) =maxq 26+ fo(Q—7) =
(26 -2+ f2(Q —7-2) 52 + fo(Q — 14)

(0 + 40
=max{26+0 =52
52+ 0

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva pre-
dmeta tipa 3.

- Ako je 16 < Q < 17 sledi

f3(Q) = max {Csrs + fo(Q — Psx3)} = 02%??2{26% + f1(Q — Tx3)} =

-

(2604 f2(Q —7-0) 0+ fo(Q)
=max{26-1+ fo(Q—7-1) =maxq 26+ fo(Q—7) =
(26 -2+ f2(Q —7-2) 52+ fo(Q — 14)
(0 + 40
=max< 26 +38 = 64.
(5240

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti jedan
predmet tipa 2 i jedan predmet tipa 3.

- Ako je 18 < @ < 19 tada je

f3(Q) = max {Csrs + fo(Q — Psx3)} = Og}ggz{%xs + f1(Q — Tx3)} =

osraz | 8]

(26 -0+ f2(Q —7-0) 0+ f2(Q)
=max26-14 fo(Q—7-1) =maxq 26+ fo(Q —7) =
(26-24 fo(Q —T7-2) 52 + fo(Q — 14)
(0476
=max{ 26 +40 =76.
52+ 0
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Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva predme-

ta tipa 2.
- Ako je 20 < @ < 21 sledi

f3(Q) =

osunc] ]

(26-0+ fo(Q —7-0)
26 -1+ f,(Q—7-1)
(26-2+ fo(Q —T7-2)
(0+78
26 + 40
(52 +0

= max

= T8.

= Imax

max {Csws + f2(Q — P3r3)

} — 0@222{26333 + fl(Q - 7373)} =

0+ f2(Q)

=max {26+ fo(Q—-7) =

52 + fo(Q — 14)

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti jedan

predmet tipa i jedan predmet tipa 2.

- Ako je Q = 22 tada je

f3(@) =

osraz | 8]

(260 + fo(22—7-0)
26-1+ f2(22—-7-1)
26-2+ f2(22-17-2)
(26 -3+ f2(22-7-3)
(0 + 80
26 + 40
52+0
(78 +0

= Imax

= 80.

= max

max {03563 + f2(Q — P3LU3>

} = 0£1;5:}£{3{26$3 + f1(Q - 7553)} =

0+ f2(22)
26 + f2(15)
= max

52 + f2(8)
78 + f2(1)

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva predme-

ta tipa 1.
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- Ako je 23 < Q < 24 sledi

f3(Q) = maic {C323 + fo(Q — Pyx3)} = max {26x3 + f1(Q — Tx3)} =
0<z3< Q
) 0+ f2(Q)
1) e 26 + fo(Q —7) _
) 52 + fo(Q — 14)
) 78 + fo(Q — 21)

— max

— Imax =

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti jedan
predmet tipa 2 i dva predmeta tipa 3.

- Ako je Q = 25 tada je

f3(@Q) = max  {Cyrs+ f>(Q = Pyws)} = max {26z + f1(25 — Ta)} =

0<$3<L

(26 -0 4 f(25—7-0) 0+ f2(25)

e J 260 1+f2(25—7 N )26+ R08)
26 -2+ f2(25 - 7-2) 52+ fo(11)
(26 -3+ f2(25 —7-3) 78+ fo(4)
(0480
2

= max 6+76 = 102.
52 + 40
(78 +0

Pri ovom kapacitetu transportnog sredstva potrebno je utovariti dva pre-
dmeta tipa 2 i jedan predmet tipa 3.

U narednoj tabeli su prikazane vrednosti utovara za predmete prve, druge i
trece vrste.
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Q [(Q) | x5 | x| 3
0—-6 0 0 0 0
7—38 26 1 0 0
9—-10 38 0 1 0

11 —-13 40 0 0 1
14 —15 52 2 0 0
16 — 17 64 1 1 0
18 —19 76 0 2 0
20— 21 78 0 1 1

22 80 0 0 2
23 — 24 90 2 1 0

25 102 1 2 0

e Etapa 4: Razmatra se moguénost utovara predmeta prvog, drugog, treceg i
cetvrtog tipa. Kako je Py =6 i L’%J = L%J =4, sledi da je x4 € {0,1,2,3,4}.

- Ako je 0 < @ < 5 nije moguce utovariti ni jedan predmet.

- Ako je Q = 6 sledi

) ) o J1904 f5(6-6-0)
f4(@)—0§$§i§iJ{C’4x4+f3(Q Pyrs)} = ma {19.14_]”3(6—6'1) B

0
= max 0 =19,
19+0

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 4.

- Ako je 7 < @ < 8 tada je

f1(Q)= max {Cyzs+ f3(Q — Pyry)} = Ogﬁ}él {19 x4+ f3(Q —6-0) _

OSI4§L%J 19 - Ty + f3(Q —6- ].)
:max{lg.o—i_f?’(Q) :max{0+26 = 26,
191+ f3(Q — 6) 19 +0

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 3.
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- Ako je 9 < @ < 10 sledi

f4(Q) = max {O4x4+f3<Q—P4ZL'4)} :Og%}él {19134+f3(@—60)

0<za<| £ | 1924+ f3(Q —6- 1)
:max{lg‘o—i_fg(Q) :max{0+38 = 38,
19-1+ f5(Q — 6) 19 +0

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 2.
- Ako je 11 < @ < 12 tada je

f1(Q) = max {Cyxy+ f3(Q — Pyzy)} = 0%%% {19 x4+ f3(Q —6-0)

0<za<| | 19 24+ f3(Q —6-1)
:max{19~0+f3(Q) :max{0+40 = 40,
191+ f3(Q — 6) 1940

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 1.
- Ako je @ = 13 sledi

1924+ f3(13—6-0)
f1(13) = max {Cyzy+ f3(13 — Pyzg)} = max ¢ 19-24 + f3(13 —6-1)

0<x4<2
osos| 3] 19w+ (13-6-2)
19-0+ f3(13) 0+ 40
=max{ 19-1+ f3(7) =max{ 19426 =45,
192+ f3(1) 3840

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 3 i jedan predmet tipa 4.
- Ako je Q) = 14 tada je

f4(14) = max {041’4 + f3(14 — P4J,’4)} = max 19 - Ty + f3<14 _ 6 . 1)
0<za<| £ 0<w4<2
! 1924+ f3(14 —6-2)

190+ f5(14) 0+ 52
=max{ 19-1+ f3(8) =max{19+26 =52,
19-2+ f3(2) 3840

pa je potrebno utovariti dva predmeta tipa 3.
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- Ako je Q = 15 sledi

1924 + f3(15—6-0)

f4(15) = max {04334 + f3(15 — P4374>} — Inax 19 T4+ f3<15 —6- 1)
0<za<| 42| Osmas2

Py 191L’4—|—f3<15—62)

190+ f3(15) 0+ 52
=max ¢ 19-1+ f3(9) =max{ 19438 =57,
19-2+ f3(3) 3840

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 2 i jedan predmet tipa 4.

- Ako je Q = 16 tada je

1924 + f3(16 — 6-0)
f4(16) = max {041'4 -+ f3(16 — P4x4)} = Imax 19 - Ty + f3<16 —6- 1)
0§m4§{£J 0<z4<2
Py 19$4—|—f3<16—62>
19-0+ f5(16) 0+ 64
=max{ 19-1+ f3(10) =max<{ 19+38 =64,
192+ f3(4) 3840

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 2 i jedan predmet tipa 3.
- Ako je Q = 17 sledi
1924 + f3(17—6-0)

f4(17) = max {041’4 + f3(17 - P4x4)} = max 19 . T4+ f3(17 —6- 1)
0<z4<| 4L | 0<74<2
" 1924+ f5(17-6-2)

190+ f3(17) 0+ 64
=max{ 19-1+ f3(11) =maxq 19+40 = 64,
192+ f3(5) 3840

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 2 i jedan predmet tipa 3.
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- Ako je = 18 tada je

f1(18) =

max {Cyzy + f3(18 — Pyxy)} = max

0<ma<| 2| 0<z4<3
190+ f3(18) 0+ 76

o J19 102 J19+40
192+ f3(6) 3840
193+ £3(0) 57 +0

pa je potrebno utovariti dva predmeta tipa 2.

- Ako je Q = 19 sledi

f1(19) =

max {Cyzy + f3(19 — Pyxy)} = max

0<ma<| 2| 0<74<3
190+ f3(19) 0+ 76
g J 19108 [ 19440
192+ f3(7) 38 + 26
193+ f3(1) 5740

pa je potrebno utovariti dva predmeta tipa 2.

- Ako je @ = 20 tada je

f4(20) =

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 1 i jedan predmet tipa 2.

max {041’4 + fg(@ P4£L’4)} = Imax

0<mi<| 2 | 0<z4<3
190+ f3(20) 0+ 78
- 19-1+ f3(14) R 19 + 52
192+ f3(8) 38 + 26
19-3+ f3(2) 5740
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- Ako je Q = 21 sledi

f1(21) = max  {Cyzy + f3(21 — Pyzy)} = max

0<z4< { 21 J 0<z4<3
19-0+ f3(21) 0+ 78
19 -1+ f3(15) 19 + 52
= Imax = max
192+ f3(9) 38 + 38
19-3 4+ £3(3) 57 +0

19 -
19 .
x4+ f3
19 -

21 —
21 —
21 —
21 —

Ty + f3
Ta+ f3

J54‘|—f3

Y

pa je potrebno utovariti jedan predmet tipa 1 i jedan predmet tipa 2.

- Ako je Q = 22 tada je

f1(22) = max {Cyxs + f35(22 — Pyxy)} = max

0<m4<{22J 0<$4<3
190+ f3(22) 0+ 80
19 -1+ f3(16) 19 + 64
= Imax = max
19 -2+ f3(10) 38 + 38
193+ f3(4) 5740

pa je potrebno utovariti po jedan predmet tipa 2,3 i 4.

- Ako je Q = 23 sledi

£1(23) = max {Cyry+ f3(23 — Pyzy)} = max

O<m4<{23J 0<z4<3
190+ f3(23) 0+ 90
191+ f3(17) 19 + 64
= Imax = max
19-2+ f3(11) 38 + 40
193+ f3(5) 5740

pa je potrebno utovariti po jedan predmet tipa 2 i dva predmeta tipa 3.
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- Ako je Q = 24 tada je

f1(24) = max {Cyzy+ f3(24 — Pyay)} = max

<z4<4
0<za<| 2L sHs

(

190+ f5(24) (0490
191+ f5(18) 19+ 76
=max ¢ 19-2+ f3(12) = max{ 38+ 40
19 -3 + f3(6) 5740
(194 + f3(0) |76+ 0

pa je potrebno utovariti po dva predmeta tipa 2 i jedan predmet tipa 4.

- Ako je @ = 25 sledi

f4(25) = max {C4LC4 + f3(25 — P4LE4)} = Omax

<z4<4
0<za<| 2| sHs

(190 + f3(25) (0 + 102
191+ f3(19) 19 + 76
=max ¢ 19-2+ f3(13) = max{ 38+ 40
1934 f3(7) 57 + 26
(194 + f3(1) |76+ 0

19'.1’4—|—f3 24 —
19'.1'4—|—f3 24 —

19'1’4+f3 24 —

\19'1’44—][‘3 24 —

19'1‘4+f3 25 —
19 24 + f3(25 —

19'ZL’4—|—f3 25 —
\19'I‘4+f3 25 —

= 102,

— O

w

(24 —6
(24—6
19 24 + f3(24 — 6 -
(24— 6
(24—6

W

— O

w

( 6
( 6
19 x4+ f3(25—6 -
( 6
( 6

W

[\
—_ D D — T

(N}
—_ O T — T

pa je potrebno je utovariti po dva predmeta tipa 2 i jedan predmet tipa 3.

U nastavku je data tabela za vrednosti utovara za predmete sva cetiri tipa.
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Q Q) | xa | 23 | 19 | 1y
0—5 0 0 0 0 0
6 19 1 0 0 0
7—8 26 0 1 0 0
9—-10 38 0 0 1 0
11— 12 40 0 0 0 1
13 45 1 1 0 0
14 52 0 2 0 0
15 57 1 0 1 0
16 — 17 64 0 1 1 0
18 — 19 76 0 0 2 0
20 — 21 78 0 0 1 1
22 83 1 1 1 0
23 90 0 2 1 0
24 95 1 0 2 0
25 102 0 1 2 0

Optimalno resenje polaznog problema se dobija pri prevozenju dva predmeta tipa
2 i jednog predmeta tipa 1. U ovom slucaju je kapacitet transportnog sredstva u
potpunosti iskoriséen (2 -9 + 7 = 25). Takode, resenje nije dato samo za transportno
sredstvo kapaciteta 25 tezinskih jedinica, veé¢ i za ona transportna sredstva ¢ija se
nosivost kre¢e u intervalu 0 < @) < 25 tezinskih jedinica i time je resen jedan skup
slicnih problema. Osim toga moguce je i odrediti kolika je vrednost transporta i
koliko je iskoriS¢enje transportnog sredstva u slucaju da je doneta odluka koja nije
optimalna.
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10 Zakljucak

Dinamicko programiranje predstavlja tehniku resavanja problema optimizacije koji
su u osnovi viseetapni procesi upravljanja. To znaci da se proces sastoji od konacnog
broja etapa i pri tome je na svakoj etapi potrebno doneti neku odluku. Ova klasa
problema optimizacije predstavlja veliki izazov sa numerickog aspekta, jer je obi¢no
vreme koje je potrebno za reSavanje ovih problema eksponencijalna funkcija koja
zavisi od broja etapa kao i od broja parametara upravljanja.

Osnovna ideja dinamickog programiranje je identifikacija potproblema manje veli-
¢ine koji se potom resavaju, a zatim kombinuju za resenje glavnog problema. Svaki
potproblem se rasava samo jednom i njegovo reSenje se pamti u memoriji. Dakle,
osnovha prednost ovakvog pristupa je to Sto se vreme potrebno za resavanje problema
drasticno smanjuje, na racun memorijskog zauzeca.

Pomoéu dinamickog programiranje efikasno se mogu resavati brojni problemi koji
su prisutni u mnogim podrucjima prirodnih, drustvenih i tehnickih nauka. U radu su
predstavljeni mnogobrojni primeri koji ilustruju primenu dinamickog programiranja.
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