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1 Uvod

Teorija malih talasa [[| veoma je znacajna sa stanovita obrade signala. Me-
dutim, osim u signalnoj analizi ova teorija je nasla svoju primenu i u nekim
oblastima ekonomije. Nastala je kao odgovor na prakticne zahteve inzenjera i
fiziCara u potrazi za matemati¢kim aparatom koji pruza detaljniju analizu od po-
stojece Furijeove analize. U tom pogledu, mozemo je posmatrati kao sledbenika
Furijeove teorije, ali u odredenom smislu, unapredenu i prilagodenu.

Prednost malotalasnih metoda u odnosu na Furijeovu analizu je moguénost da
se sacuvaju informacije o vremenu i stoga one mogu biti pogodne za istrazivanja
u nekim oblastima finansija.

Dakle, kako malotalasna transformacija predstavlja unapredenje i prosirenje
Furijeove transformacije, najpre se u drugom poglavlju uvodi definicija Furijeove
transformacije i neke njene osobine. Zatim se definise pojam malotalasne trans-
formacije i tipovi malotalasnih transformacija (neprekidna i diskretna). Takode se
obajsnjava Hajzenbergov princip neodredenosti i pojam analitickih malih talasa.

Malotalasna analiza se primenjuje i za merenje i odredivanje odnosa izmedu
dve nestacionarne vremenske serije. Za proucavanje vremensko frekvencijske zavi-
snosti izmedu dve vremenske serije koristi se unakrsna malotalasna analiza. Stoga
se u treCem poglavlju definiSu osnovni pojmovi unakrsne malotalasne analize.

Na pocetku Cetvrtog poglavlja definisani su neki ekonomski pojmovi, poput
poslovnih ciklusa i pojma co-movement. Veéi deo Cetvrtog poglavlja posvecen je
opisivanju primene i interpretaciji rezultata koju su u svom radu detaljno istrazili
Aguiar-Conraria, M. F. Martins i M. F. Martins [9]. U petoj glavi dat je listing
osnovnog koda koji su navedeni autori koristili za dobijanje nekih od rezultata
sa odgovaraju¢im komentarima. U dodatku petog poglavlja definisani su neki
modeli vremenskih serija.

lengl. wavelet theory



2 Od Furijeove do malotalasne transformacije

Za izradu ovog pogavlja koris¢ena je literatura [1], [6], [8] i [10].

lako je ovaj rad o primeni malotalasne analize, prirodno je zapoceti izlaga-
nje sa osnovnim pojmovima Furijeove analize. Furijeove metode su alternativa
(a i konkurentni) malotalasnim metodama, tako da je poredenje ovih metoda
prirodno. Osim toga malotalasne metode zasnivaju se na Furijeovoj analizi.

Poreklo Furijeove teorije pripisuje se matematicaru DZozefu Furijeu, koji je u
svom radu 1807. godine tvrdio da se svaka periodicna funkcija moze predsta-
viti beskona¢nom sumom sinusa i kosinusa. Ovakva ideja dovela je do razvoja
dobro poznate Furijeove transformacije i imala je veliki uticaj u matematickoj
konvergencija Furijeovih redova i upotpunila teorija Furijeovih integrala. Furije
je bio motivisan proucavanjem toplotne difuzije, u osnovi koje je bila linearna
diferencijalna jednacina. Furijeova transformacija koristi baze sinusa i kosinusa
razlicitih frekvencija da utvrdi koliko svake frekvencije sadrzi signal. Tokom 19.
veka Furijeova transformacija resila je mnoge probleme iz fizike i inZenjerstva.
Medutim tokom 20. veka matematicari, fiziCari i inZenjeri shvatili su nedostatak
Furijeove transformacije. Furijeova transformacija ne dozvoljava da se frekven-
cija signala menja tokom vremena i zato su postojali problemi sa reprodukcijom
signala Cije se karakteristike menjaju tokom vremena. Drugim reCima, Furijeova
transformacija moze nam reéi koliko svake frekvencije postoji u signalu, ali ne i
kada ta komponenta frekvencije postoji u vremenu.

Da bi se prevaziSlo ovo ogranicenje predlozena je kratkotrajana Furijeova
transformacija [l Kao $to samo ime govori, osnovna ideja je kori$¢enje Furijeove
transformacije za kratkorajne periode. Sastoji se u primeni kartkotrajnog prozora
na signal i izvodenja Furijeove transformacije unutar ovog prozora.

Medutim, svaka vremensko-frekvencijska analiza ogranicena je Hajzenbergo-
vim principom neodredenosti (koji ¢e detaljnije biti objasnjen u poglavlju 2.7).
Fizi¢ar Verner Hajzenberg je 1927. godine izjavio da se brzina i polozaj nekog
objekta ne mogu istovremeno ta¢no meriti. Ovo znali da je nemoguce isto-
vremeno znati tacnu frekvenciju i tacno vreme pojave frekvencije u signalu. U
stvari, postoji kompromis izmedu vremenske i frekvencijske rezolucije. Ovo znaci
da se za uske prozore dobija dobra vremenska rezolucija, ali losa frekvencijska
rezolucija dok se za Siroke prozore dobija dobra frekvencijska rezolucija, a losa
vremenska rezolucija.

Problem sa kratkotrajnom Furijeovom transformacijom je Sto koristi prozore
konstantne duzine (videti Sliku 2). Owvi fiksirani prozori daju uniformnu podelu
vremensko-frekvencijskog prostora. Kada je ukljuCen Sirok opseg frekvencija,

2engl. short-time Fourier transform



prozor Cije je vreme fiksirano obi¢no sadrzi velik broj ciklusa visoke frekvencije i
nekoliko ciklusa niske frekvencije Sto rezultira preteranoj zastupljenosti kompo-
nenti visoke frekvencije i nedovoljnoj zastupljenosti komponenti niske frekvencije.
Dakle, kako se signal ispituje unutar fiksiranog vremensko-frekvencijskog prozora
sa konstantnim intervalima u vremenskom i frekvencijskom domenu, kratkotrajna
Furijeova transformacija ne omogucava adekvatnu rezoluciju za sve frekvencije.

Nasuprot tome, malotalasna transformacija koristi osnovne lokalne funkcije
koje se mogu rastezati i pomerati sa fleksibilnom rezolucijom u vremenu i fre-
kvenciji. U slucaju malotalasne transformacije, vremenska rezolucija je prilago-
dena frekvenciji skupljanjem Sirine prozora kada se fokusira na visoke frekvencije,
odnosno Sirenjem kada se procenjuju niske frekvencije. Dopustanje prozora razli-
citih velicina omogucava poboljSavanje frekvencijske rezolucije niskih frekvencija
i vremenske rezolucije visokih frekvencija. Ovo znadi da odgovarajuca visokofre-
kvencijska komponenta moze biti bolje lokalizovana u vremenu nego komponenta
niske frekvencije. Suprotno tome, komponenta niske frekvencije moze biti bolje
lokalizovana u frekvenciju u poredenju sa komponentom visoke frekvencije. Kako
omogucava fleksibilniji pristup u analizi vremenskih serija, malotalasna analiza je
usavrsavanje Furijeove analize.

Na Slici 1. prikazana su poredenja vremensko-frekvencijskih osobina. Za
vremenske serije u vremenskom domenu svaka tacka sadrzi informacije o svim
frekvencijama. Suprotno tome, u slucaju Furijeove transformacije, svaka tacka
u frekvencijskom domenu sadrzi informacije o svim tackama u vremenskom do-
menu. U slucaju kratkotrajne Furijeove transformacije, vremensko-frekvencijska
ravan podeljena je koristeéi prozor konstantne duzine, dok se u slu¢aju malota-
lasne transformacije Sirina prozora prilagodava frekvenciji.

2.1 Furijeova transformacija

Najpre navodimo oznake koje ¢e se koristiti u radu: L'(R) oznalava skup
integrabilnih funkcija tj. skup funkcija koje zadvoljavaju uslov

+oo
/ 2 (t)]dt < +o0.

L?(IR) oznatava skup kvadratnih integrabilnih funkcija, tj. skup funkcija defini-
sanih na realnoj pravoj koje zadovoljavaju

+oo
/ l2(t)2dt < 0o
—00
sa uobicajnim unutrasnjim proizvodom

)= [l @

—0o0
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Vremenske serije Furijeova transformacija

Frekvencija
Frekvencija

Vreme Vreme
Kr jna Furij i Malotalasna transformacija
2, 2
2 2
g g
= =
2 =
w w
Vreme Vreme

Slika 1: Poredenje vremensko-frekvencijskih osobina

i sa odgovarajuéom normom
1
lzl] = (z,2)>.

Ovde se zvezdica korsiti za oznacavanje kompleksne konjugacije. Posto se kvadrat
norme x(t),

(b2 = /_O:O (1) 2dt

obi¢no naziva energijom x, prostor L?(IR) takode je poznat kao prostor signala
konacne energije.

Furijeova analiza predstavlja bilo koju funkciju konaéne energije z(¢) kao sumu
sinusodnih talasa e™':

1 [+ |
x(t) = %/ﬂo X(w)e“tdw, teR.
iwt

Amplituda X (w) svakog sinusoidnog talasa ¢’* jednaka je njenoj korelaciji sa z,



koja se naziva Furijeova transformacija:

X@w)= [ T pe i, weR.
Sto je z(t) regularnije, amplituda sinusoidnog talasa | X (w)| brze opada kada se
frekvencija w povecava.

Kada je x(t) definisano samo na intervalu [0,1], onda Furijeova transforma-
cija postaje dekompozicija u Furijeovu ortonormalnu bazu {e”*™} = prostora
L2[0,1].

U ovom radu uvek koristimo konvenciju z(t) <+ X (w) za oznacavanje Furi-
jeovog para, tj. odgovaraju¢im velikim latinicnim slovima oznac¢avamo Furijeovu
transformaciju date funkcije. Dakle, ako z(¢) € L*(R) onda X (w) oznaava
njegovu Furijeovu transformaciju, w oznacava ugaonu (radijalnu) frekevnciju i
e~ = cos(wt) — isin(wt) prema Ojlerovoj formuli.

2.1.1 Furijeova transformacija u L'(R)

Dve funkcije z1 i x5 su jednake u L'(IR) ako vazi:

400
/ 21 (1) — ao(t)|dt = 0.
Ovo znadi da se z1(t) i x2(t) mogu razlikovati samo na skupu ta¢aka mere 0,
odnosno kazemo da su ove funkcije skoro svuda jednake.

Da bi se izbegli problemi konvergencije, Furijeov integral se prvo definiSe na
prostoru L' (IR), a zatim se prosiruje na prostor L?(R) funkcija kona&ne energije.
Furijeov integral

X@) = [ (e
—00
meri “koliko mnogo” oscilacija frekvencije w postoji u x. Ako = € L'(R) onda
ovaj integral konvergira i

X(w)] < /_+: 2(t)|dt < +oo.

Prema tome Furijeova transformacija je ograni¢ena, i moze se pokazati da je
neprekidna funkcija od w. Ako je X integrabilna, Teorema 2.1 daje inverznu
Furijeovu transforamciju.

Teorema 2.1. Inverzna Furijeova transformacija. Ako je v € L'(R) i X €
L'(R) onda

x(t) ! /+OOX(w)ei”tdw. (2.1)

")



U nastavku se navode Fubinijeva teorema i teorema dominantne konvergen-
cije.

Teorema 2.2. Fubinijeva teorema. Ako je [*2° (ffoog’|x(v1,v2)|dv1> dvy <
+00, onda je

“+o00 400 400 400
/ / x(v1, vg)dvidvy = / (/ x (v, UQ)dx1> dvsy

= /;oo (/J:O x(vl,vg)dv2> dvy.

Teorema 2.3. Dominantna konvergencija. Neka je {x,}nen familija funkcija
takva da je 1_1&1 x,(t) = z(t) skoro svuda. Ako je

+00
VneN |z.(t)] <y(t) i / y(t)dt < +oc,

—00

onda je x integrabilna i

+oo . +oo
/_Oo x(t)dt = ngrfoo . x,(t)dt.

Znacajna operacija u obradi signala je konvolucija i ona je data slede¢om
definicijom.

Definicija 1. Neka su z i y funkcije Ciji je domen ceo skup R. Konvolucija
funkcija = i y, u oznaci x * y, definise se sa:

(x*xy)(u) = /_O:O z(u —v)y(v)dv, ueR.

Furijeova transformacija preslikava konvoluciju dva signala u njihov proizvod.

Teorema 2.4. Konvolucija. Neka jex € L'(R) iz € L'(R). Funkcijay = z*x
jeuLY(R) i
V(w) = Z(w)X(w), (2.2)

gdesusaY, Z i X oznacene Furijeove transformacije signala vy, z i x respektivno.

Y = /_J:O e (/_J:o x(t — u)z(u)du) dt.

Kako je |x(t—u)||z(u)| integrabilno na R?, moZemo primeniti Fubinijevu teoremu
(Teorema 2.2).

Dokaz.



Smenom promenljivih (t,u) — (v =t — u,u) dobija se

—+00 —+00 .
Y(w) = / / e~ WY (0) 2 () dudv

-(/

¢ime je dokazano (2.2).

Dirakova delta funkcija (distribucija) je neutralni (jedini¢ni) element za ope-

raciju konvolucije:

Iz Teoreme 2.4 sledi da je Furijeova transformacija Dirakove delta distribucije
jednaka jedini¢noj funkciji:

- e " f(v)dv

dxx = .

(L.

- e_mwh(u)du) :

X(w) =W)X (w) = d(w) =1,

gde je sa 5 oznadena Furijeva transformacija od 9.

U sledecoj tabeli su navedena neka svojstva Furijeove transformacije

Osobina Funkcija | Furijeova transformacija
x(t) X(w)
Inverzija X(t) 2 (—w)
Konvlucija x1 % 2o(t) X1 (w)Xa(w)
Mnozenje x1(t)x2(t) = X1 (w) * Xo(w)
Translacija x(t —u) e " X (w)
Modulacija ety (t) X(w—§)
Skaliranje x(t/s) |s| X (sw)
lzvodi viseg reda, p € N xP(t) (lw)P X (w)
Kompleksna konjugacija x*(t) X*(—w)
Hermitska simetrija z(t) € R X(—w) = X*(w)

Tabela 1: Osobine Furijeove transformacije

2.1.2 Furijeova transformacija u L*(R)

Furijeova transformacija indikatorske funkcije x = 1;_1 j) je

X(w)

1 .
/ et =
-1

10
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Ova funkcija nije integrabilna, ali je njena kvadratana funkcija integrabilna. Stoga
se Teorema 2.1 o inverznoj Furijeovoj transformaciji ne moze primeniti. Ovo
je motivacija za proSirenje Furijeove transformacije na prostor L*(R) funkcija
konacne energije. Postojanje unutrasnjeg proizvoda na Hilbertovom prostoru
L2(R) nudi Sirok spektar pogodnosti.

Teorema 2.5. Ako su z i z iz L'Y(R) N L*(R), onda vaZi

/ ;wx(t)z*(t)dt _ ;ﬂ / ;OOX(w)Z*(w)dw. (2.3)
Za z = x sledi da je
/_:° w(t)Pdt = 21%/:) X () 2dw. (2.4)

Dokaz. Neka je y = x * z gde je z = z*(—t). Pomocu teoreme o konvoluciji
(Teorema 2.4) i osobine kompleksne konjugacije (Tabela 1) pokazuje se da je
G(w) = F(w)H*(w). Primenom inverzne Furijeove transformacije (2.1) na y(0)
dobija se

/:O 2(t)2" (#)dt = y(0) = ;ﬁ /:” Y (w)dw = ;ﬁ /;“X(w)z*(w)dw.

O

Jednacine (2.3) i (2.4) nazivaju se Parsevalova formula i Planserelov identitet
respektivno.

2.2 Regularnost i opadanje Furijeove transformacije

Globalna regularnost funkcije « zavisi od opadanja || X (w)| kada se frekven-
cija w povecava. Proucava se diferencijabilnost funkcije z. Ako = € L'(R) onda
inverzna Furijeova formula (2.1) implicira da je 2 neprekidna i ogranicena:

1 +oo . 1 +oo
2 (t)] < f/ e X (w)|dw = f/ X (w)]dw < +o0. (2.5)
21 J— 21 J—o

U Teoremi 2.6 dat je dovoljan uslov koji garantuje diferencijabilnost = za bilo

koji red p.

Teorema 2.6. Funkcija x je ograniCena i p puta neprekidno diferencijabilna sa

ogranicenim izvodima ako je

/+°O X (@)](1+ [w]?)dw < +o0. (2.6)

o0

3engl. decay
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Dokaz. Furijeova transformacija izvoda k-tog reda x'*)(t) je (iw)*X (w). Pri-
menjujuci (2.5) na ovaj izvod dokazuje se da je

+o00
W< [ X @)l dw.
Uslov (2.6) implicira da je
+oo
/ | X (w)]|w|Fdw < +00

za svako k < p, pa je (*)(t) neprekidno i ograniceno.

Ovaj rezultat dokazuje da ako postoji konstanta K i € > 0 takvi da

K

(X (w)l < 1+ |wlptite’

onda x € CP.

Opadanje | X (w)| zavisi od najgoreg singularnog ponasanja funkcije z. Npr.
x = 1i_7,7) nije neprekidno kada je t = =7, pa | X (w)| opada poput |w| .

U ovom slucaju, takode je vazno znati da je z(t) regularno za t # £7. Ova
informacija ne moze se dobiti iz osobine opadanja | X (w)|. Da bi se okarakterisala
lokalna regularnost signala x, neophodno ga je razloziti pomodu talasnih formi
koje su vremenski dovoljno lokalizovane, za razliku od sinosoidnih talasa e

2.3 Vremensko-frekvencijska lokalizacija

U mnogim primenama, za dati signal z(¢) (pri ¢emu se za sada pretpostavlja
da je t neprekidna promenljiva), ispituje se njegov frekvencijski sadrzaj lokalno u
vremenu. Ovo je npr. sli¢cno muzickoj notaciji, koja govori muzicaru koju notu
(frekvencijska informacija) treba da odsvira u odredenom trenutku. Standardna
Furijeova transformacija,

X(w “ly(t)dt,

1
)= =]

27
daje prikaz sadrzaja frekvencije signala x, ali informacije koje se odnose na
vremensko-frekvencijsku lokalizaciju, npr. visokofrekventni prasak ne mogu se
lako procitati iz X. Vremensko-frekvencijska lokalizacija moze se posti¢i najpre
uokvirivanjem signala z, tako Sto se odsece samo dobro lokalizovani deo x i zatim
se izvrSi njegova Furijeova transformacija:

(T2 (w, u) = / 2(8)y(t — w)e~tdt. (2.7)

12



Ovo je tzv. prozorska ili kratkotrajna Furijeova transformacija , koja je stan-
dardna tehnika za vremensko frekvencijsku lokalizaciju.

Jos je poznatija analiza signala u njenoj diskretnoj verziji, gde su u i w do-
deljenje regularne prostorne promenljive: u = nug,w = mwy, gde su m,n € Z i
wo, up > 0 su fiksirane vrednosti. Onda (2.7) postaje

(Tﬁ’jfgx)(mwo,nuo) = (Tnlfgﬁ)(woauo) = /I(t)y(t - nuo)e_imwotdt- (2.8)

Ovaj postupak je prikazan na Slici 2: za fiksirno n, T;;’fg(x) odgovara Furijeovim
koeficijentima z(-)y(- — nug). Ako je npr. y kompaktan nosaé, onda je jasno
da, uz odgovarajuée izabrano wy, Furijeovi koeficijenti T“;Lm(x) su dovoljni za
karakterizaciju i ako je potrebno za rekonstrukciju z(-)y(- — nug). Premestanje
n “delova” po koracima ug, omogucéava se dobijanje svih z iz T;n”g(:v)

Mnogo mogucih izbora je predlozeno za prozorsku funkciju y u analizi signala,
od kojih vedina ima kompaktan nosa¢ i odgovarajuéu glatko¢u. U fizici, (2.7) je
povezan sa prikazima koherentnih stanja; y“*“(t) = e“'y(t — u) su koherentna
stanja. U ovom kontekstu, veoma popularan izbor je Gausova funkcija y. U
svim primenama, pretpostavlja se da je y dobro definisana u prostoru i vremenu;
ako su y i Y koncentrisane oko nule, onda se (T""z)(w,u) moze tumaditi kao
“sadrzaj” x blizu vremena u i frekevncije w. Prozorska Furijeova transformacija
prema tome pruza opis x u vremensko-frekvencijskoj ravni.

x(u)y(u)

y(u)

Slika 2: Prozorska Furijeova transformacija: funkcija z(u) se mnozi sa funkcijom
y(u), i izralunavaju se Furijeovi koeficijenti proizvoda z(u)y(u); procedura se
zatim ponavlja za translirane prozore, y(u — ug), y(u — 2ug), - - -

4engl. windowed Fourier transform, short-time Fourier transform
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2.4 Analogije i razlike malotalasne i prozorske Furijeove
transformacije
Malotalasna transformacija pruza slican vremensko-frekevncijski opis, sa ne-

koliko bitnih razlika. Formule malotalasne transformacije analogne (2.7) i (2.8)
su

Wao(r, ) = Isl 72 [ty (=) a (2.9)

Wit(rs) = 5™ [t (st = nro) dt. (2.10)

U oba slucaja se pretpostavlja da ¢/ zadovoljava

/w(t)dt —0. (2.11)

Formula (2.10) je dobijena iz (2.9) restrikcijom s, 7 samo na diskretne vrednosti:
u ovom slucaju s = sg', T = n7ysy’, gde sum,n € Z, i sp > 1, 79 > 0 fiksirani.

Jedna sli¢nost izmedu malotalasne transformacije i prozorske Furijeove trans-
formacije je jasna: i (2.7) i (2.9) uzimaju unutrasnje proizvode x sa famili-
jom funkcija indeksiranih sa dve oznake, y“%“(t) = e™'y(t — u) u (2.7), i

Urslt) = s 20 (S0 w 29),

Funkcije 9, s nazivaju se talasici E]; funkcija 1) se ponekad naziva “mother
wavelet”. Ovde se pretpostavlja da su 1 i y realne, ¢ak iako ovo nije neophodno;
ako nisu realne, onda se u (2.7) i (2.9) mora uvesti kompleksna konjugacija. Ti-
pican izbor za v je ¥(t) = (1 — t*)exp(1 — t?/2), drugi izvod Gausove funkcije,
koji se ponekad naziva “mexican hat” funkcijom jer podseca na presek Meksickog
seSira. Funkcija “Mexican hat” je dobro lokalizovana i u vremenu i u frekven-
ciji, i zadovoljava (2.11). Kako se s menja, 1,0(t) = |s|7/%(t/s) pokriva
razli¢ite frekvencijske opsege (velike vrednosti parametra skaliranja |s| odgova-
raju malim frekvencijama, ili velikoj skali 15 ; male vrednosti |s| odogovaraju
visokim frekvencijama ili veoma maloj skali ;). Promena parametra 7 omo-
gucava pomeranje centra vremenske lokalizacije: svaki ¢, s(t) je lokalizovan oko
t = 7. |z toga sledi da (2.9), kao i (2.7) daje vremensko-frekvencijski opis . Ra-
zlika izmedu malotalasne transformacije i prozorske Furijeove transforamcje lezi
u oblicima funkcija y“"* i 9, 5, kao to je prikazano na Slici 3. Sve funkcije y“*
sastoje se od iste funkcije omotaca y (engl. envelope function), translirane na
odgovarajuce vremenske lokacije, i “popunjene” sa oscilacijama visih frekvencija.
Takode, sve funkcije y“*, bez obzira na vrednsti w imaju istu Sirinu. Nasuprot
tome, v, ; ima vremensku-Sirinu prilagodenu frekvenciji: vise frekvencije 1. ; su

Sengl. wavelets

14



{b)
w(t)

(a)

Wes s<1
=0

Wes s>l

<0

e :

Slika 3: Tipi¢ni oblici (a) prozorske Furijeove transformacije funkcija y“* i (b)
talasiéa ¥, ;. y*U(t) = e“'y(t — u) moze se posmatrati kao translirani omotac
y “popunjen” visim frekvencijama; 1. ; su sve kopije istih funkcija, translirane,
skupljene ili razvucene.

veoma uske, dok su niske frekvencije 1, ; mnogo Sire. Kao rezultat toga, malo-
talasna transformacija bolje “zumira” pojavu visoke frekvencije u kratkotrajnim
periodima od prozorske Furijeove transformacije, poput prelaznih signala.

2.5 Mali talasi ili talasici

Furijeova analiza omoguéava proucavanje cikli¢ne prirode vremenskih serija
u frekvencijskom domenu. Medutim uprkos korisnosti Furijeove transformacije,
njenom primenom gubi se informacija o vremenu. Zbog ovog gubitka informa-
cija tesko je razlikovati prolazne odnose ili identifikovati u kojem vremenskom
trenutku su se desile strukturne promene. Stavise, ove tehnike su pogodne samo
za vremenske serije sa stabilnim statistickim osobinama, tj. za stacionarne vre-
menske serije. Kao alternativa predlozena je malotalasna analiza.

Malotalasna analiza procenjuje spektralne karakteristike vremenskih serija kao
funkcije vremena, otkrivajuéi kako se razlicite periodicne komponente vremenskih
serija menjaju tokom vremena. Dok se u spektralnoj analizi vremenske serije raz-
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bijaju na sinus i kosinus razli¢itih frekvencija i bekonacnog trajanja u vremenu,
malotalasna transformacija razvija vremensku seriju u transliranu i skaliranu funk-
ciju koja ima ogranicen spektralni opseg i ograniceno trajanje u vremenu. Kao
Sto ¢emo videti jedna od glavnih prednosti malotalasne transformacije jeste mo-
guénost vrsenja prirodnih lokalnih analiza vremenskih serija: talasi¢ se rasteze u
dugacku funkciju da bi se izmerilo kretanje niskih frekvencija, a zatim se skuplja
u kratku funkciju da bi se izmerilo kretanje visokih frekvencija.

Ovde vazZi Parsevalova jednakost definisana sa (2.3) i Planserelov identi-
tet (2.4). Plan3erelov identitet se moZe napisati u obliku norme ||z(¢)||> =
LX)

Da bi funkcija ¢(t) € L*(R) bila “mother” (prihvatljiv ili analizirajuéi) talasi¢
ona mora da zadovoljava tehnicki uslov, koju se obi¢no naziva i uslov prihvatlji-
vosti E] koji glasi:

O, = 27r/00 ’\I'lf:‘l’)‘dw < o0. (2.12)
Konstanta (', se naziva konstanta prihvatiljivosti.

Treba istaknuti da je kvadrat integrabilna funkcija 1 (t) vrlo blag uslov opa-
danja i da se u praksi namecu mnogo stroziji uslovi. U stvari, u svrhu pruzanja
korisne vremensko-frekvencijske lokalizacije talas mora biti dobro lokalizovan,
kako u vremenskom tako i u frekvencijskom domenu.

Ako je 1 € L'(R) onda je ¥ neprekidno i (2.12) moZe biti zadovoljeno samo
ako je W(0) = 0 ili [T2°(t)dt = 0. Sa druge strane, ako je [T2°v(t)dt = 0
namece se malo jaci uslov od integrabilnosti na v, naime ako je

/(1 ) [b(8)|dE < 00 za a > 0,

onda je
[¥(w)] < Clwl?, B =min(a,1)

i (2.12) je zadovoljen. Dakle, za funkcije sa dovoljnim opadanjem, ispostavilo se
da je uslov prihvatljivosti (2.12) ekevivalentan slede¢em zahtevu:

o0
\II(O):/ Y(t)dt =0
—0o0
Ovo znadi da se funkcija ¢ mora pomerati gore i dole po t-osi(t-axis), tj. mora
se ponasati poput talasa; ovo, zajedno sa pretpostavkom o svojstvu opadanja
opravdava izobor termina talasi¢ - Slika 4. Ta osobina dozvoljava efektivnu
lokalizaciju u vremenu i frekvenciji, za razliku od Furijeove transformacije, koja
vrsi dekompoziciju signala u smislu sinusa i kosinusa, tj. talasa beskonacnog

trajanja.

bengl. admissibility condition
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A cosine funtior

Slika 4: Tipican mali talas u odnosu na kosinusnu funkciju. Dok je kosinusna
funkcija uvek izmedu —1 i 1, malotalasna funkcija se priblizava nuli kako se
udaljava od koordintanog pocetka.

2.6 Razlic¢iti tipovi malotalasnih transformacija.

Postoje razliciti tipovi malotalasnih transformacija, sve pocinju sa osnovnim
formulama (2.9) i (2.10). U ovom radu ¢e se razlikovati:

o Neprekidna malotalasna transformacija (2.9), i

e Diskretna malotalasna transformacija (2.10)

2.6.1 Neprekidna malotalasna transformacija

Pocevsi od dopustive "mother wavelet” funkcije 1, familija v, s funkcije "wa-
velet daughters” moze se dobiti jednostavnim skaliranjem i transliranjem :

o (t) = — ¢<t_7), sTER 540,

5] 5

gde je s faktor skaliranja ili dilatacije koji kontroliSe Sirinu talasi¢a i 7 je transla-
cioni parametar koji kontrolise lokaciju talasi¢a. Skaliranje talasi¢a jednostavno
znadi rastezanje talasia (ako je |s| > 1) ili skupljanje (ako je |s| < 1), dok
transliranje jednostavno znaci promenu njegovog polozaja u vremenu.

Normalizacija je birana tako da je ||1); || = ||¢|| za sve 7, s. Pretpostavljamo
da je ||¢|] = 1. Za datu vremensku seriju z(t) € L?(R), njena neprekidna
malotalasna transformacija u odnosu na talasi¢ ¢ je funkcija dve promenljive,
Wx;w(Ta S)

W (T, 8) = /OO z(t) 18|¢* (t — T) dt. (2.13)

—o0 | S
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Polozaj talasi¢a u vremenskom domenu dat je sa 7, dok je njegov polozaj
u frekvencijskom domenu dat sa s. Prema tome malotalasna transformacija,
preslikavanjem originalne serije u funkciju promenljivih 7 i s, daje istovremeno
informacije o vremenu i frekvenciji. Formule malotalasne i Furijeove transfor-
macije veoma su sli¢ne. Glavna razlika je da u Furijeovoj transformaciji nema
parametra lokalizacije vremena i da postoje sinusne i kosinusne funkcije umesto
malotalasne funkcije.

Koriste¢i Teoremu 2.4, neprekidna malotalasna transformacija (2.13) moze
biti predstavljena u frekvenciji, kao

\/|s| oo .
We(r,s) = H/ U (sw) X (w)e™ dw.
2 —00
Kada je iz konteksta jasno da je v talasi¢, pise se W, umesto W,.,;.

2.6.2 Inverzna neprekidna malotalasna transformacija

Vaznost uslova prihvatljivosti (2.12) proizilazi iz ¢injenice da njegovo ispunje-
nje garantuje da se energija originalne funkcije z(¢) oéuva malotalasnom trans-
formacijom, tj. da vazi Parsevalova jednakost:

[ lewpa= g [ [ e

koja omogucava rekonstrukciju funkcije z(t) iz njene malotalasne transformacije.
Preciznije, funkcija  moze se dobiti iz njene malotalasne transformacije pomo¢u
formule “rezolucije identiteta” koja je data sledeCom teoremom.

Teorema 2.7. Za sve z,y € L*(R),

Foo rtoo . dsdt
| [ WS = Cutay) (2.14)

Dokaz.

Foo oo . dsdr
/_OO . We(r, )W, (7, s) -

= [[] x@sp2emsw (sgyae] 5"

52

[yl e (s e | (2.15)

Izraz u prvoj zagradi moZe se posmatrati kao (27)'/? puta Furijeova transforma-
cija X,(€) = |s|'2X (&)W (s€); slicna je interpretacija i druge zagrade (2m)'/?
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puta kompleksno konjugovana Furijeova transformacija Y,(&) = |s|'/2Y (€)W¥*(af).
Na osnovu unitarnosti Furijeove transformacije sledi da je

2.15) =2r [ 5 ds / X (6)Y;(€)de

—27r/ /X €)|W(s8)|2de
—27T/X (e d§/|\lfs§\2||

(Fubinijeva teorema omoguéava zamenu)

= Cy (2,y)

(uraditi smenu promenljive ¢ = s u drugom integralu).
OJ

Sada je jasno zasto se namece uslov prihvatljivosti (2.12): ako je Cy besko-
nacna onda se rezolucija identiteta (2.14) ne bi ocuvala. Formula (2.14) moze
se napisati i u slede¢em obliku

_q [ [toe dsdt
v = Cwl/_oo W s (2.16)

kada je Cy # 0.

Zbog velike redundantnosti ove transformacije (primetite da se funkcija jedne
promenljive preslikava u bivarijantnu funkciju) dostupne su mnoge formule re-
konstrukcije. Na primer, moguce je rekonstruisati z(t) koristeéi

() = ci,/ooo [/Oo W (7, 8)tbss(£)dr ‘Sl,f,

—0o0
odnosno izraCunavajuéi transformaciju samo za pozitivne vrednosti skalirajuceg
parametra s, Sto je uobicajan zahtev u praksi.
2.6.3 Diskretna malotalasna transformacija

U slucaju neprekidne malotalasne transformacije razmatrali smo funkciju

rlt) = 1ol 20 ()

gde su s, 7 € R i % je prihvatljiv mali talas. Ukoliko je )(w) # 0 za w > 0, onda
uslov prihvatljivosti postaje

Cy = /000 |\D(w)’2dw = /0 |\D<w)‘2dw < 00.

wl oo |w|
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Da bi se izvrsila diskretizacija dilatacionog parametra s biramo s = s, m € Z,
tako da je dilatacioni korak sy # 1 fiksiran. Zbog prakticnosti pretpostavlja se da
je sp > 1 (iako to nije vazno jer uzimamo i pozitivne i negativne vrednosti m).
Kao Sto je ve¢ prikazano na Slici 3, razlicite vrednosti m odgovaraju talasi¢ima
razli¢itih Sirina. To znadi da bi diskretizacija translacionog parametra 7 trebala
da zavisi od m: uski (visoka frekvencija) mali talasi se pomeraju malim kora-
cima da bi prekrili ceo skup, dok se Siri (nize frekvencije) mali talasi pomeraju
ve¢im koracima. Za m = 0, prirodno je da 7 diskretizujemo mnozenjem celih
brojeva (pozitivnih ili negativnih) sa 7y (proizvoljno 75 > 0 je fiksirano), gde je
7o odabrano na odgovarajui nacin tako da ¥ (t — nry) “pokriva” ceo skup. S
obzirom da je Sirina (s, ™t) proporcionalna sa s, biramo da diskretizujemo
T sa T = n1sy’, gde je 7o > 0 fiksirano, i n € Z. T = n7ysy’ osigurava dis-
kretizaciju talasi¢a na nivou m “pokrivajuéi” skup na isti nacin kao ¥ (t — nm).
Odgovarajudi diskretni talasi¢i su dati na slede¢i nacin:

P (t) = 5™ (sam (t — nrosgl)) = 53 *P(s5™t — o).

Na Slici 5a. Sematski je prikazana resetka vremensko-frekvencijske lokalizacije
centara koji odgovaraju 1, ,,. Za datu funkciju z, unutrasnji proizvod (z, 1y, )
tada daje tac¢nu diskretnu malotalasnu transformaciju Wﬁjﬁ kao Sto je definisano
u (2.10) (opet pretpostavljamo da je ® realno).

U diskretnom slucaju, uopste ne postoji formula "rezolucije identiteta” ana-
logna sa (2.16) za neprekidan sluéaj. Rekonstrukcija = iz W, ako je uopste
moguca, mora se izvesti na neki drugi nacin.

Izbor malog talasa v koji se koristi u neprekidnoj malotalasnoj transformaciji
ili u okvirima diskretno oznacenih familija malih talasa u osnovi je ograni¢en samo
zahtevom (definisan sa 2.12) da je C, konacan. Iz prakti¢nih razloga, obi¢no se
bira 1) tako da je dobro koncentrisan u vremenskom i frekvencijskom domenu, ali
to i dalje ostavlja mnogo slobode.

2.7 Lokalizacione osobine i Hajzenbergov princip neodre-
denosti

Moze li se konstruisati funkcija = sa energijom koja je veoma dobro lokalizo-
vana u vremenu i sa Furijeovom transformacijom X koja ima energiju koncen-
trisanu u intervalu male frekvencije? Kao Sto smo ve¢ i pre istakli ne postoji
idealna lokalizacija, tj. ne postoji takva lokalizacija koja daje podjednako dobre
informacije i o frekvenciju i o vremenu. Upravo o ovome govori Hajezenbergov
princip neodredenosti IZ]

"engl. Heisenberg Uncertainty principle
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Slika 5: MreZa vremensko-frekvencijske lokalizacije malotalasne transformacije
i prozorske Furijeove transformacije. (a) Malotalasna transformacija: ¥, je
lokalizovana oko s{'n7y u vremenu. Pretpostavljamo da |¥| ima dva maksimuma
u frekvenciji, su 4 &, (to je slu¢aj npr.za mali talas-Meksicki Sesir (Mexican hat)
Y(u) = (1 —u?)e "/?); |W,,..(€)| onda dostize maksimum u su % s7'&, koji su
dva centra lokalizacije ¢, », u frekvenciji. (b) Prozorska Furijeova transformacija:
Ym.n Jje lokalizovana oko nug u vremenu, a oko mwy u frekvenciji.

Vremensko-frekvencijska koncentracija energije je ogranicena Hajzenbergo-
vim principom neodredenosti. Hajzenbergov princip neodredenosti izveden je u
kvantnoj mehanici. U osnovi je reCeno da se odredeni parovi fizickih osobina,
kao Sto su polozaj i momenat, ne mogu istovremeno znati sa proizvoljno velikom
precizno$éu: Sto se preciznije meri jedna osobina, manje precizno se moze me-
riti druga. Primenjeno u nasem kontekstu, ako zelimo preciznost u frekvenciji,
odricemo se preciznosti u vremenu. Furijeova transformacija upravo to Cini: ima
odli¢énu frekvencijsku lokalizaciju, ali se informacije o vremenu gube. Talasiéi
omogucuju Cuvanje informacije i o vremenu i o frekvenciji. U ovom odeljku ¢emo
taCno opisati ovaj kompromis izmedu vremena i frekvencije. Da bi se smanjilo
vreme Sirenja funkcije x, ono se moze skalirati sa s < 1, odrzavajudi konstantnu
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ukupnu energiju, ako je
1/t
wlt) = —=o (%), onda [lal? = Jlall

Furijeova transformacija X,(w) = /sX(sw) je prosirena sa 1/s, pa se u fre-
kvencijskoj lokalizaciji gubi ono Sto se postiglo u vremenu. Dakle, kao Sto smo
vec istakli, u osnovi je kompromis izmedu vremenske i frekvencijske lokalizacije.

Da bismo opisali osobine vremensko-frekvencijske lokalizacije neprekidne ma-
lotalasne transformacije, pretpostavljamo da su i talasi¢ ¢ (t) i njegova Furijeova
transformacija W(w) dobro lokalizovane funkcije. Taclnije, pretpostavlja se da
ove funkcije imaju dovoljno opadanje tj. treba da vazi |[¢(t)] < C(1 + [t|)~(1+)
iU (w)] < Ol + |w])=049), za C < o0, € > 0.

Centar u vremenu ili prosecna lokacija talasi¢a 1, i, definisan je na slededi
nadin:

1 00
Py = W/th(t)th,
Mera koncentracije ) oko njenog centra ili odstupanje od prosecne vrednosti,
data je standardnom devijacijom u vremenu (ova vrednost je jo$ poznata i kao

radijus u vremenu):

— 00

1 0 2
o = g Ut~ e FOP )
Centar u frekvenciji ili prose¢ni momenat, ., definisan je sa

1 0 9
b = 17 ./7oow|llf(w)| dw. (2.17)

Standardna devijacija (ili radijus) u frekvenciji, o,,.,, definisana je formulom

1
g = ot { [ (0 = 10 @)}
W] Lo
Cesto se koristi i skra¢ena notacija pri ¢emu se iz oznake izostavlja ¥, npr. umesto
[y PisaCe se samo [, itd.

Sto je vece oy, veca je neodredenost u pogledu polozaja slobodne &estice; $to
je veée o, veca je neodredenost u pogledu momenta. Koli¢ine y; i o; su sred-
nja vrednost i standardna devijacija funkcije gustine definisane sa [¢(t)[/|]][2.
Funkcija gustine za p,, o, data je sa |¥(w)|?/||®¥]|?. Stoga, ne bi trebalo da
¢udi da je interval [, — oy, 1y + 0] skup gde 1(t) dostize njegovu "najznadajniju”
vrednost dok interval [y, — o, p, + 0] igra istu ulogu za ¥(w). Pravougaonik

H"L’ = [:ut — O¢, Ut + O-t] X [/’Lw — Owy Hw + Uw]
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u (t,w)-ravni se naziva Hajzenebregova kutija ili prozor za funkciju 1. MoZemo
rei da je v lokalizovano oko tacke (uu, ) vremensko frekvencijske ravni, sa
neodrednoséu datom sa 0,0,,. U nasem kontekstu, Hajzenbergov princip neodre-
denosti uspostavlja sledecu donju granicu:

1

00, > 5

Teorema 2.8. Hajzenbergov princip neodredenosti. Vremenska i frekvencijska
varijansa funkcije x € L? zadovoljavaju

2
ool >

]

Ova nejednacina postaje jednakost ako i samo ako postoji (i, fie,, a,b) € R x C?
tako da je

o(t) = aexplipi,t — b(t — ps)?]. (2.18)
Dokaz. Pretpostavlja se da je ‘ |lim Vitz(t) = 0. Teorema vaZi za svako x €
t|—-+o0

L2(R). Ako su jui; i pi., prosecno vreme i frekvencija lokalizacije funkcije x, tada
Jje prosec¢no vreme i frekvencija lokalizacije funkcije exp(—ip,t)xz(t + i) jednako
nuli. Prema tome, dovoljno je dokazati teoremu za p; = p,, = 0. Na osnovu
Planserelovog identiteta

o= e e P

Primetimo da je
1 +o00 +o00
2 2 2 2
= — tx(t dt/ X dw.
010y 27T||£L’||4 /—oo | ZL‘( )| oo |w (w>| W

Posto je iwX (w) Furijeova transformacija funkcije z'(t), Planserelov identitet
(2.4) primenjen na iwX (w) daje

1 ~+o0
2 2
0202 = HxH4/ It (¢ |dt/ ! (1) [2dt. (2.19)
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Na osnovu Svarcove nejednakostf] sledi

olo? > ||;||4 {/_J:O |tx’(t)x*(t)\dt]2 |

LT wepya

— At Lo

Posto je lim +/txz(t) = 0, parcijalnom integracijom dobija se

[t| =400
+o0 21
2 e
|l dt} =7

— o0

1
Al

2 2
o o, >

Da bi se postigla jednakost, Svarcova nejednakost koja se primenjuje na (2.19)
mora biti jednakost. Ovo implicira da postoji b € C takvo da

2/ (t) = —2btx(t).

Dakle, postoji a € C tako da x(t) = aexp(—bt?). Ostali koraci dokaza su
Jednakosti tako da je donja granica zaista dostignuta. Kada je ji; # 0 i ju, # 0,
odgovarajuca translacija vremena i frekvencije daje (2.18).

O

Kako je talasi¢ “daughter” 1), dobijen od njegovog “mother” talasica
jednostavnom translacijom 7 i skaliranjem sa s, moze se pokazati da su centar
i radujus u vremenu v, dati sa p;y, , = T + Spi; i Oy, , = S0y i da su centar

Jw

i radjus u frekvenciji ¥, dati sa piy,, = i 0wy, = %¢. Posebno, ako je

“mother” talasi¢ ¢ centriran kad je t = 0, tj. ako je y; = 0, onda prozor povezan

sa 1, s postaje

X |= - = 2
S S S

Hy = [1— 50,7+ 50y

8U unitarnom vektorskom prostrou V za svako z,y € V vazi | (z,y) | < ||z|| ||y||- Pri tome
jednakost vaZi samo ako su vektori x,y linearno nezavisni.
Specijalni Slu¢ajevi Svarcove nejednkaosti:

e U R" i C" sa standardnim unutradnjim proizvodom vazi [> 7 zyf| <
V1 230 Tyl
‘. BPNE.
e U prostoru L2 vazi UR" f(x)g (a:)| < Jgn |f(z)]?dz Jrn lg(z)|?dz.

24



U ovom slucaju, postoji W, (T,s) = f:fssitx(t)@bj_vs(t)dt i prema Parsevalovoj
+e

relaciji, W, (7, s) ~ 27 fﬁ_@ (W) Vs (w)dw.

Prema tome zakljuéujgemg da neprekidna malotalana transformacija W, (7, )
daje vremensku informaciju o x(t) oko trenutka ¢(7) = 7, sa preciznos¢u soy i
frekvencijsku informaciju o X (w) oko frekevncije

)= He (2.20)

w(s 5

sa preciznoséu .

lako je povrsina prozora konstantna (data sa 4040,,), dimenzije prozora me-
njaju se u skladu sa skalom; prozori se Sire za velike vrednosti s (Siroke skale s -
niske frekvencije w, = %) i skupljaju se za male vrednosti s (uska skala - visoke
frekvencije 2). Ovo je jedna od glavnih prednosti malotalasne transformacije u
odnosu na prozorsku Furijeovu transformaciju. Dakle, malotalasna transformacija
omogucava variranje duzine talasi¢a tako Sto se proteze u dugacku malotalasnu
funkciju koja sluzi za merenje kretanja niskih frekvencija i sabija se u kratku ma-
lotalasnu funkciju koja meri kretanje visokih frekvencija. Na Slici 6. prikazani su
prozori koji su povezani sa neprekidnom malotalasnom transformacijom.

D R ettt sttt

e

T1 T2

Slika 6: Prozori povezani sa neprekidnom malotalasnom transformacijom
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2.8 Malotalasna moc¢ spektra i malotalasne faze

(Lokalna) malotalasna mo¢ spektra [} ponekad nazvan i skalogram ili malo-
talasni periodogram definisan je kao

(WPS),(T,8) = |W,(T, s)|.

Malotalasna moc¢ spektra meri koliki je relativan doprinos varijansi vremenske
serije u svakom vremenskom trenutku i na svakoj skali. Na Slici 7. (slika je
preuzeta iz literature [9]) prikazana je malotalasna mo¢ spektra vremenskih serija
sa razli¢itim ciklusima u prvoj i drugoj polovini uzorka.

1

1/ frekvencija

Period

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Vreme

Slika 7: Malotalasna mo¢ spektra

Na Slici 7, kao i na ostalim slikama u radu, hladne boje (ekstremne vrednosti-
plava boja) oznacavaju nizu mo¢, dok toplije boje (ekstremne vrednosti-crvena)
oznacavaju visu moc¢. Bele linije oznacavaju maksimum malotalasne moci spek-
tra, stoga dajudi direktnu procenu cikli¢nog perioda. Malotalasna transformacija
u odredenom momentu u vremenu koristi informacije susednih tacaka, pa je ma-
nje tacna kako dolazi do uglova vremenske serije. Ova oblast koja je pogodena
grani¢nim efektima naziva se konus uticaja. Na grafiku konus uticaja je oblast
izvan debelih crnih linija. Na vertikalnoj osi spektra, frekvencije su konvertovane
u ciklicne periode u godinama. Malotalasna mo¢ spektra prikazna na Slici 7,
ukazuje na cinjenicu da su u posmatranom primeru Cetvorogodisnji i Sestogo-
disnji ciklusi vazni za objasnjavanje ukupne varijanse vremenske serije u prvoj i
drugoj polovini uzorka.

Globalna malotalasna mo¢ spektra Eje prosecna vrednost malotalasne moci

engl. (local) wavelet power spectrum
Yengl. global wavelet power spectrum
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u vremenu:

(GW PS),(s) = L O:o W, (7, 5)|2dr.

Kada je talasi¢ 1) kompleksna vrednost, odgovaraju¢a malotalasna transforma-
cija W,(7,s) je takode kompleksna vrednost. U ovom slucaju transformacija
se moze podeliti na realni deo, S|R{W,(7,s)}, i imaginarni deo, J{W,(7,s)},
ili na njenu amplitudu, |W,(7,s)|, i fazu (ili fazni ugao), ¢(7,s) : W(r,s) =
W (7, 5)[ ().

Za realne vrednosti malotalasnih funkcija, imaginarni deo je konstantno nula
i faza je, dakle, nedefinisana. Dakle, da bi se razdvojile informacija o fazi i am-
plitudi vremenske serije, vazno je koristiti kompleksne talasi¢e. U ovom slucaju,
pogodno je izabrati talasi¢ 1(t) Cija je Furijeova transformacija definisana samo
na pozitivnom delu realne ose, tj. tako da je ¥(w) = 0 za w < 0. Talasi¢ koji
zadovoljava ovu osobinu naziva se analitiCki ili progresivni. Kada je ¢ analiticki
talasi¢ i z(t) je realno, formule za rekonstrukciju koje ukljuuju samo pozitivne
vrednosti parametra skaliranja s su i dalje dostupne; posebno, ako talasi¢ zado-
voljava da je 0 < |Ky| < oo, gde je Ky := [o~° \I’zgw) dw, onda se moze koristiti
slede¢a formula rekonstrukcije, poznata kao Morlet formula, koja se pretezno
koristi za numericke primene:

1 oo ds
(t) = 2% [Kw/o Wx(T,s)Sw] .

Kada je talasi¢ v analiticki, odgovaraju¢a malotalasna transformacija se na-
ziva analiti¢ka malotalasna transformacija ['9

Bitno je napomenuti da e se u nastavku ovoga rada pretpostavljati da su svi
razmatrani talasi¢i analiticki i prema tome malotalasna transformacija se racuna
samo za pozitivne vrednosti skaliraju¢eg parametra s. |z ovog razloga, u svim
formulama koje ukljuuju koli¢inu |s|, ono e biti zamenjeno sa s.

2.9 Relacija skale ili frekvencije i Furijeov faktor

Malotalasna transformacija pruza nam prikaz vremenske skale funkcije koja se
analizira, a ne vremensko-frekvencijsku reprezentaciju. Formula (2.20) se obi¢no
koristi za konvertovanje skala u frekvencije. Medutim, treba imati na umu da

1Fazni ugao ¢, (7,s) kompleksnog broja W, (7, s) moZe se dobiti pomocu sledeée formule:

i)y,

(2535(7—7 s) = arctan <W

engl. analytic wavelet transform
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ova inverzna relacija izmedu skale i frekvencije odgovara odredenoj interpretaciji
i da postoje i drugi nacini dodeljivanja frekvencija skalama.

Postoje bar tri nacina za konvertovanje skale u frekvencije. Osim vrednosti
Howp date u (2.17) koja se naziva energetska frekvencija i koja e se zbog prak-
ticnosti oznacavati sa wf razmatraju se jos dve frekvencije povezane sa malim
talasom. To su maksimalna frekvencija, wg i centralna trenutna frekvencija, W{b'
Maksimalna frekvencija definise se kao frekvencija na kojoj je apsolutna vrednost
Furijeove transformacije, |W(w)| maksimalna tj. [¥(w})| = sup, g [¥(w)|. Cen-
tralna trenutna frekvencija definisana je kao vrednost trenutne frekvencije koja
je promenljiva u vremenu i koju talasi¢ dostize u svom centru tj. wi = w(0),
gde je w(t) promena vremena trenutne frekvencije malog talasa definisanog sa
wy(t) = 23{Iny(t)}. Za svaku od tri specifitne frekvencije, wf, wf i w]
definise se formula pomocu koje je moguce skalu predstaviti kao frekvenciju:

Wy,

wls) = 22,

sa wy, oznaena je bilo koja od tri specifitne frekvencije. w(s), wy, w) i w), su

ugaone frekvencije. Relacija izmedu skale i uobicajne "Furijeove” frekvencije f
(izrazene u ciklusima po jedinici vremena), data je formulom

f(s) = % (2.21)

Ff = 2™ se naziva Furijeov faktor malog talasa i koristi se, u programima,
Wy
za pretvaranje skala u periode.
Naravno, bice prikladno izabrati mali talas Cije pridruzene frekvencije w,;, w,;

i wfﬁ imaju sve iste (ili bar veoma sli¢ne) vrednosti, jer ovo daje jedinstven pogled
na relaciju izmedu frekvencije i skale.

2.10 Analiticki mali talasi

Uslov prihvatljivosti (2.12) je veoma slab uslov i, teoretski, postoji beskonaéno
mnogo malih talasa koji ga ispunjavaju. U praksi, izbor malog talasa je vazan
aspekt koji treba uzeti u obzir. On zavisi od konkretne primene.

U ovom odeljku se sumiraju neke osobine koje objasnjavaju zasto se Morlet-
ov mali talas H najcesce koristi u praksi (kako autori isti¢u, ¢ini se da svaka
primena u ekonomiji koristi upravo ovaj izbor). Takode, ovde se pretpostavlja
vazna familija analitickih malih talasa, generalizovanih Morseovih malih talasa
E, koji su fleksibilniji i koji se mogu koristiti kao alternativa za Morlet-ov mali
talas kada se preferiraju bolji vremenski ili frekvencijski lokalizovani mali talasi.

Bengl. Morlet wavelet
Yengl. generalized Morse wavelets, GMW
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2.10.1 Morlet-ovi mali talasi

Morlet-ovi mali talasi su jednoparametarska familija funkcija, koju su prvi put
predstavili Goupillaud, Grossman i Morlet 1984.godine. Oni su definisani sa

wwo (t> =K (eiwot - €_w8/2) €_t2/2.

(2 . .. .. . .
Izraz e=“0/2 postaje zanemarljiv za specijalno izabrano wy, pa se Morlet-ov mali
talas moze definisati jednostavnije na sledeéi nacin:

. 2
U (t) = Ke™ole™ 7

gde je wp centralna frekvencija. Da bi 1, (t) imalo jedini¢nu energiju, konstanta
normalizacije K mora biti jednaka

K =nr"14

Od sada ¢e se pretpostavljati da je K = 7~ 1/4

lizovanog talasi¢a data je sa
U, (w) = Vol /demalemwo)® -, e R,

Dakle, ¥, (0) = V2r/Ae—wi/2 # 0. Medutim, za dovoljno veliko wy, npr.
wp > 5, vrednosti ¥, (w) za w < 0 su tako male da se za numericke svrhe, ¥,
moze smatrati analitickim talasi¢em.

Morlet-ov talasi¢ postao je najpopularniji medu svim kompleksnim vredno-
stima talasi¢a uglavnom zbog Cetiri interesantne osobine:

. Furijeova transformacija norma-

1. Za numericke svrhe, moze se tretirati kao analiticki talasié.

2. Maksimalna frekvencija, energetska frekvencija i centralna trenutna fre-
kvencija Morlet-ovog talasica su sve jednake i date sa
P E I
w,[pwo - Wwwo - w,[pwo = Wy,

olakSavajudi pretvaranje skale u frekvencije. Koristeéi formulu (2.21), i za

najeséi izbor wy = 6, dobija se da je f = >~ ~ L.

S S

3. Povrsina Hajzenbergovog prozora dostize njegovu donju granicu sa ovim ta-
lasiem, tj. neodredenost dostiZe najmanju mogucu vrednost: oy, Twp,, =
%. U tom smislu, Morlet-ov talasi¢ ima optimalnu zajednicku vremensko-
frekvencijsku koncentraciju.

4. Vremenski i frekvencijski radijus su jednaki, ouy, = 0wy, = % i
prema tome, ovaj talasi¢ predstavlja najbolji kompromis izmedu koncen-
tracije vremena i frekvencije. U ekonomiji se najcesce za vrednost w uzima

Wy € [5, 6]
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2.10.2 Generalizovani Morseovi talasici

lako se Morlet-ov talasi¢ dosta primenjuje, ponekad je potrebno posmatrati
talasi¢e koji zavise od vise parametra. |z tog razloga se definiSu generalizovani
Morseovi talasici.

Generalizovani Morseovi talasiéi || su dvoparametarska familija talasica, de-
finisana, u frekvencijskom domenu sa

U, (w) = Ky H(w)w’e™”
gde je K3, konstanta normalizacije i H(w) je Hevisajdova funkcija definisana sa

1 zaw >0,
H(“):{o zaw <0.

Da bi talasi¢ bio dobro definisan mora da vazi dasu 5> 0i~vy > 0. Prome-
nom ovih parametara, generalizovani Morseovi talasi¢i mogu davati Sirok spektar
karakteristika, ostajuci analiticki. Zapravo, ovi talasi¢i formiraju Siroku familiju
koja podrazumeva mnoge druge tipove talasi¢a. Pokazano je da uopsteni Mor-
seovi talasi¢i obuhvataju dve popularne familije anliti¢kih talasi¢a: familiju Kosi
ili Klauder talasi¢a (za v = 1), Paul talasi¢e (koji odogovaraju sluéaju kada je
v =11/ € N) i analiticke "Derivative of Gaussian" talasi¢e (za v = 2).

Nazalost, za razliku od Morletovog slucaja, za generalizovane Morseove ta-
lasice, ne postoji poseban nacin za pretvaranje skale u frekvencije. To je zato

v, . . 1/ oy
Sto je maksimalna frekvencija, wll;v = (g) , razlic¢ita od energetske frekven-
28+2
cije, wgﬂ = 21%%, koja se razlikuje od centralne trenutne frekvencije.
il
I 1 I(22) 1/, \E - - T
Wiy = 3177 F(ﬁll) = 27wy, . ZLa ekonomiste, naviknute na razmisljanje o
Y

frekvencijama ovo je ocigledan nedostatak ove familije talasica.

Bengl. Generalized Morse Wavelets, GMWs
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3 Unakrsna malotalasna analiza

Medu mnogim primenama, jedna se bavi otkrivanjem i kvantifikovanjem od-
nosa izmedu dve nestacionarne vremenske serije. Koncepti unakrsne malotalasne
modi [, malotalasne koherencije [7] i malotalasne fazne razlike ['¥ su prirodna
uopstenja osnovnih alata malotalasne analize koji nam omoguéavaju da se na
adekvatan nacin bavimo vremensko-frekvencijskom zavisnos¢u izmedu dve vre-
menske serije. Za definisanje koncepata unakrsne malotalasne analize koris¢ena
je literatura [7] i [8] sa spiska literature, dok je za uvodenje pojma vremenskih
serija koris¢en izvor [11].

Od sada, sve veli¢ine koje Ce biti definisane (npr. unakrsna malotalasna
transformacija, malotalasna koherencija, itd.) su funkcije vremena i skale (ili
frekevencije). Da bi se pojednostavila notacija, ove veli¢ine ée biti opisane za
odredenu vrednost argumenata (7, s).

3.1 Sta je vremenska serija?

Kako se ovde uvode koncepti malotalasne unakrsne analize izmedu dve vre-
menske serije prvo se definiSe pojam vremenske serije.

Definicija 2. Stohasticki proces. Neka je (€2, A, P(+)) prostor verovatnoce, T je
neki skup realnih brojeva i neka je definisana funkcija X (-, -) koja preslikava Q xT
u R. Uredeni niz slu¢ajnih promenljivih {X(-,-),t € T} naziva se stohasticki
(slu¢ajni) proces.

Ako je u procesu {X(-,-),t € T} fiksiran indeks t € T dobija se slu¢ajna
promenljiva X (-, t) definisana na prostoru uzorka 2. X (w,-) predstavlja funkciju
od ¢ koja se naziva realizacija slu¢ajnog procesa. X (w,t) za dato w i ¢ predstavlja
realan broj. Stohasticki proces se skraceno oznacava sa X (t) i X;.

Vremenska serija je jedna realizacija stohastickog procesa. To je uredeni niz
zapazanja. Uredivanje se najCesCe vrsi s obzirom na vreme (postoje i serije kod
kojih se uredivanje vrsi s obzirom na prostor, tzv. prostorne serije) i to obi¢no
u jednakim vremenskim intervalima. Dok su kod klasicne statisticke analize
elementi slu¢ajnog uzorka medusobno nezavisni, kod analize vremenskih serija
zapazanja u uzorku nisu medusobno nezavisna. Ukoliko se svojstva vremenske
serije ne menjaju tokom vremena onda je serija stacionarna. Suprotno, ona je
nestacionarna.

6engl. cross-wavelet power
7engl. wavelet coherency
Bengl. wavelet phase-difference
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Definicija 3. Striktna stacionarnost. Stohasti¢ki proces {X; : t € T} je striktno
stacionaran ako je za bilo koji podskup (t1,ts,...,t,) iz T i za bilo koje k € T

F(th, “e ,th) — F(th-l—k:) “e ,th_;'_k).

Definicija striktne stacionarnosti govori da funkcija raspodele stohasti¢kog
procesa ostaje nepromenjena kada se pomeri (translira) u vremenu za proizvoljno

k.

Srednja vrednost stohastickog procesa X; je
w= E(X).
Varijansa stohastickog procesa X; je
o = B(X, — m)*.
Kovarijansa stohastickog procesa je
v(r,s) = Cov(X,, Xs) = E((X, — E(X,))(Xs; — E(Xy))), rseT.
Korelacija stohasti¢kog procesa

sy = Cov(X,, X;)
p(r: <) \/Var(Xr)Va'r(XS)7

r,s € T.

Definicija 4. Slaba stacionarnost. Stohasticki proces je {X;,t € T} je slabo
stacionaran ako su ispunjeni sledeci uslovi:

o F(X;)=p=const, ¥t €T
o B(X}) <oo, VteT
e y(r,s)=~(r+ts+t), Vr,s,t€T.

Definicija nekih modela vremenskih serija data je u poglavlju 5.1.1 na kraju
rada.

3.2 Unakrsna malotalasna transformacija i unakrsna malo-
talasna moc

Unakrsna malotalasna transformacija [ dve vremenske serije z(t) i y(t), de-

finisana je kao
Wy = W, W,

Yengl. the cross-wavelet transform, XWT
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gde su W, i W, malotalasne transformacije x i y, respektivno. Kada je y = x
dobijamo malotalasnu mo¢ spektra tj. W, = |[W,|? = (WPS),.
Unakrsna malotalasna mo¢ % dve vremenske serije data je na slede¢i nacin

(XPW>wy = |ny|

Dok malotalasna mo¢ spektra prikazuje lokalnu varijansu vremenske serije, una-
krsna malotalasna mo¢ dve vremenske serije prikazuje lokalnu kovarijansu iz-
medu ovih vremenskih serija u vremensko-frekvencijskom prostoru. Prema tome,
unakrsna malotalasna moc¢ daje kvantifikovanu meru slicnosti moéi izmedu dve
vremenske serije.

3.3 Kompleksna malotalasna koherencija

Za dve vremenske serije x(t) i y(t) moze se definisati njihova kompleksna
malotalasna koherencija E Oy SA:

S(ny>
[S(IW[2) S (W, [2)] /2

er —

gde S oznaclava operator glatkoe odnosno konvolucije sa pogodno izabranim
prozorom u vremenu i skali. Glatko¢a je neophodna, jer bi inace koherencija bila
identi¢na jedinici za svako vreme i na svim skalama. Glatkoc¢a u vremenu i skali
moze se postiéi konvolucijom odgovarajucih prozora.

3.4 Malotalasna koherencija i fazna razlika

Kompleksna malotalasna koherencija moZe se zapisati u polarnoj formi, kao
Ozy = |0zy|€"?v. Apsolutna vrednost kompleksne malotalasne koherencije naziva
se malotalasna koherencija i oznacava se sa R, tj.

[S(Way)|
[S(Wa2)S(W, 2]

Ty —

sa0 < R, (r,s) < 1. E Ugao ¢,, kompleksne koherencije naziva se fazna-
razlika (faza x je vodeéa u odnosu na y), tj.

I(S(Way)) )

¢zy = arctan <9W

20engl. the cross-wavelet power
2lengl. complex wavelet coherency
2R.y(1,8) = 0 za sve (7,5) za koje je S(|W(7,5)[*)S(|Wy(7,s)*) =0.
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Moze se zapisati i u slede¢em obliku: arctan (;((VMVZ@:))) U ovom slucaju, ¢, =

¢z — ¢y, otuda ime fazne-razlike. Prednost ove definicije je u tome $to na faznu-
razliku ne utie izbor glatkole, Sto je potpuno konzistentno sa pojedina¢nim
fazama.

Ako je fazna razlika nula onda se vremenske serije kre¢u zajedno na odredenim
frekvencijama. Serije se kre¢u u fazi i vremenska serija x je vodec¢a u odnosu na
y, ako je ¢gy € (0,7), a ako je ¢,y € (—3,0) y je vodeca. Vremenske serije su
van faze i y vodeca ako je ¢,, € (5,7), a  je vodeca kada je ¢,y € (—m, —7).
Ovo je prikazano na Slici 8.

AN

Van faze, U fazi,
yjevodeca | xjevodeca

N

Van faze, U fazi,
X je vodeca | yje vodeca

-mt/2

Slika 8: Krug koji se koristi prilikom analize faznih razlika

Fazna-razlika se moze pretvoriti u kasnjenje u vremenu izmedu dve vremenske
serije z i y:

_ Py (T, 5)
(AT>zy(7_a s) = W(s)

gde je w(s) ugaona frekvencija koja odgovara skali s.

Primer: Unakrsni mali talasi i fazna razlika Sada se na primeru prikazuje
malotalasna koherencija, faza i fazne razlike. Ovaj primer je preuzet iz [8]. U
njemu se posmatraju dve vremenske serije koje dele dva uobicajna ciklusa, sa
odredenim kasnjenjima:

. (27 . (27 k
x; = sin <3t> + 3sin <6t> +epy, t= 1z k=0,1,2,...,600 (3.1)
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_k
+€y,ta = 120

+eyy, t=25+

4 sin %’r
= { 4sin §27r

Na Slici 9a. prikazane su dve vremenske serije z; (plava linija) i y; (crvena
linija). Karakteristike ovih vremenskih serije date su na Slici 9b i 9c.

Na Slici 9b. prikazana je malotalasna koherencija izmedu ove dve vremenske
serije. Oblast visoke koherencije oznacena je crvenom bojom, a niske plavom
bojom. Sa slike se vidi da se oblasti znacajne koherencije javljaju za cikluse
perioda od 2.5 do otprilike 3 i za cikuse perioda od 5 do 8 godina.

Na Slici 9c. date su fazne razlike za dva frekvenciijska opsega od 2.5 ~
3.5 godine i od 5 ~ 7 godina. Faza y; prikazana je zelenom bojom, a z;
plavom bojom i fazna razlika izmedu serija z; i y; prikazana je crvenom bojom.
Analizirajuéi fazne razlike koristeéi Sliku 8. mozemo zakljuditi da su vremenske
serije u fazi za kradi frekvencijski opseg (2.5 ~ 3.5) jer se fazna razlika nalazi
izmedu —7m/2 i m/2, pri ¢emu je y; vodeca u prvoj polovini uzorka, a u drugoj
polovini je vodeéa x;. Za duzi frekvencijski period fazna razlika se nalazi izmedu
— i 7 Sto znadi da vremenske serije nisu u fazi. U prvoj polovini uzorka vodeca
je xy, a u drugoj y.

t+152§§ —SSinEQg gt—}g
5 L 2 10
t—15)) —3sin (T (t+ 3

k=0,1,2,...,300 (3.2)

3.5 Malotalasne udaljenosti

Izuzev malotalasne moci spektra, malotalasne koherencije i fazne razlike, u
primenama se koristi mera razliCitosti izmedu malotalasne transformacije dve
vremenske serije koju su predlozili Aguiar-Conraria i Soares.

Definicija 5. Neka je A € C"™*" za m,n € N. Onda se
A=UXV"

naziva dekompozicija na singularne vrednosti matrice A, ako su U € C™*™ j
V € C™" unitarne, a 3 € C™*" dijagonalna

Y= diag(Uh 02, ... ,Jmin(mm))?

pri Cemu vaZi 01 > 09 > - 2 Opin(m,n) = 0, a brojeve 01,02, .., Omin(m,n)
nazivamo singularnim vrednostima matrice A. Kolone matrice U nazivamo levi,
a kolone matrice V' desni singularni vektori matrice A.

SVD dekompozicija kovarijansne matrice Cy, = W, W/, gde je W/ ko-
njugovano transponovanje, poznatao kao hermitsko transponovanje W, data je
sa

Cpy = USVH,
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(a) Serije xti yt

(c) 2.5~3.5 frekvencijski opseg 7
40

(d) 5~7 frekvencijski opseg

Faza

10 20 30

Faza

Slika 9: (a) Vremenske serije z; i y; (b) Malotalasna koherencija. (c) - (d) Faze
i fazna razlika serija za 2.5 ~ 3.5 godisnji frekvencijski opseg i za 5 ~ 7 godisnji
frekvencijski opseg.

gde su matrice U i V unitarne matrice (tj. UZU = VHV =), &ije su kolone
uy i vi singularni vektori za W, i W, a ¥ je dijagonalna matrica sa singularnim
vrednostima poredanim od najveée ka najmanjoj, 0 > 0o > -+ > op >
0. Broj singularnih vrednosti razliCitih od nule jednak je rangu matrice C,,.
SVD dekompozicija matrice C,, garantuje da singularni vektori uy i vi reSavaju
problem maksimizacije zajednic¢ke kovarijanse W, i W, koji se zapisuje u obliku

pr” Coyax = P Wo W, qie = pu" W (' W,) 7

za sve vektore py i qi koji zadovoljavaju ogranienja ortogonalnosti pi p; = dy;,
ac’qj = 0;, j = 1,...,k, gde je d; Kronecker delta funkcija. El Drugim

23Kronecker delta je funkcija dve promenljive i ne treba je mesati sa Dirakovom delta
funkcijom. Funkcija je jednaka 1 ako su promenljive jednake, u suportnom je 0 tj. d;; =

0 ifisj
1 ifi=j.
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re¢ima, tzv. vodedi obrasci [**| dobijeni su projekcijom svakog spektra W, i W,
na odgovarajuce singularne vektore,

LY =wW, i L) = w W, (3.3)

To su linearne kombinacije kolona W, i W,, koje maksimizuju njihovu zajed-
ni¢ku kovarijansu (pod uslovom ograni¢enja ortogonalnosti). Stavide, posto je
vitw,w,v = U"C,,V = %, direktno sledi da je (kvadrtna) kovarijnsa k-tog
vodeéeg obrasca data sa:

La(Ly)"* = o
Sa druge strane (kvadratna) kovarijansa W, i W, data je sa [|Cy,||%, gde je

|| ||~ Frobenijusova matri¢na norama definisana sa || Al|r := (/>;; |ai;|>. Posto
je ova norma invarijantna u odnosu na unitarnu transformaciju, dobija se formula

F
1CayllE = U Co, VIIE = |IZIF = >_ ot

=1

(Kvadratne) singularne vrednosti, o7 su teZine koje se pripisuju svakom vodeéem
obrascu.

Ako sa L, i L, ozna¢imo matrice &ije su vrste vodeli obrasci LF i L’;, jed-
na¢ina (3.3) pokazuje da je L, = UAW, i L, = VHW,, odakle se direktno
dobija

F F
We=ULy =Y wll, W,=VL,=> v.L
k=1 k=1
U praksi se odabere odredeni broj K < F' vodecih obrasaca, garantujuéi, npr. da

K
21}:1 op
Zk:l op

je razlomak kovarijansi iznad odredenog praga, i primenjuje se aproksi-

macija

K K
W, ~ Z ukL’;, W, ~ ZVkL];.
k=1 k=1
Sve sSto je do sada uradeno bilo je radi smanjenja informacija sadrzanih u dva ma-
lotalasna spektra na nekoliko komponenti. Sada treba naéi metriku za merenje
udaljenosti izmedu najrelevantnijih komponenti povezanih sa razli¢itim malota-
lasnim spektrima. Treba izmeriti udaljenost izmedu vodecih obrazaca, L, i L,, i
izmedu singularnih vektora, u; i vi. Da bi se to uradilo, porede se dva vektora
mereci ugao izmedu svakog para odgovarajuéih segmenata. Ovo je lako izvesti
ako su sve vrednosti realne (Slika 10).

Kako se koristi kompleksni talasi¢ potrebno je definisati ugao u kompleksnom
vektorskom prostoru.

%engl. leading patterns
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Slika 10: Ugao izmedu realnih vektora

Za dva vektora a i b u Euklidskom vektorskom prostoru R™ sa uobicajnim

unutradnjim proizvodom (a,b)y, = a’b i normom ||a|| = ,/(a,a)p., ugao
izmedu dva vektora, © = O(a, b), moze se nadi koriste¢i formulu
(a,b)pn
COS(@) = m, GRS [0,7'(']. (34)

Sada, pretpostavimo da su a,b € C". Postoje dva nacina da se definise realni
ugao izmedu a i b. Prvi nacin je razmatranje izomorfizma

¢:C" — R

a=(ay,...,an,) = R(ar),Z(ar),...,R(a,),Z(a,)

i jednostavno definisanje Euklidskog ugla izmedu kompleksnih vektora a i b kao
ugla (definisanog koriste¢i formulu 3.4) izmedu realnih vektora ¢(a) i ¢(b).
Drugi pristup zasnovan je na koris¢enju hermitskog unutrasnjeg proizvoda
(a,b). = a’b i odgovarajuée norme ||a|| = /(a,a). Hermitski ugao izmedu
dva kompleksna vektora a i b, © = O (a, b) definise se formulom:
(a,b)e ™

cos(Oy) = 7||a||||b||’ © €0, 5]

Ove mere nisu jednake, ali su povezane.
Rastojanje izmedu k-tih vodeéih obrazaca L% i L} se ratuna kao:

d(LE, LF) = Tl_ Z:jl O (L (n),1,(n)),
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gde je 1%(n) vektor dve komponente definisan sa dve "tatke" R x C, P, =
(m, LE)) i Pyt = (1), LE(n+1), 1. () = (1, L5 (n+1) — LE(n), gde
L*(n) oznadava n-tu komponentu L*. Udaljenost izmedu singularnih vektora,
d(ug, vi) definise se analogno.

Da bi se uporedili malotalasni spektri izmedu dve vremenske serije = i y,
racuna se sledece rastojanje

S o2 [d(LE, LE) + d(u*,v*)]

dist(W,, W,) = SE 2
k=10

(3.5)

U formuli (3.5) L% i LY su vodeci obrasci, u* i v* singulari vektori, i o
singularna vrednost. Dakle, udaljenost (rastojanje) izmedu dva vektora izralu-
nava se tako Sto se meri ugao izmedu svakog para odgovarajuéih segmenata,
definisanih uzastopnim tackama dva vektora, a zatim se uzima srednja vrednost
ovih velicina.

Sto je mera udaljenosti blize nuli, sve sli¢nije su malotalasne transformacije
serija z(t) i y(t).

Koncept malotalasne parcijalne koherencije je nastavak koncepta malotalasne
koherencije kao Sto je parcijalna korelacija nastavak jednostavne korelacije.
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4 Primene malotalasnih transformacija u ekono-
miji

Za primenu koja je opisana u ovom poglavlju kori$¢ena je literatura [9]. Za
definisanje nekih ekonomskih termina i izraza koris¢ena je literatura [3], [4], [5] i
[14].

4.1 Neki ekonomski pojmovi

Radi boljeg razumevanja primene koja sledi ovde ¢emo objasniti neke eko-
nomske pojmove.

4.1.1 Poslovni ciklusi

Ekonomija nikad ne raste uravnotezeno, bez padova ili uspona. Nakon godina
ekspanzije i napretka dolazi recesija, a kada se dode do dna zapocinju oporavak i
ekspanzija. Oporavak moze biti spor ili brz, nepotpun ili potpun, a moze znacajno
povecati zivotni standard.

Poslovni ciklus E]je periodi¢no fluktuiranje ukupnih ekonomskih aktivnosti i
pojavljuje se kada se ekonomija udaljava od putanje dugoro¢nog trenda ostvarenja
ukupne proizvodnje, odnosno bruto domaceg proizvoda (BDP). Sastoji se prema
tome od fluktuiranja outputa pracenog fluktuiranjem stope nezaposlenosti i stope
inflacije.

Model ciklusa je nepravilan, pa su poslovni ciklusi nepravilne kontrakcije i
ekspanzije ekonomske delatnosti u ekonomiji. Ne postoje dva potpuno jednaka
poslovna ciklusa iako su Cesto veoma slicni. Obicno traju od 2 do 10 godina,
a osnovna karakteristika im je velika ekspanzija ili kontrakcija u vecini sektora
ekonomije. Ekonomski ciklusi su nepravilna, ali povratna fluktuiranja ekonomskih
aktivnosti u ekonomiji, a u literaturi se nazivaju poslovnim ciklusima, trgovinskim
ciklusima @] ekonomskim ciklusima E] ili samo ciklusima.

Poslovni ciklusi se obi¢no dele na dve glavne faze: recesiju (prema dole) i
ekspanziju (prema gore). Vrh @i dno @ obeleZavaju tacke obrta ciklusa. Ovo
je prikazano na Slici 11. Vrh je tacka u kojoj ekspanzija zavrSava, a recesija
pocinje. Dno je tacka u kojoj recesija zavrsava, a ekspanzija pocinje. Uobicajno
je faza recesije krac¢a od faze ekspanzije. U fazi recesije obi¢no opadaju, a u fazi

%engl. business cycle
26engl. trade cycles
2Tengl. economic cycle
Bengl. peak

2engl. through
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ekspanzije rastu proizvodnja, zaposlenost, cene, kirija, kamatna stopa, profit,
koli¢ina novca u opticaju.

Recesija pocinje na vrhu, a zavrSava se na dnu. Potrosnja raste sve spo-
rije i pocinje opadati. Proizvodnja opada. Akcije preduzeca rastu, smanjuju se
investicije, smanjuje se i realni BDP. Smanjuje se potraznja za radom, raste neza-
poslenost. Manja potraznja i rastu¢a nezaposlenost smanjuju inflatorni pritisak,
smanjuju drzavni prihod od poreza i povecavaju drzavno trosenje na naknade za
nezaposlene.

Dno je najnizi nivo ekonomskih kretanja, a obelezavaju ga: visoka stopa
preduzetni¢kog pesimizma, nizak profit, negativne neto investicije (preduzeéa ne
zamenjuju dotrajale masine), pad potraznje za potros$nim i kapitalnim dobrima,
visoka nezaposlenost i niska stopa uvoza. Ako se ovaj period produzi moze
nastati depresija (ozbiljna i dugotrajna recesija). Dakle ako je dno duboko naziva
se depresija.

Ekspanzija pocinje kada ekonomska kretanja sa najnize tacke poc¢nu da ra-
stu. Za ekspanziju se Cesto koristi i naziv oporavak jer sledi nakon recesije, a
pocinje kada stopa realnog BDP raste u dva uzastopna tromesecja. Potrosnja se
povelava, proizvodnja, profit i optimizam preduzetnika rastu, a neto investicije
postaju pozitivne (dotrajala oprema se zamenjuje). Raste zaposlenost, Sto dalje
stimuliSe potraznju za potrosnim i kapitalnim dobrima, a moze poceti i inflatorni
pritisak. Prema tome, ekspanzija je slika u ogledalu recesije u kojoj se obelezja
kre¢u u suprotnom smeru.

Vrh ili bum [ karakteride visok stepen kori¢enja kapaciteta, visoka zapo-
slenost, ocekivanja i uvoz. Visoka potraznja za potrosnim i kapitalnim dobrima
moze imati kao rezultat nestasicu nekih Cinitelja proizvodnje i jacanje inflatornog
pritiska. U ovom periodu moguce su i rizi¢nije investicije, a neka neefikasna pre-
duzeca mogu opstati zbog visoke potraznje. Vrh se moze dostii i pre nego sto
realni BDP dostigne potencijalnu stopu, a moze biti i iza stope pune zaposlenosti
- tzv. "pregrejana“ ekonomija Y Za razliku od perioda kada je ekonomija na
dnu i ograniceno je potraznjom, u periodu kada je ono na vrhu, ograniceno je
ponudom.

U pogledu duzine trajanja razlikuju se tri ciklusa: kratki ciklusi (traju od 2
do 6 godina), srednji ciklusi (traju od 7 do 13 godina) i dugi ciklusi (traju od 40
do 50 godina).

30engl. boom
3lengl. over heating economy

41



Output 4
Y RECESIJA EKSPANZIJA

R

VRH

1l
'
i
I
1
I
[
H
[
1
1
i
'
1
'
'
i

1] Vijeme (1)

Slika 11: Poslovni ciklusi

4.1.2 Indikator ekonomskog ocekivanja

Indikator ekonomskog ocekivanja Eje kompozitni indikator koji je stvorila
Generalna direkcija za ekonomska i finansijska pitanja Evropske komisije. Njegov
cilj je da prati rast BDP-a na nivou drzava ¢lanica, EU i evrozone. Sastoji se od
pet sektorskih indikatora poverenja sa razli¢itim udelima:

Industrijski indikator poverenja (40%)

Indikator poverenja usluga (30%)

Indikator poverenja potrosaca (20%)

Indikator poverenja gradevinarstva (5%)

Indikator poverenja trgovine na malo (5%)

ESI je ponderisani prosek odgovora na izabrana pitanja dobijenih putem an-
keta. Ankete su upucene kompanijama u pet sektora i definisane su u okviru
zajednic¢kog programa EU za konjkuturne ankete i ankete o ocekivanjima potro-
saca.

Konjukturne ankete pruzaju kvalitativne informacije za praéenje tekuce po-
slovne situacije preduzeéa kao i za predvidanje buduéih kratkoro¢nih pitanja.

Ankete o ocekivanjima potrosaca pruzaju kvalitativne informacije za pracenje
tekuce ekonomske sitaucije i baziraju se na uzorku domacinstva.

ESI se izracunava kao indeks sa srednjom vrednos¢u 100 i standardnom de-
vijacijom 10 tokom fiksnog standardizovanog vremena posmatranja. Vrednosti
ESI-ja iznad 100 ukazuju na pozitivnu tendenciju, dok vrednosti ispod 100 uka-
zuju na negativnu tendenciju.

32engl. Economic Sentiment Indicator, ESI
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4.1.3 Co-movement

"Co-movement” se moze definisati kao obrazac pozitivne korelacije. Ova
definicja zasniva se na koeficijentu korelacije i ne opisuje eksplicitno znacenje
pojma co-movement. Drugim re¢ima, co-movement je definisan koeficijentom
korelacije, ali ne postoji definicija samog pojma.

U literaturi ne postoji specijalna definicija "co-movement®. To je specijalan
tehnicki izraz i ne moZe se nadi u reCniku. Poreklo izraza moZze biti od glagola
"commove" sto znadi kretati se intezivno, i takode moze biti povezan sa imenicom
"commotion”. Medutim, veruje se da je "co-movement” slozenica koja se zasniva
na prefiksu "con"” Sto znaci "sa". To je u skladu sa poreklom reci "correaltaion”
koja je ekvivalenta sa "conrelation” i znaci da postoji recipro¢na veza.

Definicija koja ¢e se ovde uvesti zasniva se na ideji da je "co-movement"
jednako sa "con-movement", $to znali "kretanje sa“ (engl. "moving with")
ili deljenje pokreta (engl. "sharing movement") u istom smeru. Prema tome,
"co-movement" je "zajednicko kretanje” (engl. "common movement") Sto je
u skladu sa definicijama pojmova kao sto su "co-integration”, "co-breaking" ili
"co-trending".

U matematickom smislu, definicija je data na sledeci nacin.

Definicija 6. Neka je x = (1,...,2,) je n-dimenzionalni vektor. Onda:

e 1 pokazuje pozitivan co-movement ako je

O (x) = min(zy,...,r,) 5 >0

e 1 pokazuje negativan co-movement ako je

O(x) = max(xq,...,x,)I, <0

It (I;) je indikator promenljiva koja je jednaka jedan ako su svi elementi
pozitivni (negativni), u suprotnom je nula.

Sledeéi primeri pomazu da se bolje razume ova definicija co-movement: re-
alizacije bivarijantne slu¢ajne promenljive x = (—1,—1) daju negativan co-
movement ®(z) = —1 jer je negativan movement vrednosti -1 zajednicki za
obe realizacije. © = (—1,—0.5) daje ®(z) = —0.5 jer je -0.5 maksimum ove dve
realizacije.

Multivarijantni vektor z = (—2,—1,—-3,—0.5) daje ®(z) = —0.5 iz =
(2,1,3,0.5) daje ®(z) = 0.5. Co-movement vektora z = (1,1,1,0) i x =
(—1,—1,—1,1) je nula jer nema zajednic¢kog kretanja u jednom smeru.
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4.2 Konvergencija ciklusa ekonomskog ocekivanja u evro-
zoni

U ovom poglavlju analizirane su sli¢nost i sinhronizacija ekonomskih ciklusa u
evrozoni koje su detaljno ispitivali autori Aguiar-Conraria, M. F. Martins i M. F.
Martins u radu "Convergence of Economic Sentiment Cycles in the Euro Area:
a time frequency analysis®,

Ekonomska i monetarna unija (EMU) je proces kojim drzave ¢lanice uskladuju
svoju ekonomsku i monetarnu politiku u cilju usvajanja evra kao jedinstvene
valute. Uspostavljanje Ekonomske i monetarne unije odvijalo se u tri faze. U
ovom radu najbitnija je treca faza (od 1. januara 1999. godine) koja je vezana za
uvodenje evra kao jedinstvene valute na devizna trzista. Evro je kao jedinstvenu
valutu 1. januara 1999. godine prihvatilo 11 drzava ¢lanica EU: Austrija, Belgija,
Finska, Francuska, Irska, Italija, Luksemburg, Holandija, Nemacka, Portugal i
Spanija. Ovim zemljama 2001. godine pridruZila se i Gréka. Evrozona je naziv
za grupu drzava clanica EU koje su usvojile evro kao domacu valutu. Danas
evrozonu ¢ini 19 drzava (u vreme kada su navedeni autori radili istraZivanje
evrozonu je Cinilo 17 drzava). lzvan evrozone su Danska i Velika Britanija koje
na osnovu izuzea (opt-out clause) nisu obavezne da usvoje evro kao zvani¢nu
valutu. Svedska je takode van evrozone jer su gradani ove drZave dva puta odbili
da usvoje evro kao zvani¢nu valutu.

U ovoj primeni razmatra se tzv. Evro-10 agregat evrozone koji Cine 10 drzava.
To su Austrija, Belgija, Francuska, Nemacka, Grcka, Irska, Italija, Holandija,
Portugal i Spanija. Od tadadnjih 17 ¢lanica 7 se ne uzima u obzir jer su njihove
vremenske serije indikatora ekonomskog ocekivanja ili prevelike ili ukljucuju ogra-
nicen deo indikatora poverenja. Kao kontrolne zemlje u obzir se uzimaju Danska
i Velika Britanija iako nisu ¢lanice Ekonomske i monetarne unije jer za njih postoji
zadovoljavajuéa kolic¢ina podataka. Razmatranjem ekonomskog ocekivanja Ve-
like Britanije proverava se da li je rezim plivajuceg kursa @ doveo do drugadijeg

3Plivajuéi kurs (engl. floating exchange-rate), poznat jo$ po nazivu fluktuirajuéi (engl.
fluctuating) ili fleksibilan (engl. flexibile) devizni kurs je vrsta reZzima deviznog kursa u kom je
dozvoljeno da vrednost jedne valute fluktuira kao odgovor na dogadaje na deviznom trzistu.
Dakle vrednost te valute se odreduje ponudom i potraznjom na deviznom trzistu. Valuta koja
koristi ovaj kurs poznata je kao plivaju¢a valuta (engl. floating currency). Kao suprotnost
ovom kursu postoji fiksna valuta (engl. fixed currency). U sluéaju ekstremnog povecanja vred-
nosti (apresijacije) ili obezvredivanja (depresijacije) valute, Centralna banka ¢ée intervenisati
da stabilizuje valutu. Stoga metoda razmene plivajucih valuta moze biti poznata kao ruko-
vodeni devizni kurs (engl. managed float). U sistemu rukovodenog fluktuiranja monetarne
vlasti odreduju ciljani devizni kurs koji bi trebalo da odgovara ciljevima privrednog razvoja
zemlje, ekonomskoj politici, platnom bilansu, deviznim rezervama, kao i kretanju cena i ka-
matnih stopa. Fleksibilni devizni kursevi se najéesée karakterisu visokim stopama fluktuacije
(tj. menjanja i kolebanja), koje se kre¢u i do 60%.
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u¢inka u pogledu sinhronizacije ekonomskog ocekivanja, dok se razmatranjem
ekonomskog ocekivanja Danske proverava da li je &vrsta povezanost %] Danske
krune i evra imala drugaciji "co-movement" na ekonomsko ocekivanje Danske za
razliku od ostalih zemalja koje su ¢lanice Ekonomske i monetarne unije. Uzoracki
period je 1987:4-2010:12.

Za proucavanje sli¢nosti i sinhronizacije koris¢ene su malotalasne metode i in-
dikatori ekonomskog ocekivanja. ] Indikatori ekonomskog ocekivanja se koriste
jer dobro oponasaju stopu rasta bruto domaceg proizvoda na mese¢nom nivou.

Procena konvergencije ekonomskog ocekivanja izmedu Velike Britanije i EA-
10, i izmedu Danske i EA-10 zahteva izra¢unavanje indikatora ekonomskog ra-
spolozenja EA-10, dok procena indikatora ekonomskog ocekivanja izmedu svake
zemlje koja pripada evrozoni i EA-10 zahteva racunanje EA-9 (jer se iskljucuje
zemlja ako je ¢lanica EMU).

U cilju procene sli¢nosti i sinhronizacije ciklusa ekonomskog ocekivanja ko-
risCena je neprekidna malotalasna transformacija koja je privukla paznju u eko-
nomiji i politickim naukama. Procenjivana je sinhronizacija poslovnih ciklusa u
vremensko-frekvencijskoj ravni i ispitivano je sta se desava sa sli¢nos¢u i sinhro-
nizacijom pre i posle kreiranja EMU.

Za procenu sinhronizacije koristi se metod koji istovremeno uzima u obzir i
vreme i frekvenciju. Sinhronizacijom se procenjuje "co-movement” tj. procenjuje
se u kom smeru se krecu indikatori ekonomskog ocekivanja pri tome uzimajuci u
obzir da li je neka promenljiva vodeéa ili zaostajuca. ﬁ Sinhronizacija se proce-
njuje pomocu malotalasne moci spektra, malotalasne koherencije i fazne razlike.
Prvo se procenjuje malotalasna mo¢ spektra za svaku vremensku seriju indika-
tora ekonomskog ocekivanja i nakon toga izracunava se malotalasna koherencija

34Hard peg predstavlja uspostavljanje fiksnog kursa izmedu jedne nacionalne valute (obi¢no
male zemlje) i druge nacionalne valute (obi¢no valute industrijske sile). Drugim re¢ima jedna
drzava "prikadi” (engl. "pegs") vrednost svoje valute na vrednost druge valute. To obi¢no rade
drzave sa istorijom monetarne nestabilnosti, koristi se kao sredstvo za obnavljanje i odrzavanje
reda. Primer "hard-peg" je dolarizacija. Dolarizacija je opsti termin koji opisuje akt neke
zemlje da se odrekne svoje domace valute i usvoji valutu druge zemlje koja ¢e se koristiti u
svim transakcijama. Uprkos nazivu, zamena strane valute ne mora biti dolar. Vise o ovom
pojmu moZe se naéi na internet stranici [12]

$Indikatori ekonomskog o&ekivanja (engl. Economic Sentiment Indicators, ESls) su detalj-
nije objasnjeni u poglavlju 4.1.

36" ead-lag" efekat, posebno u ekonomiji opisuje situaciju gde je jedna (vodeéa) promenljiva
unakrsno korelisana sa vrednostima druge varijable (zaostajuée) u kasnijim vremenima. U
medunarodnom poslovanju "leads and leags” se najée$¢e odnosi na promenu (ubrzanje ili
odlaganje) uobi¢ajenih placanja ili primanja u deviznoj transakciji na osnovu olekivane promene
kursa. Vodedi indikatori (engl. leading indicators) su znak kojim putem se kreée trziste tj. oni
signaliziraju promene pre nego Sto se one zaista dogode u ekonomiji. Pokazitelji zaostajanja
(engl. lagging indicators) dolaze nakon pada ili rasta ekonomije i potvrduju u kom smeru
ekonomija i valuta idu ([13] i [15]).
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i fazna razlika izmedu indikatora ekonomskog ocekivanja svake drzave i ukupnog
indikatora ekonomskog ocekivanja evrozone ﬂ

Slicnost se procenjuje tako Sto se prvo izracuna matrica malotalasnih uda-
ljenosti (rastojanja). Nakon toga proverava se da li je rastojanje izmedu ma-
lotalasnih transformacija indikatora ekonomskog ocekivanja parova drzava (npr.
indikator ekonomskog ocekivanja izmedu Belgije i Nemacke), i indikatora eko-
nomskog ocekivanja svake drzave i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja
evrozone statisticki znacajna, tj. proverava se da li su ti indikatori ekonomskog
ocCekivanja slicni.

4.2.1 Malotalasna moc¢ spektra i indikator ekonomskog ocekivanja EA-
10

Na Slici 12. prikazan je indikator ekonomskog ocekivanja 10 zemalja evro-
zone (EA-10) i malotalasna mo¢ spektra. U cilju analize frekvencije poslovnih
ciklusa procenjuje se malotalasna mo¢ spektra u periodu od 1.5 do 8 godina.
Interpretacija malotalasne modi spektra slicna je onoj na Slici 7. samo Sto se
ovde u obzir uzimaju i informacije o statistickoj znacajnosti spektra. Tamne
linije predstavljaju oblasti statisticki znacajnih moci na nivou od 5 procenata.

Evropa 10 Malotalasne moc¢i spektra

8 I T ——
1990 1995 2000 2005 2010 1990 1995 2000 2005 2010
Godina

Slika 12: EA-10 Ekonomski indeks (1987:4-2010:12)

Na grafiku sa leve strane uocava se da je ekonomsko ocekivanje 10 zemalja
evrozone, EA-10 manje fluktuiralo u periodu izmedu 1997. i 2000. godine
nego na pocetku i na kraju uzorackog perioda. Razlog za to su recesija koja
se dogodila 1993. godine i finansijska i ekonomska kriza 2008. godine. Na
grafiku malotalasne mo¢i spektra u periodu 1997-2007 uodavaju se rupe (oblast
nizih koherencija-plava boja) za cikluse perioda izmedu 3.5 i 5 godina. Kako

37engl. aggegate Euro Area’s ESI
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tamne crne linije nestaju u periodu izmedu 2000. i 2007. godine za cikluse
perioda izmedu 2 i 3 godine, ovaj period niskih fluktuacije moze se tumaciti i
kao gubitak znacajnosti modi.

Pocetkom 90-tih i krajem 2000-ih godina na grafiku malotalasne moéi mogu
se uociti oblasti vrlo velike energije tzv. vrhovi energije. To je period ostrih
fluktuacija indikatora ekonomskog ocekivanja. Ovi vrhovi se uocavaju kod tro-
godisnjih ciklusa oko 1995. godine i kod petogodisnjih ciklusa izmedu 1992. i
1997. godine. Krajem prve decenije XXI veka, ti vrhovi su vise izrazeni kod
trogodisnjih ciklusa. U periodu od 2007. godine za cikluse sa duzim trajanjem
spektar je pod uticajem konusa, pa ne treba previse uzimati u obzir znacajnost
ovih rezultata.

Za razliku od grafika vremenskog domena, malotalasni spektar govori nam da
se fluktuacije indikatora ekonomskog ocekivanja 10 drzava evrozone razvijaju duz
dva ciklusa kroz vecinu uzorka. Na grafiku modi bele linije pokazuju da postoje
dva maksimuma modi. Jedan maksimum odgovara ciklusima trajanja od oko 3
godine, dok drugi odgovara ciklusima nesto manjim od 6 godina. Tokom ranih
2000-ih kradi ciklusi (perioda oko 3.5 godine) postaju duzi. Do 1995. godine
duzi ciklusi su bili ciklusi od 5 godina, a od 2000. godine ti ciklusi postepeno
postaju duzi sve dok ne dostignu period od 6 godina.

4.2.2 Malotalasne udaljenosti

U ovom poglavlju procenjuje se "co-movement” tj. procenjuje se sli¢nost indi-
katora ekonomskog raspolozenja izmedu svake od 12 parova drzava, kao i izmedu
svake zemlje i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja 10 zemalja evrozone
(u sluéaju ako je zemlja ¢lanica Ekonomske i monetarne unije ona se iskljuéuje,
pa se poredenje vrsSi sa ukupnim indikatorom ekonomskog ocekivanja za 9 dr-
Zava evrozone). Na osnovu formule (3.5) izralunava se mera udaljenosti izmedu
malotalasnih transformacija vremenskih serija indikatora ekonomskih ocekivanja.
Nadalje, kada se kaze ukupni indikator ekonomskog ocekivanja evrozone, jasno je
da se odnosi na ukupni indikator 10 posmatranih zemalja. Za podatke koji se ovde
koriste ne postoje statisticki znacajne udaljenosti izvan oblasti "co-movement“-a
(izvan oblasti "zajedni¢kog" kretanja) i zbog toga se udaljenost mozZe smatrati
dobrom merom sli¢nosti indikatora ekonomskog ocekivanja poslovnih ciklusa.

Analiza malotalasnih udaljenosti za ceo uzorak. U Tabeli 2. data je ma-
trica udaljenosti za ceo uzorak. Najpre se iz Tabele 2. uocava da bilateralne
udaljenosti Grcke i Velike Britanije nisu znacajne ni na nivou od 10 procenata.
To znaci da se indikatori ekonomskog ocekivanja Grcke i Velike Britanije najvise
razlikuju od indikatora ekonomskog ocekivanja u drugim zemljama. Zatim se
moze uociti da je indikator ekonomskog ocekivanja Portugala prilicno razli¢it od
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Belgija | Nemacka | Irska | Gr¢ka | Spanija | Francuska | ltalija | Holandija | Austrija | Portugal | Danska | Velika Britanija
Belgija 0.14* 0.19* 0.37 0.21* 0.13* 0.23" 0.19* 0.14* 0.27 0.24* 0.38
Nemacka 0.14* 0.20* 0.41 0.21 0.16* 0.26™ 0.277** 0.17* 0.29** 0.35 0.43
Irska 0.19* 0.20* 0.36 0.26™ 0.15* 0.18* 0.24** 0.27* 0.36 0.34 0.43
Greka 0.37 0.41 0.36 0.44 0.34 0.34 0.33 0.41 0.52 0.43 0.34
Spanija 0.21** | 0.21* ]0.26™ | 0.44 0.22* 0.22* 0.25* 0.18* 0.33 0.29"** 0.47
Francuska 0.13* 0.16* 0.15% | 0.34 | 0.22** 0.16* 0.23* 0.17* 0.35 0.27* 0.40
Italija 0.23* | 0.26* 0.18 | 0.34 | 0.22** 0.16* 0.21* 0.26* 0.45 0.30"** 0.35
Holandija 0.19* 0.27* | 0.24* | 0.33 0.25" 0.23* 0.21 0.25" 0.36 0.24** 0.34
Austrija 0.14* 0.17* 0.27* ] 041 | 0.18* 0.17* 0.26™* 0.25* 0.30"** 0.32 0.40
Portugal 0.27* | 0.29*** 0.36 | 0.52 0.33 0.35 0.45 0.36 0.30"** 0.31 0.36
Danska 0.24* 0.35 0.34 | 0.43 | 0.29"* 0.27* 0.30"* | 0.24** 0.32 0.31 0.38
Velika Britanija | 0.38 0.43 0.43 | 0.34 0.47 0.40 0.35 0.34 0.40 0.36 0.38

Evropa 10 0.11* 0.18* 0.16* 0.36 0.16* 0.11* 0.19* 0.22** 0.15* 0.32 0.27%* 0.42

Tabela 2: Malotalasne udaljenosti (ceo uzorak): *p < 0.01, *p < 0.05, **p <
0.10

indikatora ekonomskih olekivanja u drugim zemljama (sli¢an je samo sa indika-
torom ekonomskog ocekivanja Belgije, Nemacke i Austrije). Dalje se zapaza da
su samo tri udaljenosti Danske znacdajne na nivou od 5 procenata.

Sada analiziramo sli¢nosti indikatora ekonomskog ocekivanja svake zemlje sa
ukupnim indikatorom ekonomskog ocekivanja 10 posmatranih zemalja. U po-
slednjem redu Table 2. date su udaljenosti izmedu malotalasne transformacije
indikatora ekonomskog ocekivanja i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja
evrozone. Udaljenosti Belgije, Nemacke, Irske, Spanije, Francuske, Italije i Au-
strije su znacajne na nivou od 1 procenat. Holandija nije uklju¢ena u grupu ovih
zemalja jer je njena udaljenost znacajna na nivou od 5 procenata. Udaljenost
izmedu indikatora ekonomskog ocekivanja Portugala i ukupnog indikatora eko-
nomskog ocekivanja evrozone, i udaljenost izmedu izmedu indikatora ekonom-
skog ocekivanja Grcke i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja evrozone
nisu znacajne ni na nivou od 10 procenata. To znaci da indikatori ekonomskog
ocekivanja Portugala i Grcke nisu sliéni sa ukupnim indikatorom ekonomskog
olekivanja evrozone ni na nivou od 10 procenata. Sto se ti¢e kontrolnih zemalja,
udaljenost Danske koja je svoju valutu ¢vrsto vezala za evro znacajna je na nivou
od 10 procenata, a udaljenost Velike Britanije koja je imala plivajuéi kurs uopste
nije znacajna.

Na Slici 13. prikazane su malotalasne udaljenosti na multidimenzionalnoj
mapi. Sa slike se vidi da su indikatori ekonomskog ocekivanja Portugala, Velike
Britanije i Grcke razli¢iti od ekonomskih ocekivanja ostalih zemalja. Indikator
ekonomskog ocekivanja Danske je takode poprilicno razlic¢it od indikatora eko-
nomskog ocekivanja ostalih zemalja. Na ovoj slici uocava se grupa evropskih
drzava tzv. jezgro drzava koje &ine: Spanija, Nemacka, Austrija, Belgija, Holan-
dija, Francuska, Irska i Italija. Ova grupa moze se podeliti u dve podgrupe. Prva
podgrupa je koncentrisana oko Nemacke i nju ¢ine: Nemacka, Austrija, Belgija i
Spanija. Druga grupa koncentrisana je oko Francuske i &ine je: Francuska, Irska
i Italija. Holandija se nalazi izmedu ove dve podgrupe.
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Slika 13: Multidimenzionalna mapa skaliranja(ceo uzorak)

Analiza malotalasnih udaljenosti pre i posle prihvatanja evra Sada se
posmatra uzorak pre i posle kreiranja Ekonomske i monetarne unije (Tabela 3 i 4).
Uzorak je podeljen ta¢no na pola kako bi se izbegla pristrasnost rezultata. Prvi
uzoracki period je 1987:4-1999:02, a drugi uzoracki period je 1999:02-2010:12.
Malotalasne udaljenosti izraCunate su za period pre i posle prihvatanja evra kao
zvanicne valute.

U Tabeli 3. posmatrajuci udaljenosti malotalasnih transformacija izmedu in-
dikatora ekonomskog ocekivanja svake drzave i ukupnog indikatora ekonomskog
ocCekivanja evrozone, moze se zakljuciti da su udaljenosti Belgije, Nemacke, Au-
strije i Francuske znacajne sa nivou od 1 procenat, dok su udaljenosti Irske, Spa-
nije i Italije znacajne na nivou od 5 procenata. Indikatori ekonomskog ocekivanja
Grcke, Portugala, Holandije i dve kontrolne zemlje, Danske i Velike Britanije nisu
bili slicni ukupnom indikatoru ekonomskog ocekivanja evrozone.

Nakon uvodenja evra (Tabela 4) uocava se da su sve udaljenosti izmedu in-
dikatora svake od zemalja i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja znacajne
na nivou od bar 5 procenata. Udaljenosti Belgije, Nemacke, Francuske i Austrije
znacajne su na nivou od 1 procenat, a sve ostale zemlje na nivou od 5 procenata.
Sto se ti¢e dve kontrolne zemlje nakon kreiranja Ekonomske i monetarne politike
udaljenost Danske postala je znacajna na nivou od 5 procenata, dok je udaljenost
Velike Britanije opala, ali ona i dalje nije bila sli¢na ni na nivou od 10 procenata
sa ostatkom Evrope.

Dakle, na osnovu analize udaljenosti izmedu indikatora ekonomskog ocekiva-
nja svake zemlje i evrozone pre i posle kreiranja Ekonomske i monetarne unije
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Belgija | Nemalka | Irska | Gréka | Spanija | Francuska | Italija | Holandija | Austrija | Portugal | Danska | Velika Britanija
Belgija 0.12* 0.16™ | 0.36 0.13* 0.11% 0.17* | 0.19** 0.09* 0.30 0.25 0.33
Nemacka 0.12* 0.19** | 0.40 | 0.17"** 0.11* 0.19"** 0.27 0.09* 0.33 0.39 0.35
Irska 0.16™ 0.19"* 0.33 0.21 0.14* 0.15" 0.21 0.20™* 0.36 0.34 0.27
Greka 0.36 0.40 0.33 0.36 0.41 0.39 0.21 0.43 0.46 0.45 0.30
Spanija 0.13* | 0.17* 0.21 0.36 0.17** | 0.16" 0.22 0.15* 0.27 0.22 0.30
Francuska 0.11* 0.11* 0.14* | 041 | 0.17 0.11* 0.27 0.11* 0.36 0.33 0.34
Italija 0.17 | 0.19** | 0.15* | 0.39 | 0.16" 0.11* 0.27 0.20"** 0.34 0.31 0.27
Holandija 0.19* 0.27 0.21 0.21 0.22 0.27 0.27 0.26 0.35 0.25 0.27
Austrija 0.09* 0.09* 0.20 | 0.43 | 0.15* 0.11* 0.20"** 0.26 0.28 0.35 0.36
Portugal 0.30 0.33 0.36 | 0.46 0.27 0.36 0.34 0.35 0.28 0.26 0.48
Danska 0.25 0.39 0.34 | 045 0.22 0.33 0.31 0.25 0.35 0.26 0.32
Velika Britanija | 0.33 0.35 0.27 | 0.30 0.30 0.34 0.27 0.27 0.36 0.48 0.32

Evropa 10 0.09* 0.12* 0.15* | 0.39 | 0.14* 0.07" 0.15* 0.25 0.10* 0.31 0.30 0.33

Tabela 3: Malotalasne udaljenosti (prva polovina uzorka - period pre evra): *p <
0.01, *p < 0.05, **p < 0.10

Belgija | Nemacka | Irska Greka | Spanija | Francuska | Italija | Holandija | Austrija | Poljska | Danska | Velika Britanija
Belgija 0.09* 0.15* | 0.15" | 0.19*** 0.09* 0.15** 0.16** 0.13** 0.17** | 0.18** 0.16"
Nemacka 0.09 0.14** | 0.14* | 0.16* 0.10 0.14* | 017 0.12* | 0.14* | 0.20"* 0.22
Irska 0.15* 0.14* 0.14* | 0.25 0.10* 0.17** | 0.18"* 0.23 0.16* 0.21 0.33
Greka 0.15* 0.14* 0.14* 0.26 0.15* 0.21 0.17** | 0.21"* [ 0.19"* | 0.25 0.29
Spanija 0.19"* | 0.16* 0.25 0.26 0.19"* | 0.15* 0.21 0.13* 0.24 0.26 0.28
Francuska 0.09* 0.10* 0.10* | 0.15* | 0.19"** 0.14* | 0.19* 0.17* | 0.16* | 0.16™ 0.22
Italija 0.15" 0.14* 0.17* 0.21 0.15" 0.14* 0.13" 0.17* 0.23 0.15" 0.27
Holandija 0.16* 0.17* | 0.18™ | 0.17** | 0.21 0.19** | 0.13* 0.20"* | 0.21 0.16* 0.23
Austrija 0.13* 0.12* 0.23 | 0.21** | 0.13** 0.17* 0.17** | 0.20™* 0.24 0.27 0.23
Portugal 0.17+* 0.14* 0.16** | 0.19** 0.24 0.16" 0.23 0.21 0.24 0.26 0.16"*
Danska 0.18%* | 0.20% 0.21 0.25 0.26 0.16™ 0.15* 0.16™ 0.27 0.26 0.22
Velika Britanija | 0.16* 0.22 0.33 0.29 0.28 0.22 0.27 0.23 0.23 0.16* 0.22
Evropa 10 0.07" 0.07 0.13** | 0.14* | 0.15* 0.11* 0.12** | 0.15* 0.12* | 0.16* | 0.16* 0.20

Tabela 4: Malotalasne udaljenosti (druga polovina uzorka - period posle evra):
*p < 0.01, *p < 0.05, **p < 0.10

moze se zakljuciti da su ove udaljenosti opale kod vecine zemalja. Taj pad nije
zabeleZen kod Spanije,Francuske i Austrije. Kod ove tri zemlje udaljenosti su
bile nesto veée nakon uvodenja evra, ali su one i dalje ostale statisticki znacajne
(udaljenosti Francuske i Austrije znacajne su na nivou od 1 procenat, a Spanije
na nivou od 5 procenata).

Ostalo je joS da se analiziraju bilateralne udaljenosti tj. udaljenosti izmedu
parova zemalja. U periodu pre kreiranja Ekonomske i monetarne unije samo
13 od 45 bilateralnih udaljenosti je znacajno na nivou od bar 5 procenata, a
25 bilateralnih udaljenosti nije slicno ni na nivou od 10 procenata. U periodu
nakon kreiranja Ekonomske i monetarne unije 28 od 45 bilateralnih udaljeno-
sti znacajno je na nivou od bar 5 procenata, a svega 9 njih nije znacajno ni
na nivou od 10 procenata. Posmatrajmo sada bilateralne udaljenosti Danske i
Velike Britanije. U periodu pre uvodenja evra kao zvanicne valute ne postoje
znacajne bilateralne udaljenosti Danske i Velike Britanije. Drugim recima indika-
tori ekonomskog ocekivanja Danske i Velike Britanije ne pokazuju slicnost ni sa
jednom od 10 evropskih zemalja, a ne postoji slicnost ni izmedu njih dve. Nakon
uvodenja evra indikator ekonomskog ocekivanja Danske slican je indikatoru eko-
nomskog ocekivanja Francuske, Italije i Holandije na nivou od 5 procenata, a sa
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indikatorima ekonomskog ocekivanja Belgije i Nemacke sli¢an je na nivou od 10
procenata. Indikator ekonomskog ocekivanja Velike Britanije posle uvodenja evra
sli¢an je sa indikatorom ekonomskog ocekivanja Belgije i Portugala na nivou od
5 procenata. Sli¢nost izmedu indikatora ekonomskog ocekivanja Danske i Velike
Britanije nije zabelezena ni u periodu nakon uvodenja evra.

Na Slici 14. prikazane su bilateralne udaljenosti u periodu pre i posle uvodenja
evra. Sa slike se jasno vidi da se Danska pribliZila ostalim drzavama evrozone
(bliza je od Gréke, Portugala i Irske), dok je Velika Britanija ostala udaljena od
ostalih zemalja evrozone.
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Slika 14:

Multidimenzionalne mape skaliranja za uzorke pre i posle Evra

Dakle iz gore navedene analize mozemo zakljuditi da:

e kreiranje Ekonomske i monetarne unije utice na pad udaljenosti tj. dovodi
do povecanja slicnosti izmedu indikatora ekonomskog ocekivanja svake ze-
mlje i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja.

e se u periodu nakon kreiranje Ekonomske i monetrane unije povecava broj
bilateralnih udaljenosti koje su znacajne.

e nakon kreiranje Ekonomske i monetarne unije ¢vrsta povezanost Danske
krune i evra dovela je indikator ekonomskog ocekivanja Danske do upore-
divog efekta, sto se nije dogodilo u slucaju Velike Britanije s obzirom na
plivaju¢i rezim Britanske funte koji je mozda ucinio Veliku Britaniju imunu
na fluktuacije u evrozoni.

4.2.3 Malotalasne koherencije i fazne razlike

U ovom poglavlju procenjuje se sinhronizacija indikatora ekonomskih oce-
kivanja tako Sto se analiziraju malotalasne koherencije i fazne razlike izmedu
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svake zemlje i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja 10 zemalja evrozone
(ako je drzava ¢lanica evrozone ona se iskljucuje tj. za sve drzave osim Danske
i Velike Britanije izraCunava se ukupni indikator ekonomskog ocekivanja za 9
drzava). Unakrsni talasi¢i omoguéuju procenu “co-movement”-a u vremensko-
frekvencijskom domenu; procenjuje se koji od indikatora ekonomskog ocekivanja
je vodedi, a koji zaostajuéi (lead-lag).

Prvo se proveravaju oblasti u kojima je koherencija statisticki znacajna. Na-
kon toga se za te oblasti analiziraju fazne razlike da bi se utvrdilo da li je "co-
movement” bio pozitivan ili negativan i koje ekonomsko ocekivanje je bilo vodele,
a koje zaostajuce.

Na Slici 15. prikazane su malotalasne koherencije i fazne razlike izmedu
indikatora ekonomskog ocekivanja svake drzave i evrozone.

Analiza malotalasnih koherencija Najpre se sa Slike 15. vidi da se na-
kon 2005. godine za sve zemlje uoCavaju oblasti znacajne koherencije (oblast
oznacena crvenom bojom - visoka koherencija) u vremensko-frekvencijskoj ravni.
Delovi tih oblasti su izvan konusa uticaja (oblast oznacena crnom linijom). Po-
java tih oblasti je verovatno povezana sa ekonomskim i finansijskim procvatom i
krahom.

Sada se posmatraju malotalasne koherencije izmedu indikatora ekonomskog
ocCekivanja pojedinacne zemlje i ukupnog indikatora ekonomskog ocekivanja evro-
zone (Slika 15, grafici malotalasnih koherencija na levoj strani). Oblasti znacajne
koherencije kroz ceo uzorak (oblasti oznacene crvenom bojom na Slici 15) javljaju
se kod Austrije, Belgije, Nemacke i Francuske. Krajem 90-tih i pocetkom 2000-ih
godina kod Holandije, Spanije i Irske uocavaju se oblasti niske koherencije (na
grafiku izgledaju kao rupe, oblasti oznadene plavom bojom). U slucaju Irske
oblast znacajne koherencije zabelezena je za petogodisnje cikluse tokom celog
uzorka, dok je za krace cikluse koherencija slabija. Kod Portugala je oblast zna-
Cajne koherencije zabelezena u periodu izmedu 1992. i 1998. godine za cikluse
perioda 2 i 3.5 godine, ali se ispostavilo da je ta epizoda prolazna. Grcka je drzava
sa manje sinhronizovanim ekonomskim ocekivanjem. U slucaju Grcke oblast zna-
Cajene koherencije zabelezena je samo za cikluse perioda 6 ~ 8 godina od 2002.
godine i za cikluse perioda 4 ~ 6 godina od 2006. godine. Na kraju se joS ana-
liziraju malotalasne koherencije dve kontrolne zemlje, Danske i Velike Britanije.
Posmatrajuci malotalasnu koherenciju izmedu indikatora ekonomskog ocekivanja
Velike Britanije i ukupnog ocekivanja evrozone uocava se da se oblast znacajne
koherencije pojavljuje tek od 2005. godine za cikluse perioda od 1.5 do 6 godina.
Pretpostavlja se da je pojava znacajnosti koherencije u ovom periodu vezana za
procvat ekonomije koji traje do otprilike 2007. godine. U sluc¢aju Danske, oblasti
znacajne koherencije javljaju se u periodu 1990-2000. godine za cikluse peri-
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oda trajanja od 1.5 do 3. godine. Nakon toga oblast znacajnosti koherencije se
smanjuje i posle 2005. godine znacajnost se prosiruje na cikluse duzeg trajanja
koji dostizu Sestogodisnji ciklus 2007. godine. Dakle, iz poredenja malotalasnih
koherencija zakljucuje se da je stvaranje Ekonomske i monetarne unije uticalo na
"co-movement” Danske u odnosu na ekonomsko ocekivanje evrozone. Drugim
reCima Cvrsta povezanost Danske krune i evra omogucila je kretanje ekonomskog
ocekivanja Danske ka ekonomskom ocekivanju evrozone.

Analiza faznih razlika. Fazne razlike su podeljene na dva grafika. Jedan grafik
odgovara frekvencijskom opsegu od 1.5 ~ 4.5 godina, a drugi periodu 4.5 ~ 8
godina.

Za analizu faznih razlika koristi se Slika 8, pri ¢emu je x predstavlja drzavu,
a y evrozonu.

Prvo Sto se uoCava sa Slike 15. jeste da se fazne razlike nalaze izmedu —7 /2 i
7/2 $to znadi da su indikatori ekonomskog ocekivanja u fazi tj. indikatori se krecu
u pozitivnom smeru (pozitivan "co-movement”). Dakle, ove oblasti znacajne
koherencije odgovaraju ili epizodama sinhronizacije ili epizodama u kojima je
neki od indikatora ekonomskog ocekivanja vodedi ili zaostajudi, ali se krecu u
istom smeru.

Posebna paZnja posveluje se analizi faznih razlika Nemacke, Francuske i Ita-
lije, kao vodeéim ekonomijama u tom periodu.

Posmatrajuéi fazne razlike za cikluse perioda 4.5 ~ 8 uocava se da fazne ra-
zlike osciluju nesto pre 1999. godine. Pre 1999. godine fazne razlike Nemacke se
nalaze izmedu —x/2 i 0, pa se na osnovu Slike 8. zaklju¢uje da je ukupni indika-
tor ekonomskog ocekivanja evrozone vodeéi u odnosu na indikator ekonomskog
oCekivanja Nemacke. Fazne razlike Francuske i Italije se nalaze izmedu 0 i /2
Sto znaci da su indikatori ekonomskog ocekivanja ove dve zemlje vodeéi u ood-
nosu na indikator ekonomskog ocekivanja evrozone. Posle 1999. godine fazne
razlike sve tri zemlje Nemacke, Italije i Francuske se nalaze oko nule, sto znadi
da se indikatori ekonomskog ocekivanja ove tri zemlje kre¢u uporedo sa ukupnim
indikatorom ekonomskog ocekivanja evrozone. Dakle, posmatrajuéi duze cikluse
Nemacke, Francuske i ltalije kreiranje Ekonomske i monetarne politike dovelo je
do sinhronizacije poslovnih ciklusa.

Kada se posmatra kraci frekvencijski opseg (period 1.5 ~ 4.5 godine) u skoro
svim drZzavama uocava se promena kretanja faznih razlika u periodu izmedu 1995.
i 1997. godine. Krajem 90-tih ukupno ekonomsko ocekivanja evrozone je vodeée
u odnosu na ekonomsko oéekivanje Nemacke, Francuske i ltalije (fazna razlika
je smestena izmedu 0 i —7/2). Generalno gledajuci od 2000. godine ekonomsko
ocCekivanje je postalo sinhronizovano u evrozoni.

Zanimljivo je opazanje da fazne razlike Nemacke i Francuske izgledaju kao
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slika u ogledalu za oba frekvencijska opsega. Recimo za duzi frekvencijski opseg
pre 1999. godine ukupni indikator ekonomskog ocekivanja evrozone je vodeéi u
odnosu na indikator ekonomskog ocekivanja Nemacke, a zaostajuci je u odnosu
na indikator ekonomskog ocekivanje Francuske. Za kraéi frekvencijski opseg u
periodu 1995-1997 ukupni indikator ekonomskog ocekivanja evrozone bio je vo-
de¢i u odnosu na indikator ekonomskog ocekivanja Francuske, a zaostajuéi u
odnosu na indikator ekonomskog ocekivanja Nemacke. U periodu 2004-2006 u
faznim razlikama Nemacke uocava se uspon, a Francuska belezi pad u faznim
razlikama, prema tome indikator ekonomskog ocekivanja Nemacke je vodeéi u
odnosu na ukupni indikator ekonomskog ocekivanja evrozone, a indikator eko-
nomskog ocekivnja evrozone je vodeéi u odnosu na indikator ekonomskog oceki-
vanja Francuske.
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5 Dodatak
5.1 Kod

U ovom poglavlju navodi se kod koji se koristio za izraCunavanje malotala-
snih udaljenosti izmedu para zemalja u periodu pre i nakon uvodenja evra (Tabela
31 4). Ovaj kod, kao i svi kodovi navedenih podfunkcija u ovom dadatku do-
stupni su na sajtu [17] iz spiska literature u okviru ASToolbox2014. Ovaj toolbox
omogucava upotrebu generalizovanog Morseovog talasi¢a koji obuhvata najpo-
pularnije analiticke talasi¢e i Morletov-og talasi¢a. Testovi znacajnosti zasnivaju
se na Monte Karlo simulacijama. Serije su formirane korite¢i ARMA(p, q) i iz-
gradnjom novih uzoraka metodom reuzrokovanja (tzv. bootstrap) ili crtanjem
greSaka Gausove raspodele.

Podaci u Tabelama 3 i 4. su dobijeni pomoc¢u koda prikazanog ispod (Li-
sting 1). Rezultat ovog koda su procenjene distance i kriti¢ne vrednosti koje se
dobijaju u formi excel fajla. U excel fajlu za jedan period uzorka dobiju se Cetiri
tabele, jedna odgovara procenjenim distancama i tri tabele su kriti¢ne vrednosti
izraCunate na nivou od 1,5 i 10 procenata. Znacajnost se odreduje poredenjem
kriti€nih vrednosti sa dobijenim distancama. Ukoliko je kriticna vrednost veca
od odgovarajuce procenjene distance, onda je udaljenost znacajna. Kako je izra-
cunavanje bazirano na simulacijama, mogu se javiti male razlike. lzradunavanje
kriticnih vrednosti zahteva¢e mnogo vremena.

Ovaj kod sam koristila u verziji 2009a. Prvobitno sam probala da ga pokre-
nem u verziji 2019a, ali se javi greska jer funkcije GARCHFIT, GARCHSET i
GARCHSIM iz Econometrics Toolbox ne postoje u ovoj verziji matlab-a.

Listing 1: Kod koji se unosi u MATLAB za izracunavanje malotalasnih udaljenosti
i crtanje mape skaliranja za dva uzorka

%% Azurirajte putanju
addpath ( 'D:\MATLAB 2009\ Wavelets ") ;
matrixCS=xlsread ( '\Data.xlsx '); %ucitavanje podataka

countries=12;

matrixCS=matrixCS(:,1: countries+1);

matrixCS (any(isnan(matrixCS) ") ,:) = []:

Time=matrizCS(:,1);

matrixCS=log (matrixCS (:,2:end));

for k=1l:countries

matrixCS (: , k)=WaveletBPF(matrixCS (:, k)
1/12,1/30,[].[],0,1.25,10);

matrixCS (:, k)=matrixCS (: ,k)/std(matrixCS(:,k));

end

% Racunanje spektra pomocu funkcije WaveletSpectra
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espectrosCS=WaveletSpectra(matrixCS,1/12,1/30,1.49,8.2,0, 'Morlet
',6,10);

for metade=1:2 9% metade=1 odgovara prvoj polovini uzorka
% metade=2 odgovara drugoj polovini uzorka

% Racunanje matrice udaljenosti datog spktra pomocu funkcje
distances i
% crtanje odogvarajuce mape skaliranja pomocu funkcije scalMap
if metade==
[matDistCS, vecDistCS]=distances (espectrosCS ,1);
figure (1)
subplot(1,2,1)
scalMap (matDistCS)

title ('ESI Cycles Dissimilarities — Pre—Euro")
else

[matDistCS, vecDistCS]=distances (espectrosCS ,2);

figure (1)

subplot(1,2,2)
scalMap(matDistCS)

title ('ESI Cycles Dissimilarities — Post—Euro")
end
A=vecDistCS ';
9o
matrixCS=[Time matrixCS];
nsur=5000;
YY=1];

for k=1l:countries—1
for kk=k:countries —1;
matrixEC=[matrixCS (:,1) matrixCS (:,k+1) matrixCS(:, kk+2)
l;

Time=matrixEC (:,1);
countryl=(matrixEC(:,2));
country2=(matrixEC(:,3));

%izracunava surogat serije za datu vremensku seriju countryl
surl = SurrogateARMAEcon(countryl 1,1, nsur);

%izracunava surogat serije za datu vremensku seriju country?2
sur2 = SurrogateARMAEcon(country2 ,1,1,nsur);

Vector=[];
for kkk=1:nsur
sur=[surl (:,kkk) sur2(:,kkk)];
espectrosCSsur=WaveletSpectra(sur
,1/12,1/30,1.49,8.2,0, ' Morlet' ,6,[]):

if metade==l1
%umesto "ThisVariableWillINotBeUsed" u verziji Matlab2009b
moze se korisiti ~
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[ThisVariableWilINotBeUsed ,vecDistEC]=distances(
espectrosCSsur ,1);
clear ThisVariableWillINotBeUsed
else
[ThisVariableWilINotBeUsed ,vecDistEC]=distances(
espectrosCSsur ,2);
clear ThisVariableWillINotBeUsed
end
Vector=[Vector;vecDistEC];
end
YY = [YY ; quantile(Vector,[0.01 0.05 0.1])];
end;
end
%6
matDistOl=squareform (YY(:,1));
matDist05=squareform (YY(:,2));
matDistl0=squareform (YY(:,3));
if metade ==1
xlswrite ('Distances_signALT . xIs ' ,matDist01l, '1%_1st_half’, 'b2
Y
xIswrite ('Distances_signALT . xls’',matDist05, '5%_1st_half", 'b2
0
xlswrite ('Distances_signALT . xls ' ,matDist10, '10%_1st_half "',
b2");
xIswrite('Distances_signALT . xls’' matDistCS, Table2_1st_half’
b2
else
xlswrite ('Distances_signALT . xls ' ,matDist01, '1%_2nd_half’', 'b2
)
xIswrite ('Distances_signALT . xls’',matDist05, '5%_2nd_half", b2
)
xIswrite('Distances_signALT . xls',matDist10, '10%_2nd_half","’
b2");
xlswrite (' Distances_signALT . xls ' ,matDistCS, 'Table2_2nd_half’
,'b27);
end
end

Najpre se za filtriranje serije koristi funkcija WaveletBPF. Ovde je re¢ o
wavelet band-pass filtriranju serija tj. filtriranju serija pomocéu pojasnog filtera.
Idealni pojasni filter uklanja odredene komponente vremenskih serija, koje leze
u odredenom opsegu frekvencije. U praksi je veoma tesko konstruisati idealni
pojasni filter jer to zahteva beskonacan broj podataka. Stoga se koristi priblizan
idealan filter za izvlaCenje komponenti vremenskih serija u odredenom opsegu
frekvencija, kao Sto su poslovni ciklusi sa odredenim vremenom trajanja. Filtri-
ranje se vrsi tako Sto se prvo uradi dekompozicija serije x koriste¢i malotalasnu
transformaciju sa zadatim parametrom, a zatim se serija rekonstruiSe u izabra-
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nom frekvencijskom opsegu.
Ulazni argumetni kod funkcije WaveletBPF su:

e x - vektor (serija) koju zelimo da filtriramo
e Opcioni ulazni argumenti:

— dt - uzoracka stopa (zadana vrednost=1)
— dj - frekvencijska rezolucija (zadana vrednost:1/4)
— lowPeriod - donji period dekompozicije (zadana vrednost: 2 x dt)

— upPeriod - gornji period dekompozicije (zadana vrednost: length(y)x*
dt)

— pad - celi broj koji definiSe ukupnu duzinu vektora x nakon zero pad-
ding ¥
— lowRecPeriod - donji period koriséen za rekonstrukciju

— upRecPeriod - gornji period koris¢en za rekonstrukciju
Izlazni argument je:
o filtx - filtrirana serija

AWT izraCunava analiticku malotalasnu trasnfrmaciju (wave) date serije x
koriste¢i Morlet-ov ili generalizovani Morseov talasi¢. Dekompozicija se vrsi iz-
medu dva perioda (lowPeriod i upPeriod). Takode rauna i malotalasnu mo¢
spektra (power) i njegove p-vrednosti (pvPower). Za izralunavanja se koriste
Monte Karlo simulacije. Surogat serije se mogu formirati na dva nacina: po-
desavanjem ARMA(p, ¢) modela i izgradnjom novog uzorka bootstrap metodom
ili prilagodavanjem ARMA(p, ¢) modela i konstruisanjem novog uzorka crtanjem
gresaka iz Gausove distribucije.

Ulazni argumetni funkcije AWT su:

e x - vektor (vremenska serija)
e Opcioni ulazni argumenti:

— dt - uzoracka stopa (zadana vrednost=1)
— dj - frekvencijska rezolucija (zadana vrednost:1/4)

— lowPeriod - donji period dekompozicije (zadana vrednost: 2 x dt)

38Zero-padding je jednostavan koncept. Odnosi se na dodavanje nula uzorku radi produzenja
duzine signala.
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— upPeriod - gornji period dekompozicije (zadana vrednost: length(x)x*

dt)

— pad - celi broj koji definiSe ukupnu duzinu vektora x nakon zero pad-
ding

— lowRecPeriod - donji period koriséen za rekonstrukciju

— upRecPeriod - gornji period koris¢en za rekonstrukciju

— mother - mother wavelet funkcija
0 ili 'Morlet’ — Morlet mali talas (generalno se on koristi)
1ili 'GMW'" — Generalizovani Morseov mali talas

— be - beta parametar za GMW ili Morlet (w) parametar. Zadane
vrednosti: 6.0 za 'Morlet’ i 3.0 za 'GMW'

— ga - gama parametar za GMW (zadana vrednost: 3.0)

— nSur - ceo broj, broj surogat serija, ako Zelimo da izraunamo p-
vrednosti malotalasne mo¢i spektra (zadana vrednost: 0 - nema izra-
¢unavanja)

— surType - vrsta serija surogat serija
0 ili '"ARMABoot’ — serije su formirane na osnovu ARMA(p,q) mo-
dela plus bootstrap (zadana vrednost)

1 ili "ARMAEcon’ — serije su formirane na osnovu ARMA(p,q) mo-
dela plus Gaus

— p,q - nenegativni celi brojevi, redovi ARMA procesa (zadane vrednosti:
p=0, q=0)

izlazni argumenti su:

wave - matrica malotalasne transformacije (broj vrste = broju skala, broj
kolona = length(x))

periods - vektor Furijeovih perioda (u jedinici vremena) koji odogovara
koris¢enim skalama

scales - vektor skala dat je sa sq % 2(j * d;); j=0,...,71, gde je s skala
minimuma
coi - konus uticaja, koji je vektor iste veli¢ine kao = koji sadrzi granicu

oblasti u kojoj je malotalasna transformacija pod uticajem grani¢nih efekata
power - malotalasna mo¢ spektra (Wavelet Power Spectrum) (tj. abs(wave).?)

pvPower - nenegativni celi brojevi, redovi ARMA(p,q) modela (zadane vred-
nosti:p=0,q=0)
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WReconstruct rekonstruise seriju iz svoje malotalasne transformacije (wave)
koristeéi odabrani opseg frekvencija (skala) koji odgovara periodima lowRecPe-
riod i upRecPeriod. Transformacije moraju koristiti zadane parametre malog
talasa.

Ulazni argumetni funkcije WReconstruct su:

e wave - malotalasna transformacija date serije (izraCunava se pomocu funk-
cije AWT sa zadanim parametrima)

e periods - vektor perioda koris¢en za izraCunavanje malotalasne transforma-
cije (output funkcije AWT)

e dt - posmatrani vremenski korak (koristi se u malotalasnoj transformaciji)
e dj - frekvencijska rezolucija (korsiti se u malotalasnoj transformaciji)

e lowRecPeriod - donji period koris¢en za rekonstrukciju (zadani parametar:
2 x dt)

e upRecPeriod - gornji period korisen za rekonstrukciju
Izlazni argument je:
e recseries - rekonstruisana serija (izmedu lowRecPeriod i upRecPeriod)

Funkcija WaveletSpectra ratuna sve malotalasne spektre (tj. malotalasne
transformacije) nekoliko serija (kolona matrice). Malotalasna transformacija se
moze izraCunati pomocéu Morlet ili generalizovanihi Moresovih talasi¢a koristedi
funkciju AWT.

Ulazni argumetni funkcije WaveletSpectra su:

e mat - matrica (kolone su serije Cije malotalasne transformacije Zelimo da
izraunamo)

e Opcioni ulazni argumenti:

dt - uzoracka stopa (zadana vrednost=1)

dj - frekvencijska rezolucija (zadana vrednost: 1/4)

lowPeriod - donji period dekompozicije (zadana vrednost: 2 x dt)

upPeriod - gornji period dekompozicije (zadana vrednost: size(mat, 1)

dt)
— pad - celi broj koji definiSe ukupnu duZinu svake kolone nakon zero
padding
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— mother - mother wavelet funkcija
0 ili '"Morlet” — Morlet mali talas (podrazmevani izbor)
1ili 'GMW' — Generalizovani Morseov mali talas

— be - beta parametar za GMW ili Morlet (w) parametar. Zadane
vrednosti: 6.0 za 'Morlet’ i 3.0 za 'GMW'

— ga - gama parametar za GMW (zadana vrednost: 3.0)

Izlazni argument je:
e cspectra - red-Celija koji sadrzi sve izraCunate spektre

Za izraCunavanje udaljenosti koristi se funkcija distances. Ova funkcija ra-
¢una matricu (i vektor) udaljenosti datog spektra (koristeé¢i SVD-dekompoziciju
matrice kovarijanse i hermitske uglove). Za izracunavanje (srednje) vrednosti ugla
izmedu dve kompleksne serije kosristi se funkcija angleSeries. Ulazni (input) ar-
gumenti funkcije angleSeries: A, B - vektori (serije) iste veli¢ine, kompleksnih
brojeva. Izlazni (output) argument funkcije angleSeries: meanAngle - srednja
vrednost hermitskih uglova izmedu kompleksnih vektora formiranih uzastopnim
tackama A i B.

Mogu se raCunati udaljenosti (rastojanja) za prvu polovinu uzorka (period pre
evra), za drugu polovinu uzorka (period posle evra) i za ceo uzorak.
Ulazni argumetni funkcije distances su:

e spectra - Celija sa spektrima (matrica) ¢ije udaljenosti zelimo da izratunamo

e part - broj 1, 2 ili 3 koji ukazuje koji deo zelimo da izracunamo. 1 - prva
polovina, 2 - druga polovina, bilo sta drugo ili ako izostavimo oznacava
ukupan uzorak.

e Opcioni ulazni argumenti:

[zlazni argumenti su:
e matDist - matrica udaljensoti izmedu parova spektra
e vecDist - vektor udaljenosti

Poslednja funkcija koja se koristi u kodu za dobijanje rezultata koji su prika-
zani u Tabeli 3i 4. je SurrogateARMAEcon. Ova funkcija izracunava surogat
serije date vremenske serije . Te serije se formiraju koriste¢i matlab funkcije:
GARCHFIT, GARCHSET i GARCHSIM iz Econometrics Toolbox-a. Prvo se po-
desava ARMA(p, ¢) model za seriju x, a zatim se konstruiSu novi uzorci crtanjem
gresaka iz Gausove raspodele. Ulazni argumetni ove funkcije SurrogateARMAE-
con su:
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e x - vektor (serija)
e Opcioni ulazni argumenti:

— p,q - celi brojevi, redovi ARMA procesa (zadana vrednost: p=1, q=0)

— nSur - pozitivni celi brojevi, broj surogata (zadana vrednost:1)
Izlazni argument je:

e surx - matrica veli¢ine (length(x) x nSur) Cije kolone sadrze surogate
vektora x.

5.2 Koherencije viSeg reda: Parcijalne i viSestruke kohe-
rencije

U cilju procene povezanosti izmedu vise od dve vremenske serije uvodi se
pojam viSestruke malotalasne koherencije i parcijalne malotalasne koherencije.
KoriS¢ena je literatura [8].

Neka je data vremenska serija 1, %2,...,%,, p > 2 gde je x; = {xi,n =
0,...,7 —1}. S;; dat je sa

Sij = S(Wij),

gde je S odredeni operator glatkoce.
< je matrica formata p x p svih glatkih unakrsnih malotalasnih spektara 5;;:

Sll 812 Slp
g P T B

Spt Spz tr Spp

Gornja matrica zavisi od specifi¢ne vrednosti (7,s). Matrica . je hermitska
matrica tj. . = . gde simbol H oznadava konjugovano transponovanu
matricu tj. vaZi S;; = S} za sve i # j i S = S(|W;®) je realan (pozitivan) broj
za sve i.

A?j je kofaktor elemenata a;; matrice A definisan sa

d __ i+j j

gde je A7 podmatrica matrice A dobijena brisanjem njene i-te vrste i j-te kolone.
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Visestruka malotalasna koherencija

Kvadrat viSestruke malotalasne koherencije izmedu serije x; i svih ostalih

serija xo, ..., T, oznaCavace se sa R%(Qg.._p) i dat je formulom
7
2 —
Rigs. py=1— A7 (5.1)

ViSestruka malotalasna koherencija Ry(23..,) definide se kao pozitivan kva-
dratni koren veli¢ine date formulom (5.1). Takode se koristiti i kraci zapis R7
za R p) ti- jednostavno Ce sa q oznaCavati svi indeksi serija, sem indeksa 1

Parcijalna malotalasna koherencija

Kompleksna parcijalna malotalasna koherencija x; i x5 (2 < j < p) oznalena
j€ 01j.q; i data je sa

yd

Oljq, = ——F——

gde je q; skraena oznaka za sve indekse q |skIJuEujuc'i indeks j, tj. q; =

{2,....p}\ {5}

Parcijalna malotalasna koherencija x; i x; oznaCava se sa 1y, | definisana
je kao apsolutna vrednost veli¢ine (5.2), tj

d

. B
Ay Skl
17

dok je kvadratna parcijalna koherencija x; i x; data sa

(5.2)

2 il

Mja; = yldl k75

Formule visestruke i parcijalne koherencije mogu se definisati i pomoc¢u ma-
trice ¢

1 o1 - o1
01 1 -+ 0
Opt Op2 -+ 1
Elementi ove matrice su kompleksne malotalasne koherencije o;; i 0; = (5(\W'|§)(EET%‘|2))I/2 _
J J
28%:2 = 1. Kao i ., matrica & je takode hermitska matrica.
J

64



Odgovarajuce formule visestruke i parcijane malotalasne koherencije su:

%d
2 _

R =1= 2

cgd
Qjaq; = \/7
CEEL

el

Mja; = = ng

Izraz viSestruke koherencije u pogledu parcijalnih koherencija

Kvadratna visestruka koherencija moze se izraziti u obliku kvadratnih parci-
jalnih koherencija koristeCi slede¢u formulu

R1(2 ) =(1- T%z)(l - 7"%3.2) (1= 7’%;;.23...(;;—1))-

Parcijalna fazna razlika

Parcijalna fazna razlika ¢4, definise se kao ugao parcijalne malotalasne

koherencije O1j.ayr t-
J(01: ..
¢1J¥qj = arctan ((QIJ%)>

5.3 Modeli linearnih vremenskih serija

U ovom delu daéemo definicije i kratko objasnjenje pojmova koji se koriste
gore u kodu, radi boljeg razumevanja. Koris¢en je izvor [11] sa spiska literature.

Autoregresioni model reda p, AR(p) Autoregresioni procesi impliciraju re-
gresiju na sopstvene vrednosti, otuda i prefiks auto u imenu ovog procesa. Proces
X, je autoregresioni proces reda p ako je opisan slede¢om jednacinom

Xe =1 Xeo1 + @ Xo o+ +p Xy + &4 (5.3)
gde su @1, @9, ..., ¢, autoregresioni parametri, a €, je proces belog Suma. Dakle,
trenutna vrednost procesa je linearna kombinacijat—1,...,t—p proslih vrednosti

plus slucajni poremeéaj ¢;.
Autoregresioni proces (5.3) moze se napisati u kratem obliku koris¢enjem
operatora pomeraja B:
¢(B)Xt = &,
gde je (B) =1 — ¢ B — $B* — --- — ¢,BP. Autoregresioni model (proces)
reda p se skraceno obelezava kao AR(p) proces.
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Autoregresioni model prvog reda, AR(1) Autoregresioni proces prvog reda
dat je jdnacinom
Xi = 1 X1 + &,

odnosno koris¢enjem operatora pomeraja B u skraéenom obliku AR(1) proces
piSemo u obliku
(]_ — ¢1B)Xt = &;.

Model pokretnih proseka reda ¢, MA(q) Model (proces) pokretnih proseka
reda ¢ dat je sa

Xt =& — 91515_1 — 02515—2 — e — Qqéft_q, (54)

gde je g, proces belog Suma, dok su 01, 05, . .., 8, parametri modela. Koris¢enjem
operatora pomeraja (5.4) se moze napisati i u skratenom obliku:

Xt = 0<B)€t,

gde je (B) = 1—6,B — --- — §,B%. Model pokretnih proseka koristan je
u modeliranju pojava kod kojih dogadaji uzrokuju trenutne efekte, a koji traju
kratak vremenski period. Ovaj model skraceno oznaavamo sa MA(q).

Model pokretnih proseka prvog reda Kada se u izrazu (5.4) zameni ¢ = 1
dobija se pokretni prosek prvog reda

Xt =&t — 91@_1 = (1 — GlB)gt.

Autoregresioni model pokretnih proseka, ARMA(p,q) Obe reprezentacije
i AR i MA, mogu da da sadrze relativno mnogo koeficijenata Sto umanjuje efi-
kasnost takvih modela. Da bi se resio ovaj problem, uveden je novi model za
opisvanje vremenskih serija. Taj model se naziva autoregresioni model pokretnih
proseka ili ARMA, i on je kombinacija AR i MA modela.

ARMA(p, q) proces se definise na sledeéi nacin:

Xi— ;1 Xyoqg — o0 — Qﬁpthp =¢er—bhepo1 — - — eqé‘t—q,
koji se preko operatora pomeraja moze napisati u obliku
1l-¢pB—-—¢,B) Xy =(1—6,B—---—0,B)e;

odnosno u sazetom obliku



ARMA(1,1) proces Najjednostavniji iz klase meSovitih procesa je ARMA(1,1)
proces. DefiniSe se na sledeci nacin

Xi =01 Xy 1 + & — b,
osnosno koris¢enjem operatora pomeraja pise se u obliku

(1—¢B)X, = (1— 6, B)e,.

5.4 Monte Karlo simulacije

Naziv ,,Monte Karlo metod" se odnosi na Sirok spektar matematickih modela
i algoritama Cija je glavna karakteristika stohasticki pristup, odnosno upotreba
slucajnih brojeva u reSavanju razlicitih problema. Najcesce se radi o matematic-
kim problemima cija se reSenja ne mogu odrediti analiticki ili za to ne postoje
efikasni numericki algoritmi. Pored toga, Cesto se koriste i za proveru rezultata
dobijenih analiti¢ckim ili drugim metodama.

Osnovna ideja Monte Karlo metode je aproksimacija ocekivane vrednosti
E(X) aritmeti¢kom sredinom rezultata velikog broja nezavisnih ogleda koji svi
imaju istu raspodelu kao X . Osnova ovog metoda je jak zakon velikih brojeva.

Monte Karlo simulacije su tehnika koja se koristi da se prouci kako model
reaguje na nasumic¢no generisane inpute. Obi¢no ukljucuje proces u tri koraka
[16]:

1. Nasumi¢no generisati "N" inputa (koji se ponekd nazivaju scenariji).

2. lzvrsiti simulacije za svaki od "N* inputa. Simulacije se izvode na kompju-
terizovanom modelu koji se analizira.

3. Objediniti i proceniti rezultate simulacija. Uobicajne mere ukljucuju srednju
vrednost rezultata, raspodelu izlaznih vrednosti i minimalnu ili maksimalnu
izlaznu vrednost.

Za vise o Monte Karlo simulacijama pogledati u [2].
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6 Zakljucak

Tema ovog rada je bila da se uvedu pojmovi malotalasne i unakrsne malota-
lasne transformacije s osvrtom na Furijeovu analizu i da se opiSe jedna od njenih
primena u ekonomiji. Osnovu rada ¢ini koncept unakrsne malotalasne transfor-
macije koja se koristi za analizu vremenskih serija. Malotalasna transformacija
omogucava da se uzmu u obzir oba domena (vremenski i frekvencijski) unutar
jedinstvenog okvira. Ona omogucava da se istovremeno proceni kako su promen-
ljive povezane na razlicitim frekvencijama i kako se takav odnos menjao tokom
vremena. Primena malotalasnih transformacija opisana je kroz ispitivanje sli¢no-
sti i sinhronizacije indikatora razliCitih zemalja i ukupnog indikatora ekonomskog
ocCekivanja evrozone. Na osnovu analize ove dve osobine dobijene su ralzicite
informacije o kretanju ekonomskog ocekivanja poslovnih ciklusa u vremensko
frekvencijskoj ravni.
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