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Predgovor

Statistika je prema Merriem-Websterovom (Merijem-Vebsterovom) re¢niku ,,grana matematike koja se
bavi prikupljanjem, analizom, interpretacijom i prezentacijom mase numeric¢kih podataka”. Veliku
primenu nalazi u svakom segmentu jednog drustva — privredi, sportu, medicini, politici i tako dalje, a
neophodna je za funkcionisanje drzave, odnosno donosenje odluka.

U statistici se linearna regresija odnosi na svaki pristup modeliranja relacija izmedu jedne ili vise
promenljivih. Jednostruka linearna regresija je najjednostavniji oblik stohastickog odnosa izmedu dve
promenljive. Jednacina jednostruke linearne regresije se sastoji od zavisne i nezavisne promenljive,
slucajne greske i koeficijenata regresije. Ukoliko su koeficijenti nepoznati, za njihovo ocenjivanje se
koriste tri metode: metoda najmanjih kvadrata, najbolje linearno nepristrasno ocenjivanje (Best Linear
Unbiased Estimation ili skraceno BLUE) i metoda maksimalne verodostojnosti. Da bi definisanje
linearnog regresionog modela bilo kompletno, pored jednacine jednostruke linearne regresije potrebno
je jos da vaZe dodatne specifikacije vezane za distribuciju verovatnoce odstupanja.

Tema ovog master rada se odnosi na narusavanje pretpostavki u linearnoj regresiji. Rec je o standardnim
pretpostavkama, a to su: normalnost, sredina jednaka nuli, homoskedasticnost, odsustvo autokorelacije
i nestohasti¢nost promenljive.

U prvom delu rada su navedeni osnovni pojmovi jednostruke linearne regresije, tri metode ocenjivanja
parametara, kao i njihove osobine. Provereno je da li ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata
zadovoljavaju sva poZeljna svojstva.

Da li su pretpostavke zadovoljene, proverava se u drugom delu rada. Takode, bice objasnjene i metode
otklanjanja narusenih pretpostavki. Pre primene svake analize, utvrdi¢e se ispunjenost pretpostavki za
njeno sprovodenje. Za proveru normalnosti distribucije podataka, kombinovace se graficki pokazatelji,
testovi Kolmogorov-Smirnov i Shapiro-Wilk (Sapiro-Vilk) za manje uzorke. U sluéaju narudene
pretpostavke o normalnosti, tretman za otklanjanje ¢e biti nelinearna tranformacija, odnosno
logaritamska transformacija. Ako je prisutna heteroskedasticnost, problem ¢e se reSavati koris¢enjem
logaritamske transformacije. Odsustvo autokorelacije ¢e biti provereno grafickom metodom odnosno
analizom reziduala. Ako se u podacima utvrdi da postoji autokorelacija, tretman za reSavanje ovog
problema biée eliminisanje simptoma autokorelacije koris¢enjem metode procene modela razli¢ite od
metode najmanjih kvadrata. Kako je linearna regresija veoma osetljiva na netipicne tacke ili outlier-e,
detektovace se na osnovu grafickog prikaza, a potom proveriti putem Box plot-a. Jo$ jedan od nacina na
koji ¢e se detektovati je i racunanje Mahalanobisovih (Mahalanobisovih) ili Cookovih (Kukovih) distanci.
U trecem delu rada, simulacijom podataka kroz tri primera prikazace se rezultati prethodnih analiza.
Detaljno ¢e biti ispitane sve pretpostavke, a tretman ce se vrsiti na onima koje su narusene.

Cilj ovog rada je uspesna analiza, otkrivanje i otklanjanje narusenih pretpostavki navedenim statistickim
metodama.

Za potrebe analize podataka koriséen je softverski paket SPSS 25 for Windows (Statistical Package for
Social Sciences), a neophodni statisticki podaci su preuzeti sa sajtova:
https://mathstatsresearch.weebly.com/regression.html
http://staff.bath.ac.uk/pssiw/stats2/pagel6/pagel6.html .



https://mathstatsresearch.weebly.com/regression.html
http://staff.bath.ac.uk/pssiw/stats2/page16/page16.html

Ovom prilikom Zelela bih da se zahvalim svojoj profesorici i mentoru, dr Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢ za
strpljenje i znanje koje mi je pruZila tokom studiranja i pri izradi master rada.
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1. Jednostruka linearna regresija
U statistici se linearna regresija odnosi na svaki pristup modeliranja relacija izmedu jedne ili vise
promenljivih. Ona predstavlja prvi tip regresione analize koji se detaljno proucava. Razlog za ovakvo
proucavanje je Sto se upravo modeli koji linearno zavise od svojih nepoznatih parametara lakse
modeliraju nego modeli sa nelinearnom zavisnoscu.

1.1. Opsti pojmovi
Jednostruka linearna regresija je najjednostavniji oblik stohastickog odnosa izmedu dve promenljive.
Takav model se zapisuje u ovom obliku:

Y=a+pX+¢

u kojem je Y zavisna promenljiva, X nezavisna, € slucajna greska koja nastaje prilikom merenja, a
nepoznate parametre regresije predstavljaju aif (koeficijenti regresije). Za ocenjivanje nepoznatih
parametara se koristi uzorak. Zavisna promenljiva Y dobija se na osnovu n vrednosti nezavisne
promenljive X. Na taj nacin se dobija n parova (X;,Y; ), (X5, Y5 ), ..., (X;,, ¥, ) koji ¢ine uzoracki model
jednostruke linearne regresije:

YVi=a+pX; +¢, i=123..n

Za svaku vrednost promenljive X postoji cela distribucija verovatnoéa za vrednosti promenljive Y, Sto
znaci da se vrednost ove promenljive ne moZe ta¢no predvideti. Dakle, za kompletno definisanje
regresionog modela, pored jednacine jednostruke linearne regresije, potrebno je jos da vaze dodatne
specifikacije vezane za distribuciju verovatnoce odstupanja. Za slucajnu gresku ¢;, definisane su sledeée
standardne pretpostavke:

Normalnost: €; ima normalnu raspodeluza i =1,2,3..n
Sredina jednaka nuli: E(&;) =0, i = 1,2,3..n
Homoskedasticnost: Var( &) = 6%,i = 1,2,3..n
Odsustvo autokorelacije: Cov( &, sj) =0,i#j

vk wnN e

Nestohasticnost promenljive X: X je nestohasticka promenljiva sa fiksnim vrednostima u
ponovljenim uzorcima, takva da je za bilo koji uzorak velitine n, Y1-,(X; — X)?> # 0 i njena
grani¢na vrednost konacna kada jen — .

Dakle, specifikacija linearnog regresionog modela se sastoji iz regresione jednacine i pet standardnih
pretpostavki. To je takozvani ,klasicni normalni linearni regresioni model”. Prve dve pretpostavke
govore da je za svaku vrednost promenljive X odstupanje normalno distribuirano oko nule. Stoga je ¢;
neprekidna promenljiva koja uzima vrednosti od —oo do +oo. Simetricno je distribuirana oko njene
sredine i njena je distribucija potpuno odredena sredinom i varijansom. Treca pretpostavka se tice
homoskedasti¢nosti i znaci da svako odstupanje ima istu varijansu a2 &ija je vrednost nepoznata. Cetvrta
pretpostavka zahteva da odstupanja budu nekorelirana. Pri toj pretpostavci ¢injenica je da, na primer,
ako je danasnja proizvodnja veca od ocekivane, to ne bi trebalo da uzrokuje veéu ili manju proizvodnju
sutra. Dakle, na osnovu prve i Cetvrte pretpostavke mozZe se zakljuciti da su verovatnoce odstupanja
nezavisne (za normalne slucajne promenljive nekolinearnost povlaci nezavisnost (A.S. Goldberger,



Econometric Theory (New York: Wiley, 1964) str 107.-108.). Stoga se &4, €; ..., &, Mogu posmatrati kao
skup n identi¢nih i nezavisno distribuiranih promenljivih. MoZe se primetiti da je var(e;) =
E(eiz)icov( si,sj) = E(siej) zbog toga Sto je E(¢g;) = 0. Poslednja pretpostavka ograni¢ava na
razmatranje onih situacija u kojima je vrednost promenljive X ili kontrolisana ili potpuno predvidiva.
Vazna je implikacija te pretpostavke, a to je da je E( sin) = XjE( &) = 0zasveli,j. U ovoj pretpostavci
je naznaceno da su vrednosti promenljive X fiksne, odnosno da se u ponovljenim uzorcima uzimaju iste
vrednosti. Da su sve vrednosti promenljive u uzorku konacne, da ne mogu sve biti jednake istom broju i
da ne mogu neograniceno rasti ili opadati, govori sledeca jednacina:

1 -
— i1 (X -X)? #0.

Pretpostavke na kojima se temelji klasi¢ni normalni linearni regresioni model se koriste pri izvodenju
ocenjivaa parametara regresije. Kako se pretpostavlja da odstupanje ima normalnu raspodelu, N (0, 52)
sredina je poznata i jednaka nuli, a varijansa odstupanja o2 je jedina stvar koja je nepoznata u ovoj
raspodeli. Stoga ovaj model ima tri nepoznata parametra: parametre regresije aifS, i varijansu
odstupanja g2. Trebalo bi naglasiti da postoji moguénost da bilo koja ili vise standardnih pretpostavki
bude naruseno. U ovom radu ¢e biti pokazano $ta se deSava sa svojstvima izvedenih ocenjivaca kada
pretpostavke nisu ispunjene.

Nakon potpunog definisanja regresionog modela, mogu se blize prodiskutovati osnovna svojstva. Ako se
uzme u razmatranje slucajna promenljiva Y, sredina vrednosti Y; se moZe izraunati primenom
matematickog ocekivanja na obe strane jednacine. Na taj nacina dobija se:

E(Y)=E(a+pX;+¢&)=a+pX; (8)

Ovo proizilazi iz Cinjenice da su a i parametri, vrednost X; deterministicke, a u skladu sa drugom
pretpostavkom, sredina E( &;) = 0. Do varijanse za Y; se dolazi na sledeci nacin:

Var(Y) = E[Y; - E(Y)]? = El(a + BX; + &) — (a + X)]?* = E(¢;®) = o?

Pri ovom izvodenju prvo je iskoriS¢ena opsta definicija varijanse, potom je za Y; uvrstena jednadina
a + BX; + ¢ kaoiza E(Y;), i konaéno je primenjena pretpostavka o homoskedasti¢nosti iz pretpostavke
(3). Kada je rec o raspodeli promenljive Y;, iz jednacine (1) se moZe videti da je Y; samo linearna funkcija
od ¢;, i buduci da g; ima normalnu raspodelu, po Teoremi 14. (Pocela ekonometrije, Jan Kmenta, str 90.)
ako su X, Y,... Z nezavisne slucajne promenljive sa normalnom raspodelom, i a, b,..., ¢ konstante, tada i
linearna kombinacija aX + bY + -+ cZ takode ima normalnu raspodelu, onda sledi da i Y; ima
normalnu raspodelu. Prema tome, sredina je jednaka (a + fX;), a varijansa o2, §to se drugacije
zapisuje: Y;~N(a + BX;,02).
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Slika 7-2, Pocela ekonometrije, Jan Kmenta, str 210.

Iz druge i Cetvrte pretpostavke, za i # j sledi da je:
Cov( YY) = E[Y; — EODIY; — E(Y))] = E(&ig5) = 0

Otuda Y3, Y, ..., Y, moZemo posmatrati kao skup n nezavisnih promenljivih sa normalnom raspodelom.
Medutim, ove promenljive imaju razli¢ite sredine i zato nemaju identi¢nu raspodelu.

Jednacinu (8) koja za svaku vrednost promenljive X daje vrednost promenljivoj Y nazivamo jos i
regresijska linija populacije. Odsecak te linije, a, meri srednju vrednost promenljive Y za X = 0. Nagib
linije, B, meri promenu srednje vrednosti promenljive Y koja odgovara jedinici promene vrednosti
promenljive X. Bududi da su vrednosti ovih parametara nepoznate, nepoznata je i regresijska linija
populacije. Kada se ocene vrednosti aif, dobija se regresijska linija uzorka koja sluZi kao ocena
regresijske linije populacije. Ako suocenezaaif, @i ,[?, tada je regresijska linija uzorka:

Y, =a+pX

gde je sa Y, obeleZena prilagodena vrednost promenljive Y;. Veéina opaZzenih vrednosti promenljive Y
nece leZati tano na regresijskoj liniji i zato ée se vrednosti Y; i Y, razlikovati. Ta razlika se naziva rezidual i
oznacava se sa e;. Veoma je vazno napraviti sledecu razliku:

Y=a+ X, +¢&  (populacija)
Y, =&+ BX; +e; (uzorak)

Generalno, e; se razlikuje od &; zato Sto se i @i 8 razlikuju od stvarnih vrednosti za a i 8. Zapravo se
ostaci e;, mogu posmatrati kao ocene odstupanja ¢;. To se mozZe jasnije videti na sledecoj slici:



P mdtfx
= E(Y)=a+pX

Slika 7-3, Pocela ekonometrije, Jan Kmenta, str 211.

1.2. Ocenjivanje parametara regresije

Problem ocenjivanja parametara regresijskog modela moZe se posmatrati kao problem ocenjivanja
parametara raspodele verovatnoce zavisne promenljive Y. Kao Sto je veé pokazano, kada vaZe
pretpostavke modela, Y; ima normalnu raspodelu, sa sredinom jednakom E(Y;) = a + BX;, i varijansom
Var(Y;) = o2. Problem ocenjivanja parametara regresije a i je prema tome ekvivalentan problemu
ocenjivanja sredine promenljive Y;. On se mozZe resiti pomocu nekoliko razli¢itih nacina, a u ovom radu
¢e biti pokazane tri metode: metoda najmanjih kvadrata, najbolje linearno nepristrasno ocenjivanje
(Best Linear Unbiased Estimation — BLUE) i metoda maksimalne verodostojnosti. Cilj ovih ocenjivanja je
pronaéi ocenjiva¢ koji ima Sto vise poZeljnih svojstava. Takav ocenjiva¢ ¢e potom biti pogodan za
testiranje hipoteza regresijskog modela, kao i za predvidanja.

1.2.1. Metoda najmanjih kvadrata

Prvi nacin ocenjivanja parametara @i je metodom najmanjih kvadrata jer ocene dobijene na ovaj
nacin imaju sva poZzeljna svojstva ukoliko su ispunjene standardne pretpostavke. Cilj ove metode jeste
da se pronade minimalna suma kvadrata odstupanja registrovanih vrednosti od njihove sredine. Suma
koju treba minimizirati obeleZena je sa S i izgleda ovako:

S= ) V—-EWP =) (Yi—a-pX)?
e =g

L

Kako bi se izracunale vrednosti a i 8, treba pronadi izvod sume S po a i po 5.

as Z o(Y; — a — BX;)?
da Jda

=) 20— a - BX)(-1)

==2%Y; —a—pX) (¥
95~ oY, — a— X))
B £ op

1

=) 20— a = BXD(-X)

= =2%; X;(Y; — aBX;) (**)



Ocenjene vrednosti @ i ,[? se dobijaju izjednacavanjem (*) i (**) sa nulom, odnosno:

—22(1@—&—3&) =0

-2 ZXL-(YL- —apx;) =0
i
Ekvivalentno prethodnom zapisu, dobijaju se normalne jednacine metode najmanjih kvadrata:
YY,=na-pXX) (nl)

TX Y =aEXx) - X)) (n2)

Buduci da se Y; moze zapisati kao Y; = & + fX; + e;, gde su e; reziduali najmanjih kvadrata, normalne

jednacine se mogu zapisati i u ovom obliku:

e =0-

EXiei =0

Jednacine (n1) i (n2) se mogu resiti po & i po ,[? Resenje za ,L? je:

n@XY) - X))
nEX;*) - (CX)?

MoZe se uociti da se imenilac i brojilac ovog razlomka mogu napisati i na sledeci nacin:

R =0 (%= 1)

=n (2 XiY;) - n¥ (Z v;) - n? (Z X;) +n?X7

= —CXIEXYEY) - CXIEY) + ETX)E K
-n(F 1) (Z0) (2 )
) (X=X
=n () x2)-2nx () x;)+n?%?
w93 250 + (D)
-n(3 1)~ ()

9



Prema tome, 8 se zapisuje:

,é _nXX-X-Y) _ Y(X-X)(v;-Y)
T oaYxi-%? T N(X-X)?

(T1)

Ako se uvedu oznake Syy = Y(X; — X) (V; = V), Syx = 2(X; — X)?, tadaje f = ;X—Y Ocena @& se dobija
XX
jednostavno iz jednacine (n1):
L 1 15 S so
@=2(EY)-2pEX) =7 -pX (12)
Ovo znadi da regresijska linija uzorka ¥, = @ + EXi prolazi kroz ta¢ku (X, Y). Vrednost @ meri odsecak, a
,é nagib regresijske linije uzorka.

Dakle, ako su ispunjene standardne pretpostavke, ocene parametara a i 8 dobijene metodom najmanjih
kvadrata, BLUE metodom i metodom maksimalne verodostojnosti su ekvivalentne.

1.2.2. BLUE metoda
Drugi nacin za ocenu parametara je metoda najboljeg linearnog nepristrasnog ocenjivanja, BLUE (best
linear unbiased evaluator) za ai 5.

Nazovimo f3 takvu ocenu za 8. Tada mora da vaii:

1. Linearnost B =Y aY;
gdesua;, i = 1,2, ...,n konstante koje treba odrediti.
2. Nepristrasnost E(ﬁ) =

E(f)=E (z al-Yl-> = z a;E(Y;) = Z aE(a+BX) =« (Z al-) + B (Z al-XL->

i i i i i

Dakle, da bi E bio nepristrasan, moraju da vaze sledeci uslovi:
Yia; =0 [ YiaiX; =1

3. Var(ﬁ) najmanja

Var(B) = Var (Z al-YL-) = z a;?Var(Y;) = Z a;%2 0% = o2 Z a;?

jer su'Y; nezavisni i svako opaZanje ima jednaku varijansu g2, dok su a; nestohasticki.

Ostaje jo$ da se nadu a; takvida vazi ¥;a; = 0 i Y;a;X; = 1, a da je istovremeno a2 ¥, a;2 minimalno.
Ovo je problem minimizacije uz ogranicenja koji se moZe resiti pomocu metode Lagrangeovih
(Lagranzovih) multiplikatora. lzvodenje ove metode se nalazi u knjizi Pocela ekonometrije, od strane 216.
do 218., a u ovom radu ¢e se koristiti ve¢ izvedena formula.

10



Dakle, a; je jednako:

__—Gxp+nX; (Xi—X)
R e I ook O A e 2 IE

zai=12,..,n

To su konstante koje ¢ine 8 nepristrasnim ocenjivac¢em i minimizuju njegovu varijansu. Kada se a; uvrsti
u pocetnu formulu, sledi:

=Y at - Xi— XY _ Sxr
L. YUY - X2 Skx
Tako se dobija isti rezultat kao i metodom najmanjih kvadrata za ocenjiva¢ od £.

Primenom BLUE nacela ne ocenjuju se samo regresioni parametri ve¢ se mogu nadi i njihove varijanse.

Ubacivanjem rezultata dobijenog za a; u Var(ﬁ) = 02 a;? dobija se sledeti izraz:

Z 22— - XD a) +nXa;X;)
l n(TX;?) - CX)?

Poznato jejosdaje Y;a; = 0i }; a;X; = 1, s toga prethodni izraz postaje:

Za-2= n ___
"n(Ext) - @x)? T T -2
o2 o’

V) = 5 =17~ S

Preostaje joS da se pronadu BLUE od «a, odsecka linearne regresijske linije. lzvodenje je analogno

izvodenju za 8, tako da ¢e ovde biti predstavljeno samo krajnje resenje.

a=Y-pX

a2(XX:%) _2<1 X2 )

Var(@) = S X o°|—

+ —
n o NX; —X)?
MoZe se zapaziti da je i BLUE od «a, &, isti kao ocenjiva¢ koji se dobija za @ metodom najmanjih
kvadrata,&. Ovaj rezultat, zajedno sa rezultatom BLUE od 8 ¢ine Gauss-Markovljevu teoremu.

1.2.3. Metoda maksimalne verodostojnosti

Poslednji nacin ocenjivanja parametara koji ¢e se obraditi u ovom radu je metoda maksimalne
verodostojnosti  (engl. maximum likelihood estimation - MLE). Sustina ovog nacina ocenjivanja
parametara zasniva se na ideji da se pomodu izabranog uzorka odabere ona vrednost nepoznatog
parametra, koja daje najvecu verovatnocu da bas taj uzorak bude odabran. Da bi se nasli ovi ocenjivaci,
mora se prvo odrediti a potom maksimizirati funkcija verodostojnosti. U slucaju linearnog regresionog
modela, uzorak sadrzi n promenljivih Y;,Y,,...,Y, koje imaju normalnu raspodelu, redom jednake
sredine (a + £X;), (@ + BX3), ..., (@ + BX,,) i zajednigku varijansu o2. Neka su registrovane vrednosti
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ozancene sa ¥q,Ys, ---, Yn. Vezu izmedu raspodele verovatnoce promenljive Y; i raspodele verovatnoce
od &; objasnjava slededa teorema:

Teorema (Zamena promenljivih) Ako slucajna promenljiva X ima gustinu verovatnoée f(x) i ako je
promenljiva Z funkcija od X takva da postoji obostrano jednoznacno preslikavanje izmedu X i Z, tada je
gustina verovatnodée promenljive Z jednaka:

dx
f@) = |E‘ 9(x), dx/dz 0

Dokaz ove teoreme se nalazi u knjizi Mathematical Statistics, John E. Freund i Ronald. Walpole, i u ovom
radu se nije dokazivala.

VaZnost ove teoreme je zapravo Cinjenica da se raspodela promenljive moZe pronaéi na osnovu
raspodele druge povezane promenljive. U prikazanom regresionom modelu, poznata je raspodela za ¢;, i
stoga se primenom ove teoreme moZe dodéi do raspodele za ;.

Dakle, regresioni model izgleda ovako:
Yi =a+ ﬁXL + &

Jasno je da postoji obostrano jednoznaéno preslikavanje izmedu Y; i ¢;, i zbog toga se mozZe primeniti
prethodno pomenuta teorema.

9(&)

de;
Fo0 =[5

Medutim, kako je &; = Y; — a — BX;, onda je |% =1

| zbog toga je:

f) =9(&)

Promenljive Y; su nezavisne jer su normalne i nekorelirane. Funkcija verodostojnosti se tada zapisuje:

L=fODf 02 f ()

Vrednosti parametara koji maksimizuju [ su iste kao i vrednosti koje maksimizuju njen logaritam,
definiSe se onda L = logl, pa se prethodna formula tako moze zapisati i na sledeci nadin:

L= logf()
i=1

Ukoliko se sada iskoristi ¢injenica da Y; imaju normalnu raspodelu, sa sredinom (a + BX;) i varijansom
o2 i to se ubaci u formulu za normalnu raspodelu, dobija se sledeée:
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1

1 Y, — a— X\
logf(y;) = —Elog(ZmIZ) — E(L—ﬂl)

g
n n ) 1 )
L = —5l0g(2m) ~ 510g(0?) ~53 > (¥ —a ~ BX)
l

U formuli L se nalaze tri nepoznata parametra, i stoga ce se L diferencirati po svakom od njih:

daL 1
2= 252 E 2(Y; —a = BX)(-1)
daL 1
B 207 E 2(Y; —a — BX)(=X)

oL n 1 )
da? =_202+20422(Yi_a_ﬁxi)
i

Izjednacavanjem ovih izraza sa nulom, i stavljanjem * na parametre koji se ocenjuju, dobijaju se sledeée

jednacine:

1
) (i—at = BX) =0
i
1 * *
3 ) Xl - = fX) =0
i

2072 + 20

n 1 . e N2
2D (G—a' = BX)? =0
i

Iz prve dve jednacine sledi:

e (5

inYi =a (Z XL-> +pB* (Z Xﬁ)

Dobijene jednacine su iste kao i normalne jednacine najmanjih kvadrata date sa (nl1) i (n2). Odatle se
moZze zakljuciti da su maksimalno verodostojni ocenjivaciza ai 8, a* i %, jednaki ocenjivatima metode

najmanjih kvadrata.

Treca jednacina daje maksimalnu verodostojnost ocenjvaca od o2 i ona glasi:
*2 1 * * 2
o ZEZ(Yi_a - B X))
i
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Koristeci prethodno izvedeni zaklju¢ak za a* i £ dobija se sledecéa jednakost:
1
o*% = —Z e;?
n 3
L

gde su e; = Y; — Y, reziduali, odnosno ocene greske ¢; . Kako je Y. e; = 0, varijanse odstupanja dobijene
metodom maksimalne verodostojnosti jednake su neprilagodenoj varijansi uzorka reziduala koji se
dobija metodom najmanijih kvadrata.

Pretpostavka o normalnosti, kao i pretpostavka o neautokoreliranosti, povlace nezavisnost, Sto znadi
slu¢ajno uzmanje uzorka. Ove dve pretpostavke ne pruzaju nikakvu specificnost kada je re¢ o
parametrima regresije.

Pretpostavka da je sredina jednaka nuli zajedno sa pretpostavkom o homoskedasti¢nosti vode do:

12 _
nl.% "
1
_Zei2:62
n »

i

gde je 62 ocenjivac od o2. Pretpostavka o nestohasti¢nosti nezavisne promenljive povlaci da su i X

12 X;=0
n ell_

Kada se ove tri jednacine ree za ocene od a, f§ i 02 dobijaju se isti rezultati kao i za metodu maksimalne

nekorelirani Sto daje slededi uslov:

verodostojnosti.

1.3. Svojstva ocenjivaca

Nakon razmatranja svih metoda, dolazi se do zakljucka da svaka dovodi do istih ocena parametara
regresije. Ukoliko se radi o klasicnom normalnom linearnom regresionom modelu, ocenjivaci dobijeni
metodom najmanjih kvadrata jednaki su najboljim linearnim nepristrasnim i maksimalno verodostojnim
ocenjivaCima. Rezultat metode najmanjih kvadrata jesu formule ocenjiva¢a za a i 8, na osnovu BLUE
metode dobija se formula za njihove varijanse, a MLE metoda ocenjivanja je kao rezultat dala ocenu za

2

0. Sada treba razmotriti da li ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata imaju sve pozZeljne

osobine.

Za koeficijente linearne regresije u slucaju malog uzorka (ispod 30 opaZanja), poZeljno je da imaju
sledece osobine:

1. Nepristrasnost: Ocena je nepristrasna ako je oCekivana vrednost ocene ,[? jednaka pravoj vrednosti

B.EB) =p.

Razlika izmedu ove dve vrednosti predstavlja pristrasnost ocene ,[? .
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2. Efikasnost: Ocena je najefikasnija ako je nepristrasna i ima najmanju disperziju medu svim ostalim
nepristrasnim ocenama istog parametra.

3. BLUE: Najbolja linearna nepristrasna ocena. Ocena sa ovom osobinom treba da zadovolji uslove da
je ocena linearna funkcija opaZzanja, da je nepristrasna i da ima najmanju disperziju od svih ostalih
ocena.

Ukoliko je obim uzorka veliki, pozeljne su sledece asimptotske osobine ocena parametara:

1. Asimptotska nepristrasnost podrazumeva da se poveéanjem uzorka dobija Sto bolja ocena
koeficijenta — ocekivana vrednost ocene teZi pravoj vrednosti koeficijenta kako uzorak
raste, odnosno:

lim E(3) = B

n—oo

2. Konzistentnost: Dovoljan uslov za ovu osobinu je

lim MSE(B) = 0

gde je MSE(,[?) =F ((,[? - [3)2) srednje kvadratna greska ocene 3.

3. Asimptotska efikasnost podrazumeva da ocena koeficijenta ima osobinu konzistentnosti,
najmanju asimptotsku varijansu i asimptotsku distribuciju sa konac¢nom sredinom i
varijansom.

Prvo se moZe zakljuciti da su ovi ocenjivaci nepristrasni jer su BLUE. Koriste¢i Rao-Cramérovu (Rao-
Kramerovu) teoremu o najmanjim disperzijama, moZe se dokazati da su ovi ocenjivaci efikasni. Konacno,
kako su ovi ocenjivaci jednaki MLE ocenjivac¢ima, tada vaze i asimptotska nepristrasnost, konzistentnost i
asimptotska efikasnost.

Na osnovu svega prethodnog navedenog, dolazi se do vaznog zakljucka. Ocenjivaci dobijeni metodom
najmanjih kvadrata imaju sva poZeljna svojstva konacnog uzorka i sva poZeljna asimptotska svojstva
kada vaze osnovne pretpostavke. U prethodnom odeljku, izvedene su formule za Var([?) | Var(&@) koje
sadrZe nepoznati parametar o2 koji se moze oceniti. Koriste¢i formulu dobijenu ocenjivanjem metodom
maksimalne verodostojnosti:

1
02 =2 (hi—a' = X,
i

Kako je ovo MLE ocenjiva¢ od o2, on dakle ima sva poZeljna asimptotska svojstva. Potrebno je jo$
proveriti njegovu nepristrasnost. U prethodnoj jednacini je potrebno zameniti ¥;:

1 1
o= Y @ Xt e o~ ) = ) [ @)~ (B = P )

n
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U knjizi Pocela ekonometrije je objadnjen ceo postupak ra¢unanja kovarijanse od @ i 8. U ovom radu ¢e
se koristiti izvedene formuleza& — a i f — B:

G-a=—(F-P)X+z

= XX -Xeg
A-p= T X

Njihovim uvr$tavanjem u prethodnu jednacinu za o*? dobija se:

o = %z[(ﬁ* —BX —&— (B - B)X; + &1

S (8~ DK~ B + (e~ OF

n

1 _ _
= 1B - B = R+ (6= 7 = 25— K — K (e — )]

=B By KB (e )

n

Ukoliko se primeni matematicko ocekivanje na obe strane, dobija se:

1 — 1
B(0'%) === (X = DPEQ" = B+ > E(e;— &)

Dalje je:
2

E(B* = B)* =Var(B") =S, %2

1 1 o m-1
o
n n n n

Dobijeni rezultati se ubacuju u jednatinu E(c*?) i odatle sledi da je:

1 ~ 0.2 n—1
E(o 2)=—;Z(Xf‘x)2<xcxi—)?)2>+( " )02
2

o n—1 n—2
(-
n n n

Iz ovoga se moze zakljuéiti da je o*? pristrasan ocenjiva¢ od o2.

Da bi se dobio nepristrasan ocenjiva¢ od o2, potrebno je pomnoZiti obe strane sa (%)

(L) E(0*?) = o?

n—2
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E(- 2)%2(& —a" = BX)? = o?

B(— 3) D i =X = o?

Odatle se moze izraziti s2:

1 1
s? =n_ZZ(Yi—a*—ﬂ*Xi)2 =—n—ZZei2
l l

Ukoliko se koristi s kao nepristrasan ocenjiva¢ od o2, mogu se takode izvesti formule za nepristrasne
varijanse od a* i B*, obelezene sa s2. i sg*:

s2, = g2 l+—)?2
“ 77 \n '3 - X)?

SZ

2
7 S
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2. Narusavanje osnovnih pretpostavki

U ovom radu je do sada prikazan linearni regresioni model i kako se isti moZe iskoristiti za ocenjivanje.
Pri izvodenju ovih rezultata polazilo se od pet osnovnih pretpostavki. Prve Cetiri su vezane za odstupanje
&, odnosno da ¢ imaju normalnu raspodelu, sredinu jednaku nuli, homoskedasti¢ni su i
neautokorelirani. Peta pretpostavka se odnosi na X;, govori da je ovo nezavisna deterministicka
promenljiva i da je varijansa iz uzorka bilo koje veli¢ine konacan broj. Takode je pokazano da ocenjivaci
dobijeni metodom najmanjih kvadrata imaju sva poZeljna svojstva kada su ove pretpostavke ispunjene.
U nastavku rada ée se utvrditi kako narusavanje osnovnih pretpostavki moZe da utice na svojstva
ocenjivaca dobijenih prethodno pomenutom metodom.

2.1. Nenormalnost
Prva pretpostavka o normalnosti je osnovna pretpostavka modela linearne regresije

Yi=a+ﬁXi+£L-

gde je & stohasticko odstupanje sa normalnom raspodelom. Kao $to je pokazano u prethodnom
poglavlju, &; predstavlja sumu ili prosek velikog broja nezavisnih ucinaka koji imaju istu verovatnocu da
budu pozitivni ili negativni i ne postoji nijedan koji ima dominantnu varijabilnost. Pretpostavka o
normalnosti je bila neophodna kod dokaza efikasnosti ocenjivaca parametara regresije dobijenih
metodom najmanjih kvadrata. Medutim, dokle god su ispunjene ostale osnovne pretpostavke i dokle
god je & konacno, ocenjivati dobijeni metodom najmanjih kvadrata su najbolji linearni nepristrasni
ocenjivadi (BLUE) bez obzira na oblik distribucije stohasti¢ke promenljive &;. Sto se ti¢e drugih poZeljnih
svojstava, LSE od a i su asimptotski nepristrasni, jer su nepristrasni za bilo koju veli¢inu uzorka.
Takode se moZe lako izvesti i dokaz njihove konzistentnosti. Prema tome, kad odstupanje nije normalno
distribuirano (ali ima konaénu varijansu o2), ocenjivaéi metode najmanjih kvadrata su jo$ i BLUE i
konzistentni, ali ne nuzno i efikasni ili asimptotski efikasni.

2.1.1. Ocenjivanje u uslovima nenormalnosti

Na osnovu prethodno navedenih cinjenica, narusSavanje pretpostavke o normalnosti nema ozbiljne
posledice za ocenjivanje metodom najmanjih kvadrata. Prema navodima nekih kriticara, ekstremna
odstupanja, koja se deSavaju veoma retko, imaju neopravdano jak uticaj na ovaj nacin ocenjivanja. Takva
odstupanja mogu uzrokovati izrazito nenormalni vremenski uslovi, grube greske, politicki dogadaiji,
glasine i slicni dogadaji. Tvrdi se da se odstupanja mogu bolje modelirati nekom distribucijom koja ima
manje osetljive krajeve i vecu varijansu (beskonacnu). Tada ocenjivaci regresionih koeficijenata dobijeni
metodom najmanjih kvadrata mogu imati znatno vecu varijansu od ocenjivaca metode maksimalne
verodostojnosti, jer distribucija odstupanja ima beskonacnu varijansu, pa je tada i varijansa ocenjivaca
metode najmanjih kvadrata beskonacna.

Za ilustrovanje neefikasnosti ocenjivaca metode najmanjih kvadrata koristi se Laplaceova (Laplasova)
distribucija od ¢; definisana sa:

fe) = gge 1, (¢ > 0)

18



Osnovna razlika izmedu ove dve distribucije je ta Sto Laplaceova sadrZi apsolutne vrednosti g;, a
normalna kvadrate od ¢;. Laplaceova distribucija od ¢; je simetri¢na, ima sredinu jednaku nuli i varijansu
22, a njeni krajevi su i manje osetljivi od krajeva pomenute normalne distribucije (A.C. Harvey The
Econometric Analysis of Time Series (New York: Wiley, 1981) str 114.-115.).

Slika 8-1, Pocela ekonometrije, Jan Kmenta, str 263.

Ocenjivanje regresionih koeficijenata metodom maksimalne verodostojnosti ekvivalentno je
minimiziranju sume apsolutnih vrednosti reziduala:

D1 —a - pxil
i

Takva minimizacija je problem linearnog programiranja, reSenje sadrZi izbor dva izmedu n mogudih
opazanja iz uzoraka kroz koja prolazi ocenjena regresiona linija (L.D. Taylor “Estimation by Minimizing
the Sum of Absolute Errors” i P. Zarembka Frontiers in Econometrics (New York: Academic Press, 1974)).
Dobijeni ocenjiva¢ od B, je asimptotski efikasan i ima asimptotsku varijansu:

¢2

Asimpt. Var(B) = m

Asimptotska varijansa ocenjiva¢a metode najmanjih kvadrata od f8 je:

242

Asimpt. Var(ﬁ) = Z(X——X_)Z

Dakle, dvostruko je veca od Asimpt. Var(B) (A.C. Hervey op. cit. str. 114 — 115 ocenjiva¢ maksimalne

verodostojnosti od ¢ je Zi|YL~ —a - BXi|/n).

Ocenjivac regresionih koeficijenata dobijen minimiziranjem sume apsolutnih odstupanja se obeleZava sa
MAD. Buduéi da na taj ocenjivaC manje utiCu ekstremna odstupanja nego na ocenjiva¢c metode
najmanjih kvadrata, preporuka je da se koristi u svim slucajevima kada se na krajevima pojavljuje, na
primer, zadebljana distribucija odstupanja. Pokazalo se da je ocenjiva¢ MAD regresionog koeficijenta
asimptotski nepristrasan i normalno distribuiran, kao da je i njegova asimptotska varijansa manja od
varijanse ocenjivaca metode najmanjih kvadrata za veliki broj na krajevima zadebljanih distribucija (G.
Bassett, Ir., i R. Koenker, Asymptotic Theory of Least Aboslute Error Regression, Journal of the American
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Statistical Association, 73, str 618.-622.; formula za asimptotsku varijansu se takode nalazi u ovom
¢lanku). Kada je re¢ o normalnoj distribuciji €; ocenjiva¢ MAD je neefikasan jer je njegova varijansa 57%
veca od varijanse ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata.

Na osnovu prethodnog navedenog, moZe se zakljuCiti da se ocenjivai metode najmanjih kvadrata
ponasaju vrlo dobro kada je odstupanje normalno distribuirano i mogu se ponasati veoma slabo kada
odstupanje nije normalno distribuirano. U pokusaju konstruisanja ocenjivaca koji bi se ponasali mnogo
bolje od ocenjiva¢a metode najmanjih kvadrata kada je distribucija odstupanja na krajevima zadebljana i
koji bi se ponasali gotovo kao ocenjivaci LSE kada je distribucija normalna, doslo se do takozvanih jakih
ocenjivaca. Najpoznatiji su M ocenjivaci (za ocenjivace maksimalno verodostojnog tipa) dok se ocenjivaci
najmanjih kvadrata dobijaju minimiziranjem ¥;(Y; — a — X;)?, ta¢nije minimiziranjem:

Zf(n- —a—pX)

gde je f(Y; — a — BX;) neka funkcija od (Y; — @ — SX;) koja bi dala ocenjivace sa prethodno navedenim
osobinama jakosti, zamisao na kojoj se temelje ocenjivaci M. Peter J. Huber (Huber) je preporucio jednu
takvu funkciju, ona se ¢esto navodi u statistickoj literaturi i ukljucuje upotrebu ocenjivanja metodom
najmanjih kvadrata za sva odstupanja cija je apsolutna vrednost manja ili jednaka od prethodno
odredene vrednosti. On savetuje upotrebu ocenjivanja MAD za sva odstupanja veca od te vrednosti (P.J.
Huber, Robust Statistics). Kada je ovaj broj beskonacan, onda se metoda svodi na ocenjivanje metodom
najmanjih kvadrata. Za ostale vrednosti, neophodne su obe metode. Preporuka nekih autora koji su se
bavili ovom temom je i da moZe jednostavno da se iskljue sva opaZanja koja odgovaraju velikim
odstupanjima, a da se na ostale primeni metoda najmanjih kvadrata. Ovaj postupak je poznatiji kao
,uredeno” ocenjivanje. PoteSko¢a kod ovog ocenjivanja je kako proceniti koja opaZanja treba izostaviti,
dok je u slucaju jakih ocenjivaca, koje preporucuje Huber, izbor konstante. Takode, baratanje
ekstremnim odstupanjima na nacin da se zamagli njihov uticaj manje je povoljno od objasnjavanja
njihove prisutnosti. Kad neobic¢ni dogadaji, kao $to su na primer nenormalni vremenski uslovi, uzrokuju
ekstremna odstupanja, tada je poZeljnije primeniti postupak koji bi te dogadaje ukljucio kao kvalitetne
promenljive u jednacinu regresije. Upravo je sve ovo gore navedeno razlog zasto, iako se moZze
primeniti, nije narocito zastupljeno u statistici.

2.1.2. Testiranje normalnosti

Kada je normalnost odstupanja sumnjiva, najprakti¢nije je izraCunati ocene regresionih koeficijenata
metodom najmanjih kvadrata i minimiziranjem sume apsolutnih odstupanja. Ukoliko se ove dve ocene
znacajno razlikuju, onda je sledeci korak identifikacija onog opaZanja koji odgovara ekstremnim
odstupanjima i ispitivanje njegovog uzroka. Ovo se detaljnije obraduje u slede¢em primeru.
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Primer 2.1

U datoj tabeli su podaci o ceni i koli¢ini prodatih narandzi u jednoj
prodavnici za 12 uzastopnih dana. Neka X; bude cena, a Y; prodata
koli¢ina i-tog dana. Funkcija potraznje je dakle sledeceg oblika:

Yi=a+,8XL-+£i

Neka je funkcija takva da zadovoljava osnovne pretpostavke. Ocenu
za a i § dobijamo metodom najmanjih kvadrata:

X=70,%%; —X) (Y, — ¥) = —3550

7 =100, X(X; — X)2 = 2250, X.(Y; — ¥)? = 6300

5 —3550 — _1578
F=—%s0 =L
a@ =100—- (—1.578) x 70 = 210.460
i odatle je ocenjena linija regresije 17L = 210.460 — 1.578X;

Model sada izgleda ovako:

Y; = 210.460 — 1.578X; + ¢;

Cena: RSD/kg Koli¢ina: kg
100 55
90 70
80 90
70 100
70 90
70 105
70 80
65 110
60 125
60 115
55 130
50 130

Kada se izracunaju ocene minimiziranjem sume apsolutnih odstupanja, dobija se:

Y, = 205 — 1.5X; + &,

MoZe se primetiti da su ocene slicne i u tom slu¢aju se moZze zakljuciti da nema problema sa

normalnoscu.

Normalnost distribucije podataka je uslov za sprovodenje mnogih statistickih tehnika. Da li podaci imaju

normalnu raspodelu, moZe da se proveri na viSe nacina. Ono $to je uobicajeno je da se kombinuju

graficki pokazatelji i testovi. Od grafickih pokazatelja to su: histogram, Box plot i normalni i detrendovani

Q-Q plot. Od testova koriste se Kolmogorov - Smirnov za uzorke vecée od 50 ili Shapiro -Wilk test za

manje uzorke. Osim navedenih, koristi se i inspekcija deskriptivnih pokazatelja distribucije podataka (AS,

SD, skewness i kurtosis). Normalnost podataka u regresionoj analizi se proverava preko raspodele

reziduala. U sklopu procedure linearne regresije, vecina softvera proizvodi dijagram rasturanja reziduala.

Ukoliko su reziduali normalno raspodeljeni oko predvidenih vrednosti zavisne promenljive, smatra se da

je pretpostavka o normalnosti ispunjena.
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2.1.3. Tretmani otklanjanja naruSene normalnosti

Kada podaci nemaju normalnu distribuciju, ovaj problem moze da se resi pomocu neke od nelinearnih
transformacija, a obi¢no se koristi Log-transformacija. Drugi nacin je korenovanjem podataka. U ovom
radu koristiée se Log-transformacija kako bi se ispravila naruSena pretpostavka o normalnosti. Nakon
toga, moze se primeniti regresiona analiza. Tre¢a mogucnost je koriS¢enjem neparametarskih testova, ali
se time ovaj rad nece baviti.

2.2. Sredina razlic¢ita od nule

Druga pretpostavka klasicnog regresionog modela jeste da je sredina odstupanja jednaka nuli. Ako je
regresiona linija populacije jednaka E(Y;) = a + BX;, a sredina odstupanja nije jednaka nuli nego na
primer y;, narusavanje ove pretpostavke se tada zapisuje:

EY) =a+BXi+u

Neophodno je razlikovati slu¢aj kada y; ima istu vrednost za sva opazanja i slu¢aja kada su ove vrednosti
razlicite.

a) Kada se obelezZi ista vrednost za sva opaZzanja sa y; = i, regresiona linija populacije izgleda:
E(Y) =a+pu+BX;
E(Y) = a® + BX;
Yi=a" + X, +¢&"
gdejea* =a+pu, " =& —p,isredina od &* je nula.

lako ovo ne utiCe na ocenjivaé metode najmanjih kvadrata od 3, jasno je da tada formula metode
najmanjih kvadrata za ocenjivanje odsecka daje ocenu od a*, a ne od a. Sve dok je & normalno
distribuirana promenljiva ne postoji nacin na koji bi se odvojeno ocenili aiu kako bi se dobile
konzistentne ocene.

Primer 2.2. (Granic¢na proizvodna funkcija)

Na ovom primeru bi¢e pokazana situacija u kojoj sredina od ¢; nije jednaka nuli. Najjednostavnija verzija
grani¢ne proizvodne funkcije moze se zapisati:

YVi=a+pX;+¢,gdeje <0

Y predstavlja logaritam koli¢ine proizvodnje, X logaritam koli¢ine utroska faktora gde se i odnosi na i-to
preduzece. Ukoliko se proizvodna funkcija odnosi na maksimalnu koli¢inu proizvodnje za datu koli¢inu
utroska, postojanje odstupanja ima ucinak na zavisnu promenljivu. MoZze biti ili negativan ili jednak nuli,
ali nikako pozitivan. Posledica ovoga je da je sredina od &; negativna. Ako se pretpostavi da je ova
sredina jednaka za svako preduzece, ona se moZze interpretirati kao mera prosecne efikasnosti industrije.
Kako je odstupanje ograni¢eno odozgo, ono ne moze biti normalno distribuirano. Medutim, ukoliko su
zadovoljene tri preostale osnovne pretpostavke, ocenjiva¢ najmanjih kvadrata za 8 ¢e imati sva poZeljna
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asimptotska svojstva. Konzistentna ocena od « i sredina od &; mogu se izvesti uz odredene pretpostavke
o distribuciji &; (F.R. Forsund, C.A.K. Lovell i P. Schmidt, A Survey of Frontier Production Functions and of
Their Relationship to Efficiency Measurement Journal of Econometrics, 13, str 5.-25.).

b) Neka su razlicite vrednosti opazanja obelezene sa (a + ;). Ovo implicira da se srednja vrednost
zavisne promenljive E(Y;) menja ne samo zbog promene nezavisne promenljive X; veé i zbog
promene vrednosti a + p;.

U ovom sludaju veza izmedu X; iY; je jasno precizirana. Ovo se moZe dogoditi kada na E(Y;) ne utice
samo X; ve¢ i neka druga nestohasticka promenljiva Z;. To znaci da model zapravo izgleda ovako:

Yi = a+BXL- +]/ZL +€i*
gde ¢;" zadovoljava sve osnovne pretpostavke dok se ocenjuje sledece:
Yi=a+BXi+e, (w=vZ)

2.2.2. Testiranje pretpostavke i tretman

Za dijagnostiku ove pretpostavke nema jednostavnog, a efikasnog nacina provere. Jedan od pristupa je
da se izracunaju reziduali za sve ispitanike, a zatim ispita korelacija izmedu reziduala i ispitanika. Jos
jedan od pristupa je ispitivanje intra-class koeficijenta korelacije, ali nema mnogo statistickih paketa koji
¢e ga izraCunati bez posebnog programiranja. Prilikom sprovodenja regresione analize mogu se ispitati
dijagrami distribucije reziduala radi provere da li se reziduali distribuiraju nezavisno i da li imaju
normalnu raspodelu.

2.3. Heteroskedasticnost
Treca pretpostavka klasicnog modela govori o tome da svako odstupanje ima istu varijansu, odnosno:

Var(g;) = 02, za svako i

Ova pretpostavka se naziva homoskedasti¢nost. Kako se pretpostavlja da je sredina od ¢; jednaka nuli,
prethodna jednacina se moze zapisati i na sledeéi nacin:

E(g?) = a®

Odstupanje od ove osobine nazivamo heteroskedasticnost. To je pojava koja se najéesée javlja u
podacima preseka. Ovi podaci predstavljaju odredene vrednosti prikupljene u jednom trenutku vremena
za razlicite jedinice posmatranja (pojedinci, domadinstva, preduzeca, industrije, geografske oblasti i
slicno). Elementi u uzorcima ovog tipa mogu biti razli¢itih veli¢ina kao Sto su male, srednje ili velike firme
ili nizak, sredniji ili visoki prihod.

VaZzno je napomenuti, preliminarno, da kada je re¢ o prostornim uzorcima (posebno sa regionalnim
podacima), heteroskedasti¢nost je uobicajena pojava zbog prirode prikupljanja podataka. Ocigledni
izvori heteroskedasti¢nosti su povezani sa razliCitim dimenzijama za razliCite regione u istrazivanom
podrucju, neravnopravne koncentracije stanovniStva i privredne aktivnosti u ruralnim i urbanim
podrucjima.
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Dakle, kada je odstupanje od regresione linije heteroskedasti¢no, odnosno kada se varijansa odstupanja
razlikuje u opazanjima, tada je:

E(&*) = g/

Potrebno je ispitati kako ovo ponasanje varijanse uti¢e na svojstva ocenjivaca koeficijenata regresije koji
se dobijaju metodom najmanjih kvadrata.

2.3.1. Ispitivanje osobina ocenjivaca u uslovima heteroskedasti¢nosti
Ocenjiva¢ metode najmanjih kvadrata za 8 je izveden u prethodnom poglavlju, on je jednak:

s nIX-X)¥-1) - XX -Xe
Y A TR A T
a otekivana vrednost od £ je:
N YXi—-X) &g\
E(B)=B+E <—Z(Xi —%7 ) =

Takode je vec izvedena formula za ocenjivac od «, a to je:
@=Y—-pX=(a+pX+8&—-pX
i oCekivana vrednost od & je:
E@=a+BX+E@-E(f)X=«a
Dolazi se do zakljucka da su ocenjivaci za a i § nepristrasni i u uslovima heteroskedasti¢nosti.

Sada bi trebalo proveriti da li su dobijeni ocenjivaci i najbolji linearni nepristrasni ocenjivaci. Kada se
izvedu formule BLUE u sluéaju heteroskedasti¢nosti i ukoliko postoji razlika izmedu njih i ocenjivaca
dobijenih metodom najmanjih kvadrata, tada oni nisu BLUE.

Prvo se mora transformisati regresiona jednacina tako da odstupanje bude homoskedasti¢no. Ovo se
postiZe deljenjem obe strane pocetne jednacine sa g;:

Z—=a(ai)+,8(§—)+z— (T3)

odnosno
Yi* = Q’Wi* + ﬁXL* + Si* (T3*)
. Yi v 1 s Xi. i L . s
gde je V;" = J—‘, W = =) X = ;l ig" = ? Trebalo bi uoditi da sada tranformisana jednacina ima dve
i i i i

deterministicke promenljive W* i X*, i nema odsecak. Kada bi se racunale njihove vrednosti, neophodna
bi bila vrednost g;. Dalje se racuna:
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By =2 = o

1

E(e & )
Cov(sl & )— 27
90
& Var(g;
Var(g™) = Var (;L) = a-(z D _
L L

U jednacini (T3*) su nezavisne nestohasticke promenljive, odstupanja jednaka nuli, nisu u korelaciji i
imaju konstantnu varijansu, ispunjeni su svi preduslovi za jednakost ocenjivaca dobijanih metodom
najmanjih kvadrata (LSE) i najboljih linearnih nepristrasnih ocenjivaca (BLUE) od a i (5.

Dalje se primenjuju nacela metode najmanjih kvadrata, n1 i n2, i dobijaju se slede¢e normalne

YW =ay Wit =) WK
ZXL*Y;* — dZWL*Xl* _B’ZX’:*Z

jednacine:

Ako se oznace u skladu sa (T3):
DX
o2 a 0,2 0,2
zxiYi B ~Z ' X 2
O'l'z ¢
Obelezavanjem % = w;, dobija se prostiji oblik prethodnih jednacina:
ZW"Yi = dZWl +ﬁZWLXl
z wiX;Y; = ‘72 wX; + Ez wiX;?

Resavanjem ovih jednacina dobija se:

= CEw)EwX;Y) — EwX) (X wYy)
Ew)(ZwiX;?) — Cw;X;)?

_ Ywi(X; - X)(v, - 7)
W (X - %)’

_'g)?
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gdeje X = CwX)/QEwy),a¥ = TwY,)/Ewy).

Dobijene formule za najbolje linearne nepristrasne ocenjivace od a i su razlicite od onih dobijenih
metodom najmanjih kvadrata. Dakle, kada je pretpostavka o homoskedasti¢nosti narusena, ocenjivaci
LSE nisu BLUE. Odavde kao posledica proizilazi ¢injenica da dobijeni ocenjiva¢i nemaju najmanju
varijansu od svih nepristrasnih ocenjivaca i stoga nisu efikasni.

Kada je re¢ o asimptotskim svojstvima, proverava se konzistentnost u uslovima heteroskedasti¢nosti,
odnosno ispituje se granicna vrednost sredine kvadratne greske ocenjivaca regresionih koeficijenata
dobijenih metodom najmanjih kvadrata kada veli¢ina uzorka tezi beskonacnosti. Ukoliko je jednaka nuli,
konzistentni su.

Provera konzistentnosti za ,@, ocenjivaca od B dobijenog metodom najmanjih kvadrata, polazi od
nepristrasnosti, odnosno sledi da je MSE(ﬁ) = Var(ﬁ). Iz formule varijanse se dobija:

(X - X) si>2

Var(p) = EG =F)" :E<2(xi—;?)2

ali zbog E (&;%) = 0;%, i E(&;¢7) = 0, Var(p) je:

A Y(X; — X)? a2
Ver(B) = Zox =007

Ukoliko je 0;% = 2

, za svako i, ova formula se svodi na klasi¢cnu formulu.
Uvodedi oznake 6] = 0,2 — G2, gde je 3% = Y. 0;%/n, paje Y. 6] = 0. Tada je:

S -DAE e & (X, — X)26,
Var(B) = s —nr TSI T oG — 1)

@m0 - D% m/mn)
TIX R G - K)? n)?

gde je Y (X; — X)26] /n kovarijansa iz uzorka izmedu (X; — X)? i 0;2. Za Y.(X; — X)?8] /n sa sigurno3cu
moZemo reéi da je konacan kada n — oo, dokle god je ;2 < o za svako i. Kako je lim,,_,, (2/n) =0

odatle se dobija:
lim Var(ﬁ) =0
n—-oo
Dakle, ,é je konzistentan i u uslovima heteroskedasti¢nosti. Analogno se dobijaju identicni rezultati za &.

Da bi se utvrdila asimptotska efikasnost, neophodno je pronadi odgovaraju¢e maksimalo verodostojne
ocenjivace, a potom uporediti varijanse sa onima dobijenim metodom najmanjih kvadrata. Ukoliko nisu
jednake, ocenjivaci metode najmanjih kvadrata nisu asimptotski efikasni.

26



Funkcija verodostojnosti u uslovima heteroskedasti¢nosti stoga izgleda ovako:

n 1 —a—BX;
L =—=log(2m) — Z logo;? — = ( )
2 2 L

Diferenciranjem L u odnosu na a i 8 dobija se:

i

oL X;(Y; —a — BX;)
EE_ZH a;? ]

Daljim izjednacavanjem sa nulom i reSavanjem za ocenjivate od aif, dolazi se do reSenja koje je

S

2

identi¢no formuli najboljih linearnih nepristrasnih ocenjivaca. Odatle se zaklju€uje da i njihove varijanse
moraju biti jednake. Formule za ove varijanse se izvode na sledeci nacin. Ako je:

Yi =a+ ﬁXl + &
Y=a+pX+¢
gde je & = Y w;g;/Y. w;, dobija se sledece:

5 Swi(X; —X)(%,-7)  Twi(X; = X)[B(X; = X) + (&, — D]

ZWi(Xi_X)Z B ZWi(Xi_X)Z
Twi(X —X) (e — &) _ 2 wi(X; — X)e
ﬁ - 7
> w;(X; - %) 2 wi(X; — X)°
Dakle, Var(f) je tada:

Yw;(X; — X)€i>2 _Xwi(Xx; - X)Zdiz

Var(B) = E(B — B)? =E<Zwi(Xi_X)2 [Zwi(Xi_X)z]z

_ Twi(x —X)Z B Sw; _ 1
- [ wi(x, - X)Z]Z CCwIEwWXE) - CwiX)? Sw(x, - %)

Na slican nacin se dolazi i do formule za varijansu BLUE od a u slu¢aju heteroskedasti¢nosti:

o A U
TwiZwiXf — EwiX)?  Xw ZWL‘(Xi_X)Z

Var(a) =
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Moze se uociti da su izvedene formule za Var(&) i Var(ﬁ) iste kao i kod klasicnog modela kada je

w; =w = 1/02 za svako i.

Potrebno je jos ispitati asimptotsku efikasnost ocenjivaca od aif dobijenih metodom najmanjih
kvadrata u slucaju prisustva heteroskedasti¢nosti. Ovo se resava uporedivanjem asimptotskih varijansi
sa varijansama maksimalno verodostojnih ocenjivaca. Varijansa od S dobijena metodom najmanjih
kvadrata je:

XX —X)*0;?

Var(P) = Soq — 07y

| razli¢ita je od varijanse maksimalno verodostojnih ocenjivaca:

1

Var(ﬁ) = —Z wi(Xi ~ )?)2

bez obzira na veli¢inu uzorka. Do slicnog zaklju¢ka se dolazi i uporedivanjem ocenjivaca za a. Prema
tome, kako se ove vrednosti varijansi razlikuju, mozZe se zakljuciti da ocenjiva¢i dobijeni metodom
najmanjih kvadrata nisu asimptotski efikasni u uslovima heteroskedasti¢nosti.

Zaklju¢ak: Ocene parametara a i [ dobijene metodom najmanjih kvadrata u uslovima
heteroskedasti¢nosti su nepristrasne i konzistentne, ali nemaju osobinu efikasnosti i asimptotske
efikasnosti, a ocena varijanse je pristrasna.

2.3.2. Oblici heteroskedasti¢nosti
Najceséi oblici heteroskedasti¢nosti na koje se nailazi u literaturi, a i u praksi, jesu multiplikativna i
aditivna heteroskedasti¢nost.

2.3.2.1. Multiplikativna heteroskedasti¢nost
Multiplikativna heteroskedasti¢nost se primenjuje ¢esée, a njen opsti oblik zapisujemo na sledeéi nacin:

logo? = loga? + 8110gZ;; + 8,logZi; + -+ + 8,logZy,

gde je prikazana zavisnost O'L-Z od p promenljivih. Ovakav zapis je pogodan kod visSestruke regresije, gde

su Zg, s = 1,...,p nezavisne promenljive u regresijskom modelu. Kada je re¢ o jednostrukoj regresiji,

tada je:
logo? = loga? + SlogZ;

o? = 027?

gde su g2 iZ{s parametri. Jagina heteroskedasti¢nosti zavisi najvide od &. Sto je vrednost § manja, manje
su razlike pojedinacnih varijansi. Za 6 = 0, model je homoskedastican.

Kada su oba pomenuta parametra nepoznata, potrebno ih je oceniti zajedno sa regresijskim
koeficijentima a i 5. Postoji i moguénost da se vrednost jednog parametra fiksira, najéesée se postavi da
je 8 = 2, $to dovodi do toga da je standardna devijacija odstupanja proporcionalna promenljivoj Z;.
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Regresijski model u uslovima heteroskedasti¢nosti izgleda ovako:

Yi =a+ :BXL + &
"‘N(O,O'L'Z),
o? = a%Z%, (8 > 0;Z; > 0)

uz pretpostavke da su &; nekorelisane, a X; i Z; nestohasti¢cke promenljive. Dalje je neophodno primeniti

funkciju maksimalne verodostojnosti za O'L-Z = azZ{s, kako bi se dobili ocenjiva¢iod a, 8,016

2
Y —a - BX;

n 1% , 1%
L= —Elog(Zrc) - 52(1090 + SlogZ;) —52 7
=1 l
Diferenciranjem po a, 3, 62 i & dobija se:
Z [ L —a— ,BX]
daL (Y- —a— ,BX )X;
op 02
2
oL n+ 1zY—a—BXL-
do2 202 204 L 78/2
L l
oL (Y —a—fX;)?*logZ;
—=—=) logZ;
26 Z 09 +2 2 [ 78

Izjednacavanjem sa nulom dalje se dobijaju Cetiri jednacine, sa Cetiri nepoznate, koje su nelinearne zbog
4. Jednostavnije reSenje se dobija kada se izjednace prve tri jednacine sa nulom, a potom za odredene

S ()3 (5 (%)
> ()23 (%) 55 (%)

Za vecinu ekonomskih modela, § uzima vrednosti izmedu 0 i 3 ili 4, pa se potom traze ocenezaa, fio
i tako do 3 ili 4. Zatim se racuna L za sve ove vrednosti i traZi se onaj

kada je 6 = 0, zatim § = 0.1... i
slu¢aj kada je L maksimalno. Ovaj nacin traZenja maksimalne funkcije verodostojnosti se zove jos$ i

vrednosti a, B i o2 izraduna L:

29



metoda trazenja, koji je najjednostavniji i spre¢ava moguénost dobijanja lokalnog maksimuma umesto
globalnog (A. C. Harvey, Estimating Regression Models with Multipilactive Heteroscedasticity,
Econometrica, 44, str 461.-465.). Maksimalno verodostojni ocenjivaci imaju sva pozeljna asimptotska
svojstva.

Najveéi problem u modelu multiplikativne heteroskedasti¢nosti je izbor promenljive Z. Mala je
verovatnoca da je poznata promenljiva povezana sa varijansom odstupanja koja nije uklju¢ena u
regresijsku jednacinu. Stoga se najceSée uzima nezavisna promenljiva X kao izbor za Z. Specijalni slucaj

multiplikativne heteroskedasti¢nosti je tada za Z; = X; i § = 2 jednak:
of = o2X?

uz pretpostavku je da je standardna devijacija regresijskog odstupanja proporcionalna vrednostima
nezavisne promenljive.

2.3.2.2. Aditivna heteroskedasti¢nost
Aditivna heteroskedasti¢nost je drugi oblik heteroskedasti¢nosti. Opsti oblik se zapisuje:

O-iz - ao + a1Zl-1 + a2ZL'2 + -+ ale-p
azap =2,Zy = X;iZ;, = X? se dobija:
of = a+ bX; + cX?

gde su a, bic konstante Cije se vrednosti pretpostavljaju ili ocenjuju. U slu¢aju kada su bic jednake
nuli, model je homoskedasti¢an, a kada su a i b jednaki nuli dobija se specijalan slucaj multiplikativne
heteroskedasti¢nosti. Dakle, ovaj oblik ima manja ograni¢enja u odnosu na prethodni jer pruza
moguénost homoskedasti¢nosti, kao i dva modela heteroskedasti¢nosti.

Heteroskedastic¢nost zavisne promenljive je specijalni slucaj aditivne heteroskedasti¢nosti. Pretpostavka
je da je varijansa odstupanja proporcionalna kvadratnoj sredini od Y, O'L-Z =ad?[E(Y)]? = o?(a +

BX)?.

U jednoj empirijskoj analizi potro$nje ¢aja u zavisnosti od dohotka i veli¢ine domacinstva, utvrden je ovaj
oblik varijanse (Z. Mladenovi¢, Uvod u ekonometriju). Sva domadinstva su bila grupisana po veli€ini i
dohotku, pa se variranje potrosnje unutar grupe pripisuje dejstvu ostalih faktora. Rezultat ove analize je
da standardna devijacija potro3nje ¢aja unutar grupe i odgovara g;. One su priblizno proporcionalne
aritmetickoj sredini potroSnje caja u svakoj grupi, a kako one odgovaraju ocekivanim vrednostima
zavisne promenljive, doslo se do pretpostavke o proporcionalnosti standardne devijacije i o¢ekivane
vrednosti zavisne promenljive.

2.3.3. Testiranje heteroskedasti¢nosti
U ovom radu je diskutovano o razli¢itim posledicama heteroskedasti¢nosti u modelu linearne regresije.
Ispitivale su se osobine ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata, kao i osobine alternativnih
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ocenjivaca heteroskedasti¢cnih modela. Medutim, ukoliko je nepoznato da li je model heteroskedasti¢an
ili ne, moze se izvesti testiranje hipoteze:

Hy =0 =0} = = a3 (m<n)
gde je m broj razli¢itih vrednosti varijanse, naspram alternativne da Hy nije istinita.

Heteroskedasti¢nost smanjuje preciznost koeficijenata i tezi da ,proizvede” manju p-vrednost i time
navodi na pogresan zakljucak da je model statisticki znacajan kada zapravo ne postoji statisticka
znacajnost. Jedan od najjednostavnijih metoda za ispitivanje postojanja homoskedasti¢nosti odnosno
pojave heteroskedasti¢nosti, sastoji se u vizuelnom pregledu reziduala ocenjenog modela. Uobicajeno je
da se formiraju scatterplot dijagrami rasturanja tacaka reziduala ili njihove apsolutne vrednosti i
nezavisne promenljive. Na osnovu dijagrama donosi se zaklju¢ak o tome da |i heteroskedasti¢nost
postoji odnosno kako se generiSe varijansa slucajne greske. Za otkrivanje prisustva heteroskedasti¢nosti
koriste se i testovi od kojih su najpoznatiji Goldfeld-Quandtov (Goldfled Kvantov) test, Breusch-Pagan-
Godfrey (Brojs-Pagan-Godfri) test, Whiteov (Vajtov) test.

2.3.3.1. Goldfeld-Quandtov test

Goldfeld-Quandtov test je jedan od najstarijih testova i veoma se Cesto koristi zbog svoje jednostavnosti.
Test se temelji na ideji da je varijansa odstupanja jednog dela opaZanja iz uzorka generisana u uslovima
homoskedasti¢nosti, odnosno kada je H, istinita. Odgovarajuce varijanse uzorka ¢e se tada razlikovati
zbog kolebanja u uzorku. Zbog toga se test homoskedasti¢nosti svodi na test jednakosti dveju varijansi.
Kako svaka varijansa ima hi-kvadrat raspodelu kada je H,, istinita, njihov odnos ima F statistiku pod
uslovom da su dve varijanse uzorka nezavisne. Dakle, potrebno je oceniti dve regresijske jednacine, po
jednu za svaki deo opaZanja uzorka. Goldfeld-Quandtova test veli¢ina je tada:

"F
n Z,Tl 2
SZ 2 1

gde su:

2 Z(Yi—a1—/?1xi)2
S1

=2V BX) G99 ny)

n,—2

2 _ Z(Yi—az—ﬁzxi)z .
s==r—— (i=n+p+1n+p+2,..ny+p+ny)

ny—2

S

n, je broj opazanja iz prvog dela uzorka, n, iz drugog, a p je broj opaZzanja iz sredine koja nisu uklju¢ena
ni u jedan deo. Ovaj test je egzaktan ali ne jako mocan, odnosno ima veoma veliku verovatnodu
prihvatanja Hy kada je pogresna, kad su odstupanja heteroskedasti¢na i kada se prose¢na varijansa iz
prvog dela uzorka ne razlikuje mnogo od varijanse drugog dela. |z ovog razloga, Goldfeld-Quandtov test
se uglavnom preporucuje u okolnostima gde se opaZanja mogu poredati u rastuci niz prema varijansi. To
je jednostavno kada je varijansa povezana sa vrednostima nezavisne promenljive X. Dalje, ako se
opazanja poredaju i podele na dva jednaka ili priblizno jednaka dela, varijanse nekoliko poslednjih
odstupanja prve polovine verovatno bi bile slicne prvih nekoliko odstupanja u drugoj polovini ¢ak i u

31



uslovima heteroskedasti¢nosti. Zato je poZeljno izostaviti p srednjih opaZzanja. Eksperimentalni rezultati
pokazuju da je razumno ostaviti jednu Sestinu srednjih opaZzanja. Ovo je nezadovoljavajuci aspekt testa,
jer se izborom p otvara mogucénost prilagodavanja rezultata nedijim Zeljama.

2.3.3.2. Breusch-Pagan-Godfrey test

Drugi test homoskedasti¢nosti je Breusch-Pagan-Godfrey test (BPG test). On se temelji na Cinjenici da
ocene regresijskih koeficijenata dobijene metodom najmanjih kvadrata ne bi trebalo znacajno da se
razlikuju od ocena dobijenih metodom maksimalne verodostojnosti ako je hipoteza o
homoskedasti¢nosti istinita (T.S. Breuch i A.R. Pagan, A Simple Test for Heteroskedasticity and Random
Coefficient Variation). Konkretno, kad je L funkcija verodostojnosti, koja uzima u obzir
heteroskedasticnost, prvi izvodi funkcije L su jednaki nuli, kada se nepoznati parametri zamene njihovim
maksimalno verodostojnim ocenama. Ako se, umesto toga, nepoznati parametri zamene ocenama
dobijenim metodom najmanjih kvadrata i ako su odstupanja homoskedasticna, tada se prvi izvodi
funkcije L ne bi trebalo znadajno razlikovati od nule. Dakle, testira se hipoteza H, nasuprot alternativnoj
hipotezi Hy:

Hy: o? = g(yo +Vv1Ziy + v Zip+ -+ ypZL-p) (i=12,..,n)

gde je g neprekidna funkcija koja ima neprekidne prve izvode. Promenljive Z su neke poznate
nestohasticke promenljive. One su obi¢no jednake nezavisnim promenljivama regresijske jednacine ili
neke poznate funkcije nezavisnih promenljivih. Funkcija g je dovoljno opsta da obuhvata i
multiplikativhu i aditivnu heteroskedasti¢nost kao specijalne slucajeve. Testiranje se vrsi u nekoliko
koraka:

1. Model linearne regresije se ocenjuje metodom najmanjih kvadrata kako bi se dobili reziduali
Ocenjena vrednosti varijanse se potom racuna na sledec¢i nacin

o\ €
6= ) —
n

a to je ocena varijanse dobijena metodom maksimalne verodostojnosti.

3. Zatim se kvadriraju reziduali i podele ocenjenom varijansom

2
€

Pi=7

4. Metoda najmanjih kvadrata se sada primenjuje na novu jednacinu linearne regresije:
pi = Yo+ ViZii T Volip + -+ Vplip T4
gde su Z;; ve¢ pomenute promenljive.

5. Na kraju jos treba formirati statistiku testa kao polovinu regresijske sume kvadrata modela
dobijenog u ¢etvrtom koraku, oznacenu sa SSRzp, koja pod uslovima normalne distribucije
gredaka ima y? raspodelu sa brojem stepeni slobode jednakim broju ocenjenih parametara.
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SSRgp
2 Xp

Ukoliko su vrednosti test statistike vece od tabli¢nih, nulta hipoteza se odbacuje.

2.3.3.3. Whiteov test
Breusch-Pagan-Godfrey test je kritikovan zbog svoje osetljivosti na minimalna narusavanja pretpostavke
o normalnosti regresijskog odstupanja. Malom promenom test veliCine, ta zavisnost o normalnosti se
moze otkloniti. Nakon ovih izmena, BPG test postaje ekvivalentan testu koji je preporucio White.

Whiteov test se bazira na poredenju varijanse ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata u
uslovima homoskedasti¢nosti i heteroskedasti¢nosti. Ako je nulta hipoteza tacna, dve bi se ocenjene
varijanse razlikovale samo zbog kolebanja u uzorku. Nulta hipoteza o homoskedasti¢nosti slucajne
greske testira se protiv Siroko postavljene alternativne hipoteze da je varijansa slu¢ajne greske zavisna
od objasnjenih promenljivih, njihovih kvadrata i meduproizvoda tj. ispituje se variranje reziduala pod
kombinovanim dejstvom regresora. Test se sastoji od sledeéih koraka:

a) Model linearne regresije se oceni kako bi se dobili reziduali e;, odnosno njihove kvadrirane
vrednosti
b) Metoda najmanjih kvadrata se primenjuje na sledecu jednacinu:
e =680+ 61Ziy + 8,72+ +8pZiy+uy, i=12,..n
gde je za prostu regresiju p =2, Z;1 =X; i Z;p = Xiz, pa se test zapravo zasniva na analizi sledeée
jednacine:

e =680+ 8X +6,X  +u;, i=12,..n
Kao ni u prethodna dva testa, nije neophodna specifikacija oblika heteroskedasti¢nosti.

Za razliku od BPG testa, Whiteov test nije osetljiv na odstupanje greSaka od normalnosti i jednostavniji
je, pa se i CeSce upotrebljava u testiranju heteroskedasti¢nosti. U slucaju da postoji vise regresora,
uvodenje kvadrata i svih meduproizvoda u pomocénu regresiju moze znaciti veliki gubitak u broju stepeni
slobode. Zato se ¢esto Whiteov test izvodi bez meduproizvoda. Ukoliko rezultat testa pokaze znacajno
visoku statistiku, razlog ne mora biti heteroskedastic¢nost, ve¢ greska u specifikaciji modela (izostavljeni
regresor). Dakle, Whiteov test se mozZe koristiti u otkrivanju heteroskedasti¢nosti ili greske specifikacije.

Potrebno je napomenuti i to da je Whiteov test cesto neuspesan za male obime uzoraka. Takode, ako
rezultat testa govori da bi trebalo odbaciti nultu hipotezu, odatle se ne moze dobiti informacija o tome
Sta je prouzrokovalo heteroskedasticnost. To mozZe dovesti do problema pri pokusaju konstruisanja
generalizovane metode najmanjih kvadrata za ocenjivanje parametara, za koji je potrebno znati oblik
greske.

2.3.4. Tretman za otklanjanje heteroskedasti¢nosti
Heteroskedasti¢nost se moze otkloniti na vi$e nacina u zavisnosti od forme . Ukoliko je o7 poznato,
potrebno je samo polaznu liniju regresije podeliti sa O'L-Z i na dobijeni model primeniti metodu najmanjih
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kvadrata. Medutim, al-z u vedini slucajeva nije poznato, ve¢ se mogu pretpostaviti specifikacije varijanse.

Razlikuju se sledece specifikacije:

Multiplikativna heteroskedasti¢nost gde je O'L-Z = JZXl-Z,
Varijansa proporcionalna sa X;, O'L-Z = o2X;,
Aditivna heteroskedasti¢nost, 67 = a + bX; + cX?,

Heteroskedastic¢nost zavisne promenljive, O'L-Z = d?[E(Y)]?,

vk wnNn e

Logaritamska transformacija, InY; = a + fInX; + ;.

Kod multiplikativne heteroskedasti¢nosti, lako se dolazi do homoskedastiénog modela, deljenjem obe
strane regresijske jednacine sa X;,

eelg) oo
x, ¢
odnosno:

Y'=B+aX +¢&"

gdejeY," = ;—2, X = Xil i £;* zadovoljava osnovne pretpostavke klasiénog modela sa Var( &*) = o2. Sa
ovako dobijenom jednacinom regresije moze se baratati kao i sa klasichom, osim Sto su a i f zamenili
mesta. Njihovi ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata imaju sva poZeljna svojstva. Prednost
ovog oblika heteroskedasticnosti je njena jednostavnost, a mana je Sto ova specifikacija iskljucuje
moguénost da odstupanje bude homoskedasti¢no ili da heteroskedasticnost bude razli¢ita od stepena
koji odgovara 6 = 2.

Na sli¢an nacin se jednacina regresije transformise i u slu¢aju varijanse proporcionalne sa X;:

Y;

1 =
\/_Ti=a(\/_7i)+ﬂ\/yi+ﬁi, Xi>0

i tada se primenjuje metoda najmanjih kvadrata.

U slu¢aju aditivne heteroskedasti¢nosti, potrebno je postupiti na sledeci nacin:

a) Primeniti prvo metodu najmanjih kvadrata na
el =a+bX;+cX? +uy

gde su e; reziduali regresije Y na X dobijeni metodom najmanjih kvadrata i gde je u; = el-z—al-z. Ovako

dobijeni ocenjivaci za a, b i ¢ se nazivaju ocenjivaci ,prve runde” i oni su oznaceni sa @, b i . Ocenjivac
prve runde za aiz je tada:
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b) Dobijeni ocenjivaci prve runde od a, b ic nisu asimptotski efikasni jer je u; heteroskedasti¢na.
Zatim se primenjuje metoda najmanjih kvadrata na:

el 1 i ? .
72=a72+b72+c72+ui
g 0

i i i i

i dobijaju se ocenjivati ,druge runde” od a, b i ¢, u oznaci @, b i ¢ koji su asimptotski efikasni. Ocenjiva¢
druge runde za al-z je tada jednak:

67 =a+ bX; +éX?

c) Ponovo se primenjuje metoda najmanjih kvadrata, ali sada na:
i1 X,
—Z=aZtBts
i i i
Moze se dokazati da dobijeni ocenjivaci od aif imaju ista asimptotska svojstva kao i maksimalno
. L . . S o o . Y , 1
verodostojni ocenjivali. Konzistentni ocenjivaci njihovih varijansi mogu se izraunati uvrStavanjem =

~2
oy

umesto w; u formulu za Var(&) i Var(B).

U slucaju heteroskedasti¢ne zavisne promenljive, ratunamo funkciju maksimalne verodostojnosti koja
sadrZi tri nepoznata parametra, a, 8 i 02:

L = — Slog(2m) — Slog o zn:l (@ + X)) —— i[
= —5log(2m) — S loga lloga D=5
i=

i=1

Y —a— X’
(a +BX)

IzraCunavanje vrednosti ovih parametara nije jednostavno. lzvodenje se moZe pojednostaviti ako se

primeni metoda najmanjih kvadrata na %= a%+ ﬁ%+ &", gde su 17L predvidene vrednosti od Y iz
L L

1

regresije Y na X dobijene metodom najmanjih kvadrata. Ceo postupak proizilazi iz Cinjenice da je 17L
nepristrasan i konzistentan ocenjivac od E (Y;).

Logaritamska transformacija ¢esto redukuje heteroskedasticnost u odnosu na klasican model regresije.
Ova transformacija je popularna zbog bolje ekonomske interpretacije. Koeficijentom pravca f moze se
izmeriti elasti¢nost Y u odnosu na X. U slucaju da se ne moZe pretpostaviti oblik heteroskedasti¢nosti,
predlaZze se koris¢enje Whiteove korekcije u izraCunavanju standardnih greSaka ocena parametara.

2.4. Autokorelirana odstupanja
Prema pretpostavci klasicnog modela linearne regresije poznato je sledece:

Cov( ei,sj) = Elg; — E(g)] [sj — E(sj)] =0,i #j

Kako se pretpostavlja da su sredine ¢; i €; jednake nuli, dobija se da je E(¢;¢;) = 0.
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Uzimajuci u obzir pretpostavku normalnosti, pretpostavka da je kovarijansa izmedu ¢; i ¢; jednaka nuli
podrazumeva da su i nezavisni. Ova osobina regresijskih odstupanja poznata je kao neautokoreliranost.
To zapravo znaci da odstupanje koje se javlja u jednoj tacki opaZanja nije korelirano ni sa jednim drugim
odstupanjem.

Potrebno je razmotriti verovatnodu pretpostavke o neautokorelaciji, ispitati posledice njenog
narusavanja za svojstva ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata i pronaci alternativne
metode ocenjivanja ukoliko je potrebno. Uobicajena je tvrdnja da je pretpostavka o neautokorelaciji
najcesce narusena kada se ocenjuju veze iz vremenskih nizova podataka nego u slu¢aju veza ocenjenih iz
podataka vremenskog preseka. Ova se tvrdnja zapravo oslanja na tumacenje da je odstupanje saZetak
velikog broja sluéajnih i nezavisnih, ali i nemerljivih uzoraka koji se ti€u proucavane veze. Zato postoji
sumnja da bi se ucinak faktora koji deluju u jednom razdoblju mogao delimi¢no preneti na sledeéa
razdoblja.

Autokorelacija se najbolje mozZe uporediti sa zvu¢nim ucinkom udarene Zice na instrumentu — iako je
zvuk najjaci u vreme udarca, on ne prestaje odmah, nego postepeno slabi jedno vreme dok se konacno
ne ugasi. To moZe biti i karakteristika odstupanja, gde njegov ucinak moze trajati jedno vreme nakon Sto
se pojavi. Medutim, tokom trajanja ucinka jednog odstupanja, javljaju se druga odstupanja, kao kada bi
se Zica na intrumentu ponovo udarala promenljivom ja¢inom. Sto je vreme izmedu udaraca krace, veca
je verovatnoca da se prethodni zvuk jo$ uvek moze Cuti. Sli¢no ovoj prici, Sto su kraéa razdoblja izmedu
registrovanja zvuka, veca je verovatnoéa pojavljivanja autokoreliranih odstupanja.

Zbog verovanja da veze ocenjene iz opaZanja tokom vremena sadrZe autokorelirana odstupanja u
literaturi se umesto i piSe t, i prema tome kada su odstupanja autokorelirana sledi da je:

E(erer_s) #0, t>s

Ovaj izraz zapravo predstavlja da je odstupanje koje se desilo u trenutku t povezano sa odstupanjem
koje se dogodilo u trenutku (t — s). Posledice autokorelacije za ocenjivanje se mogu najbolje odrediti
ukoliko se prvo precizira narav autokorelacije. Veéina radova je izvedena na pretpostavci da regresijsko
odstupanje sledi autoregresivnu Semu prvog reda. Ona se skraceno obeleZava sa AR (1).

2.4.1. Autoregresivna odstupanja prvog reda
Kod autoregresivnih odstupanja prvog reda, odstupanja se generisu prema sledecoj Semi:

& = p&_1 + Uy, zasvakot

gde je p parameter Cija je apsolutna vrednost manja od jedan, a u; je normalna nezavisna promenljiva
sa sredinom jednakom nuli i varijansom ¢,2. Takode, promenljiva u, ne zavisi od &_,. Sve ovo se
zapisuje:

u,~N(0,0,2), zasvakot

E(us,us) = 0,zasvakot # s
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E(use;—1) = 0,zasvakot

2.4.2. Testiranje odsustva autokorelacije
Pretpostavka o autokorelaciji se uobi¢ajeno proverava na dva nacina. Prvi je graficka metoda, odnosno
analiza reziduala koji se dobijaju standardnom procedurom. Drugi nacin je koriséenje nekog od testova,
uobicajeno se koristi Durbin-Watson (Derbin-Votson) test. Dakle, testira se hipoteza o neautoregresiji:

Hy: p=0,

alternativna hipoteza u tom slucaju je naj¢esée ona da postoji pozitivha autoregresija:
Hy: p>0.

Da bi se koristio Durbin-Watsonov test, neophodno je izracunati vrednost d:

_ Yi—o(er —ee_q)?

n 2
t=1€t

d

gde su e; reziduali metode najmanjih kvadrata.
Pravila odlucivanja u slucaju ove alternativne hipoteze su sledeca:

1. Odbaciti Hy ukoliko je d < d;,
2. Ne odbaciti Hy ukoliko je d > dy
3. Testje neodredenakojed; <d < dy

gde su dy i d;, gornja i donja granica ¢ije su vrednosti konstruisali Durbin i Watson i mogu se pronadéi u
tablici. Ako je alternativna hipoteza dvostrana, pravila odlucivanja za Durbin-Watsonov test su:

1. Odbaciti Hy ukoliko jed < d; iakojed > 4 —d;
2. Ne odbaciti Hy ukolikojedy < d < 4 —dy
3. Testje neodredenakojed; <d < dyiliakoje4 —dy <d <4-d,

Koristeéi postupak Cochrane-Orcuttovog (Kokran-Orketovog) ocenjivanja (Pocela Ekonometrije, Jan
Kmenta, str 314.), dobija se ocena p:

p= Leteor g t=2,3..n

Yeq12’

Kako d mozZe da se zapiSe kao

d= D=2 e’ " D=2 er_1” _ 22?:2 €t€r—1
Yiier Yioi(e)? t=1€:”

i odatle je d:

plimd = 2(1 - p)
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Dakle, ako kriti¢na vrednost Durbin-Watson statistike pripada ovom intervalu 1.5 < d < 2.5, prihvata se
H,, odnosno moze se re¢i da nema autokorelacije.

d
f( ) | Inkonkluzivno Inkonkluzivno

‘ podrucjc podrugjc

i Negativna

auloregresija
Nema

autoregresije

? " ablak AcaEE T
ey B ——
2 d

Pozitivna ([.’_ d( (4 2 dl’.’) (_1, - d!,)

auloregresija

Slika 8-1, Pocela ekonometrije, Jan Kmenta, str 330.

2.4.3. Tretman u slucaju autokorelacije
Ako se u podacima utvrdi da postoji autokorelacija, uobicajen tretman za reSavanje ovog problema je
eliminisanje simptoma autokorelacije koris¢enjem metode procene modela razlicéite od metode
najmanjih kvadrata. Ali mnogi autori ipak preporucuju da se na prvom mestu spreci da do autokorelacije
dode, nego da se model oslobada posledica autokorelacije.

2.5. Stohasti¢nost promenljive
Poslednja ili peta pretpostavka klasicnog modela govori o nestohasti¢nosti promenljive X, da su njene
vrednosti fiksne i da je Y™ ,(X; —X)? # 0 konatan kada n — . Uslov o fiksnim vrednostima
primenljive X se postavlja kako bi se izbegle poteskoce koje bi se pojavile kada bi se vrednost za X
menjala od uzorka do uzorka. Drugi uslov se namece kako bi se osigurala asimptotska svojstva
ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata. Kod ispitivanja stohasti¢nosti promenljive X,
potrebno je razlikovati slucajeve zavisnosti od ¢:

a) Xie€ nezavisne
b) Xi € suistovremeno nekorelirani
c) Xie& sunezavisne i istovremeno nekorelirani.

Nakon uvodenja i pretpostavke da je X konacan broj razli¢it od nule, proverice se svojstva ocenjivaca
parametara regresije u sva tri slucaja.

a) Kada su X i € nezavisne, ocenjivaéi & i [ zadriavaju svojstvo nepristrasnosti (Pocela
Ekonometrije, Jan Kmenta, str 336.), ali se viSe ne mogu posmatrati kao najbolji linearni
nepristrasni ocenjivaci jer ne predstavljaju vise linearne funkcije od Y3, Y5, ..., Y,,. Medutim ovi
ocenjivadi zadrzavaju osobinu efikasnosti. Sto se ti¢e asimptotskih svojstava, moze se dokazati
da oni zadrZavaju sva poZeljna svojstva kada X ne zavisi od €. Ukoliko se jo§ razmotre varijanse
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ovih ocenjivada, dobijaju se iste varijanse od @ | § kao kada je X nestohasti¢ka, osim §to su
¢lanovi koji sadrze X zamenjeni njihovim matematickim ocekivanjima.

Dakle, dolazi se do zakljucka da zamena pretpostavke o nestohasti¢nosti da su X i € nezavisne ne
menja poZeljna svojstva ocenjivaca dobijenih metodom najmanjih kvadrata.

b) U drugom slucaju kada su X i € su istovremeno nekorelirani pretpostavlja se da su medusobne
kovarijanse jednake nuli, odnosno Cov(X;, &) = Cov(X,,&,) = -+ Cov(X,,, &,) = 0. U ovom
sluaju ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata gube svoja poZeljna svojstva,
zadrZavaju samo asimptotska.

c¢) Kada Xi & nisu u korelaciji, niti su nezavisne, tu ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata
gube konzistentnost (Pocela Ekonometrije, Jan Kmenta, str 340.) Srecom, razvijaju se

alternativne metode ocenjivanja koje ¢e dati konzistentne ocene za @i 5.

2.5.1. Testiranje i tretman u slucaju stohasti¢nosti promenljive
NaZalost, ne postoji efikasan nacin provere pretpostavke o stohasti¢nosti promenljive. Slicno kao i
prilikom narusenja pretpostavke da je sredina jednaka nuli, jedan od pristupa mozZe biti racunanje
reziduala za sve ispitanike, a potom ispitivanje korelacije izmedu reziduala i ispitanika.

2.6. ViSestruka regresija
U prethodnim poglavljima predstavljene su osnovne pretpostavke jednostruke linearne regresije,
ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata i objasnjena su njihova poZeljna svojstva. Takode je
pokazano Sta se deSava sa njima u slucaju narusenosti neke pretpostavke, kako se vrsi testiranje i koji su
tretmani za njihovo otklanjanje. Zakljucci do kojih se doslo, mogu se bez mnogo poteskoca prosiriti i na
visestruku regresiju.

Jednacina visestruke linearne regresije se zapisuje na slededi nacin:
Yi =a’+[31Xi1+---+ﬁkXik+si, [ = 1,2,3 W n

gde je Y; zavisna, X;q,... X;; nezavisne promenljive, a, B4, ..., By koeficijenti i &; odstupanje. Pored ve¢
navedenih pet pretpostavki dodaju se jos dve:

6. Obim uzorka je vediili jednak od broja koeficijenata koje treba oceniti
7. Ne postoji linearna zavisnost izmedu nezavisnih promenljivih.

Pretpostavka da broj koeficijenata ne sme biti ve¢i od obima uzorka osigurava dovoljan broj stepena
slobode u ocenjivanju. Sledeéa pretpostavka govori da nijedna nezavisna promenljiva ne sme biti u
korelaciji sa drugom nezavisnom promenljivom niti sa njenom linearnom kombinacijom, $to je takode
neophodno za ocenjivanje. Naru$avanje ove pretpostavke naziva se multikolinearnost.
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2.6.1. Multikolinearnost

Ukoliko izmedu nezavisnih promenljivih, odnosno prediktora postoji jaka povezanost, tacnije visoka
korelacija (visa od r=0.9), onda se smatra da postoji multikolinearnost. Multikolinearnost se
dijagnostikuje i pomocu vrednosti Tolerance i VIF (Variance inflation factor). Tolerance je pokazatelj koji
pokazuje koji deo varijanse kriterijuma nije objasnjen varijansama prediktora koje su u modelu, a racuna
se za svaku promenljivu prema sledecoj formuli: 1 — R?, gde je R koeficijent determinacije. Vrednosti
Tolerance manji od 0.10 ukazuju da postoji visoka korelacija promenljive sa ostalim prediktorima u
modelu. VIF je pokazatelj koji predstavlja recipro¢nu vrednost pokazatelja Tolerance, a vrednosti veée od
10 ukazuju na postojanje multikolinearnosti.

2.6.2. Tretman u slu¢aju multikolinearnosti

Multikolinearnost umanjuje performanse regresionog modela, stoga se predlaze da se iz modela uklone
promenljive ¢ija je linearna kombinacija veca od r=0.7. Osim uklanjanja jedne ili obe promenljive,
tretman moZe da bude i pravljenje jedne zajedni¢ke promenljive od dve promenljive koje su u korelaciji.
Posto je multikolinearnost svojstvo uzorka, a ne populacije, na pojavu multikolinearnosti posebno su
osetljivi mali uzorci. Jedan od tretmana za otklanjanje multikolienarnosti je povedanje uzorka na
odgovarajuci nacin. Koristi se i takozvana ORR metoda (engl. Ordinary Ridge Regression), razmena male
pristrasnosti za veliko smanjenje varijanse.

40



3. Simulacije primera u softveru SPSS
U svrhu ilustracije narusenih pretpostavki za koriS¢enje linearne regresije, koristiée se podaci preuzeti sa
sledecih sajtova: https://mathstatsresearch.weebly.com/reqression.htm! i

http://staff.bath.ac.uk/pssiw/stats2/pagel6/pagel6.html. Pre primene svake analize proverice se

ispunjenost pretpostavki za njeno sprovodenje. U prethodnom delu ovog master rada detaljno je
objasnjeno na koji nadin se obicno proverava ispunjenost pretpostavki koje je mogude ispitati
upotrebom klasi¢nih statistickih softvera. U ovom delu ce se kroz tri primera prikazati kako izgleda kada
se detektuje da pretpostavke nisu ispunjene i kakav je tretman u tom sluéaju. Za potrebe analize
podataka koris¢en je softverski paket SPSS 25 for Windows (Statstical Package for Social Sciences). U
primerima ¢e se prikazati samo one pretpostavke koje su narusene. Uobicajeni nacini za provere
pretpostavki su grafikoni i testovi. Nekoliko grafickih metoda provere su veoma prakti¢ni, a mnogi
statisticki programi ve¢ imaju integrisane ove metode, pa je vrlo lako do¢i do njih. Medutim, poteskoce
se mogu javiti prilikom tumacenja istih. Testovi daju jednoznacéne rezultate, tako da ponekad zahtevaju
dodatne informacije koje nije moguée uvek prikupiti. Stoga se, ukoliko je moguée, radi kombinacija
testova i grafickih metoda.

Jedan od uslova za sporovodenje regresione analize je da kriterijumska varijabla bude kontinuirana, a
prediktori najmanje na intervalnom nivou, kao i da broj parametara bude maniji ili jednak broju merenja
koji su na raspolaganju. Ove pretpostavke su ispunjene u svim primerima i nece se proveravati.

3.1. Prviprimer
U prvom primeru koriséeni su podaci o broju sati provedenih u ucenju i ocene na ispitu. Opisan je
najprostiji slu¢aj regresione analize, odnosno jednostruka regresiona analiza, kada imamo jednu
prediktorsku i jednu kriterijumsku varijablu. Kriterijumsku varijablu predstavlja ocena na ispitu, a
prediktor je broj sati provedenih u ucenju. Ispitana je varijabla broj sati provedenih u uéenju.
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Normal Q-Q Plot of hours spent studying

Expected Normal
1

2

T T T T
20 40 G0 a0

Observed Value

Grafikon 1

U Q-Q grafikonu se primeduje da postoji jedna vrednost koja ne prati liniju i ona se moZe detektovati kao
outlier. Isto se moze primeti i u Box Plot grafikonu koji izoluje slucaj koji je prepoznat kao netipi¢na
vrednost.
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Outlier mozZe da se javi zbog razlicitih razloga: pogresan upis vrednosti prilikom unosa ili merenja,
pogresan podatak ili stvarna neuobicajena vrednost. Na primer, visina Zena se obi¢no krece u rasponu
od 160 do 180 cm, Zene koje su vise ili nize od ovih vrednosti spadaju u outliere. lako je regresija
,osetljiva“ na netipicne tacke, mora se dobro razmisliti na koji nacin ce se tretirati outlier, odnosno da li
ga zadrzati, izbaciti ili transformisati. Ukoliko je doslo do greSke u unosu ili prilikom merenja, ovaj
podatak se moze izbaciti ili izmeniti pravom vrednoséu ukoliko je ona poznata. Ako nije mogude otkriti
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uzrok nastanka outlier-a, tada se prave modeli sa i bez spomenutog elementa. Ukoliko su modeli
jednaki, elemenat ne uti¢e bitno. Medutim ako se modeli bitno razlikuju potrebno je dalje ispitivanje i
pronalazak odgovarajué¢eg tretmana. Formiran je model i prikazan je scatterplot, odnosno grafikon
rasturanja standardizovanih reziduala u kom se jasno uocava da postoji outlier.
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Program SPSS, prilikom sprovodenja regresione analize, nudi opciju ispisa informacija o netipi¢nim
tackama, gde se kao atipicni sluc¢ajevi smatraju oni sa standardizovanim vrednostima veéim od 3.0 ili
manjim od -3.0. U tabeli se mozZe primetiti da postoje slucajevi Cije su standardizovane vrednosti izvan
ovog opsega.

Residuals Statistics2
Minimum | Maximum Mean Std. Deviation
Predicted Value 51.6585 86.6892| 61.0000 7.59426 20
Residual -14.68916( 16.20633 .00000 7.90808 20
Std. Predicted Value -1.230 3.383 .000 1.000 20
Std. Residual -1.808 1.995 .000 973 20

a. Dependent Variable: exam score

Takode, program daje i Mahalanobisove i Cookove udaljenosti reziduala. One nisu prikazane u ispisu
rezultata nego su sacuvane u datoteci sa podacima kao dodatna promenljiva. Kriticna vrednost za
Mahalanobisove distance se odreduje na osnovu broja promenljivih i zahteva viSe proracuna, tako da se
u primeru koristila Cookova distanca. Kod Cookovih distanci smatra se da je potrebno tretirati one
slucajeve gde je distanca veca od 1.

U ovom primeru, pokazalo se da postoji slucaj sa standardizovanom vrednoscu reziduala koja je veéa od
3, stoga su se posmatrale Cookove distance na osnovu kojih bi se takve vrednosti eliminisale. U datoteci
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je utvrdeno da postoji jedna vrednost kod koje Cookova distanca pokazuje udaljenost ve¢u od 1 (8.814).

Nakon eliminisanja ove vrednosti, ponovila se regresiona analiza. U grafikonu se primecuje kako se

dijagram rasturanja promenio nakon uklanjanja netipi¢ne tacke.

Regression Standardized Residual

Scatterplot

Dependent Variable: exam score

T T T T
-2 -1 0 1

Regression Standardized Predicted Value

Grafikon 4

Nakon izbacivanja outlier-a ponovljena je i deskriptivna analiza, odnosno ponovo je nacrtan Q-Q

grafikon. Sada se u ovom grafikonu primecuje da ne postoje vrednosti koje mnogo odstupaju od prave, i

stoga se moze zakljuciti da nema netipi¢nih tacaka.
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3.2. Drugi primer
Drugi primer ilustruje takode jednostruku linearnu regresiju. Kori$¢eni su podaci o broju saobracajnih
nesrec¢a i broju predenih kilometara. Kriterijumsku varijablu predstavlja broj saobradajih nesreéa, a
prediktor broj predenih kilometara u milijardama kilometara. Pre sprovodenja analize, proverene su
pretpostavke. Za pocetak je ispitana distribucija prediktorske i kriterijumske promenljive. Utvrdeno je da
je narusena pretpostavka o normalnosti distribucije kod varijable broja predenih kilometara.

Kao Sto je navedeno, za proveru pretpostavke o normalnoj distribuciji koristi se kombinacija testovnih i
grafickih pokazatelja. Pregledom tabele deskriptivnih pokazatelja mogu se dobiti neke informacije o
distribuciji. Jedan od indikatora je da Vrednosti Mean, 5% Trimmed Mean i Median budu slicne. Druga
vrednost koju posmatramo je vrednosti skewness-a i kurtosisa. Vrednosti od -1 do 1 ukazuju na
normalnu raspodelu, a vrednosti ve¢e od 3 i manje od -3 ukazuju na odstupanje od normalne raspodele.
U ovom slucaju sve navedene vrednosti zadovoljavaju kriterijume.

Descriptives
Statistic Std.
Error
Mean 272,24 18,503
95% Confidence Lower Bound 235,14
Interval for Mean Upper Bound 309,33
5% Trimmed Mean 270,55
Median 252,99
Variance 18829,82
Billions km 2
driven Std. Deviation 137,222
Minimum 73
Maximum 502
Range 429
Interquartile Range 272
Skewness ,194 ,322
Kurtosis -1,303 ,634

Receno je da se za statisticko testiranje normalnosti koristi Kolmogorov-Smirnov test (ili Shapiro-Wilk
test za manje uzorke). Ukoliko je p manje od 0.05 u ovim testovima, empirijska raspodela znacajno
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odstupa od normalne raspodele. Ovo je slucaj u prikazanom primeru. Vrednost Kolmogorov-Smirnov
testaje p = 0.012, $to je manje od 0.05 i upucuje na to da podaci nemaju normalnu raspodelu.

Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
Billions km 137 55| 012 927 55| 002
driven

a. Lilliefors Significance Correction

Ovo je Cesta situacija u praksi, da razli¢iti nacini provere pretpostavki daju razliCite rezultate. Upravo iz
tog razloga se koristi kombinacija viSe tehnika pre donosenja konacnog zakljucka.

Sto se tice grafickih metoda receno je da se uobicajeno koriste sledeéi grafikoni: histogram — vizuelna
procena da li je empirijska raspodela slicna zvonastoj simetricnoj raspodeli, zatim normalni Q-Q
grafikon, kod kog, ukoliko je raspodela normalna, tacke budu na pravoj liniji. Odstupanje tacaka od
prave linije ukazuje na odstupanje raspodele od normalne. Koristi se i detrendovan normalni Q—Q
grafikon. Ako je raspodela normalna, tacke ée biti ravhomerno rasporedene iznad i ispod horizontalne
linije. Ako raspodela nije normalna, raspored tacaka ¢e imati neki oblik. Jos se koristi i Box Plot, ako kod
ovog grafikona postoji nekoliko ekstremnih vrednosti ili neobi¢nih vrednosti na bilo kom kraju raspodele,
to ukazuje na odstupanje od normalne raspodele. Ako medijana nije u centru grafikona kutije ve¢ je
znatno bliZza jednom od krajeva kutije, to ukazuje na odstupanje od normalne raspodele.

Pregledom grafikona u ovom primeru primecuje se da histogram nema klasi¢an simetrican oblik zvona
Sto ukazuje da podaci nisu normalno distribuirani. Dok se kod normalnog Q-Q grafikona primecuje da u
velikoj meri tacke prate liniju sa nekim odstupanjima, kod detrendovanog Q-Q grafikona primecuje se da
se tacke rasporeduju u obliku polegnutog slova S, sto takode ukazuje da raspodela nije normalna. Kod
Box Plot grafikona se primecuje da nema karakteristicnih netipicnih tacaka ili ekstremnih vrednosti, a
medijana blago odstupa od centra.
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Expected Normal

Normal Q-Q Plot of Billions km driven
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Receno je i da se u regresionoj analizi normalnost podataka proverava preko dijagrama rasturanja
reziduala, tako da je formiran model i uradena regresiona analiza. Iz dijagrama rasturanja
standardizovanih reziduala primecuje se da postoji karakteristican obrazac. Oblik reziduala formira
obrnuto U, $to nagovestava da podaci nemaju normalnu raspodelu.

Scatterplot
Dependent Variable: Number of casualties (1000s)
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Grafikon 6

Iz svega navedenog, sa posebnim osvrtom na dijagram rasturanja reziduala moZe da se izvede zajklju¢ak
da je narusena pretpostavka o normalnosti i moze se pristupiti nekom od tretmana za resSenje ovog
problema. Kao tretman koris¢ena je logaritamska transformacija podataka. Medutim, nakon
transformacije graficki pokazatelji sugerisu da su podaci normalno distribuirani, ali dijagram rasturanja
reziduala i dalje pokazuje da je pretpostavka o normalnosti narusena. Neki autori smatraju da krsenje
ove pretpostavke nije klju¢no za regresionu analizu, odnosno da normalnost podataka ne garantuje
validan i upotrebljiv model. Bitno je napomenuti i veli¢inu uzorka kod sprovodenja analize i uticaj na
normalnost podataka. Neke smernice za veli¢inu uzorka su da se odreduje na osnovu broja nezavisnih
varijabli u modelu, i to da je minimalan broj posmatranja po varijabli 10 (takozvano pravilo palca — “rule
of thumb”). Tabachnick (Tabasnik) i Fidell (Fidel) predlazu pravilo prema sledecoj formuli “50 + 8m”, gde
m predstavlja broj prediktora. S obzirom na to da je u ovom primeru ilustrovana jednostavna linearna
regresija, sa jednim prediktorom, mozZe da se kaZe da je veli¢ina uzorka od n = 55 odgovarajuca i da
pretpostavka o normalnosti moZe da se zanemari.

Ispis regresione analize daje i Q-Q plot, gde se uzoracki reziduali porede sa teorijskim rezidualima iz
normalne raspodele. S obzirom na to da ovaj grafikon ne prikazuje da postoje velika odstupanja od
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normalne distribucije, i gotovo je identican i pre i nakon tretmana normalnosti, moZe da se zakljuci kako

nema potrebe da se tretira ova pretpostavka.

Normal P-P Plot of Regression Standardized Residual

Dependent Variable: Number of casualties (1000s)
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Prilikom sprovodenja regresione analize utvrdeno je da je naruSena i pretpostavka o odsutnosti

autokorelacije. Kao sto je receno, za detekciju autokorelacije koristi se kombinacija testovnih i grafickih

metoda. Koris¢en je Durbin-Watson test, a vrednost statistike je 2.952 Sto prelazi kriticnu granicu i

ukazuje na postojanje autokorelacije. 1z grafikona se takode mozZe primetiti da postoji autokorelacija.

Model Summary®
Model R R Square | Adjusted R | Std. Error of Durbin-
Square the Estimate Watson
1 ,6992 ,488 473 | 11657,24823 2,952

a. Predictors: (Constant), Causalities
b. Dependent Variable: Bilions km driven
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Scatterplot

Dependent Variable: Number of casualties (1000s)
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Grafikon 8

Kao Sto je napomenuto, tretman autokorelacije predstavlja eliminisanje simptoma autokorelacije, ali se
preporucujue da se na prvom mestu sprec¢i da do autokorelacije dode, nego da se model oslobada
posledica autokorelacije.

Na istoj bazi podataka predstavice se i primer naruSene pretpostavke o multikolinearnosti. Ovaj put
koristice se viSestruka linearna regresija. Kriterijumsku varijablu i dalje predstavlja broj saobracéajnih
nesreca, a prediktori su broj predenih kilometara u milijardama kilometara i vreme izraZzeno u godinama
(od 1950. godine do 2004. godine).
predenih kilometara u veoma visokoj korelaciji (r = .993), sto ukazuje na multikolinearnost.

Iz tabele korelacije moZe da se primeti kako su godina i broj

Correlations
Year Number of Billions km
casualties (1000s) driven
Year Pearson Correlation | 1 207 993"
Sig. (2-tailed) .029 .000
N 55 55 55
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Number of casualties Pearson Correlation |.207 1 157
(1000s) Sig. (2-tailed) .029 .053
N 55 55 55
Billions km driven Pearson Correlation |.993* .157 1
Sig. (2-tailed) .000 .053
N 55 55 55

** Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).
U analizi linearne regresije, kao deo procedure moze da se sprovede ,dijagnostika kolinearnosti“

promenljivih pri ¢emu se dobijaju vrednosti Tolerance i VIF. Iz tabele se moZe primetiti da su vrednosti
Tolerance na granici preporucljive (0.10), a da su vrednosti VIF mnogo vise od preporucene granice koja
iznosi 10, tako da moZe da se donese zaklju¢ak da postoji multikolinearnost.

Coefficients?
Unstandardized Standardized Collinearity
Coefficients Coefficients Statistics
Model B Std. Error Beta t Sig. | Tolerance VIF
1 (Constant) -19167.702 | 5385.877 -3.559 | .001
Billions km -1.112 323 -3.602 | -3.441 | .001 .014 | 73.097
driven
Year 10.010 2.768 3.785 | 3.616 | .001 .014 | 73.097

Kada se u podacima uoci multikolienarnost, uobicajeno je da se iz modela izbaci jedna od promenljivih
koje jako koreliraju. Takav tretman je primenjen i ovde. Napravljen je model sa jednom promenljivom, a
odabrana je nezavisna promenljiva vreme, odnosno godina. Ova promenljiva ima nesto visu korelaciju sa
nezavisnom promenljivom (r =.207). Sada imamo jednostavan model linearne regresije, sa jednom
promenljivom i otuda ne postoji multikolinearnost.

3.3. Treci primer
U trecem primeru koriséeni su podaci o visini plate i duzini radnog staza. U ovom primeru kriterijumsku
varijablu predstavlja visina plate, dok prediktor predstavlja duZina radnog staZa, a detektovano je da je
narusena pretpostavka o homoskedasti¢nosti podataka. Ova pretpostavka se najlakse ispituje grafickom
metodom. lako ima manji broj slucajeva, iz grafikona moZe da se primeti da varijansa greske nije
konstantna, odnosno da nije jednaka za sve vrednosti nezavisne promenljive, na Sta nam ukazuje blagi
oblik levka, tako da bi se moglo reci da postoji heteroskedasti¢nost.
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Regression Standardized Residual

Graficka metoda

Scatterplot
Dependent Variable: Salary
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Grafikon 9

nije dovoljna da se donese ovakav zakljucak. Od testovnih metoda, kao Sto je navedeno

najcesce se koriste Goldfled-Quandtov test, Breusch-Pagan-Godfrey test (u daljem tekstu BPG test) i

Whiteov test. Novije verzije statistickog softvera SPSS nude opciju testiranja heteroskedasti¢nosti. Kao

primer odabran je BP test. Testira se nulta hipoteza da postoji homoskedasti¢nost, odnosno da su greske

varijansi jednake, nasuprot alternativne hipoteze da se greske razlikuju. Ukoliko se dobije statisticki

znacajan test, onda moZe da se odbaci nulta hipoteza o homoskedasti¢nosti, odnosno donosi se

zakljuc¢ak da postoji heteroskedasti¢nost.

Kao Sto se moZe primetiti iz tabele, test nije dostigao statisticku znacajnost $to bi znacilo da je

pretpostavka o homoskedasti¢nosti ispunjena.

Breusch-Pagan Test for Heteroskedasticityab<

Chi-Square Df Sig.

.625 1 429

a. Dependent variable: Salary

b. Tests the null hypothesis that the variance of the errors does not
depend on the values of the independent variables.

c. Predicted values from design: Intercept + YOS

Primer pokazuje da test i grafikon pokazuju suprotne rezultate. Zbog toga Sto grafikon pokazuje

postojanje heteroskedasti¢nosti, a i radi ilustracije tretmana, zavisna promenljiva je logaritmovana.
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Nakon logaritmovanja podataka, uradena je joS jedna regresiona analiza. Sada je kao zavisna
promenljiva odabrana transformisana promenljiva visina plate. Iz dijagrama reziduala moze se primetiti
da vrednosti nemaju neki karakteristican obrazac, kao i da su jednako rasporedene oko nule, tako da se
moze zakljuciti da je otklonjena heteroskedasti¢nost.
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4. Zakljucak

Ovaj rad se bavio narusavanjem pet osnovnih pretpostavki u modelu linearne regresije: normalnost,
sredina jednaka nuli, homoskedasti¢nost, odsustvo autokorelacije i nestohasticnost promenljive X.
Ocenjeni su parametri regresije i ispitana su svojstva ovih ocenjiva¢a dobijenih koris¢éenjem metode
najmanjih kvadrata, BLUE metodom i metodom maksimalne verodostojnosti. Ustanovljeno je da
ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata imaju sva poZeljna svojstva. Pokazalo se da je ocenjivac
MAD regresionog koeficijenta asimptotski nepristrasan i normalno distribuiran u uslovima
nenormalnosti, kao i da je njegova asimptotska varijansa manja od varijanse ocenjivada metode
najmanjih kvadrata za veliki broj na krajevima zadebljanih distribucija. Ocene parametara a i § dobijene
metodom najmanjih kvadrata u uslovima heteroskedasti¢nosti su nepristrasne i konzistentne, ali nemaju
osobinu efikasnosti i asimptotske efikasnosti, a ocena varijanse je pristrasna.

Cilj rada je bio sprovodenje analize, detekcija narusenih pretpostavki i njihovo uspesno otklanjanje. U
prvom primeru se pojavila netipi¢na vrednost, outlier, sa standardizovanom vrednoscu reziduala koja je
vecéa od 3, stoga su morale da se posmatraju Cookove distance na osnovu kojih bi se takve vrednosti
eliminisale. U datoteci je utvrdeno da postoji jedna vrednost kod koje Cookova distanca pokazuje
udaljenost veéu od 1 (8.814). Nakon eliminacije ove vrednosti i ponovljene regresione analize,
primeéeno je da se dijagram rasturanja promenio, a nakon ponovnog crtanja Q-Q plota moglo se
zakljuciti da ne postoje viSe vrednosti koje mnogo odstupaju od prave. Drugi primer je ilustrovao
zavisnost saobracajnih nesre¢a od broja predenih kilometara. Prilikom provere pretpostavki bilo je
utvrdeno da je naruSena pretpostavka o normalnosti, stoga se pristupilo analizi kombinovanjem testova
i grafickih pokazatelja. U ovom slucaju su vrednosti deskriptivne statistike dale vrednosti koje
zadovoljavaju kriterijume, a Kolmogorov-Smirov test je dao vrednost p manju od 0.05, Sto je uputilo na
to da podaci nemaju normalnu raspodelu. Daljim pregledom grafikona primeéeno je da histogram nema
klasi¢ni simetri¢ni oblik zvona i to je ukazalo da podaci nisu normalno distribuirani. Iz dijagrama
rasturanja standardizovanih reziduala primeceno je da postoji karakteristican obrazac. Oblik reziduala je
formirao obrnuto U, $to je jos jedan nagovestaj da podaci nemaju normalnu raspodelu. Na osnovu svega
navedenog, konstatovano je da je pretpostavka o normalnosti narusena i da se moze pristupiti nekom
od tretmana za reSavanje ovog problema. Nakon logaritamske transformacije podataka, graficki
pokazatelji su sugerisali da su podaci normalno distribuirani, ali je dijagram rasturanja reziduala i dalje
pokazivao da je pretpostavka o normalnosti narusena. Kako je veli¢ina uzorka bila odgovarajuda,
pretpostavka o normalnosti je mogla da se zanemari. U ovom primeru je takode primeéeno narusenost
pretpostavke o odsutnosti autokorelacije. Koris¢eni su grafikoni i Durbin-Watson test Cija je vrednost
presla kriticnu granicu. Na istoj bazi je proverena i multikolinearnost, uocena je visoka korelacija izmedu
godina i predenih kilometara. Tretman koji je ovde primenjen je izbacivanje jedne promenljive koja je
jako korelirala, i multikolinearnost je eliminisana. U poslednjem primeru je bila narusena pretpostavka o
homoskedasticnosti. Blagi oblik levka na grafikonu je naveo na sumnju da varijansa greske nije
konstantna, ali to nije bilo dovoljno da se donese konacan zaklju¢ak. Breusch-Pagan-Godfrey test nije
dostigao statisti¢ki znacajnu vrednost, odnosno po tom testu ne postoji heteroskedasti¢nost. Zbog
dobijenih suprotnih rezultata, ponovljena je analiza nakon logaritmovanja zavisne promenljive. Kako se
iz dijagrama reziduala moglo primetiti da vrednosti nemaju karakteristian obazac, jednako su
rasporedene oko nule, zaklju€eno je da je otklonjena heteroskedasti¢nost.
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Cak i kad se detektuje narusenost neke pretpostavke, nije lako korigovati problem. Moguénosti
statistickog softvera SPSS su velike, ali i dalje nisu svi testovi pokriveni. Ponekad on daje razli¢it rezultat
u odnosu na graficke pokazatelje i tada je neophodno dodatno prodiskutovati rezultate, kako bi se doslo
do zakljucka.
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