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Predgovor

Pod vremenskom serijom podrazumeva se uredeni niz opservacija. Uredi-
vanje se najcesce vri u odnosu na vreme u jednakim vremenskim intervalima.
Serije koje ¢e biti razmatrane u ovom radu ¢e imati ovakvu karakterizaciju.
Na samom pocetku, ukazimo na jednu od sustinskih razlika izmedu klasi¢ne
statisticke analize i statistiCke analize vremenskih serija. Dok su kod klasi¢ne
statisticke analize elementi slu¢ajnog uzorka medusobno nezavisni, kod analize
vremenskih serija opservacije u uzorku nisu medu sobom nezavisne samim tim
§to se pri analizi uzima u obzir njihov vremenski poredak. Upravo ova medu-
sobna zavisnost opservacija se koristi u cilju formiranja modela vremenske serije,
a zatim kad je poznat model koji serija prati koristimo ga da na osnovu proglih,
prognoziramo buduce opservacije.

Vremenske serije se sre¢u u razli¢itim sferama ljudskog delovanja. Rec-
imo, u demografiji je to stopa prirodnog prirastaja, u ekonomiji fluktuacije de-
viznog kursa, mesec¢no kretanje industrijske proizvodnje, uvoza, izvoza i cena. U
medicini se za pacijenta izmedu ostalog belezi njegov elektrokardiogram (EKG)
u svakom vremenskom trenutku pregleda. U meteorologiji se svakog sata reg-
istruje brzina vetra, prati se temperatura na dnevnom nivou kao i prose¢ne
mesecne ili godi§nje padavine na nekoj teritoriji. U radu ¢e pored glavnog cilja
- ocene parametara za dobijanje predikcija, predstavljanja i opisa metoda za
ocenu parametara, prediktivnih modela, kao i prakti¢nog dela takode biti reci i
o analizi vremenskih serija, slu¢ajnim i linearnim procesima, koji su neophodni
radi uvodenja u problematiku formiranja predikcija. Analiza vremenskih serija
po pravilu obuhvata i reSavanje problema optimizacije. Razli¢iti metodi opti-
mizacije daju razli¢ite rezultate po pitanju kvaliteta aproksimacije resSenja, ali i
po pitanju vremena potrebnog za dobijanje aproksimacija ili nekog drugog vida
troskova.

Nakon teorijskog dela i predstavljanja metoda za ocenu parametara u
vremenskim serijama usledicée i prakti¢an deo rada, prognoziranje buduéih vred-
nosti vremenske serije sa prethodno ocenjenim parmetrima. U radu ée se koris-
titi simulirane serije koje prate AR model, kod kojih ¢e se posmatrati ponaSanje
usled promene reda modela i disperzije Suma. Posmatrac¢emo slucaj u kom se
vrsi rekalibracija, tj. parametri modela se iznova ocenjuju sa dotokom novih
podataka kako bi se dobile §to bolje predikcije. Ovaj rad ima za cilj da pred-
stavi i uporedi dva modela za ocenu parametara: stohasticki i inkrementalni,
kao dve modifikacije gradijentnog metoda. Analizirace se koji od metoda daje
bolje rezultate u vidu preciznijih predikcija. Rezultati testova, grafici i modeli
u radu dobijeni su kori§éenjem rac¢unarskog softvera Matlab.
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1 Analiza vremenskih serija

Analiza vremenskih serija predstavlja jednu od statistickih disciplina koja
oblastima ekonomije, finansija, prirodnih i dru$tvenih nauka kao i u raznim
svakodnevnim situacijama kojih zapravo nismo ni svesni (npr. u praéenju
prometa pazara neke radnje, vremenskoj prognozi, itd) tj. u svakoj oblasti
koja uklju¢uje merenje neke pojave kroz vreme. Glavni ciljevi u analizi vre-
menskih serija su da se pomoc¢u odredenih statistickih testova izvedu zakljuéci o
osnovnim karakteristikama vremenske serije, objasni njeno ponaSanje i da se na
osnovu istorijskih podataka prognozira buduéa vrednost neke pojave. Kori§é¢en-
jem razli¢itih modela analize vremenskih serija opisuje se izu¢avana pojava, daje
objasnjenje zasto i kako je do nje doglo, zatim predvideti njeno kretanje u nared-
nom periodu i naposletku, manipulacijom veli¢ina koje uslovljavaju posmatranu
pojavu, istu drzati pod kontrolom. Na osnovu prethodnih vrednosti serije ocen-
jujemo model, koji zatim koristimo za formiranje prognoze buduc¢ih vrednosti
serije. Na kraju, uporedujuéi stvarne i prediktivne vrednosti formiramo gresku
predvidanja. One ¢e ujedno predstavljati i osnovni kriterijum kada se stigne do
zakljucivanja koji je model bolje ispratio stvarne vrednosti date serije.

U ovom poglavlju bi¢e predstavljeni statisticki testovi, kao i autoregre-
sivni modeli koji su koriSéeni pri analizi vremenskih serija i formiranju simuli-
ranih serija i njihovih predikcija. Pre predstavljanja modela defini§u se osnovni
pojmovi iz teorije verovatnoce i stohasticke analize koji su neophodni za dalje
razumevanje.

1.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnode

Osnovni model u teoriji verovatnoce jeste eksperiment (pojava, opit) kod
koga ostvarivanje odredenih uslova ne dovodi do jednozna¢nog rezultata. Skup
svih (logicki) mogucih ishoda nekog eksperimenta oznacava se sa {2, a elementi
tog skupa nazivaju se elementarni dogadaji i oznacavaju se sa w.

Definicija 1 Slucajan dogadaj A (ili samo dogadaj A) je podskup skupa elemen-
tarnih dogadaja Q). On se sastoji od onih elementarnih dogadaja w koji imaju
svojstvo kojim se dogadaj A definise.

Aksioma 1 (Aksioma o - polja): Podskup F partitivnog skupa P(Q) je o -
algebra nad Q ako vaze uslovi:

1. Qe F
2. ako A € F, ondai A€ F, gde je A komplement skupa A
3. ako niz Ay, As,... € F onda i ;2 A; € F

gde ) predstavlja skup svih moguéih ishoda nekog eksperimenta.

Definicija 2 Borelovo o-polje B = B(R) je o-polje definisano nad skupom
realnih brojeva. Formira se pomocu familije poluotvorenih intervala [a,b), a,b
€ R i sadrZi sve skupove koji se dobijaju kao konacne ili prebrojive unije ili
preseci te familije, kao i skupove koji se dobijaju uzimanjem komplemenata.



Moze se pokazati da B(R) sadrzi sve otvorene, zatvorene, poluotvorene intervale
i unije tih skupova.

Aksioma 2 (Aksioma verovatnoée) Neka je Q) skup elementarnih dogadaja i F
o-polje nad Q. Funkcija P: F — [0,1] se zove verovatnoéa na prostoru (0, F)
ako zadovoljava sledeée uslove:

1 P(Q)-1,
2. Ako {Ai}ieN C F,A; ﬂAj =0, #%4,4,5=1,2,..., onda

P(Y_A) =D P(A))

i=1

Prostor verovatnoca je uredena trojka (2, 7, P), gde je Q skup svih elementarnih
dogadaja, F je o-polje nad 2, a P je verovatnoca na (Q, F).

Definicija 3 Preslikavanje X : Q — R", gde je X = (X1,...,X,) je n-
dimenzionalna slucajna promenljiva na prostoru verovatnoéa (0, F, P) ako X *(S) €
F za svako S € By, gde je B, = B(R™) Borelovo o-polje. Ekvivalentno, kaZemo

da je X F-merljivo.

Definicija 4 Funkcija Fx(z) = Fix, . x,)(®1,...,2,) = P(X1 <z1,...,X, <
Xn), 26 (T1,...,2,) € R™, zove se zajednicka funkcija raspodele slucajnih promenljivih
(X1,...,Xn).

Definicija 5 Slucajna promenljiva X = (X1,...,X,,) je diskretna (diskretnog
tipa) ako postoji prebrojiv skup tacaka u R™:

Ry={(a"), o))k, ke =1,2,..}
takav da je P{X € Rx} = 0. Skup Rx je skup svih moguéih vrednosti za X.

Definicija 6 Slucajna promenljiva X = (X1, ..., X, ) je n-dimenzionalna sluca-
jna promenljiva apsolutno meprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija
fx(x1,...,2n) > 0, -00 < 21,...,2, < 00, takva da je, za svaki Borelov skup S
€ By,

P{(Xl,...,Xn) S S} = f"'fsfx(l‘l,...,l‘n)dxl...d.’En.

Funkcija fx(x) zove se gustina raspodele verovatnoéa (ili samo gustina raspodele)
slucajne promenljive X.

Specijalno, ako izaberemo S = {(u1,...,un);ux < g,k =1,...,n} dobi-
jamo

Fx(w1,...,an) = [T0 - [T fx(ur, ... up)duy, ... duy
za svako (z1,...,z,) € R

Definisani pojmovi su u nastavku dati za jednodimenzionalne slucajne
promenljive (n = 1).



Definicija 7 Kvantil reda p je ona vrednost x, za koju vaZi da je Fx(x,) =
P(X < zp) =p, p € (0,1), gde je Fx(x) = P(X < z) predstavlja funkciju
raspodele za jednodimenzionalnu slucajnu promenljivu.

Definicija 8 Ocekivange ili srednja vrednost apsolutno neprekidne slucajne promen-

ljive X se definise kao
E(X) = ffooo zfpdx
1 ono postoji ako integral ffooo || fedx < 00 apsolutno konvergira.

Definicija 9 Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je E(X*). Cen-
tralni momenat reda k,k € N, slucajne promenljive X je

E((X - B(X))").
Dakle, odavde sledi da je matematicko ocekivanje momenat reda 1.

Definicija 10 Centralni momenat reda 2 apsolutno neprekidne slucajne promenljive
X se zove disperzija ili varijansa slucajne promenljive X, i oznacava se sa D(X)
ili 0%(X).
Za izracunavanje disperzije koriste se sledeci izrazi
D(X) = E((X - E(X))?), ili
D(X) = E(X?) — E?(X).
Definicija 11 Standardna devijacja (standardno odstupanje, volatilnost) apso-
lutno neprekidne slucajne promenljive X definise se kao
o(X) = (D(X)).
Dakle, to je brojna karakteristika koja predstavlja meru odstupanja od

srednje vrednosti. Zavisnost izmedu slucajnih promenljivih X i Y opisuje se
pojmovima kovarijansa i koeficijent korelacije.

Definicija 12 Kowvarijansa sluéajne promenljive (X,Y) je
cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).

Definicija 13 Koeficijent korelacije slucajne promenljive (X,Y) je

E(XY)-EX)E(Y) _ _cov(X.Y)
V/D(X)D(Y) VD(X)D(Y)

PXYy =

Slucajne promenljive X i Y su nekorelisane ako je pxy = 0, pozitivno korelisane
za pxy > 0 i negativno korelisane za pxy < 0.

Neka slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N(u,0?), gde je
1w ER, ac >0. Uslutaju kada su parametri normalne raspodele y =0io? =1
dobija se A (0,1) raspodela koja se naziva standardizovana normalna raspodela.
To je jedna od najcesc¢e koris¢enih raspodela u teoriji verovatnoce i matem-
aticke statistike. Funkcija gustine i funkcija raspodele slu¢ajne promenljive sa
normalnom N (i1, %) raspodelom predstavljene su jednacinama



1 pr _G=w?
Fx(x) = Jie = dt,x eR.

oV 2w

Na osnovu ovih formula, moze se pokazati da je p ocekivanje, a o2 dis-
perzija slucajne promenljive X,

Definicija 14 Neka je X sluéajna prmenljiva sa ocekivanjem E(X) i disperzijom
D(X). Standardizovana (normalizovana) slucajna promenljiva X* je

« _ X—B(X) _ X—E(X)
T Dpx) X))

Teorema 1 Neka je X* standardizovana slucajna promenljiva. Tada je
E(X*)=0iD(X*)=1.

Definicija 15 Momenat reda tri standardizovane sluc¢ajne promenljive se naziva
koeficijent asimetricnosti i definise se sa
X-E(X))*
Sx = B[]
Ukoliko je Sx = 0 raspodela je simetri¢na, za Sx > 0 raspodela je asimetri¢na
na desno, a za Sx < 0 raspodela je asimetri¢na na levo.

Definicija 16 Momenat reda cetiri standardizovane slucajne promenljive naziva
se koeficijent spljostenosti i definise se sa
X—E(X)*
Ky = BB
Za K = 3 raspodela ima normalnu spljoStenost, za K > 3 raspodela je vise iz-

duZena u odnosu na normalnu raspodelu i za K < 3 raspodela je vise spljostena
u odnosu na normalnu raspodelu.

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca i neka su dogadaji A, B € F, takvi
da je P(B)>0. Verovatnoca realizacije dogadaja A pod uslovima koji dovode do
realizacije dogadaja B, u oznaci P(A|B), naziva se uslovna verovatnoca i ra¢una
se na sledeé¢i nacin

P(A|B) = P;?B’f), P(B) > 0.

E(X|B) predstavlja o¢ekivanu vrednost slu¢ajne promenljive X, pod uslovom
da se realizovao dogadaj B i prati slede¢u formulu

E(X|B) = p(gy [5 XdP.

Analogno, o¢ekivanu vrednost sluc¢ajne promenljive X, pod uslovom da je
poznata vrednost slu¢ajne promenljive Y nazivamo uslovno ocekivanje, u oznaci
E(X|Y).



Definicija 17 Neka je Y prosta slucajna promenljiva i neka je {y1,...,yn } skup
vrednosti promenljive Y. Tada je uslovno ocekivanje slucajne promenljive X pod
uslovom da je poznata vrednost slucajne promenljive Y dato sa

E(X|A1), w e A

E(X|Y)={:
E(X|A,), w € Ay
i1
(B(XJA) B(X|Ay) - E(X|A)
E(X/Y)'(P(An P(A) - P(An>)

gleje Ai={weQY(w)=y;} iY =y, akow € A; zai=1,...,n.

Teorema 2 Neka je X proizvoljna slucajna promenljiva na (Q, F, P) i Y prosta
slucajna promenljiva, tada vazi:

e E(X]Y) je slucajna promenljiva,
o E(X]Y) je F-merljivo (jer je E(X]Y) funkcija od Y),
o [(XdP = [, E(X|Y)dP za sve A € F(Y)

Teorema 3 Osobine uslovnog ocekivanja:

Ako je X v-merljivo, tada je E(X|v) = X skoro sigurno,

Ako a,b € R, tada je E(aX +bY|v) =aE(X|v)+ bE(X|v),

Ako je X nezavisno od v, tada E(X|v) = E(X) skoro sigurno,

Ako je X v-merljivo i ako je XY integrabilna, tada E(XY |v) = XE(Y|v).

1.2 Pojam stohasti¢kog procesa, definicija i tipovi vre-
menskih serija

Pretpostavimo da se u svakom trenutku ¢ vremenskog intervala I posma-
tra neka karakteristika X, fizickog sistema koja je slucajnog karaktera. Dakle,
za fiksirano t € I X(t) je slufajna promenljiva. Ovo implicira da na skup svih
sluc¢ajnih promenljivih X (), kada ¢ "prolazi" kroz ¢itav I moZzemo da gledamo
kao na slucajnu funkciju vremena. Na taj nacin dolazi se do pojma stohastickog
(slucagnog) procesa.

Definicija 18 Stohasticki (slucajni) proces {X(t),t € 1} je familija slucajnih
promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoéa (0, F, P), gde je I param-
etarski skup.

Kako je stohasticki proces X(w,t) funkcija dva parametra - ¢ i w, za
fiksirani vremenski trenutak ty € I dobija se jedna slu¢ajna promenljiva, a za
fiksirano wg € 2 se dobija realna funkcija vremena koja se zove trajektorija
(realizacija) stohastickog procesa.



Definicija 19 Vremenska serija {r:}icn predstavlja niz opservacija (determin-
istickih ili stohastickih) uredenih u odnosu na vreme, a to uredenje se obicno
ostvaruje u jednakim vremenskim intervalima.

Vremenska serija se moZze posmatrati kao jedna realizacija stohastickog
procesa ili kao uzorak iz kolekcije svih mogucéih realizacija stohastickog procesa.
Cilj analize vremenskih serija je da se na osnovu konkretne vremenske serije
izvedu zakljucci o karakteristikama celog procesa.

Neka je {z;}+er vremenska serija, odnosno slu¢ajni uzorak iz kolekcije na
kona¢nom vremenskom intervalu duzine 7. Tada je

e Uzoracka sredina .
flz = % Z Tt
t=1
e Uzoracka disperzija
A2 1 ¢ A2
9« = 7 _1 ;(l‘t = fiz)

e Standardna devijacija uzorka

e Uzoracki koeficijent korelacije

oy = 23:1(% - ﬂx)(yt - ﬂy)
S @ ) S (e — )

e Koeficijent asimetrije uzorka

1 T
S(x) = =152 > (@ — fi)?

t=1

Koeficijent asimetrije meri simetri¢nost raspodele u odnosu na ocekivanu
vrednost tj. daje informaciju da li je veéina vrednosti u uzorku manja ili
veéa od ocekivane vrednosti. Ukoliko je manja koeficijent ima negativan
predznak, a ukoliko je veéina vrednosti iz uzorka veéa od ocekivane koefi-
cijent ima pozitivan predznak. S, asimptotski prati A (0, %) raspodelu.
Vrednost test statistike za uzoracki koeficijent asimetrije dobija se iz izraza




Ovaj koeficijent meri "debljinu repova" raspodele, odnosno koliko je neka
raspodela spljostena u odnosu na normalnu. Ako je K, < 3 to znadi da
je raspodela vige spljostena u odnosu na normalnu. Za K, = 3 raspodela
je normalno spljostena i za K, > 3 raspodela je viSe izduZena u odnosu
na normalnu tj. ima deblje repove. K, -3 asimptotski prati N(0, %)
raspodelu. Vrednost test statistike za uzoracki koeficijent spljoStenosti
dat je izrazom

Kod vremenskih serija stacionarnost igra jednu od veoma bitnih uloga.
Ukoliko se svojstva vremenske serije ne menjaju tokom vremena, onda je data
serija stacionarna. U suprotnom, ona je mestacionarna. U zavisnosti od toga
da li je vremenska serija stacionarna ili ne, biramo razli¢ite statisticke metode
za analizu, i pravimo podelu na stacionarne i nestacionarne.

Definicija 20 Vremenska serija {r:}icn je striktno stacionarna ako (ry,,...,1,)

i (Teydgty - Teytt) iMagu istu raspodelu za svako t, pri éemu ty,. .., t, € N.

Odnosno, vremenska serija je striktno stacionarna ako je raspodela (ry, , . . .

invarijantna u odnosu na vreme. S obzirom da je ovo dosta jak uslov koji je
tesko proveriti, uvodi se pojam slabe stacionarnosti.

Definicija 21 Vremenska serija {ri}ien je slabo stacionarna ako su E(ry) i
Cov(rs, ri—1) nezavisne od vremenskog trenutka t za svako | € Z.

Dakle, vremenska serija je slabo stacionarna ako se njena statisticka svo-
jstva ne menjaju tokom vremena, odnosno ako vazi:

e E(ry) = p (ocekivanje je konstanta)
o Couv(ry,mi—;) = v (kovarijansa zavisi samo od 1)

Cov(ry,me—;) = v se naziva kovarijansa kaSnjenja [ i vazi da je v = D(ry) 1
Yo=Yl

Implicitna pretpostavka u slaboj stacionarnosti je da su prva dva mo-
menta kona¢na, odnosno E(r;) < oo i E(r?) < oc.

Striktna ne implicira slabu stacionarnost u opstem slu¢aju. Samo ako
se pretpostavi da postoje odgovarajuéi momenti (E(r;) < oo, E(r?) < oo).
Takode, iz slabe stacionarnosti ne sledi stroga stacionarnost. Medutim, uz do-
datne uslove, to se moze tvrditi.

Nekoliko karakteristi¢nih tipova vremenskih serija prikazano je na Slici
[I:2|gde je sa X; oznacena opservacija vremenske serije u trenutku ¢. Prvi tip vre-
menske serije na Slici (a) karakteriSu slucajna odstupanja oko konstantnog
nivoa. Za takve vremenske serije kazemo da su stacionarne u sredini (nivo serije
ne menja se tokom vremena). Na Slici (b) prikazana je serija sa trendom, sa
slu¢ajnim fluktuacijama oko tog uzlaznog trenda. Ova serija predstavlja primer
nestacionarne serije u sredini (nivo serije povecava se tokom vremena). Uporedo
sa porastom nivoa ove vremenske serije povec¢ava se i njena varijansa, pa je ser-
ija nestacionarna i u varijansi. Na naredne dve slike prikazane su vremenske
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serije kod kojih se varijacije u nivou serije periodi¢no ponavljaju. Ako je period
ponavljanja sli¢nog toka serije duzi od godinu dana, tada govorimo o cikli¢nom
karakteru te serije (Slika[T.2] (c)).

Xy Xt

@ £ ) t

H (G) i f i i (d) H f

Slika 1.1:  Tipovi vremenskih serija: (a) konstantan proces; (b) pro-
ces sa trendom; (c) serija sa cikli¢nim varijacijama; (d) serija sa sezonskim

varijacijamal4]

U daljem tekstu, ukoliko nije naglaseno drugacije, pod pojmom sta-
cionarnosti podrazumevamo slabu stacionarnost.
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1.3 Pojam autokorelacije i beli Sum

Vec je ranije definisan pojam korelacije, koji predstavlja medusobnu pove-
zanost izmedu razli¢itih pojava predstavljenih pomoc¢u dve varijable. Povezanost
znaci da je vrednost jedne varijable moguée predvideti sa odredenom verovat-
noc¢om na osnovu saznanja o vrednosti druge varijable. Posto je re¢ o zavisnosti
elemenata istog niza, ovom pojmu kao i pojmu kovarijanse, dodaje se prefiks
"auto", tj. koriste se nazivi autokorelacija i autokovarijansa. Autokorelacija
predstavlja korelaciju izmedu sadasnjih i proslih vrednosti iste vremenske serije.
Korelacija izmedu vrednosti r; i r;_; se naziva autokorelacija kasnjenja /.

Definicija 22 Autokorelacija kasnjenja | (ACF) slabo stacionarne serije {ri}ien
je

Cov(re,re—1) _ Cov(re,re—1) Y

- \/Var(rt)Var(rt_,) B Var(re) Yo’

2

gde zbog slabe stacionarnosti vazi da je Var(ry) = Var(ri—;).

ACF zavisi samo od [ i iz definicije se zakljucuje da je po = 1, pp = p—; i
-1<p <L

Definicija 23 Uzoracka autokorelacija kasnjenja | (ACF) slabo stacionarne vre-
menske serije {ri|t =1,...,T} je

D Y s

23121 (re —7)?

gde je T uzoracka srednja vrednost vremenske serije.

,0<I<T—-1 (1.1)

Testiranje autokorelacije za odredenu vremensku seriju moze se vrgiti na
dva nacina. Prvi je pojedina¢no testiranje za svako [ € [0,T — 1] pomocu t-testa
koji govori da li postoji korelacija izmedu r; i r;—;. Testira se nulta hipoteza
Hy(py = 0), tj. da r; i r,—; nisu korelisane, protiv alternativne hipoteze da je
Hi(pi # 0). Prilikom testiranja koristi se sledeca test statistika

pr
(1+230p2)/T

Ako je |t-ratio| > |z, /2| hipoteza Hy se odbacuje na nivou poverenja a, tj.
postoji korelacija izmedu r¢ i 4, a 242 je kvantil standardizovane normalne
raspodele. U su$tini, izrac¢una se verovatnoca p za test statistiku ¢-ratio i ukoliko
je p manje od « nulta hipoteza se odbacuje. Drugi nacin testiranja pomocu
Ljung-Box statistike omoguéava proveru da li postoji autokorelacija izmedu vise
¢lanova niza odjednom. Dakle, testira se hipoteza Hy(p1 = ... = pm = 0) protiv
alternativne Hy(p; # 0) za neko ¢ € {1,...,m}. Ljung-Box statistika je

t-ratio =

(1.2)

- m p/\l2
Qum) =T(T+2) 3

=1

(1.3)

koja ima asimptotsku y? raspodelu sa m stepeni slobode. Ako je Q(m)>xfn7a, tj.
verovatnocéa p Ljung-Box test statistike manja nego nivo poverenja «, odbacuje
se nulta hipoteza Hy.
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Definicija 24 Vremenska serija {r;} se naziva beli Sum ako je {ri} niz neza-
visnih slucajnih promenljivih sa istom raspodelom i sa konacénim ocekivanjem i
disperzijom. Gausov beli um je beli sum sa raspodelom N(0,52).

Za beli Sum, autokorelaciona funkcija je 0.

Teorema 4 Neka {r;} prati AR(1) model, tj. ¢ = ¢o + d171—1 + at, gde je a;
beli sum. Ako je {r:} slabo stacionarna vremenska serija, tada je |¢1| < 1.

Na osnovu Teoreme [4] razlikuju se sledeca tri slucaja:
1. |¢1] < 1, serija je slabo stacionarna,
2. |¢1| > 1, serija eksplodira,
3. |¢1| = 1, serija ima jedini¢ni koren i nestacionarna je.

Od znacaja je posmatrati ponasanje ; i p; pri povecanju koraka [. Za
stacionaran proces i |¢1| < 1 ACF opada eksponencijalno po apsolutnoj vred-
nosti. Pritom, znak p; zavisi od znaka ¢;. Ako je ¢1 pozitivan, tj. 0 < ¢1 < 1,
onda su sve autokorelacije pozitivne, a ako je —1 < ¢1 < 0, znak autokorelacije
se naizmeni¢no menja, pocevsi sa negativnom vredno§éu.

1.4 Autoregresivni modeli (AR)

U analizi vremenskih serija AR modeli predstavljaju alat pomocu kog
se mogu predvideti buduce vrednosti neke vremenske serije. U ovom poglavlju
¢emo pribliznije objasniti kako izgleda autoregresivni model. Prikaza¢emo neke
njegove znacajne osobine i videti kako se koristi za formiranje prediktivnih vred-
nosti. Pre uvodenja formalnih definicija modela, uvode se jo§ neki bitni pojmovi:

Definicija 25 Vremenska serija {ri}, t = 1,...,T je linearna ako se moZe
prikazati u obliku

o0
e =+ Z Yiar—;,
i=0

gde je p aritmeticka sredina niza {ri}, vo =1, a {a;}, t = 1,...,T predstavlja
niz nezavisnih, jednako raspodeljenih slucajnih promenljivih sa ocekivanjem nula
i dobro definisanom disperzijom, tj. {a:} je beli Sum.

{a:} predstavlja nove informacije u trenutku ¢ koje se nazivaju inovacije ili
Sokovi. Dinamiku u nizu {r;} oderduju koeficijenti ;. Ako je {r;} slabo sta-
cionarna serija, o¢ekivanje i disperzija su

E(r) = p,

o0
D(r) =04 i’
i=0
gde je 0,2 disperzija $uma. Cinjenica da je D(r;) < oo implicira da {1?} mora

da konvergira, odnosno ¥? — 0 kada i — oo. To ustvari zna¢i da uticaj Soka
a:—; na ry opada kako i raste.
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Autoregresivni proces je regresivni proces u kome je zavisna promenljiva
predstavljena ¢lanom vremenske serije u trenutku ¢, dok skup nezavisnih promen-
ljivih ¢ine ¢lanovi iste vremenske serije u trenucima ¢-1, ¢-2, ..., t-p.

Autoregresivni model reda p ili AR(p) definiSe se na slede¢i nacin.

Definicija 26 Proces {r }ier je autoregresivni proces reda p, AR(p), ako se
moZe predstaviti u obliku

Te=¢0 + P17i—1 + Pari—o + ...+ DpTi_p +ay

gde p € Ny predstavlja red modela 1 govori koliko daleko se ide u proslost, a;
je beli sum sa ocekivanjem nula i disperzijom o2, a ¢; su koeficijenti modela
(deterministicke velicine).

Ovo je regresioni model, gde je zavisna promenljiva predstavljena ¢lanom vre-
menske serije u trenutku ¢, a objasSnjavajuée promenljive su ¢lanovi iste vre-
menske serije samo u trenucima ¢-1,. .. ,t-p.

AR(2) proces je prvobitno koristio Jil (G. U. Yule), kako bi opisao fenomen
broja Suncevih pega i ponaSanje matematickog klatna. Iz tog razloga se ponekad
ovaj proces zove Jilov proces. Prvo ¢e biti razmotreni autoregresivni procesi pr-
vog i drugog reda, kao najjednostavniji. Nakon ispitivanja njihovih osobina,
posmatra se op§ti autoregresivni proces konac¢nog reda.

Autoregresivni model prvog reda

Autoregresivni model prvog reda ili AR(1) dat je na sledeci nafin

re=¢0 + P11 + ay

gde je, kao §to je veé receno a; beli um sa ofekivanjem nula i disperzijom o2, a

¢1 autoregresivni koeficijent. Potreban i dovoljan uslov za slabu stacionarnost
AR(1) modela navode se u vidu sledece dve teoreme.

Teorema 5 Neka {r:} prati AR(1) model, tj. r¢=pg + P171—1 + a¢, gde je a;
beli sum i vazi E(ry) =04 D(ry) = 02. Ako je {r;} slabo stacionarna vremenska
serija, onda vazi |¢p1| < 1.

Sto znadi da uticaj prethodnih vrednosti nije velik, kontrolisan je na neki nacin.

Teorema 6 Neka {r;} prati AR(1) model, tj. r¢=¢po + P171—1 + a¢, gde je a;
beli sum i vaZi E(ry) =0 i D(ry) = 02 i pretpostavimo da je E(r;) uniformno
ograniceno za svako t. Tada je {r:} slabo stacionarna vremenska serija ako je
[¢1] < 1.

Ocekivanje AR(1) modela je dato sa

p=E(r) = 1i¢351 :

Disperzija modela AR(1) predstavljena je formulom
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2

O'g = D(?”t) = liizﬁ'

Ono §to mora da vazi da bi ocekivanje modela postojalo je da je ¢ # 1. Oceki-
vanje modela je nula ako i samo ako je ¢g = 0. Disperzija treba da bude
ogranicena i nenegativna, tako da vazi ¢? < 1. Slaba stacionarnost AR(1) mod-
ela implicira da ¢; € (—1,1).

Autokovarijansna i autokorelaciona funkcija kasnjenja ! su date sa

. g1y 405, 1=0
é1v-1, 1 >0

_ 4l
pL= P15

respektivno. Autokorelaciona funkcija kaSnjenja slabo stacionarnog modela
AR(1) eksponencijalno opada sa stopom ¢y .

Autoregresivni model reda 2

Autoregresivni model drugog reda AR(2), dat je slede¢om jednacinom

Te=@0 + P171—1 + P2Ti—2 + ay,

gde je, a; beli sum sa ocekivanjem nula i disperzijom 02, a ¢, i ¢o autoregresivni
koeficijenti.
Ocekivanje modela AR(2) dato je sa

n=Er) = =t

za koje mora da vazi ¢1 + ¢ # 1.
Disperzija AR(2) modela data je sa

2
2 _ _ oat2¢192m1
o” = D(Tt) = 71_¢%_¢§ .

Kako disperzija treba da bude nenegativna i ograni¢ena treba da vazi ¢3 + ¢3 <
1.

Autokovarijansna i autokorelaciona funkcija kasnjenja [ date su slede¢im formu-
lama

_ d171 + P2ave + 0(217 =0,
d1Y-1 + d2vi—2, 1 >0,

pL= Q1p1—1 + Papi—2. (1.4)
Jednacina (|1.4) ukazuje da autokorelaciona funkcija AR(2) modela zado-
voljava diferencnu jednaéinu drugog reda

(1—¢1B — ¢2B?)p, =0,

gde B predstavlja operator unazad (engl. back-shift) za koji vazi Bp; = pj_1.
Navedena diferencna jednacina odredjuje osobine autokorelacione funkcije i pon-
aSanje prediktivnih vrednosti.

Odgovarajucéa polinomna jednacina za datu diferencnu jednacinu je
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1-— ¢1£C - ¢2(E2 = 0.
Resenje ove jednacine dato je sa

T1g = P11/ DT +4¢2

’ —2¢2

Inverzna vrednost reSenja z 2 predstavlja karakteristicne korene AR (2) modela
u oznaci wy 2. Uslov slabe stacionarnosti postaje |wq 2| < 1.

Autoregresivni model reda p

AR(p) model je uopstenje modela AR(1)i AR(2). Sve osobine se izvode
na sli¢an nacin, jedino §to dodatno komplikuje rac¢un jeste vec¢i broj koeficijenata.
Ocekivanje je dato sa

_ _ [
p=E(r) = ===,

Uvodenjem operatora unazad za AR(p) model dobijamo diferencnu jednacinu
reda p

(1—=¢1B—¢2B* — ... — ¢, B?)p; = 0,
Analogno, kao u AR(2) modelu imamo polinomnu jednacinu
1— g1 — ¢ox® — ... — PppaP = 0.
Karakteristi¢ni koreni modela AR(p) su inverzne vrednosti reSenja ove poli-
nomne jednacine i uslov slabe stacionarnosti je |w;| < 1, gde je i € {1,2,...,p}.

1.4.1 Odredivanje reda p

Tako se u radu koriste fiksirane vrednosti za red modela, ukratko ¢e biti
predstavljeno kako se on odreduje u slucaju da se kreée od serije za koju tek
treba da se odredi koji model prati.

Cesto se desava da je korelacija izmedu dve promenljive rezultat njihove
korelisanosti sa tre¢om promenljivom. Iz tih razloga uvodi se parcijalna korela-
ciona funkcija (PACF) koja predstavlja korelaciju izmedu dve promenljive uz
eliminisan uticaj drugih promenljivih iz modela.

AR(1): ry = ¢o1 + p117e—1 + €1
AR(2): 7 = ¢o2 + P127i—1 + PaoTi_2 + €2y

PACF(p):gﬁpp predstavlja dodatni doprinos uklju¢ivanja r;_, na AR(p-1) model.
Ako je ¢,, =~ 0, tada nema puno smisla ukljucivati nove parametre u model.
Vrednosti parcijalnih korelacionih koeficijenata su jednaki nuli za k>p gde je p
red modela.
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1.4.2 Provera adekvatnosti modela

Ukoliko su ocenjeni parametri qAb = ((ﬁp, e <£0) dobijeni na primer metodom
najmanjih kvadrata, model je adekvatan ako dovodi do toga da se reziduali
ponasaju kao beli sum. Odnosno, da se

Ty — Ty = Qg

ponaga kao beli Sum, gde je 7y = (Z)O 4+ o+ (%pft_p. Adekvatnost modela se
ispituje pomodéu Ljung-Box statistike gde se testira nulta hipoteza da ne postoji
autokorelacija medu rezidualima.

1.4.3 Test normalnosti

Test koji se najcesce koristi za ispitivanje normalnosti serije je Jarque-
Bera, cija je test statistika:

~ a2
JB = T(82 4 K30

i ona asimptotski prati x? raspodelu sa dva stepena slobode. Testira se nulta
hipoteza

Hy:JB=0
nasuprot
Hy:JB>0

Ukoliko je vrednost test statistike ve¢a od kvantila y? raspodele sa dva stepena
slobode, ili ukoliko je registrovana p vrednost manja od zadatog nivoa znaca-
jnosti - nulta hipoteza se odbacuje. U suprotnom je prihvatamo. Takode, ovaj
test ispituje da li ranije definisani koeficijenti asimetrije i spljoStenosti odgo-
varaju normalnoj raspodeli. Nulta hipoteza koja se testira je da ovi koefici-
jenti odgovaraju normalnoj raspodeli, odnosno da su koeficijenti asimetrije i
spljostenosti jednaki nula i tri, redom.

1.4.4 Test jediniénih korena

Kako je jedna od osnovnih karakteristika vremenskih serija tendencija
stalnog rasta ili opadanja, formalni postupak za testiranje prisustva i tipa nesta-
cionarnosti u modelima linearnih vremenskih serija ¢ini grupa testova koji se
zovu testovi jedini¢nog korena. Definisan je veéi broj testova jedini¢nog ko-
rena, ali u ovom radu stacionarnost ¢e se ispitivati pomoc¢u Dickey-Fuller testa
jedini¢nih korena (DF).

Radi jednostavnosti, ovaj test ¢e biti opisan samo za AR(1) model

Ty = Q111 + ag

gde je a; beli sum. Na osnovu ranije definisanog back-shift operatora i AR
polinoma, sledi da je AR(1) model slabo stacionaran ako je |¢1| < 1. Ako je
|¢1| > 1 serija r; je nestacionarna i varijansa tezi u beskona¢no kako vreme ide
u beskonacno.
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DF test testira nultu hipotezu Hy : |¢1| = 1 protiv alternativne H; :
|¢1] < 1. Ako se u AR(1) modelu sa obe strane oduzme r;_; dobija se

re =11 = (1 — )11 + ay
odnosno
Ary = (1 — 1)1 + ay

gde je @« = ¢1 — 1 pa nulta i alternativna hipoteza mogu da se zapisu kao
Hy : a = 0 protiv alternativne H; : a < 0. Ako je ¢1 = 1 dobija se da je

A?"t = Q¢

a kako je a; beli sum sledi da je Ar; stacionarna vremenska serija. Na taj
nacin se vremenska serija diferenciranjem svodi na stacionarnu vremensku ser-
iju. Moze se desiti da je nestacionarne vremenske serije potrebno diferencirati
viSe od jednog puta da bi postale stacionarne.

1.4.5 Formiranje prediktivnih vrednosti AR modela

Predvidanje, tj. odredivanje buduéeg toka posmatrane vremenske serije
je jako bitan korak u procesu analize jedne vremenske serije. Pretpostavimo da
se nalazimo u trenutku ¢ i zanima nas vrednost serije u trenutku ¢+1.
Posmatramo AR (p) model

Ty = Qo+ Q1re—1 + Par2 + ...+ PpTi_p +ay

Predikcija za jedan korak unapred, odnosno predvidena vrednost za trenutak
t+1 na osnovu AR(p) modela dobija se na sledeéi nacin

ft(l) = E(T’t+1|]:t) = E((bo + ¢17‘t + ¢27”t_1 + ...+ ¢prt+1—p + at+1|]-"t),

7t(1) = do + @17t + Pare—1 + ..+ Gprir1—p + a, (1.5)
gde je F; poznata istorija do trenutka ¢. U jednacini ([1.5]) koristili smo osobine
uslovnog ocekivanja E(a¢11|Ft) = E(aty1) = 0. Greska predvidanja za jedan
korak unapred je

et(l) =Tt41 — ft(].) = Q¢41-

Ako nam je poznata istorija do trenutka ¢, stvarna vrednost serije u trenutku
t+1 i formirana prediktivna vrednost za taj trenutak razlikuju se samo za vred-
nost Suma u trenutku ¢+1.

Pretpostavimo da se nalazimo u trenutku ¢ i zanima nas vrednost serije u
trenutku ¢+2. Dvokoratna predikcija na osnovu modela AR(p) dobija se na
sledeéi nacin

7‘}(2) = E(Tt+2|.Ft) = E(d)O + ¢17"t+1 + (ZSQT‘t + ...+ qurH_g_p —+ at+2|]-'t),

7(2) = E(rep2|Fe) = ¢o + d17¢(1) + dore + ... + dpTlepo_p. (1.6)

Greska predvidanja za dva koraka unapred je
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er(2) =ripo — 74(2) = Pras1 + aga.

Uopstenje formule za formiranje prediktivnih vrednosti za [ koraka unapred,
ukoliko znamo istoriju do trenutka ¢ prati formulu

p
#i(1) = Blren|Fo) = do + ) dife(l — ),

i=1

i vazi 74(i) = ry44, ako je i < 0. Ovakav nafin predvidanja se naziva dinamicko
predvidanje i zasniva se na odredivanju predikcija za periode nakon prvog pe-
rioda u uzorku, tako §to se koriste prethodne predvidene vrednosti. Nasuprot
dinamickom, je staticki nacin predvidanja, koji se zasniva na odredivanju predik-
cija za periode nakon prvog perioda u uzorku, tako Sto se koriste prethodne
stvarne vrednosti. U slucaju jednokora¢nih predikcija vrednosti dinamickih i
statickih predikcija se poklapaju.

Staticko predvidanje podrazumeva da ako formiramo predikcije za period t+l,
poznata nam je istorija do trenutka t+I[-1. Tako da staticko predvidanje prati
slede¢u formulu

P
Fi(l) = E(reyil Fev1-1) = ¢o + Z pire(t +1—1).

i=1

U svakom koraku, prediktivne vrednosti dobijene statickom metodom ¢e se od
stvarnih razlikovati samo za vrednost Suma u tom koraku.

Staticko predvidanje ¢emo koristiti uvek kada imamo poznate vrednosti za pe-
riod za koji predvidamo. Ta¢nije, to je predvidanje "od danas do sutra". Kod
dinamickog nacina predvidanja greska se poveéava kako se povecava broj peri-
oda za koje trazimo prediktivne vrednosti, jer se koriste vrednosti prethodnih
predikcija, koje se razlikuju od stvarnih vrednosti. Tada dolazi do "gomilanja"
greske. Dinamicki metod se koristi kada na primer treba da se vidi sta ¢e se
desiti sledec¢e godine, na osnovu podataka iz prethodnih nekoliko godina.

1.4.6 Greske predvidanja

Greske predvidanja predstavljaju pokazatelj koliko je model pomocu kog
su formirane predikcije dobar. Sto su greske predvidanja blize nuli, model je
bolji. Kako se model pravi na 80% uzorka, a za preostalih 20% formiramo
prediktivne vrednosti, uporedujuc¢i stvarne i prediktivne vrednosti iz uzorka
dolazi se do gresaka predvidanja.

Neka T predstavlja veli¢inu uzorka, odnosno serije. Period za koji se
prave predikcije oznac¢imo sa T+1,..., T+h, a stvarnu i prediktivnu vrednost
za trenutak ¢ sa r; i 7 respektivno.

Standardna devijacija greske predvidanja (RMSE) je kvadratni koren prosetne
sume kvadrata odstupanja i prati formulu

T+h
RMSE — - Z (Fy — 1¢)2 (1.7)
t=T+1
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Prose¢na apsolutna greska (MAE) predstavlja prose¢nu sumu apsolutnih odstu-
panja i predstavljena je slede¢om jednakoSéu

1 T+h
MAE= 3 > |~ (1.8)
t=T+1

Prose¢no apsolutno procentualno odstupanje (MAPE) prati jednakost

100 & op
MAPE = —— L 1.
. > | - | (1.9)
t=T+1

Nisu sve vrste prethodno navedenih greSaka medusobno uporedive. Prve
dve greske RMSE i MAFE zavise od skale u kojoj su podaci izrazeni. Trebalo bi
da se koriste za uporedivanje prediktivne mod¢i iste vremenske serije kroz razlicite
modele. Preostali pokazatelj je uporediv i za modele ocenjene na razli¢itim
vremenskim serijama. Za MAPE ne postoji gornje ogranicenje i §to je vrednost
bliza nuli, model je bolji.

2 Ocenjivanje parametara

Postoje razni nacini i mehanizmi za ocenjivanje parametara:

e Metoda momenta (distribucija populacije ocenjuje se odgovaraju¢im mo-
mentom uzorka)

e Metoda najmanjih kvadrata (minimizira se kvadrat razlike odstupanja
stvarnih od predvidenih vrednosti)

e Metoda maksimalne verodostojnosti (metoda izbora jedne vrednosti param-
etara modela kao ocene parametara, ali tako da funkcija verodostojnosti
ima §to je moguce vecu vrednost)

e Metoda najboljeg linearnog nepristrasnog ocenjivaca (ocenjivac je linearan
i ima minimalnu varijansu u odnosu na ocenjivace dobijene drugim meto-
dama), itd.

U radu se od prethodno navedenih, izmedu ostalog, koristi i metod na-
jmanjih kvadrata. S obzirom da se sve bazira na simuliranim vremenskim
serijama, red modela ¢e unapred biti odreden, §to znaci da se odmah moze
preéi na ocenjivanje parametara modela. Za pocetak, ocena koeficijenata vrsi
se metodom najmanjih kvadrata. Ova metoda je naj¢esée korisc¢ena jer u slucaju
odsustva autokorelacije i u slu¢aju heteroskedasti¢nosti daje nepristrasne i konzis-
tentne ocene. Nakon $to se ovom metodom dobiju pocetni koeficijenti, na red
dolazi primena druga dva metoda, a to su: Stohasticki gradijentni spust (SGD)
i Gradijentni metod sa rastué¢im uzorkom (IGD).

2.1 Problem najmanjih kvadrata

Sustina problema najmanjih kvadrata je minimiziranje sume kvadrata
odstupanja ocenjene vrednosti od stvarne, ta¢ne. Drugim refima, izmereni
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rezultati nisu egzaktni, veé¢ sadrZze neku gresku; te greske mogu nastati kao
posledice: nesavrSenosti mernih instrumenata, nesavrsenosti uslova eksperime-
nata, ljudskog faktora itd. Ukoliko bi to predstavili graficki, pogodno je da
dobijeni grafik §to manje odstupa od izmerenih rezultata, tj. da predstavlja do-
bru aproksimaciju. Postavlja se pitanje, kako definisati najbolju aproksimaciju.
U praksi se naj¢eS¢e minimizuje zbir kvadrata odstupanja, §to se joS naziva i ls
aproksimacija ili aproksimacija najmanjih kvadrata koja se i koristi u radu.

Za AR(p) model

e = (bo + (bl’l"t,l + ...+ (bp?"tfp + ay (21)

gde su {r;}4=1,. 1 stvarne vrednosti vremenske serije, uslovno ocekivanje koje
se koristi za dobijanje predikcija dato je sa

Te = E(rri—1) = o+ ¢1re—1 + ...+ Gpri—p = ht(?)

Greska u trenutku ¢ data je sa
(he(@) —1¢)?

odnosno, ako se formalizuje izraz funkcije h ¢iji oblik je poznat onda se nalazenje
minimuma svodi na minimum izraza

T

> (hu(d) —10)*

t=p+1

Moze se primetiti da je izraz kvadriran da bi se izbegla negativna vred-
nost, s obzirom da apsolutna vrednost ne moze da se iskoristi jer nije diferenci-
jabilna. Upravo zato je metod najmanjih kvadrata i najkorisceniji.

Dakle, minimizirana funkcija ima sledeéi oblik

. 1
min £(6) = 51 7(6) — yIP. (2.2
hypt1(0) Tp+1
gde je F(¢) = ay = : |. Jednu polovinu uvodimo samo iz
hr () T

racunskih razloga.

U gore navedenoj jednacini b0, b1, - . . ¢, predstavljaju parametre modela
(tezine), koje treba odabrati tako da "udaljenost" h;(¢) i 7, bude minimalna. To
znali da je potrebno odabrati funkciju greske koja govori koliko model funkcija
(sa trenutnim vrednostima parametara) odskace od stvarnih vrednosti y.

U praksi se za optimizaciju modela najcesce koristi gradijentni metod.
To je iterativni metod trazenja minimuma funkcije koji se zasniva na koris¢enju
gradijenta - generalizcije izvoda na veéi broj promenljivih. Gradijent je vektor
C¢iji su elementi parcijalni izvodi funkcije, pa je tako
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gradijent funkcije greSke. U linearnoj regresiji se najéesée kao funkcija greske
koristi prosek kvadrata odstupanja h(¢) od y (engl. Mean Squared Error -
MSE):

1 « )

flo) = o Z(h(¢i) —Yi) (2.3)

mi=
gde je m velitina uzorka, a koji takode moze biti zapisan i u obliku (2.2)). Mini-
mum ove funkcije moguce je pronadi analiticki, $to bi podrazumevalo ra¢unanje
inverznih matrica a to moze biti preskupa operacija kada je broj koriséenih
podataka veliki. Na Slici 2.1] data je ilustracija gradijentnog metoda koji ce
detaljno biti opisan u jednom od narednih poglavlja.

3

p i
() Initial ! __— Gradient

!
]
/
1

Global cost minimum
fmin(¢)

S
>

Slika 2.1: Ilustracija gradijentnog metoda [8]

2.2 Optimizacija

S obzirom da analiza vremenskih serija podrazumeva i re§avanje problema
optimizacije, pre nego §to se uvede pojam gradijentnog metoda bice reci o op-
timizaciji uopSteno. Matematicka optimizacija se bavi metodama pronalazenja
minimuma i maksimuma funkcija. Opsti problem optimizacije je obi¢no oblika:

min f(x)
pri ¢emu se funkcija f naziva funkcija cilja, a skup D dopustivi skup. Tacka iz
dopustivog skupa koja zadovoljava sva ogranicenja, naziva se dopustivo resenje.
Potrebno je medu svim dopustivim reSenjima naé¢i ono za koje je vrednost
funkcije cilja najmanja. Ova formulacija obuhvata i pronalazenje maksimuma,
posto se pronalazenje maksimuma funkcije f moze svesti na pronalaZenje mini-
muma funkcije -f. Zato ¢e u nastavku biti reci iskljuc¢ivo o metodama pronalazenja
minimuma, tj. minimizacije. Problemi optimizacije su uglavnom vrlo zahtevni
i obi¢no se reSavaju numericki, pomocu relevantnih iterativnih postupaka. To
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znaci da se njima generiSe niz aproksimacija - polazeéi od pocetne i generisuci
svaku narednu aproksimaciju koriste¢i prethodnu. Sve to s ciljem da se dobije
niz tacaka koje konvergiraju ka reSenju problema optimizacije.

Problemi optimizacije se mogu podeliti na probleme bez ogranicenja i na
probleme s ograni¢enjima. Opsta formulacija problema bez ogranicenja je

i 24

min f(z) (2.4)

gde je funkcija f : R® — R funkcija cilja. Kako je problem koji je predmet

istrazivanja ovog rada problem optimizacije bez ogranienja, u ovom poglavlju

fokusira¢emo se na probleme tog tipa. U slucaju problema s ogranicenjima,
promenljiva z pripada nekom podskupu od R™.

Pod resavanjem problema podrazumeva se utvrdivanje tacke mini-
muma z* u kojoj funkcija f ima najmanju vrednost na skupu R". Velika vecina
metoda za reSavanje problema minimizacije bez ogranicenja su konstruisani da
konvergiraju u tacke koje zadovoljavaju odredene uslove optimalnosti. Potrebni
i dovoljni uslovi za reSenje problema su veoma vazni ne samo u teorijskom
smislu, nego i u praksi. Kad se pronade tacka koja zadovoljava potrebne uslove,
dovoljni uslovi nam pomazu da vidimo da li je taj kandidat pravi minimizator.
U zavisnosti od reda izvoda, razlikuju se potreban uslov prvog i drugog reda,
dok su dovoljni uslovi drugog reda.[9]

Za glatke funkcije postoje uslovi koji odreduju lokalni minumum. Potre-
ban uslov prvog reda je definisan za neprekidno diferencijabilne funkcije cilja.

Teorema 7 Ako je x* tacka lokalnog minimuma problema sa neprekidno
diferencijabilnom funkcijom f u nekoj okolini tacke x*, tada je <7 f(z*) = 0.

Tacka u kojoj je gradijent funkcije jednak nuli je stacionarna tacka funkcije.
Dakle, potreban uslov da funkcija ima minimum u tacki z* je da je z* njena
stacionarna tacka.

Potreban uslov drugog reda, kao i dovoljan uslov drugog reda, dati su za
dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije.

Teorema 8 Ako je x* tacka lokalnog minimuma problema sa neprekidno
diferencijabilnim gradijentom <7 f u nekoj okolini tacke x*, tada je <7 f(x*) =0
i Hesijan <72 f(z*) je pozitivno semidefinitan.

Teorema 9 Ako je Hesijan <72 f neprekidan u nekoj okolini tacke x*, <7 f (z*) =
0 i /2f(z*) je pozitivno definitan, tada je x* tacka strogog lokalnog minimuma

problema .

Dakle, za tacku koja nema pozitivno semidefinitan Hesijan znamo da
ne moze biti tacka minimuma. Dok za stacionarnu tacku u kojoj je Hesijan
pozitivno definitan znamo da je tacka lokalnog minimuma. Kada je funkcija
cilja konveksna, tada imamo informacije i o globalnom minimumu.

Teorema 10 Ako je funkcija cilja konveksna, tada je njena tacka lokalnog min-
imuma 1 tacka globalnog minimuma.
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Kada je funkcija cilja konveksna i diferencijabilna, tada je svaka stacionarna
tacka ujedno i tacka globalnog minimuma.

Ako je funkcija cilja strogo konveksna, tada je njena tacka globalnog minimuma
jedinstvena.

Metodi resavanja - Linijsko pretraZivanje

S obzirom da su metodi za reSavanje problema optimizacije iterativni,
odabere se pocetna tacka g i generiSe se niz iterativnih tacaka {xj}ren tako
da se naredna tatka odreduje na osnovu prethodne. Niz {z;} treba da bude
generisan tako da teZi ka refenju z* problema (2.4). Stoga se izbor naredne
iterativne tacke vrdi sa ciljem da se dobije manja vrednost funkcije cilja. Tako se
u k-toj iteraciji bira naredna iterativna tacka zy11 za koju vazi da je f(xgy1) <
f(x). To se ¢ini odabirom pravca dy, i duzine koraka «y, s kojima se iz xj, dolazi
u Tpy1, Sto znadi da je

Ti41 = Tk + apdp.

Postoje dva osnovna pristupa odredivanja pravca i duzine koraka: pos-
tupak oblasti poverenja i linijsko pretrazivanje. Mi ¢emo se ukratko osvrnuti
samo na postupak linijskog pretrazivanja.

Postupkom linijskog pretrazivanja se u svakoj iteraciji prvo odredi pravac
pretrazivanja dg, a potom duZina koraka «y, tako da se umanji vrednost funkcije
cilja. Uzimajuéi za pravac pretrazivanja opadajué¢i pravac - pravac dj sa osobi-
nom da je

di 77T f(zx) <0,

obezbeduje se da se duZz pravca dj moZze smanjiti vrednost funkcije f. Neki
metodi koriste proizvoljan opadajuéi pravac pretrazivanja, dok ga drugi konkretno
definisu. Mi ¢emo se u ovom delu vie posvetiti tome kako se vr§i izbor duZine
koraka u linijskom pretrazivanju.

Za izbegavanje dugackih pravaca po kojima dobijamo jako malo sman-
jenje vrednosti funkcije cilja, pri linijskom pretrazivanju zahtevamo da «y zado-
voljava

f(xn + ardy) < fzg) +now 7 f(ar)dy (2.5)

gde je n € (0, 1) konstanta. Ovaj uslov zapravo zahteva da je opadanje vrednosti
funkcije proporcionalno duzini koraka. Primetimo da, kako je dj opadajuci
pravac, vazi

nog 77 f(ak)dy <0

i zbog toga zahtevana nejednakost zapravo pokazuje da trazimo nesto vise od
obi¢nog smanjenja vrednosti funkcije. Ovaj uslov se naziva uslov dovoljnog
opadanja, a poznat je i pod nazivom Armijo uslov.
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2.3 Gradijentni metod

Najjednostavnija i najpoznatija metoda optimizacije prvog reda za difer-
encijabilne funkcije je gradijentni metod (eng. gradient descent). Ako bi se
gradijentni metod pokuSao opisati intuitivno to bi izgledalo ovako: Zamislite
da ste na planini i treba da se spustite do ravne povrSine sa povezom na ocima
bez i¢ije pomodéi. Jedina pomo¢ koju imate je gedzet koji vam govori na kojoj
ste nadmorskoj visini (tj. visini od nivoa mora). Sta bi bio vas pristup? Poceli
biste da se spustate u proizvoljnom pravcu i zatim biste proverili visinu na kojoj
se nalazite. Ukoliko bi gedzet pokazao vecu visinu nego §to je bila prvobitna,
to bi bio znak da ste krenuli u pogresnom pravcu. Promenite pravac i ponovite
proces. Ponavljanjem postupka na opisan nacin, korak po korak uspesno stizete
na odrediste.

Gradijentni metod je najceséi algoritam optimizacije. To je algoritam
optimizacije prvog reda Sto znaci da uzima u obzir samo prvi izvod prilikom
izvodenja tj. aZzuriranja parametara. Ova metoda, kao i veé¢ina metoda opti-
mizacije, zasniva se na postepenom, iterativnom priblizavanju reSenju problema.
Gradijent ukazuje na pravac najbrzeg uspona. Stoga, negativna vrednost gradi-
jenta ukazuje na pravac najbrzeg pada. Osnovna ideja gradijentnog spusta je
da se, polazeéi od neke nasumice odabrane tacke, nizom koraka u pravcu gradi-
jenta dode vrlo blizu reSenju. Ako je polazna tacka x(, svaka naredna se dobija
primenom pravila

Tp1 =2k — ok V f(Tk) (2.6)
Bitno je napomenuti da se pocetne vrednosti parametara unapred pretpostavl-
jaju a zatim se pomocu ove metode pronalaze nove i priblizava se zeljenoj vred-
nosti. «y je pozitivan broj koji predstavlja duzinu koraka, tj. brzinu uéenja (eng.
learning rate) - ona odreduje koliko ée se veliki skokovi niz gradijent praviti. U
vezi sa ovim pristupom, postavlja se viSe pitanja. Prvo je kako se bira duzina
koraka aj, koji se preduzima u pravcu suprotnom gradijentu. Jedan jednostavan

izbor je koris¢enje konstantne vrednosti koraka oy = «, za svako k.
U tom slucaju, izraz (2.6) dobija oblik

Tpr1=2k — a\ f(2k) (2.7)

Gradijentni metod moZe da konvergira sa ovakvom, fiksnom vrednoscu
koraka «. Pretpostavimo da je funkcija cilja dva puta neprekidno diferencija-
bilna i njen gradijent Lipsic neprekidan, tj. za sve x,y € R™ vazi sledece

IV fx) = f)l < Lz -yl (2.8)

Primetimo, pod pretpostavkom da je f € C?(R"), uslov Zapravo
znaci da su maksimalni karakteristi¢ni koreni matrice Hesijana ustvari ograniceni
od gore vrednoséu L. Dakle, moze se dokazati konvergencija konveksnih funkcija.
Konvergencija je osigurana samo ako je veli¢ina koraka dovoljno mala. Stavise,
teorema koja sledi ukazuje da je stopa konvergencije R-sublinearna za f(xy) [9].

Teorema 11 [J] Pretpostavimo da je f € C?(R™) konveksna i da vaZi @)
Tada, ako je o < %, gradijentni metod sa fiksnom vredno$éu koraka zado-
voljava sledeéu nejednakost
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flay) = fla*) < dooetIE

Takode, cesto se oy, bira tako da zadovoljava uslov dovoljnog pada, tj.
Armijo uslov dat formulom (2.5).

Ono §to je sigurno, to je da duzina koraka o mora da bude pazljivo
odabrana. Na Slici[2.3]je ilustrovano kakav uticaj ima prevelika a kakav premala
duzina koraka «.

e Kada je o premalo kretanje je veoma sporo tj. ima veliki broj koraka. U
zavisnosti od oblika funkcije greske, moguce je i zaglavljivanje u lokalnim
minimumima.

e Kada je « preveliko, optimizacija moZze da presko¢i minimum ili ¢ak i da

divergira.
» »H
J(w) J(w)
w w
Large learning rate: Overshooting. Small learning rate: Many iterations

until convergence and trapping in
local minima.

Slika 2.2: Tlustracija uticaja prevelike i premale duZine koraka « [7]

Kako se spust priblizava minimumu, vrednost parcijalnih izvoda se sama
smanjuje tako da automatski dolazi do konvergencije. Vrednost izvoda u min-
imumu je jednaka nuli, tako da se parametri z viSe ne menjaju ako dostignu
optimalne vrednosti. Ukoliko promena vrednosti parametara u jednom koraku
postane manja od neke predefinisane vrednosti, to je znak da se staje sa iteraci-
jama. Praktiéno nikad se ne desava da se dode ba$ u reSenje, tj. da gradijent
bude nula u praksi. Postoji samo asimptotski rezultat, kad k tezi beskona¢nosti
Sto u praksi daje priblizno resenje.

To je ujedno i odgovor na drugo pitanje koje se namece - Kada se staje sa
izracunavanjem? Broj koraka potrebnih za konvergenciju zavisi od konkretnog
zadatka koji se reSava i moze znatno da varira. Ono §to moze predstavljati au-
tomatsku proveru konvergencije jeste provera - da li se greska smanjuje u svakom
koraku. Za dovoljno malo « greska treba da se smanjuje pri svakom koraku.
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Kriterijuma zaustavljanja koji se koriste u praksi ima vise. Najce§¢i su zaustavl-
janje nakon unapred zadatog broja iteracija, nakon §to razlika izmedu susednih
koraka ||zx+1 — x|| postane manja od unapred zadate vrednosti £, nakon $to ra-
zlika izmedu vrednosti funkcije u susednim koracima |f(xg+1) — f(z)| postane
manja od ¢ ili nakon §to ova razlika u odnosu na polaznu vrednost funkcije
|f(zrt1) — f(zr)|/|f(xo)| postane manja od e. Takode, jo§ jedan od dosta ko-
ri¢enih kriterijuma je taj da je norma gradijenta manja od e.

Ako je duZina koraka dobro odabrana, gradijentni metod ¢e uvek kon-
vergirati ka globalnom minimumu. U naSem slucaju, funkcija greske definisana
izrazom je kvadratna, konveksna funkcija, pa je njena tacka lokalnog min-
imuma ujedno i tacka globalnog minimuma.

U sumi, prednosti metode najbrzeg pada su njena jednostavnost i Siroki
uslovi primenljivosti, a mane su spora konvergencija, to $to je izabrani pravac
samo lokalno optimalan, §to dodatno usporava konvergenciju cik-cak kretanjem
i to §to se u mnogim slu¢ajevima za izraCunavanje tog optimalnog pravca trosi
puno vremena. U slucaju kada imamo veliki broj podataka (Big Data prob-
lemi), klasi¢an gradijentni metod moZe da bude veoma skup. Zbog toga se vrse
modifikacije pomenutog metoda i jedna od njih je Stohasti¢ki gradijentni
metod (eng. SGD - Stochastic Gradient Descent).

2.3.1 Stohasticki gradijentni metod

Jedna, u mnogome primenjivana, modifikacija gradijentnog metoda je
stohasticki gradijentni metod (eng. Stochastic Gradient Descent). Sto-
hasticki gradijentni metod se primenjuje u modelima sa velikim koli¢inama po-
dataka. Modifikacija se sastoji u tome da je umesto gradijenta dovoljno koristiti
neki sluéajni vektor ¢ije je ocekivanje kolinearno sa gradijentom i istog je smera.
Ovakva modifikacija ima smisla pre svega kada se funkcija koja se optimizuje
moze predstaviti kao prosek drugih jednostavnijih funkcija:

LN
f(z) = NZ fi(z) (2.9)

Ovo je tipican slucaj gde se minimizuje funkcija greske koja je zbir gregaka
na pojedinanim instancama. U naSem slucaju, pojedina¢ne funkcije f;(z) su
oblika

filz) = §(a"a; —r;)?
gde je z vektor koeficijenata modela oblika (¢, ¢1,- .., ¢,)T kojih ima onoliko
koliki je red modela, a a; = (1,7;_1,...,7—p)7 i 7; su vrednosti ocitane iz

vremenske serije. Tada je pravilo izra¢unavanja novog koraka moguée zameniti
slede¢im pravilom:

Tpy1 = T — o V7 fi(zr) (2.10)

Obic¢no se i bira tako da bude jednako (k mod N) + 1, odnosno tako da se
u svakom koraku koristi naredna funkcija f; dok se ne dodje do poslednje, a onda
se ponovo nastavlja od prve. Ovaj pristup predstavlja jeftinu aproksimaciju
gradijenta. Ipak, ona moZe biti prilicno neprecizna, kao §to se moze videti
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sa Slike 2.3.1] Zbog svoje stohastitke prirode put ka globalnom minimumu
nije direktan kao kod gradijentnog metoda, ali moze i¢i "cik-cak". Stoga se
kao kompromis ¢esto, umesto samo jedne od funkcija f;, koristi prosek nekog
podskupa ovih funkcija (eng. minibatch). Cesto se koristi i varijanta kad se na
sluéajan nacin (pomocu uniformne raspodele) izabere f; (ili podskup funkcija).

Slika 2.3: PonaSanje gradijentnog metoda i stohastickog gradijentnog metoda

1]

Prilikom obrade velikog broja podataka, vreme jedne iteracije gradi-
jentnog metoda, koji u svakoj iteraciji koristi sve podatke, je drasti¢no veée
nego u sluéaju stohastickog gradijenta, koji u svakoj iteraciji koristi samo po
jednu instancu iz skupa podataka.

Sto se tice brzine ucenja, tj. koraka «, za dobijanje duzine koraka u ovom
metodu najcéesce se koristi izraz ay = % gde k predstavlja broj koraka i uzima
vrednosti k=1, 2, ...,N. To je ujedno i jedan od mogucih izbora niza duzina
koraka koji zadovoljava Robins-Monroove uslove

[e.¢] oo
E Qy, = 00, g ai < oo
k=1 k=1

Intuitivno, smisao prvog uslova je da su koraci dovoljno veliki da se moze dostici
reSenje problema. Smisao drugog uslova je da su koraci dovoljno mali da niz
tacaka xj konvergira reSenju, umesto da osciluje.
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U odnosu na gradijentni metod, prednosti stohastickog gradijenta su
mnogostruke. Gradijent, koji ina¢e moze biti skup za izrac¢unavanje, jeftino se
aproksimira. Gradijentni metod (GD) mora da prode kroz ceo skup za obuca-
vanje da bi napravio jedan korak, dok stohasticki (SGD) moZe da krene sa
minimizacijom funkcije gregke na osnovu samo jednog podatka. SGD se ¢esto
priblizi minimumu znatno brze nego grupni. S obzirom da stohasticki gradijent
teorijski konvergira samo u stohastickom smislu, u praksi ¢esto imamo oscilo-
vanje oko reSenja a ne konvergenciju u klasi¢cnom smislu. Kao $to je i prikazano
na Slici 2:3.1] on stigne u okolinu reSenja a to kolika je ta okolina zavisi izmedu
ostalog od nivoa varijanse. Zbog svoje efikasnosti, SGD se uvek preferira kod
velikih skupova podataka jer ovaj metod daje zadovoljavajuée aproksimacije
reSenja sa prihvatljivim troSkovima.

2.3.2 Gradijentni metod sa rastuéim uzorkom

Cesto se u literaturi nailazi na probleme sa matematickim ocekivanjem.
U praksi ponekad nije moguée napraviti analiticki oblik tog ocekivanja pa se
stoga koriste aproksimacije. SAA (engl. Sample Average Approzimation) metod
je veoma rasprostranjen, a njegova osnovna ideja je da se o¢ekivana vrednost
aproksimira uzorackom ocekivanom vrednoséu.

Za dobru aproksimaciju matematickog océekivanja, ¢esto je potreban ve-
liki uzorak. To u mnogim problemima povla¢i za sobom veliki broj izra¢una-
vanja vrednosti funkcije. U problemima u kojima je evaluacija funkcije skupa,
odnosno predstavlja dominantan trosak, direktno regavanje SAA problema de-
terministickim postupcima je skupo, te se stoga koriste metodi sa promenljivom
veli¢inom uzorka, takozvani VSS (engl. Variable Sample Size) metodi. U VSS
metodu se u procesu optimizacije umesto jednog velikog uzorka koriste i uzorci
manje veli¢ine. Globalna ideja VSS metoda je da se ra¢una s malim uzorcima
dok je iterativna tacka daleko od reSenja, a da se koriste veliki uzorci kada se
iterativna tacka priblizi reSenju. Time §to se dopusta raCunanje i s manjim
uzorcima, dolazi se do smanjenja troskova.

Sustina postupka povecavanja uzorka jeste da se reSava niz aproksimacija
s odredenom tacnoSéu i da se naredni problem reSava s uzorkom ¢ija je veli¢ina
veca u odnosu na prethodni. Za pocetnu tacku novog problema uzima se aproksi-
macija iz poslednje iteracije prethodnog problema. Algoritmi inkrementalnog
gradijenta nude jeftine aproksimacije uzorkovanjem podskupa izraza koji se
nalaze pod sumom. Ove metode inicijalno mogu postiéi veliki napredak, ali
¢esto sporo stizu do reSenja. Nasuprot tome, metode punog gradijenta postizu
stabilnu konvergenciju ali je svaka iteracija skupa s obzirom da se ra¢una gradi-
jent od celog skupa podataka.

Jasno je da ako je broj merenja N iz formule (2.9) jako velik ili ako su po-
jedina¢ne f; slozene funkcije, tada izra¢unavanje f(z) i 7 f(x) moze biti skupo.
S obzirom da se u skupu podataka mogu ponavljati ista ili sli¢na merenja, kom-
pletna evaluacija funkcije f(z) ili 7 f(x) moZe biti nepotrebna da bi se napre-
dovalo u reSavanju problema minimizacije funkcije date formulom (2.9). Upravo
to daje motivaciju za uvodenje metode inkrementalnog gradijenta, u kojoj svaka
iteracija procenjuje gradijent u odnosu na sve dostupne podatke do datog mo-
menta.
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Ukoliko bi se u svakom koraku koristila samo jedna instanca, metoda
inkrementalnog gradijenta bi bila N puta brza od metode punog gradijenta, jer
su iteracije nezavisne od N. Dakle, u vremenu koje je potrebno da se napravi
jedna iteracija punog gradijenta, metoda inkrementalnog gradijenta moze postici
N iteracija, §to Gesto rezultira brzim napretkom u pocetku. Medutim, broj it-
eracija potrebnih za postizanje istog nivoa ta¢nosti moZe biti mnogo veéi.[12]
Motivisan hibridnim varijantama algoritma kao iz rada [12], nas inkrementalni
metod ¢e biti u smislu rastuéeg uzorka. S obzirom da stohasticki gradijent ima
samo stohasticku konvergenciju, a klasican gradijent je skup, uzima se nesto
izmedu, a to je bas rastuéi uzorak. U nastavku je predstavljen metod rastuceg
stohastickog gradijenta.

Jo§ jedna od modifikacija gradijentnog metoda je gradijentni metod
sa rastucim wuzorkom. U poredenju sa prethodnom metodom, ovaj metod
je kompleksniji iz razloga §to pri racunanju svake nove iteracije koristi sve
prethodne f; funkcije, tj. uzima sve podatke dostupne do datog momenta.
Za pocetak, predstavlja se formula za izraCunavanje koeficijenata k+1 iteracije

Tpi1 = Tg — Ok V [N, (T) (2.11)

gde je N < Npy1,tj. N je rastuce. Kod metoda sa rastu¢im uzorkom funkcija
fn, (z1) se dobija kao prose¢na vrednost svih prethodnih f; - ova.

1
[ (@) = Fk; fi(z) (2.12)
za k= 0,1,2,... Osnovna razlika je u tome §to stohasticki gradijent u svakoj

iteraciji uzima samo deo uzorka formiran na osnovu novopridoslih podataka,
dok rastuéi, inkrementalni gradijent zahteva racunanje svih gradijenata u novoj
tacki u svakoj iteraciji i formira po pravilu kvalitetniju, ali i skuplju aproksi-
maciju reSenja.

Sto se tice variranja veli¢ine uzorka, ono se javlja u viSe vidova ali ¢emo
se mi u radu fokusirati na kumulativni uzorak. To znaci da svaki put dodajemo
nove podatke na postojeéi uzorak, azuriramo ga i samim tim i povecavamo.
Takode, izbor uzorka moze biti i takav da su oni medusobno nezavisni jedan od
drugog, tj. da imaju prazan presek. [13]
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3 Istrazivanje

U ovom poglavlju ¢ée biti prikazani i analizirani rezultati istrazivanja.
Pored mnogih programskih paketa, za simulaciju i proveru AR modela kori§¢en
je MATLAB koji zahvaljujué¢i nizu ugradenih funkcija dosta olakSava rad.

MATLARB je softverski paket namenjen za reSavanje matematickih prob-
lema, analizu i graficki prikaz podataka. On u sebi integriSe numeri¢ku i ma-
triénu analizu, dok sve probleme reSava numericki. Sam naziv poti¢e od en-
gleskih re¢i MATriz LABoratory ("laboratorija za matrice”), koje oznafavaju
njegova osnovna svojstva, a to su rad sa matricama i primena kod obrade mernih
rezultata u laboratoriji. Pored matematickih, koristi se i za reSavanje mnogih
inzenjerskih i istrazivackih problema.

Osnovu za analizu predstavljale su simulirane serije sa razli¢itim vrednos-
tima disperzije - 62, i reda serije - p. Prilikom formiranja predikcija, svaka od
serija podeljena je u odnosu 80% prema 20%, gde je 80% podataka svake serije
korigéeno za predvidanje preostalih 20% vrednosti. U nastavku ¢ée biti opisano
koliko dobro je fitovan model, tj. kakve su predvidene vrednosti u odnosu na
stvarne. Za pocetak, simulirane serije su formirane tako da prate AR model reda
p, kada p uzima vrednosti 3, 5 i 8 respektivno, za razli¢ite vrednosti 62. Cilj je
da se uporede stvarne i predvidene vrednosti, kada su koeficijenti modela dobi-
jeni metodom stohastickog gradijenta i rastuéeg stohastickog gradijenta. Videce
se koji od ova dva gradijentna metoda daje bolje ocene parametara modela, za
dobijanje §to validnijih predikcija. Kriterijumi koji ¢e se koristiti za ocenu greske
su:

e Standardna devijacija greske predvidanja
e Prosecna apsolutna greska @
e Prosecna relativna greska @)

Pored navedenih, posmatrace se i procenat relativne greske, gde kriter-
ijume predstavljaju proizvoljno definisane vrednosti. Da bi se videlo koliko su
precizno predikcije ispratile stvarne vrednosti, analizirac¢e se koliki deo test pe-
rioda ima relativnu gresku manju od 1, 31 5%.

Prilikom formiranja modela koristi¢e se metod in sample - out of sample,
odnosno podaci se dele tako §to se deo njih koristi za ocenu koeficijenata pojed-
ina¢nih modela, a zatim se pomoc¢u ovih koeficijenata formiraju predikcije i vrsi
evaluacija dobijenih rezultata preostalim delom podataka. In sample metoda
predvidanja ima dve prednosti: uvek imate potrebne podatke, i moZete proveriti
tacnost svoje prognoze uporedujuéi je sa onim §to se zapravo dogodilo.

3.1 Grafi¢ki prikaz i osnovna analiza

Kao sto je ve¢ ranije pomenuto, rad se bazira na simuliranim serijama.
Analiza ¢e se za pocetak vrSiti na tri simulirane serije koje su napravljene tako
da prate AR(3), AR(5) i AR(8) model sa varijansama 02 = 0.1,02 = 1i 02 = 10,
respektivno. To je ono §to ¢e se ispitati za pocetak, dok ¢e se posle ispitati i
kako razli¢ite kombinacije reda p i varijanse uti¢u na kretanje simuliranih serija,
performanse metoda i njihovih predikcija. Na grafiku je prikazano 1000 simuli-
ranih vrednosti za AR(3), AR(5) i AR(8) procese, Ciji su parametri random
izabrane vrednosti izmedu 0 i 1 predstavljeni u tabeli ispod:
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Model  ¢g o1 ¢2 ¢3 04 ¢s o6 o7 ¢s

AR(3) 0.215 0.342 0.283 0.008 - - - - -
AR(5) 0.026 0.109 0.002 0.007 0.617 0.182 - - -
AR(8) 0.435 0.091 0.032 0.127 0.098 0.055 0.213 0.028 0.075

Za procese belog suma {a;} su uzete nezavisne sluc¢ajne promenljive sa
normalnom raspodelom N (0,0.1), N'(0,1) i N'(0,10). Slike i daju
vizuelnu predstavu kretanja ove tri vremenske serije. Modeli koji se koriste u
radu baziraju se na pretpostavkama o stacionarnosti vremenskih serija. Zbog
toga se pre same ocene modela mora ispitati stacionarnost. U praksi, slaba
stacionarnost je neophodna da bi se mogle odrediti predikcije.

Posmatrajuéi graficki prikaz na Slikama i[3:3 uocava se da pro-
cesi imaju testerast izgled i da vrednosti osciluju bez opadajucih ili rastucih
trendova. To ukazuje na stacionarnost, §to se takode moze potvrditi Dickey-
Fuller-ovim (DF) testom jedini¢nih korena, tj. testom stacionarnosti. Dobijena
p-vrednost koriSéenjem ovog testa za sve tri serije je 0.001 §to je manje od 0.05
§to znaci da se na nivou znacajnosti od 5% nulta hipoteza odbacuje pa se za-
kljucuje da su vremenske serije stacionarne. S obzirom da su serije stacionarne,
spremne su za dalji korak a to je ocena parametara, a zatim i formiranje predik-
cija.
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Slika 3.2: Kretanje simulirane serije koja prati AR(5) model, gde je 02 =1
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Slika 3.3: Kretanje simulirane serije koja prati AR(8) model, gde je o2 = 10
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3.2 Osnovne statisticke osobine

U analizi bilo koje vrste podataka pocetni korak podrazumeva ispitivanje
statistickih osobina vremenske serije. Time se bavi deskriptivna statistika, koja
sadrzi metode i procedure za prezentovanje i sumiranje podataka. Njena svrha
je da pomocu dobijenih vrednosti opiSe znacenje podataka koji se nalaze un-
utar vremenske serije. Deskriptivna statistika je obi¢no prvi korak u analizi i
prethodi statistickom zaklju¢ivanju i predvidanju. Osnovne mere koje se koriste
za opisivanje podataka su ocekivanje, standardna devijacija, minimalna i mak-
simalna vrednost kao i koeficijenti spljostenosti i asimetrije. U Tabeli [3.1] su
prikazane vrednosti deskriptivnih statistika samo nekih simuliranih vremenskih
serija, tj. onih koje prate AR(3) model sa varijansom o2 = 0.1, AR(5) model gde
je 02 =11 AR(8) model sa varijansom o2 = 10. Za ostale kombinacije varijansi
i reda modela, poredenje ¢e se vrsiti samo na osnovu gresaka predvidanja.

AR(3) AR(5) AR(8)
Ocekivana vrednost 0.617176 | 0.504789 | 1.858706
Standardna devijacija | 0.371562 | 1.609090 | 3.529850
Min -0.362892 | -4.005162 | -14.445572
Max 1.740125 | 5.236287 | 11.911196
Koeficijent asimetrije | -0.027346 | 0.073963 | -0.105924
Koeficijent ekscesa 2.734708 | 2.777071 | 3.230332
Jarque-Bera test 3.057126 | 2.982490 | 4.080547
p vrednost 0.209792 | 0.216804 | 0.116779

Tabela 3.1: Deskriptivna statistika simuliranih serija: AR(3), 02 = 0.1; AR(5),
02 =1; AR(8), 02 =10

Ocekivane vrednosti simuliranih vremenskih serija koje prate AR(3) i
AR(5) model su oko 0.5 $to je i za ocekivati s obzirom na vrednosti sa grafika.
Za AR(8) seriju ona je najveca i priblizno 2, dok je za AR(5) najmanja.

Standardna devijacija nam govori koliko u proseku elementi skupa odstu-
paju od ocekivane vrednosti tog istog skupa. Standardne devijacije su za prvu
seriju blize nuli, za drugu preko 1.5 dok je za trec¢u veéa vrednost. Najvece
odstupanje od ocekivane vrednosti ima serija koja prati AR(8) model.

Koeficijent asimetri¢nosti nam daje informaciju da li je veéina vred-
nosti u uzorku manja ili ve¢a od ocekivane vrednosti. Ukoliko je koeficijent
asimetri¢nosti manji od nule to znaci da je veéina vrednosti u uzorku manja od
ocekivane vrednosti, i obrnuto. Ako je koeficijent veéi od nule to znaéi da je
veéina vrednosti u uzorku veca od ocekivane vrednosti. U datoj tabeli su za
serije koje prate AR(3) i AR(8) model vrednosti koeficijenta asimetrije manje
od nule, §to znaci da je veé¢ina podataka iz serija manja od njihovih oc¢ekivanih
vrednosti. Za seriju koja prati AR(5) model je obrnuta situacija. Koeficijent je
veéi od nule S$to znaci da je veéina podataka iz serije ve¢a od njene ocekivane
vrednosti.

Koeficijent ekscesa tj. spljoStenosti nam govori koliko je neka raspodela
spljostena u odnosu na normalnu raspodelu. Ako je koeficijent spljoStenosti veci
od tri to znaci da raspodela ima deblje repove §to ukazuje na postojanje aut-
lajera, ako je jednak tri to znaci da je raspodela normalno spljostena i ako je
manji od tri raspodela ima tanje repove. U datoj tabeli vrednosti koeficijenata
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spljostenosti za AR(3) i AR(5) serije su ispod tri, dok je za seriju koja prati
AR(8) model ta vrednost malo iznad 3. Ovo ukazuje na postojanje outlier-a,
§to znaci da postoje vrednosti koje su udaljene od ostalih.

Jarque-Bera (JB) test normalnosti testira da li koeficijenti asimetrije
i spljosStenosti odgovaraju normalnoj raspodeli. Nulta hipoteza koja se te-
stira glasi da podaci imaju koeficijent asimetri¢nosti jednak nuli, a koefici-
jent spljoStenosti jednak tri, odnosno da ovi koeficijenti odgovaraju normalnoj
raspodeli. Na osnovu registrovanih p vrednosti u Tabeli zakljucuje se da se
za sve serije nulte hipozete prihvataju, tj serije prate normalnu raspodelu. Nulta
hipoteza JB testa koja se testira glasi, da podaci prate standardnu normalnu
raspodelu, nasuprot alternativne da podaci nisu normalno raspodeljeni. Ako su
p vrednosti veée od 0.05 nulta hipoteza se prihvata na nivou poverenja od 95%.

Ono $to je jo§ interesantno da se posmatra jeste autokorelaciona povezanost
vrednosti unutar serija koja se moze oc€itati sa slede¢ih grafika:

Sample Autocorrelation Function
T T T T

08 1

Sample Autocorrelation
o =
B (=
T T
1 1

=
%)
T
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Slika 3.4: Autokorelaciona funkcija AR(3) serije

Autokorelacija je matematicka reprezentacija stepena sli¢nosti izmedu
date vremenske serije i njenih prethodnih vrednosti u vise vremenskih inter-
vala. Prilikom izracunavanja autokorelacije mogu se dobiti vrednosti u opsegu
od -1 do 1. Autokorelacija koja ima vrednost 1 predstavlja savrSenu pozitivnu
korelaciju, dok vrednost -1 ukazuje na savrSeno negativnu korelaciju. Vidimo
da vrednosti koeficijenata kod serije koja prati AR(3) model opadaju §to se
viSe ide u proslost. Nakon Cetvrtog koraka, korelaciona zavisnost opada i ko-
eficijenti nisu statisticki znacajni. Kod serija koje prate AR(5) i AR(8) model,
situacija je drugacija. Tu imamo vrednosti koje ukazuju na znacajniju korela-
cionu povezanost. Vrednovanje korelacije se moze odrediti korisSéenjem Ljung -
Box testa kod koga se za nultu hipotezu koristi pretpostavka da nema autoko-
relacije, naspram alternativne da ona postoji. Vrednost test statistike dobija se
ranije predstavljenom formulom

U Tabeli ispod, date su autokorelacione funkcije za serije koje prate
AR(3), AR(5) i AR(8) modele, redom. One samo potvrduju stanje sa grafika.
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Sample Autocorrelation Function
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Sample Autocorrelation

Slika 3.5: Autokorelaciona funkcija AR(5) serije

AR(3) | ACF  t  hip
Lagl | 0.449 8207 1
Lag4 | 0.177 2852 1
Lag5 | 0.118 1.879 0
Lag 10 | 0.030 04751 0

AR(5) | ACF  t  hip
Lag 1 | 0.506 9.239
Lag4 | 0.763 11.910
Lag5 | 0.569 7.8475
Lag 10 | 0.349  3.979

—

AR(8) ‘ ACF t hip
Lag1 | 0.212 3.877
Lag4 | 0.225 3.902
Lag 5 | 0.212 3.634
Lag 10 | 0.171 2.743

—

U prvoj koloni je predstavljeno koliko koraka se ide unazad, tj. koliko daleko
se gleda u proslost. Druga kolona daje vrednosti za ACF na osnovu formule
(L3), tj. pi za svako [, treca kolona predstavlja vrednost test statistike t-ratio
koji smo rac¢unali na osnovu formule , a poslednja kolona govori da ako se
hipoteza H, odbacuje onda piSemo jedan, u suprotnom ako se Hy prihvata onda
piSemo nula. U datim matricama kao i na graficima, uocava se da §to se vise
ide u proslost vrednosti autokorelacije se smanjuju. Pa se tako za prvu, AR(3)
seriju, za vise od Cetiri koraka unazad korelacija gubi, dok za preostale dve serije
ona postoji sve do 20 koraka unazad iako njene vrednosti nisu visoke.
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Slika 3.6: Autokorelaciona funkcija AR(8) serije

3.3 Ocena parametara modela metodom stohastickog gradi-
jenta (SGD) i gradijenta sa rastué¢im uzorkom (IGD)

Za ocenu parametara modela koristic¢e se dve konceptualno razlicite, pret-
hodno spomenute varijante gradijentnog metoda:
1. Stohasticki gradijentni metod i 2. Gradijentni metod sa rastuéim uzorkom.
S obzirom da se ova dva metoda porede u slucéaju kad imamo rekalibraciju,
parametri modela se iznova ocenjuju sa dotokom novih podataka kako bi se
dobile §to bolje predikcije. Za ocenjivanje parametara modela nece se koristiti
cela vremenska serija nego samo prvih 80% podataka, §to je u ovom slucaju
prvih 800 vrednosti vremenske serije. Pocetno zr, gde T predstavlja veli¢inu
uzorka, dobija se primenom metode najmanjih kvadrata na prethodnih 80% po-
dataka. Na osnovu njega, dobija se naredni vektor koeficijenata, x4 1 od kog
kre¢u dalje iteracije. Dakle, pocetna tacka za raC¢unanje novih koeficijenata je
x7 koje ¢e biti isto za pojedinacne vremenske serije u oba metoda. Zatim ce se
sa dobijenim koeficijentima praviti predikcije, koje se kasnije porede sa stvarnim
vrednostima.

AR(3)

Krenuéemo sa vremenskom serijom koja prati AR(8) model. Za poCetak
¢e se oceniti parametri modela uz pomo¢ klasiénog pristupa, odnosno koristiée
se metod najmanjih kvadrata. Dakle, ocenjeni su parametri AR(3) modela koji
je dat formulom:

Te=¢0 + P17i—1 + QT2 + P3ri_3 + ay

U Tabeli prikazani su koeficijenti ocenjeni metodom najmanjih kvadrata
i njihove standardne greske, §to je uobicajena tehnika kod klasiénog pristupa
ocene parametara.

Posmatrajuci poslednju kolonu ove tabele uocava se da su svi koeficijenti
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Parametar | Ocena Standardna greska | Test statistika
oo 0.248819 | 0.034937 7.121851
1 0.323329 | 0.035498 9.108137
o2 0.291568 | 0.034940 8.344735
o3 -0.018927 | 0.02590 0.730696

Tabela 3.2: Ocena parametara AR(3) modela sa normalnom N (0,0.1) raspode-
lom

osim ¢3 statisticki znacajni. Prema tome, nas§ model se moze opisati formulom:
74 =0.248819 + 0.3233297r;_1 + 0.291568r;_2 + a;

Sada, kada je poznata poCetna tacka prelazi se na rac¢unanje novih koefi-
cijenata, za pocetak metodom stohastickog gradijenta.

1. Stohasticki gradijentni metod

Da bi se dobili koeficijenti AR(3) modela SGD metodom, tj. metodom
Stohastickog gradijenta primenjuje se njegov opsti oblik dat formulom (2.10)

TT41 = 2T — QT \/ fz(IT)

Funkcija f; u ovom metodu predstavlja na neki nacin novi podatak. Kao
§to je navedeno u poglavlju to je kvadratna funkcija oblika

filx) = 5(zTa; —r;)?

gde je z vektor koeficijenata modela oblika (¢, ¢1,...,¢,)7 kojih ima ono-
liko koliki je red modela (u ovom slucaju tri, plus slobodan ¢lan ¢g), a a; =
(Lriz1,... ,ri_p)T i r; su vrednosti o€itane iz vremenske serije. SuStina je u
tome da kad imamo z7 (gde je T u naSem slucaju prvih 800 podataka) naprav-
imo predikciju, a zatim na kraju dana saznamo novi podatak koji postaje novi
¢lan uzorka. Na taj nacin se iz iteracije u iteraciju f; azurira, pa samim tim i
koeficijenti metoda zajedno sa njom.

S obzirom da je xggp trenutak od kog se krece sa ra¢unanjem, novi koefi-
cijent u trenutku 7+1 kada T uzima vrednost, 7' = 800 bice

Tg01 = X800 — 1 Y fs01(2s00)

gde je = vektor koeficijenata modela oblika (¢q, 1, d2, ¢3)T . Koeficijenti metoda
stohastickog gradijenta aj se kao §to smo ranije naveli, u naSem slu¢aju racunaju
po formuli oy, = % Tako sve do T+k momenta, kada k£ uzima vrednosti k£ =
1, ..., 200. Najbitnije je da se vrednosti koeficijenata aZuriraju iz iteracije u

iteraciju, pa se tako na kraju stize i do poslednje iteracije za x1900

L1000 = T999 — 200 V f1000($999)

Vrednosti prvih nekoliko vektora koeficijenata, dobijenih opisanim iteraci-
jama su:
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zg01 = [0.141931 0.266438 0.297845 —0.040401],
zg02 = [0.139158 0.265625 0.296369 —0.040237],

1000 = [0.283727  0.292395 0.284343 —0.012296]

Kasnije ¢e biti i graficki predstavljene vrednosti koeficijenata da bi se videlo
njihovo kretanje tokom vremena, kao i da bi se uporedilo sa vrednostima dobi-
jenim primenom drugog metoda ¢iji je postupak opisan u nastavku.

2. Gradijentni metod sa rastuéim uzorkom

Primenom drugog metoda za ocenu parametara, datog formulom ([2.11)
u poglavlju [2.3.2]

Tr41 = a7 — Gr vV fyg(Tr),

vrednost koeficijenata z7y1 u trenutku 77 = 800 ima malo drugaciji oblik u
odnosu na prvi metod ocene parametara

T301 = 800 — G800 V fNgor (€800)

Osnovna razlika je u na¢inu racunanja duzine koraka « i gradijenta funkcije
fi(x). Prvi metod je nesto jednostavniji, jer za dobijanje duZzine koraka a uz-
ima samo vrednost razlomka aj = % i gradijent funkcije se ra¢una samo u
jednoj tacki. Dok je drugi metod zahtevniji, jer je potrebno da se rac¢unaju svi
gradijenti u novoj tacki u svakoj iteraciji. Po uzoru na formulu iz dela o
inkrementalnom metodu, sada samo uvodimo parametar T i vodimo rac¢una da
nam broja¢ krene od i = 2 zbog AR modela

| Tk
I (@) = mz fi(z),
i=2

a pojedinac¢ne funkcije f; su istog oblika kao u prethodnom metodu, tj. f;(z) =

#(x#Ta; — r;)?. Za dobijanje duzine koraka & koriscena je sledeca formula

1

ak:m7

gde je
1
Ly=— li,

a [; maksimalan karakteristi¢ni koren hesijana funkcije fi, tj. l; = Amaxz (V2 fi(2)).
Dakle, za dobijanje duzine koraka « potrebno je izra¢unati Hesijan funkcije
fi(x) a za gradijent koristiti sve prethodne vrednosti niza, pomnoZene vred-
nosc¢u novodobijenog koeficijenta.

Po uslovu iz Teoreme za fiksnu duzinu koraka «, vazi da je a < %
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pri ¢emu je L Lipsicova konstanta za gradijent. U naSem sluc¢aju, mi svaki dan
imamo neki novi uzorak koji u tom trenutku predstavlja sve podatke kojima
raspolazemo. To znaci da svaki dan imamo novi pun gradijent. Jedan od uslova
za konvergenciju je da je duZina koraka manja od %, pri ¢emu je L kao §to
smo ve¢ rekli - Lipsicova konstanta za gradijent. S obzirom da mi svaki dan
imamo novi pun gradijent, onda se osim njega azurira i duzina koraka &. Danas
nam je duzina koraka aj = i pri ¢emu L, predstavlja LipSicovu konstantu za
ceo uzorak koji imamo. Sutradan dobijamo novi podatak §to znaci da se cela
funkcija menja, a samim tim menja se i gradijent. Takode azuriramo i duzinu
koraka tj. uzimamo novu ocenu za LipSicovu konstantu. Motiv za izbor bas
ovakve duzine koraka je upravo iz teoreme o fiksnom «, gde je uslov da je ono
manje od % a nas izbor ay = i ga zadovoljava.

Ostalo je jos samo da napomenemo kako rac¢unamo LipSicovu konstantu
za gradijent. Ve¢ smo rekli da je ona maksimalan karakteristi¢ni koren hesijana
funkcije f;. S obzirom da je nasa funkcija f; kvadratna i "lepog" oblika, znamo
da izratunamo maksimalan karakteristi¢ni koren hesijana. Za dobijanje 72 f;(x)
koristimo izraz 72 f;(r) = a;a;T gde su a; = (1,7_1,. .. ,rt,p)T podaci ocitani
iz naSe vremenske serije.

Radi poredenja sa metodom stohastickog gradijenta, nave§¢emo nekoliko
prvih iteracija koeficijenata

m8012[0.248793 0.323315 0.291569 —0.018932],
m802:[0.248743 0.323297 0.291559 —0.018930],

1000 = [0.254574 0.335715 0.278388 —0.026889]

da bi bilo lakSe uo¢iti razlike u vrednostima.

Za kraj primene ova dva metoda na seriju koja prati AR(8) model, jo$
jednom ¢emo se osvrnuti na to §ta tacno predstavlja funkcija f;. Kao §to je
prethodno navedeno, suStina postupka povecavanja uzorka je da se reSava niz
aproksimacija s odredenom tacnoS¢u i da se svaki naredni problem reSava s
uzorkom ¢ija je veli¢ina veéa u odnosu na prethodni. Upravo tako je i for-
mulisana funkcija koja se dobija kao prose¢na vrednost svih prethodnih f; - ova.
Sam f; racuna se na isti nacin kao kod stohastickog gradijenta, dakle imamo
xp pomocu kog se prave predikcije, na kraju dana dobijemo novi podatak ¢ijim
dodavanjem se formira novi uzorak. Osnovna razlika je §to inkrementalni gradi-
jent uzima sve raspolozive podatke do i-tog momenta, dok stohasticki gradijent
uzima samo deo uzorka, odnosno racuna gradijent samo u jednoj tacki.

Graficki, algoritmi za dobijanje novih koeficijenata i nacin na koji se racu-
naju predikcije bi se najlakse predstavili na sledeéi nacin, Slika [3.7] gde se lako
vidi da koeficijenti modela iz vektora xz1 dobijeni metodom najmanjih kvadrata
sluze za dobijanje predikcija 7741 u narednom koraku, ¢ija se vrednost na kraju
poredi sa stvarnom rp ;. Postupak se dalje ponavlja onoliko puta koliko koraka
se ide unapred. U naSem slucaju to jeza kK =1,2,...,200.
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Slika 3.7: Skica algoritma za dobijanje predikcija pomoéu novih koeficijenata

Nakon §to se ocene parametri modela, prelazi se na formiranje predikcija.

3.4 Formiranje prediktivnih vrednosti AR(3) modela

Kada se znaju koeficijenti modela, i to kako on izgleda u svakoj iteraciji
mozZe se preéi na predikcije za narednih k£ koraka unapred kad £ uzima vrednosti
k=1,...,200. Kao §to je ve¢ navedeno u nekom od prethodnih poglavlja, kao
pristup se koristi podela vremenske serije na dva perioda. Uglavnom se deli
tako da prvi period sadrzi 80% a drugi period preostalih 20% podataka. Prvi
potperiod serije koristi se za ocenu modela, dok se drugi potperiod naziva test
period i za taj period se formiraju predikcije.

Vremenska serija koja prati AR(3) model, deli se na dva potperioda. S
obzirom da je veli¢ina serije T' = 1000, prvi potperiod koji sadrzi 80% podataka
je ustvari prvih 800 vrednosti date serije. Test period sadrzi preostale podatke,
tj. poslednjih 200 vrednosti vremenske serije koju posmatramo. Pomocéu SGD
i IGD metoda ocenjeni su parametri modela na osnovu podataka iz prvog pot-
perioda vremenske serije. Nakon toga, formirane su predikcije za test period.

Za pocetak, predstavljene su predikcije vremenske serije kod koje su
parametri modela ocenjeni SGD metodom. Na Slici [3.8|graficki su predstavljene
stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene statickom metodom. Na prvom
grafiku, plavom bojom predstavljene su stvarne vrednosti serije, dok su crvenom
bojom oznacene prediktivne vrednosti AR(3) modela dobijene pomocu koefici-
jenata stohastickog gradijenta. Sa grafika se vidi da prediktivne vrednosti prate
kretanje serije ali da odstupanje od stvarnih svakako postoji.

Drugi metod ocene parametara modela - IGD, dao je sli¢ne rezultate.
Na grafiku desno, predstavljene su stvarne i prediktivne vrednosti serije do-
bijene opet statickom metodom. Plavom bojom su isto kao u prethodnom
primeru, predstavljene stvarne vrednosti serije, dok su zelenom bojom oznacene
prediktivne vrednosti AR(3) modela dobijene pomocu koeficijenata rastuceg sto-
hastickog gradijenta. Na poslednjem grafiku Slike [3.8] predstavljene su predik-
cije dobijene pomo¢u oba metoda za ocenu parametara zajedno sa stvarnim
vrednostima serije.

Na sva tri grafika, x-osa je vremenska osa i na njoj su predstavljeni mo-
menti koji se mogu posmatrati kao sati ili dani za koje su formirane predikcije a
y-osa predstavlja vrednosti vremenske serije. Uocava se da predvidene vrednosti
ne osciluju mnogo i priblizno su jednake za oba metoda. One se za prvi metod
kre¢u u intervalu od 0.1634 do 1.2162, dok se za metod rastuéeg stohastickog
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Slika 3.8: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(3) model
sa varijansom 0.1

gradijenta (IGD) kreé¢u od 0.1433 do 1.2213.

Da bi se izveli neki precizniji zakljucci o validnosti predikcija nije dovoljan
samo graficki prikaz, nego je potrebno da se izracunaju i greske predvidanja. U
Tabeli nalaze se greske predvidanja za oba kriterijuma. Standardna devi-
jacija gregke predvidanja (RMSE) date formulom i prose¢na suma apso-
lutne greske (MAE) date formulom trebaju da budu blisko nuli, §to je ovde
i slu¢aj za oba metoda. Prose¢no apsolutno procentualno odstupanje (MAPE)
od stvarnih vrednosti serije, ra¢una se pomoc¢u formule i za seriju koja prati
AR(3) model iznosi 73.37% za prvi metod, odnosno 80.51% za drugi metod. To
je pokazatelj da iako predikcije nisu ba§ dobre, bolje su prediktivne vrednosti
izracunate pomocu koeficijenata dobijenih metodom stohastickog gradijenta.

SG IG
RMSE | 0.317379 | 0.324089
MAE 0.248022 | 0.255593
MAPE | 73.37077 | 80.50851

Tabela 3.3: Gregke predvidanja AR(3) modela sa varijansom o2 = 0.1
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Kako bi se bolje sagledale razlike izmedu stvarnih i prediktivnih vred-
nosti u Tabeli [3.4] predstavljen je procenat predikcija sa apsolutnom relativnom
greskom manjom od 1%, 3% i 5%.

Relativna greska | SG IG
< 1% 1.5% 1%
< 3% 7% 6%
< 5% 11.5% | 9%

Tabela 3.4: Procenat predikcija ¢ije su relativne greSske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 3 sa varijansom o2 = 0.1

Iz tabele se vidi da samo 7% predikcija iz prvog modela, odnosno 6%
predikcija iz drugog modela imaju apsolutno relativno odstupanje manje od
3%, dok 11.5% odnosno 9% predikcija ima gresku manju od 5% &§to potvrduje
prethodnu analizu, da su predikcije sa koeficijentima SGD metoda bolje ispratile
stvarne vrednosti iako su ovi procenti dosta niski.

AR(5)

Sledeca serija je ona koja prati AR(5) model, sa varijansom o2 = 1. Sest
parametara modela koji predstavljaju pocetnu tacku za oba metoda ocene su

0.032253
0.094698
[-0.021318
800 = | ().026679
0.634975
0.177822

Dobijeni su kao i u prethodnoj seriji, metodom najmanjih kvadrata i to su
ponovo zajednicki koeficijenti za oba metoda ocene parametara. U Tabeli 3.5
prikazane su pored koeficijenata njihove standardne greske, §to je uobic¢ajena
tehnika kod klasi¢nog pristupa ocene parametara.

Parametar | Ocena Standardna greska | Test statistika
oo 0.032253 | 0.042860 0.752527
01 0.094698 | 0.033529 2.824359
D2 -0.021318 | 0.03351 0.636150
o3 0.026679 | 0.033524 0.795816
D4 0.634975 | 0.042857 14.81601
o5 0.177822 | 0.045947 3.870164

Tabela 3.5: Ocena parametara AR(5) modela sa normalnom N (0,1) raspode-
lom

Posmatrajuéi poslednju kolonu ove tabele uocava se da su koeficijenti ¢q,
¢4 1 ¢5 statisticki znacajni dok preostala tri nisu. Prema tome, na§ model se
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moze opisati formulom:
7¢=0.0946987r;_1 + 0.634975r;_4 + 0.177822ry_5 + a;

Ostali koeficijenti su za oba metoda, i metod Stohastickog gradijentnog
spusta i za Gradijentni metod sa rastuéim uzorkom dobijeni primenom formula
i (2.11), respektivno. U nastavku ¢e se videti do kakvih predvidenih
vrednosti ti koeficijenti vode.

3.5 Formiranje prediktivnih vrednosti AR(5) modela

Kao i u prethodnom primeru i ovde se koristi najjednostavniji nacin da
se predvide buduée vrednosti AR(5) serije, odnosno buduée vrednosti simuli-
rane serije koja prati AR(5) model ¢e se predvidati samo u odnosu na njene
prethodne vrednosti. Metodologija formiranja predikcija je ista kao i u prethod-
nom primeru sa AR(3) serijom. Dakle, serija se ponovo deli na dva potperioda.
Prvi potperiod sadrzi 80% podataka i sluzi za ocenu modela, dok drugi potpe-
riod ¢ini preostalih 20% i on predstavlja test period tj. za taj period se formiraju
predikcije. Simulirana vremenska serija koja prati AR(5) model je iste veliGine
kao i AR(3) serija, tj. T = 1000. Pomoéu SGD i IGD metoda ocenjeni su
parametri modela na osnovu podataka iz prvog potperioda, $to znaci da se
moze preci na formiranje predikcija.

Na prvom grafiku Slike prikazane su predikcije vremenske serije kada
su njeni parametri ocenjeni metodom Stohastickog gradijentuog spusta (SGD).
Plava boja predstavlja stvarne vrednosti simulirane serije, dok crvena boja pred-
stavlja prediktivne vrednosti modela. Primecuje se da su prediktivne vrednosti
dosta visoke i u pocetku beleze velike skokove. To je do toga §to su vrednosti
gradijenta velike, a isto tako i korak a je na pocetku najveéi pa vrednosti koefici-
jenata dosta variraju. Tek ne§to kasnije pri veéim vrednostima k, o se smanjuje
medutim, vrednosti koeficijenata ostaju visoke.

Primenom drugog metoda za ocenu parametara, dobijene su dosta dru-
gacije vrednosti koje vode ka prediktivnim vrednostima, prikazanim na desnom
grafiku Slike Na tom grafiku se jasno vidi da su predvidene vrednosti
bolje ispratile stvarne nego §to je to sluc¢aj kod prvog metoda. Takode, koefici-
jenti modela dobijeni IGD metodom su mnogo manji nego oni ocenjeni prvom
metodom. Iz koraka u korak, nema nekih velikih razlika medju njima tj. men-
jaju se dosta sporije. Kako bi predstavili koja je razlika u pitanju, mogu se
uporediti vrednosti koeficijenata u istim iteracijama. Tako je recimo za k = 4
vrednost koeficijenata dobijenih SGD metodom

Tgoa = [117.879 241.765 336.259 175.328 360.442 230.436}
a metodom rastuceg stohastickog gradijenta, IGD
T804 = [0.032299 0.094663 —0.021267 0.026703 0.634978 0.177851].

Stoga je i jasno iz kog razloga se prediktivne vrednosti toliko razlikuju
medusobno. Kako bi se bolje sagledale razlike, opet se oslanjamo na greske
predvidanja kako bi se izveli precizniji zakljucci. U Tabeli[3.6] vidi se da je pros-
efno apsolutno procentualno odstupanje (MAPE) od stvarnih vrednosti
manje kod drugog metoda i iznosi oko 55%. Kod predikcija izra¢unatih pomocu
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Slika 3.9: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(5) model

sa varijansom 1

koeficijenata dobijenih metodom stohastickog gradijenta vrednost odstupanja je
jako velika iz razloga §to su predvidene vrednosti mnogostruko vec¢e od stvarnih.
Standardna devijacija greske predvidanja (RMSE) i prose¢na suma apso-
lutne greske (MAE) trebaju da budu blisko nuli, §to je jedino zadovoljeno
kod predikcija izracunatih pomocu koeficijenata rastuéeg stohastickog gradi-

jenta.

SG IG
RMSE | 6.6786e+05 | 0.940480
MAE 1.5730e+05 | 0.712573
MAPE | 1.0484e+07 | 55.17253

Tabela 3.6: Gregke predvidanja AR(5) modela sa varijansom o2 = 1

Dakle, veé je jasno da ée procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje
od zadatih granica u Tabeli [3.7] biti nula za predikcije dobijene koeficijentima
SGD metoda. Vrednosti za predikcije dobijene koeficijentima IGD metoda su
nesto bolje ali takode niske kao i u slucaju serije koja prati AR(3) model. Bez
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Relativna greska | SG | IG
< 1% 0% | 2%
< 3% 0% | 3.5%
< 5% 0% | 6.5%

Tabela 3.7: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica

obzira na niske vrednosti iz druge kolone Tabele ti rezultati samo potvrduju
prethodnu analizu. Predikcije sa koeficijentima IGD metoda na primeru serije
koja prati AR(5) model, su bolje ispratile stvarne vrednosti. To je drugaciji za-
kljuak nego kod AR(3) serije, gde su predikcije sa koeficijentima SGD metoda
bolje ispratile stvarne vrednosti.

AR(8)

Nakon analize serija koje prate AR(8) 1 AR(5) model, preostaje jos anal-
iza vremenske serije koja prati AR(8) model, sa varijansom o2 = 10. Isto se
kreée od klasi¢ne ocene parametara metodom najmanjih kvadrata, koji daje
vektor koeficijenata

[0.5274]
0.0768
0.0734
0.1187
800 — 0.0869 | .
0.0466
0.2065
0.0515
0.0607 |

Dobijeni koeficijenti su zajednicki za oba metoda i predstavljaju polaznu tacku
za iterativne postupke date formulama i . Pre nego predemo na
predikcije, osvrnu¢emo se na standardne greske i test statistike ovih param-
etara, kao §to je to bio slucaj u prethodne dve serije.

U Tabeli 3.8 na osnovu rezultata test statistike iz poslednje kolone, vidi se
da su svi koeficijenti osim ¢5, ¢7 i ¢g statistic¢ki znacajni.

Prema tome, model se moze opisati formulom
r4=0.527 + 0.0767r;_1 + 0.073r,_2 + 0.118r;_3 + 0.0867:_4 + 0.2067;_¢ + a;

Koeficijenti u narednim iteracijama dobijaju se primenom veé¢ pomenutih for-
mula, tako da se u nastavku bavimo predikcijama ove vremenske serije.
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Parametar | Ocena Standardna greska | Test statistika
oo 0.527439 | 0.036783 14.338902

01 0.076755 | 0.036837 2.083632

D2 0.073427 | 0.036327 2.021255

o3 0.118651 | 0.036564 3.244947

D4 0.086896 | 0.036547 2.377671

o5 0.046648 | 0.036265 1.286325

o6 0.206494 | 0.036732 5.621602

o7 0.051465 | 0.036653 1.404113

o3 0.060742 | 0.160587 0.378250

Tabela 3.8: Ocena parametara AR(8) modela sa normalnom A (0,10) raspode-
lom

3.6 Formiranje prediktivnih vrednosti AR (8) modela

Prateéi potpuno iste korake kao sa prethodne dve simulirane serije, ponovo
se vremenska serija deli na dva potperioda i odreduju predikcije za test period.
Na prvom grafiku Slike prikazane su predikcije vremenske serije kada su
njeni parametri ocenjeni SGD metodom. Ono §to se odmah uocava to je da su
predvidene vrednosti za test period visoke, s tim da se najvec¢i skokovi deSavaju
u prvoj polovini pomenutog perioda. Ako se pogledaju koeficijenti dobijeni pr-
vom metodom, veé u trecoj i Cetvrtoj iteraciji oni imaju jako niske tj. visoke
vrednosti. Recimo, za k = 3 vektor koeficijenata je

—398.610
259.6230
961.9726
—2.6224e + 03
803 — —812.772
1.1064e + 03
—815.472
—671.782
—47.232

pa je stoga i vrednost predikcije u toj kao i u ostalim tackama visoka. Medutim,
u istoj iteraciji, k = 3, vrednost koeficijenata dobijenih IGD metodom je

[0.527361]
0.076342
0.073133
0.118881

Trgo3 — 0.086832
0.046494
0.206476
0.051484

0.060880 |

§to je pribliznije nekim realnim vrednostima, pa se stoga ocekuju i validnije
predikcije.

Kao §to se pokazalo za prethodne dve simulirane serije, tako i u ovoj,
drugi metod ocene parametara (IGD) daje predvidene vrednosti blize oceki-
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Slika 3.10: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(8) model
sa varijansom 10

vanoj. Deskriptivna, statistika prikazana u Tabeli[3.1] pokazuje da je ta vrednost
za AR(8) seriju oko 1.85. To se u nekim tackama sa drugog grafika Slike
poklapa, medutim postoje popriléna odstupanja.

U Tabeli nalaze se greske predvidanja modela. Standardna devijacija
greske predvidanja (RMSE) i prose¢na suma apsolutne greske (MAE) (1.8)
trebaju da budu blisko nuli, §to ovde i nije slu¢aj. Vrednosti u prvoj koloni, kod
SGD metoda su jako velike dok su kod IGD metoda male, ali opet iznad nule.
Prose¢no apsolutno procentualno odstupanje (MAPE) od stvarnih vred-
nosti je 44% za predikcije dobijene pomocu koeficijenata izra¢unatih metodom
rastucéeg stohastickog gradijenta. Za predikcije dobijene koriS¢enjem parametara
izracunatih prvom metodom, metodom stohastickog gradijenta, ta vrednost je
mnogo vec¢a. Odstupanje je toliko da se predikcije i ne mogu smatrati validnim.

Kako bi se bolje sagledale razlike izmedu stvarnih i prediktivnih vred-
nosti, u Tabeli[3.10]predstavljen je procenat predikcija sa apsolutnom relativnom
greskom manjom od 1%, 3% i 5%. Iz tabele se vidi da samo 1% predikcija dobi-
jenih koeficijentima IGD metode ima apsolutno relativno odstupanje manje od
3%, dok kod predikcija sa SGD metodom takvih vrednosti uop$te nema. Sli¢na
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SG IG
RMSE | 7.1267e+21 | 3.155492
MAE 2.1681e+21 | 2.562015
MAPE | 7.7259e+22 | 44.7043

Tabela 3.9: Gregke predvidanja AR(8) modela sa varijansom o2 = 10

a =

je situacija i kod apsolutnog relativnog odstupanja od 5%. Samo 2% predik-
cija dobijenih drugom metodom ima odstupanje manje od 5%, dok je kod prve
metode ta vrednost opet 0% kao i kod serije koja prati AR(5) model.

Relativna greska | SG | IG
< 1% 0% | 0%
< 3% 0% | 1%
< 5% 0% | 2%

Tabela 3.10: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 8 sa varijansom o2 = 10

Predikcije sa koeficijentima IGD metoda na primeru serije koja prati
AR(8) model su bolje ispratile stvarne vrednosti. To je isti zaklju€ak kao kod
vremenske serije koja prati AR(5) model. Medutim, taj procenat odstupanja
od stvarnih vrednosti iako je manji nego kod predikcija dobijenih koeficijentima
SGD metoda, je dosta visok kod obe serije. Jedino su se kod AR(3) mod-
ela bolje pokazale predikcije sa koeficijentima dobijenim metodom stohastickog
gradijentnog spusta.

3.7 Komparativna analiza rezultata predikcija

Kako bi se bolje sagledale varijacije koeficijenata i predikcije dobijene po-
mocu njih, u nastavku je predstavljena analiza kretanja koeficijenata za AR(3)
seriju sa varijansom o2 = 0.1, AR(5) sa varijansom o2 = 1 i AR(8) gde je
02 = 10. Nakon toga prelazimo na ispitivanje razli¢itih varijansi na ve¢ pomenu-
tim modelima i na to kako razli¢ite kombinacije reda p i varijanse utic¢u na kre-
tanje simuliranih serija, performanse metoda i njihovih predikcija.

Na Slici[3.11]je predstavljeno kretanje ocenjenih koeficijenata AR(3) mod-
ela pomoc¢u dva razli¢ita metoda - metod stohastickog gradijenta i metod ras-
tuéeg stohastickog gradijenta. S obzirom da se prilikom ra¢unanja dobija ma-
trica koeficijenata, gde prva kolona predstavlja koeficijent ¢y za k =1, ..., 200,
druga kolona ¢1, i tako sve do ¢, za isti broj koraka £k, na graficima je ustvari
predstavljeno poredenje po kolonama dve razli¢ite matrice koje predstavljaju
dva metoda ocene parametara. Kao §to je naznaceno u legendi, plavom bojom
je predstavljeno kretanje koeficijenata dobijenih SGD metodom, crvenom bojom
su predstavljeni oni dobijeni metodom rastuceg stohastickog gradijenta (IGD),
dok su zelenom bojom predstavljene pocetne vrednosti koeficijenata koje smo
dobili metodom slu¢ajnog izbora.
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Slika 3.11: Poredenje koeficijenata dva metoda za ocenu parametara kod simuli-
rane serije koja prati AR(3) model

Ono §to se prvo uocava to je da kod koeficijenata dobijenih metodom
rastuceg stohastickog gradijenta nema velikih skokova kao kod onih dobijenih
prvom metodom. Iz koraka u korak koeficijenti se azuriraju, ali sa malim prom-
enama u vrednostima. Tako je vrednost za ¢y oko 0.25, za ¢, ona se kreée od
0.32 do 0.33 i sli¢no za ¢o oko 0.28. Samo ¢3 ima negativnu vrednost, koja se
kreé¢e malo ispod nule za svih k£ = 1,...,200 perioda.

Kod serije koja prati AR(5) model, situacija je sli¢na §to se ti¢e metoda za
ocenu parametara. Ponovo se visoke vrednosti i veliki skokovi deSavaju prilikom
ocene parametara metodom stohastickog gradijenta, i to na samom pocetku, dok
su one dobijene IGD metodom dosta nize i sa manjim oscilacijama tokom svih
k=1,...,200 perioda.

Bez obzira §to su oscilacije u vrednostima koeficijenata u obe vremenske
serije sli¢ne (kod SGD metoda su vrednosti veée dok kod IGD osciluju oko iste)
rezultati o predikcijama se razlikuju. Kao $to smo spomenuli u prethodnom
poglavlju, kod AR(3) serije su stvarne vrednosti bolje isprac¢ene predikcijama
dobijenim pomocu koeficijenata SGD metoda dok je kod serije koja prati AR(5)
model suprotna situacija. Stvarne vrednosti su bolje isprac¢ene predikcijama do-
bijenim pomocu koeficijenata rastuceg stohasti¢kog gradijenta. Ako bismo i
koeficijente AR(8) modela predstavili graficki, dobili bismo sli¢an rezultat kao
u AR(5) seriji.
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Slika 3.12: Poredenje dva metoda za ocenu parametara kod simulirane serije
koja prati AR(5) model

Sve ovo sa koeficijentima je analizirano za prve tri serije, odnosno za simuliranu
seriju koja prati AR(3) model sa varijansom o2 = 0.1, seriju AR(5) sa varijan-
som 02 = 1i AR(8) sa varijansom o2 = 10. Da bismo dobili jo§ bolju analizu,
zanimljivo bi bilo ispitati razli¢ite varijanse na prethodnim modelima.

Dakle, potrebno je da izvedemo zaklju¢ak o tome kako razli¢ite kombi-
nacije reda p i varijanse uti¢u na kretanje simuliranih serija, performansi metoda
i njihovih predikcija. Ovde se ne¢emo baviti detaljnom analizom statistickih os-
obina, veé¢ samo ispitati ono §to je neophodno da bi uopste imalo smisla traziti
predikcije - a to je stacionarnost. Na slikama koje slede, lako se uocava da sve
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serije imaju testerast izgled i da vrednosti osciluju bez rastuéih ili opadajucih
trendova. To ukazuje na stacionarnost, §to je i dodatno potvrdeno Dickey-
Fuller-ovim (DF) testom jedini¢nih korena, ali ne¢emo navoditi p-vrednosti za
svaku seriju ponaosob. S obzirom da je slaba stacionarnost prisutna, moze se
krenuti sa daljom analizom.

Za pocetak ce biti predstavljene varijacije na AR(3) modelu. Analizi kad
serija prati AR model, reda p = 3 sa varijansom 0.1, bi¢e pridruZena analiza
sa varijansama o2 = 1 i 02 = 10. Kako se povecanje varijanse odrazilo na
izracunavanje predikcija graficki je predstavljeno na Slikama i
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Slika 3.13: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(3) model
sa varijansom 1

Kao §to je i naznaceno u legendi, plava boja predstavlja stvarne vrednosti,
crvena prediktivne vrednosti dobijene koeficijentima SGD metoda, dok zelena
boja predstavlja predikcije dobijene koeficijentima IGD metoda. Ako se ponovo
osvrnemo na rezultat koji je dala serija sa varijansom 0.1, uocava se da je sada
rezultat drugadiji. Ovog puta, stvarne vrednosti su bolje isprac¢ene predikcijama
dobijenim uz pomo¢ koeficijenata IGD metoda. Kod predikcija dobijenih SGD
metodom sada su primetni skokovi, §to nije bio slu¢aj kod serije sa varijansom
0.1. Ponovo se oslanjamo i na greske predvidanja, koje su predstavljene u Tabeli
Standardna devijacija greske predvidanja (RMSE) 1 prosecna apso-
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lutna greska (MAE) trebaju da budu blizu nule, §to ovde i jeste slucaj
kod metode rastuceg stohastic¢kog gradijenta. Prose¢no apsolutno procentualno
odstupanje (MAPE) od stvarnih vrednosti je 9.48% kod predikcija do-
bijenih isto pomocu koeficijenata rastuceg stohastickog gradijenta. To je dosta
dobar rezultat, dok su predikcije dobijene koriséenjem parametara prvog metoda
mnogo veée od stvarnih, pa se one ne mogu smatrati validnim.

SG IG

RMSE | 2.4820e+47 | 0.942081
MAE 5.9255e+46 | 0.745764
MAPE | 5.9785e+47 | 9.480557

Tabela 3.11: Gregke predvidanja AR(3) modela sa varijansom o2 = 1

Kako bi se bolje sagledala valjanost dobijenih predikcija, u Tabeli
prikazani su procenti predikcija koji su imali apsolutnu relativnu gresku manju
od 1%, 3% i 5%. S obzirom na grafik, moglo se i pretpostaviti da ¢e vrednosti kod
prvog metoda biti nula, dok se metod rastuéeg stohastickog gradijenta pokazao
najbolje do sad. Cak 33.5% predikcija dobijenih ovom metodom ima apsolutno
relativno odstupanje manje od 5%. Sto znadi da je treé¢ina stvarnih vrednosti
test perioda vremenske serije dobro isprac¢ena predikcijama.

Relativna greska | SG | IG

< 1% 0% | 6.5%
< 3% 0% | 20.5%
< 5% 0% | 33.5%

Tabela 3.12: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 3 sa varijansom o2 = 1

Prateci iste korake, analizira se i poslednja u nizu serija AR(3) modela
¢ija je varijansa o2 = 10. Na Slici je predstavljeno kretanje stvarnih i
prediktivnih vrednsti, prvo sa pojedina¢nim predikcijama da bi se lakSe uocile
razlike, a onda sve tri vrednosti zajedno.

Tako se moze naslutiti rezultat koji je metod bolji, greske predvidanja
date u Tabeli ¢e dati precizne brojke za poredenje sa drugim vremenskim
serijama. Prosefna apsolutna greska (MAE) kod predikcija dobijenih po-
mocu koeficijenata IGD metoda je 2.63, $to znadi da se u proseku stvarna od
prediktivne vrednosti razlikuje za 2.63, §to je dosta malo odstupanje. Pros-
e¢no apsolutno procentualno odstupanje (MAPE) od stvarnih vrednosti je
priblizno 52%.

SG 1G

RMSE | 3.08360e+12 | 3.244902
MAE 8.8650e+11 | 2.629424
MAPE | 4.0349¢+13 | 52.12005

Tabela 3.13: Gregke predvidanja AR(3) modela sa varijansom o2 = 10

U Tabeli B.14] su i za ovu vremensku seriju prikazani procenti predik-
cija koji imaju apsolutnu relativnu gresku manju od 1%, 3% i 5%. U slucaju
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Slika 3.14: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(3) model
sa varijansom 10

ove vremenske serije te vrednosti su jako male, iako odstupanja nisu velika
kod predikcija dobijenih pomocu koeficijenata IGD metoda §to je prikazano u
prethodnoj tabeli. Razlog tome je §to, bez obzira §to ta odstupanja nemaju
velike vrednosti ona ipak postoje u delu vremenske serije koji se koristi kao test
period.

Relativna greska | SG | IG
< 1% 0% | 0%
< 3% 0% | 1%
< 5% 0% | 2%

Tabela 3.14: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 3 sa varijansom o2 = 10

U nastavku se po istom principu prelazi na analizu vremenske serije koja
prati AR model reda p = 5. Gledajuéi graficki prikaz serije koja prati AR(5)
model sa varijansom o2 = 0.1, vidi se da po prvi put kombinacija reda i var-
ijanse jedne sunuhrane serije rezultlra predikcijama koje su iako dobijene ra-
zli¢itim metodama, sli¢no ispratile kretanje stvarnih vrednosti. Reklo bi se da
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su najpreciznije do sad, ali ra¢unski deo ¢e pomoc¢i da se vidi da li je to zaista
tako.

—— stame
—— predikiivne SGD
prediktivne IGD

Slika 3.15: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(5) model
sa varijansom 0.1

Na osnovu Tabele vidi se da su vrednosti u obe kolone sli¢ne, tj.
da predikcije dobijene pomocu koeficijenata oba metoda deluju podjednako do-
bro. Koeficijenti stohastickog gradijenta dali su za nijansu preciznije predik-
cije. Svega 13.2% iznosi apsolutno procentualno odstupanje (MAPE) od
stvarnih vrednosti.

SG IG

RMSE | 0.330729 | 0.337792
MAE 0.264885 | 0.274188
MAPE | 13.212817 | 13.873350

Tabela 3.15: Gregke predvidanja AR(5) modela sa varijansom o2 = 0.1

U Tabeli predstavljen je procenat predikcija sa apsolutnom rela-
tivnom greskom manjom od 1%, 3% i 5%. Rezultati potvrduju brojke iz
prethodne tabele. Procenti se, poredeéi oba metoda, malo razlikuju i kao §to
je ve¢ navedeno metod stohastickog gradijenta je dao bolje predikcije. Iako se
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na grafiku ¢inilo da su ovo mozda najbolji rezultati do sad, odstupanja su iako
mala, prisutna u velikoj meri.

Relativna greska | SG 1G
< 1% 1.5% | 0.5%
< 3% 2% 1%
< 5% 5% 4%

Tabela 3.16: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 5 sa varijansom o2 = 0.1

Kako bi analiza za vremensku seriju koja prati AR(5) model bila kom-
pletna, preostaje jo§ da se vidi kako se ponaSaju predikcije kada je varijansa
najveca, odnosno o2 = 10. Na Slici predstavljene su stvarne i prediktivne
vrednosti dobijene pomoc¢u oba gradijentna metoda.

0 20 ) 60 80 10 120 140 160 180 200

Slika 3.16: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(5) model
sa varijansom 10

Sem grafickog prikaza odredene su i vrednosti greSaka predvidanja, prikazane
u Tabeli koje ¢e kao i do sad pomoci da se prediktivne vrednosti bolje
izanaliziraju. Podsec¢anja radi, vrednost MAPE (|1.9) izraZzava se u procentima
i u ovom slucaju govori da je prose¢no relativno odstupanje od stvarnih vred-
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nosti 27.03% kod predikcija dobijenih koeficijentima IGD metoda. Vrednosti
standardnog i apsolutnog odstupanja od stvarnih vrednosti nisu bliska nuli ali
su niska kod drugog metoda, dok su za prvi metod sve vrednosti jako velike.

SG 1G

RMSE | oo 3.225143
MAE 2.9966e+213 | 2.584442
MAPE | 1.3448e+214 | 27.02902

Tabela 3.17: Greske predvidanja AR(5) modela sa varijansom o2 = 10

Kada su u pitanju procenti predikcija koji imaju apsolutnu relativnu gresku
manju od 1%, 3% i 5%, Tabela daje jasan prikaz. Predikcije dobijene
pomocu koeficijenata stohastickog gradijenta nisu ispratile stvarne vrednosti
uopste, dok su predikcije sa koeficijentima iz stohastickog gradijenta sa rastuéim
uzorkom u nekoj meri ispratile stvarne vrednosti. Skoro petina vrednosti iz test
perioda koji se posmatra ima relativnu gresku manju od 5%.

Relativna greska | SG | IG

< 1% 0% | 2%

< 3% 0% | 10%
< 5% 0% | 18.5%

Tabela 3.18: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 5 sa varijansom o2 = 10

Za kraj je preostala da se analizira jo§ serija koja prati AR(8) model,
sa varijansama o2 = 0.1 i 02 = 1. Kao i kod veéine modela do sad, na Slici
se vidi da su i ovde parametri ocenjeni gradijentnom metodom sa rastuéim
uzorkom dali bolje predikcije nego oni iz stohastickog gradijenta.

Detaljna analiza u Tabeli [3.19] govori da su standardna devijacija greske
predvidanja (RMSE) i vrednost apsolutnih odstupanja (MAE) bliske
nuli za IGD metod. Vrednost (MAPE) govori da je relativno odstupanje
od stvarnih vrednosti prose¢no za 9.87%.

SG IG

RMSE | 3.4765e+15 | 0.326132
MAE 9.5033e+14 | 0.255162
MAPE | 3.8154e+16 | 9.871197

Tabela 3.19: Gregke predvidanja AR(8) modela sa varijansom o2 = 0.1

Iz Tabele se vidi da ¢ak 33% predikcija dobijenih koeficijentima IGD
metoda ima apsolutno relativno odstupanje manje od 5%, dok 20.5% ima odstu-
panje manje od 3% od stvarne vrednosti. Sli¢na situacija kod relativne gregke
manje od 5% bila je kod vremenske serije koja prati AR(5) model ali sa vari-
jansom o2 = 1, gde je isto 33% prediktivnih vrednosti imalo manju relativnu
gresku od navedene.

Pre sumiranja svih rezultata i donoSenja zakljuc¢aka ostalo je jos da se
osvrnemo na simuliranu seriju koja prati AR(8) model, sa varijansom o2 = 1
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Slika 3.17: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(8) model
sa varijansom 0.1

Relativna greska | SG | IG

< 1% 0% | 6.5%
< 3% 0% | 20.5%
< 5% 0% | 33%

Tabela 3.20: Procenat predikcija ¢ije su relativne greSke manje od zadatih
granica za seriju reda p = 8 sa varijansom o2 = 0.1

- Slika Ono §to se odmah uocava, to je da vrednosti predikcija dobijenih
SGD metodom nisu mnogostruko veée od stvarnih.

U Tabeli vrednost MAPE izrazena u procentima govori da
je kod oba metoda prosec¢no relativno odstupanje od stvarnih vrednosti dosta
veliko. Kod predikcija dobijenih koeficijentima IGD metoda ta vrednost je veéa
nego kod onih dobijenih SGD metodom. Dok je pak vrednost preostala dva
pokazatelja manja kod predikcija dobijenih koeficijentima SGD metoda.

Procenti predikcija koje imaju apsolutno relativno odstupanje manje od
zadatih granica prikazano je u Tabeli :22] Na osnovu ovoga reklo bi se da
su prediktivne vrednosti dobijene koeficijentima IGD metoda za nijansu bolje
ispratile stvarne, ali je taj procenat svakako mali. S obzirom na veli¢inu test
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Slika 3.18: Stvarne i prediktivne vrednosti serije dobijene metodom obi¢nog i
rastuceg stohastickog gradijenta kod simulirane serije koja prati AR(8) model

sa varijansom 1

SG IG
RMSE | 17.866242 1.0023300
MAE 5.3021950 0.7874282
MAPE | 2.6523e+02 | 6.0809e-+02

Tabela 3.21: Greske predvidanja AR(8) modela sa varijansom o2 = 1

perioda za koji se prave predikcije, samo za 15 prediktivnih vrednosti (od 200)
je relativna gregka manja od 5%.

Relativna greska | SG 1G

< 1% 1.5% | 0.5%
< 3% 2% 4.5%
< 5% 3% 7.5%

Tabela 3.22: Procenat predikcija ¢ije su relativne greske manje od zadatih
granica za seriju reda p = 8 sa varijansom o2 = 1
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3.8 Graficki prikaz relativne greske i analiza

Ukoliko bi posmatrali nesto jednostavnije kao kriterijum kada se dode do
zakljucivanja koji je model bolje ispratio stvarne vrednosti, to bi bila relativna
greska. Razmotrice se kakve su stvarne u odnosu na prediktivne vrednosti kod
svih predstavljenih serija, pocevsi od simulirane serije reda p = 3.

Na Slici graficki su predstavljene greske predikcija za oba metoda
ocene parametara, pa je tako plavom bojom predstavljen metod stohastickog
gradijenta, a zelenom metod rastuceg stohastickog gradijenta. Vrednosti vari-
janse su s leva na desno - 02 = 0.1, 62 = 1 i 02 = 10 u kombinaciji sa redom

p=3.
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Slika 3.19: Relativne greske kod simulirane serije koja prati AR(3) model, gde
je 02 =0.1, 02 = 1, 02 = 10 respektivno; SGD vs. IGD

Ono §to se odmah uocava to je da su greSke odstupanja najmanje za ser-
iju sa najmanjom varijansom. Primecuje se i da se na prvom grafiku vrednosti
za oba metoda medusobno prate, nema drasti¢nih razlika. Uzimajuéi u obzir
i prethodnu analizu sa greskama predvidanja, ovo je samo potvrda da je SGD
metod dao bolje predikcije u ovom slu¢aju. Na drugom i treéem grafiku se
vidi jasna razlika ova dva metoda. Parametri dobijeni SGD metodom vode ka
predikcijama koje dosta odstupaju od stvarnih vrednosti. One su mnogostruko
veée. Stoga se u ovom slucaju, za ocenu parametara, bolje pokazao gradijentni
metod sa rastué¢im uzorkom.

Kod simulirane serije koja prati AR(5) model, vidi se da je najidealnija
situacija kada varijansa ima najmanju vrednost, Slika [3:20] To su ujedno i
najpreciznije predikcije od svih posmatranih, §to je ve¢ predstavljeno Slikom
Ono §to se ovde mozda jasnije vidi kad je u pitanju serija reda p = 5 sa
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varijansom o2 = 0.1, to je da kod predikcija sa IGD metodom ima manji broj
skokova ali su oni veci. Sli¢no kao i kod AR(3) serije, i ovde se sa povecanjem
varijanse povecavaju i greske predvidanja. Parametri dobijeni SGD metodom
vode ka predikcijama koje u mnogome odstupaju od stvarnih vrednosti. Toliko
da se one i ne bi mogle uzeti kao validne.
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Slika 3.20: Relativne greske kod simulirane serije koja prati AR(5) model, gde
je 02 =0.1, 02 = 1, 02 = 10 respektivno; SGD vs. IGD

Kada se dode do serije sa najveéim redom, $to je u naSem slucaju p = 8 -
situacija se malo razlikuje. Na Slici[3.21]se vidi da su relativne greske predikcija
najmanje u slu¢aju kad je varijansa o2 = 1, dok su za preostale dve vrednosti
one jako velike kod SGD metoda.
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Slika 3.21: Relativne greske kod simulirane serije koja prati AR(8) model, gde
je 02 =0.1, 02 = 1, 02 = 10 respektivno; SGD vs. IGD

Posmatrajuéi u globalu, nakon ove analize moze se zakljuciti da je metod
rastuceg stohastickog gradijenta dao parametre koji su doveli do boljih predikcija

u svim kombinacijama vrednosti reda p i varijanse o2.
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4 Zakljucak

Analizom vremenskih serija donosilac odluke dobija informacije o kre-
tanju pojave, kao i moguénost predvidanja uz odredenu gresku. Na bazi do-
bijenih informacija o kretanju pojedinih statistickih parametara donosi se na-
jpouzdanija odluka. Analiza vremenskih serija po pravilu obuhvata i regavanje
problema optimizacije. Razli¢iti metodi optimizacije daju razli¢ite rezultate po
pitanju kvaliteta aproksimacije resSenja.

Osnovni cilj istrazivanja je bilo uporedivanje ocene parametara dobi-
jenih kori§éenjem dve konceptualno razli¢ite varijante gradijentnog metoda: sto-
hasticki i inkrementalni. Istrazivanje je sprovedeno na simuliranim podacima uz
pomo¢ softverskog paketa MATLAB. Posmatrano je ukupno devet vremenskih
serija koje prate autoregresivni model, razli¢itog reda i varijanse u cilju uporedi-
vanja koji od dva gradijentna metoda daje bolje ocene parametara modela, i
kako promene reda i varijanse uti¢u na performanse metoda i njihovih predik-
cija. Za prve tri serije je uradena kompletna statisticka analiza, deskriptivna
statistika, ocena parametara metodom najmanjih kvadrata, predikcije i ocena
parametara pomoc¢u metode stohastickog gradijenta i gradijenta sa rastuéim
uzorkom. Kasnije se analiza preostalih serija sve viSe bazira na analizi samih
gresaka predikcija.

Posmatrajuéi sve simulirane serije i njihove predikcije, stohasticki gradi-
jent sa rastuéim uzorkom je formirao kvalitetniju aproksimaciju resenja. Samim
tim §to je njegova aproksimacija kvalitetnija, ona je i skuplja. On uzima sve
raspolozive podatke i racuna pun gradijent, dok metod obi¢nog stohastickog
gradijenta koristi deo uzorka, formiranog na osnovu novopridoglih podataka.
Na osnovu sprovedenog istrazivanja, posmatrajuéi serije i njihove kombinacije
reda i varijanse, dosli smo do zakljucka da metod stohastickog gradijenta radi
bolje samo kad su varijansa i red modela jako mali. Ukoliko je varijansa velika,
ili imamo veliki red modela a malu varijansu - model eksplodira.

To za koji model se treba odluciti diktira i veli¢ina uzorka i koja je frekven-
cija kojom stizu novi podaci. U naSem slu¢aju podaci pristizu na dnevnom
nivou, ali ako bi to bilo na primer svake sekunde, onda metod rastuéeg sto-
hasti¢kog gradijenta ne bi bilo moguée koristiti jer bi trebalo mnogo vremena
da bi se izra¢unao pun gradijent. U tom slucaju kad je frekvencija dotoka novih
informacija velika, stohasticki gradijentni metod bi sigurno bio bolja opcija.

Predlog za naredno istrazivanje bi bio da se napravi varijanta metoda koji
nije ni stohasti¢ki ni inkrementalni, nego minibatch koji sam definige veli¢inu
uzorka u svakoj iteraciji.
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end, we will conclude how different combinations of AR model’s order p and
variance, influence quality of predictions.
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