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1 Uvod

A good portfolio is more than a long
list of good stocks and bonds. It is a
balanced whole, providing the
investor with protections and
opportunities with respect to a wide

range of contingencies.

Harry Markowitz

Konstrukcija optimalnog portfolija je problem koji je zbog neizvesnosti trzista cesto
analiziran, kako sa prakti¢ne strane investitora tako i sa nau¢ne strane u teoriji port-
folija. Pronaci idealan portfolio koji minimizira rizik, a maksimizira prinos investicije
je Cesto izazovno. Neizvesnost kretanja trziSta nam garantuje da ne postoji portfolio
koji ne nosi nikakav rizik. Svakodnevni napredak tehnologije je omoguéio ra¢unarima
visokih performansi da aktivno uéestvuju na trzistu. Algoritamske stategije koje kori-
ste predeterminisana pravila kako i kada ulagati u pojedine aktive sve su popularnije
medu investitorima, ali one, kao i svaki ucesnik na trzistu ne mogu konstantno i
konzistentno da ostvaruju pozitivan prinos. Kako je optimizacija samih odluka unutar
strategija veoma tezak zadatak, alternativno mozemo da posmatramo kombinovani
portfolio viSe strategija i njega optimizujemo u nadi da ¢e odabrana kombinacija
strategija izvuéi najbolje iz svake pojedinacne.

Tema ovog rada je konstrukcija portfolija koji su reSenje problema optimizacije portfo-
lija strategija za trgovanje. Za potrebe optimizacije, predstavi¢emo alternativne mere
rizika koje su izvedene iz pokazatelja performansi Drawdown i Drawup. Drawdown i
Drawup kao pokazatelji konstantnih promena prinosa ka gore ili ka dole predstavljaju
potencijalno dobar indikator koli¢ine rizika koju strategije nose sa sobom i indikator
zajednickih tendencija kretanja prinosa izmedu dve strategije trgovanja. Karakte-
ristike ovih portfolija su zatim uporedene sa optimalnim portfoliom koji je reSenje
Markowitz-ovog modela minimiziranja varijanse strategija trgovanja gde je varijansa
racunata na tradicionalan nacin i portfolija koji je reSenje problema minimizacije

mere rizika Value-at-risk (VaR) na istom skupu strategija trgovanja. Cilj ovog rada je



da da uvid u to, da li se prinosi pojedinac¢nih strategija trgovanja mogu optimizovati u
jedan portfolio i da li mere rizika definisane na alternativan nacin mogu da pomognu
pri kona¢nom odabiru strategija trgovanja i optimizaciji portfolija u celini.

Bitno je naglasiti, da su podaci na kojima se primenjuje numericka optimizacija
realni i predstavljaju kretanje prinosa 24 strategije trgovanja u periodu nesto duzem
od godinu dana. Zahvaljujem se dr Natasi Kreji¢ na formulaciji problema, savetima i

velikoj pomodéi pri pisanju ovog rada.



1.1 Osnovni pojmovi

U ovom delu definisa¢emo pojmove koji su nam potrebni za dalju analizu podataka

i optimizaciju portfolija [1].

Definicija 1. (o-algebra) Neka je Q0 skup svih moguéih ishoda (skup elementar-
nih dogadaja) nekog eksperimenta. o-algebra (o-polje) nad skupom Q je podskup F

partitivnog skupa P (Q1) ukoliko vaze sledeci uslovi:
1. Qe F
2. Ae F= A € F, gde je A® komplement skupa A
3. {Aitien = U A e F.

Definicija 2. (Borelova o-algebra) Najmanja o-algebra koja sadrzi sve otvorene

podskupove skupa realnih brojeva se naziva Borelova o-algebra i oznacava se sa B(R).

Definicija 3. Prostor verovatnoce Neka je Q) skup elementarnih dogadaja i F o-polje
nad Q. Funkcija P : F — [0,1] se zove verovatnoca na prostoru (Q,F) ako zadovoljava

sledece uslove:
1. PQ2) =1

2. {Aitien CF, AiNA; =0,i#7, 1,5 = 1,2, ... vaZi

P(Y_A) =) P(A)
=1 =1

Uredena trojka (U, F,P) se naziva prostor verovatnoca

Definicija 4. (Slucajna promenljiva) Preslikavanje X: 8 — R je sluéajna promenljiva
nad prostorom verovatnoca (Q,F,P) ako X~1(S)€ F za svako S € B(R).

Definicija 5. (Diskretna slucajna promenljiva) Slucajna promenljiva X je diskretna
ako postoji prebrojiv skup razlicitih vrednosti Rx = {x1,x2,...} takav da je P{X €
Rxe} = 0, gde je Rxe komplementarni skup od Rx. Verovatnoéu dogadaja {X = x;}

oznacavamo sa p(z;) :

p(x;)) = Plw e QX (w) =2} = P{X =uz;},i=1,2,...

Skup vrednosti diskretne slucajne promenljive {x1,x2,...} i odgovarajuce verovat-

noce P(x;) ¢ine zakon raspodele slucajne promenljive X.



Definicija 6. (Funkcija raspodele) Funkcija Fx(x) : R — [0, 1] definisana sa Fx () =

P{w € Q| X (w) < x}, naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Definicija 7. (Ocekivanje) Za slucajnu promenljivu X diskretnog tipa sa raspodelom
verovatnoca p(zy), k =1,2,... za koju vazi Y, |xk|p(xr) < oo ocekivanje slucajne

promenljive se oznacava sa E(X) i definise kao

B(X)=>_ ap(zy)
=1

Definicija 8. (Momenat)
Momenat reda r, r = 1,2, ... slucajne promenljive X, u,, definisemo kao p, =

E(X7"), odnosno za diskretnu slucajnu promenljivu momenat reda v, r = 1,2,...:

o
pr = Y wip(wr)
k=1

Definicija 9. (Centralni momenat)
Centralni momenat reda r, u oznaci m, v = 1,2,... slucagne promenljive X, (i,
definisemo kao p, = E((X — E(X))"), odnosno za diskretnu slucajnu promenljivu

centralnt momenat reda v, r =1,2,...:

[e.9]

my =Y (zi — B(z:)) pla:)
k=1
Definicija 10. (Disperzija)
Centralni momenat drugog reda slucajne promenljive X zove se disperzija (varijansa)

i oznacava se sa D(X) ili 0%

Definicija 11. (Standardna devijacija)
Standardna devijacija ili standardno odstupanje slucajne promenljive X se definise

kao
ox =/ D(X)

Definicija 12. (Kovarijansa)

Neka su X, Y slucajne promenljive, kovarijansa, u oznaci cov(X,Y) ili oxy je

cou(X,Y) = B(X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)



Prinos je promena vrednosti neke investicije kroz neki vremenski period, moze
biti pozitivan, ukoliko je vrednost investicije porasla, odnosno negativan ako
je vrednost u posmatranom vremenskom periodu opala. Prinos se moze meriti
u nominalnoj vrednosti ili u procentualnoj promeni u odnosu na prethodnu

vrednost aktive. Mi ¢emo prinos definisati kao slu¢ajnu promenljivu.

Strategija trgovanja je algoritam koji na predefinisan konzistentan nacin
deluje na trzistu sa namerom da ostvari pozitivan prinos. Primeri poznatih
strategija su: Volume Weighted Average Price (VWAP) i Moving Volume
Weighted Average Price (MVWAP).

Rizik investicije je moguénost nepovoljnog ishoda u smislu negativog prinosa
po investitora. Odnosno, rizik je moguénost da investitor izgubi deo uloZenog

novca ili sav novac.

Portfolio je skup, odnosno kombinacija finansijske imovine pojedinca koji za

cilj ima da ostvari pozitivan prinos.

Drawdown je pokazatelj koji govori koliko se vrednost neke investicije najvise

smanjila u odnosu na dva pokretna maksimuma.

Recimo da je cena aktive danas 1000 USD, pocevsi od sutra cena pocinje da
opada i pre nego sto dostigne cenu veéu od 1000 USD najniZa cena je bila 900

USD, ovo znaci da je Drawdown u ovom periodu bio 10%.

Maksimalni Drawdown je maksimalan vrednost koju je dostigao pokazatelj
Drawdown na posmatranom intervalu, odnosno maksimalni Drawdown nam
govori koliko je cena aktive uzastopno padala pre nego Sto je zatim porasla

iznad sadas$njeg maksimuma.

Drawup mozemo da razumemo kao suprotno od Drawdown-a, odnosno to
pokazatelj koji govori koliko je najvise uzastopno cena rasla izmedu dva pokretna

minimuma u posmatranom periodu.

VaR, odnosno Value at Risk je pokazatelj koji govori koliko o¢ekujemo da
izgubimo u ekstrmnim slu¢ajevima nepovoljnog kretanja prinosa investicije u
odredenom vremenskom periodu sa odredenom verovatno¢om. Ovaj pokazatelj je
jedan od najkorisnijih pokazatelja izloZenosti riziku. Definicija VaR pokazatelja

je

P{G>VaR} <1-«
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Slika 1: Drawdown [2]

Gde G oznacava gubitak a « verovatnoéu da do najmanje takvog gubitka
dode, odnosno « je nivo poverenja. Vise o ovim pokazateljima ¢e biti re¢i u
drugoj glavi, gde ¢emo konstruisati optimalna portfolija i za potrebe kovarijanse

koristiti pokazatelje Drawdown i Drawup.

U moderno doba postaje sve popularnije da na trzistima deluju algoritmi isprogramira-
ni da prate veliki broj trzisSnih pokazatelja i reaguju u skladu sa njima. Naravno, bitna
razlika izmedu algoritamskog trgovanja i ponaSanja Coveka na trzistu je ta, Sto kod
delovanja strategije ne postoji faktor pristrasnosti i emocionalnog delovanja, umesto
Cega postoji niz definisanih pravila i duboke analitike, koji uti¢u na to, kako ¢e jedna
strategija da se postavi u datoj situaciji ka konkretnoj aktivi. Da li ¢e ta strategija
odluditi da izbegne ulaganje u posmatranu aktivu ili ée da proceni da ¢ée cena da raste
i zauzme dugu poziciju, ili pak kratku. Sve su ovo karakteristike i osobenosti strategija
trgovanja. Bitno je naglasiti da, koliko god da je strategija dobro definisana i koliko
god da je aparat koji koristi za analizu instrumenata i donoSenje odluka moderan i
dubok, zbog neizvesnosti kretanja trzista i nepredvidivosti kretanja cena, ni jedna
strategija nije dovoljno dobra i pouzdana da nam garantuje pozitivan prinos. Zbog
toga nam je zanimljivo i korisno, da na sli¢an nacin, kako bismo pravili kombinacije
pojedinac¢nih aktiva, pravimo i kombinacije ulaganja u strategije trgovanja kako bismo
maksimizirali njihov uspeh i na kraju prinos koji ée nam sveukupno ulaganje u skup
dostupnih strategija doneti. PokuSaé¢emo da definiSemo alternativne nacine na koji se
racuna medusobna povezanost razli¢itih strategija, koja ¢e zatim biti koriséena za

ra¢unanje optimalnog portfolija. ViSe re¢i o ovome ¢e biti u narednoj glavi.



2 Optimizacija portfolija strategija

trgovanja

Kako posmatrane strategije, iako su skup algoritama koji po predodredenim pravi-
lima deluju na trzistu, imaju svoje prinose i svoje varijanse, mozemo ih posmatrati
kao klasi¢ne aktive kojima se trguje i koje imaju svoju cenu, npr. akcije i primeniti
optimizaciju portfolija strategija trgovanja na sli¢an nacin kao $to bismo i sa uobica-
jenim aktivama. Problem sa kojim smo suoceni jeste kako i u kojim merama odabrati
strategije trgovanja koje ¢emo uvrstiti u na$ portfolio. Ovaj problem posmatramo
kao problem optimizacije portfolija.

Definisaé¢emo formalno osnovne pojmove koji su nam bitni za konstrukciju pojedinih
modela. Neka je A = {S1,S9, ...S,, } skup strategija trgovanja od kojih svaka ima svoj
prinos r1,79,...Tn.

Portfolio obelezavamo kao vektor x € R", gde je svaka komponenta z; vektora
x tezinski koeficijent koji nam govori koji smo deo ulozili u strategiju broj i. Pod-
razumevamo da je kratka prodaja zabranjena odnosno podrazumevamo da je Vi
x; > 0.

Takode pretpostavljamo da ¢e investitor odluciti da ulozi svoje celo bogatstvo u

neki od portfolija. Ovo pravilo mozemo da zapisemo u obliku

n
sz‘ =1
i=1

DefiniSemo 7;x; kao ostvaren prinos od ulaganja u i-tu strategiju, na sli¢an nacin

dolazimo do ukupnog prinosa ostvarenog od ulaganja u odabrani portfolio x

R= irixi (1)
i=1

Odnosno ako vektor prinosa pojedinacnih strategija obelezimo sa r, onda prinos

celog portfolija moZemo zapisati kao proizvod



R=rx

Osnovni cilj svakoga ko ulaZe novac u rizi¢nu aktivu je da maksimizira ocekivani
prinos ili minimizira rizik da izgubi uloZeni novac ili nekada pravi kombinaciju
prethodnog kako bi na ra¢un manjeg prinosa smanjio rizik.

U daljem radu ¢emo odabrati da minimiziramo rizik da prinos bude nepovoljan
po ulagaca, za to definisemo funkciju V' (z) koja predstavlja meru rizika za odabrane
vrednosti vektora x odnosno za strategije koje smo uvrstili u portfolio. Tradicionalno,
za funkciju V(x) se uzima varijansa portfolia gde su vrednosti matrice kovarijanse %

definisane u klasi¢énom smislu, odnosno

Y = cov(S;, ;) = E[(Si — E[Si])(S; — E[S;)] (2)

Miminizacija V (x) kori¢enjem matrice ¥ sa ovako dobijenim vrednostima ¢e sluziti
za proveru i poredenje numerickih rezultata sa rezultatima dobijenih iz izvedenih
mera rizika.

Da bismo pristupili procesu optimizacije, prvo ¢emo definisati pojam nelinearnog

programiranja i uslove optimalnosti.

2.1 Problem nelinearnog programiranja
Posmatrajmo sledeéi problem:

min f(z)
) (3)

st. ze€s

gde je f: R" =5 R i S CR" Skup S se naziva dopustiv skup, a problem 3 se naziva
opSta forma problema nelinearnog programiranja. Razlikujemo dva tipa reSenja ovog

problema.

Definicija 13. (Lokalni minimizator) Tacka x* € S je lokalni minimizator funkcije
fna S ako i samo ako postoji € > 0 tako da je f(x) > f(x*) za sve x € S za koje
||z — z*|| < €. Ako je f(x) > f(z*) za sve v € S za sve x za koje je © # x* i

||z — x*|| < € onda kaZemo da je x* striktni lokalni minimizator funkcije f.

Definicija 14. (Globalni minimizator) Tacka x* € S je globalni minimizator funkcije
fna S ako i samo ako je f(x) > f(x*) za sve x € S. Ako je f(x) > f(x*) za sve



x €8 za sve x za koje je x # x* onda kaZemo da je x* strikini globalni minimizator
funkcije f.

Na slican nacin se definisu i lokalni i globalni maksimizator funkcije f.

2.1.1 Uslovi optimalnosti za problem minimizacije bez ogranicenja

Slu¢aj kada je S = R™ (3) postaje problem nelinearnog programiranja bez ograni-

¢enja i za ovaj slucaj definiSemo potrebne i dovoljne uslove.
Teorema 1. (Potrebni uslovi prvog reda) Neka je f : R® — R, f € C'. Ako je
x* € R" lokalni minimizator funkije f na R™ onda je :

Vi) =0

Teorema 2. (Potrebni uslovi drugog reda) Neka je f : R* — R, f € C?. Ako je

x* € R" lokalni minimizator funkije f na R™ onda je :
. Vf(a*) =0
o V2f(x*) je pozitivno semidefinitna matrica

Teorema 3. (Dowoljni uslovi drugog reda) Neka je f : R — R, f € C?. Ako je
r* € R Vf(xz*) = 0 i V2f(x*) je pozitivno definitna, onda je x* striktni lokalni

minimizator funkcije f na dopustivom skupu.

Problem optimizacije portfolija najcesée zahteva neki tip ograni¢enja na skupu
dostupnih aktiva i zbog toga definiSemo uslove optimanolsti kada je dopustiv skup na

neki naéin ogranic¢en, moze biti ogranic¢en na tri nacina:
e Ogranicenja tipa jednakosti
e Ogranicenja tipa nejednakosti
e OgranicCenja tipa jednakosti i nejednakosti

2.1.2 Minimizacija sa linearnim ogranicenjima tipa jednakosti

Posmatrajmo problem:

min f(a)

s.t. Ax =0b.



gde je A € R™*" 1 < m < nirang(A)=m.

Skup S = {z € R : Az = b} zovemo dopustiv skup nelinearnog problema definisanog
sa (4).

Skup resenja sistema linearnih jednadina Ax = 0 se naziva nula-prostor matrice A
i oznacava se sa N(A). Znamo da je rang(A) = m pa je skup N(A) C R™ dimenzije
n — m. Vrste matrice A su linearno nezavisni vektori i generiSu potprostor dimenzije
m koji je ortogonalan na nula prostor N(A). Skup koji vrste matrice A generisu se
oznacava sa Im(AT) i on je u stvari skup slika matrice AT,

Neka je x* reSenje sistema Az = b i vektor d € N(A), odnosno vektor d takav da
je Ad =0, onda je i x = x* + ad reSenje istog sistema. Odnosno ako imamo resenje
sistema x* moZemo iz njega da se pomerimo u pravcu vektora d za duzinu koraka « i
dalje éemo ostati u dopustivom skupu.

Oznacimo sa {z!, 22, ..., 2™} bazu prostora N(A) i sa Z € R™™ matricu &ije su
kolone baza prostora N(A). Znamo da za svako d € N(A) postoji vektor v € R™
tako da vazi d = Z7.

Neka je X* reSenje sistema Ax = b, tada skup S mozemo da zapiSemo na sledeci

nacin:

S={zeR":z=a"+Zvy,7ye R}

Sada mozemo da definiSemo slede¢u funkciju, ¢ : R™ — R :

o(v) = f(x" + Zv)

Sada se problem sa pocetka svodi na problem bez ogranic¢enja:

min  ¢(7) (5)

Y

Teorema 4. (Potreban uslov prvog reda) Vektor v* je lokalni (globalni) minimum

funkcije ¢ na R™ ako i samo ako je & = x*+Z~* lokalni (globalni) minimum problema

(4)-

Od ranije znamo da je potreban uslov prvog reda za problem (5)

Vo(y*) =0

Kako je ¢(v) = f(g(7)), gde je g : R™ — R™ definisana sa ¢g(y) = z* + Z+ znamo
da je
¢'(v) = f'(g()g (v) = V' flg(7))Z.

10



odatle je Vo(v) = ZTV f(g(v)) i znamo da ako je * lokalni minimizator vazi:

Vo(v*) = ZV fa* + 2v") = Z'V (%) =0

Vidimo da je potreban uslov prvog reda da & bude resenje problema (4) taj da
vazi ZT'V f(Z) = 0 odnosno da je V f(Z) ortogonalno na N(A). Dalje, ovo znaci da je
tada Vf(Z) € Im(AT) te da je Vf(Z) linearna kombinacija vrsta matrice A, odnosno

postoji A* € R™ tako da je (z*, \*) reSenje sistema od n + m jednacina:

£(@) = ATN
Az =0.

(6)

Sada definiSemo uslove drugog reda.

Potreban uslov drugog reda za reSenje problema (5) je

V2g(7*) 2 0.

Znamo da je
V3(y) = Z'V f(a* + Z7) Z.

kako je V2¢(v*) > 0 odavde sledi
ZIN2f(2)Z >0

Matrica ZTV2f(%)Z € R™™ je pozitivno semidefinitna ako je y* V2 f(Z)y > 0, za
sve y € N(A),
Sada moZemo da definiSemo dovoljne uslove drugog reda: Vektor Z je reSenje

problema (4) ako je Az = b i ako vazi:
e ZTVf(7)=0
o 7ZTNV2f(3)Z >0

2.1.3 Minimizacija sa linearnim ogranicenjima tipa nejednakosti

Posmatrajmo problem:

min  f(z)
s.t. Az <b.

gde je z € R", A € Rman,

11



Oznac¢imo sa a; vektor i-te vrste matrice A. Tada dopustiv skup S moZemo da
zapiSemo u obliku: S = {z € R" : a;x < b;,i =, ...,m}

Dakle svaka nejednakost a;x < b; definiSe jedan potprostor prostora R™ i on se
nalazi sa suprotne strane potprostora a;x = b koju pokazuje vektor a;.

Sada za neku tacku x € S treba da odredimo dopustive pravce po kojima se mozemo
pomeriti a da ostanemo u skupu S. Odnosno traZzimo vektor pravca d € R™ takav da
postoji ¥ > 0 tako da je x + vd € S za sve v € [0,7].

Za svako z € S mozemo pridruziti broj r(x), 0 < r(xz) < m koji govori za koliko
restrikcija je ispunjeno a;xr = b; za odabrano . Za te restrikcije kazemo da su aktivne
u tacki x.

Koliko postoji dopustivih pravaca iz tacke x zavisi od broja aktivnih ogranicenja u
toj tacki. Ako je r(x) = 0 to znadi da je tacka x u unutrasnjosti skupa S i da je svaki
pravac iz nje dopustiv.

Neka je r(xz) = pza 0 < p < m za neku tacku z € S. DefiniSimo skup aktivnih
ograni¢enja I(z) C {1,2,...,m} = M kao

I(z) ={j e M:a;x=b;}

Odnosno skup I(x) je skup indeksa aktivnih ograni¢enja u tacki x.
Ako se iz tacke z pomeramo po pravcu d duzinom koraka « > 0 ostajemo u skupu
S ako i samo ako je A(x + ad) <b.
Posmatrajmo tacku x € S takvu da je ajz < bj,Vj € M, pravac d € R" i duzinu
koraka o > 0 imamo:
CLj.CU S bj
a;x + aa;d < bj + aajd
aj(z+ ad) < bj + aajd

Postoje dve moguénosti [3]:

e a;d < 0,Vj € M Moze se pokazati da u ovom slucaju za proizvoljno o > 0

mozZzemo da se kreéemo po pravcu d i da ostanemo u dopustivom skupu.
e Jj € M,ajd > 0 MoZe se pokazati da u ovom slucaju postoji granica

a;d>014. _ .

YV b —ajr

a = min ——
jEM  ajd
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takva da za svako a € [0,a] z +ad € S dok za a € [a,00] vazi z +ad ¢ S

Sada prelazimo na definisnje uslova optimalnosti

e Ako je r(x) = 0 tacka x je u unutrasnjosti skupa S pa je svaki pravac dopustiv

i vaze uslovi optimalnosti kao i kod problema bez ogranicenja

e Za r(x) > 1 definiSemo uslove optimalnosti

Teorema 5. Posmatrajmo problem:

min  f(x)
' (®)
s.t. Ax <b.
gde je f € Ct i x* € S takvo da je 1 < r(x*) < m. Neka je I(x*) = I C M skup
aktivnih ogranicenja u tacki x*.
Oznacimo sa Ay € R podmatricu skupa A ¢ije su vrste one koje su aktivna
ogranicenja u tacki x*, odnosno one c¢iji su indeksi u skupu I. Na slican nadin
definisemo by kao deo vektora ¢iji se indeksi nalaze u skupu I.

Ako je z* lokalni minimizator problema 8 onda postoji X € R™@") tako da je
r(z*)

Vf(x*) = Z )\kaik
k=1

gde je Ay <001 <k <r(z*) aa; vrsta matrice Aj.
Mozemo napisati kao

Vi(z*) = ATA
gde je A € R"(z*).
Teorema 6. Neka je f € C? a x* lokalni minimizator problema 8. Tada je

e I\ e R") tako da je
Vf(z*) = AT)

gde je \; <0,i € {1,2,...,r(z%)}.

e Za svako y € N(Ar) vazi:
y VA f(t)y >0

gde jey € A,y #0,J = {1 € {1,2,..,r(z")} : Ay < 0}, onda je x* lokalni

minimizator za nelinearan problem 8.
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2.1.4 Minimizacija sa linearnim ogranicenjima tipa jednakosti i
nejednakosti

Nama ¢e ovaj slucaj biti posebno bitan, jer u postavci optimizacije portfolija imamo
uslov jednakosti da je investitor uloZio svoje celokupno bogatstvo " z; = 1 i
uslov nejednakosti gde zahtevamo da ocekivani prinos bude veéi od neke granice
S, ;7 > R. Ovakav problem ima oblik:

min f(z)
st. Az <b. (9)
Wax <e.

gde je A € R™*" m < n,rang(A) = m,W € RP*" b € R™, ¢ € RP.

Dopustiv skup S za ovako postavljen problem je tada:

S={zeR": Az =bWz <c}

Primecujemo da je broj aktivnih ograni¢enja u tacki x koje dolaze iz uslova Az = b
uvek m. Neka je p(z) broj aktivnih ograni¢enja koje dolaze iz uslova Wz < ¢. Skup

indeksa aktivnih ogranienja za tacku x definiSemo sa:

I(:L') et {1’ 2’ ...,m7i17i27 ’Lp(iC)}

Ako sa r(x) obelezimo ukupan broj aktivnih ograni¢enja u tacki x onda vazi
m < r(zx) <m+p.

Na slican nacin kao i ranije se moze pokazati da polazeéi iz tacke x € S kre¢emo
u pravceu d € R™ koji je dopustiv ako i samo ako je Az = 0iwjd < 0 za sve
J € J(x) = {i1,d2, s ip(a) }-

Sada mozemo da definisemo uslove optimalnosti za problem opisan sa (9).

Teorema 7. Neka je u problemu (9) zadovoljeno f € C' i neka je x* € S takvo da
jem < r(z*) <nip(x*) > 1. Neka su I(x*) i J(z*) definisani kao ranije. Oznacimo
sa Wy podmatricu matrice W ¢ije su vrste one ciji su indekst u J 1 sa ¢; € RP(=")
vektor koji je formiran od vektora ¢ na isti nacin.

Neka je matrica B € RPE)+HmXn dofinisana sa :

= (i)
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Pri éemu je broj vrsta matrice B r(z*). Ako je x* lokalni minimizator problema (9)

onda gde je p < 0,1 < py < p(z™)

Teorema 8. Neka je f € C? i x* lokalni minimizator problema (9). Neka su

r(z*), p(x*) definisani kao ranije. Tada vaZi:
e Postoje A € R™ iy € R™"") takvi da je:

Vi) = ATAx+ Wy

Teorema 9. Neka je f € C? i x* € S i neka x* zadovoljava:
e Postoje A € R™ iy e R™®") takvi da je:
Vi) = AT A+ WTy
Ak <0, 1<k <p(a*)

° ZasveyGBje

y V2 f(z%)y >0

= (i)

K={jeJ:pu <0}

gde je

Onda je x* lokalni minimizator problema 9.

Sada kada smo definisali sve uslove optimalnosti, mozemo da predemo na postavlja-
nje problema minimizacije portfolija u razli¢itim modelima i da na kraju numerickim

metodama pronademo optimalan portfolio.
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2.2 Optimizacija portfolija koriscenjem Markowitz-ovog

modela

U ovom delu éemo se baviti optimizacijom portfolija na skupu strategija trgovanja
i koristicemo Markowitz-ov pristup minimizacije varijanse portfolija [4], trazi¢emo
portfolio koji ima minimalnu varijansu sa uslovom da ocekivani prinos nije ispod
unapred odredene vrednosti. Ovaj problem se svodi na nelinearni problem numericke
optimizacije.

Pre svega treba da definiSemo funkciju V' (z) koju minimiziramo, u ovom slu¢aju
to je varijansa portfolia. Radi jednostavnosti i postepenog uvodenja pojma varijanse
pocinjemo sa posmatranjem portfolija koji se definiSe na skupu od 2 strategije
trgovanja, oznac¢imo ih sa A i B i neka je alokacija naSeg bogatstva u ove dve
strategije raspodeljena na nacin da smo u prvu i drugu strategiju ulozili x, i zp
delova naSeg bogatstva, respektivno. Ako je r4 ocekivani prinos prve strategije a
rp o¢ekivani prinos druge strategije onda je analogno kao i u (1) ocekivani prinos

portfolija

Tpe =TATA+TBTRB

ako sa 0124 obeleZimo varijansu prve strategije, sa 0]23 varijansu druge i sa 4B

kovarijansu strategija onda dobijamo da je varijansa prinosa portfolija

2 2 2 2 2
Opz =TA0A +TR0OB +20ATROAB

Kada sa skupa od 2 strategije prelazimo na skup sa n strategija, na sli¢an nadcin
pronalazimo varijansu prinosa, u opStem sluc¢aju formula za izacunavanje varijanse

prinosa je data sa

n n
0'12),:C = ZZ%%JU (10)

i=1 j=1
Ovo u matri¢noj formi mozemo da zapiSemo kao

me =aT%y (11)

gde je ¥ matrica kovarijanse ¢ije su komponente definisane kao u (2).
Kako je cilj optimizacije portfolia da odaberemo kombinaciju strategija koje ¢e pri
nekom ocekivanom prinosu imati minimalnu varijansu, mi ¢emo prilikom resavanja

problema optimizacije minimizirati vrednost funkcije iz (11) jer rizik od naglog pada
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prinosa lezi u volatilnosti odnosno varijansi prinosa portfolija. Zbog toga prilikom
reSavanja problema minimizacije za nasu funkciju cilja V' (z) uzimamo bas funkciju iz

(11). Definisemo problem nelinearne optimizacije sa ograni¢enjima:

1
min V(z) = 53:T2x
st. re>T1
n (12)
>
i=1
Vix; >0

Svi portfoliji koji zadovoljavaju uslov

n

d =1

i=1

se mogu graficki predstaviti u zavisnosti od vrednosti ockivanog prinosa i standardne

devijacije, i oni se nalaze unutar skupa dopustivih portfolija koji ima oblik:

Expected Return (%)

Standard Deviation

Slika 2: Dopustiv skup i efikasna granica [5]

Ovde vidimo da u skupu dopustivih portfolija postoje oni koji imaju istu standardnu
devijaciju ali razli¢it o¢ekivani prinos, u interesu ulagaca je da odabere onaj portfolio
sa veéim prinosom. Zbog toga se gornja granica ovog skupa naziva i efikasna granica
dopustivog skupa. Dodavsi uslov ro > 7 fiksiramo o¢ekivani prinos i trazimo portfolio
koji ima minimalnu varijansu i traZzeni prinos. Numerickim metodama ¢ée ovaj problem

biti resen u narednoj glavi.
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2.3 Optimizacija portfolija koriscenjem Drawdown

modela

U prethodnom modelu smo za potrebe merenja rizika odnosno merenja povezanosti
kretanja prinosa medu strategijama koristili kovarijansu u standardnom smislu. U
ovom delu éemo pokuSati da uvedemo drugacije matrice medusobnih odnosa strategija
koje ¢e sluziti kao alternativne mere rizika izvedene iz pokazatelja Drawdown i
Drawup.

Pristup koris¢enja Drawdown-a i Drawup-a za poredenje odnosa strategija na nacin
koji je definisan u ovom delu je doprinos autora teoriji optimizacije portfolija, pa je
samim tim nedostatak adekvatne literature oc¢ekivan i opravdan.

Drawdown je pokazatelj koji nam govori o minimalnoj vrednosti prinosa jedne od
strategija koja je dostignuta izmedu dva pokretna maksimuma.

Radi jednostavnosti, svojstva Drawdown-a i Drawup-a ¢ée biti pokazana na realnim
podacima strategija trgovanja kako bi se doslo do uopstenja pristupa optimizacije.

Detaljnije, posmatrajmo grafik strategije S4

Slika 3: Prinos strategije S4 sa pokretnim maksimumom

Na slici 3 vidimo prinos strategije S4. Na ovoj slici je vertikalnom linijom obelezen
pokretni, tj. aktuelni maksimum. Svaki put kada prinos posmatrane strategije postane
vecéi od aktuelnog maksimuma, tada novi maksimum postaje aktuelan, i bas ono
sto se deSava izmedu dva maksimuma je ono $to nas zanima. Na slici 3 mozemo da

uo¢imo 3 intervala koje karakteriSe to da je interval izmedu dva maksimuma znatno
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vedi nego izmedu ostalih vertikalnih linija, odnosno maksimuma. Ovo je znacajno
jer ovo znaci da je u tim intervalima prinos opadao, a Drawdown je indikator koji
govori bas koliko je u posmatranom intervalu prinos najvise opao pre nego Sto se
vratio rastu i probio prethodni maksimum. Iz analize Drawdown-a se mogu izvuéi
razne korisne informacije kao sto su: Koliko Cesto strategija pravi serije u kojima ne
ostvaruje pozitivne prinose, koliko dugo te serije traju i koji deo svoga novca tada
ulaga¢ gubi i kada moze da ocekuje da ée to bogatstvo da povrati.

Sada se vra¢amo na sliku 3 i posmatramo 3 oznacena intervala. Zelimo nekako
da ih uporedimo. Dakle sam pocetak svakog od 3 intervala je aktuelan maksimum
posle kojeg prinos pocinje da opada, dostize minimalnu vrednost, a zatim raste, da
bi presao aktuelan maksimum, sa plavom tackom je obeleZzena minimalna vrednost
prinosa u ovim intervalima nakon Cega je prinos poceo da raste, odnos aktuelnog
maksimuma i minimalne vrednosti koju prinos dostize do sledeé¢eg maksimuma je
zapravo Drawdown. Na slici imamo prikazana 3 velika Drawdowna, za svaki interval po
jedan. U skupu svih Drawdown vrednosti, ona koja ima najveéu se naziva Maksimalni
Drawdown. Posebno je interesantan Maksimalni Drawdown jer nam on govori koliko
najvise mozemo da oc¢ekujemo da ¢emo prinosa izgubiti u nizu negativnih prinosa
strategije.

Kretanje Drawdown-a je lakSe vidiljivo na slede¢em grafiku.

0.000 4 B
—0.005 -

—0.010 A1

-0.015 { 3
=0.020 1 1

=0.025 1

-0.030 1 2 .

0 50 100 150 200 250 300

Slika 4: Vrednost Drawdown-a za strategiju S4

Na ovom grafiku vidimo kretanje vrednosti Drawdown pokazatelja, intervali obe-

leZeni na slici 4 odgovaraju onima sa slike 3, odnosno kada gledamo interval broj
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1 na slici 4, mozemo da vidimo koliko je najvise opao prinos strategije izmedu dva
posmatrana maksimuma, u ovom slucaju je prinos najvise padao do vrednosti koja je
za 1.8% manja od aktuelnog maksimuma.

Od sva tri posmatrana intervala ocigledno je da je najvecu vrednost Drawdown
dostigao u intervalu 2, ¢ak 3%, dakle vrednost Maksimalnog Drawdown-a za strategiju
S4 je 3%.

Sada ¢emo i formalno definisati Drawdown i Maksimalni Drawdown [2], [6].

Definicija

Definicija 15. (Drawdown proces) Za posmatrani period T € (0,00), Drawdown
proces D) = {DEX)}te[O,T} koji odgovara stohastickom procesu X € R je

definisan sa

p™) = m — x,

gde je

M) = sup Xy
u€(0,t]

pokretni maksimum procesa X do momenta t.

Definicija 16. (Maksimalni Drawdown [2]) Za fiksiran vremenski trenutak T € (0, oo,
Maksimalni Drawdown stohastickog procesa X € R* je najveéi pad od vrha do dna

procesa X na intervalu [0,T], a time i najveéi medu svim Drawdown vrednostima
DIEX) .

w(X) = sup {D}
te[0,T

Ekvivalentno, Maksimalni Drawdown se moZe definisati kao slucajna promenljiva

dobijena sledecom transformacijom posmatranog stohastickog procesa X :

u(X)= sup sup {Xs— X;}
tel0,T] s€(t,T)
Nama ¢ée posebno biti zanimljiv Maksimalni Drawdown jer éemo njega koristiti
kako bismo konstruisali meru rizika izvedenu iz Drawdown-a.
Dakle, svaka strategija ima svoj Maksimalni Drawdown, posmatrajmo sliku 3 i
interval broj 2 gde je dostignut Maksimalni Drawdown.

Kako se Maksimalni Drawdown definiSe na intervalu od vrha do dna u posmatranom
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periodu mozemo da izdvojimo taj interval. Ovaj interval je lakSe uociv na sledecoj

slici.

v

o0 W F W\l J“.] HH ff\ M

|
~0.015 -
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~0.030 -
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Slika 5: Interval na kom je dostignut Maksimalni Drawdown

Za strategiju S4 ovaj interval je obelezen crvenom bojom na slici 5. Pocetak intervala
je 21.11.2012 a kraj je 03.4.2013. Dakle strategija S4 je svoj najveéi uzastopan pad
imala u tom intervalu koji je trajao 96 dana i za to vreme je njen prinos najvise pao
za 3%.

Ovaj interval moZzemo pronaéi za svaku strategiju i zatim Zelimo tako dobijene

intervale na neki na¢in da uporedujemo.

Posmatrajmo sledeé¢a dva primera:

Prvi primer: Posmatrajmo strategije S10 i S20 i njihove intervale na kojima je
dostignut Maksimalni Drawdown. Na slede¢oj slici mozemo da vidimo poredenje tih

intervala.
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Slika 6: Poredenje intervala maks. Drawdown za S10 i S20

Posmatramo sliku 6 sa intervalima maksimalnog drawdown-a za ove dve strategije.
Na x-osi se nalaze vremenski trenuci (izrazeni u danima), odavde vidimo da je
interval gde je strategija S10 dostigla svoj Maksimalni Drawdown zapravo podinterval
intervala kada je strategija S20 dostigla svoj Maksimalni Drawdown. U ovom sluc¢aju
presek ova dva intervala nije prazan skup, to moze da znaci da su nase posmatrane
strategije trgovanja mozda pravile slicne odluke u posmatranim intervalima koje su
dovele do negativnog prinosa.

Drugi primer: Posmatrajmo sada strategije S10 i S17 i njihove intervale gde je

dostignut Maksimalni Drawdown.
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Slika 7: Poredenje intervala Maks. Drawdown-a za S10 i S17

Ovaj slucaj je graficki prikazan na slici 7. Vidimo da se intervali ne poklapaju,

odnosno da ne postoji zajednicki podinterval gde je drawdown bio maksimalan. Ovo
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moze da sugeriSe da su strategije na nekom nivou razli¢ite i da je mozda strategija
S17 reagovala znatno drugacije od S10 u intervalu koji je doveo do maksimalnog
drawdowna strategije S10 i obrnuto.

Na sli¢an nacin kao $to smo posmatrali intervale u prethodna dva primera, sada
mozemo da prikazemo poredenje intervala Maksimalnog Drawdown-a svih strategija

sledeé¢im grafikom.
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Slika 8: Poredenje intervala maks. Drawdown za sve strategije

Na ovom grafiku uo¢avamo da iako se za razli¢ite strategije duZine intervala
razlikuju, mozemo da primetimo da se pojavljuju grupe strategija koje imaju veca
preklapanja i grupe koje nemaju nikakva preklapanja.

Odavde vidimo da preklapanje intervala Maksimalnog Drawdowna moZzemo da
iskoristimo kao alternativnu kovarijansu, i da pomoc¢u nje definiSemo matricu medu-
sobnih odnosa strategija koju ¢emo da koristimo u optimizaciji portfolija. Koristiti
presek intervala maksimalnog drawdowna kao model za kovarijansu se namece, jer
nam ti intervali govore o tome kako su odredene strategije donosile odluke pod
odredenim trzisnim uslovima. MoZemo da zaklju¢imo da ako su strategije imale isti
interval Maksimalnog Drawdown-a, ponaSaju se sli¢nije nego strategije ¢iji se intervali
Maksimalnog Drawdown-a dijametralno razlikuju.

Kako bismo optimizovali portfolio moramo da definiSemo vrednosti matrice odnosa
strategija. U nastavku rada ¢emo matricu koja sadrzi vrednosti dobijene na ovaj nacin
obelezavati sa ¥'. Ideja je da mera podudaranja intervala Maksimalnog Drawdowna

za strategije S; i S; za i # j bude definisana sa
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Broj dana u preseku intervala

I j—
" 7Zbir duZina intervala (u danima)

Za slucaj kada je i = j uzimamo da je ;;” = 1 Formalno, neka je [t!, T"] interval
koji odgovara maksimalnom drawdown intervalu za strategiju i, odnosno [t/,7T7]
interval koji odgovara maksimalnom drawdown intervalu za strategiju j onda je

max{0,min{7¢ 77} —max{t’t/}} . .
TZ? g T —
E{L] — 17—t ‘ . (13)
1 1=

Naravno ovo implicira da ukoliko dve strategije nemaju preklapanje intervala tada

je vrednost komponente u matrici 0.

Sada kada imamo definisano sve §to nam je potrebno moZzemo da pristupimo
numerickoj optimizaciji portfolija gde ¢emo umesto matrice kovarijanse koristiti
matricu ¥’'. Odnosno Zelimo da napravimo takav portfolio strategija da poklapanje

intervala maksimalnog drawdowna bude minimalno.
Sliéno kao i u prethodnom delu problem je sada dat sa:

min V(z) = §xTZ’x
st. re>r1
n (14)
>
i=1
Vi xX; Z 0.

Resenje problema definisanog sa (14) je portfolio koji minimizira preklapanje
intervala Maksimalnog Drawdown-a, je numericki reSen u narednoj glavi i kvalitet

portfolija je poreden sa ostalim optimalnim portfolijima iz ostalih modela.
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2.4 Optimizacija portfolija koriscenjem Drawup modela

U ovom delu éemo detaljnije objasniti Drawup, Maksimalni Drawup i na sli¢an nac¢in
definisati matricu koju ¢emo koristiti kao zamenu za matricu kovarijanse prilikom
numericke optimizacije portfolija.

Drawup moZemo da gledamo kao suprotno od Drawdown-a, odnosno Drawup je
pokazatelj koji nam govori o maksimalnoj vrednosti prinosa koju je strategija ostvarila
izmedu dva pokretna minimuma.

Posmatrajmo opet grafik strategije S4

1 2 4

Slika 9: Prinos strategije S4 sa pokretnim maksimumom

Na slici 9 vidimo prinos strategije S4. U prethodnom delu su plavim linijama bili
obelezeni pokretni maksimumi, a sada su na isti nac¢in obelezeni pokretni minimumi.
Analogno analizi Drawdowna, vidimo da svaki put kada prinos postane manji od
aktuelnog minimuma tada dostignuti mininum postaje aktuelan. Posmatramo kretanje
prinosa izmedu pomenuta dva minimuma, odnosno gledamo koliko je prinos najvise
rastao izmedu dva uzastopna minimuma. Jednostavno re¢eno, Drawup nam govori
koliko je nasa posmatrana strategija efikasno vratila prinos ka pozitivnom rastu nakon
serije negativnih prinosa. Iz analize Drawup-a moZzemo da uo¢imo Cetiri dela grafika
koji su obelezeni brojevima od 1 do 4, posmatrajmo deo slike koji je obeleZen brojem
3. Na ovom delu grafika vidimo da je prinos dostigao aktuelne minimume na pocetku
i na kraju posmatranog perioda, a u tom intervalu je dostigao maksimum koji je na
grafiku obelezen plavom tac¢kom. Drawup je odnos minimuma na pocetku intervala i
maksimuma dostignutog do slede¢eg minimuma.

U skupu svih Drawup vrednosti Maksimalni Drawup je onaj koji je najveéi, odnosno
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Maksimalni Drawup je ona vrednost koja predstavlja najveéi rast iz minimuma na
posmatranom vremenskom intervalu, u slucaju strategije S4 Maksimalni Drawup je

uzeo vrednost u intervalu broj 4.
Sada ¢emo formalno definisati Drawup i Maksimalni Drawup [6]

Definicija

Definicija 17. (Drawup proces) Za posmatrani period T € (0,00), Drawup proces
U&X) = {Ut(X)}te[o,T} koji odgovara stohastickom procesu X € R*® je definisan sa

Ut(X) = Xt - mEX)

gde je
(X)

= min X,
u€[0,t]

m

pokretni minimum procesa X do momenta t.

Definicija 18. (Maksimalni Drawdown) Za fiksiran vremenski trenutak T € (0, 00)
Maksimalni Drawup stohastickog procesa X € R™® je najveéi rast od dna do vrha

procesa X na intervalu [0,T], a time i najveéi medu svim Drawup vrednostima Ut(X) :

W (X) = sup {US)
te[0,7)

Ekvivalentno, Maksimalni Drawup se moze definisati kao slucajna promenljiva dobijena

sledec¢om transformacijom posmatranog stohastickog procesa X:
W(X)= sup inf {X;— X;}

te[o,7] sE€lL,T]

Same vrednosti Drawupa za strategiju S4 se mogu lakSe videti na slede¢em grafiku.
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Slika 10: Prinos strategije S4 sa vrednostima Drawup

Kako se Maksimalni Drawup definiSe na intervalu od dna do vrha u posmatranom
periodu moZemo da izdvojimo taj interval. Ovaj interval je lakSe uociv na slici 10. Za
strategiju S4 ovaj interval je obelezen crvenom bojom na slici 10. Pocetak intervala
je 04.04.2013 a kraj je 01.08.2013 . Dakle strategija S4 je svoj najveéi uzastopan rast
imala u tom intervalu koji je trajao 87 dana i za to vreme je prinos strategije od dna
do vrha porastao za oko 4%. Odavde moZzemo da primetimo dve zanimljive stvari.
Prva je ta da grafik sa slike 10 ne izgleda mnogo drugacije od samog grafika prinosa za
strategiju S4 iako predstavlja vrednost drawup-a na celom intervalu koji je obuhvaéen
dostupnim podacima. Ovo je zato $to se dugoro¢no posmatrano, prinosi strategija (i
Cesto cene ostalih aktiva na trzistima) kre¢u ka gore, pa je mala verovatnoca da ée
se u budu¢nosti probijati minimalni prinosi (ili cene). Druga zanimljiva stvar je ta,
Sto je za strategiju 5S4 kraj intervala koji predstavlja Maksimalni Drawdown zapravo
pocetak intervala gde je ostvaren Maksimalni Drawup, odnosno prinos strategije je
opadao 96 dana kako bi doSao do minimuma posmatranog perioda, a zatim naglo
rastao u narednih 87 dana toliko da probije prethodni maksimum pre pocetka serije

negativnih prinosa.

Kao i kod Drawdowna mi ¢emo posmatrati Maksimalni Drawup, odnosno interval
na kom je dostignut i na osnovu njega ¢emo praviti matricu medusobnih odnosa

strategija koju ¢emo koristiti u traZenju optimalnog portfolija.

Kao i kod drawdowna posmatrajmo dva primera poredenja intervala gde je uocen

Maksimalni Drawup.
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Slika 11: Poredenje intervala za strategije S4 1 S12

U prvom primeru na slici 11 vidimo intervale Maksimalnog Drawup-a za strategije
S4 1 512, moZemo da uocimo da se intervali u ovom slu¢aju ne poklapaju. Ako sa ©
obelezimo matricu koja ¢e predstavljati odnose medu strategijama izmerene preko
Maksimalnog Drawup-a, koriste¢i analogiju iz dela o Drawdown-u, vrednost matrice
© za ove dve strategije je 0. U slede¢em primeru moZemo da vidimo drugi slucaj,
kada se intervali Maksimalnog Drawup-a dve posmatrane strategije preklapaju na

nekom vremenskom podintervalu.
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Slika 12: Poredenje intervala za strategije S18 i S21
Na slici 12 vidimo intervale Maksimalnog Drawupa za strategije S18 i S21 i
primecujemo da se one preklapaju na nekom vremenskom intervalu. U nastavku

¢emo sliéno kao i ranije definisati meru ovog preklapanja, odnosno kako definiSemo

matricu O.
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Na isti ovaj nac¢in mozemo da prikazemo intervale Maksimalnog Drawup perioda

za sve strategije.
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Slika 13: Pregled intervala Maksimalnog Drawup-a za sve strategije

Sada vidimo su preklapanja intervala mnogo veéa i ¢eS¢a nego kod maksimalnog
drawdowna. Razlog tome je taj, Sto je dugoro¢na tendencija prinosa strategija da
rastu i retko se desava da se aktuelni minimalni prinos probije, odnosno drasti¢na
opadanja prinosa strategija su retko dovoljna da pomere aktuelno dno ka dole.

Analogno delu kao kod Drawdowna, na isti nacin definiSemo vrednosti matrice
© koje dobijamo iz duzina preseka intervala za svake dve posmatrane strategije. U
nastavku rada ¢emo matricu koja sadrzi vrednosti dobijene na ovaj nacéin obelezavati
sa ©.

Tako je veéi Maksimalni Drawup pojedine strategije dobra stvar za ulagaca, jer to
znaci da postoji duzi vremenski interval u kojem strategija donosi profit, minimiziranje
Maksimalnog Drawup-a portfolija je od koristi investitoru, jer se na taj nacin moze
zastiti od rizika da veéina pojedina¢nih strategija u portfoliju ima negativne prinose
u istom vremenskom intervalu, §to bi naravno dovelo do veéih gubitaka. Dakle, mera
preseka istog intervala maksimalnog drawupa za strategije S; i S; za i # j je definisana

sa

Broj dana u preseku intervala

0, —
Y Zbir duzina intervala (u danima)

Za sludaj kada je i = j uzimamo da je ©;; = 1 Formalno, neka je [t!, T"] interval koji
odgovara maksimalnom drawdown intervalu za strategiju 4, odnosno [t/, T7] interval

koji odgovara maksimalnom drawdown intervalu za strategiju j onda je
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max{O,mijri;{TigTj}_—mfax{ti,tj}} i ?é j
0, = —TI—t (15)
1 i=7
Sada kada imamo definisnu matricu ® mozemo da definiSemo problem nelinearne
optimizacije ¢ije je reSenje portfolio koji minimizira medusobno preklapanje intervala
maksimalnog Drawup-a.

Sada ¢emo postaviti problem nelinearne optimizacije:

1
min V(x) = §mT@:U
st. re>r1
n (16)
> =1
i=1
Vi €Ty > 0

Resenje problema definisanog sa (16) je portfolio koji minimizira preklapanje
intervala Maksimalnog Drawup-a je numeric¢ki reSen u narednoj glavi i kvalitet

portfolija je poreden sa drugim optimalnim portfolijima iz ostalih modela.
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2.5 Optimizacija portfolija minimizacijom Value-at-Risk

U ovom delu ¢emo definisati Value at Risk (VaR) i postaviti problem ¢&ije je
reSenje optimalan portfolio koji minimizira VaR na naSem strategija trgovanja. VaR
je jedan od najpopularnijih na¢ina merenja potencijalnog gubitka i koli¢ine izloZenosti
portfolija trzisnom riziku, VaR je mera jacine potencijalno nepovoljnog ishoda u
nekom vremenskom periodu (dan, nedelja, mesec...), odnosno, VaR je vrednost, koja
govori koliko nominalno moze da padne vrednost portfolija sa nekom verovatno¢om u

posmatranom periodu.

Posmatrajmo sledec¢u sliku

The 5% VAR
is-0.82%
+— 5% 95% >
Chance Chance
of a Return of a Return
Worse than Better than
-0.82% 0.82%

Slika 14: Primer VaR-a [7]

Neka je na slici predstavljena funkcija gustine dnevnih prinosa neke aktive, sa
leve strane broja 0 su nam dakle gubici, a sa desne pozitivni prinosi. Bela linija je
kvantil koji razdvaja nasSe prinose na levu stranu (najgorih 5% negativnih prinosa) i
desnu stranu, svi ostali. Vrednost prinosa posmatrane aktive gde se nalazi kvantil
5% je vrednost naseg 5% VaR-a. U ovom slucaju to je -0.82%. Ovo tumacimo na
sledeci nac¢in: Verovatnoca je 5% da ¢e dnevni prinos posmatrane aktive biti manji
od -0.82 %. Suprotno tome, mozemo da kazemo, da smo 95% sigurni da ¢e prinos u
toku dana da bude veéi od -0.82%. U zavisnosti od potrebnih informacija moZemo

da menjamo posmatrani interval poverenja i na 90% ili 99%. Naravno, smanjenje
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kvantila (verovatnoce ekstremno nepovoljnog prinosa) povla¢i VaR vrednost u levo.

VaR se moze i izraziti i u nominalnoj vrednosti aktive. Tako bi na primer znagcilo da,
ako je za neki portfolio 1% dnevni VaR 1M USD, da sa verovatno¢om od 1% portfolio
mozZe da izgubi vrednost bar za 1M USD u toku jednog dana, odnosno o¢ekujemo da
¢e na 100 dana biti jedan gde ée cena portfolija da padne bar za milion dolara.

Kao sto je kratko opisano u prvoj glavi, formalna definicija VaR pokazatelja je

P{G>VaR} <1—-a«

gde G oznacava gubitak a « verovatnoéu da do najmanje takvog gubitka dode,
odnosno « je nivo poverenja.

Naravno, kako strategije trgovanja i njihove prinose posmatramo na isti nacin kao
i akcije i ostale aktive, mi Zzelimo da optimizujemo portfolio strategija trgovanja na
nacin da VaR bude minimalan, odnosno Zelimo da smanjimo potencijalno ekstremno
lose prihode.

Tako je VaR veoma prakti¢an u smislu informacija koje doprinosi, njegova mate-
maticka svojstva nisu idealna i stvaraju probleme prilikom optimizacije portfolija.
Za meru rizika kazemo da je koherentna ako je: Monotona, Pozitivho homogena,

Sub-aditivna i Invarijantna na translaciju |[8].

Definicija 19. (Koherentna mera rizika)
Neka je X slucajna promenljiva sa skupom vrednosti G. Mera rizika p je preslika-

vanje

p:G—=R

Dakle neka je X slucajan ishod, X € G, onda je p(X) je rizik slucajne promenljive.

KazZemo da je mera rizika koherentna ako ima sledeéa svojstva:

e Monotonost VX1, X € G takva da X1 < Xo, onda je p(X1) < p(X2)
e Pozitivno homognena Za oo > 0 i X € G vaZi p(ax X) < ax* p(X)
e Sub-aditivnost Za X1, X2 € G vazi p(X1 + X2) < p(X71) + p(Xa2)

e Invarijantnost na translaciju Za X € G i € R vazZi p(X +a) = p(X) —«

Medutim, ispostavlja se da za VaR ne vaZzi sub aditivnost, odnosno za dve strategije
A i B vazi:
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VaRo(A + B) £ VaR4(A) + VaRu(B) (17)

Takode, problem kod osobina VaR-a je taj, Sto iako konveksan, ima viSe lokalnih
minimuma [9] $to nam otezava ra¢unanje globalnog minimuma prilikom traZenja
optimalnog portfolija.

Da bismo izbegli probleme prilikom optimizacije koji se nameéu zbog nepovoljnih
osobina VaR-a, definiSemo meru rizika uvedenu u [10] koja se naziva Uslovni Value
at Risk (Conditional VaR, Expected Shortfall, Tail VaR). Ova mera govori koliko
mozemo da ofekujemo da ¢emo imati gubitak ako se dostigne vrednost koja je veca
od VaR vrednosti, odnosno CVaR definisemo kao

400
Va € (0,1) CVaRy(X) :/ z2dF¥

—00

Fa(2) (;X(Z)_a z < VaRy(X) (18)
== 22> VaR.(X)
CVaR je ocekivana vrednost gubitka veéeg od VaR-a, zbog ovoga se naziva i Tail
VaR jer uzima negativne prinose manje od VaR-a i ra¢una njihovu ocekivanu vrednost,
pokazano je u [9] da je optimizacija vrednosti CVaR~a portfolija ujedno i minimizira

VaR portfolija. Detaljnije se vidi na slede¢oj slici 15.

A

Frequency

VaRg

Probability

— 1-p —
CVuRB

Mean

Loss

Slika 15: Primer CVaR-a [11]

CVaR ima lep8e osobine i zato je lakse minimizirati CVaR nego VaR, takode kako je
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po definiciji, CVaR vrednost koja je uvek ve¢a od VaR-a znamo da ako minimizujemo
CVaR takode ¢e se minimizirati i VaR [9].
Odnos i izgled CVaR-a i VaR-a se mogu videti na sledecoj slici.

_Risk

VaR

Slika 16: Odnos CVaR-a i VaR-a [10]

Nama je cilj da odredimo kombinaciju strategija trgovanja takvih da portfolio
odabranih strategija minimizuje CVaR.

Minimizacija CVaR-a opisanog na nacin gore spada u problem stohasticke optimi-
zacije, odnosno problem stohastickog programiranja zbog postojanja oéekivanja u
definiciji CVaR-a.
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3 Poredenje numerickih rezultata

optimalnih portfolija

U ovom delu éemo na realnim podacima numericki resiti probleme optimizacije

portfolija, a zatim analizirati kako se vektori optimalnih portfolija strategija trgovanja

dobijenih iz razli¢itih modela ponasaju na testnim podacima. U nasem skupu dostup-

nih strategija posmatramo 24 strategije trgovanja koje su delovale na trzistu i njihove

dnevne prinose, posmatrani vremenski period je od 13.7.2012 do 17.10.2013, ukupno

330 dnevnih prinosa za svaku strategiju. Ove podatke ¢emo podeliti na trening uzorak

i testni deo uzorka. Sve optimizacije ¢e biti numericki radene na trening uzorku koji

broji 90% ukupnih podataka dok ¢e kvalitet optimalnih portfolia biti analiziran na
ostalih 10% podataka.

Pl | P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12
count 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320
mean_d | 0.00016 0.00021 0.00014 6.3E-05 0.0003 0.0003 0.00025 9.3E-05 6.9E-05 0.00018 4.9e-05 0.00011
std 0.002 0.00162 0.00093 0.0017 0.00259 0.00174 0.00276 0.00191 0.00189 0.00206 0.00213 0.0015
min -0.0059 -0.0052 -0.0026 -0.0046 -0.0084 -0.0047 -0.0098 -0.0054 -0.006 -0.007 -0.0078 -0.0047
25% -0.0011 -0.0007 -0.0005 -0.0011 -0.0012 -0.0009 -0.0013 -0.001 -0.0012 -0.001 -0.0013 -0.0009
50% 7.7JE05 0.0002 8.1E05 -1E-05 5.8E-05 0.00028 0.0002 206 -3E-05 4.8E05 -3E-05 0.0001
75% 0.00143 0.00114 0.00063 0.00111 0.00189 0.00145 0.00168 0.00112 0.0012 0.00157 0.00136 0.00098
max 0.00963 0.00606 0.00373 0.00635 0.01013 0.00583 0.01089 0.00933 0.00602 0.00525 0.00644 0.00529
mean_y | 0.03989 0.05235 0.03496 0.0159 0.07571 0.0744 0.06232 0.02354 0.01728 0.04468 0.01247 0.02886
P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22 P23 P24

count 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320 3320
mean_d | 0.00032 0.00015 0.00026 0.00015 0.00012 0.00023 0.00031 0.0003 0.00031 8.7E-05 0.00033 0.00023
std 0.00247 0.00167 0.00201 0.00201 0.00246 0.00294 0.00287 0.00287 0.00337 0.00198 0.00344 0.00205
min -0.0105 -0.0076 -0.0063 -0.0084 -0.0066 -0.0114 -0.0073 -0.0099 -0.012 -0.0054 -0.0155 -0.0116
25% -0.0018 -0.0008 -0.0006 -0.001 -0.0012 -0.0016 -0.0016 -0.0013 -0.0016 -0.001 -0.0017 -0.0016
50% -3E-05 0.00017 9.1E-05 4.4E-05 0.00015 8.6E-05 0.00017 0.0003 9.6E-05 -0.0001 0.00033 -1E-06
75% 0.00237 0.00113 0.00105 0.00132 0.00162 0.00199 0.00187 0.00189 0.00195 0.00109 0.00221 0.00204
max 0.01497 0.00503 0.01468 0.00789 0.00728 0.01016 0.01131 0.01182 0.0153 0.00898 0.0171 0.01508
mean_y | 0.08083 0.03875 0.06578 0.0369 0.03029 0.05735 0.077 0.07587 0.07701 0.02186 0.08366 0.05822

Slika 17: Osnovne deskriptivne karakteristike podataka
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3.1 Numericko resavanje problema optimizacije portfolija

koriscenjem Markowitz-ovog modela

Za primenu ovakvog modela optimizacije na naSem skupu podataka koriséen je

programski jezik Python i ugradena funkcija minimize koja je sadrzana u paketu

Scipy, u ovoj funkeiji, metod koji racuna minimum se koristi metodom najmanjih

kvadrata. Za donju granicu prinosa koji Zelimo biramo vrednost 7 = 0.06
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Listing 3.1: Primer koda

#Vraca minimalnu varijensu za trazeni prinos
import numpy as np
from scipy.optimize import minimize
cov = temp.cov().values*252
r = temp.mean()*252
def objective(x):
cov = temp.cov ().values*252
return np.sqrt(np.dot(x.T,np.dot(cov,x)))
def constraintl (x):
r = temp.mean()*252
return np.dot(x.T,r) — 0.06
def constraint2(x):
ret = np.dot(x.T, np.ones(24)) — 1
return ret
x0 = np.zeros(24)
for i in range(24):
x0[i] = 1/24

0, 1.1 ]
bnds = [b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b,b]

conl = {’type’: ’ineq’, ’fun’: constraintl}

con2 = {’type’: ’eq’, 'fun’: constraint2}

cons = [conl, con2]

sol = minimize (objective ,x0,method = ’SLSQP’, bounds = bnds,
w = sol.x

w=wx*100

constraints

(



print ("Udeo_strategije:_")
for i in range(24):

print (temp.columns. tolist ()[i],"oo.", %217 % w[i], "%")

Rezultat optimizacije je vektor x € R?* ¢je su komponente procenti odnosno udeli

svake strategije u portfoliju:

S1 52 S3 S4 S5 S6 ST S8 59 S10 S11 512
0% 3.28% | 18.16% | 0% | 5.04% | 11.95% | 3.39% | 3.6% 0% | 873% | 0% 0%

S13 514 515 516 | S17 S18 519 520 521 522 523 524
1.13% | 13.21% | 13.29% | 0% | 3.54% | 3.12% | 2.76% | 3.96% | 2.08% | 1.07% | 0.67% | 1.03%

Graficki predstavljeno odnos udela pojedinacnih strategija u Markowitz-ovom

optimalnom portfoliju je:

Markowitz-ov portfolio
17.5 4

Udeo u portfoliu
- s I~ &
] =) w o

w
o

~
wn

00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
PlL P2 P3 P4 PS5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22 P23 P24
Strategija

Slika 18: Graficki prikaz sastava optimalnog portfolija dobijenog na gore definisan
nacin

Standardna devijacija prinosa portfolia koji je dobijen na ovaj nacin iznosi 0.01022
odnosno mozemo da o¢ekujemo da ¢e na godi$njem nivou prinos da varira za 1.022%

od o&ekivane vrednosti od 6%.
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3.2 Numericko resavanje problema optimizacije portfolija

koriscenjem Drawdown modela

Za rac¢unanje pojedina¢nih vrednosti matrice ¥’ koja ¢e nam sluZiti za predstavljanje

odnosa medu strategijama, definisane su dve funkcije u jeziku Python od kojih prva

rac¢una interval maksimalnog Drawdowna za odabranu strategiju.

def

Listing 3.2: Primer koda 2

#Funkcija koja za odabranu strategiju racuna interval i vrednost
najveceg drawdown—a

max_drawdown_int(sl):

cum_rets = data2.iloc[:,s1]

# Racuna se pokretni maksimum

running max = np.maximum.accumulate (cum _rets)

running max [running max < 1] =1

# Racuna se procenat Drawdown—a

drawdown = (cum _rets)/running max — 1

# Kraj intervala

i = np.argmax (np.maximum.accumulate (cum_rets) — cum _rets)
# Pocetak intervala

j = np.argmax(cum_rets[:1])

#Vrednost maksimalnog Drawdown—a

k = drawdown|1i ]

return [i,], k]|

Zatim je definisana funkcija koja na nacin opisan u drugom delu rac¢una preklapanje

intervala dve odabrane strategije izrazeno u danima

Listing 3.3: Primer koda 3

def getOverlap(sl, s2):

38

a = max(0,

min (max_drawdown int(sl)[0], max drawdown int(s2)[0])
— max(max_drawdown int(sl)[1], max drawdown int(s2)[1]))
¢ = max_drawdown int(s1)[0] —max drawdown int(sl)[1] +



max_drawdown_int(s2)[0] —max_drawdown int(s2)[1]
return a/c

Primenom ove dve funkcije na svake dve strategije dolazimo do matrice ¥’ koja ima

oblik

0.1
00,003 [021] 0:39]1960] 0.03)
012l 009l0.7]020l 015 033l el 0.7

[0.12[ 023]_0.15]0)
(052 039]

Slika 19: Matrica izvedene mere povezanosti

Sada kada imamo definisano sve §to nam je potrebno, moZzemo da pristupimo
numeric¢koj optimizaciji portfolija gde ¢emo umesto matrice kovarijanse koristiti

matricu ¥’'. Odnosno Zelimo da napravimo takav portfolio strategija da poklapanje
intervala Maksimalnog Drawdown-a bude minimalno.

Rezultat numericke optimizacije je vektor z € R?* ¢&je su komponente procenti

odnosno udeli svake strategije u portfoliju koji smo dobili na ovaj nacin:

53 | 54 | 55| 56| s7 | 58 | 59 |510|s11 512|513 |14 515|516 | 517 518 | 519 | 520 | 521 | 522 | 523 | 524

S1 S2 S3 54 S5 S6 S7 S8 59 S10 | S11

512

2.42% | 4% | 5.38% | 0% 6% | 7.7% | 6.2% | 3% |3.6% | 43% | 0% | 1.9%
S13 S14 S15 S16 | S17 | S18 | S19 | S20 | S21 | S22 | S23 | 524
84% | 34% | 9.1% | 5.8% | 3.5% | 24% | 4% | 0.1% | 2.4% | 3.8% | 6.7% | 5.7%

Graficki se ovi udeli mogu predstaviti sa
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Slika 20: Udeli strategija u Drawdown portfoliju

Standardna devijacija prinosa portfolija koji je dobijen na ovaj nacin, korisS¢enjem
alternativne matrice za povezanost strategija definisane na gore opisan nacin iznosi
0.01315 odnosno mozemo da o¢ekujemo da ¢e na godiSnjem nivou prinos da varira
za 1.315% od oc¢ekivane vrednosti od 6%.

Na slici 20 moZemo da uoc¢imo da iako neke strategije imaju znatno veée intervale
Maksimalnog Drawdowna, portfolio dobijen na ovaj nacin je veoma diversifikovan,
samo dve strategije nisu ukljucene u portfolio. Strategije S4, S11 i 520 zaista ima-
ju Siroke Maksimalne Drawdown intervale i zato ima smisla da se one iskljuce iz

optimalnog portfolija, odnosno da udeo S20 bude skoro nepostojeéi.

3.3 Numericko resavanje problema optimizacije portfolija

koriscenjem Drawup modela

Za rac¢unanje Maksimalnog Drawup-a i poredenje preklapanja dva intervala korisée-
na je funkcija, koja je predstavljena u Listing 3.4 Primer koda 2 i varijacija funkcije

koja je predstavljena u Listing3.3 Primer koda 3.

Listing 3.4: Primer koda 2
#Funkcija koja za odabranu strategiju racuna interval 1 vrednost
najveceg drawup—a
def max drawdown int(sl):

cum_rets = data2.iloc[:,s1]
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# Racuna se pokretni minimum

running min = np.minimum.accumulate (cum _rets)
running min[running min < 0] =0

# Racuna se procenat Drawup—a

drawup = (cum_rets)/running min — 1

# Kraj intervala

i = np.argmin (np.minimum.accumulate (cum rets) — cum _rets)
# Pocetak intervala
j = np.argmin(cum_rets[:1])

#Vrednost maksimalnog Drawup—a
k = drawup|[i]

return [i,j,k]

Primenom gore navedene dve funkcije na sve strategije mozemo da sastavimo
matricu ©, koju ¢emo prilikom traZzenja optimalnog portfolija koristiti kao matricu
medusobnih odnosa strategija izvedenih iz Drawup pokazatelja, ta matrica ima sledece

vrednosti.

- S1 | S2 | 53 | S4 | S5 | S6 | 57 | S8 | 59 |S10|511 | S12|S13 | S14 | 515 | S16 | 517 | S18 | 519 | S20 | 521 | 522 | 523 | S24

51 1 0.44[/0.49| 0.23| 0.49| 0.49( 0.49| 0.49)| 0.45]| 0.34| 0.11| 0.34| 0.49)| 0.48| 0.49| 0.48( 0.39| 0.35)| 0.42| 0.48| 0.36| 0.37| 0.48)| 0.43
S2 | 0.44 1/ 0.43| 0.13| 0.43| 0.43| 0.44| 0.44| 0.47| 0.23| 0.14| 0.4| 0.43| 0.45| 0.43| 0.45( 0.44| 0.41)| 0.48| 0.42| 0.27| 0.32| 0.42| 0.36
S3 | 0.49)| 0.43 1 0.22(0.49| 0.5] 05|0.48[0.44| 0.34| 0.11] 0.34| 0.5 0.47 0.5) 0.47] 0.38| 0.35( 0.42| 0.49| 0.37| 0.36| 0.49] 0.44
S4 | 0.23| 0.13] 0.22 1/ 0.23| 0.22] 0.22| 0.23| 0.18| 0.36 0 0] 0.23| 0.24]| 0.22| 0.23[ 0.03| 0.13] 0.09]| 0.23| 0.32| 0.32| 0.23| 0.27
S5 | 0.49| 0.43]| 0.49| 0.23 1 0.49(0.49| 0.49]| 0.45| 0.35[ 0.09| 0.35| 0.5]| 0.48| 0.49| 0.48| 0.29)| 0.36| 0.41| 0.49( 0.37| 0.37| 0.49| 0.44
S6 | 0.49| 0.43| 0.5]| 0.22( 0.49 1| 0.5)0.48|0.44| 034 0.1] 034 05| 0.47| 05| 0.47|0.28) 0.35| 0.41| 0.49( 0.37| 0.36| 0.49| 0.44
S7 | 0.49| 0.44| 0.5]0.22|0.49| 0.5 1 0.48(0.44) 0.34| 0.11| 0.34 0.49| 0.47| 0.5]| 0.47]| 0.38| 0.35| 0.42| 0.49]| 0.37| 0.36( 0.49| 0.44
S8 | 0.49]| 0.44| 0.48| 0.23| 0.49| 0.48]| 0.48 1] 0.46| 0.33] 0.1] 0.35( 0.49| 0.49| 0.48| 0.49| 0.4| 0.36( 0.42| 0.48)| 0.36| 0.38| 0.48| 0.43
S9 | 0.45| 0.47]| 0.44| 0.18( 0.45| 0.44| 0.44| 0.46 1 0.27(0.09) 0.38| 0.44| 0.47( 0.44| 0.47| 0.44]| 0.41]| 0.45]| 0.45| 0.3| 0.36| 0.45| 0.39
S$10 | 0.34| 0.23]| 0.34| 0.36| 0.35| 0.34| 0.24| 0.33]| 0.27 1 0] 0.06| 0.34| 0.31| 0.24| 0.31) 0.16| 0.25| 0.2] 0.35| 0.46| 0.4]| 0.35| 0.39
S11 [ 0.11) 0.14]| 0.11 0] 0.09] 0.1]041| 0.1f0.09 0 1 016/ 0.09| 0.1] 0.11] 0.11| 0.12 0] 0.15] 0.07 0 0] 0.08 0
S$12 [ 0.34| 0.4)0.34 0] 0.35| 0.34]| 0.34| 0.35[ 0.38| 0.06| 0.16 1| 0.24| 0.36| 0.34| 0.36| 0.44| 0.32| 0.41]| 0.33| 0.11] 0.18| 0.33| 0.25
S$13 [ 0.49| 0.43| 05| 0.23| 05| 0.5)0.49| 0.49]| 0.44| 0.34| 0.09| 0.34 1 0.48(0.49| 0.47) 0.39]| 0.35| 0.41| 0.49| 0.28| 0.37| 0.49| 0.45
S14 | 0.48| 0.45| 0.47| 0.24]| 0.48| 0.47( 0.47| 0.49| 0.47| 0.31| 0.1| 0.36| 0.48 1/ 0.47| 0.5|0.41]| 0.38]| 0.43| 0.47| 0.24)| 0.39]| 0.47| 0.41
S15 | 0.49| 0.43| 05| 0.22| 0.49| 0.5 0.5| 0.48]| 0.44| 0.34| 0.11| 0.34| 0.49| 0.47 1 0.47[0.28| 0.35| 0.42| 0.49( 0.37| 0.36)| 0.49| 0.44
S16 | 0.48| 0.45| 0.47| 0.23]| 0.48| 0.47[ 0.47| 0.49]| 0.47| 0.31| 0.11| 0.36| 0.47| 0.5| 0.47 1] 0.41| 0.38| 0.44| 0.47] 0.34| 0.39| 0.47| 0.41
S$17 | 0.39| 0.44| 0.38| 0.03]| 0.39| 0.38[ 0.38| 0.4| 0.44| 0.16| 0.12| 0.44| 0.39| 0.41]| 0.38| 0.41 1 0.39)0.46| 0.39] 0.21] 0.27| 0.39| 0.31
S$18 [ 0.35| 0.41)| 0.35| 0.13] 0.36] 0.35| 0.35| 0.36| 0.41| 0.25 0] 0.32] 0.35]| 0.38| 0.35| 0.38]| 0.39 1] 0.41) 0.36| 0.29| 0.36[ 0.36| 0.4
S$19 [ 0.42| 0.48| 0.42| 0.09] 0.41| 0.41| 0.42| 0.42| 0.45| 0.2( 0.15| 0.41)| 0.41]| 0.43| 0.42| 0.44| 0.46)| 0.41 1 0.4[0.24) 0.29] 0.4]|033
S20 | 0.48| 0.42| 0.49| 0.23]| 0.49| 0.49( 0.49| 0.48| 0.45| 0.35| 0.07| 0.33| 0.49| 0.47| 0.49| 0.47[ 0.39| 0.36| 0.4 1| 0.38| 0.37| 0.5] 0.45
S21 [ 0.36| 0.27| 0.37| 0.32]| 0.37]| 0.37| 0.37) 0.36| 0.3| 0.46 0] 0.11] 0.38| 0.34| 0.37| 0.34)| 0.21| 0.29] 0.24| 0.38 1 0.43)0.38) 0.43
S$22 | 0.37] 0.32| 0.36| 0.32]| 0.37| 0.36| 0.36| 0.38| 0.36| 0.4 0] 0.18]| 0.37] 0.39| 0.36| 0.39] 0.27| 0.36| 0.29| 0.37| 0.43 1| 0.37| 0.42
S$23 [ 0.48| 0.42| 0.49| 0.23]| 0.49| 0.49| 0.49| 0.48| 0.45| 0.35| 0.08| 0.33| 0.49| 0.47| 0.49| 0.47[ 0.39| 0.36| 0.4| 0.5 0.38| 0.37 1 0.45
S24 | 0.43| 0.36| 0.44| 0.27] 0.44| 0.44| 0.44| 0.43] 0.39] 0.39 0] 0.25] 045/ 0.41| 0.44| 0.41] 0.31| 0.4] 0.33| 0.45| 0.43| 0.42]| 0.45 1

Slika 21: Pregled matrice ©

Ovde moZemo da primetimo da su vrednosti u matrici znatno veée i ¢eSée razlicite
od 0 u odnosu na matricu ¥’ koju smo na slican nacin dobili iz Drawdowna. Razlog
tome je taj, $to smo videli da su intervali za Maksimalni Drawup kod najvise strategija
drasti¢no veéi nego $to je to slucaj za intervale kod maksimalnog drawdowna, pa je

za oCekivati da ¢e njihov presek biti veéa vrednost.
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Sada imamo definisano sve $to nam treba da bismo numericki resili problem
definisan sa (16). Sli¢no kao i za Drawdown, umesto matrice kovarijanse koristimo
matricu ©. Kao reSenje ovog problema o¢ekujemo da nademo portfolio koji sadrzi
kombinaciju strategija takvu da je preklapanje intervala maksimalnog Drawup-a
minimalno.

I u ovom sluc¢aju Zelimo da ocekivani prinos bude 6% u postavci problema obelezeno
sa 7. Za numericko reSavanje ovog nelinearnog problema optimizacije je koriséen primer
koda koji se nalazi na mestu Listing 3.1. ReSenje ovog problema je vektor = € R?* koji
minimizira vrednost funkcije V' (z) iz (16). Nas Drawup optimalan portfolio sadrzi

sledece strategije.

S1 52 S3 S4 S5 S6 S7 S8 59 510 | S11 | S12
0% | 1.4% | 0% | 8.7% | 0% | 5.5% | 3.2% | 0% 0% | 85% | 1.8% | 2.7%
S13 | S14 | S15 | S16 | S17 | S18 519 520 521 522 | S23 | S24
8% | 0% | 2% | 0% | 0% | 6.2% | 10.7% | 6.2% | 12.7% | 0% | 8.8% | 0%

Graficki odnos strategija u portfoliju se moze lakse prikazati na slede¢em grafiku.

Drawup portfolio
17.5

15.0

125

10.0

75

Udeo u portfoliu u procentima

50

0o

Sl 2 S3 S4 S5 S5 ST S8 S SI0 Sl1 SI2 S13 514 SIS Sl6 SI7 S18 S19 520 S21 S22 S23 S24
Strateaiia

Slika 22: Udeli strategija u optimalnom Drawup portfoliju

Primecéujemo da je alokacija bogatstva u Drawup portfoliju takode diversifikovana,
prime¢ujemo da su iz portfolija izbacene strategije koje imaju najduze Drawup periode.
Strategija S11 ima najveéi udeo u portfoliju, ovo se moze objasniti time Sto je njen
interval Maksimalnog Drawup-a najmanji pa je samim tim i korelacija definisana na
ovaj na¢in manja.

Kao i u prethodnim slucajevima sada smo zahtevali da optimalni portfolio ima

oc¢ekivani prinos od 6%, portfolio definisan na ovaj na¢in ima standardnu devijaciju
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od 1.8343%, sto je za oko 0.5% vise od standardne devijacije optimalnog Drawdown
portfolija.

3.4 Numericko resavanje problema optimizaije VaR

portfolija

U ovom delu ¢éemo primeniti CVaR portfolio optimizaciju na skupu od 24 strategija
trgovanja. Za ra¢unanje pojedinacnih vrednosti VaR~a i CVaR-a koriséen je programski
jezik Python. Posmatrajmo sada vrednosti VaR-a i CVaR-a pojedina¢nih strategija

trgovanja

S Vrednosti VaR-a za strategije
0.005

0.004

0.003

VaR

0.002

0.001

0.000
51 52 53 4 S5 S5 57 S8 59 510 511 512 513 S14 S15 516 517 S18 519 520 521 S22 523 524

Strategija

Slika 23: VaR strategija trgovanja

Na grafiku sa figure 23 mozemo da uporedimo pojedina¢ne vrednosti VaR-a, izrazene
u negativnim dnevnim prinosima sa intervalom poverenja od 95%, primecujemo da
strategija S3 ima najmanji VaR dok S13, 521 i 523 imaju veliki VaR.

Posmatrajmo sada grafik 24 koji predstavlja vrednosti CVaR-a za pojedina¢ne
strategije.
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s Vrednosti CVaR-a za strategije
0.007

0.005
< 0004
L]
&
0003
0.002

0.001

0.000
S1 52 53 54 55 S5 57 S8 59 510 S11 512 513 S14 S15 516 517 518 519 520 521 S22 523 S24

Strategija

Slika 24: CVaR strategija trgovanja

Ovde vidimo da su vrednosti CVaR-a vece, ali da se izgled grafika nije promenio
drasti¢no, pa je odnos CVaR-a izmedu strategija ostao relativno isti odnosu VaR-a.
Kako mi minimizujemo CVaR, ocekujemo da ¢ée strategije sa manjim CVaR-om
biti vige zastupljene u portfoliju. Za ovu optimizaciju je koriSéen programski jezik R i

paket Portfolio.optimization koji se poziva na [10].

Listing 3.5: Primer koda 4

library (portfolio.optimization)
df <— read excel ("C:\\data.xlsx")
df2 <— as.matrix (df)

model <— portfolio.model(df2)
model2 <— objective (model, objective = "expected.shortfall")

cvar <— optimal. portfolio (model2)

Kao rezultat ove optimizacije dobijen je vektor tezinskih koeficijenata koji minimi-

ziraju CVaR portfolija i on ima slede¢u strukturu:

S1 52 S3 54 S5 S6 S7 S8 S9 | S10 | S11 | S12
48% | 0% |29.7% | 0% | 3.7% | 1.7% | 0.7% | 11.1% | 0.9% | 0% | 2.8% | 6.9%
S13 | S14 S15 | S16 | S17 | S18 | S19 520 521 | S22 | S23 | S24
L7% | 6.5% | 3.4% | 0% | 5.9% | 5.7% | 0.5% | 1.5% | 1% | 9% | 2.2% | 0%
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Graficki predstavljeno, optimalan CVaR portfolio strategija trgovanja ima sledeé¢u

strukturu:
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Slika 25: Optimalan CVaR portfolio

Ovde vidimo da najveéi deo portfolija ¢ini strategija S3, ovo se slaze sa prethodnim
da 53 ima najmanji CVaR a time i VaR, takode vidimo da su strategije koje imaju
velike vrednosti CVaR-a u portfoliju zastupljene u malom delu.

Portfolio strategija trgovanja definisan na ovaj nac¢in ima ocekivani godidnji prinos

4.03%, a standardnu devijaciju prinosa 0.978%.

3.5 Sumiranje numerickih rezultata

Sada kada smo konstruisali optimalne portfolije iz sva ¢etiri modela, moZzemo da ih
poredimo, na slici 26 vidimo razliku u konstrukciji optimalnih portfolija iz razli¢itih
modela.

Posmatrajmo tabelu na slici 27, vidimo dnevne prinose svakog od Cetiri optimalna
portfolija koji su realizovani na testnim podacima.

Nas zanima kako se kretao kumulativni prinos ovih portfolija, odnosno Zelimo da
uporedimo kretanje prinosa portfolija.

Na grafiku 28 vidimo kretanja prinosa ostvarenih na testnim podacima, na grafiku
je pocetna vrednost nultog dana 100, ovo je zato Sto pretpostavljamo da smo u svaki
portfolio srategija ulozili 100 jedinica bogatstva i posmatramo kako se naSe bogatstvo
menjalo kroz vreme. Primeéujemo da postoje intervali gde se prinosi sli¢no krecu,
takode vidimo nagli pad prinosa pred kraj posmatranog intervala.

Na posmatranim testnim podacima najbolji prinos je imao Drawdown portfolio, rast

od 0.5%, sli¢ne performanse je imao i CVaR portfolio koji je imao rast prinosa od 0.47%.
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Slika 26: Pregled udela strategija u svakom portfoliju

Znatno manji ali i dalje pozitivan prinos od od 0.24% je ostvarila kombinacija strategija

sadrzana u Drawup portfoliju, dok Markowitz portfolio na kraju posmatranog intervala

gotovo nije napravio promenu u ostvarenom prinosu.

Da sumiramo, da smo ulozili 100 jedinica bogatstva u svaki od ovih portfolija, posle

29 dana delovanja strategija kako je opisano u testnom delu podataka bismo imali:

Markowitz
99.991

Drawdown
100.52

Drawup
100.24

CVvaR
100.478
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Markowitz| Drawdown | Drawup CVaR
0 0.0006722| 0.00053593| 0.0009936| 0.00056345
1 0.0007917| 0.00170266| 0.0005594| 0.00093498
2 0.0006659| 0.00114382| 0.0013635| 0.00035248
3 2.973E-05| 0.00024681| -0.000476| 0.00031788
4 0.0005443| 0.00046084| 0.0012735| 0.00087384
5 0.0003826| -6.151E-05| -0.00034| 0.00064361
6 0.0009155| 0.001359014| 0.0018684| 0.00108089
7 0.0003579| 0.00032283| 0.0007942| 0.00029235
8 -0.000362| -0.0002992( 0.0001014| -0.00032967
9 0.0006767| 0.00029748| 0.0002036| 0.0003217
10 | -0.000466| -0.0001189| 0.0004739| -0.0003541
11 | 0.0002286| -7.505E-05| -0.00053| 0.00011993
12 | -0.001067| -0.0009745| -0.000855| -0.001173594
13 | 0.0006323| 0.00109635| 0.0007583| 0.0002783
14 | 0.0001865| 6.3306E-05| -7.92E-05| 0.00057362
15 | -0.000198| -0.0001915| -0.000151| -0.00028367
16 | -0.000341| 0.0002889| 0.0008706| 0.00043646
17 | 0.0004166| -0.0001645| -0.001561| 0.00026084
18 0.000542( 0.00063244| 0.0002375| 0.00061705
19 | -0.000356| -0.0005115| -0.000592| -0.00023198
20 | -0.000266| -0.0004835| -0.000504| -0.00023425
21 -0.00033| -0.0001626| 0.000213-0.00035924
22 | -0.001341| -0.0001742| -0.000658| -0.00035734
23 | 0.0005926| 0.00086121| -0.000294| 0.00171455
24 0.000342( 0.00069699| 0.0008729| -0.00020196
25 -9.57E-05| 0.000185971| 0.0006532| 0.00053625
26 -2.96E-05| 1.2615E-05| -7.14E-05| -0.00019948
27 | -0.001815| -0.0018723| -0.002549| -0.00092627
28 -0.00113| -0.0001613| -0.00022| -0.00069958

Slika 27: Ostvareni dnevni prinosi portfolija

100.7 { — Markewitz portf. prinos

Drawdown portf, prinos A
—— Drawup portf. prinos /\
—— Cvak portf. prinas o

/

1004 {

Prings

1003 1

1002 1

1001 1

Slika 28: Kumulativno kretanje prinosa






4 Zakljucéak

U ovom radu smo analizirali optimizaciju portfolija na skupu strategija trgovanja.

Koriséene su dve standardne mere rizika varijansa i VaR ali smo i uveli dve nove mere
rizika, koje na nestandardan nacin porede kretanje prinosa strategija. Zeleli smo da
istrazimo da li je koristno posmatrati varijansu kao preklapanje slicnog ponasanja
prinosa strategija (Drawdown i Drawup). Na osnovu rezultata dobijenih iz portfolio
optimizacija, definisanih u prethodnim delovima, moZemo da vidimo da je koristno
za odabir portfolija strategija trgovanja, posmatrati Drawdown i Drawup na nadin
definisan u prethodnom delu. Naravno, performanse dobijenih portfolija bi detaljnije
bile vidljive na veéem broju testnih podataka.
Pristup koriséenja Drawdown-a i Drawup-a kao mere rizika definisan u ovom radu
je veoma simplifikovan. Vremenski interval koji je obuhvaéen podacima nije velik i
povecava Sansu da se intervali maksimalnog Drawdown-a i Drawup-a preklapaju. Ovo
mozda ne bi bio sluc¢aj da se podaci protezu kroz vise godina, zbog toga je jedna
ideja za naredno istrazivanje, ta da se posmatraju maksimalni Drawdown i Drawup
po godinama, ili da se posmatraju intervali Drawdown-a i Drawup-a veéeg reda.

Strategije trgovanja svakako predstavljaju relativno nov pristup delovanja na trzistu
i njihove karakteristike su atraktivne, kako za potencijalne ulagace tako i za one
koji ih razvijaju i optimizuju. PronalaZenje idealnog portfolija je veoma zanimljiv i
izazovan problem, svrha ovog rada je ne samo da primeni snaZne teorijske metode
pristupu optimizacije strategija trgovanja, ve¢ i da doprinese merenju i razumevanju
rizika kroz uvodenje novih metoda.

Nada autora je da ¢e ovaj rad pomodi zainteresovanima koji Zele da ucestvuju na
trzistu i da ée pristup merenju trzisnog rizika koji je predlozen u ovom radu biti ideja

za dalje istrazivanje.
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