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Predgovor

Proucavanje pseudo-diferencijalnih operatora pocelo je sredinom 1960-ih radom
Kona, Nirenberga, Hermandera i drugih. Teorija pseudo-diferencijalnih operatora
igrala je vaznu ulogu u proucavanju linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina,
dok je osamdesetih godina proslog veka nasla primenu i u nelinearnim parcijalnim
diferencijalnim jednacinama. Prvi put eksplicitno definisan u radu Kona i Niren-
berga, 1965. godine, elipti¢ni pseudo-diferencijalni operator, koristi se za resavanje
raznih diferencijalnih jednacina, od kojih od posebnog znacaja su one koje se ko-
riste da modeliraju probleme u prirodnim naukama, posebno u fizici. U teoriji
PDJ !, s obzirom da je samo nalaZenje reSenja u veéini slu¢ajeva nemogucée ili jako
komplikovano, glavni fokus je na egzistenciji resenja i na osobinama koje ono ima
ukoliko postoji. Na osnovu postojec¢ih radova na temu elipticnih PDJ, dolazimo
do zakljucka da je najvecu paznju zavredivalo pitanje regularnosti resenja ovih
jednadina. Cinjenica je da je ova oblast bila u fokusu istaknutih matematicara, a
¢iji su radovi na ovu temu znacajno doprineli razvoju drugih oblasti matematike,
povezanih sa PDJ, kao $to su teorija verovatnoce, diferencijalna geometrija, vari-
jacioni racun, matematicka fizika i primenjena matematika. U ovom radu paznja
je usmerena na regularnost resenja elipticne parcijalne diferencijalne jednacine na
L?-Beselovim prostorima.

Rad je podeljen na cetiri celine. U uvodnom poglavlju ovog rada dat je kratak
pregled osnovnih pojmova, tvrdenja i oznaka vezanih za teoriju distribucija, LP-
prostora i drugih prostora funkcija.

Nakon uvodnog dela, u drugom poglavlju definiSemo Furijeovu transformaci-
ju L'-funkcije i navodimo njena osnovna svojstva. Upoznajemo se sa brzo opa-
dajuéim funkcijama, inverznom Furijeovom transformacijom i Planserelovom te-
oremom, temperiranim distribucijama, Furijeovom transformacijom temperiranih
distribucija, kao i pojmom konvolucije funkcija, a posebno konvolucijom dve brzo
opadajuce funkcije i konvolucijom temperiranih distribucija. Takode, definiSemo
prostore Soboljeva i motivisani njima, da¢emo i definiciju Beselovih prostora.

Potom, u tre¢em poglavlju uvodimo pojam simbola i njima pridruzenih pseudo-
diferencijalnih operatora. Radi¢emo sa standardnom klasom simbola koju je uveo
Hermander. Glavni problem kojim ¢emo se baviti u ovom poglavlju je kompozicija
dva pseudo-diferencijalna operatora, za koju ¢emo ustanoviti da je opet pseudo-
diferencijalni operator i da odgovarajué¢i simbol ima takozvani asimptotski razvoj.
Za potrebe dobrog definisanja kompozicije dva pseudo-diferencijalna operatora
upoznac¢emo se sa oscilatornim integralima i prostorom amplituda.

Poslednje poglavlje, posve¢eno je klasi pseudo-diferencijalnih operatora koja

1'Uobiéajeno je da se umesto ,parcijalna diferencijalna jednacina" pise akronim PDJ.



se izdvaja u primenama na resavanje diferencijalnih jednacina-elipti¢nim opera-
torima. Posebno su zanimljivi jer imaju priblizne inverze koji su takode pseudo-
diferencijalni operatori i koji se u literaturi zovu parametriks. Takode ¢emo upo-
znati adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora, pri ¢emu ¢emo dati
odgovore na tri pitanja: Da li on uopste postoji? Ako postoji, da li je on pseudo-
diferencijalni operator? Ako je pseudo-diferencijalni operator, da li mozemo nadi
asimptotski razvoj za njegov simbol? Potvrdan odgovor na sva tri pitanja omoguci-
¢e nam da prosirimo dejstvo pseudo-diferencijalnog operatora, do sada definisanog
na prostoru S(R™) na linearni operator definisan na prostoru temperiranih distri-
bucija S’(R™). Na kraju, dokazaéemo teoremu o elipti¢noj regularnosti, ta¢nije
posmatracemo elipticnu pseudo-diferencijalnu jednacinu

p(z, Dy)u = f,

gde je p(x, D,) dati elipti¢ni operator, i f data funkcija (koja pripada nekom pro-
storu funkcija). Ne¢emo ispitivati kako izgleda resenje jednacine u eksplicitno, veé
da li mozemo da kazemo nesto o regularnosti u poznajuéi regularnost f. Preci-
znije, dokazac¢emo da resenje u pripada klasi funkcija koja ima m vise izvoda u
poredenju sa f, gde je m red operatora p(z, D,) .
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1 Uvod

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije, oznake i napomene koje ¢emo
koristiti u radu vezane za teoriju distribucija, LP-prostore i druge prostore funkcija.

1.1 Uvodni pojmovi, oznake i tvrdenja
Za multi-indeks o € Ny, a = (a, ..., a,,) koristimo standardne oznake:

 red multi-indeksa je broj |a] = a3 + as + ... + ay,
e al=aq!- ...,

o parcijalni izvod reda «, u oznaci 0“ se definise kao

o nay o i aq a Qn
=0 o = <8x1) (&UTL) '

Takode, uvodimo oznaku D, = %8%. = —i0,;, 1 <j < n,gde jeiimaginarna
jedinica, pa je D* koje se definise kao D* = D" - - - D& jednako

pr=pp Dy = (1) () = e

" 101y 1 0z,

Qn

Za v € R", definiSemo 2 = " - - - 227,
Definicija 1.1.1. Neka je 2 C R™ otvoren skup. Za 1 < p < oo definisemo
L(Q) = {f: Q= €| | [f(x)ldx)

1 wvodimo normu

Il = ([ 1 @))5.
Za funkciju f € LY(Q) kaZemo da je Lebeg-integrabilna funkcija.

Definicija 1.1.2. Za p = oo definisemo

Q) = {f O C f je Lebeg merljiva i postoji konstanta C}

tako da je | f(z)| < C za skoro sve x € Q

sa normom

| 2 lloo=inf{C : |f(x)] < C za skoro sve x € Q}.



1.1 Uvodni pojmovi, oznake i tvrdenja

Definicija 1.1.3. Nosac neprekidne funkcije f : R™ — C definisan je kao skup
supp f ={z € R": f(z) # 0}.

Navedimo sada prostore funkcija koje ¢emo koristiti. Neka €2 C R™ otvoren skup.

« Sa C(2) oznacavamo prostor neprekidnih funkcija na €.

o Sa Ck(Q),k € N oznadavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na €.

e Sa C*™(Q) oznacavamo prostor glatkih funkcija na .

o Sa C.(92) oznacavamo prostor neprekidnih funkcija na Q sa kompaktnim
nosacem.

« Sa C°(f2) oznacavamo prostor glatkih funkcija na € sa kompaktnim nosa-
cem.

e Sa CY(€) oznacavamo prostor neprekidnih, ograni¢enih funkcija na €.

e Sa Cf(Q),k € N oznacavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na € ¢iji svi izvodi i sama funkcija su ograniceni.

e Sa Cp°(Q) oznacavamo prostor glatkih, ograni¢enih funkcija na €.
e Sa L},.(Q) oznac¢avamo prostor funkcija koje su integrabilne na svakom kom-

paktnom podskupu od €. Vazi L'(Q2) C L} ().

Definicija 1.1.4. Linearni parcijalni diferencijalni operator sa promenljivim koe-
ficijentima na R™ definisemo kao

a(z,D) = > as(z)D,

laj<m

gde su koeficijenti a,(x) funkcije definisane na R™.

Lema 1.1.5. Neka je g(t,x) funkcija definisana na domenu R™ x R"™ takva da

1) = [ glt,w)ax.

Neka je k € {1,...,n} i pretpostavimo da su g i 8% neprekidne funkcije. Stavise,
pretpostavimo da je % ogranicena integrabilnom funkcijom po x. Tada

af . dg
(0= /R o
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1.1 Uvodni pojmovi, oznake i tvrdenja

Dokaz. Videti [3], strana 26, Lema 2.21. O

Teorema 1.1.6. Neka je I C R otvoren interval i f : R™ x I — C preslikavanje
tako da

1. za svako x € R™ funkcija t — f(x,t) je diferencijabilna na I,

2. za svako t € I funkcija x — f(x,t) je integrabilna na R™,

3. postoji neko F € L'(R™) takvo da |0, f(x,t)| < F(x) za skoro sve x € R™.

Tada je

I3t g(t) = /Rnf(x,t)dxeC

diferencijabilna funkcija na I i za svet € I
g0 = [ oSt
Dokaz. Videti [11], strana 98, Teorema 1. O

Teorema 1.1.7. (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji)
Neka je fir € LY(R™), k € N niz funkcija takvih da

klim fr(z) = f(x), skoro svuda i
—00

|fr(2)] < g(z) skoro svuda,

gde g € LY(R™). Tada f € L*(R") i

lim fk:(l’)dX:/ f(z)dx.

k—o0 JRn n

Dokaz. Videti [11], 58. strana, Teorema 3. O

Teorema 1.1.8. (Lajbnicova formula) Izvod proizvoda dve funkcije f,g € CloI(R™)
je dat Lajbnicovom formulom

ozia)a) = X () (o2s@) (o2 7o)

koja vazi za sve o € Nyj.

Teorema 1.1.9. (Fa di Brunova formula) Izvod reda o € Ny kompozicije dve
funkcije vise promenljivih dat je Fa di Brunovom formulom

Oel(fog)©]= > > f9©) (0 9() - - (089(). (L1

1I<i<avi+re+...+yi=o
[y1[>1,.lm]>1




1.1 Uvodni pojmovi, oznake i tvrdenja

Teorema 1.1.10. Neka 1 < p < 0o. Tada C°(R™) je gust u LP(R™), tj. za svako
f € LP(R™) postoji niz fr, € C°(R™), k € N, takav da klim | f— fell,=0.
—00

Dokaz. Videti [11], 92. strana, Teorema 3. O

Teorema 1.1.11. (Fundamentalna lema varijacionog racuna) Neka je Q@ C R™
otvoren skup i neka f € L},.(Q) tako da

Jo f(@)p(z)dx =0 za sve ¢ € C°(9).
Tada f(x) =0 za skoro sve x € €.

Dokaz. Videti [1], strana 204, Teorema A.7. O

U radu, takode ¢emo koristiti oznaku: A & B, gde su A i B dva proizvoljna
skupa, ukoliko vazi A C B i postoji € B takav da = ¢ A.

Teorema 1.1.12. (Fubinijeva teorema) Neka su X C R™ 1Y C R"™ Lebeg merljivi
skupouvi.

1. Neka f € LY(X x Y). Tada funkcije

oo [ faydy, oy [ flay)x

definisu interabilne funkcije na X 1Y redom i vaZe jednakosti

| famdnax = [ fapdey) = [ (] ey

2. Ako je f Lebeg merljiva na X XY, onda su funkcije

e [Nyl oy [ 1@yl

Lebeg merljive na X ©Y redom ¢ vaZe jednakosti

J L@ ylanas= [ 1f@yldey) = [ (] 1f@y)ldody

Dokaz. Videti [12], 67. strana, Teorema 2.37. O




2 Furijeova transformacija, temperirane distri-
bucije i prostori Soboljeva

U ovom poglavlju obradi¢emo Furijeovu transformaciju L!-funkcije. Napravi-
¢emo pregled njenih najvaznijih osobina i definisati njoj inverznu transformaciju.
Predstavicemo teorijske osnove prostora brzo opadaju¢ih funkcija, kao i prostora
temperiranih distribucija. Kao sto ¢emo videti u odeljcima koji slede, prostor tem-
periranih distribucija predstavlja prirodan okvir za delovanje Furijeove transforma-
cije. Naveséemo Planserelovu teoremu i upoznac¢emo se sa Furijeovim mnoziocima
na prostoru L?(R™). Potom se upoznajemo sa novom operacijom, konvolucijom.
Prvo ¢emo definisati konvoluciju funkcija, zatim konvoluciju brzo opadajuc¢ih fun-
kcija, i na kraju, konvoluciju temperiranih distribucija. Ovo poglavlje zatvori¢emo
izlaganjem osnovne teorije prostora Soboljeva i Besela.

2.1 Furijeova transformacija

Definicija 2.1.1. Za f € L'(R"™) definisemo Furijeovu transformaciju funkcije f,
u oznact f, sa

f&) = FIN©) = [ flaye=tax, (2.1
gde je x - § = éxlfz
Kako je f € L*(R™), vazi [gn |f(2)e” @8 |dx = [gu | f(z)|dx < 0o, odakle sledi da je
(2.1) dobro definisana.

Osnovne osobine Furijeove transformacije date su u sledec¢oj teoremi, koju navodi-
mo bez dokaza.

Teorema 2.1.2. 1. Preslikavanje F : L*(R") — CP(R") je linearno i vaZi
| FLf] ||cg(Rn)§|| fllomny -

2. Ako je f : R™ — C neprekidno diferencijabilna funkcija tako da f € L*(R™) i
0;f € LYR™), onda

F(0u; ] = i&GFF1(E)- (2.2)

3. Ako f € L*(R™) iz;f € L*(R™), onda je f neprekidno diferencijabilna u odnosu
na & i

A

0, f(€) = Fl—iz; f(x)]. (2.3)



2.1 Furijeova transformacija

4. Neka f € LY(R™). Oznacimo sa (1,f)(z) == f(z +y), y € R" translaciju od f
za y. Tada je A

Flry f1(€) = e f(£),
za sve £ € R™.
5. Neka f € L'(R™). Oznacimo sa (prf)(x) := f(A\x), A > 0 dilataciju od f za \.
Tada je

-nf £ -n n
Flpafl€) = A7 f(5) = A (a1 )(E).
Dokaz. Kratko uputstvo videti u [1], strana 10, Teorema 2.1. O

Napomena 2.1.3. Uvodimo oznaku D,; = 18%., 1 <j <n, gde jei’=—1. Tada

i
se osobina (2.2) moZe zapisati kao

FIDx,(f) = &FI]-

ili vazi opstije A
FIDf(x)] = €7 f(E), (2.4)

gde o € Nji. Takode, osobina (2.3) se moze zapisati kao

A

iDe, () = Fliz; ()

odnosno opstije .
Fl(=a)f(2)] = Df(€)
gde B € Nj.

Napomena 2.1.4. Ako je f € L'(R") neprekidno diferencijabilna funkcija i
0., f € LYR"™) za sve j =1,...,n, onda su [ i & f ogranicene funkcije zbog Teoreme
(2.1.2), tacnije zbog 1. i 2. dela teoreme, pa sledi

(1+EpIfel<c
=4
FO1< g

Sto znaci da f(€) opada brie od C(1+ |€])™" kada |¢| — oo. Induktivno, pod
pretpostavkom da vaZi f € C*(R") i 9% f € LY(R™) za sve |a| < k dobijamo
¢

(1 +[€])*

sto znaci da diferencijabilnost funkcije f implicira da f opada brze od polinoma
kad || — oc.

f(©)] <




2.2 Brzo opadajucée funkcije

2.2 Brzo opadajuce funkcije

U okviru ovog odeljka upoznac¢emo se sa prostorom funkcija koji je invarijantan
u odnosu na Furijeovu transformaciju.

Najpre, posmatrajmo funkciju f € C°(R"). Tada 9% f € C>°(R™) C L'(R"),
za sve a € Nj. Takode, na isti na¢in kao u Napomeni (2.1.4), dobijamo da vazi
1F(6)] < C(A+|€])7*, za svako k € Ny. Dalje, moZemo da primetimo da je

(1+[2)"f(2) € C™ € LY(R™).

Odatle, koriste¢i Teoremu (2.1.2), 1. i 3. deo, sledi da f € CF(R™) za sve k € Ny,
Sto implicira f € Cg°(R™). Medutim, moZe se pokazati f ¢ C°(R™) jer f nema
kompaktan nosaé (osim u sluéaju kad je f = 0). Ako f € C°(R"), onda f pripada
prostoru funkcija koji definiSemo u nastavku.

Definicija 2.2.1. Prostor brzo opadajucih funkcija S(R™) je prostor svih glatkih
funkcija f: R" — C tako da za sve o € Ny ¢ sve N € Ny postoji konstanta Cy n
tako da je

109 f(2)] < Can(1+ |z)~" (2.5)

uniformno po x € R". Za f € S(R™) i m € Ny definisemo niz semi-normi

|flm,s = sup  sup |:1c°‘8£f(x)|
jal+|8l<m z€Rn

Funkcije iz gornje definicije su takve da, kada |z| — 0o one same zajedno sa svim
svojim parcijalnim izvodima opadaju ka nuli brze od (1 + |z|)~V, te ih otuda
zovemo brzo opadajué¢im funkcijama. Ove funkcije takode nazivamo i Svarcovim
funkcijama. 1z definicije lako se vidi da, ako je f iz S(R™), onda su i svi njeni
parcijalni izvodi u S(R").

Napomena 2.2.2. Jedna od ekvivalentnih familija semi-normi na S(R™) je data
sa

ms = sup sup (1+|z|)*0°f(z)|, za f € S(R").
k+|al<m zeR™

f

Na ovaj nacin definisane semi-norme su bolje povezane sa samom definicijom brzo
opadajucih funkcija. Ipak, ispostavlja se da, ukoliko posmatramo Furijeovu trans-
formaciju na prostoru brzo opadajucih funkcija, nekada je prirodnije koristiti de-
finiciju | - |pm.s semi-normi.




2.2 Brzo opadajucée funkcije

U nastavku pokazujemo tri jednostavne leme koje ¢e nam biti od koristi u da-
ljem radu sa Svarcovim funkcijama.

Lema 2.2.3. Vazi C*(R™) ¢ S(R™).

Dokaz. Neka f € C®(R"). Bududi da |z|* € C®(R"), gde o € NpJ, vazi
12208 f(z)] € C=(R"), za B € Ng. S obzirom da neprekidna funkcija na kompakt-
nom skupu dostize maksimum, |#*9? f(z)| je ograni¢ena, tj.

2207 f(2)] < Cas,

Sto znadi da f € S(R™). Inkluzija je striktna jer f(z) = e I € S(R") \ C=(R")
(f nema kompaktan nosa¢, f(z) # 0,Vx € R"), a da f(z) € S(R") upravo ¢emo
dokazati.

Lako se vidi da za svako 8 € N2 vazi 02 f(x) = Ps(x)f(x), gde Ps(x) predstavlja
polinom. MnozZenjem ove jednakosti sa x®, dobijamo izraz

| Pa(a)]
e|30|2

|20, f ()] (2.6)

¢ija desna strana tezi nuli kad |z| — co. To znaci da za svako € > 0 mozemo naéi
konstantu N > 0 tako da kad |z| > N vazi
2% Pg(x
e Pale)]
e‘$|

Ako posmatramo slucaj |z| < N, izraz (2.6) predstavlja neprekidnu funkciju na
kompaktnom domenu, pa je ogranic¢ena tj. postoji konstanta M > 0 koja je gornje
ogranicenje izraza (2.6). Biraju¢i C, g = maxz{e, M} dobijamo

2907 ()] < Caps
odakle zaklju¢ujemo da f(z) € S(R"). Dakle, f(z) = e ** € S(R")\C>(R™). O

Lema 2.2.4. Neka 1 < p < oo. Tada S(R™) C LP(R™).
Dokaz. Neka f € S(R"). Znamo da je f glatka i da za sve o € Nj i sve N € Nj
vazi

(L+ |z)Mo f ()] < Can

Posebno, za N =01« = (0,...,0) vazi |f(z)] < Cop, pa f € L>®(R").
Posmatrajmo sad slucaj 1 < p < co. Tada za neko N € N imamo

[ oo [ SO,

(1+ [zl




2.2 Brzo opadajucée funkcije

Primetimo da brojilac podintegralne funkcije mozemo da ograni¢imo na sledeci
nacin

F@PQ+ |2%)P = (@) + [f@Y) < (F @)+ 1f @)1+ [21))

< (Cop + Con )P < 00.
Oznacimo C := (Cy + Cy n)P. Tada

[ 1f@pax <o 4

e (14 |2[Y)P

Integral sa desne strane poslednje jednakosti konvergira za N > %. Biraju¢i N > %,
dobijamo f € LP(R"). O

Proizvod dve Svarcove funkcije je Svarcova funkcija, tj. ako f, g € S(R™) onda
fg € S(R™). Stavige, 2f € S(R"), za sve a € NI i f € S(R"). Ovo sledi iz jo$
opstijeg tvrdenja:

Lema 2.2.5. Sa C55, (R™) oznacimo skup svih glatkih funkcija ogranicenih polino-
mom tj. skup glatkih funkcija f : R™ — C takvih da za sve o € N} postoji m,, € Ny
1Cy > 0 tako da

109 f(z)] < Co(l+ |z|)™, za sve x € R™.

Tada, za svako f € ige SR") vazi fg e S(R").

o0
poly
Dokaz. Pretpostavimo da f €
pretpostavke teoreme sledi da je

ool = T (%) (o250) (02000

<o

ooy 1 9 € S(R™). Iz Lajbnicove formule koristeci

<mmz() 1+ e])™ Con (1 + [e])

<L

(1+ ]+
(14 |z)™ L+ [z -
gde je M = max{m, : v < a}. Kako dobijeni izraz vazi za sve N € Ny, za dato

p € Ni uvek postoji N tako da je M + || < N. Stoga, dobijeni izraz je konacan.
]

< Ol (1+ =)™ <




2.2 Brzo opadajucée funkcije

Napomena 2.2.6. Nije tesko uociti da izraz (14|z|) koji se javlja u (2.5) mozemo
da zamenimo sa (x) = (1 + |z|2)2 buduéi da vaZi sledeca nejednakost

(2) < (L+a]) < V2(). (2.7)
Furijeovu transformaciju je pogodno koristiti na prostoru S(R™) zbog sledeée njene
osobine:

Lema 2.2.7. Furijeova transformacija F : S(R") — S(R™) je linearno preslika-
vanje. Za svako m € Ny postoji C,,, > 0 tako da je

|f|m,s < Cm|f|m+n+1,$a
za sve f € S(R™), odnosno F : S(R™) — S(R™) je ograniceno preslikavange.
Dokaz. Linearnost sledi iz definicije Furijeove transformacije. Za f € S(R") vazi

Flos =1 f lle= E’Sg@f@)l <If < Clf s, (2.8)

pri ¢emu vazenje poslednje nejednakosti obrazlazemo u nastavku.

Vazi
_ [ @ ey
I llo= [ 1f@ldx= [ e (29)

Brojilac podintegralne funkcije mozemo da ogranicimo

[F@)(A+ |2 < O @A+ [2P) < O fls (2.10)

gde obe nejednakost slede iz Napomene (2.2.6). Iz (2.9) i (2.10) dobijamo da vazi
(2.8). Dalje, kombinujuéi 2. i 3. deo Teoreme (2.1.2) dobijamo

*DLf(€) = FID (2" f(x))
odakle koristedi (2.8) zakljucujemo
1 €*DEF(€) lloo= [FIDS (" f(2))]los < CIDE(2” f(2))]r41,5- (2.11)

Primenom Lajbnicovog pravila

D22’ f(x) = 3 (j) (D22) (D2 f(x)),

V<a

iz (2.11) dobijamo

| € DEF(E) oo Caplfliasispensns:

10



2.2 Brzo opadajucée funkcije

Kada u poslednjoj jednakosti uzmemo supremum po «, 5 € Ny za |a| + |B] < m,
gde m € Nf} dobijamo

|f|m5 < Cm|f|:n+n+1,5'

Dakle, F(f) € S(R"), za sve f € S(R") i F : S(R") — S(R") je ogranic¢eno
preslikavanje. [

Zakljucujemo, prostor brzo opadajuc¢ih funkcija je invarijantan u odnosu na Furi-
jeovu transformaciju.

11



2.3 Inverzna Furijeova transformacija i Planserelova teorema

2.3 Inverzna Furijeova transformacija i PlanSerelova teo-
rema

Furijeova transformacija F : S(R™) — S(R") je invertibilna i njen inverz defi-
nisemo u nastavku.

Definicija 2.3.1. Za g € LY(R") definisemo inverznu Furijeovu transformaciju
funkcije g, u oznaci g, sa

1

ia) = F ) =

[ e=tg(e)ag (2.12)

gdejex €= 3 x;- &
=1

Kako g € L*(R"), navedena definicija je dobra. Primetimo da vazi

Fa)(a) = o5 Flal(—) (213)

Da je sa (2.12) zaista dat inverz Furijeove transformacije, odnosno da kada na
Furijeovu transformaciju primenimo inverznu Furijeovu transformaciju dobijemo
originalnu funkciju tvrdi sledec¢a lema.

Lema 2.3.1. (o inverznoj Furijeovoj transformaciji) Neka f € S(R™). Tada je
f(x) = F ' [f](x)

za sve x € R™. Furijeova transformacija F : S(R™) — S(R™) je linearni izomorfi-
zam tj. linearno, bijektivno, neprekidno preslikavanje sa neprekidnim inverzom.

Dokaz. Videti [1], strana 16, Lema 2.9. O

Teorema 2.3.2. (Planserelova teorema) Za sve f,g € S(R™) vazi

1

L @i = [ f@a@ae (2.14)

Vazi 1
I N Z2 @)= 2 I f I Z2er)
i F se moZe prosiriti do linearnog izomorfizma F : L*(R") — L*(R").

Dokaz. Videti [1], strana 17, Teorema 2.11. O

12



2.3 Inverzna Furijeova transformacija i Planserelova teorema

Napomena 2.3.3. Uvodimo sledecu oznaku

d¢

e = (2m)n

pa inverznu Furijeovu transformaciju funkcije moZemo zapisati i u sledecem obliku

Flgl) = [ e"Sg()a, (2.15)
a Plansereleovu teoremu zapisacemo u obliku
| f@glax= [ feaea.

Lema 2.3.4. (Furijeovi mnoZioci na L*(R")) Neka je m : R" — C merljiva
funkcija. Tada

m(D,)f = F - [m(€)f(£)] za sve f € L2(R")

je dobro definisan ogranicen operator m(D,) : L*(R") — L*(R"™) ako i samo ako
):

m € L®(R"). Stavise, | m(D,) |lcwamey =l m 1o

Dokaz. Pretpostavimo da m € L*(R"). Tada
(L Im(©F©FPd = ([ m@PIf©)Pe? <llm i~ [ 1f(€)Fag < oo,
pam(€)f(€) € LA(R"), pai F ' [m(€)f(€)] € L*(R") za svako f € L2(R"). Stavise,
1 1
(2m)" (2m)"

zbog Planserelove teoreme. Dakle, m(D,) : L*(R") — L*(R") je ogranicen linearni
operator i

1 m(Da) f |2 = 1 m(€)F(€) ll< Fm ool £ 1l2 -

| m(Dy) [lz2@an <l m ||oo -

Sada ¢emo dokazati obrat teoreme. Pretpostavimo da je gore definisan opera-
tor m(D,) : L*(R™) — L*(R™) dobro definisan, linearan i ogranicen.
Tada za f € L*(R") vazi

m(D,)f € L*(R")

F(m(Da)f) € L*(R")

m(€)f(€) € LA(R™).

13



2.3 Inverzna Furijeova transformacija i Planserelova teorema

Dakle, ogranicenost operatora m(D,)f : L*(R™) — L*(R") je ekvivalenta sa ogra-
nicenoséu operatora m(-)f(-) : L2(R") — L2(R™). Oznacimo ovaj operator sa M,
to jest A A

(Mf) (&) =m(§) (&),
M : L*(R") — L*(R"). Stoga, dovoljno je dokazati da je operator M ogranicen
ako i samo ako m € L*(R"). Pretpostavili smo da je m(D,) : L*(R") — L*(R")
ogranicen linearan operator, sto implicira

Fm(D,)F~*: L*(R") — L*(R")

je takode linearan, ogranicen operator kao kompozicija linearnih, ogranicenih ope-
ratora gde je

Fm(D)F [g(©)] = FF (& F g(@)]) = m(©)g(€)
za sve g € L*(R"). Stavise, onda je i (Mg)(-) = m(-)g(-) : L*(R") — L*(R")
ogranicen operator, pa je i

| Mg ||p2emy< C || M || 22,2l 9 |22 -

Odatle sledi (M f)(€) = m(€)f(¢) : L2(R) — L*(R") ogranicen (jer je to isti

operator na L? kao (Mg)(z) = m(x)g(z) jer je f : L* — L? izomorfizam). Stoga

I MFll2< C || M |zl £ 22
Dakle, za g € L? vazi

I Mg |2 =l m(£)g (&) II72= /R m(&)*19(€)I*d <II M [z 12|l 9 Iz (2 2y -

(2.16)
Vazi
I £ ller= sup{ [ FERE)IE b€ LR, | b sy =1}
—sup{ [ IFOIBOIE b€ LR, lgaor= 1}
za svako f € L>®(R™) sto implicira
[ e =ll I < sup [ m@PIR©lds. (217

heLl [kl 1 <1

Kako h € LY(R"™) sledi
[ In()ldg < o

=

14



2.3 Inverzna Furijeova transformacija i Planserelova teorema

L1 (()HPag < oo
=
[h|7 € L*(R")
Dakle, kombinujuéi (2.16) i (2.17) dobijamo

| (| Foe oy <I I Nlpoe @< sup /!m(f)!2\h(€)l2d£
heLl [|h|| 1 <1 /R”

<|| M Z2 o)l 9 2@ <l M |l oeze@ny) < oo,
pa sledi m € L*>°(R"). Sada,
| m(Da) f =1l FHME) Nl2=l Mf l2<II M |l gzl f 22,
pa je
| m(Ds) lleez2)<II M |22 -

Sa druge strane,
I Mf 2= MF(f) [z2=[l F(m(D2) f) 2=l m(Dy) f |22

<|l m(Da) Lozl f 22,

pa konacno sledi
| Ml ez, < m(Da) 22,2y,

odnosno
| M || zz2,2y=l m(Dz) (22,02,
pa jei
| m |z <|| m(Da) |2 22,

sto je i trebalo dokazati.
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2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transformacija

2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transformacija

Videli smo u prethodnom odeljku, da se Furijeova transformacija moze nepre-
kidno prosiriti sa prostora Svarcovih funkcija na prostor L?(R™). Ono §to ovde
zelimo da uradimo jeste da prosirimo Furijeovu transformaciju sa prostora funkci-
ja na neki prostor distribucija, a da pritom definicija Furijeove transformacije bude
konzistentna sa dosadasnjom, odnosno sa definicijom Furijeove transformacije na
L'(R™). Trazeni prostor distribucija postoji, on je dual prostora Svarcovih funkcija
i elementi koji mu pripadaju zovu se temperirane distribucije.

Definicija 2.4.1. Prostor temperiranih distribucija je prostor linearnih i nepre-
kidnih preslikavanja f : S(R") — C i oznacavamo ga sa S'(R™) := (S(R™))". Niz
fr € S'(R™) konvergira ka f € S"(R™) ako i samo ako

;}Erolo (fe,0) = (f,d) za sve p € S(R™),
gde je (f. ) = f(9).

Napomena 2.4.2. 1.U literaturi se temperirane distribucije zovu i distribucije
sporog rasta.

2. Linearno preslikavanje f : S(R™) — C je neprekidno ako i samo ako postoji
neko m € Ny i konstanta C' > 0 tako da

[ (f;0) | < Clolm,s za sve ¢ € S(R").

Definicija 2.4.3. Neka F' € S'(R"). Tada je F' reqularna temperirana distribucija
ako postoji neka f € LL (R™) takva da (x)™" f(x) € L*(R") za neko N € Ny i
F = Fy, gde je

(Fp) = [ F(@)ol@)ax,

za sve ¢ € S(R™).

Da je regularna temperirana distribucija dobro definisana obrazlozenje sledi u
nastavku. Neka je F' € S’(R™). Trivijalno vazi da je F' linearna. Vazi

_ _ f@), \n
[(Frud) | = | [, F@)oahdx =] [ 7l o)
L(:v) 2N () |dx < Co| 7f(x) n=Cilol
< Jo @) ol < Clolis | 15 = Cildls
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2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transformacija

za sve ¢ € S(R"), zbog Napomene (2.2.6). Dakle, F' je i neprekidna na osnovu 2.
dela Napomene (2.4.2), pa je Definicija (2.4.3) dobra.

Takode, na osnovu Definicije (2.4.3) dolazimo do zakljucka da svaka funkcija
f koja je lokalno integrabilna, i za nju vazi (z) " f(z) € L*(R"), za neko N € Ny,
odreduje regularnu temperiranu distribuciju F; datu sa

(Ff, ) := Jpn f(x)(2)dx,

za sve ¢ € S(R™). Prirodno se postavlja pitanje, da li razli¢ite funkcije mogu da
definisu istu regularnu temperiranu distribuciju. Odnosno, da li Fy, = F, implicira
fi = f27 Odgovor je potvrdan, tj. ako (Fy,, ¢) = (Fy,, ¢) za sve ¢ € S(R"), tada

/Rn fi(z)g(x)dx = /R folz)o(x)dx
odakle nalazimo da vazi
/Rn(ﬁ(x) — fo(z))p(z)dx = 0.

Kako poslednja jednakost vazi za sve ¢ € S(R"), zbog Teoreme (1.1.11) (koristeci
¢injenicu da je C°(R™) gust u S(R")) zakljucujemo fi(z) = fa(x). Stoga, funk-
cija f(x) definiSe jedinstvenu regularnu temperiranu distribuciju, pa je prirodno
identifikovati funkciju f(z) sa regularnom temperiranom distribucijom koju defi-
nise tj. sa Fy. Ponekad se, ukoliko ne postoji opasnost od zabune, piSe f umesto
odgovarajuce distribucije Fy. Recimo, pisemo

(£.0) = [ fla)o(a)dx
wmesto (Fy,6) = fo. f(@)(x)dx.

Primer 1. (Delta funkcija) Cuvena delta distribucija dy definisana je kao

(00, @) := ¢(0), za sve ¢ € S(R™).

Generalno,
(02, 9) := ¢(x), za sve ¢ € S(R").

Moze se pokazati da ¢, definiSe temperiranu distribuciju za svako x € R".

Primer 2. (Hevisajdova funkcija) Neka je f Hevisajdova funkcija tj.

f(:c)z{l’ "

0, <0
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2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transformacija

Tada f definiSe regularnu temperiranu distribuciju tj. f € S'(R) jer f € L, (R) i
npr. za n = 2 vazi

(@) f(x) € L'(R)
zbog

/|f(x)| cax= [T ik <o
R (14 |z[2)2 o 14|z

U nastavku definiSemo Furijeovu transformaciju temperirane distribucije.

Definicija 2.4.4. Neka f € S'(R™). Furijeova transformacija F|f] je definisana
na sledeci nacin

(FLf],¢) = (f, Flo]) za sve ¢ € S(R").

Pre svega, primetimo da definicija ima smisla jer za ¢ € S(R") je i F[¢] € S(R"),
pa je izraz sa desne strane prethodne jednakosti smislen.

Nas sledeci zadatak je, kao sto smo na samom pocetku pomenuli, da pokazemo
da je Definicija (2.4.4) konzistentna sa definicijom Furijeove transformacije na
L*(R™), te to i ¢inimo u nastavku.

Neka je f € L'(R") i Fy € S’(R") regularna temperirana distribucija koju f
definise. Tada

(FIFy], ¢) = (Fy, Fl9])
= [ 1©4@as = [ f©) [ e to@dxds = [ [ e f(@)ago(w)x

= | J@)(x)dx = (F;,0),

Rn
gde je promena redosleda integrala moguca zbog Fubinijeve teoreme. Dakle, dobili
smo

FIF)) = F;

odnosno rec¢ima

Klasicna Furijeova transformacija funkcije definise distribuciju Fy i ta distri-
bucija je Furijeova transformacija distribucije koju ta funkcija definise.

Na ovaj nac¢in dolazimo do definicije Furijeove transformacije na prostoru tem-
periranih distribucija, odnosno koristeéi definiciju Furijeove transformacije na L' (R")
prostoru funkcija, te su u tom smislu te dve definicije konzistentne.

Po istom principu dolazimo do definicije inverzne Furijeove transformacije de-
finisane na prostoru S’(R").
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2.4 Temperirane distribucije i Furijeova transformacija

Definicija 2.4.5. Neka f € S'(R"). Inverzna Furijeova transformacija F[f] je
definisana na sledeci nacin

(FUSfL 6) = (f, F70]) za sve ¢ € S(R").

Sledec¢a propozicija tvrdi da je Furijeova transformacija temperirane distribuci-
je temperirana distribucija. Stavise, na ovaj na¢in dobijamo da se Furijeova trans-
formacija neprekidno prosiruje do linearnog izomorfizma (linearnog, bijektivnog,
neprekidnog preslikavanja sa neprekidnim inverznim preslikavanjem) na S’(R").

Propozicija 2.4.6. Furijeova transformacija F : S'(R") — S’'(R™) je neprekidno
linearno preslikavanje. Stavise, F : S'"(R") — S'(R") je linearni izomorfizam sa
inverznim preslikavanjem F~1 datim kao u Definiciji (2.4.5).

Dokaz. Neka f € S'(R"). Kao $to smo ve¢ ustanovili, zbog Teoreme (2.2.7) sledi
da je, F|[f] dobro definisana.
Na osnovu iste te teoreme, F : S(R") — S(R") i s obzirom da vazi
(FIfL¢) = ([, Flol) = (fo F,d) = (f o F)(9),
dobijamo F|[f] = fo F : S(R") — C.
Za fi1, fo € S'(R™) i a, § € C dobijamo
(Flafi + Bfa], ¢) = (afy + Bfa, F9]) =

a(fi, Flo]) + B (f2, Flo]) =
O‘<'F[f1]7¢> +6<*F[f2]7¢> =
= (aF[fil + BF[fa], 9)

sledi da je F|[f] linearni operator na S’. Pokazimo sad da je on i neprekidan
operator, sto pokazujemo preko nizovne neprekidnosti.

Pretpostavimo da niz funkcija f; iz S’(R") konvergira ka f € S'(R"), kad
k — oco. Na osnovu Definicije (2.4.1) sledi

(FIfils &) = (i Flol) =% (f. Flg]) = (FIf]. 6)

za sve ¢ € S(R™). Dakle, zaista F : S"(R") — S"(R™).

Ostaje da se pokaze da sve ove osobine koje vaze za F[f] na prostoru S’(R"),
vaZe i za njenu inverznu transformaciju. Kako F'[f] ima iste osobine kao F[f]
(tacnije, F~'[f] je dobro definisan, linearan, neprekidan operator na S’(R")) i vazi

(FUFI 6) = (FIA.F o)) = (£, FIF AL ) = (f.9)

za sve f € S'(R"™), sto pokazuje da je F : S’"(R") — S’(R™) bijekcija, pa uzimajuéi
u obzir sve ove zakljucke, ovaj dokaz je zavrsen. O]
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2.5 Konvolucija

2.5 Konvolucija
Najpre, definiSemo konvoluciju dve funkcije f € L*(R") i g € LP(R"), za 1 <
p < oo na sledeci nacin:

Definicija 2.5.1. Konvolucija dve funkcije f € L*(R™) i g € LP(R"),1 < p < o0
je data sa

(f % g)(z) := /R fz—y)g(y)dy (2.18)
za skoro sve x € R™.

Da je definicija konvolucije dve funkcije zaista dobra, odnosno da integral u (2.18)
konvergira, pogledati [2], strana 9, Teorema 3.1.

U sledecoj teoremi pokazac¢emo da je konvolucija dve Lebeg-integrabilne fu-
nkcije ponovo Lebeg-integrabilna funkcija, i ustanoviéemo ¢emu je jednaka Furi-
jeova transformacija konvolucije dve ovakve funkcije.

Teorema 2.5.2. Neka f,g € LY(R™). Tada f * g € L*(R") zf/*\g = fq.

Dokaz. Vazi sledece

L L@ =ng@ldeey) = [ gl [ 17— y)ldxdy =
=[I f Ih /Rn lg()ldy =[l f [hll g [1< o0
zbog Fubinijeve teoreme, pa zaista f * g € L'(R"). Takode vaZi

Feo©) = [ e (reg@ax= [ ([ o yaly)y)dx =

— [ s ([ s~ y)emﬁdx) dy = [ a)( [ #)e e )dy =

= [ s ([ e )iy = g€ f©),

pri ¢emu smo koristili Fubinijevu teoremu i smenu z = z — . O]

Na prostoru S(R") konvolucija dve brzo opadajuée funkcije se definise kao u
(2.18). U korolaru koji sledi dokaza¢emo da je konvolucija komutativna operacija
i ustanovi¢emo cemu je jednak izvod konvolucije dve brzo opadajuce funkcije.

Korolar 2.5.3. Neka f,g € S(R™). Tada [ x g € S(R"™), gde je konvolucija defi-
nisana kao u (2.18). Stavise, f * g = g * f za svako o € N} i

0p (f + g)(x) = (97 ]) * g(x) = [ * (97 g)(x)

za sve r € R™.
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2.5 Konvolucija

Dokaz. Neka f, g € S(R™). Kako je S(R™) C L'(R"™) zbog Leme (2.2.4), mozemo
primeniti prethodnu teoremu

FIf *9)(&) = F(©)a(€), zasve € e R™.
gde je f(€)§(€) € S(R™) zbog Leme (2.2.5) jer je S(R") C

Teoreme (2.3.1) dobijamo

o0 S v
voly- Stavise, zbog

frg=F"fq € SR").
odakle sledi
frg=F ' fgl=F Ygfl=g=f.

Dokazimo sad drugi deo teoreme, odnosno da vazi

1+ 9)w) = (51 wgl) = 1 (52 ) o) 219

gde k € {1,...,n}, pa ¢ée induktivno slediti opsti sluc¢aj. Kako su zadovoljene pret-
postavke Leme (1.1.5), vazi

axk(f*g)( 7) = ;;/Rnf(l’—y)g(y)dy
e (’j:k(f( y)dy = / 2,1 &~ y9)dy = <8aai *9) (),

pa vazi
05 (f * g)(x) = (97 f) * g().

Menjajuéi redosled f i g dobijamo da za svako o € Nfj vazi

Oy (f *g)(z) = f*(079)(x),

za sve r € R". OJ

Na kraju, zelimo da definiSemo konvoluciju brzo opadajuce funkcije i temperira-
ne distribucije, f € S(R"), g € S'(R™). Pre svega, uo¢imo da za sve f, g, ¢ € S(R")

/Rn(f * g)(x)(x)dx :/ (g * f)(2)é(z)dx

= [ [ Fwgle - p)o(w)dydx

- [ 1@ /R 9@ = y)o(a)dxdy
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2.5 Konvolucija

= | fly)(g=*o)(y)dy

Rn

zbog Fubinijeve teoreme, gde g = g(—x) za sve x € R™. Isti zakljucak vazi i za
f e LL (R") za koje vazi (z) " f(z) € L*(R") za neko N € Ny. Iz tog razloga
sledeca definicija ima smisla:

Definicija 2.5.4. Neka f € S'(R™),g € S(R"™). Tada konvolucija funkcija f i g je
definisana sa

(fx9,0) = (f,G%¢), 20 6 € S(R")
gde je g = g(—x) za sve v € R™.
Napomena 2.5.5. Ako je f regularna temperirana distribucija, racun iznad po-
kazuje da je definicija konvolucije f * g tj. Definicija (2.5.4) konzistentna sa defi-
nicijom (2.18) tj. sa

(f*xg)(x):= [gn flx —y)g(y)dy za sve x € R™.
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2.6 Prostori Soboljeva i Besela

2.6 Prostori Soboljeva i Besela

Koncept slabog izvoda je neophodan za definisanje prostora Soboljeva. Stoga,
u nastavku upoznajemo se sa pojmom slabog izvoda temperirane distribucije.

Definicija 2.6.1. Neka o € Nj. Za distribuciju f € S'(R™) kaZemo da ima slabi
izvod g reda o, ako je

(9.0) = (1)1 (f,020) , 2a sve ¢ € S(R").

Za g koristimo oznaku 02 f.
Stavise, ako h € R™), tada proizvod fh € S'(R"™) definisemo kao

(Fh, @) = {f, h} 7a sve 6 € SR™).
i ¢ € S(R") na osnovu Leme (2.2.5)

poly(

Navedena definicija ima smisla jer za h €

vazi h¢ € S(R™).

oo
poly

Napomena 2.6.2. 1. Koristimo istu oznaku za slabe © klasicne izvode, ali iz ko-
nteksta bi trebalo da bude jasno o kojoj se interpretaciji radi.

2. Primetimo da, ako je f : R® — C k-puta neprekidno diferencijabilna funkcija
i ()N of € LMR") za sve |a| < k, onda f moZemo da posmatramo kao tem-
periranu distribuciju. Stavise, svi slabi izvodi funkcije f reda < k se poklapaju sa
klasicnim izvodima tj.

(02 f,6) = (—1) / )92 () dx = / 02 f () b(x)dx,
jer se uzastopnom primenom parcijalne integracije, odnosno
of
= d
/ faxj 8x]¢ ™

dobija poslednja jednakost.
Dakle, pojam slabog izvoda uopstava pojam klasicnog izvoda funkcije, pri tome po-
stoje funkcije koje imaju slabi izvod, ali nemaju izvod u klasicnom smislu.
3. Postoje funkcije koje nisu cak ni neprekidne, ali imaju izvod u slabom smislu.
Najbolji primer je Hevisajdova funkcija, za koju smo pokazali da definise distribu-
ciju tj. f(x) € S'(R),

1, >0

f(x):{o, <0

koja nije ni neprekidna u nuli, ali ima slabi izvod. Njen slabi izvod f' je

= [ )i =~ [T a)dx = 6(0) = (3n.0)

za sve ¢ € S(R). Stoga, dobili smo da je slabi izvod temperirane distribucije distri-
bucija, i to u ovom slucaju ' = dy je delta distribucija.
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2.6 Prostori Soboljeva i Besela

Definicija 2.6.3. Neka 1 < p < oo i m € Ny. LP— prostor Soboljeva reda m
definisemo kao prostor svih funkcija f € LP(R™) ¢iji slabi izvodi 0% f postoje i
0%f € LP(R™) za sve |a| < m, odnosno

W R") ={f € LP(R") : 07 f € L*(R") za sve |a| < m}.
Na prostoru W (R™) definisemo normu

1
(Z\a|<m ||3 f||LPRn )P, akol <p< oo
max|a|<m || 03 f |pe@n), akop = oco.

1 llwge ey = {

U prethodnoj definiciji, izvod 02 f je definisan kao izvod u S’(R"). Pritom, 02 f €
LP(R™) ako je 02 f regularna distribucija u LP(R™), odnosno pretpostavljamo da
postoji g, € LP(R™) tako da vazi

(02, ¢) = (—1)lo / 2)8Cd(x)dx za sve ¢ € S(R™).
Uobic¢ajeno, identifikujemo 0% f i gq.

Napomena 2.6.4. Vazi LP(R™) C S'(R") za sve 1 < p < oo. Pritom, funkcije iz
LP(R™) posmatramo kao regularne distribucije u S’(R™).

Osobina Furijeove transformacije (2.4) vazi i na prostoru W3*(R™), odnosno
vazi teorema koja sledi.

Teorema 2.6.5. Neka f € W' (R"),m € Ny. Tada za svako |a| < m vazi

F[02£1(€) = (i€)*f(€) za skoro sve &€ € R™.

Dokaz. Neka f € WJ"(R"). Tada g, := 0%f € L*(R") za sve |a] < m i zato
Jo € L*(R™) zbog Planserelove teoreme. Stavise,

oy o B(©000E3E = [ 02 f(@)3a)x = (-1)° [ fo)opdloix

Rn

= ()l [ AT

e MONIGTGE:

za sve ¢ € S(R™) zbog Planserelove teoreme, definicije slabog izvoda u LP(R") i
Teoreme (2.1.2). S obzirom da je ¢ € S(R™) proizvoljno, dobijamo

Flo2£1(€) = (i€)* f(£)
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2.6 Prostori Soboljeva i Besela

za skoro sve £ € R".

Kao posledicu dobijamo da za bilo koje f € Wi*(R") vazi

1

IS vp@n= (22 1102 Ie@e)® = X2 1102f lZ2@m=

la|<m la|<m
2 — L i af 22
iz € Hl= X Gy 1G9 U
1 . om 2 19 o
- X G L leritora)” = 3 o [ lerife

o e X e PI

laj<m
zbog Planserelove teoreme, i kako vazi da je

()" =1+

T =14 P+ = Y P

laf<m
dobijamo da za f € W3*(R"™) vazi

11 Ppiser= gy [, (€ 1F(©)PaE

Ovo je ujedno i motivacija za uvodenje Beselovih prostora.

Definicija 2.6.6. Neka s € R. Tada L*-Beselov prostor, u oznaci Hy(R™), defini-
semo sa

H(R™) := {u € S'(R") : (D) u € L*(R™)},

a norma na prostoru Hy(R™) je data sa

I las:=1 w [ls2:=] (Da)” w [l2,

gde je (€)= (1+[¢*)2 i

(D,)* f = F1(€)° f] za sve f € S'(R").

Cesto pisemo H*(R") umesto H5(R"). U odeljku 3.1 pokazaéemo da za svako
s € R funkcija (£)° je glatka funkcija i vazi

[0 (€)° | < C(1+ [¢])*71, za sve € € R™,
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2.6 Prostori Soboljeva i Besela

za sve o € Nf i neku konstantu C' > 0. Odatle sledi (£)° € Cp5, (R™) i vazi
f e S(R™) za sve f € S(R"), pa zakljuéujemo (£)* f(€) € S(R") zbog Leme
(2.2.5). Takode vazi, (£) f(€) € S'(R") za sve f € S'(R") (pogledati Definiciju
(2.6.1)). Dakle, sledi da (D,)" : S"(R™) — S’(R™) zbog Propozicije (2.4.6).

Napomena 2.6.7. 1. Prostori H5(R"™) su Hilbertovi, pri cemu je unutrasnji pro-
izvod dat sa

(u,v)ms = ((De)” u, (Dg)” v) 12, 2a sve u,v € Hy(R").
Takode su 1 W3 (R™) Hilbertovi prostori sa unutrasnjim proizvodom
(i Pwpen = 3 [ 02 f@)9g()ax
la|<m
2. MoZe se pokazati da je preslikavanje
(D,)* : H5(R™) — L*(R™) (2.20)

linearni izomorfizam, za s € R.

3. Za s1 > s je Hy' C H3?. ObrazlozZenje sledi u nastavku.
Kako je (€)™ € L°(R"™), na osnovu Leme (2.3.4) vazi (D,)* * : L*(R") —
L2(R™) je ogranicen operator. Dobijamo

e o2 =11 (D)™ w lla=[1 (D)™ (D)™ w [[2< C' || (D)™ e [la= C [ [lsy 2 -

Parametar s € R u definiciji prostora H5(R") odreduje regularnost funkcije u €
H$(R™), odnosno, govori koliko izvoda funkcije u € Hi5(R™) pripada prostoru
L?*(R™). Preciznije, za s € Ny vazi:

Teorema 2.6.8. Neka m € Ny. Tada WJ'(R™) = HJ*(R™) i ova dva prostora
imaju ekvivalentne norme.

Dokaz. Videti [1], strana 29, Lema 2.41. O

Opstije, definisemo:

Definicija 2.6.9. Neka s € R i neka 1 < p < oo. Tada je LP— Beselov prostor
reda s, u oznaci H3(R™), definisan sa

Hy(R") .= {f € S'(R") : (D;)" f € L"(R")},

a norma na prostoru Hy(R™) je data sa
IS

Moze se pokazati da sa ovom normom prostor H;(R") je Banahov.

my@n)=| (Da)" f lLr(rn) -
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3 Pseudo-diferencijalni operatori na R"

Videli smo, u prethodnom poglavlju, dva vazna rezultata iz teorije Furijeove
transformacije, formulu inverzne Furijeove transformacije Lebeg integrabilne funk-
cije i Planserelevu teoremu. Sa idejom da definiSemo osnovnu klasu simbola sa
kojom ¢emo u ovom poglavlju raditi, ovi rezultati posluzi¢e nam kao motivacija za
upoznavanje osnovnog primera pseudo-diferencijalnog operatora. Najveéu paznju
u ovom poglavlju posvecujemo problemu kompozicije dva pseudo-diferencijalna
operatora. Pritom, definisa¢emo posebnu vrstu integrala-oscilatorne integrale koji
¢e imati glavnu ulogu u uspesnom resavanju pomenutog problema.

3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

Koristec¢i osnovnu osobinu Furijeove transformacije, tacnije (2.4), za ¢ € S(R")
vazi
FD%¢] = £ Flo(&)],

pa po formuli inverzne Furijeove transformacije dobijamo

D*o(x) = FUEFIOE] = [ eSemd(e)de.

Za linearni parcijalni diferencijalni operator sa promenljivim koeficijentima na R",
odnosno a(z, D) = 3 |4j<m da(r) D, gde su koeficijenti a,(z) funkcije definisane
na R", iz prethodne formule dobijamo

a(2.D)o(a) = 3 aa@)D6(x) = 3 aala) [ eEetd(e)de =

la|<m la|<m

= [ eae, (),

gde je simbol operatora a(z, D) polinom po § tj. sa a(z,§) := 3|4 j<m Aa(T)E" sMO
ga oznacili. Cilj je prosiriti prethodnu formulu na veéu klasu simbola, koja sadrzi
jos funkcija pored polinoma. Operatori koji odgovaraju ovim funkcijama ne moraju
biti diferencijalni operatori i zovu se pseudo-diferencijalni operatori. Ideja je da se
racun operatora zameni racunom odgovarajué¢ih simbola. Simboli koje ¢emo mi
koristiti u ovom radu pripadaju standardnoj klasi simbola koju je uveo Hermander
i definisemo ih u nastavku (za detalje pogledati knjigu autora Hermandera, [14]).

Definicija 3.1.1. Neka m € R i n € N. Sa ST{(R" x R") oznacavamo vektorski
prostor svih glatkih funkcija p : R xR"™ — C takvih da za proizvoljne multi-indekse
a € Nj i 8 € Ny postoji konstanta C, 5 tako da je

[0807p(x,€)] < Cap(1+ €)™, (3.1)



3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

pri cemu Cy 3 ne zavisi od x € R", £ € R".
Funkcija p se zove pseudo-diferencijalni simbol (ili krace simbol), a m se zove red
funkcije p. Stavise, definisemo

SR x R™) := | J STH(R™ x R™) (3.2)
meR

SR x R™) := [ STH(R™ x R™) (3.3)
meR

Umesto ST (R™ x R™) pisacemo ST,

Primetimo, da je S}, < ST}, za | < m, pa definicije (3.2) i (3.3) imaju smisla.

Ako je p € STH(R™ x R") simbol, tada

P D)f(x) == OPp)f(2) = [ e=ép(a,f(©)d¢ zasvez e R (34)
definise pridruzeni pseudo-diferencijalni operator, gde je f : R® — C pogodno
izabrana funkcija. Ako f € S(R"), tada f € S(R"), pa Lema (2.2.5) implicira
p(x,ﬁ)f € S(R") kao funkcija od &, za svako fiksirano € R™. Stoga, na osnovu
Leme (2.2.4) integral u (3.4) postoji i samim tim p(z, D,)f je dobro definisan.
Takode, kasnije ¢emo pokazati da je p(z, D,) : S(R") — S(R") neprekidno presli-
kavanje.

Primer. Naves¢emo nekoliko primera funkcija koje su simboli.

1. Linearni diferencijalni operator. Neka je p(z, Dy) = Xjaj<m Ga(2)Dg linearni
parcijalni diferencijalni operator na R™. Ako su svi koeficijenti a,(z) € C* i imaju
ogranicene sve izvode, tada polinom

p(z,§) = Z (7)€"

|| <m

je u S{y i pritom, p(z, D,)f je pseudo-diferencijalni operator za svaku funkciju
f € S(R™). Pokazaé¢emo ovu jednostavnu tvrdnju. Za proizvoljne multi-indekse
7,0 € Ny vazi

|070,p(2, )] = 100, (D aa(2)EM)] < D Casl0f€”

|| <m |a|<m

gde je

Cos = sup|0) aq(z)|
TER™
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3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

i Cy5 postoji jer svi koeficijenti a,(x) imaju ogranicene sve izvode.
Lako se moze pokazati

oren = {’ﬂ(i)&a‘”, T<a

0, 1nace

za sve £ € R™. Stoga, dobijamo

0tste 9 < 3 Cost(*)iE N < 32 Cumn(£)

la|<m la|<m v

> ca,w!(j)uﬂswm—v <Ol (14 ey

laj<m
za sve x,& € R”, gde je
’ (6]
Cs., = Z Ca,57!< >
|| <m v

Da je za simbol p(z,§) = X|aj<m @a(2)E®, pridruzeni pseudo-diferencijalni ope-
rator p(z, Dy) = Xjaj<m Ga()Dy, sledi iz razmatranja na samom pocetku ovog
odeljka.

Dakle, svaki linearni diferencijalni operator sa glatkim, ograni¢enim koeficijentima
i ogranicenim izvodima koeficijenata je pseudo-diferencijalni operator.

Posebno, Laplasijan A =377, % je pseudo-diferencijalni operator pridruzen
J

simbolu —|£]? jer
=+ GG = -G =)
=1

Sto implicira p(z, &) = p(§) := —[£]* € ST, pa je pridruzeni pseudo-diferencijalni
operator

pla.Do)f = [ emS=ePT©de = [ (=6 - & — . —e)f(o
= — [ et foac— [ ergf@ag - - [ e f(ea
R™ R™ R™

= —FEfE) - F GO - = F S () (3.5)

Sada, na osnovu (2.4) sledi da je

DS f(x) = ]_—71[5304]?@)] za sve j € {1,....,n},

29



3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

pa je izraz (3.5) jednak

= —Dif(x) - D3f(x) — ... = Dif(2) = —(Dif(z) + D3 f (z) + ... + Dy f (@)

n

— YD) = (0 w) = A

Jj=1

Sto smo i trebali dokazati.

2. Japanska zagrada (€) = (/14 [£|? je pseudo-diferencijalni simbol reda 1,

pridruzeni pseudo-diferencijalni operator je

(Do) £ = [ e\ 1+ lgPA)a,

i mozemo ga oznaciti kao kvadratni koren od 1— A, tj. (D,) = /1 — A. Generalno,
vazi (§)™ € Sy za svako m € Ri (D)™ = (1 — A)=.
Obrazlozenje je sledeée. Oznacimo p(z,€) = (€)™. Neka je f(y) = (1 +1y)% i
9(§) = [¢]*. Tada

p(z,§) = f(9(£))-

Pokazacemo da (£)™ € ST koris¢enjem Fa di Brunove formule (1.1.9). Vazi
1020 p(x, &) = 10£p(€)] = [92[(f © 9)(€)]]

=1 > > (€))7 9(9) - .. (98'9(9))]

1<I<avi+y2+...ty=«
[11>1,.0 i >1

<y oo GAFIEP) T g(9) - - (08g(€)

1<I<avi+y2+...tyi=«
‘FYIIZ]" 7777 |’Yl|21

<O+ IEP) A+ fe* 1+ jg)>

< CHETH (L4 el < O+ )+ (gl
<CEm,

pri cemu smo koristili ‘f(l) (y)] < C(1+ y)%*l i Napomenu (2.2.6). Stoga, dobili

smo (&)™ € ST,

Na S7%(R"™ x R™) definiSemo niz semi-normi koje su povezane sa nejednakoséu
(3.1) na prirodan nacin:

Pl = ez, _sup | 1DEDIp(@.OI(1+ 1)
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3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

za k € N. Ovde

sup | DgDyp(a, €)[(1 + [¢) 7+
z€R™ LR

je najmanja konstanta C, g takva da (3.1) vazi za sve z € R", £ € R™ i fiksirane
(k,ﬂ EEFQ@

Propozicija 3.1.2. Neka sup; € Sg (R" xR") i py € S7¢(R" xR") dva simbola i
definisimo p(z,§) := p1(x,&)pa(x,§) 2a sve x,& € R™. Tada p € ST5+m2 (R™ x R™).
Stavise, za bilo koje k € Ny postoji konstanta Cy, koja zavisi samo od k in tako da

Pl < Crlpa |8 [pa 0

Dokaz. Rezultat se lako moze pokazati koris¢enjem Lajbnicove formule. O]

U nastavku navodimo glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 3.1.3. Neka je p € STH(R" x R"), m € R pseudo-diferencijalni simbol.
Tada je
p(z, D) : S(R") — S(R")

ograniceno preslikavangje. Preciznije, za svako k € N postoji konstanta Cy > 0 tako
da

(2, D) fles < Crlply™ | flmsztnsy+ns
za sve f € S(R™).

Dokaz. Kako f € S(R"), sledi f € S(R"). Tada

sup|p(z, Dp)f(2)] = sup| [ —=——e™<p(z, &) F(€) (€)1 (&)™ (&)™ dg]

zER™ zeRn JR™ (27T)

< sup
TeR™

e o [T ™ Dl ) 46 el

Lo aglnlf™ 1€ F©) I

< su
= pein (2m)"

< plS™Conl Flmsnins < CloIS™ | Flmsonsos (3.6)

Sa ciljem da procenimo izvode, racunamo
0u, (. D) f () = B, [ € pla, ) f(€)de

= [ eSigp(@. ) f(©ag + [ =<0, pl(w, ) f(€)dg =
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3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

— / e vp(x, €)d,, f(€)AE + / 40, p(x, ) f(£)dE =
R R™

gde smo primenili Teoremu (1.1.6) da bi zamenili redosled integraljenja i diferen-
ciranja. Iz (3.7) primenom (3.6) dobijamo

sup |8y, p(x, D) f(2)| < CUPIS™ 100, flmsantos + |0u, 18 | Flontonsas)

TzER™
< '™ | flms2nss.s- (3.8)
Sli¢no,
0l D)) = [ (05,6l ) f(€)0¢ =
= [ e pl@. 0, (e + [ e (3e,p)(w, ) F (e =
= p(a, D), £ (x)) + (9,p)(x. D) f
i stoga

m m—1
supla;p(z, Do) f(@)] < CUPIT™ 25 Imsansas + |0l " lmiznsas)

< O™ |f lmsansss (3.9)

zbog (3.6) i zapazanja da je O, p(z,§) reda m — 1 i |8£jp|(()m71) < [p|’™ zbog
definicije semi-normi. Koriste¢i (3.8) i (3.9), matematickom indukcijom se lako
moze pokazati

sup|a°07p(z, Da) f(@)] < Caplplifis | lms2msysialsiss

uniformno u xz € R" za sve a, € Njj. Dakle, vazi

(2, D) fles < CrlplS™ | f sty k.5

za sve f € S(R"). O

Na kraju, pokazujemo jednostavnu, ali vaznu nejednakost:

Teorema 3.1.4. (Pitrijeva nejednakost) Neka (€) := (1 + |¢]*)2, € € R™. Tada za
sve s € R vaZi

©° <2t —n)llmy®, ¢neRrm (3.10)
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3.1 Klasa simbola i osnovne osobine

Dokaz. Imamo
€)= (1L+1EP) <L+ 1ED* < (L+1E)* + (1= [€)* = 2(1 + ¢,

pa je
(&) < (1+1¢]) < V2(8) zasve €R™ (3.11)

Moguca su dva slucaja. Ako je s > 0,

L+ =1+ [—n+n <1+ [§—n|+n <1+ | —n|+ 0|+ —nln =

= (L+[€=nD(1+Inl) (3.12)
pa kombinujuéi (3.11) i (3.12) dobijamo

€< @+1E) < A+ 1E=n)) @+ [n)* < (V2)° (€ =) (V2)* (n)°
=2°(E—n)(n)°

za sve £, n € R". Sad pretpostavimo da je s < 0.

Tada, ako u prethodnoj nejednakosti zamenimo uloge £ i 1, i s zamenimo sa —s,
dobijamo

<27 —=67°()",
odakle sledi
€' <27m=-& ")

Konacno, razmatranjem ova dva slucaja sledi da vazi

(&) <26l e — )l m)®,

za sve £, € R". O]
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3.2 Kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora-
Motivacija

3.2 Kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora-
Mbotivacija

Zbog Teoreme (3.1.3), kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora p,(x, D)
i po(x, D,) je dobro definisan ogranic¢en operator

pi(z, Dy)pe(z, D,) : S(R™) — S(R™).

Prirodno se postavlja pitanje da li je taj operator opet pseudo-diferencijalni ope-
rator tj. da li postoji simbol p € S{G(R™ x R") tako da

p(]?, Dx) - pl(xv Dw)p2($7 D:Jc)

U ovom slucaju, zanima nas kako je simbol p(z, ) povezan sa simbolima p;(z, &)
i po(x,€). Ispostavide se, da je ponasanje pseudo-diferencijalnog operatora unutar
kompozicije od sustinskog znacaja za nalazenje inverza ili makar pribliznog inverza
pseudo-diferencijalnog operatora, koji se naziva parametriks.

S namerom da napravimo motivaciju za sledeéi odeljak, racuna¢emo kompoziciju
pi(z, D,) i pa(x, D,), pritom zanemarujuéi sve eventualne tehnicke probleme sa
kojim se u tom procesu mozemo sresti. Pre svega,

pi(z, Dy)g(x) = / ¢y (x,m)§(n)dn = / / e (2, m)g(y)dydn
i analogno
Pa(@, D) f@my = [ [ €0 paly, € (2)ads

Dakle, ako uzmemo ¢(y) = pa2(x, D) f(x)|,=, dobijamo
pl(l', Dz)pg(l’, Dm)f<x> =

= / / ei(xympl(x’n)( / / e W=Ep, (y, €) f(z)dzdf)dydn =

_//// =28 emie &, (2, n)py(y, €) f(2)dydndadE.

Uvodimo smenu 2’ =y —x 1 & =n — £ i dobijamo

pl(xa D:E)pZ(x7 Dx>f<x) =

= //ei(w_z)'5<//e_m/{/pﬂx,f + & )pa(x +x',§)dx’d§'>f(z)dzd§

Kompoziciji dva pseudo-diferencijalna operatora p;(z, D, )p2(z, D,) odgovara sim-
bol koji ¢emo oznaciti sa p;#ps, pa iz prethodne formule dobijamo

(prtps) (, €) - // i€ (2, €+ ol + 2, )dXde. (3.13)
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3.2 Kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora-
Motivacija

Glavni problem je sto integral u prethodnoj formuli u opstem sluc¢aju ne konvergira.
Kako bi resili ovaj problem, definiSemo tzv. oscilatorne integrale

Os — [ [ <pi(@.¢ + O palo + ', E)ax'ag

= Jim [ [ x(ea’ €)= E pia, €+ €)oo + ', AN g

€E— 00

gde je x € S(R™ x R") i x(0,0) = 1. U slede¢em odeljku dokaza¢emo da su
oscilatorni integrali dobro definisani za pogodno izabrane podintegralne funkcije.
Stavise, pokaza¢emo nekoliko rezultata, koji ¢e opravdati racun kojim smo se iznad
bavili.
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3.3 Oscilatorni integrali

Motivisani pricom o kompoziciji pseudo-diferencijalnih operatora o kojoj je bilo
re¢i u prethodnoj sekciji, definisali smo oscilatorni integral. Ostalo je da se utvrdi
pod kojim uslovima integral iz definicije konvergira. Napomenimo da ovom proble-
mu pristupamo ne zadrzavajuéi se na opstoj teoriji, navodimo samo osnovna svoj-
stva oscilatornih integrala koja su neophodna za resavanje pomenutog problema.
Ona ¢e biti kljuéna i za definisanje operacija nad simbolima. Takode, dozvolice-
mo u definiciji pseudo-diferencijalnog operatora siri skup simbola, te u nastavku
definiSemo prostor kojem pripadaju, prostor amplituda.

Definicija 3.3.1. Prostor amplituda A™(R™ x R™), m,T € R je skup glatkih funk-
cija a: R" x R* — C tako da

1050, a(y,m| < Cap(L+ )™ (1 +[y[)7
uniformno v y,n € R" za sve o, f € Nj. Na ovom prostoru definisemo

a| qm == mazx sup (14 [n)~™(1 + |y|)~"|0%0%a(y,n)|, k € N,
ol i= mag - sup (14 |n)™"(1+ ly]) 771059y aly, )]

pridruzeni niz monotono rastucih semi-normi.

Za a € STH(R™ x R") vazi
1050, aly, n)| < Cap(L+ )" 1 < Cap(1+ )™ (1 +[y])°

sto implicira a € AJ'(R™ x R™). Stoga, prostor amplituda je zaista prosirenje do-
sadasnjeg prostora simbola, tj. ST (R™ x R") C A7 (R™ x R").

Kako bi uspesno resili problem kompozicije dva pseudo-diferencijalna operato-
ra, u sledecoj teoremi je dato pod kojim uslovima je oscilatorni integral, koji se
javlja u pomenutom problemu, dobro definisan.

Teorema 3.3.2. Neka je a € A7(R" x R"),m, 7 € R i neka je x € S(R™ x R"),
x(0,0) = 1. Tada oscilatorni integral definisan sa

Os — / / e "a(y, n)dydn = lim / / x(ey, en)e™""a(y, n)dydn

postoji i jednak je

Os — / / e~V Ma(y,n)dydn = / / <D"z;l§/ o [ﬁgla(%n)]dydn (3.14)
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3.3 Oscilatorni integrali

gde sul,l' € Ny izabrani tako da 21 > n+m i 2l' > n+71 i podintegralna funkcija je
u LY (R x R™). Stavise, definicija oscilatornog integrala ne zavisi od izbora funkcije
X ?

05— [ [ ey, n)dydn] < Con ol g a0, (3.15)
gde je Cy, - > 0 ne zavisi od a.

Dokaz. Naveséemo samo glavne ideje dokaza. Za vise pogledati [1], Teorema 3.9
na strani 46.
Definisimo '
I = / / x(ey, en)e™"a(y, n)dydn
gde je x € S(R™ x R") takvo da x(0,0) = 1.
Koriste¢i Dge " = (—n)*e ¥ i Dje " = (—y)’e™™" za a, f € Nj dobija-
mo

() (D) e = e (y) T (D) e = i (3.16)

odakle sledi '
I = / / x(ey, en)e”a(y, n)dydn

2L o —iyn
= / / x( ey,en 77) a(y,n)dydn

- / / zz/_w VDyZl (X(ey,en)a(ym))l dydn.
(m)

Koriste¢i Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji tj. Teoremu (1.1.7), po-
kazuje se da grani¢na vrednost lim 1. postoji i da je

lim 1. = / / 2{ Zy'nvgl;;la(y,n)}dydn'

Samim tim, oscilatorni integral je dobro definisan, vazi (3.14) i oscilatorni integral
ne zavisi od izbora funkcije x. Pokazuje se da (3.15) sledi iz (3.14). O

Kao posledicu ove Teoreme navodimo sledeci korolar.
Korolar 3.3.3. Neka je a; € AT(R x R™) ogranicen niz takav da
jlirglo 85‘85%@, n) = 8;5)5a(y,77) za sve y,n € R"

i sve a, 5 € N i neko a € AT(R" x R™). Tada

lim Os — //eiy'”aj(y,n)dydn =0s— //e”'y'”a(y,n)dydn.

J—00
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3.3 Oscilatorni integrali

Dokaz. Videti [1], strana 48, Korolar 3.10. O
Primer. Neka u € Cg°(R"). Tada a(y, n) = ¢®"u(y) € AJ(R™ x R") jer je

e Mu(y)| = |u(y)] < C

Os — //ei(x_y)'”u(y)dydn

je na osnovu Teoreme (3.3.2) dobro definisan i mozemo da ga izra¢unamo ekspli-
citno: ako izaberemo x(y,n) = ¥ (y)1¥(n), gde ¢¥(0) = 1 dobijamo

Os — / / ! My (y)dydn = lim / / X(ey, en)e’ "V Mu(y)dydn

i oscilatorni integral

= lim [ [ wley)ien)e ™ uy)dyds

E—0O0

= lim / ¢(6y)U(y)( / ei(g”‘y)'”@/)(en)dn)dy

E—0O0

= lim [ w(eyuly) e F ")y

€E—00 €

= lim [ le(x — e)u( — /) F 1))y’

B /u@)f—lm (y)dy" = u(@) F[F " [¥])(0)

= u(x)y(0) = u(x), (3.17)

zbog Teoreme (2.1.2), 5. deo, smene y = x — ey’ i jednakosti

lim (e(z — ey)u(z — ef) = V(0)u() = u(a).

€E—00

Takode smo koristili F~![F[u]] = u, za sve u € C§°(R™).

Lema 3.3.4. Neka a € A7 (R" x R"),m, T € R, i neka o € Nj. Tada
OS—// “ya(y,n dydn—Os—// “IDRa(y, n)dydn,

OS—// Wy yndydn—Os—// “WnDea(y,n)dydn.
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3.3 Oscilatorni integrali

Dokaz. Pre svega, primetimo da Dya(y,n), Dy(y,n) € AT (R" x R"), y%a(y,n) €
AP (R X R™) i n®ay,n) € A7Hel(R™ x R™). Zato su oscilatorni integrali iz
formulacije teoreme dobro definisani. Dokaza¢emo samo prvi identitet, drugi se
dokazuje na isti na¢in. Stavise, dovoljno je razmatrati slucéaj |a| = 1, pa opsti
slucaj sledi matematickom indukcijom. Ako je |a| = 1, tada y* = = yj, za 1<j<n.

. Tada

\(y )2

Biramo Y iz definicije oscilatornog integrala kao x(y,n) =
/ / X(ey, en)e™ " y;a(y, n)dydn = — / / X(ey, en) Dy, e a(y, n)dydn

_ / / e~ D, (x(ey, en)aly,n))dydn
Koristeci Dy, x(ey, en) = ie*n;x ey, en), dobijamo

Dy, (x(ey, en)a(y,n)) = x(ey, en)Dy,a(y,n) + i€’ x(ey, en)n;x(ey, en).

Prema tome

/ / x(ey, en)e”¥y;aly, n)dydn

= / / x(ey, en)e "D, a(y,n)dydn + i€’ / / x(ey, en)e”¥";a(y, n)dydn.

Pustajuéi limes € — 0 dobija se prva jednakost. O

Oscilatorni integrali zadrzavaju dobra svojstva apsolutno konvergentnih inte-
grala. Tacnije, moguce je zameniti redosled diferenciranja i integraljenja, kao i
promeniti redosled integracije. Navedena svojstva su sadrzana u sledec¢oj teoremi.

Teorema 3.3.5. (Fubinijeva teorema za oscilatorne integrale) Neka a € A™(R™F x
R™™), m,7 € R, n,k € N. Tada

b(y,n) := Os — //e_iy/'"’a(y,y’,n, i)dy'dy € AT(R™ x R™),
gde integralimo u odnosu na (R* x R*) i vaZi
G0y, m) = Os — [ [T ap0kaly, ' nof)ay'ay’. (3.18)

Stavise, vazi

Os — ////efiy-fifiyl.n/a(y’ y/’ n, n')dydy’dndn’
= 0s - //eiiy'” (OS B //eiiy/nla@? yl7 m, 77/>dyld77/> dydn.

Dokaz. Videti [1], strana 50, Teorema 3.13. O
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3.4 Kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora

Pre svega, ako p € ST (R" x R"), tada se moze dokazati

pla D= [ ([ epw,ul)dy )

=0Os — //e‘”l'ﬁp(x, Eu(z + 2")dx'd¢

za sve u € S(R™). Koriste¢i navedenu reprezentaciju i Teoremu (3.3.5), dobijamo
pi(z, Da)p2(z, Da)u
= Os—//e’”/'gpl(x,ﬁ) (Os—//e”Hf/pQ(x—i-a:’,5/)u(x+x'+x”)dx”d§’)dx’d§
—0s— [ [ [ [ ey, Opalo + ', € Yulw + ' + 2")dx"d'dx a
=0s — ////e_ix/'n_iy'glpl (2, & +n)pa(x + o', & u(x + y)dx'd¢’ dydn
—0s— [ [er<(0s = [ [ pa(ar €+ mpalo + @' € )dx'dn Ju(w + y)dyde

=0s — // < pugtpe(, € )ulz + y)dyd,
gde smo uveli smenu n =¢ — ¢ iy =a"+ 2" a p;#p, definisano je kao u (3.13).

Glavni alat teorije pseudo-diferencijalnih operatora, pored oscilatornih integra-
la, je asimptotski racun koji je detaljno opisan u nastavku.

Pretpostavimo da p; € Sf? 5 (R™ x R™), pri ¢emu je niz m; takav da zadovoljava
my > ... > mj; — —oo, kadj — oo. Kako su redovi simbola u opadajucem
poretku, sledi da ti simboli "postaju veoma mali, za |£| veliko'. Red

iw,s)

ne mora da konvergira. Ipak, reé¢i ¢emo da red konvergira asimptotski (ili da je
asimptotski sumabilan) ako postoji p € ST (R" x R") takav da

N-1
pi(z,§) € STO’N(]R" x R"),

j=1
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3.4 Kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora

za svako NV € N. Pisemo -
p(x,f) ~ Zp](xvf)
j=1
i jos kazemo da simbol p ima asimptotski razvoj koji je dat sa 3272, p; (x,€&). Ovu
terminologiju ¢emo najéesce koristiti u radu.

Lema 3.4.1. (O asimptotskoj sumabilnosti) Neka p; € S|'§(R™ x R™), pri cemu
je niz m; takav da zadovoljava m; > .... > m; — —oo, kad j — oo. Tada postoji
simbol p € ST (R" x R™) takav da

(6 ~ 3pi,),

odnosno Vot
P8 = X pife€) € ST (R X RY),
za sve N € N. J
Dokaz. Videti [1], Lema 3.27. na strani 60. O

Teorema 3.4.2. Neka sup; € Si¢(R" x R"),j = 1,2, dva pseudo-diferencijalna
simbola. Tada postoji neko p1#ps € S{'}&er (R™ x R™) tako da

p1(z, Dy)p2(x, Dy) = (p1#tp2) (2, D2).
Stavise, p1#po ima sledeci asimptotski razvoj

1
pi#p2(z,§) ~ Z al ?Pl(%f)Dﬁpz(%f)a (3.19)

aeNY

odnosno vazi

Pipa(n,E) = Y ~00pi(w,€)Dopa(e,€) € STAT V(R < RY) (3.20)

laj<N &
za sve N € N,
Dokaz. Videti [1], Teorema 3.16, strana 55. O
Dakle, kompozicija dva pseudo-diferencijalna operatora je opet pseudo - diferenci-

jalni operator. Takode, simbol koji odgovara tom pseudo-diferencijalnom operatoru
ima asimptotski razvoj, $to implicira (na osnovu (3.20), za slucaj N = 1)

pl#pQ(Ivg) :pl(I,f)p2($,£)+T($,f), (321)
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gde r(z,§) € S{f‘5+m2_1(R” x R™). Ovo zapazanje ce biti od velikog znacaja za
konstrukciju parametriksa elipticnog pseudo-diferencijalnog operatora.

Stavise, primetimo da, ako je pa(z, &) = pa(€) tj. simbol ne zavisi od x, dobijamo
da je pi(z, Dy)p2(Dy) = OP(p1(x,&)pa(§)), a obrazlozenje ove tvrdnje je sledece:

i, DoJu = pa(DaJu = [ e epl@a€)de = F o FL©)a)
odnosno

Flpa(Da)u] = p2(§)Flul(§)

sto dalje implicira

pi(z, D2 )(pa(x, Do)u) = pi(x, Dy)(p2(Dy)u) = /n " py (2, £) Flpa(Dy)uldg =

= [ (e Opa( O F (€ = [ e pila, Opa(§)a(€)as

odnosno, dobili smo da u ovom slucaju kompozicija dva pseudo-diferencijalna ope-

ratora je pseudo-diferencijalni operator pridruzen proizvodu njihovih simbola.
Stavise, moze se pokazati koriséenjem Lajbnicove formule da ukoliko je p; (z, D)

diferencijalni operator reda m € Ny sa koeficijentima u Cp°(R™), tada

p1(x, Dy)pa(z, Dy) = (pr#fp2) (2, De),
gde .
(p1#p2)($,§) = Z a@?pl(x,@l)gpg(x,{).

lal<m

Dakle, asimptotski razvoj od p;#p. se sastoji od konacno mnogo sabiraka .

U pseudo-diferencijalnom rac¢unu znacajnu ulogu imaju komutatori. Komutator
dva pseudo-diferencijalna operatora A i B, u oznaci [A, B, se definiSe na slede¢i
nacin

[A, B] := AB — BA,
pri cemu AB i BA oznacavaju kompoziciju pseudo-diferencijalnih operatora. Na-
vodimo sledeci korolar.

Korolar 3.4.3. (Komutator pseudo-diferencijalnih operatora)
Neka su p; € Sﬁ{ (R™ x R™),j = 1,2, dva pseudo-diferencijalna simbola. Tada
postoji r € ST (R™ x R™) tako da

[p1<I, Dm)7p2<xa -D:E)] - T(l‘, Dx)
Dokaz. Sledi direktno iz (3.21). O
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Dakle, komutator dve pseudo-diferencijalna operatora je opet pseudo - diferenci-
jalni operator i simbol koji mu odgovara je jedan red nizi od reda simbola koji
odgovara njihovoj kompoziciji. Nadalje se ne¢emo baviti komutatorima kako ne
bismo pomerali fokus sa teme rada.
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4 Elipticni pseudo-diferencijalni operatori i elip-
ticna regularnost

4.1 Elipti¢ni pseudo-diferencijalni operatori i parametriks

Medu svim pseudo-diferencijalnim operatorima postoji klasa operatora koja se
¢esto pojavljuje u primenama i posebno su jednostavni za rad. Zovu se elipti¢ni
operatori. Interesantni su, jer imaju priblizne inverze, koji se nazivaju parametriksi
i koji su takode pseudo-diferencijalni operatori. Nas osnovni zadatak je da ove
koncepte uc¢inimo preciznim.

Definicija 4.1.1. Za simbol p € STH(R" x R"),m € R kazemo da je eliptican ako
postoje C, R > 0 tako da je

p(z, )] = CIE™, za sve [(] = R, x € R™. (4.1)

Naravno, pseudo-diferencijalni operator je eliptican ako je njegov simbol elipti¢an.

Primer. Znamo da je p(¢) = |¢|? simbol operatora —A. Po definiciji, p je, o¢ito,
i eliptican simbol reda 2. Takode smo pokazali da je ¢(§) = (£)",m € R simbol
operatora (1 — A)%. On je i elipti¢an simbol reda m.

Navodimo lemu koja ¢e biti od pomoc¢i u razmatranju problema koji ¢e ubrzo,
tac¢nije odmah nakon nje, biti i formulisan.

Lema 4.1.2. Neka je p € ST(R" x R™),m € R eliptican simbol i R > 0 takvo da
vazi (4.1). Tada

q(z,8) = P(E)p(z,§) " € Sg'(R” x R"),
gde je v € Cp°(R™) takvo da (&) =1 za || > R+ 1i¢(§) =0 za || < R.

Dokaz. Kako je q(7,§) = ¥(§) = 0 za [§] < R, ¢ je glatka u (z,§) 1 trivijalno vazi
q € Sip'(R™ x R™) na tom intervalu. Dakle, dovoljno je razmatrati slucaj |{| > R,
sto u nastavku i ¢inimo.

Diferenciranjem dobijamo

afjp(‘r’ g)_l = —p(x, 5)_28{719(‘%7 5)

Oxjp(x, g)_l = —p((L‘, 5)_26xjp(xa g)



4.1 Elipti¢ni pseudo-diferencijalni operatori i parametriks

Koristec¢i (4.1) i da p € ST}, dobijamo da vazi

10e,p(2, €)Y = | — pla,€) 20, p(z, )| < ClE| ()" < ()™

102,0(2,6) 7' = | = p(, ) *0u,p(x, ) < CIEI (O™ < C (™.

za sve |£] > R. Na isti na¢in moze se pokazati matematickom indukcijom da
0807 p(,€) 71| < Cayp (€)1, (4.2)

za sve [¢] > R.
Sada posmatrajmo funkciju g. Funkcija ¢ : R* x R" — C na |{| < R+ 1 je glatka,
pa je i ogranicena na tom intervalu, pa vazi

10800q(x, )] < Cly < Cog (€)1

zasve || < R+ 1,paiza R <[] < R+ 1 (gde poslednja nejednakost vazi zbog

ograni¢enosti simbola (€)™ ! na posmatranom intervalu). Kako je ¢ i glatka vazi
q € S7¢"(R"xR") na intervalu R < [£] < R+1. S obzirom da je ¢(z, &) = p(z, &)
za sve || > R+ 1, iz (4.2) sledi da za sve a, § € N} postoji neko C, g tako da

0202q(2,€)| < Cag (€)1

za sve || > R + 1. Zakljucujemo da ¢ € Sy " O]

U nastavku posmatramo problem postojanja inverza simbola u odnosu na ope-
raciju #. Preciznije, trazimo reSenje, ili bar aproksimaciju resenja, jednacine
p#tq =1 (ili g#p = 1),
za dato p € S7§. Bududi da ¢ € Si,o implicira p#q € STJ“Z ile S?,o (na osno-
vu Teoreme (3.4.2)), prirodno je potraziti inverz ¢ u Sy ". Resenja posmatranog
problema sadrzana su u tvrdenjima koja slede.

Korolar 4.1.3. Neka je p € ST(R™ x R") elipticni simbol. Tada postoji q €
S1o' (R™ x R™) tako da vaZi

p(z, Dy)q(x,D,) =1+ r(z, D,), q(x, Dy)p(x, D) =1 +7'(z,D,)

gde sur,r’ € 51_76 (R™ x R™) i I identicki operator (odnosno operator koji odgovara
simbolu 1 € SY).
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Dokaz. Neka je ¢ definisano kao u Lemi (4.1.2). Stoga, na osnovu iste te leme,
q € Sipy'. Tada, iz Teoreme (3.4.2) znamo da je kompozicija pseudo-diferencijalnih
operatora

p(, Dy)q(w, Dy) = (p#4)(x, D),
a iz (3.21) imamo
p#a(x, &) = pla,&)q(z, &) +7(,8),

sto implicira
p(ﬂU, D:E)Q(xa Dw) = [pq + 7“](1‘, Dw)

= pa(z, Do) + 7 (2, Da), (4.3)

gder € Si& (R™xRR™), pri ¢emu, da ne bude zabune, naglasavamo da je sa pq(x, D,,)
oznacen pseudo-diferencijalni operator koji odgovara simbolu proizvoda operatora
p i q. Stavise, simbol proizvoda

Pl €)a(2,€) = ¥(€) = 1 rasve |¢ > R+ 1.
Stoga, p(z,&)q(z,§) —1 € S;o°(R" x R") iiz (4.3) sledi
p(x, D2)q(x, Dy) = I +r(z, Dy)
gde je r(z, &) = p(z,&)q(z, &) — 1 +7(z,€) € Sf’é(R” x R™). Identitet
q(x, Do)p(x, Dy) = I +1'(x, Dy),
gde 1’ € STo(R™ x R™) se dokazuje na isti nacin. O
Vazi i opstije tvrdenje:

Teorema 4.1.4. Neka p € ST(R" x R"),m € R. Tada su slede¢i uslovi ekviva-
lentni:

1. p je eliptican.

2. Postoji neko q € Sy o' (R" x R") tako da

p(ac, Dm)‘](ana:) =1+ T(JI, Dw)u

gde jer € Sio(R" x R™).
3. Za svako N € N postoje qn, qy € Si.i"(R" x R") tako da vai

p(xv D:L’)QN('Ta Dac) =1 + TN(:L‘y Dw)a

QEV(%Dx)p(l‘a D,) =1+ T;V(xa D,),
gde ry, Ty € Sip (R™ x R™).
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4.1 Elipti¢ni pseudo-diferencijalni operatori i parametriks

Dokaz. Videti [1], Teorema 3.24, na strani 58. O

Pre navodenja glavnog rezultata ovog odeljka, dajemo preciznu definiciju pri-
bliznog inverza pseudo-diferencijalnog operatora, koji je u literaturi poznatiji pod
imenom parametriks.

Definicija 4.1.5. Neka je p € STH(R™ x R™). KaZemo da pseudo-diferencijalni
operator p(x, D,) ima parametriks q(x, D,), pri cemu je q¢ € Syg'(R™ x R"), ako
su

p(z, Dp)q(x, Do) — 1

Q(xv D:v)p('ra Dm) —1

operatori reda —oo, odnosno operatori pridruzeni simbolima koji pripadaju Sy g°.
Sledeca teorema predstavlja karakterizaciju elipticnih operatora.

Teorema 4.1.6. (Potreban i dovoljan uslov da je simbol eliptican)
Neka p € S?}O(R” x R™),m € R. Tada je simbol p eliptican ako i samo ako postoji
I € S (R™ x R™) tako da

gde roo € Syo°(R™ x R™).

Dokaz. Pozivamo se na Lemu 3.4.1. Ipak, dokaz ovog tvrdenja ovde izostavljamo,
a moze se naci u [1], Propozicija 3.26, strana 60. ]

Napomena 4.1.7. Drugim recima, Teorema (4.1.6) govori o osnovnom svojstou
elipticnog pseudo-diferencijalnog operatora p(x, D,), a to je da postoji njegov pri-
blizan inverz. Pritom, takav inverz "odstupa od pravog inverza" operatora p(x, D,)
za neki operator roo(x, Dy), gde o € Sy°. Stoga, kazemo da se oni razlikuju " do
na razliku sadrzanu u Syg°". Iz ovog razloga, qu(x, D,) je aproksimacija inverza
pseudo-diferencijalnog operatora p(x, D,). S obzirom da teorema predstavlja potre-
ban i dovoljan uslov da je neki simbol eliptican, sledi da jedino elipticni pseudo-
diferencijalni operatori imaju parametrikse.

Zbog navedenog svojstva, elipti¢ni pseudo-diferencijalni operatori ¢e igrati glav-
nu ulogu u dokazu Teoreme o elipticnoj regularnosti, o kojoj ¢e biti rec¢i u odeljku
4.4.
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4.2 Ogranicenost na Cp°(R") i jedinstvenost simbola

4.2 Ogranicenost na C;°(R") i jedinstvenost simbola

Kao sto smo videli u odeljku 3.4, pseudo-diferencijalni operator
p(x, Dy)u(z) = Os — //e_”/‘sp(x, Su(z + 2)dx'd¢ (4.4)

je dobro definisan za sve u € S(R"). Oscilatorni integral je dobro definisan i za
sve u € Cg°(R™). Stoga, mozemo prosiriti definiciju p(z, D,) na C;°(R™).

Teorema 4.2.1. Neka p € STH(R" x R"). Tada p(x, D,) definisan kao u (4.4),
pri cemu u € Cp°(R™), je ogranicen linearan operator

p(x, Dy) - G (R") — C*(R™).

Dokaz. Posmatrajmo a,(2',&) = p(x,&)u(r + 2’) za sve z,2’,§ € R™. S obzirom
da za sve o, f € Njj vazi

1050 p(e, u(e + )| = 85 [u(z + 2))0¢ [p(z, ]|

<Il | ggot gy Calplf3’ (€)™
na osnovu definicije prostora amplituda imamo a,(z',§) € A i vazi |az|amr <

Clpl™ || w lc# uniformno u z € R™.

Koriste¢i prethodna zapazanja dobijamo

suplp(z. D,Ju(x)| = sup|Os — [ [ =" p(a ulz +a')x'ag

z€Rn zeR"
= sup|Os — //e_ix,'gax(:p’,f)dxldﬂ
zeR?
< Csuplaslag 2y < Clpliih || o gz (45)
TzeR™

zbog Teoreme (3.3.2), gde 2 > m + n,2l' > n. Sada procenjujemo 92p(z, D, )u
i iz tog razloga posmatramo a(x,2’,&, &) = p(z,&u(r + 2') € AF(R*™ x R*™) i
dobijamo

Op;p(, Dy)u = Oy, [OS - //e‘ixlfp(x, u(r + 2')dx'd¢

=05~ [ [0, [p(x, €)ue + a")dx'ag

=05~ [ [ 400, p) (@ ule + a')dx'a
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4.2 Ogranicenost na Cp°(R") i jedinstvenost simbola

+ Os — //e_ix/'fp(a:,ﬁ)(axju)(ﬂt—I—x')dx’df
= (Op,;p)(w, Dy) + p(z, D) (04;u)

zbog (3.18). Primenjujuéi ovu formulu sukcesivno i koriste¢i (4.5), direktno sledi
da

| 2, Do) oy < Cloliihuyen | lgaesmsn g

sto je i trebalo dokazati. O

Moze se pokazati sledece:

Teorema 4.2.2. (Jedinstvenost simbola)
Neka p, q € STH(R" xR™). Tada jednakost p(x, Dy)u = q(x, Dy)u, za sveu € S(R")
implicira p(z,§) = q(z, §).

Dokaz. Videti [1], Teorema 3.25, strana 59. O

49



4.3 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora i
(x,y)-forma operatora

4.3 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operato-
ra i (z,y)-forma operatora

Pre svega, ustanovi¢emo notaciju koju ¢emo koristiti u ovom odeljku. Sa
(f, 9)r2@ny == Jgn f(x)g(x)dx, pricemu f,g € S(R"),

je definisan uobicajen unutrasnji proizvod na L*(R™), ali restrikovan na Svarcove
funkcije. Upoznajemo se sad sa pojmom adjungovanog operatora.

Definicija 4.3.1. Neka A, A* : S(R") — S(R"). Tada se A* zove adjungovani
operator operatora A ako

(Au,v)r2@n) = (1, A*0)p2mny 2a sve u,v € S(R™),

Adjungovani operator ima vaznu ulogu u nekoliko razlic¢itih oblasti matematike. Mi
¢emo fokus usmeriti na nalazenje adjungovanog operatora pseudo-diferencijalnog
operatora. Dokaza¢emo da je on takode pseudo-diferencijalni operator. Upravo ovo
zapazanje omoguci¢e nam da prosirimo definiciju operatora p(z, D, ) do sada defi-
nisanog na S(R") na prostor S’(R").

Najpre se posvetimo izracunavanju adjungovanog operatora od p(x, D,):

(b, D), o)y = [ [ € ple,)a(€)dE vl

_ / / e Ep(x, &)o(x)dx a(£)dé

= [a(e) [ e=spla, ule)dxds

pri ¢emu smo koristili Fubinijevu teoremu. Primetimo da v, @ € S(R™), pa sledi
e Ep(x, £)a(é)v(x) € LY(R™ x R™) po promenljivoj (x, ).

Lema 4.3.2. Neka p € ST(R" x R"),m € R iv e S(R"). Tada

W(E) == / (e, )u(z)dx € S(R),

Kako je (Flul,v)r2 = (27)"(u, F*[v]) 12, dobijamo

(b, D) v)(@) = [ [ Eply uly)dyde. (4:6)
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4.3 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora i
(x,y)-forma operatora

Navedeni operator je pseudo-diferencijalni operator koji se naziva pseudo - dife-
rencijalni operator u y-formi i on je specijalan slucaj sledeceg operatora

pla, Dasayu = [ [ Ep y uly)ayde, (47)
definisanog za sve u € S(R"), gde p € ST%(R*" x R"), tj.

1020007 p(2,y,8)| < Capq(1+ €)™

za sve «, 3,7 € Nij. Ovi operatori se zovu pseudo-diferencijalni operatori u (x,y)-
formi, a uobicajeni operator p(z, D,) sa kojim smo do sada radili se zove pseudo-
diferencijalni operator u x-forms.

Kao sto je i ranije vazilo

p(x, Dy, x)u = Os — //e_m/'gp(x, r+ 2 u(r + 2')dx'd¢, (4.8)

za sve u € S(R").

Teorema 4.3.3. Neka p € STO(RQ" x R"),m € R. Tada vazi p(x,D,,z)u =
pr(z, Dy)u za sve u € CgP(R™), gde je

pr(z,§) = Os — //e_iy'”p(x, r+y,&+n)dydn € STH(R™ x R™).

Stavise,

1
pL@.&) ~ X =08 Dp(@y, )l

aeNY

odnosno za sve N € Ny vazi

1
pL($,§> - Z aa?D;p(l’,y,fﬂy:z < SZLO_N_I(RH X Rn)

la]<N 7

Dokaz. Na osnovu (3.17), dobijamo
wlx +12')=0s — //ei(”x/_y)'"u(y)dydn,
a (4.8) implicira
p(z, Dy, x)u = Os — //e’”/fp(x, T+ 2, &u(r + 2')dx'dg

=0s — //e’“/'gp(x,x +2',¢) (Os — //ei(“xly)'"u(y)dydn) dx’a¢
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4.3 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora i
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—0s— [ [ [ [ p(w, 0 +a',€) =+ u(y)dydn dx'dg
= Os — //e"(x_y)‘" (Os — //e‘i’:/'(g_")p(x,x + x’,f)dx'dﬁ) u(y)dydn

= 0s— [ [y (2, &)uy)dyd,

pri ¢emu smo koristili Teoremu (3.3.5) Za ostatak dokaza pogledati [1], strana 67,
Teorema 3.32. [

Lema koja sledi je posledica prethodne teoreme i navodimo je bez dokaza.

Lema 4.3.4. Neka p € S7%(R** x R"),m € R. Tada p(x, D,,x) : S(R") — S(R")
je ogranicen, linearan operator. Stavise, ukoliko se definicija pseudo-diferencijalnog
operatora u (x,y)-formi tj. (4.7) zameni sa

p(z, Dy, x)u = Os — //e_mlfp(:c, 42, u(x + 2')dx'd¢

za u € CP°(R™), tada p(z, D, x) : C;°(R™) — Cp°(R™) je ogranicen operator.
Dokaz. Videti [1], strana 67, Lema 3.33. O

Korolar 4.3.5. Ako p € STH(R" x R"), tada adjungovani operator operatora
p(z, Dy) je p*(x, Dz) gde je

p*(x,&) = Os — //e_iy'fp(x +y, &+ n)dydn € STH(R™ x R™).

Stavise,

1
P@.)~ Y —orDIp(E)

a€eNY

odnosno za svako N € Ny vazi

1
p(e,6) — Y e Dep(r, &) € ST VTR X RY).

laj<N &

Dokaz. Korolar je direktna posledica (4.6) i Teoreme (4.3.3). O
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4.3 Adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora i
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Napomena 4.3.6. Na osnovu prethodnog korolara sleds:
p(xu Dac)* = p*(l’, Da:)a

odnosno da je adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operatora p(x, D) koji
je dat sa (4.6), jednak pseudo-diferencijalnom operatoru koji je pridruzen simbolu
p*(z,&) (ovaj simbol je definisan u prethodnom korolaru). Shodno tome, i prime-
nom Teoreme (3.1.3) zakljucujemo da

p(z,D,)* : S(R") — S(R™), zap€ STO(R" xR"), meR

je ogranicen operator. Dakle, adjungovani operator pseudo-diferencijalnog operato-
ra je pseudo-diferencijalni operator.

Navedena zapazanja o adjungovanom operatoru p(z, D,)* nam omoguéavaju
da prosirimo operator p(z, D,) : S(R") — S(R") na operator p(z, D,) : S'"(R") —
S’(R™) $to smo i napomenuli na pocetku ovog odeljka da nam je cilj i to radimo
na sledec¢i nacin:

Definicija 4.3.7. (Pseudo-diferencijalni operatori na S'(R")) Neka p € ST (R™ x
R™). Tada za uw € S"(R™) definisemo p(x, D,)u na sledeci nacin

(p(x, Dy)u,v) := <u,p*(m,Dz)v>,
za sve v € S(R™). Jasno, p(x,D,) : S'(R") — S"(R").

Prokomentarisimo ukratko konzistentnost prethodne definicije sa definicijom
p(z, D,) na prostoru S(R™). Naime, za v € S(R"™) dobijamo

(p(, Dy, v) = / p(z, Dy)u(e)o(@)dx = (p(z, Dy)u, v) e =

= (u,p(x, Dy)*v) 2 = /u(m)p(w, D, )v(z)dx = <u,p(:z:,Dx)*v>, (4.9)

za sve v € S(R"™), pri ¢emu smo koristili Teoremu (3.1.3) i Napomenu (4.3.6).
Takode na osnovu Napomene (4.3.6) sledi

p(x, Dy)* = p*(x, D)
sto implicira da za u € S(R"™) iz (4.9) dobijamo da vazi
(p(x, Do)u,0) = (u,p* (&, Da)u) ,

za sve v € S(R"). Stoga, zaklju¢ujemo definicija p(x, D,) na prostoru S’(R™) je
konzistentna sa definicijom p(z, D, ) isprva definisanom na prostoru S(R™).
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4.4 Elipticna regularnost

Ranije, tacnije u Teoremi (3.1.3), smo ustanovili da su pseudo-diferencijalni
operatori ograni¢ena preslikavanja Svarcovog prostora u samog sebe. Teorema koja
sledi, tvrdi da se za pseudo-diferencijalne operatore reda nula ova osobina prenosi
i na prostor L?(R").

Teorema 4.4.1. (L?-ogranicenost pseudo-diferencijalnih operatora reda nula)
Neka je p € SYo(R* x R"). Tada se p(x, D,), isprva definisan na S(R™), moZe
prosiriti do ogranicenog operatora p(x, D,) : L*(R™) — L*(R").

Dokaz. Videti [5], strana 268, Teorema 2.4.2. O

Navedena teorema ima veliku vaznost u primenama na PDJ i pseudo-diferencijalne
jednacine. Moze se pokazati da vazi i opstije tvrdenje, a to je da pseudo-diferencijalni
operatori reda nula su ograniceni i na prostorima LP(R™), za sve 1 < p < oo (do-
kaz ovog tvrdenja moze se naéi u [13], strana 99, Teorema 3.1.6). Za potrebe ovog
rada, koristimo samo rezultat dat prethodnom teoremom.

Podsetimo se, za s € R, L?-Beselov prostor smo oznacavali sa Hj(R™) i defi-
nisali kao prostor temperiranih distribucija u takvih da (D,)’u pripada L*(R"),
formalno

H3(R™) = {u e S'(R") : (D,)*u € L*(R")},
gde je (€) = (1+¢%)2 i
(D,)" f=F'[(€)" f] zasve f € S'(R"),

a norma na prostoru H3(R™) bila je

Il [lars:=1 w [ls2:=l (Do) w |2 -

Uz pomo¢ Teoreme (4.4.1), odnosno ogranicenosti pseudo-diferencijalnog ope-
ratora reda nula na L? prostoru, lako se pokazuje slede¢a teorema na osnovu koje
sledi da su pseudo-diferencijalni operatori proizvoljnog reda ograniceni i na L*-
Beselovom prostoru.

Teorema 4.4.2. (Pseudo-diferencijalni operatori na L*-Beselovom prostoru,)
Neka p € Sy (R™ x R"). Tada p(x,D,) : Hy™™(R") — H35(R"). Stavie, postoji
neko k € Ng tako da vazi

| p(z, Dy) HL(H;'*‘m(R”),Hg(Rn))S Cs,m‘p’l(cm)a za sve p € STH(R™ x R").
Dokaz. Videti [1], strana 71, Teorema 3.41. O
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Korolar 4.4.3. Neka s € R. Tada S(R") je gust u H5(R™).

Dokaz. Zbog definicije H3(R™), ta¢nije na osnovu (2.20) sledi da je preslikava-
nje (D,)° : H5(R") — L?*(R") izomorfizam, za s € R. StaviSe, u odeljku 3.1
smo videli da je (D,)*, gde s € R, pseudo-diferencijalni operator, pa Teorema
(3.1.3) implicira (D,)* : S(R™) — S(R™), za bilo koje s € R. Sada, na osnovu
Leme (2.2.3) C>°(R") C S(R") je gust u L*(R")(videti Teoremu (1.1.10)), pa sle-
di da je i S(R™) gust u L*(R"). (D,)”* je takode pseudo-diferencijalni operator
pa (D,;)"* : S(R") — S(R"), za s € R. Dakle, S(R") = (D,) ° S(R") je gust u
L*(R"), a kako je (D,)° : H§(R") — L*(R") izomorfizam, sledi da je S(R™) gust
u H3(R"). O

Sva dosadasnja zapazanja o pseudo-diferencijalnim operatorima imaju veliku
ulogu u teoriji parcijalnih diferencijanih jednacina. Glavno pitanje ove teorije je,
bez prevelikog ulazenja u detalje, kako resiti jednacinu

Lu=f

za dati parcijalni diferencijalni operator L i datu funkciju f. Drugim recima, kako
nadi inverz od L, tj. L™! tako da

LL ' =L 'L =1,

gde je I identicki operator. U ovom sluc¢aju funkcija u = L™ f je reSenje pocetnog
problema Lu = f. Medutim, u veéini sluc¢ajeva je nemoguce ili jako tesko nadi
eksplicitnu formulu za inverz L~! (éak i ako on postoji). Shodno tome, u teoriji
PDJ ne Zelimo da imamo preciznu, eksplicitnu formulu za L', pa samim tim i za
reSenje pocetne jednacine, odnosno u = L~!f, veé¢ nas zanima da li mozemo da
kazemo nesto o osobinama resenja u.

Precizirajmo sada problem kojim se bavimo u ovom odeljku. Posmatramo sle-
decu elipticnu pseudo-diferencijalnu jednacinu

p(z, Dy)u = f,

gde je p(x, D,) dati elipti¢ni operator, i f data funkcija koja pripada L?-Beselovom
prostoru, tacnije f € H3(R™), s € R. Jo$ jednom napomenimo da neéemo resavati
ovu jednacinu, ve¢ nas zanima da li mozemo da kazemo nesto o regularnosti resenja
u poznajuci regularnost f. Ispostaviée se da, od sustinskog znacaja za reSavanje
ovog problema su bas elipti¢ni operatori. Njihova najvaznija osobina, koja je ujedno
predstavljala i njihovu karakterizaciju, a to je da imaju priblizne inverze, daje
potvrdan odgovor na postavljeno pitanje. Resenje problema sadrzano je u Teoremsi
o elipticnoj reqularnosti koju navodimo u nastavku.
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Teorema 4.4.4. (Elipticna reqularnost) Neka je p € ST (R™ xR") eliptican simbol
i f € Hy(R"),s,m € R. Tada ako je v € Hy*(R") := U H5 resenje pseudo-

seR
diferencijalne jednacine

p(a:, D:Jc)u = fa
tada v € HyT™(R™).

Dokaz. Neka u € Hy*°(R"). Tada u € Hy™™ V(R") za neko N € N. Koristeéi
elipticnost simbola p moze se pokazati (Videti [1], strana 72, Teorema 3.43) da
postoji neko gy (z,§) € Sy¢"(R" x R™) takvo da

QN(x7 D:D)p(xu D.t) =1+ TN(Ia Dw)a
gde ry € S’ (R™ x R™). Prema tome,
an (@, Dy) f = qn (2, Do)p(@, Do)u = u+ ry(z, Dy)u.

Za qy(z, D,) f na osnovu Teoreme (4.4.2) vazi qn(x, D,) f € H5™™(R"). Analogno,
na osnovu iste teoreme vazi ry(z, D,)u € H5™™(R"), pa iz prethodne jednakosti
sledi v € Hy ™™ (R™). O

Zakljucujemo, resenje u pripada klasi funkcija koja ima m viSe izvoda u pore-
denju sa f, gde je m red operatora p(x, D,) .
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5 Zakljucak

Pojam pseudo-diferencijalnog operatora vuce korene jos iz davne 1927. godine
kada je nemacki matemati¢ar Herman Vajl (nem. Hermann Weyl) predlozio da se
bilo kom simbolu p(z, £) pridruzi operator p(z, D,) na na¢in na koji smo to uradili
i ovde, odnosno varijantom formule koju smo koristili u radu. Dakle, formulom
(3.4).

Medutim, direktno poreklo teorije lezi u studiji koju su zapoceli Mihlin, Kal-
deron, Zigmund i drugi, sredinom proslog veka. Naravno, neizostavno je pome-
nuti Hermandera koji je stvorio modernu teoriju pseudo-diferencijalnih operatora.
Navodedi ogroman broj metoda i rezultata ove teorije, napori Kona, Nirenberga
i Hermandera doprineli su jasnom definisanju koncepta simbola, kao i osnovnih
svojstava njegovog pridruzenog pseudo-diferencijalnog operatora. Iako se ova teo-
rija kasnije uveliko prosirila i nasla primene u raznim oblastima matematike, mi
smo se zadrzali na klasi¢noj teoriji pseudo-diferencijalnih operatora.

U radu smo naveli dva osnovna primera simbola i njima pridruzenih operatora.
Posebnu paznju usmerili smo na prevazilazenje problema kompozicije dva pseudo-
diferencijalna operatora. Na tom putu, upoznali smo posebnu vrstu integrala koji
zadrzavaju sve one lepe osobine apsolutno konvergentnih integrala, odnosno osci-
latorne integrale.

Sa idejom da osiguramo dobru teorijsku podlogu, koja bi omogudéila prona-
lazenje pribliznih inverza pseudo-diferencijalnih operatora, ogranicili smo se na
klasu tzv. elipticnih simbola. Za operator pridruzen elipticnom simbolu, odnosno
za eliptican pseudo-diferencijalni operator, kontruisali smo njemu priblizan inverz.
Stavise, dosli smo do zakljucka da je jedina klasa pseudo-diferencijalnih operatora
koja ima inverze upravo klasa elipti¢nih operatora.

Koriste¢i pojam oscilatornog integrala definisali smo simbol kompozicije dva
pseudo-diferencijalna operatora, a pokazali smo da se i simbol adjungovanog ope-
ratora pseudo-diferencijalnog operatora p(z, D,) moze definisati preko istog. Ta-
kode, ustanovili smo da oba ova simbola, odnosno (p1#p2)(z,€) i p*(z,&) imaju
asimptotske razvoje.

Na samom kraju, posmatrali smo elipticnu pseudo-diferencijalnu jednacinu

p(z, Dy)u = f,

i ustanovili jasnu vezu izmedu regularnosti resenja date jednacine i regularnosti
funkcije f. Navedeni problem smo pritom posmatrali na L2-Beselovom prostoru.
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