MA
N Ty,

S Sr,
X\ STy,
a2,
% A %
N 2 S Ve
g I I I I l 7 UNIVERZITET U NOVOM SADU 2%, JC -
%’,w/vl_;% $’ PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET %'),(1’?\(‘ S
@, " x> DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I INFORMATIKU Opp ANTES
OB CM:

KATARINA DZEPINA

(GRADIJENTNE METODE I METODE
KONJUGOVANIH GRADIJENATA

— MASTER RAD —

Novt SAD, 2020






Sadrzaj

Predgovor
[1 Pregled osnovnih osobina, definicija i teoremal

1.1  Unutrasnji proizvod i norme|. . . . . . . . . . .. . ...

1.2 Klasa pozitivno definitnih matrica] . . . . . . .. ... ... ... .. ..
(L.3 _Karakteristicni koreni i vektoril . . . . .. ... ... ..
1.4 Osnove topologije|. . . . . . . . . . ...
[L.5  Neprekidnost| . . . . . . . .. . .
[1.6  Diferencijabilnost| . . . . . . . . ... Lo
(.7 Konveksnost i konkavnost] . . . . . ... ... o000

2.1 Globalni i lokalni optimum| . . . . ... ... ... .. .00 0.
2.2 Uslov optimalnosti prvog reda). . . . . . . .. .. ... ... ...
2.3 Uslov optimalnosti drugog redal . . . . . . . ... ... ... .......
2.4 Globalni uslovi optimalnosti| . . . . . . ... ... ... ... ...
2.5  Kvadratne tunkcijel . . . . . . ..o o oo
2.6  Metode opadajucih pravacal . . . . . . . . ... oL L

3.1 Metod najbrzeg padal. . . . . . ... ... o
3.2 Uslovni brojevi| . . . . . . . . . ...
[3.3  Dijagonalno skaliranjel . . . . . ... ... o o000
3.4  Gaus-Njutnov metod| . . . . . . . . . . ...
[3.5  Ferma-Veberov problem| . . . . .. ... .o o000
[3.6  Konvergencija metode najbrzeg padal . . . . . ... ...
[3.6.1  Lipsic svojstvo gradijental . . . . .. ... ... ... .......
[3.6.2 Lemaspustal . .. ... ... ... oo
3.6.3  Konvergencijal. . . . . . ... ... L o

[2 Optimizacija bez ogranicenjal
[3 Gradijentne metode|
[4 Metode konjugovanih gradijenatal

4.1 Linearni metod konjugovanih gradijenata] . . .. ... ... ... ....

4.1.1  Konjugovani vektori| . . . . ... ... ... ... .. L.
4.1.2  Metod konjugovanih pravaca] . . . . ... ... ... ... ....
4.1.3  Metod konjugovanih gradijenata — osnovne osobine| . . . . . . . .
4.2 Nelinearni metod konjugovanih gradijenatal . . . . . ... ... .. ...

|4.2.4  Ponasanje Flecer-Rivsovog metodal . . . . . .. ... ... ... ..
4.2.5  Globalna konvergencijaj . . . ... ... ... ... ... ... ..

0~ O O Ut ot w W -

el e
N = == O OO



64

66

68



Uvod

Optimizacija predstavlja postupak nalazenja najboljeg resenja nekog problema u
odredenom smislu i pod odredenim uslovima. Po svojoj prirodi je veoma raznovrsna i
ima Siroku primenu u svakodnevnom zivotu: u nauci, inzenjerstvu, poslovnom upravlja-
nju, vojnoj i kosmickoj tehnologiji, porodici, ekonomskom sistemu i u mnogim drugim
oblastima.

Tako optimizacija datira jos od prvih problema pronalazenja ekstremuma, postaje sa-
mostalna oblast matematike tek od 1947. godine, kada je Dantcig (Dancing) predstavio
dobro poznat simpleks algoritam za linearno programiranje.

Nakon 1950. godine, kada su metod konjugovanih gradijenata i kvazi-Njutnov metod
predstavljeni, nelinearno programiranje se ubrzano razvija. Danas se razli¢iti moderni
metodi optimizacije mogu primeniti za resavanje Sirokog spektra problema optimizacije
i predstavljaju neophodno sredstvo za resavanje problema u razli¢itim oblastima.

Za razliku od zadataka linearnog programiranja, zadaci nelinearnog programiranja se
ne mogu resavati primenom nekog univerzalnog metoda (kao sto je to simpleks metod
za zadatke linearnog programiranja). Za zadatke nelinearnog programiranja je za svaki
konkretan slucaj, u zavisnosti od njegovog matematickog modela, dimenzija i karakte-
ra nelinearnosti, potreban nov metod ili prilagodavanje nekog od postoje¢ih metoda. U
velikom broju slucajeva ¢ak i ne postoji prikladni metod na osnovu kojeg se moze nadi
optimalno resenje formulisanog zadatka nelinearnog programiranja, sto znaci da postoji
jos uvek veliki broj neresivih ili tesko resivih zadataka nelinearnog programiranja.

Mnogi od njih jos uvek nisu resivi jer ne postoje razvijeni algoritmi ¢ija bi primena
dala odredene efekte. Primenljivost odredenih algoritama procenjuje se na osnovu bro-
ja racunskih operacija koje treba obaviti u procesu nalazenja resenja. Neki algoritmi u
odredenim zadacima nelinearnog programiranja, ¢ak i uz primenu savremenih rac¢unara,
nisu uvek primenljivi.

Stoga, ovaj master rad se bavi gradijentnim metodama i metodama konjugovanih gra-
dijenata kao dvema najbitnijim klasama metoda za resavanje optimizacionih problema
bez ogranicenja. Ove klase metoda i dan danas sluze kao osnova i motivacija za dalje
razvijanje mnogih drugih algoritama ¢ija bi primena dala korisne efekte na zadatake
nelinearnog programiranja.

U prvom i drugom poglavlju dajemo osvrt na deo matematicke osnove koja je kori-
S¢ena pri samoj izradi rada.

U treéem poglavlju opisujemo gradijentne metode koje su u osnovi metode linijskog
pretrazivanja. UveSéemo pojam i uslovnih brojeva koji mogu da ukazu na veli¢inu broja
iteracija, potrebnih da bi postigli unapred zadatu preciznost postupka. Da bismo resili



losu uslovljenost optimizacionog problema, u ovoj glavi ¢emo se baviti i sa dijagonalnom
skaliranjem gradijentnog pravca. U ovom delu rada razmotri¢emo i Gaus-Njutnov metod
i Vajsfelov metod (za reSavanje Ferma-Veberovog problema). Pomenuti metodi su speci-
jalni sluéajevi gradijentnog metoda. Na samom kraju ove glave data je teorijska analiza
konvergencije, koja je jedan od najvaznijih aspekata svakog numerickog postupka.

U cCetvrtom poglavlju ¢emo razmotriti metode konjugovanih gradijenata, i to dva osnov-
na tipa: linearni i nelinearni. Linearni metod konjugovanih gradijenata nam sluzi za
numericko resavanje linearnog sistema jednacina sa simetricnom pozitivno definitnom
matricom, a koristi¢emo poznatu ¢injenicu da je ovaj problem ekvivalentan problemu
minimizacije kvadratne funkcije koja poseduje matricu sa istim osobinama. Flecer i Rivs
su, uz dve modifikacije, metod konjugovanih gradijenata primenili i na nelinearne funk-
cije. Ovaj njihov metod, kao i Polak-Ribierov metod i njegove modifikacije, takode,
razmatramo u ovoj glavi. Za pomenute metode konjugovanih gradijenata bi¢e dati i te-
orijski rezultati vezani za konvergencije postupaka.

Poslednja, peta glava je zakljucak. U okviru ove glave da¢emo kratku analizu pret-
hodno izloZenih rezultata.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru dr Goranu Radojevu, prvenstveno za
razumevanje i posveceno vreme, a potom za sve smernice, savete i sugestije tokom
izrade rada.

Posebna zahvalnost prof. dr Sanji Rapaji¢ kako na prenesenom znanju i zanimljivim
predavanjima iz Operacionih istrazZivanja, tako i na nesebicnoj pomoci tokom izrade
ovog rada, razumevanju © podrsci.

Ovom prilikom bih se, takode, zahvalila © prof. dr Zorani LuZanin na prenesenom
znanju iz predmeta koja su obeleZila moje master studije.

Takode, zahvalila bih se svim profesorima i asistentima koji su bili deo mog studiranja.
Svi su ostavili traga, © pomogli mi da bolje upoznam sebe kroz studiranje, koje za mene
predstavlja bitan faktor u oblikovanju mladog coveka.

Najvecéu zahvalnost i ljubav dugujem svom suprugu Viadimiru, mojim roditeljima,
sestri Marini, bratu Marku i dragoj teta Gorici, kojima pripisujem najvecu zaslugu za
ono Sto jesam i za ono Sto sam postigla.



1 Pregled osnovnih osobina, definicija i
teorema

Za uspesno pracenje ovog rada potrebno je, pre svega, da se upoznamo sa oznaka-
ma koje su koriSéene pri izradi rada, kao i da damo uvid u osnovne definicije i teore-
me. (1] 2] [5] (8] [11]

U citavom radu za proizvoljno n € N, sa R™ oznacavamo n-dimenzionalni realni

vektorski prostor, vektor kolona x = (x1,...,x5,)7, gde je ; € R, i = 1,2,....n, a za
m,n € N sa R™*" prostor svih m x n matrica sa realnim elementima. Pretezno ¢e biti
re¢ o kvadratnim matricama, te ¢emo se ogranicavati na prostor R™*",
Sa T oznatavamo transponovani vektor, a sa A7 transponovanu matricu. Sa I,
oznacavamo n X n jediniénu matricu, to jest matricu koja na dijagonali ima jedinice, a
vandijagonalni elementi su nule. Kada je jasno o kojim dimenzijama se radi, pisa¢emo
samo I. Ako drugacije nije naglaseno, sa D = diag(dy,ds,...,dy) ili nekad samo sa D
oznacavamo n X n dijagonalnu matricu ¢iji su dijagonalni elementi redom d1, do, ..., d;,
a vandijagonalni elementi nule.

U nastavku navodimo neke od definicija i teorema koje su nam neophodne za pot-
puno razumevanje rada.

1.1 Unutrasnji proizvod i norme

Definicija 1.1.1. (Unutrasnji proizvod) Unutrasnji proizvod na R" je preslikava-
nje (-, : R” x R™ — R sa slede¢im osobinama:

o (stmetric¢nost) (x,y) = (y,x) za svako x,y € R™.

o (aditivnost) (x,y + z) = (x,y) + {(x, z) za svako x,y, z € R".
o (homogenost) \x,y) = X x,y) za svako A € R, &,y € R™.
. (

pozitivna definitnost) (x,x) > 0 za svako « € R" i {(x,x) = 0 ako i samo
ako = = 0.

Najceséi unutrasnji proizvod je takozvani skalarni proizvod definisan
n
(x,y) = xly = 2 x;yi, za svako x,y € R".
i=1

Kako je skalarni proizvod na neki nacin standarni unutrasnji proizvod, ako drugacije
nije naglaseno, pretpostavljacemo da je re¢ o standardnom.



Definicija 1.1.2. (Norma vektora) Norma | - || na R" je funkcija ||- || : R” — R koja
zadovoljava sledece:

» (nenegativnost) ||z| = 0 za svako x € R" i ||| = 0 ako i samo ako x = 0.
o (pozitivna homogenost) |\x| = \|x| za svako x e R" i A € R.
» (nejednakost trougla) |z + y| < |z| + |y| za svako x,y € R™.

Prirodni nacin da se generise norma na R" jeste da se uzme unutrasnji proizvod (-, -)
na R™ i definiSe norma na slede¢i nacin:

||| = +/{x, ) za svako ¢ € R",

sto se lako moze proveriti po definiciji da je to zaista norma. Ako je unutrasnji proizvod
skalarni, tada se norma naziva Fuklidska norma:

n
[xl|2 = 4 /Z z? za svako T € R™.
i=1

Standardna norma koju podrazumevamo na R™ jeste | - [|2, te ¢e indeks 2 ¢esto biti
izostavljen u ovom radu.

Bitna nejednakost koja povezuje skalarni proizvod dva vektora sa njihovom normom
je takozvana Kogi-Svarcova nejednakost koju navodimo u nastavku, no pre toga dajemo
definiciju zavisnosti vektora.

Definicija 1.1.3. (Zavisnost vektora) U vektorskom prostoru, niz vektora (1, x2,

..., Ty je linearno zavisan, ako postoje skalari aq, o, ..., ay,, 0d kojih je bar jedan razlicit
od nule, takvi da je

ajxy, + asxs + ... + apxe, = 0.
Niz vektora koji nije linearno zavisan, je linearno nezavisan.
Umesto niz vektora (x1,22,...,&y,) je linearno zavisan (nezavisan), govori¢emo vektori
(z1,x2,...,xy) su linearno zavisni (nezavisni).
Lema 1.1.1. (Ko$i — Svarcova nejednakost) Za svako x,y € R,
T
"yl < |2 - |yl

Jednakost je zadovoljena ako i samo ako su vektori x,y linearno zavisni.

Definicija 1.1.4. (Matri¢na norma) Norma ||-| na R™*" je funkcija |- | : R"™*" —
R koja zadovoljava sledece:

» (nenegativnost) |A| > 0 za svaku matricu A € R™*" i |A|| = 0 ako i samo
ako A = 0.
o (pozitivna homogenost) |[AA| = ||| A| za svaku matricu A € R™*™ i X e R.

+ (nejednakost trougla) |A + B| < |A|| + | B|| za svake matrice A, B € R™*".



1.2 Klasa pozitivno definitnih matrica

Da bismo mogli da okarakteriSemo uslov optimalnosti drugog reda, koji se izrazava
preko matrice Hesijana, neophodno je da definiSemo specijalnu klasu matrica, klasu
pozitivno definitnih matrica.

Definicija 1.2.1. (Pozitivna definitnost).

1. Simetriéna matrica A € R™*" se naziva pozitivno semi-definitna, obelezeno sa
A >0, ako T Az > 0 za svako x € R™.

2. Simetri¢na matrica A € R™*" se naziva pozitivno definitna, obelezeno sa A > 0,
ako T Ax > 0 za svako x € R™.

U nastavku navodimo neke od bitnijih osobina klase pozitivno definitnih matrica.

Lema 1.2.1. Neka je A € R™"™ pozitivno definitna matrica. Tada su dijagonalni ele-
menti matrice A pozitivni.

Lema 1.2.2. Neka je A € R™™™ pozitivno semi-definitna matrica. Tada su dijagonalni
elementi matrice A nenegativni.

Teorema 1.2.1. (T'eorema o karakterizaciji karakteristi¢énih korena). Ne-
ka je A € R™™ simetricna matrica. Tada

e Matrica A je pozitivno definitna ako i samo ako su svi njeni karakteristicni koreni
pozitivni.

e Matrica A je pozitivno semi-definitna ako i samo ako su svi njeni karakteristicni
koreni nenegativni.

Posledica 1.2.1. Neka je D = diag(dy,ds, ...,dy). Tada
e D je pozitivno definitna matrica ako su d; > 0 za svako 1.
o D je pozitivno semi-definitna matrica ako su d; = 0 za svako i.

Za svaku pozitivno definitnu matricu A € R™*™ moze se definisati njen kvadratni
koren A2 na sledeéi nacin. Neka je A =UDUT spektralna dekompozicija matrice A,
Sto znac¢i da je U ortogonalna matrica i D = diag(dy, ...,dy) dijagonalna matrica ¢iji
su dijagonalni elementi karakteristi¢ni koreni matrice A. Kako je matrica A pozitivno
definitna sledi da su dq, ..., d, = 0, i mozemo definisati

Az = UEUT,
gde je E = diag(\/dy, ..., /dy). Ocigledno je da vazi

A2 Az = UEUTUEUT = UEEUT = UDUT = A.

1.3 Karakteristi¢ni koreni i vektori

Neka je A € R™". Nenula vektor v € C" (C polje kompleksnih brojeva) se naziva
karakteristicni vektor matrice A ako postoji A € C za koje vazi

Av = .

Skalar A je karakteristicni koren koji odgovara karakteristi¢cnom vektoru v. U opstem
sluc¢aju, realne matrice mogu imati kompleksne sopstvene vrednosti, no poznato je da



svi karakteristicni koreni simetriénih matrica su realni.
Karakteristi¢ne korene simetri¢ne matrice A obelezavamo sa

M(A) = Ao(A) = - = A(A).

Maksimalni karakteristicni koren se takode obelezava sa Amaz(A)(= A1(A)), dok se
minimalni karakteristi¢ni koren obelezava sa Apin(A)(= Ap(A)). Napomenimo da se u
ovom radu ograni¢avamo na simetri¢ne realne matrice (za realnu matricu A kazemo da
je simetri¢na ako vazi AT = A).

Postoji mnogo osobina koje daju vezu izmedu pozitivno definitnih matrica i njihovih
karakteristicnih korena. Jedna od poznatijih je Kantorovic¢eva nejednakost ¢iji formalni
oblik bez dokaza dajemo u nastavku.

Lema 1.3.1. (Kantoroviceva nejednakost). Neka je A pozitivno definitna n x n
matrica. Tada za svako 0 # x € R™ vazi nejednakost
(xTx)? - Az (A) Amin(A)
(acTAac)(wTA_lzc)2 - (Amaac(A) + )\mln(A))Q .

1.4 Osnove topologije

Definicija 1.4.1. (Otvorena ¢ zatvorena lopta). Otvorena lopta sa centrom c €
R™ i radijusom r obelezavamo sa B(c,r) i definisano je sa

B(e,r) ={xeR": ||z —c| <r}.
Zatvorena lopta sa centrom u ¢ i radijusom 7 obelezavamo sa B[e,r] i definisano je sa
Ble,r] ={z eR": [z —cf <7}

Primetimo da norma koja se navodi u prethodnoj definiciji ne mora nuzno da bude
Euklidska norma. No, ako drugacije nije naglaseno, podrazumevamo upravo Euklidsku
normu.

Definicija 1.4.2. (Unutrasnje tacke). Neka je dat skup U < R™. Tacka c € U je
unutrasnja tacka skupa U ako postoji r > 0 za koje B(e,r) € U.

Skup svih unutrasnjih tacaka datog skupa U naziva se unutrasnjost skupa i obele-
zavamo sa int(U):

int(U) ={xeU: B(x,r) € U za neko r > 0}.

Definicija 1.4.3. (Otvoreni skupowvi). Otvoren skup je skup koji sadrzi samo unu-
trasnje tacke. Drugim rec¢ima, U < R" je otvoren skup ako

za svako @ € U postoji r > 0 tako da B(x,r) < U.

1.5 Neprekidnost

Definicija 1.5.1. (Neprekidnost funkcije). Funkcija f definisana na skupu S <
R™, neprekidna je u tacki g € S ako za svako € > 0 postoji 4. > 0 tako da za svako
xes

|l —xo| < b = [f(x) — flwo)| <e.

Funkcija je neprekidna na skupu, ako je neprekidna u svakoj tacki tog skupa.



1.6 Diferencijabilnost

Neka je funkcija f definisana na skupu S < R"™. Neka je x € int(S) i 0 # d € R™.

Ako limes d
o (@ td) — (@)
t—0+ t

postoji, tada se on naziva izvod po pravcu funkcije f u tacki & duz pravca vektora d i
oznacavamo ga sa f'(x;d). Za svako i = 1,2, ....,n izvod po pravcu u & duz pravca e;
(vektor koji ima na i-tom mestu jedinicu, a svi ostali elementi su nule) naziva se i-ti
parcijalni izvod i oznacavamo ga sa %(m) :

if(w ~ lim f(f'3+t€i)—f(93).

€T; t—0+ t

Ako svi parcijalni izvodi funkcije f postoje u tacki x € R™, tada je gradijent funkcije
f u tacki  definisan sa vektorom kolona sadinjenog od svih parcijanih izvoda:

al €T
Vi@ ="

2 (@)

Tn

Za funkciju f definisanu na otvorenom skupu U < R” kazemo da je neprekidno
diferencijabilna na celom U ako svi njeni parcijalni izvodi postoje i neprekidni su na
U. Pod pretpostavkom neprekidne diferencijabilnosti imamo slede¢u bitnu formulu za
izvod po pravcu:

f'(@;d) =V (z)d

zasvakox e U ideR"™

Lema 1.6.1. Neka je f : U — R definisana na otvorenom skupu U < R™. Pretpostavimo
da je f neprekidno diferencijabilng na U. Tada

o J@+d) = f(@) = VT (w)d
% Id]

=0 za svako x € U.

Drugi nacin da se gornji rezultat zapise jeste:

fy) = f&) + VT (2)(y —2) + ol|y — z]),
gde jezr o(-) : R? — R jednodimenzionalna funkcija koja zadovoljava @ — 0 kada
t—0".
Parcijalni izvodi % su realne funkcije koje mogu da se parcijalno diferenciraju.
Stoga, (7, j)-ti parcijalni izvodi funkcije f u tacki @ € U (ako postoje) definisani su sa

o2 f o)
al‘iafbj *) =

Za funkciju f definisanu na otvorenom skupu U € R” kazemo da je dva puta nepre-
kidno diferencijabilna na U ako svi parcijalni izvodi drugog reda postoje i neprekidni
su na U. Pod pretpostavkom da je funkcija dva puta diferencijabilna, parcijalni izvodi
drugog reda su simetri¢ni, Sto znaci da za svako ¢ # j i za svako x € U vazi

?f 0 f

axiaxj T = (91'3(9%1

7



Hesijan funkcije f u tacki « € U je matrica reda n:

0% f 0% f 0% f
021 O0x10r2 """ 0x10TH
0% f 0%f :
V(@) = | T al
f  _f o°f
0rndr1 Orndre 0%xy,

pri tome su svi parcijalni izvodi drugog reda izracunati u tacki . Kako je f dva puta
neprekidno diferencijabilna na U, matrica Hesijana je simetri¢na. Postoje dva glavna
aproksimativna rezultata (linearno i kvadratno) koja su direktna posledica Tejlorove
aproksimativne teoreme, a koja ¢emo kasnije u radu koristiti u nekim dokazima i obja-
$njenima.

Teorema 1.6.1. (T'eorema linearne aproksimacije). Neka je f: U — R"™ dva

puta neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom skupu U < R™, i neka x € U,
r > 0 zadovoljava B(x,r) € U. Tada za svako y € B(x,r) postoji & € [x,y] tako da

Fly) = f(@) + V@) (@~ y) + 5y~ 2) V@) y ~ )

Teorema 1.6.2. (Teorema kvadratne aproksimacije). Neka je f : U — R"™ dva
puta neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom skupu U < R™, i neka x € U,
r > 0 zadovoljava B(x,r) € U. Tada za svako y € B(x,r)

fly) = fl@) + V(@) (@ —y)+ %(y — )TV f(x)(y — ) + oy — [?).

1.7 Konveksnost i konkavnost

Definicija 1.7.1. (Konveksnost funkcije). Neka je f: S — R, S € R". Funkcija
f je konveksna na S ako za sve @1, a2 € int(S) i sve t € [0, 1] vazi nejednakost

fltzr + (1 —t)z2) < tf(x1) + (1 — 1) f(z2).

Ukoliko u prethodnoj definiciji vazi suprotna nejednakost, tj. =, kazemo da je funk-
cija konkavna na S. U slucaju da u prethodnoj definiciji vazi stroga nejednakost za sve
X1, T2 € int(S), x1 # x2 isvet e (0,1), kazemo da je funkcija f strogo konveksna na S.

U daljim razmatranjima ograni¢avamo se na konveksne funkcije, jer za konkavnu
funkciju f, funkcija (—f) je konveksna funkcija.

Teorema 1.7.1. Neka je funkcija f : S — R, S € R", dva puta diferencijabilna na S.
Tada je funkcija f konveksna na S ako i samo ako V2f(x) = 0, za svako x € int(9).



2 Optimizacija bez ogranicenja

Problem optimizacije bez ogranic¢enja je problem oblika

min f(z),

gde je f : R" — R funkcija cilja definisana na prostoru R™. Problem minimizacije se
uvek moze svesti na problem maksimizacije i obrnuto. Naime,

max f(x) = min — f(x).

xeR™ xzeR"™

Relevantna literatura ovog poglavlja jeste [2], [12] i [20].

2.1 Globalni i lokalni optimum

Definicija 2.1.1. (Optimalno resenje). Dopustivo resenje u kome funkcija cilja
dostize svoju optimalnu vrednost naziva se optimalno resenje optimizacionog problema
i oznacava se sa x*.

Definicija 2.1.2. (Optimalna vrednost). Vrednost funkcije cilja koja odgovara op-
timalnom resenju naziva se optimalna vrednost ili optimum i oznacava se sa f* = f(x*).

Tako ¢emo posmatrati ceo prostor R™, u nastavku dajemo uopstene definicije global-
nih i lokalnih ekstemuma.

Definicija 2.1.3. (Globalni minimum i maksimum). Neka je f : S — R defi-
nisana na skupu S € R". Tada

o x* € S se naziva tacka globalnog minimuma funkcije f na S ako f(x) > f(x*) za
svako x € S.

o x* € S se naziva tacka striktnog globalnog minimuma funkcije f na S ako f(x) >
f(x*) za svako x € S\{z*}.

o x* € S se naziva tacka globalnog maksimuma funkcije f na S ako f(x) < f(x*) za
svako x € S.

o x* € S se naziva tacka striktnog globalnog maksimuma funkcije f na S ako f(x) <
f(x*) za svako x € S\{x*}.

Cesto ¢emo umesto tacke globalnog minimuma govoriti tacka minimuma ili minimi-
zator. Analogno i za tacku maksimuma, no o njoj ¢e najmanje biti reci jer znamo da
problem minimizacije moze da se posmatra kao problem maksimizacije, a mi ¢emo u
ovom radu posmatrati problem optimizacije iz ugla minimizacije.

Dakle, vektor * € S naziva se globalni optimum funkcije f na skupu S ako je ili
globalni minimum ili globalni maksimum.



Skup svih globalnih minimizatora funkcije f na skupu S obelezavamo sa
argmin{f(z) : @ € S},
a skup svih globalnih maksimizatora od f na S sa
argmax{f(x): x € S}.

Definicija 2.1.4. (Lokalni minimum i maksimum). Neka je f: S — R defini-
sana na skupu S € R”. Tada

e x* € S se naziva tacka lokalnog minimuma funkcije f na S ako postoji r > 0 za
koje f(x) = f(x*) za svako € S n B(x*,r).

e x* € S se naziva tacka striktnog lokalnog minimuma funkcije f na S ako postoji
r > 0 za koje f(x) > f(x*) za svako x € S n B(x*,r)\{z*}.

e x* € S se naziva tacka lokalnog maksimuma funkcije f na S ako postoji r > 0 za
koje f(x) < f(x*) za svako x € S n B(x*,r).

e x* € 5 se naziva tacka striktnog lokalnog maksimuma funkcije f na S ako postoji
r > 0 za koje f(x) < f(x*) za svako x € S n B(x*,r)\{x*}.

Jasno je da je tacka globalnog minimuma (maksimuma) ujedno i tacka lokalnog
minimuma (maksimuma), dok obrnuto ne mora da vazi.

2.2 Uslov optimalnosti prvog reda

Dobro poznati rezultat kod jednodimenzionalne funkcije f definisane i diferencija-
bilne na intervalu (a, b) kaze da ako je tacka z* € (a, b) lokalni maksimum ili minimum,
tada je f/(z*) = 0. Ovo svojstvo je poznato kao Fermaova teorema. Kada je u pitanju
viSedimenzionalni prostor, tada je u tackama lokalnog optimuma gradijent jednak nu-
li. Takve uslove optimalnosti nazivamo uslovi optimalnosti prvog reda, jer se izrazavaju
preko izvoda prvog reda.

Teorema 2.2.1. (Uslovi optimalnosti prvog reda). Neka je f: U — R funkcija
definisana na U < R™. Pretpostavimo da je x* € int(U) tacka lokalnog optimuma i da
svi parcijalni izvodi funkcije f postoje u *. Tada je V f(x*) = 0.

Primetimo da navedena teorema predstavlja potreban uslov optimalnosti: gradijent
nestaje u svim lokalnim tackama optimuma koje su unutrasnje tacke domena funkcije
f, dok obrnuto ne vazi. Naime, postoje tacke koje nisu tacke lokalnog optimuma, ali je
njihov gradijent jednak nuli. Jedan od takvih primera jeste jednodimenzionalna funkcija
f(x) = 23. Izvod takve funkcije je nula kada je = 0, no ta tacka nije ni lokalni minimum
ni lokalni maksimum, nego prevojna tacka. Kako tacke u kojima gradijent nestaje su
jedini kandidati za lokalni optimum medu svim tackama unutrasnjosti domena funkcije
f, zasluzuju i eksplicitnu definiciju koju navodimo u nastavku.

Definicija 2.2.1. (Stacionarne tacke). Neka je f : U — R funkcija definisana na
U < R™. Pretpostavimo da je * € int(U) i da je f diferencijabilna u nekoj okolini tacke
x*. Tada je x* stacionarna tacka funkcije f ako je V f(x*) = 0.

Sustinski, Teorema 2.2.1. govori da su tacke lokalnih optimuma nuzno i stacionarne
tacke.
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2.3 Uslov optimalnosti drugog reda

Teorema 2.3.1. (Potrebni uslovi optimalnosti drugog reda). Neka je f : U —
R funkcija definisana na otvorenom skupu U < R. Pretpostavimo da je f dva puta ne-
prekidno diferencijabilna na U i neka je * stacionarna tacka. Tada vazi sledece:

e Ako je x* tacka lokalnog minimuma funkcije f na U, tada je V2 f(x*) = 0.
e Ako je x* tacka lokalnog maksimuma funkcije f na U, tada je V?f(x*) < 0.

Poslednji rezultat daje potreban uslov za lokalni optimum. Sledeca teorema nam
govori o dovoljnom uslovu za striktni lokalni optimum.

Teorema 2.3.2. (Dovoljan uslov optimalnosti drugog reda). Nekaje f : U —
R funkcija definisana na otvorenom skupu U < R. Pretpostavimo da je f dva puta ne-
prekidno diferencijabilna na U i neka je x* stacionarna tacka. Tada vazi sledece:

o Ako je V2f(z*) > 0, tada je x* tacka striktnog lokalnog minimuma funkcije f na
U.

o Ako je V2f(x*) < 0, tada je =* tacka striktnog lokalnog maksimuma funkcije f
na U.

Primetimo da dovoljan uslov implicira jace svojstvo strikte lokalne optimalnosti, te
pozitivna definitnost Hesijana nije neophodan uslov. Na primer, jednodimenzionalna
funkcija f(z) = z* na R ima striktni lokalni minimum u z = 0, no f”(0) nije pozitivno.
Dakle, postoje stacionarne tacke koje nisu ni lokalni minimum ni lokalni maksimum i
takve tacke nazivamo sedlaste tacke ¢iju definiciju dajemo u nastavku.

Definicija 2.3.1. (Sedlasta tacka). Neka je f : U — R funkcija definisana na otvo-
renom skupu U < R". Pretpostavimo da je f neprekidno diferencijabilna na U. Sta-
cionarna tacka x* se naziva sedlasta tacka funkcije f na U ako nije tacka ni lokalnog
minimuma ni lokalnog maksimuma funkcije f na U.

2.4 Globalni uslovi optimalnosti

Naime, uslovi opisani u prethodnoj sekciji mogu da garantuju u najboljem slucaju
lokalnu optimalnost stacionarnih tacaka jer se sluze samo informacijama lokaliteta, od-
nosno sa vrednostima gradijenata i Hesijana u datim tackama. Uslovi koji obezbeduju
globalnu konvergenciju moraju da koriste globalne informacije. Kao na primer da je He-
sijan funkcije uvek pozitivno semi-definitan, da su sve stacionarne tacke takode globalne
tacke minimuma.

Teorema 2.4.1. Neka je funkcijo f dva puta neprekidno diferencijabilna i definisana
na celom R™. Pretpostavimo da je V2 f(x) = 0 za svako x € R™. Neka je x* stacionarna
tacka funkcije f. Tada je x* tacka globalnog minimuma funkcije f.

2.5 Kvadratne funkcije

Kvadratne funkcije su bitna klasa funkcija koje se koriste u modeliranju mnogih
optimizacionih problema, te ovu sekciju posveéujemo njima.

Definicija 2.5.1. Kvadratna funkcija na R™ je funkcija oblika
f(x) = 2T Az + 207 x + ¢, (2.1)

gde je A € R™*"™ simetri¢na matrica, be R" i ce R.
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Gradijent i Hesijan kvadratne funkcije imaju jednostavne analiticke formule:

Vi(x)=2Ax + 2b,
Vif(x) = 24A.
U nastavku navodimo lemu bez dokaza sa nekoliko bitnih svojstava kvadratnih funk-
cija.
Lema 2.5.1. Neka je f(x) = 27 Az + 2b7x + ¢, gde je A € R™*" simetriéna matrica,
beR" i ceR. Tada

e x je stacionarna tacka funkcije f ako i samo ako Ax = —b,

o Ako je A > 0, tada je x tacka globalnog minimuma funkcije f ako i samo ako
Ax = —b,

e Ako je A > 0, tada je x = —A~'b tacka striktnog globalnog minimuma funkcije

f.

2.6 Metode opadajucih pravaca

Posmatramo problem optimizacije bez ogranicenja oblika

min{f(x) : z € R"}.

Pretpostavi¢emo da je zadata funkcija cilja f : R™ — R neprekidna i diferencijabilna
na celom R™.

Metode bezuslovne optimizacije su uglavnom iterativnog tipa. Osnovna ideja je da
se generise niz tacaka xp € R™, na sledeéi nacin:

Tpi1 =Tk +tdg, k=0,1,2..,

gde je dy vektor koji odreduje pravac kretanja iz tacke xy, a t; realni parametar koji
odreduje duzinu koraka iz tacke &y u pravcu vektora d.

Niz vektora dj, € R™ i parametra t; € R obi¢no biramo tako da niz vrednosti f(xy)
monotono opada i konvergira nekom od minimuma funkcije cilja f u R".

Definicija 2.6.1. Neka je f : R” — R neprekidna i diferencijabilna funkcija na R".
Vektor 0 # d € R" se naziva opadajucéi pravac funkcije f u tacki « ako je izvod po
pravcu negativan, tj.

f(z;d) = Vf(x)'d < 0.

Lema 2.6.1. Neka je f neprekidno diferencijabilna na R™, i neka € R™. Pretpostavimo
da je d opadajuéi pravac funkcije f u tacki x. Tada postoji € > 0 tako da

flx +1td) < f(x)

za svako t € (0,¢].
Dokaz. Kako je f'(x;d) < 0, iz definicije izvoda po pravcu imamo

i S td) — (@)

— e
t—0+ t = fl@id) <0

za svako t € (0,¢], sto implicira Zeljeni rezultat.
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Algoritam : Metode opadajuéih pravaca

Korak 0. Izabrati pocetnu tacku xg € R™ za k = 0.

Korak 1. Izabrati opadajuéi pravac d.

Korak 2. Naéi duzinu koraka tj koji zadovoljava f(xr + trdi) < f(xg).

Korak 3. Odrediti narednu iteraciju @ry1 = g + tpdg.

Korak 4. Ako je izlazni kriterijum zadovoljen, tada zaustavljamo algoritam, i iz-
lazni parametar je gx41. U suprotnom, uzeti da je k = k + 1 i i¢i na Korak 1.

Naravno, sam ovakav sematski prikaz nam ne govori mnogo i njegova implementa-
cija bez dodatnih detalja nije moguca. Prirodno nam se javljaju razna pitanja, kao na
primer kakvu pocetnu tacku izabrati, Sta je izlazni kriterijum algoritma i slicno. Glavna
razlika izmedu razli¢itih metoda jeste upravo izbor pravca i veli¢ine koraka, gde u radu
razmatramo neke od mogucénosti. Najceséi izlazni kriterijum koji se nalazi u literaturi i
praksi jeste |V f(xk+1)| < &, koji koristimo u ovom poglavlju.

Proces trazenja koraka t naziva se linijsko pretrazivanje jer za cilj ima da mini-
mizira jednodimenzionalnu funkciju g(t) = f(x + tdg). Postoji viSe nacina za trazenje
koraka, no mi navodimo tri najpoznatija:

e konstantan korak : t;, =t za svako k

e tacno linijsko pretrazivanje : t; je minimizator funkcije f duz pravca xy +
tdy:
tr € argmin f(xy + tdy).
t=0

e linijsko pretrazivanje unazad : Metoda koja zahteva tri parametra s > 0,
€ (0,1), 5 €(0,1). Prvo uzimamo da je t; jednak inicijalnom s. Zatim, dok

f(a:k) — f(:l:k + tkdk) < —athf(a:k)Tdk,

uzimamo za t; da je jednako Bti. Drugim rec¢ima, korak je izabran tako da je
tp = sf', pri tome, i; je najmanji nenegativan celi broj za koje je uslov

f(xr) — flag + sB*dr) = —asB*V f(ak) T dy
zadovoljen.

Glavna prednost konstantnog koraka jeste njegova jednostavnost iako je iz ovog
aspekta nejasno kako ga biramo. Tacno linijsko pretrazivanje ima manu Sto je nekada
nemogucée naéi minimizator. lako tre¢a opcija ne daje tacno linijsko pretrazivanje, daje
nam dovoljno dobar korak, pod tim podrazumevamo da je zadovoljen uslov dovoljnog
pada, to jest:

f(in) — f(iL'k + tkdk) = —athf(:L'k)Tdk. (2.2)

U nastavku dajemo lemu koja tvrdi da je uslov dovoljnog pada uvek zadovoljen za
dovoljno malo t.

Lema 2.6.2. Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija na celom R™, i neka je
x € R™. Pretpostavimo da je 0 # d € R™ opadajuci pravac funkcije f wu tacki x i neka
a € (0,1). Tada postoji € > 0 tako da nejednakost

f(x) — f(x +td) = —atVf(z)'d

vazi za svako t € [0, €].
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Dokaz. Kako je f neprekidno diferencijabilna sledi
f(x +td) = f(z) +tVf(z)"d + o(t]d]),

tako da
f(x) = f(x+td) = —atVf(x)'d - (1 — )tV f(z)'d - o(t|d]). (2.3)

Posto je d opadajuci pravac funkcije f u tacki x imamo

Lo (L= @)tV f(@)"d + o(¢]d))

Jim, - =(1-a)Vf(x)'d<o.

Stoga, postoji € > 0 tako da za svako t € (0,¢] nejednakost
(1—a)tVf(x)'d + o(t|d|]) <0

vazi, $to u kombinaciji sa (2.3) daje Zeljeni rezultat.

Primer 2.6.1. (Tacno linijsko pretrazivanje za kvadratnu funkciju). Neka je f(x) =
xlT Ax+2b7x+c, gde je A nxn pozitivno definitna matrica, b€ R", ic € R. Neka je x €
R" ¢ neka je d € R™ opadajuci pravac funkcije f u tacki x. Zelimo da nademo eksplicitnu
formulu koraka generisanog sa tacnim linigjskim pretraZivanjem, a to je reSenje problema

min f(x +td).

Definisimo prethodnu funkciju sa g(t). Ako je raspisemo imamo:

g(t) = f(x +td) = (x + td)T A(z + td) + 2b" (x + td) + ¢
= (dTAd)t* + 2(d" Ax + d"b)t + T Ax + 2b7x + ¢
= (dT Ad)t* + 2(d" Ax + dTb)t + f(x)

Kako je ¢'(t) = 2(dT Ad)t + 2d" (Ax + b) i Vf(x) = 2(Ax + b), sledi da je

gdt) =0 < 2(dT Ad)t + 2d" (Axz + b) =0
— 2(d"Ad)t = —2d" (Ax + b)
odakle zakljucujemo da je
d'Vf(x)
- 2d"Ad
Posto je d opadajuci pravac funkcije f u tacki x, sledi dTV f(x) < 0, te je t > 0. Kako

je drugi izvod funkcije g uvek pozitivan, sto se lako moze proveriti, zakljucujemo da je t
dobijeno tacnim lingjskim pretrazZivanjem.

t=1t=

g
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3 Gradijentne metode

Postupci za resavanje problema optimizacija bez ogranicenja dele se na gradijentne
i negradijentne metode. Negradijentne metode koriste samo vrednosti funkcija, a ne i
njene izvode. Gradijentne metode koriste izvode funkcije, i dele se na metode prvog i
drugog reda.

Metode prvog reda koriste samo prvi izvod funkcije cilja. Najpoznatiji medu gradi-
jentnim metodama prvog reda jeste Kosijev metod najbrzeg pada, koji datira iz 1847.
godine. Sam metod jeste dobar, jer se dolazi do optimalnog resenja iz bilo koje po-
cetne tacke, ¢ime se postize globalna konvergencija ali je relativno spora, jer linearno
konvergira. Otuda i potreba za razvijanjem modifikovanih i sli¢nih metoda radi brze
konvergencije.

U ovom master radu ¢emo se baviti iskjlucimo gradijentim metodama prvog re-

da, [2], [6].

3.1 Metod najbrzeg pada

Metod najbrzeg pada je jedan od osnovnih metoda za resavanje problema minimiza-
cije bez ogranicenja. Posto koristi pravac negativnog gradijenta kao opadajuéi pravac,
u literaturi se ovaj metod cesto naziva gradijentni metod. Dakle, kod metode najbrzeg
pada je dr = —V f(xk). Da je to zaista opadajuéi pravac, kad god je V f(xr) # O,
pokazujemo na slede¢i nacin:

f(@r; =V f(xr) = =V f (@) V(zr) = |V f(zx)]* < 0.

Pored toga, kod opadajuéih pravaca negativni gradijent predstavlja i metod najbrzeg
pada, sto znaci da normalizovan nagib —V f(xx)/| f (k)| odgovara minimalnom izvodu
po pravcu medju svim normalizovanim pravcima. U lemi koja sledi dajemo formalan

dokaz.

Lema 3.1.1. Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija, i neka je x € R™ nestaci-
onarna tacka (V f(x) # 0). Optimalno resenje problema

min{f(@;d) : |d] = 1} (3.

. _ V(=)
je & = — 15

Dokaz. Kako je f'(x;d) = Vf(x)Td, problem (3.1) ekvivalentan je

win {V/()7d : |d] = 1}

Primenom Kosi-Svarc nejednakosti i koristeéi |d|| = 1, imamo

Vi) d>—|Vi@)||d] = -|Vf()|.



Prema tome, —|V f(x)| je donja granica optimalne vrednosti problema (3.1). S druge

”g}cggu i zamenimo u funkciji cilja (3.1) dobijamo

(o VF@ N o V@)
7o) =~ @ w ey - IV

strane, ako uzmemo da je d = —

i tako dolazimo do zakljucka da je donja granica —|V f(x)| postignuta u d = —%,
sto implicira da je to optimalno resenje naseg problema (3.1).

U nastavku predstavljamo sematski prikaz metode najbrzeg pada sa standardnim
izlaznim kriterijumom.

Algoritam : Metod najbrzeg pada

Korak 0. Definisati ulazni parametar tolerancije, €.
Korak 1. Izabrati pocetnu tacku xg € R™ za k = 0.
Korak 2. Izabrati korak t; metodom linijskog pretrazivanja funkcije

9(t) = fzr =tV f(xk)).

Korak 3. Odrediti narednu iteraciju g1 = o — txV (k).
Korak 4. Ako je |V f(xg+1)| < e, tada zaustavljamo algoritam, izlazni parametar
je ®r+1. U suprotnom, uzeti da je k = k + 1 i i¢i na Korak 2.

Primer 3.1.1. (Primena metode najbrzeg pada sa tacnim linijskim pretraZivanjem na
kvadratnu funkciju). Posmatramo trodimenzionalni problem minimizacije
min z? + 2y? + 42 (3.2)
x?y7z
c¢ije je optimalno resenje (x,y,z) = (0,0,0) sa optimalnom vrednoséu 0. Konstruisemo
funkciju w MATLAB-u pod nazivom gmk, koja nalazi do praga odredjene tolerancije
optimalna resenja problema minimizacije oblika

min {z” Az + 2b7 z},
TeR™

gde je A € R™™ pozitivno definitna matrica i b € R™. Kao sto smo videli u prethod-

nom teorijskom primeru, za tacno linijsko pretraZivanje u svakoj iteraciji k, korak tj
|V £ (k)|

2V f(xk)T AV f (k)

opisujemo u nastavku.

ima eksplicitni oblik

sto primenjujemo uw MATLAB funkciji koju

function [x, fun_vr]=gmk (A,b,x0,epsilon)

% INPUT

TA ..., pozitivno definitna matrica funckije cilija

b ....... vektor kolone linearnog dela problema optimizacije
e x0 ...... inicijalna tacka metoda

% epsilon . parametar tolerancije

% OUTPUT

T X e optimalno resenje problema min (x"T A x+2 b"T Xx)

% fun_vr .. optimalna vrednost funkcije uz prag tolerancije
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x=x0;
iter=0;
grad=2x* (A*xtb) ;

while (norm(grad) > epsilon) && (iter < 100)
iter=iter+l;
t=norm(grad) "2/ (2xgrad'+xA*grad) ;
x=x-txgrad;
grad=2x* (AxxtDb) ;
fun_vr=x'*«Axx+2xb'*x;
fprintf ('broj_iter = %3d norma_grad = %2.6f fun_vr = %e \n', ...
iter,norm(grad), fun_vr);
end

Naime, da bismo resili nas problem primenom MATLAB funkcije, za prag tolerancije
biramo ¢ = 1075 i za podetni vektor zg = (2,1,1)7. Matrica A kao i vektor b, poznati su
nam iz naseg problema koji posmatramo. Dakle, izvrsavamo sledeéu MATLAB komandu:
»[x, fun_vr]=gmk([1,0,0;0,2,0;0,0,41,[0;0;01,[2;1;1],1e-5)

Izlaz navedene komande je:

broj_iter = 1 norma_ grad = 3.754222 fun_ vr = 2.421053e+00
broj_iter = 2 norma_ grad = 2.387852 fun_ vr = 7.411613e-01
broj_iter = 3 norma_ grad = 1.177492 fun_ vr = 2.528891e-01
broj_iter = 4 norma_ grad = 0.814752 fun_ vr = 8.635091e-02
broj_iter = 5 norma_ grad = 0.402082 fun_ vr = 2.949148e-02
broj_iter = 6 norma_ grad = 0.278263 fun_ vr = 1.007225e-02
broj_iter = 7 norma_ grad = 0.137323 fun_ vr = 3.439988e-03
broj_iter = 8 norma_ grad = 0.095035 fun_ vr = 1.174863e-03
broj_iter = 9 norma_ grad = 0.046900 fun_ vr = 4.012521e-04
broj_iter = 10 norma_ grad = 0.032458 fun_ vr = 1.370401e-04
broj_iter = 11 norma_ grad = 0.016018 fun_ vr = 4.680343e-05
broj_iter = 12 norma_ grad = 0.011085 fun_ vr = 1.598483e-05
broj_iter = 13 norma_ grad = 0.005471 fun_ vr = 5.459315e-06
broj_iter = 14 norma_ grad = 0.003786 fun_ vr = 1.864526e-06
broj_iter = 15 norma_ grad = 0.001868 fun_ vr = 6.367934e-07
broj_iter = 16 norma_ grad = 0.001293 fun_ vr = 2.174847¢-07
broj_iter = 17 norma_ grad = 0.000638 fun_ vr = 7.427779e-08
broj_iter = 18 norma_ grad = 0.000442 fun_ vr = 2.536817e-08
broj_iter = 19 norma_ grad = 0.000218 fun_ vr = 8.664019e-09
broj_iter = 20 norma_ grad = 0.000151 fun_ vr = 2.959032e-09
broj_iter = 21 norma_ grad = 0.000074 fun_ vr = 1.010601e-09
broj_iter = 22 norma_ grad = 0.000052 fun_ vr = 3.451517e-10
broj_iter = 23 norma_ grad = 0.000025 fun_ vr = 1.178800e-10
broj_iter = 24 norma_ grad = 0.000018 fun_ vr = 4.025969e-11
broj__iter = 25 norma_ grad = 0.000009 fun_ vr = 1.374993e-11

Primetimo da se metod zaustavio nakon 25 iteracija sa resenjem koji je blizu opti-

malnog:

x =
1.0e-05 =
0.3472
0.0000
-0.0652
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u kojem je vrednost funkcije:
fun_vr =
1.3750e-11

Poznato je da su pravci metode najbrzeg pada sa tac¢nim linijskim pretrazivanjem
medusobno ortogonalni. Formalni oblik ove osobine dajemo u lemi koja sledi.

Lema 3.1.2. Neka je {xk}r=0 niz generisan metodom najbrieg pada sa tacnim linijskim
pretraZivanjem za resavanje problema minimizacije neprekidno diferencijabilne funkcije
f. Tada za svako k = 0,1,2... vazi

(Try2 — $k+1)T($k+1 - xk) =0.

Dokaz. Iz definicije metoda imamo Tgi2 — Tk+1 = —tg1 V[ (Tkt1) § Thp1 — T =
—txV f(xk). Dakle, treba da dokaZemo da je ¥V f(xk)TV f(xr41) = 0.
Kako je

ti € artg;gin{g(t) = flxr —tV f(zk))},

i optimalno refenje nije t, = 0, sledi da je ¢'(tx) = 0. Stoga,
= V()" Vf(xk =tV f (k) = 0,
odakle dobijamo V f(xx)TV f(xi1) = 0 $to je trebalo pokazati.

Primer 3.1.2. (Primena metode najbrZeg pada sa konstantnim korakom). Posmatramo
isti problem optimizacije kao © u prethodnom primeru,

min 22 + 2% + 42°.

x?y7z

Da bismo resili ovaj problem, konstruisemo sledecu MATLAB funkciju koja primenjuje
metod najbrieq pada sa konstantnim korakom na proizvoljne funkcije cilja.

function [x, fun_vr] = gm_konst (f,qg,x0,t,epsilon)
%gradijentni metod sa konstantnim korakom

SINPUT

Sf. ... funkcija cilija

1o A gradi jent funkcije cilja

Tx0. e pocetna tacka

Bt i e korak

%epsilon...prag tolerancije

$OUTPUT

D S optimalno resenje funkcije minf (x) uz prag tolerancije epsilon
%fun_vr...optimalna vrednost funkcije cilija

x=x0;

grad=g(x);

iter=0;

while (norm(grad) > epsilon) && (iter < 100)
iter=iter+1;
x=x-txgrad;
fun_vr=£f (x);
grad=g (x) ;
fprintf ('iter_number = %3d norm _grad = %$2.6f fun_vr = %e \n',...
iter,norm(grad), fun_vr);
end
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Mozemo primeniti metod najbrzeg pada sa korakom t; = 0.1 i inicijalnim vektorom
zo = (2,1,1)T izvrsavanjem MATLAB funkcije:
» A=[1,0,0;0,2,0;0,0,47;
» [x, fun_vr]=gm_konst (@ (x)x’" *A*x, @ (x)2*A*x,[2;1;1],0.1,1e-05)

Pri tome dobijamo:

broj_iter = 1 norma_ grad = 4.308132 fun_ vr = 3.440000e+00
broj_iter = 2 norma_ grad = 2.954590 fun_ vr = 1.904000e+00
broj_iter = 3 norma_ grad = 2.223712 fun_ vr = 1.142144e+00
broj_iter = 4 norma_ grad = 1.718504 fun_ vr = 7.046912e-01

broj_iter = 55 norma_ grad = 0.000019 fun_ vr = 8.749003e-11
broj_iter = 56 norma_ grad = 0.000015 fun_ vr = 5.599362e-11
broj_iter = 57 norma_ grad = 0.000012 fun_ vr = 3.583592e-11
broj_iter = 58 norma_ grad = 0.000010 fun_ vr = 2.293499e-11

Metod se zaustavio nakon 58 iteracija sa pribliznim optimalnim reSenjem:
x =

1.0e-05 =«

0.4789

0.0000

0.0000
u kojem je vrednost funkcije:
fun vr =

2.2935e-11

Ocekivan je velik broj iteracija jer je izabrani korak previse mali, dok u slu¢aju izbora
znatno veceg konstantnog koraka moze da dode do divergencije metoda. Na primer,
uzmajudéi da je konstantan korak 100, dolazi do divergencije, Sto vidimo u nastavku.

» [x, fun_vr]l=gm_konst (@ (x) x’ *Axx, @ (x)2*Axx, [2;1;1],100,1.e-5)

broj_iter = 1 norma_ grad = 6636.150691 fun_ vr = 3.030410e+-06
broj_iter = 2 norma_ grad = 5149192.627674 fun_ vr = 1.687186e+12

broj_iter = 100 norma_ grad = Inf fun_ vr = Inf

Napomena: Inf je skracenica od ‘Infinity’ u softverskom paketu MATLAB i nagove-
Stava broj iz beskonacnosti.

Primetimo da u ovom slucaju dobijamo divergenciju metoda, ali isto tako da se nas
algoritam zavrsava nakom 100 iteracija zbog dodatnog izlaznog kriterijuma, a to je da
smo pored standardnog izlaznog kriterijuma |V f(xg+1)| < € ogranicili broj iteracija.
Ako iz koda isklju¢imo dodatni izlazni kriterijum koji se odnosi na maksimalan broj
iteracija koji dozvoljavamo i ponovo izvrsimo algoritam, dobijamo sledece:

broj_iter = 1 norma_ grad = 6636.150691 fun_ vr = 3.030410e+06
broj_iter = 2 norma_ grad = 5149192.627674 fun_ vr = 1.687186e+12

broj_iter = 107 norma_ grad = NaN fun_ vr = NaN

Napomena: NaN je skracenica od ‘Not a Number’ u softveru MATLAB i nagovestava
divergenciju.
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Dakle, nas primer zaista divergira, sto se vidi po 107. iteraciji. 0

Naime, postavlja se pitanje kako da izaberemo konstantan korak da ne bude previse
velik da bi izbegli divergenciju, a ni previse mali da ne bi imali jako sporu konvergenciju.
Nesto kasnije u radu posmatracemo ovaj problem iz teoretskog aspekta.

Primer 3.1.3. (Primena metode najbrzeg pada sa linijskim pretraZivanjem unazad). I
dalje posmatramo isti problem optimizacije

min 22 + 2y% + 422

x7y7z
Konstruisemo MATLAB funkciju koja implementira metod najbrieq pada sa linijskim

pretraZivanjem unazad. U nastavku dajemo njen kod.

function [x,fun_vr] = gm_unazad(f,qg,x0,s,alfa,beta,epsilon)
$Gradi jentni metod sa linijskim pretrazivanjem unazad

oo oo oo o\

INPUT
3 funkcija cilja
e gradi jent funkcije cilja
exX0. ... inicijalna tacka
ES et inicijalni izbor koraka
galfa........ parametar tolerancije za selekciju koraka
sbheta........ O<betac<l
%epsilon..... prag tolerancije
SOUTPUT
5 QP optimalno resenje min f(x) uz prag tolerancije
gfun_vr...... optimalna vrednost funkcije cilja uz prag tolerancije
x=x0;
iter=0;
grad=g (x) ;

fun_vr=f (x);
while (norm(grad) > epsilon) && (iter < 100)
iter=iter+1;

t=s;

while (fun_vr - f(x-txgrad) < alfaxtxnorm(grad)"2)
t=betaxt;

end

x=x-txgrad;

fun_vr=f (x);

grad=g(x) ;

fprintf ('broj_iter = $3d norma_grad
iter,norm(grad), fun_vr);

%$2.6f fun_vr = %e \n', ...
end

Pre nego sto pozovemo funkciju treba da definiSemo ulazne varijable. Naime, neka
pocetni vektor bude isti kao i do sad zy = (2,1, 1)T i neka su parametri sledeé¢i ¢ =
107, s =20 = % ipg= % Rezultat nakon pozivanja funkcije je sledeci:

» A=[1,0,0;0,2,0;0,0,4]1;
» [x,fun_vr]=gm_unazad (@ (x)x’'*A*x,d(x)2*Axx,[2;1;1],2,0.25,0.5,
l.e-5)
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broj_iter = 1 norma_ grad = 3.605551 fun_ vr = 2.750000e+-00
broj_iter = 2 norma_ grad = 2.000000 fun_ vr = 5.000000e-01
broj_iter = 3 norma_ grad = 0.000000 fun_ vr = 0.000000e+-00

x =
0
0
0
fun_vr =
0

O
Primetimo da se metod najbrzeg pada sa linijskim pretrazivanjem unazad zavrsio
nakon samo 3 iteracije. Pri tome konvergira ka tacnom optimalnom resenju sto u opstem
slucaju ne mora da vazi.
U navedenim primerima videli smo da nema prednosti u izvodjenju ta¢nog linijskog
pretrazivanja, sta vise, bolje rezultate smo dobili sa neta¢nim linijskim pretrazivanjem.
Da metod najbrzeg pada zaista moze da ima loSe osobine pokazujemo u slede¢em
primeru. Posmatrajmo problem minimizacije

n;uyn {50372 + ﬁgf}

i primenimo metod najbrzeg pada sa neta¢nim linijskim pretrazivanjem (unazad) sa
pocetnim vektorom (1,1)7, a ostali parametri neka ostanu nepromenjeni.

Naime, izvrsavamo sledeéu MATLAB komandu:

» A=[50,0;0,0.05];

» [x, fun_vr]=gm_unazad (@ (x)x’ *A*x, Q@ (x)2+A*x,[1;1],2,0.25,0.5,
l.e-5)

Dobijeni rezultat je oblika:

broj_iter = 1 norma_ grad = 21.875228 fun_ vr = 2.442500e+00
broj_iter = 2 norma_ grad = 4.786198 fun_ vr = 1.643325e-01
broj_iter = 3 norma_ grad = 1.051497 fun_ vr = 5.524454e-02

broj_iter = 99 norma_ grad = 0.115530 fun_ vr = 3.229819e-02
broj_iter = 100 norma_ grad = 0.092812 fun_ vr = 3.217388e-02

Jasno da je 100 iteracija velik broj koraka da bi se dobila dobra aproksimacija dvodi-
menzionalnog problema. Pri tome, nas algoritam se zaustavio jer je izlazni kriterijum koji
se odnosi na maksimalan broj iteracija koji dozvoljavamo zadovoljen. Da bismo videli
koliko je zaista neophodno iteracija za konvergenciju posmatranog problema, izvrSavamo
jos jednom isti algoritam koristeéi samo standardni izlazni kriterijum, |V f(zg+1)| < €.

Dobijeni rezultat je oblika:

broj_iter = 1 norma_ grad = 21.875228 fun_ vr = 2.442500e+00
broj_iter = 2 norma_ grad = 4.786198 fun_ vr = 1.643325e-01
broj_iter = 3 norma_ grad = 1.051497 fun_ vr = 5.524454e-02

broj_iter = 4099 norma_ grad = 0.000012 fun_ vr = 3.622142e-10
broj_iter = 4100 norma_ grad = 0.000010 fun_ vr = 3.608277e-10

Glavno pitanje koje se postavlja, jeste, da li mozemo da nademo veli¢inu koja u
izvesnom smislu moze da predvidi neophodan broj iteracija u primeni metod najbrzeg
pada da bi taj metod konvergirao. Samim tim bi taj broj govorio i o tome koliko je sam
problem kompleksan. Ovo jeste jedan od bitnijih problema ¢iji delimi¢an odgovor moze
da se nade u uslovnim brojevima.
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3.2 Uslovni brojevi
Posmatramo kvadratni problem minimizacije

min { f(x) = :rTAar;} , (3.3)

zeR™

gde je A > 0. Trivijalno, optimalno resenje problema je * = 0. Forma metode najbrzeg
pada sa ta¢nim linijskim pretrazivanjem je oblika xg,1 = xg —tidg, pri tom di, = 2Axy
je gradijent funkcije f u tacki x. Kao sto smo veé izvodili, u sluc¢aju kvadratne funkcije

i primene metode najbrzeg pada sa tac¢nim linijskim pretrazivanjem na istu, dolazimo
di." dy,

do eksplicitnog izraza koraka tj, tako u ovom primeru korak #j je oblika t = ————.
2di" Ady

Dakle,

f($k+1) = $k+1TA33k+1
= () — tpdp)" Az — tpdy)
=z, Az, — 2tpdi’ Az + t2dy Ady,
= x, T Axy, — tpdi dy, + ti2di ! Ady,.

Ako u poslednjoj jednac¢ini zamenimo £ i ponovo iskoristimo da je dy = 2Axg, imamo

T
=& Aﬂ') —_— =
J (-'Ek:+1) k k L d T \d

T 2
:I:kTACCk (1 — 1 7 (dy.” dy) — >
4 (dk Adk)(kaAA Amk)
(dr"di)? )
(diT Ady) (22T AAT'2Axy,)

_ (di” dy,)?
- (1 — (dkTAdk)(dkTAldk)>f(mk)

(3.4)

.’L'k,TACCk; (1 —

Primenom Kantoroviceve nejednakosti poslednji izraz (3.4 postaje

Fann) < (1= Gmsa) Fan) = (G flan)

gde je M = Aoz (A) i m = Apin(A). Sumiranje ove diskusije navodimo u sledec¢oj lemi.

Lema 3.2.1. Neka je {xy}r=0 niz generisan opadajuéim gradijentim metodom sa tacnim
linijskim pretraZivanjem za resavanje problema (3.3)). Tada za svako k = 0,1,2... vazi

M —m
M+m

flanen) < (o) Flaw). (35)
gde je M = Aoz (A) i m = A\pin(A).

Nejednakost (3.5)) implicira

fla) < c*f(ao),
(M—m

gde je ¢ = (37 +m)2. Drugim re¢ima, niz vrednosti funkcija ograniceno je od gore sa
opadajuéim geometrijskim nizom. U ovom slucaju kazemo da niz vrednosti funkcija
konvergira sa linearnim koeficijentom ka optimalnoj vrednosti. Brzina konvergencije
zavisi od ¢, naime kako ¢ postaje veée, brzina konvergencije se smanjuje. Veli¢ina c
drugacije moze da se zapise kao
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(1)
c= 4 ]
x+1
A A M
gde je x = )\max((A)) = —. Kako je ¢ rastuéa funkcija po ¥, sledi da ponasanje metode
min m

najbrzeg pada zavisi od koli¢nika maksimalnog i minimalnog karakteristicnog korena
matrice A, te taj broj nazivamo uslovni broj. lako se uslovni broj moze definisati za
generalne matrice, mi se u ovom radu ogranicavamo na pozitivno definitne matrice, te
u nastavku dajemo definiciju uslovnog broja za takvu klasu matrica.

Definicija 3.2.1. Neka je A n x n pozitivno definitna matrica. Tada vrednost

)\max (A)

X(A) = Ao (A)°

nazivamo uslovnim brojem matrice A.

Naime, veé¢ smo ilustrovali u prethodnim primerima da metod najbrzeg pada pri-
menjem na probleme sa velikim uslovnim brojem moze da zahteva veéi broj iteracija, i
obrnuto, metod najbrzeg pada primenjen na probleme sa malim uslovnim brojem ¢e ve-
rovatno konvergirati sa manjim brojem iteracija. Zaista, uslovni broj matrice problema
5022 4 0.05y2 je x = 1000, $to je prilicno velik broj, te je ocekivan velik broj iteracija za
konvergenciju, dok uslovni broj matrice problema x2 + 2y? +42? jeste Y = 3 $to je znatno
manji broj, te je oc¢ekivan i mali broj iteracija. Matrice sa malim uslovnim brojem na-
zivamo dobro-uslovljene, a matrice sa velikim uslovnim brojem nazivamo lose-uslovijene
matrice. Imajuéi u vidu da je sva diskusija do sad vezana za restriktivnu klasu kvadrat-
nih funkcija kada je Hesijan konstanta, pojam uslovnog broja se primenjuje u daleko
siroj klasi. U tom sluc¢aju, poznato je da stopa konvergencije niza oy za datu stacionar-
nu tacku x* zavisi od uslovnog broja x(VZf(x*)). Iako se u ovom radu neéemo baviti
ovim teoretskim rezultatom, u nastavku ilustrujemo primer poznatog lose-uslovljenog
problema.

Primer 3.2.1. Data nam je Rozenbrok funkcija koja ima oblik:
f(z1,22) = 100(zy — 22)% + (1 — 21)2.

Optimalno resenge je ocigledno (x1,x2) = (1,1) sa odgovarajuéom optimalnom vrednoséu
0. Rozenbrok funkcija je ekstremmno loSe uslovljena u optimalnom resenju. Zaista,

—400z1 (79 — 22) — 2(1 — 1)
Vi) = ( 1 2020(3621— z?) 1 )

—400z9 + 120022 + 2  —400z
2 o 2 1 1
Vii(@) = < —4002; 200 )

Nije tesko pokazati da je (z1,z2) = (1,1) jedinstvena stacionarna tacka. Ako Hesijan
zamenimo sa stactonarnom tackom, dobijamo:

802 —400
VAL 1) = (—400 200)

te je uslovni broj:

» H=[802,-400;-400,200];

» cond (H)
ans =
2508.00
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Uslovni broj veéi od 2500 bi trebao da ima ozbiljne efekte na brzinu konvergencije gradi-
jetnog metoda. Iz tog razloga primenjujemo metod najbrzeg pada sa linijskim pretrazi-
vanjem unazad na Rozenbrok funkciju sa poéetnom tackom zg = (2,5)7 i standardnim
izlaznim kriterijumom |V f(zgs1)| < e

» [x,fun_vr]=gm_unazad (@ (x)100x (x(2)-x(1)"2) "2+ (1-x(1)) "2, ...
@ (x) [-400x (x(2)-x (1) "2)*x (1) =2% (1-x(1));200% (x(2)-x(1)"2)1,12;571,
2,0.25,0.5,1.0000e-05);

~

broj_iter = 1 norma_ grad = 118.254478 fun_ vr = 3.221022
broj_ iter = 2 norma__grad = 0.723051 fun_ vr = 1.496586

broj__iter = 6888 norma, grad = 0.000011 fun_ vr = 9.596540e-11
broj_iter = 6889 norma_ grad = 0.000020 fun_ vr = 9.579907e-11
broj__iter = 6890 norma,_ grad = 0.000009 fun_ vr = 9.557402e-11

Ovo izvrsavanje zahtevalo je ogroman broj iteracije, te je efekat lose-uslovljenosti
imao znacajan uticaj. Da bismo bolje razumeli prirodu lose-uslovljenosti dajemo vizu-
elni prikaz kontura (linije dobijene resavanjem jednacine f(x) = ¢, pri tome je ¢ neka
konstanta) Rozenbrok funkcije sa iteracijama na Slici 3.1.

1250

1200

150

100

50

SLIKA 3.1: Konturne linije Rozenbrok funkcije sa hiljadama iteracija metode najbrzeg pada.

O]

3.3 Dijagonalno skaliranje

Lose uslovljeni problemi su jedan od najceséih problema koji se javljaju u praksi,
te su mnoge metode razvijene kako bi ga zaobisle. Jedan od najpoznatijih pristupa je
da se uslovi problem tako sto se napravi odgovarajuca linearna transformacija varijable
na koju mozemo da uti¢emo, odnosno x. Preciznije, posmatrajmo neograniceni problem
minimizacije
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min{f(x) : ¢ € R"}.

Za datu nesingularnu matricu S € R™*", pravimo linearnu transformaciju @ = Sy, te
dobijamo problem ekvivalentan pocetnom

min{g(y) = f(Sy) : y € R*}.

Kako je Vg(y) = STV f(Sy) = STV f(x), sledi da metod najbrzeg pada primenjen na
transformisan problem ima oblik

Yki1 = Yk — S’ V f(Syg).
Mnozeci poslednju jednakost sa S s leve strane dobijamo
Syki1 = Syk — t,.SSTV f(Syx).
Koristeéi notaciju ¢y = Syg, dobijamo rekurzivnu formulu
Tpi1 = xp — tpSSTV f(xy).

Neka je B = 887, Definisa¢emo sledeéu verziju metode najbrzeg pada, koju nazivamo
skalirani gradijentni metod sa skaliranom matricom B:

T+l = Tk — thVf(a:k)

Po svojoj definisanosti, matrica B je pozitivno definitna. Pravac —BV f(xy) je opadajudi
pravac funkcije f u @y, kada je Vf(xx) # 0 jer

f'(@r; =BV f(zx)) = =V f (@) BV f(2k) <0,

gde poslednja stroga nejednakost sledi iz pozitivne definitnosti matrice B. Sumiranjem
prethodne diskusije, pokazali smo da skalirani gradijentni metod sa skaliranom matricom
B je ekvivalentan metodu najbrzeg pada primenjenom na funkciju g(y) = f(B %y)
Primetimo da su gradijent i Hesijan funkcije g dati sa

Vgly) = B2V f(By) = B2V (x),
V%g(y) = B:V2f(Biy)B: = B3V’ f(z)B3,
gde je x = B%y.
U nastavku dajemo Sematski prikaz skaliranog gradijentnog metoda.
Algoritam : Skalirani gradijentni metod
Korak 0. Definisati ulazni parametar tolerancije, €.
Korak 1. Izabrati pocetnu tacku xg € R" za k = 0.

Korak 2. Izabrati skaliranu matricu By > 0.
Korak 3. Izabrati korak t; metodom linijskog pretrazivanja funkcije

g(t) = f(zk — tBKV f (k).

Korak 4. Odrediti narednu iteraciju g1 = xr — tx BpV f(xk).
Korak 5. Ako je |V f(xr+1)| < €, tada zaustavljamo iterativni postupak, izlazni
parametar je g4+1. U suprotnom, uzeti da je k = k + 1 i i¢i na Korak 2.
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Prirodno se postavlja pitanje, kako izabrati skaliranu matricu By? Da bi ubrzali
stopu konvergencije generisanog niza, koji zavisi od uslovnog broja skaliranog Hesijana
B>V? f(xr)B %, skaliranu matricu najéesée biramo tako da skaliranog Hesijana ucini
da bude §to blizi jediniénoj matrici. Kada je V2f(zy) > 0, tada zapravo biramo da
je By = (V2f(x))™!, te skalirani Hesijan postaje jediniéna matrica. U tom slucaju
dobijamo Njutnov metod

Ti1 = o — (V2 f(xk) IV f (k).

Mane Njutnovog metoda jesu sto nam je neophodno potpuno znanje Hesijana, te izraz
(V2f(zg)) 1V f(xy) sugerise na to da linearni sistem oblika V2 f(x)d = V f(xy) treba
da bude izracunat u svakoj iteraciji, sto moze biti jako ’skupo’ sa racunarske tacke
gledista. Iz tih razloga predlazu se jednostavnije skalirane matrice. Najednostavniji izbor
skaliranih matrica su upravo dijagonalne matrice. Prirodni izbor za dijagonalni elemenat
matrice jeste

Bii = (V2 f(xx) ™)

Sa gore navedenim izborom za dijagonalne elemente, dijagonalni elementi matrice

B:>V? f(xr)B 2 su sve jedinice. Naravno, takav izbor mozemo napraviti samo kad je
dijagonala Hesijana pozitivna.

Primer 3.3.1. Posmatramo problem
min{50002% + 40z122 + z3}.

Pocinjemo primenom metode najbrieg pada sa tacnim linijskim pretraZivanjem, gde nam
je inicijalna tacka (1,1000)T 4 parametar tolerancije ¢ = 1075 tako sto primenjujemo
MATLAB funkciju gmk.

» A=[5000,20;20,17;
» gmk (A, [0;0],[1;1000],1le-5)

broj_iter = 1 norma_ grad = 1840.854230 fun_ vr = 9.196245e+05
broj_iter = 2 norma_ grad = 44037.778062 fun_ vr = 8.092910e+05
broj_iter = 3 norma_ grad = 1619.994807 fun_ vr = 7.121951e+05
broj_iter = 4 norma_ grad = 13912.003797 fun_ vr = 113948.378627

broj__iter = 297 norma_ grad = 0.000011 fun_ vr = 3.419010e-11
broj_iter = 298 norma_ grad = 0.000269 fun_ vr = 3.008809e-11
broj__iter = 299 norma_ grad = 0.000010 fun_ vr = 2.647822¢-11

ans =
1.0e-05 =

-0.002149931507966
0.536476182784195
Velik broj iteracija nije iznenadjujudi jer je uslovni broj matrice problema velik:
» cond (A)
ans =

5434.95
Skalirani gradijentni metod sa dijagonalnom skaliranom matricom
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B— ( 5000

_( 0 1)

trebao bi brze da konvergira jer je uslovni broj skalirane matrice B3AB:> znacajno
manji:
» B=diag(l./diag(A));
» S=sqgrtm(B) *Axsgrtm (B)
S =
1.000000000000000 0.282842712474619
0.282842712474619 1.000000000000000
» cond (S)
ans =
1.788788505379606

Da bismo proverili performanse skaliranog gradijentnog metoda, koristi¢emo mo-

difikovanu MATLAB funkciju gmk, koju nazivamo
gradijent_skalirana_kvadratna.

function [x, fun_vr]=gradijent_skalirana_kvadratna (A,b,B,x0,epsilon)

% INPUT

A ..., pozitivno definitivna matrica funkcije cilija
b ..., vektor kolona linearnog oblika problema minimizacije
B ... skalirana matrica

T x0 ...... pocetna tacka metoda

% epsilon . parametar tolerancije

% OUTPUT

T X .. optimalno resenje uz prag tolerancije

% fun_val . optimalna vrednost funkcije uz prag tolerancije
x=x0;

iter=0;

grad=2+* (Axxtb) ;

while (norm(grad) > epsilon) && (iter < 100)
iter=iter+1;
t=grad'*B*grad/ (2« (grad'*B"') *A* (Bxgrad) ) ;
x=x-t*Bxgrad;

grad=2+* (Axx+b) ;

fun_vr=x'*«Axx+2xb'*x;

fprintf ('iter_number = %$3d norm_grad = %2.6f fun_vr = %e \n',...
iter,norm(grad), fun_vr);
end

Izvrsavanjem ovog koda zahteva se samo 16 iteracija:
» gradijent_skalirana_kvadratna (A, [0;0],B,[1;1000],1e-5)

broj_iter = 1 norma_ grad = 27273.819719 fun_ vr = 5.321005e+04
broj_iter = 2 norma_ grad = 2548.053472 fun_ vr = 2.709387¢+03
broj_iter = 3 norma_ grad = 1388.747619 fun_ vr = 1.379585e+02

broj_iter = 14 norma_ grad = 0.000044 fun_ vr = 8.229991e-13

broj_iter = 15 norma_ grad = 0.000024 fun_ vr = 4.190605e-14
broj_iter = 16 norma_ grad = 0.000002 fun_ vr = 2.133802e-15
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ans =
1.0e-07 =
0.000451875603652
0.451875603651910

3.4 Gaus-Njutnov metod

Posmatramo nelinearni problem najmanjih kvadrata

m

; = (e — )2

min {g(w) = filz—c;) } (3.6)
n=1

Pretpostaviéemo da su fi, ..., fin neprekidno diferencijabilne na celom R™ za svako

i =1,2,...m i da su cq,...,¢, € R™ Problem se moze zapisati i u vektorskom obli-

ku. Definisemo funkciju

filz) —a
Fla) - f2($):—02 |
fm(®) — cm

tada posmatrani problem dobija oblik
min | F(x)|?.

Generalni korak Gaus-Njutnovog metoda glasi: za dato k izracunaj g, a slede¢u
iteraciju izaberi tako da minimizira sumu kvadrata linearne aproksimacije f; u tacki oy
sto je

m

@1 = argmin { Y [filwn) + Vilew) (@ - ) - o]} (3.7)

zeR™ i=1
Navedeni problem minimizacije je u sustini linearni problem najmanjih kvadrata

o LA —
min | Agz — bl

gde je

Vi(xk)”

V fo(zg)”
A, - fa(r) _ J(a)

vfm (mk)T
matrica Jakobijana i

Vii(ze) ze — fi(zk) + a1

T _
b, = Vhme) e : folw) = J(zp)xr — F(xk).

V (@) @ — fon(@k) + Cm

Pretpostavljamo da je matrica Jakobijana punog ranga, jer drugacije minimizacija
problema (3.6) ne bi imala jedinstveni minimizator (Napomena: poznato nam je iz lite-
rature [2| da ako je matrica problema najmanjih kvadrata punog ranga tada je Hesijan
pozitivno definitna matrica, Sto po Lemi 2.6.1. sledi da postoji jedinstveni minimizator).
U tom slucaju mozemo i eksplicitno da zapisemo Gaus-Njutnove iteracije:
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Tr+1 = (J(l‘k)TJ(:Bk,))_IJ(SBk)Tbk

Metod moze biti zapisan i kao

oy = (J ()" T (@r) " T (2)" (I (z)m) — F(z1))
=T — (J(wk)TJ(:Bk))flJ(:I:k)TF(.’Bk).

Stoga, Gaus-Njutnov pravac je dg = (J(xg) J (k) "1 (xk)T F(zk). Uoéimo da je
Vyg(x) = 2J(x)T F(x), te mozemo da zaklju¢imo
1
di, = 5(J (@) I (@1)) " V(@) |
Sto znaci da je Gaus-Njutnov metod, u osnovi, skalirani gradijentni metod sa slede¢om
pozitivno definitnom skaliranom matricom

B = (I (@) I ()"

Ova cCinjenica takode objasnjava zasto je Gaus-Njutnov metod ustvari metod opa-
dajuéih pravca. Metod koji smo sada opisali poznat je pod nazivom c¢ist Gaus-Njutnov
metod i kod njega nije ukljucen korak ¢ linijskog pretrazivanja funkcije g(xp — tdg).
Modifikacijom ovog metoda, tako sto ukljucujemo i korak, dobijamo priguseni Gaus-
Njutnov metod.

Algoritam : Priguseni Gaus — N jutnov metod

Korak 0. Definisati ulazni parametar tolerancije, €.

Korak 1. Izabrati pocetnu tacku xg € R" za k = 0.

Korak 2. Postaviti da je di, = (J(xx)"J(zx)) " I (xk) T F (k).
Korak 3. Izabrati korak t; metodom linijskog pretrazivanja, to jest:

tr € argmin g(xg — tdy).
t=0
Korak 4. Odrediti narednu iteraciju g1 = r — trpd.
Korak 5. Ako je |[Vg(xp+1)| < e, tada zaustavljamo iterativni postupak, izlazni
parametar je xg,1. U suprotnom, uzeti da je k = k£ 4+ 1 i i¢i na Korak 2.

3.5 Ferma-Veberov problem

Gradijentni metod je baza za mnoge druge metode koje na prvi pogled ne deluju da
imaju veze sa navedenim metodom. Jedan od takvih interesantnih metoda nalazi se u
teoriji lokacije kao Sto je Ferma-Veberov problem. Francuski matematicar Pjer de Ferma
(1601-1665) se najcesée navodi kao prvi koji je postavio jedan lokacijski problem: naéi
tacku trougla ¢iji je zbir rastojanja do temena minimalan. Tu tacku je nazvao petom
znacajnom tackom trougla. Galilejev ucenik, Toriceli (1608-1647) navodi se kao prvi koji
je uspeo da resi problem konstruktivno: konstruisati jednakostrani¢ne trouglove nad
svakom stranicom, sa treéim temenom sa suprotne strane od unutrasnjosti pocetnog
trougla (Slika 3.2). Trazena tacka (Toricelijeva tacka) nalazi se na preseku krugova
opisanih oko jednakostrani¢nih trouglova.

Batista Kavalieri (1598-1647) pokazuje da duzi koje spajaju Toricelijevu tacku s
temenima trougla, obrazuju ugao od 120 stepeni. Sto godina kasnije (1750), engleski
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SLIKA 3.2: Konstruktivna reSenja nalaZenja pete znacajne tacke trougla (A,B i C - fiksne tacke,
P - Toricelijeva tacka).

matematicar Tomas Simpson (1710-1761) predlaze jednostavnije konstruktivno resenje.
On takodje koristi jednakostrani¢ne trouglove kao i Torceli, ali trazenu tacku nalazi kao
presek pravih dobijenih spajanjem novih temena jednakostrani¢nih trouglova i datih te-
mena sa suprotne strane (Slika 3.2). Ove prave su kasnije nazvane Simpsonove prave.

Takode na istoj slici, konstruisan je i isprekidani trougao DyD2 D3 opisan oko tro-
ugla odredenog sa tri proizvoljne tacke. On je zapravo resenje slede¢eg problema: nadi
najvedi jednakostrani¢ni trougao opisan oko proizvoljnog trougla (tj. stranice trazenog
opisanog jednakostrani¢nog trougla prolaze kroz temena datog proizvoljnog trougla).
Pri tome moze se uociti da su stranice trazenog trougla normalne na Simpsonove prave.
Kako je kasnije primetio Kun (1967), ovaj zadatak je dual problema koji je postavio
Ferma: ako je poznata Torcijeva tacka (primal), tada je lako konstruisati najveéi opisan
jednakostrani¢ni trougao (dual), i obrnuto. Inace, ideja o dualnosti je fundamentalna u
metodama optimizacije: svaki problem optimizacije ima svog parnjaka (dual) baziranog
na suprotnostima (ili je neka vrsta dopune do celine).

U 20. veku, austrijski ekonomista Veber (1909) predlaze tezinski model s tri
tacke u problemu nalazenja lokacije fabrike, a s ciljem minimizacije transportnih
troskova od fabrike do tri grupe snabdevaca sirovinama. Interesantno je da je uopstenje
ovog problema na m fiksnih tacaka vezano za Veberovo ime, iako ga on nije prvi ni
predlozio ni resio, veé je nasao primenu u industriji. U ovom radu govorimo samo o
Veberov problemu odnosno lokacijskom problemu jednog objekta, kome pristupamo sa
matematickog apekta i dajemo vezu sa gradijentnim metodom.

Za datih m tacaka iz R™ : agj,...,an (koje jo§S nazivamo usidrene tacke) i m
pondera wi, ..., w,;, > 0, naéi tacku € R™ za koju je suma tezinskih rastojanja do datih

tacaka aq, ..., @y, minimalna. Ako to formalno zapiSemo, imamo problem minimizacije
m
min {f(@) = ) wilz — il }.
xeR™ 1
1=
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Primetimo da funkcija cilja nije diferencijabilna u tackama aq, ..., @.,. Taj problem
je jedan od fundamentalnih problema kada je re¢ o lokalizaciji, kao Sto je to slucaj u
teoriji lokacije. Na primer, neka ai,...a,, predstavljaju lokacije gradova, a a« ¢e biti
lokacija aerodroma ili bolnice (ili bilo kog drugog objekta koji sluzi gradovima); dok
ponderi mogu biti proporcionalni veli¢ini stanovnistva svakog grada. Jedan poznati pri-
stup resavanja ovakvog problema jeste Vajsfeldova metoda iz 1937. godine. Polazimo od
uslova optimalnosti prvog reda

Vf(x)=0.

Pretpostavimo da @ nije usidrena tacka. Navedena jednakost ekvivalentna je zapisu

m w-l 2(x — a;) _
Z%ZZVw—a»Uw—m> .

odakle sledi

W =0.
-1 [z —ai
Potom lako dobijamo da je
m m
(X e = %
<1 |z — aq =1 |z — ai|
odakle je
1 mow;a;

Tznl Wy e —ai]
=1 |l — ai

MozZemo preformulisati uslov optimalnosti kao @ = T'(x), gde je T' operator

Prema tome, problem trazenja stacionarne tacke funkcije f moze biti preoblikovan kao
problem trazenja fiksne tacke operatora T'. Dakle, prirodan pristup resavanja problema
je preko metoda fiksne tacke, $to je po iteracijama

Tr+1 =T (k).

Sada dajemo eksplicitan zapis Vajsfeldove teoreme za reSavanje Ferma-Veberovog
problema.

Algoritam : Vajsfeldov metod

Korak 0. Izabrati pocetnu tacku xg € R"™ za k = 0, tako da xg # a1, ..., Qm,.
Korak 1. Za svako naredno k, odrediti iteraciju na sledeé¢i nacin:

w;ia;

1 m
- T - Z .
Lh41 ($k) m w; ~ ”wk _ azH

i=1 chk —a;
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Primetimo da je algoritam definisan samo kad su sve iteracije xp razlicite od
ai,...,any. lako je algoritam inicijalno predstavljen kao metod fiksne tacke, on je u
osnovi gradijentni metod. Zaista,

1 = w;a;
Thor = 3
! f Wi Az — aif
i=1 Hin - aZH
m
P 1 Z X —a
- S ek — ai
w — k 7
2 a7
1
= xp — o Vi(xk)

Primer 3.5.1. Dacemo, sada, jedan primer Vajsfeldovog metoda (sa jednakim pon-
derima) implementiranog u softverskom paketu MATLAB pod nazivom Vajsfeld. U
nastavku sledi njegov kod.

function y = Vajsfeld(A,x0,tol)

% INPUT

S ======= —_————— =

A ... matrica dimenzije m x n koja sadrzi usidrene tacke
e x0 ...... pocetna tacka metoda

$ tol ....... prag tolerancije

% OUTPUT

Y e optimalno resenje

tol = 0.001 ; % prag tolerancije

[tacke, dim] = size(A) ;

eps =1 ;

brojac = 0 ;

xt(l,:) = x0 ; $pocetna tacka

while eps > tol

brojac = brojac + 1 ;

w = sum( (A - xt(brojac,:)).”2, 2).7-0.5 ;

t = sum(A .*x (w .* ones(tacke, dim)), 1) / sum(w) ;
xt (brojac+l, :) =t ;

eps = (sum( (xt (brojac+l,:) - xt(brojac,:)).”2))"0.5 ;

end
y = xt(brojac+l,:);

Prvo posmatramo prostor R. Uzimamo na primer Cetiri proizvoljne tacke i zanima
nas ona tacka c¢ije je rastojanje od datih tacaka minimalno. Drugim re¢ima, pozivamo

sledeéu MATLAB komandu:
» [y] = Vajsfeld([3;0;-4;7]1,0.5,0.001)

dobijeni izlaz koda je:
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» vy = 0.5

Posmatramo sada prostor R3. Ako uzmemo tri proizvoljne tacke tog prostora i izvr-
simo slede¢cu MATLAB komandu:

» [y]l=Vajsfeld([2 -1 0; -1 2 -1;0 -1 2],[0 0 0],0.001)

dobijeni rezultat je:

» y = 0.6037 -0.4056 0.6037

Naravno, potrebno je i odgovoriti na nekoliko vaznih pitanja. Kao prvo, treba
utvrditi da li je ovaj metod dobro definisan? To bi znacilo da mozemo da garantuje
da nijedna od iteracija @y nije jednaka bilo kojoj tacki od ai,...,an,. Zatim, da li
niz vrednosti funkcije cilja opada? Napokon, i da li niz {xg}r>0 konvergira ka glo-
balnom optimalnom resenju? U ovom odeljku da¢emo odgovore na neka od ovih pitanja.

Za pocetak, zelimo da pokazemo da je generisani niz vrednosti funkcije nerastuéi, te
definiSemo pomoénu funkciju

szHy_ ,YeER" xe R\,

gde je & = {a1,az,...,an}. Funkcija h(:,-) ima nekoliko bitnih osobina. Najpre, opera-
tor T' moze biti izracunat na vektoru « ¢ &/ minimiziranjem funkcije h(y, x) za svako
y € R™.

Lema 3.5.1. Za svako x € R™"\«, vazi

T(x) = arg;nin{h(y, x):yeR"}L (3.8)

Dokaz. Funkcija h(y,x) je kvadratna funkcija po promenljivoj y, samim tim je nje-
m

na matrica pozitivno definitna. U stvari, njena matrica je oblika (] m)—[ . Prema
71 7

tome, po Lemi 2.6.1., jedinstveni globalni miminum problema (3.8), koji obelezavamo
kao y*, ujedno je i jedinstvena stacionarna tacka funkcije h(-,x), sto je tacka u kojoj
gradijent nestaje:

Vyh(y*,z) = 0.

Iz toga sledi
2> w; = 0.
2 '] !w - azH

Izrazavanjem y* iz poslednje jednacine dobijamo da je y* = T(x), i samim tim dolazimo
do resenja.

Poslednja lema nam u sustini kaze da Vajsfeldov metod moze da se zapise kao
Tp+1 = argmin{h(x, xk) : ¢ € R"}.

Sada zelimo da pokazemo jos neke bitne osobine funkcije h koje ¢e biti krucijalne za
pokazivanje da je niz {f(@k)}r>0 nerastudi.

Lema 3.5.2. Ako € R"\«7, onda
(a) hz,2) = f(z),
(b) h(y,@) > 2f(y) - f(@) za svako y € R,
(¢) F(T(@)) < f(x) i (T(@)) = f(x) ako i samo ako & = T(x),
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(d) ¢ =T (x) ako i samo ako V f(x) = 0.

|z — aif®

Dokaz. (a) h(z,z) =" w; [z —ai] =Yt wilx —ai| = f(z).
(2

(b) Za bilo koji nenegativan broj a i pozitivan broj b vazi

a2

a—b2%2>0 < — >2a—0b.
b

Zamenjujudi a = |y — a;| i b= |x — a;|, sledi da za svako i =1,2,....m

ly — ail?

> 2y
|z — a

- ai| = |z — ai.

MnoZeci gornju jednacinu sa w; © sumiranjem iste po ¢ = 1,2, ....m, dobijamo

m
y a
Z o —ail ’” 2szuy ail = 3wl — al.
=1

Dakle,
h(y.x) =2f(y) — f(=).

(c) Kako je T(x) = argmin h(y, x), sledi da je
yeR”™

WMT(z),z) < h(z,x) = f(z),
gde poslednja jednakost sledi iz (a). Iz dela (b) posmatrane leme imamo
hMT(x),z) = 2f(T(x)) — f(=),
te poslednje dve nejednakosti impliciraju
f(@) = W(T(x), ) = 2f(T(x)) - f(x), (3.9)

odakle zakljucujemo da je f(T(x)) < f(x). Treba jos da pokazemo da je f(T(x)) = f(x)
ako i samo ako V f(x) = 0. Trivijalno, ako je T(x) = x onda f(T(x)) = f(x). Da bismo
pokazali obrnutu implikaciju, pretpostavimo da je f(T(x)) = f(x). Koristeéi poslednji
lanac nejednakosti (3.9) i pretpostavku, imamo da je h(xz,x) = f(x) = h(T(x),x). Kako
je jedinstveni minimizator funkcije h(-, ) upravo T(x), sledi x = T(x).

(d) Dokaz sledi nakon jednostavnih alegebarskih transformacija prethodno dokazanog.

Sada moZzemo da damo osobinu pada niza {f(xx)}r>0 pod pretpostavkom da nijedna
iteracija nije usidrena tacka.

Lema 3.5.3. Neka je {xi}r=0 niz generisan Vajsfeldovom metodom, i pretpostavimo da
Tk ¢ o za svako k = 0. Tada imamo sledece:

(a) Niz {f(xr)}r=0 je nerastuci: za svako k = 0 vazi nejednakost f(xr+1) < f(xk).
(b) Za svako k, f(xgi1) = f(xk) ako i samo ako V f(xx) = 0.

Dokaz. (a) Kako xy, ¢ o/ za svako k, dokaz sledi ako zamenimo x = xy, pod (c) u Lemi

(b) Iz Lema 3.4.2 pod (c) imamo da je f(xg) = f(xr+1) = f(T(xg)) ako i samo
ako x, = @1 = T(xk). Iz iste Leme pod (d) dobijamo da je poslednje navedeno
ekvivalentno sa V f(xy) = 0.
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Naime, pokazali smo da je niz {f(xk)}r=>0 striktno opadajuéi sve dok nismo u staci-
onarnoj tacki. Pretpostavka koju smo koristili, a to je da xx ¢ <7/, moze da predstavlja
problem kada treba da proverimo da li je ispunjena. Jedan od nacina koji moze da nam
garantuje da niz generisan Vajsfeldovim metodom ne sadrzi usidrene tacke, jeste da iza-
beremo pocetnu tacku xg tako da je vrednost funkcije u toj tacki manja od vrednosti
funkcije u usidrenim tackama, to jest:

f(iC()) < min{f(al)v f(a’z)7 A f(a'm)}

Kombinovanjem ove pretpostavke sa monotonoséu vrednosti funkcije niza generisa-
nog Vajsfeldovim metodom, implicira da iteracije ne ukljucuju usidrene tacke. U nastav-
ku dajemo dokaz da pod ovom pretpostavkom svaki konvergentan podniz niza {xk}r>0
konvergira ka stacionarnoj tacki.

Teorema 3.5.1. Neka je {xi}r=0 niz generisan Vajsfeldovom metodom i pretpostavi-
mo da vazi f(xe) < min{f(a1), f(az),..., f(am)}. Tada je granicna vrednost bilo kog
konvergentnog podniza {xi}r=0 stacionarna tacka funkcije f.

Dokaz. Neka je {xk, }n=0 podniz niza {xk}r=0 koji konvergira ka tacki =*. Iz monoto-
nosti metoda i neprekidnosti funkcije cilja imamo

f(.’B*) < f(CCO) < min{f(a‘l)a f(a‘2)7 s f(am>}

Dakle, xy, ¢ 7, pa je V f(x*) definisan. Pokazacemo da je V f(x*) = 0. Iz neprekidnosti
operatora T u tacki x* sledi da niz xk, 11 = T(xk,) — T(x*) kada n — 0. Niz vredno-
sti funkcija { f(xk) }k=0 je nerastuci i ogranicen od dole sa 0, te konvergira ka nekoj vred-
nosti, koju éemo oznaciti sa f*. Ocigledno je da oba niza {f(xk,)}n>0 7 {f(Tk,+1)}n>0
konvergiraju ka f*. Iz neprekidnosti funkcije f dobijamo da f(T(x*)) = f(x*) = f*,
Sto po Lemi 3.4.2 iz (c) i (d) se implicira da je V f(x*) = 0.

Moze se pokazati da za Ferma-Veberov problem, stacionarne tacke su optimalna
resenja, te poslednja teorema pokazuje da za sve granicne tacke niza generisanog Vajs-
feldovom metodom su globalna optimalna resenja. Ustvari, mogucée je pokazati da ceo
niz konvergira ka globalnom optimalnom resenju, no ta analiza prevazilazi obim ovog
rada.

3.6 Konvergencija metode najbrzeg pada

3.6.1 Lipsic svojstvo gradijenta

U ovom odeljku predstaviéemo analizu konvergencije metode najbrzeg pada prime-
njenog na neogranicen problem minimizacije

min{f(x) : ¢ € R"}.

Pretpostavljamo da ako je funkcija cilja f neprekidno diferencijabilna da je njen
gradijent V f LipSic neprekidan na celom R", $to znaci

|f(x) = f(y)| < Llz —y| zasvako x,yeR"

Primetimo da ako je V f LipSic neprekidna sa konstantnom L, tada je Lipsic nepre-
kidna i sa f/, za svako L > L. Prema tome, u sustini postoji beskona¢no mnogo Lipsic
konstanti za funkciju sa Lipsic gradijentom. NajCes¢e smo zaiteresovani za najmanju
mogucéu Lipsic konstantu. Klasu funkcija sa Lipsic gradijentom i Lipsic konstantom L
oznacavamo sa C’i’l(R”) ili samo C’i’l. U slucajevima kada nam je vrednost Lipsic kon-
stante nebitna, klasu éemo oznacavati sa C'!. Dajemo primere jednostavnih funkcija
klase C'1:
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e Linearne funkcije Za dato a € R, funkcija f(x) = a’x pripada klasi Cé’l.

e Kwadratne funkcije Neka je A n x n simetri¢na matrica, b € R™ i c e R. Tada
funkcija f(z) = 7 Az + 2b” x + ¢ je funkcija klase C'1.

Da bismo izra¢unali Lipsicovu konstantu kvadratne funkcije f(x) = 7 Az +2bT x+c,
koristimo definiciju Lipsic neprekidnosti:

IVf(®) = Vi(y)| = 2[(Az + b) — (Ay — b)| = 2| Az — Ay| < 2[Al|x —y].

Zakljucujemo da je 2| A| Lipsic konstanta od V f.
Naredna teorema nam govori da za dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije vazi
da je Lipsic neprekidnost funkcije ekvivalenta ogranic¢enosti Hesijana te iste funkcije.

Teorema 3.6.1. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija na celom R™.
Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) feCp'(RY).
(b) |V2f(x)| < L za svako = € R™.

Dokaz. (b) = (a) Pretpostavimo da |V?f(z)| < L za svako x € R™. Uvedimo smenu
z=x —t(y —x). Tada, za svako x,y € R" dobijamo

1
Vﬂw=vv@»gﬂv%@+wy—mxy—Mﬁ

= Vi@ + ([ Vs ity - o)y - o)

odnosno

Vi) - Vi@ = ([ Vs ity - )y - o)
<|[ sty - anatfly =

1
< (] 19+ vy =)y =
< Lly - al.

odakle sledi da f € C}'".

(a) = (b) Pretpostavimo sada da f € C’i’l. Uvedimo smenu z = x + td. Tada za
svako d € R™ i oo > 0 vaZi

Vi +ad) - Vf(x) = f V2f(x + td)d dt.

Tada,
‘(L V2 f(z + td)dt)dH — |Vf(z +ad) — Vf(z)| < aL|d|.
pa vazi
i V(@ +ad) = VI@)] _ - aLld]
a—0t a a—0Tt o

odakle sledi
|V2f(z)d| < L||d|,

§to implicira |V2f(x)| < L.
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3.6.2 Lema spusta

Bitna karakteristika funkcija klase C™! jeste da mogu biti ogranicene od gore sa
kvadratnom funkcijom na celom prostoru. Taj rezultat poznat je pod nazivom lema
spusta i fundamentalna je u dokazivanju konvergencije.

Lema 3.6.1. (Lema spusta). Neka f € C’i’l(R”). Tada za svako x,y € R"

Fly) < F(@) + V@) (y—2) + eyl

Dokaz. Kako vazi

1

fly) — f(z) = f (<Vf(w +tly—x)),y — x)dt.

0
to je
1

fw) - (@) = |

(i ity @)y - @)+ TSy - )~ (U (@)y - @) )de

Dalje je

1
fy) = f(x) =<{Vf(x),y —z)+ JO Vi@ +t(y —x)) = Vf(x)y -z

1 odatle mozemo izvesti sledecu ocenu
)~ 1(@) = Vfla)y - = | [ Vi 1ty ) - Vs(a)y -
< fo (Vf(a + tly — ) — Vi(@).y - o)ldt
< [ 1916 + tty )~ Vr(@)lly ~ ol

1
< f tLly — z|2dt
0

L
= §Hy - QCHQ-

Primetimo da smo u dokazu prethodne leme pored gornje dobili i donju granicu, tj. vazi
T L 2 T L 2
fl@) + V(@) (y—2) = Sle—yl" < fly) < f(@) + V(@) (y —2) + S|z -y

3.6.3 Konvergencija

Sada kada smo naveli definiciju Lipsic neprekidnosti kao i lemu spusta, spremni smo
da pokazemo konvergenciju metode najbrzeg pada za funkcije klase C*!. Naravno, ne
mozemo da garantujemo konvergenciju ka globalnom optimalnom resenju, no mozemo
pokazati konvergenciju ka stacionarnim tackama u smislu da gradijent tezi ka nuli.
Ovaj odeljak zapocinjemo sa dovoljnim padom gradijentog metoda u svakoj iteraciji. Da
budemo precizniji, pokazatemo da u svakoj iteraciji pad vrednosti funkcije je konstanta
puta kvadratna norma gradijenta.

Lema 3.6.2. (Lema dovoljnog pada). Pretpostavimo da je f € Ci’l(]R"). Tada za svako
xeR"it>0

f(@) ~ f@ — 1V f(@) > 1(1 - ) V(@) (3.10)
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Dokaz. Iz prethodne leme (tzv. leme spusta), imamo

2
fle =tV f(2)) < f(z) —t|Vf(@)]* + %HW"(?C)IIQ

Lt
~ f(@) —t(1- ) IVi(@)>
Rezultat sledi nakon jednostavnih elementarnih transformacija izraza.

Podsecanja radi, korak metode najbrzeg pada smo birali na tri nacina: kao konstantu,
ta¢nim linijskim pretrazivanjem ili linijskim pretrazivanjem unazad. Sada za cilj imamo
da pokazemo da bez obzira na koji nacin izabrali korak osobina dovoljnog pada ¢e i dalje
vaziti, Sto i pokazujemo u nastavku.

Pretpostavimo da je kod konstantnog koraka t; =t € (0, %) Zamenjujuéi * = xg,
x—tVf(x)=xp1it=1tu , imamo nejednakost

_ Lt 9
f@r) = f(@rsa) > (1= 5 ) IV @) (3.11)

Primetimo da je zagarantovani pad u metodu najrzeg pada po iteraciji

i1 )i sn).

Ako zelimo da dobijemo najveée garantovano ogranic¢enje pada, tada trazimo mak-
simum od g(t) = #(1 — %) na (0, 2). Da bismo dobili taj maksimum, trazimo izvod od
funkcije g po t i izjednacavamo ga sa nulom. Dakle, imamo sledece:

Lt _L
1—— —t=— =
2 2 0,
odakle sledi )
A
L’

sto je ocigledno maksimum kvadratne funkcije ¢ i tako dolazimo do poznatog izbora
koraka % U tom slucaju imamo

1 1
Flaw) = flarin) = fa) — f(mn = 2V f@R) > VS @) (312)
Kod ta¢nog linijskog pretrazivanja, iterativni postupak izgleda
Tp+1 =z — 4V f(xk),

gde je ty, € argmin f(xg — txV f(xg)). Po definiciji ¢; znamo
=0

flan — V1 (@n) < f (w5 — T VS (@n),
te imamo
flak) = flxr — eV f2k)) = fl@r) — f(sck - %Vf(wk)) > iHVﬂwk)sz (3.13)

pri tome je poslednja nejednakost pokazana u (3.12]).
Kada je rec¢ o linijskom pretrazivanju unazad, trazimo dovoljno mali korak t; za koji
vazi

f(mr) — floe — eV () = oty f(zx)]?, (3.14)
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gde je a € (0,1). Zeleli bismo da nademo donju granicu koraka t. Postoje dve opcije. Tli
za korak biramo inicijalnu vrednost, tj. tx = s, ili je t; odreden linijskim pretrazivanjem
unazad, $to bi znacilo da prethodni korak t;, = %“ nije prihvatljiv i ne zadovoljava ((3.14)):

flaw) = 1 (wn = 5V S (@) < atel ) (3.15)

t
Zamenjujuéi @ = x it = Ek u (3.10) dobijamo

ik tx Lty
Flan) = f (@~ 5V @w) = 5 (1= 55 ) IVF @l

sto u kombinaciji sa (3.15]) implicira

(7 (1 Ltk> tr

—(1-—=) <a—,
g 20 g
i " 21-a)8 . - -
Sto je isto ako zapisemo kao t; > -7 Naime, u linijskom pretrazivanju unazad
imamo 2(1 Y
-«
> min 3, 21507}
L = min<s 17
sto u kombinaciji sa (3.14) daje
. 2(1 — «
f(k) = flan — eV f(@x)) > amin {s (L)B}||Vf(azk)||2. (3.16)

Sumiranje navedene tri nejednakosti (3.12)), (3.13) i (3.16]) formalno dajemo u na-
rednoj teoremi.

Teorema 3.6.2. Neka f € C’i’l(R”). Neka je {x}r=0 niz generisan metodom najbrieg
pada za resavanje problema

min f()

sa jednom od sledecih strategija za korak:
o konstantnim korakom t € (0, 2),
e tacnim linijskim pretrazZivanjem,

e lingjskim pretraZivanjem unazad sa parametrima s € RT a € (0,1), i 8 € (0,1).

Tada,
f@r) = f(zrea) = M|V f(zx)]?, (3.17)
gde je .
f( - %) konstantan korak,
M = ﬁ tacno linijsko pretraZivanje,
a min {s, M} linijsko pretrazivanje unazad.

Sada pokazujemo da norma gradijenata |V f(zg)||? konvergira ka nuli.

Teorema 3.6.3. Neka f € C’i’l(R”). Neka je {x}r=0 niz generisan metodom najbrieg
pada za resavanje problema

min ()

sa jednom od sledecih strategija za korak:
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e konstantnim korakom t € (0, %),

e tacnim linijskim pretrazZivanjem,
e lingjskim pretraZivanjem unazad sa parametrima s € RT a € (0,1), i 8 € (0,1).

Neka je f ogranicena odole na celom R™, to jest, postoji m € R tako da je f(x) > 0 za
svako x € R™. Tada vaZi:

(a) Niz {f(xr)}r=0 je nerastuéi. Stavise, za svako k = 0, f(xksi1) < f(xk) osim ako
je V f(zk) = 0.

(b) Vf(xx) — 0, kad k — oo.
Dokaz. (a) Iz imamo
flxk) — f(xri1) = M|V f(zk)|* =0

za neku konstantu M > 0, te f(xk) = f(xr+1) vazi samo ako V f(xy) = 0.

(b) Kako je niz { f(xr)} k=0 nerastuci i ogranicen odole, samim tim konvergira. Tako da,
flxr)— f(xk+1) — 0 kad k — 0, Sto u kombinaciji sa (3.17) implicira da |V f(xg)| — 0
kad k — 0.

I napokon, u narednoj teoremi dajemo brzinu konvergencije, ta¢nije ocenu norme gradi-
jenta.

Teorema 3.6.4. Neka vaZe pretpostavke Teoreme 8.5.2. i neka je f* granica konver-
gentnog niza {f(xk)}k=0. Tada za svako n = 0,1,2... vaZi

@x _ *
iy VAo <[5
gde je
f( - %L) konstantan korak,
M = i tacno linijsko pretrazivanje,
o min {3, M} lingjsko pretraZivanje unazad.

Dokaz. Sumiranjem (3.17) po i = 0,1,2... dobijamo
n
f(@o) = f(ni1) = M Y |V f(zk)|>.
k=0
Kako je f(xn+1) = f*, zakljucujemo
flao) = f* =M Y [V ().
k=0

Koristeci poslednju nejednakost zajedno sa cinjenicom da za svako k = 0,1,2... vazi
ocigledna nejednakost |V f(zx)|? = ming—o 1. |V f(xk)|?, sledi

slyeeny

f(xo) = f*>M(n+1) min IV f ()],

=0,1,...,n

odakle lako wocavamo trazZeni rezultat.
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4 Metode konjugovanih gradijenata

Metode konjugovanih gradijenata su pogodne za reSavanje linearnih sistema, kao i
za reSavanje problema nelinearne optimizacije bez ogranicenja. Postupak konjugovanih
gradijenata prvi put je predstavljen u radu [10] u kojem je posmatran problem resava-
nja simetri¢nog, pozitivno definitnog linearnog sistema. U slucaju konveksne, kvadratne
funkcije, poznato je da resavanje problema minimizacije je ekvivalentno resenju sistema
linearnih jednacina sa simetri¢nom, pozitivno definitnom matricom. Ta ideja je kasni-
je posluzila za razvijanjem postupaka konjugovanih gradijenata za resavanje problema
nelinearne optimizacije bez ogranicenja. Prvi metod su predlozili Flecer i Rivs u svom
radu [7] pretpostavljajuéi da se u okolini minimuma problema funkcija cilja aproksimira
konveksnom, kvadratnom funkcijom i predstavili postupak koji u kona¢no mnogo koraka
daje resenje. Nakon njihovog objavljivanja rada, postupci konjugovanih gradijenata za
resavanje nelinearne optimizacije bez ogranicenja postaju veoma atraktivni i rapidno se
razvijaju sve do danas.

Relevanta literatura ovog poglavlja jeste [6], [13], [15] i [17].

4.1 Linearni metod konjugovanih gradijenata

Linearni metod konjugovanih gradijenata je iterativni postupak za resavanje sistema
linearnih jednacina oblika
Ax = b, (4.1)

gde je A n x n simetri¢na pozitivno definitna matrica, i vektor b € R". Ako definisemo
funkciju f : R™ — R na sledeéi nacin:

1
f(x) = §:L'TA3U — bTa:,

gde je A n x n simetri¢na pozitivno definitna matrica, i vektor b € R™, tada je problem
(4.1)) ekvivalentan problemu minimizacije

min f(x). (4.2)

Drugim reé¢ima, oba problema i imaju isto jedinstveno resenje. Ova ekviva-
lencija nam dozvoljava interpretaciju metoda konjugovanih gradijenata kao algoritam
za reSavanje linearnih sistema ili kao tehnika za minimizaciju konveksnih kvadratnih
funkcija. Primetimo da je gradijent funkcije f jednak rezidualu linearnog sistema, tj.

Vfi(x)=Ax —b=r(x). (4.3)

4.1.1 Konjugovani vektori

Metod konjugovanih gradijenata poznat je po osobini formiranja skupa vektora (pra-
vaca) koji zadovoljavaju svojstvo konjugovanosti, stoga ovu sekciju posvec¢ujemo upravo
konjugovanim vektorima.



Naime, poznato je iz literature da bitan faktor za efikasnost metoda iterativnog tipa za
reSavanje problema minimizacije zadate funkcije jeste nacin na koji odredujemo pravac
pretrage u svakoj iteraciji. Moze se pokazati da za kvadratnu funkciju najbolji
pravac pretrage upravo vektor iz skupa A-konjugovanih pravaca. Za vektore (pravce)
dy i dy iz R™ kazemo da su A-konjugovani ukoliko je di7 Ady = 0, gde je A matrica
kvadratne funkcije f posmatranog problema . Preciznije, imamo sledeéu definiciju.

Definicija 4.1.1. Neka je A realna, simetri¢na kvadratna matrica reda n. Za pravce
do,dy, ...,d;, € R" kazemo da su A-konjugovani ako vazi

diTAdj =0, za svako i # j.

Sledec¢a lema govori o linearnoj nezavisnosti A-konjugovanih pravaca u slucaju da je
matrica A pozitivno definitna.

Lema 4.1.1. Neka je A simetricna, pozitivno definitna matrica reda n. Ukoliko su ne-
nula pravei dg,dq, ...,d, € R™ | k <n—1, A-konjugovani, tada su i linearno nezavisni.

Dokaz. Neka su ag,aq,...,ar skalari takvi da je linearna kombinacija vektora d;, 1 =
0,1,....k jednaka nuli, odnosno

agdg + ardy + ... + agdg = 0.

Ukoliko pomnoZimo ovu linearnu kombinaciju sa djTA sa leve strane za svako 0 < j < k,
1 imajudi u vidu da su pravci A-konjugovani, dobijamo

a;d;T Adj = 0,

jer su svi ostali clanovi d,-TAdj =0, za svako i # j. Kako je, prema pretpostavci leme,
matrica A pozitivno definitna i vektori d; # 0, sledi da je

aj =0, za svako j =0,1,...,k,
sto po definiciji znaci da su vektori dg,dq,...,dg , kK < n — 1 linearno nezavisni.

Primetimo da u sluéaju A = I, gde je I jedini¢na matrica odgovarajuéeg reda,
A-konjugovani vektori dg, dy, ..., d su zapravo ortogonalni vektori, odnosno vazi

d;" Ad; = d;"d; = 0, za svako i # j.

Dakle, za A = I, svojstvo A-konjugovanosti skupa vektora se svodi na svojstvo ortogo-
nalnosti.

Lema 4.1.1 koju smo dokazali ima znacajnu ulogu pri minimizaciji problema (4.2). Pret-
postavimo da su vektori dg,dq, ...,dg, K < n — 1, medusobno A-konjugovani i posma-
tramo vektor y, koji predstavlja njihovu linearnu kombinaciju

k
Yy = Z Oéidi.
=0

Odredimo vrednost funkcije f u tacki y:

k
Fy) = £ cudy)
=0
1 & u 4
= 5 (X cudi) TACY udi) = b7 (3 aidi)
i=0 i=0 =0

1 k k k
3 3> aiadi" Adj - ] aib”d
i=05=0 i=0

k
1
- Z(ia?diTAdi —a;b'd;).
=0
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Sada lako mozemo minimizovati funkciju f po svim vektorima y koji su linearna kom-
binacija A-konjugovanih vektora d;, ¢ = 0,1, ..., k. Imamo da je

Yy a;ER

k
i f(y) = 1y 135 )
=0

k

1
= ml% (fa?d,;TAdi — Oéidei>
@€ =0

k
1
= Z min(fa?diTAdi — Oéidei)-
A_ aiER 2

Primetimo da promenljiva y zavisi od k41 promenljive, to jest od oy, za i = 0,1, ..., k.
Dakle, f ¢e biti minimalno kada svaka od te k + 1 vrednosti bude minimalna sama za
sebe. Iz tog razloga poslednja jednakost prethodno izvedenog izraza vazi.

Prema tome, vidimo da se polazni problem (4.2) svodi na sumu k + 1 jednodimenzi-
onalnih problema minimizacije. Svaki od ovih problema se moze resiti izjednac¢avanjem
izvoda po «; sa nulom

oi(d;T Ady) —bTd; =0, i=0,1,.. k,

odakle je
b’ d;
d;T Ad;’

Kada smo odredili koeficijente «;, sada dobijamo konac¢no resenje

Q; = 1= O, 1, ...,k.

LI YA
ey = Z TAd d;.

Ukoliko je k = n — 1, tada svaki vektor y € R™ moze biti predstavljen kao linearna
kombinacija vektora dg,ds,...,d,_1, s obzirom da su linearno nezavisni i da ih ima
tacno n.

Vaznost konjugovanosti lezi u tome $to mozemo minimizirati funkciju f(-) u n koraka
uzastopnim minimiziranjem duz pojedinih pravaca iz skupa konjugovanih vektora. Da
bismo verifikovali ovu ¢injenicu, posmatracemo metod konjugovanih pravaca.

No, pre toga dajemo formulu za duzinu koraka «j koju koristimo dalje u radu u
algoritmima. Naime, iz [13] znamo da za datu pocetnu tacku xg € R™ i skup konjugovanih
pravaca dg, ..., dp—_1, i niz {x} generisan

Try1 = Tk + o dy,

gde je ay jednodimenzionalni minimizator kvadratne funkcije f duz pravca xp + adg,
eksplicitni izraz za «j ima oblik:

e’ dy,

k' Ady,

ap = —

4.1.2 Metod konjugovanih pravaca

I dalje posmatramo funkciju f : R"™ — R definisanu u prethodnoj sekciji kao

flx) = ia:TAa: —bTx, gde je A simetri¢na, pozitivno definitna matrica reda n i b e R”
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dati vektor. U nastavku izlazemo metodu konjugovanih pravaca za resavanje naseg
problema ([4.2). Kako je A > 0, tada funkcija ima globalni minimum koji se moze naéi
reSavanjem jednacine Ax = b. Iz tog razloga, metod konjugovanih pravaca se moze
koristiti i za reSsavanje sistema linearnih jednacina sa pozitivno definitnom matricom,
odnosno, za resavanje problema .

Sustina osnovne varijante metode konjugovanih pravaca za minimizaciju kvadratne
funkcije je konstrukcija iterativnog niza {xy x>0 koristeéi skup A-konjugovanih pravaca.
Ukoliko nam je poznat skup A-konjugovanih vektora dg,ds,...,dp—1 kao i pocetna
tacka xg, osnovna metoda konjugovanih pravaca je relativno jednostavna i sastoji se iz
sledeéeg niza koraka.

Algoritam : Metod konjugovanih pravaca

Korak 0. Izabrati dopustivu tacku xg € R" za k = 0.
Korak 1. Izracunati V f(xg) = Az — b = .
d
Korak 2. Odrediti aj, = —%%_
di” Adg
Korak 3. Odrediti narednu tacku iterativnog postupka po formuli

Tri1 = T + apdy.

Korak 4. Ispitati da li za xj, vazi izabrani kriterijum zaustavljanja. Ukoliko vazi,
iterativni postupak se zaustavlja i uzimamo da je xgy1 ~ x*. U suprotnom, postaviti
da je k = k + 11 iéi na Korak 1.

Teorema 4.1.1. Za svako xg € R™ niz {xk}r<o generisam metodom konjugovanih pra-
vaca konvergira ka x* linearnog sistema (4.1)) u najvise n koraka.

Dokaz. Neka su dg,dq,...,d,_1 zadati skup A-konjugovanih pravaca i g proizvoljno
izabrana tacka. Posmatramo vektor x* — xg. Kako su vektorid; e R™, ¢ =0,1,...n—1
linearno nezavisni, postoje konstante B;, 1 = 0,1,...,n — 1 takve da vazi

¥ — g = ﬁodo + ﬂldl + ...+ ﬁnfldnfl.
MnoZeci obe strane sa di” A, za 0 < k < n, dobijamo
di" A(x* — o) = Srdy,” Ady,

jer su vektori dy, i d; A-konjugovani za k # 4, te vazi dip Ad; = 0 za k # i. Iz poslednje
jednakosti sledi
diT A(x* — x0)
Bk = T
di” Adg

Sa druge strane, svaku tacku iterativnog niza {xk}r=1 moZemo predstaviti u obliku

Tk = Tgp—1 + ap_1dg_1 = xo + apdp + a1dy + ... + ap_1dg_1,

odakle je
xp —xg = apgdg + a1dy + ... + ap_1dg_1.

Vektor x* — xg mozZemo predstaviti i na sledeé¢i nacin

¥ —xo = (¥ — x) + (T — o).
MnoZenjem gornje jednakosti vektorom di’ A sa obe strane, dobijamo

diT A(x* — zq) = dpT A(z* — x) + dpT A(zg — x0),
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odnosno,
diT A(x* — x) = di,T A(x* — xp) + dit A(zg, — ) + di,T A(x* — ),

odakle je
0=dp" A(z* — xp) + di” (Azxy, — Ax*).

S obzirom da vazi Vf(xr) = Az — b, Ax* = b i vektor dy je A-konjugovan sa
do,dq,...,dg_1, poslednji izraz se svodi na

diTA(x* — ) = dpT A(z* — xp) = —dp TV f ().

Uvrstavanjem dp? A(x* — x9) = —di’ Vf(xk) u izraz za By koji smo prethodno izveli,
dobijamo
di," V f (@)
= - "% —q
Bk 4T Ad, k

U slucaju k = n — 1, imamo da je B, = ap, k =0,1,....n— 1, te je &, = x*, sto je i
trebalo dokazati.

Teorema 4.1.2. Neka je xg € R™ proizvoljna pocetna tacka i pretpostavimo da je niz
{xk =0 generisam metodom konjugovanih pravaca. Tada je

reld; =0, zai=0,1,....k—1, (4.4)
i Tk je minimizator funkcije f(x) = %mTAac — bz na skupu
{x|x = xo + span{do,di, ..., dr_1}}, (4.5)

(pri tome pod span{dg,di, ...,dx_1} podrazumevamo vektorski potprostor generisan tim
vektorima).

Dokaz. Prvo dokazujemo da tacka T minimizira f na skupu (4.5) ako i samo ako
r(@)'d; = 0 za svako i = 0,1,....k — 1.. Definisemo funkciju h(c) = f(xo + oodgy +
o1dy + ... + op_1di_1), gde je 0 = (00,01, ...,05_1)". Kako je h(c) strikino konvekna,
kvadratna funkcija, postoji jedinstveni minimizator o* koji zadovoljava

Oh(o*)
0o;

=0, za svakoi=0,1,....k — 1.

Koristeci definiciju izvoda sloZene funkcije, poslednja jednakost implicira
Vi(xo+oido+ofdy + ... + Jz_ldk_l)Tdi =0,:=0,1,....k— 1.
Pozivajuéi se na formulu (4.3)), imamo za minimizator & = xg + oodo + o1d1 + ... +

op—1dr_1 na skupu (4.5) da zadovoljava r(Z)Td; = 0, kao sto se i tordi.

Sada indukcijom pokazujemo da xy, zadovoljava (4.4). Za k = 1, imamo iz ¢injenice
da 1 = To + agdy minimizira f duf dg sledi r17dy = 0. Pretpostavimo sada da vaZi
indukcijska hipoteza, naime ry_17d; =0, za i =0,1,...,k — 2. Znamo da vaZi

Tk = Tk—1 + ap_1Adg_1,

tako da ako pomnoZimo poslednju jednakost sa dx—1 dobijamo

T T T
dip1" Tk =dp 1 "1+ op1dp_1 Adg_1.
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T
re d
Zamenjujuci oy po definicija, tj. oy = —# dobijamo:
di' Ady
i dy,

2 di 1T Adg_1 = 0.
dkTAdkkl k-1

T T
di—1" 7T =dp—1" Tp—1 —

Medutim, za ostale vektore d;, i = 0,1, ...,k — 2, imamo
di"rp =d;"re-1 + ap_1d;" Ad; = 0,

gde je d;"ri_1 = 0 po indukcijskoj hipotezi i d;* Ad; = 0 zbog konjugovanosti vektora
d;. Dakle, pokazali smo da je ri,'d; =0, za i =0,1,....k — 1, te je nas dokaz zavrien.

Kod metoda konjugovanih pravaca mozemo primetiti da je neophodno zadati ne
samo pocetnu tacku xg, veé¢ i skup A-konjugovanih vektora (pravaca). Medutim, postoji
varijanta metoda konjugovanih pravaca pod nazivom metoda konjugovanih gradijenata,
koja tokom iterativnog procesa formira skup A-konjugovanih vektora.

4.1.3 Metod konjugovanih gradijenata — osnovne osobine

Metod konjugovanih gradijenata je metod konjugovanih pravaca sa posebnom
osobinom. Generisanjem njegovog skupa konjugovanih vektora, vektor di se racuna
koriséenjem samo prethodnog vektora dg_i. Nije neophodno poznavanje prethodnih
vektora dg,dq, ..., dg_2, a vektor di je implicitno konjugovanim sa njima. Ovo svojstvo
vredno paznje govori to da metod zahteva malo skladiStenja memorije i racunskih
operacija.

Kod metoda konjugovanih gradijenata, svaki pravac di izabran je da bude linear-
na kombinacija negativnog reziduala —rg (Sto po svojoj definiciji predstavlja pravac
najbrzeg pada funkcije f), i prethodnog pravca dg_1. Zapisujemo

di = —1r + Brdi—1,

gde je skalar §i odreden tako da d_1 i dy moraju biti konjugovani vektori u odnosu na
matricu A. Ako poslednju jednakost pomnozenjem sa leve strane sa dj_1° A dobijamo:

dp—1T Ady = —ry Ady—1 + Brdi—1" Adj,_1.
Ako iskoristimo ¢injenicu da je dk,lTAdk = 0, imamo

T%Adk,1

By = k201
T dl | Adi

Izabrali smo da je prvi pravac pretrazivanja dg pravac najbrzeg pada kod inici-
jalne tacke xg. Kao i u opstem metodu konjugovanih pravaca, izvodimo uzastopno
jedno-dimenzionalno minimiziranje duz svakog vektora pretrazivanja. Formalni oblik
algoritma dajemo u nastavku.

Algoritam : Metod konjugovanih gradijenata
Korak 0. Izabrati pocetnu tacku xg € R" za k = 0.
Korak 1. Izracunati rg = Axg — b. Ukoliko je r¢ = 0, ili je ispunjen neki drugi

kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i g je (priblizno) resenje problema. U
suprotnom, uzati za dg = —7rg i i¢i na Korak 2.
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T
y . 7, dic
Korak 2. Izratunati o = ——£

dedk'
Korak 3. Odrediti narednu tacku iterativnog niza xg.1 = ®r + apdg.
Korak 4. Izracunati rgr1 = Axki1 — b. Ukoliko je rgr1 = 0 ili je ispunjen

neki drugi kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i tacka xg,1 je (priblizno)
reSenje problema. U suprotnom ié¢i na Korak 5.
rlf+1Adk
df Ady,
Korak 6. Odrediti (k + 1)-vi konjugovani vektor dg11 = —7rg4+1 + Srdi. Postaviti
k =k +11iié na Korak 2.

Korak 5. Izracunati g =

Ova verzija je korisna za proucavanje osnovnih svojstava metode konjugovanih gradi-
jenata, no efikasniju verziju predstavljamo nesto kasnije u nasem radu. Prvo pokazujemo
jeste da su pravci dg, dq, ..., d,—1 zaista konjugovani, $to po Teoremi 4.1.1 implicira za-
vrsavanje algoritma u n koraka. Teorema koja sleduje utvrduje ovu osobinu kao i druge
dve bitne osobine. Prva, reziduali r; su medusobno ortogonalni. Druga, svaki pravac pre-
trazivanja dg i rezidual ri se sadrze u Krilovom potprostoru stepena k za rg definisano
kao

H (ro; k) = span{rg, Arg, ..., AFrg}.

Teorema 4.1.3. Pretpostavimo da k-ta iteracija generisana metodom konjugovanih gra-
dijenata nije resenje x*. Tada vaZe sledeca svojstva:

(a) rTr; =0, 21 =0,1,....,k — 1
(b) span{rg,r1,...,TL} = span{rg, Arg, ..., AFrq}
(¢) span{do,dy,...,dy} = span{rg, Arq, ..., AFre}
(d) dpT Ad; =0, zai=0,1,....k— 1.
Dakle, niz {xg}r=0 konvergira ka * u najvise n iteracija.

Dokaz. Dokaz veceg dela teoreme dajemo indukcijom. Izrazi pod (b) i (c) trivijalno vaze
za k = 0, dok izraz pod (d) vazi za k = 1. Pretpostavijamo sada da ovi izrazi vazZe za
neko k (indukcijska hipoteza) i Zelimo da pokaZemo da ée vaZiti i za k + 1.

Da bi dokazali (b), pokazujemo prvo da je skup na levoj strani sadrzZan u skupu na
desnoj strani. Iz indukcijske hipoteze, za (b) i (¢) imamo respektivno

Ty, € span{ro, Arg, ..., A¥ro},  dy € span{rg, Ao, ..., A¥rg},
pri tome, mnozeci drugi izraz sa A, dobijamo
Ady, € span{Arg, A%rg, ..., AFtlpgl, (4.6)
Primenjujuci riq = v + apAdy, imamo
rk+1 € {Aro, A’rg, ..., AkHrO}.
Kombinujuéi ovaj izraz sa indukcijskom hipotezom za izraz pod (b), zakljucujemo
span{rg,r1,...,Tk+1} < span{rg, Aro, ...,Akﬂro}.

Da wvazi i obrnuta inkluzija koristimo indukcijsku pretpostavku za izraz pod (c) da bi
1zveli
AFFleg — A(AFrg) € span{Ady, Ady, ..., Ady}.
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Kako znamo da je i1 = ri+a;Ad;, imamo da je Ad; = (ri41—7;) /i, zai=0,1,...k,
sledi

k+1
A T0 € span{ro,rl,...,rk+1}.

Kombinujuéi ovaj izraz sa indukcijskom pretpostavkom za (b), imamo
A AkJrl
span{ry, Ary, ..., ro} < span{re,r1,...,Tk+1}-

Dakle, relacija pod (b) vazi i sa zamenom k sa k + 1.
Sada pokazujemo da izraz pod (c¢) vazi sa zamenom k sa k + 1. Kako znamo da je
dii1 = —Tie1 + Brpi1dy trivijalno sledi sledeca jednakost:

span{dg,dq, ...,dk,dk+1} = span{do,di, ..., dk, Tk+1}.
Koristeéi indukcijsku hipotezu za izraz pod (c) imamo:
span{dg,dy, ...,dg, rk+1} = span{rg, Arg, ...,Akro,rkﬂ},
Sto po izrazu pod (b) sledi:
span{ro, Arg, ..., A¥rg, i1} = span{ro,ri, .., Tk, Tri1}.
Po indukcijskom koraku izraza pod (b) za k + 1 imamo:
SPan{ro, 71, ..., Tk, Tes1} = span{re, Arg, ..., A¥rg, A¥+1ry).
Sada zakljucujemo da je:
span{dg,dy, ..., dy, d1} = span{rg, Arg, ..., AFrg, AF+1ry},

i samim tim smo zavrsili dokaz za izraz pod (c).
Sledece sto pokazujemo jeste uslov konjugovanosti pod (d) kada je k zamenjeno sa
k+ 1. MnozZeéi dgy1 = —Tk+1 + Brr1di sa Ad;, 1 = 0,1, ...k, dobijamo

dk+1TAdi = —’I“k+1TAdi + 5k+1dkTAdi. (4.7)

Iz definicije B, leva strana izraza (4.7) se anulira za i = k. Za i < k—1 primetimo prvo
da indukcijska hipoteza za (d) implicira da su pravci dg,dq, ..., dg konjugovani, tako da
mozZemo da primenimo Teoremu 4.1.2. i da zakljucimo da je

rei1td;i =0, za i=0,1,.., k. (4.8)

Drugo, ponavljajuci primenu izraza pod (c), nalazimo da za i = 0,1,....k — 1 sledeca
inkluzija vazi

Ad; € Aspan{rg, Arg, ..., A'rg} = span{Arg, A’rg, ..., A rg}

4.9
c span{do,dy, ...,d;i 1} (49)

Kombinujuéi (4.8) i (4.9) zakljucujemo

i1l Ad; =0, za i=0,1,.. k—1,

te prui deo izraza (4.7) sa desne strane se anulira za i = 0,1,...,k — 1. Zbog indukcijske
hipoteze za (d) i drugi deo izraza se takode anulira sa desne strane izraza (4.7), stoga
mozemo da zakljucimo da je dfﬂAdi =0,7=0,1,...,k. Dakle, indukcijsko dokazivanje
vazi i za (d).

Sledi da je skup pravaca generisan metodom konjugovanih gradijenata zaista skup
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konjugovanih pravaca, te Teorema 4.1.1. nam govori da algoritam zavrsava u najvise n
iteracija.

Na kraju, dokazujemo izraz pod (a) bez koriséenja indukcije. Kako je skup vektora
pravaca konjugovan, imamo da je ri'd; = 0, za sve i = 0,1,....k — 1 i svako k =
0,1,....,n—1. Znamo da je dx+1 = —Tk+1 + Bri1dk, te je i

di = —r; + fidi—1,

pa r; € span{d;, d; 1} za svakoi = 0,1,....k—1. Zakljucujemo da je i r; = 0 za svako
i=0,1,...k — 1. Primetimo da je ri, 1o = —rTdo = 0, po definiciji do iz algoritma
konjugovanih pravaca i v d; = 0, za svei =0,1,...,k — 1.

Dokaz ove teoreme se oslanja na ¢injenicu da je prvi pravac dg najstrmiji opadajudi
pravac —rg; u sustini, rezultat ne vazi za drugi izbor pravca dg. Kako su gradijenti r
medusobno ortogonalni, izraz ‘metod konjugovanih gradijenata’ je pogresan. To su u
stvari pravci pretrazivanja, a ne gradijenti, koji su konjugovani u odnosu na matricu A.

.....

S¢enjem Teoreme 4.1.2 i 4.1.3. Prvo, koristimo dg11 = —7gy1 + Brr1di i rild; = 0,7 =
T
rt d
0,1,....,k — 1 u formuli o, = —#, te sada imamo
d," Adg
Tgrk
Qg = —p———.
di, Ady

Drugo, koristedi ¢injenicu da je rgy1 = rp+apAdg tj. ap Ady = TE+1—7k 1 primenju-
juéi jos jednom d 1 = —Tri1+Brr1dr it d; = 0,i = 0,1, ..., k—1 pojednostavljujemo
formulu za P41 tako da sada imamo

T
By = —ELTRHL
— bt .
T Tk
Koristeé¢i ove formule zajedno sa formulom rg.1 = 7 + arAdg, dolazimo do

standardnog metoda konjugovanih gradijenata koji dajemo u nastavku.
Algoritam : Standardni metod konjugovanih gradijenata

Korak 0. Izabrati pocetnu tacku xg € R za k = 0.

Korak 1. Izracunati rg = Axg — b. Ukoliko je g = 0, ili je ispunjen neki drugi
kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i &g je (priblizno) resenje problema. U
suprotnom, uzati za dg = —rg i iéi na Korak 2.

riTE
di Ady,

Korak 3. Odrediti narednu tacku iterativnog niza g1 = xr + apdg.

Korak 4. Izracunati rgy1 = 7, + apAdg. Ukoliko je 41 = 0 ili je ispunjen
neki drugi kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i tacka xg,1 je (priblizno)
resenje problema. U suprotnom i¢i na Korak 5.
r£+1rk+1

r;frk '

Korak 6. Odrediti (k+1)-vi konjugovani vektor dx+1 = —7k+1 + Sr+1dk. Postaviti

k =k +11iié na Korak 2.

Korak 2. IzrazCunati oy, =

Korak 5. Izracunati S, 1 =

Primer 4.1.1. (Resavanje linearnog sistema primenom standarnog metoda konjugova-
nih gradijenata). Zelimo da resimo linearni sistem oblika Ax = b. Pri tome neka su
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nam poznati matrica A i vektor b. Za inicijalnu tacku uzimamo (1,1,1,1)T, a za izla-
zni kriterijum broj iteracija koji dozvoljavamo (tzv. prag tolerancije). Problem resavamo
primenom MATLAB funkcije 1inearni_metod_konjugovanih, ¢iji kod dajemo u
nastavku.

function [x]=linearni_metod_konjugovanih (A,b,x0,tol)
Metod za resavanje linearnog sistema Ax=b

% INPUT
A ..., simetricna pozitivno definitivna matrica funkcije cilja
b ....... vektor kolona linearnog oblika problema minimizacije
T x0 ...... pocetna tacka metoda
% tol ..... maksimalan broj iteracija koji tolerisemo
% OUTPUT
T X i matrica vektora svake iteracije (poslednja kolona je optimalno
% resenje problema)
T r ... matrica reziduala svake iteracije
x=x0;
iter=1;
r=(Ax(x(:,1)))-b;
d=-1.*r(:,1);
while (r(:,iter)~=0) & (iter < tol)
alfa = (r(:,iter)'xr(:,iter))/(d(:,iter) "«Axd(:,iter));
X = [x, (x(:,1iter)+alfa*d(:,iter))];
r = [r, (r(:,iter)+alfa*xAxd(:,iter)) ];
beta = (r(:,iter+1l) 'xr(:,iter+1l))/(r(:,iter) 'xr(:,iter));
d = [d, ((-1l.xr(:,iter+1l))+ (betaxd(:,iter)))];
iter=iter+1;

end
display(r);
display (x) ;

Definisemo ulazne parametre i pozivamo datu funkciju narednim komandama:
» A=[3 0 1 2;0 4 0 1;1 03 0;2 1 0 4];
» b=[2;1;1;17;
» x0=[1;1;1;1];
» linearni_metod_konjugovanih (A, b, x0, 30)

Izlaz datog koda je:

r =
4.0000 -0.6098 -0.2005 -0.0594 0.0000
4.0000 0.2439 -0.2344 0.0829 0.0000
3.0000 0.7805 -0.0265 -0.0688 0.0000
6.0000 -0.1463 0.3032 0.0188 0.0000

x =
1.0000 0.3171 0.5513 0.7695 0.7917
1.0000 0.3171 0.1908 0.3235 0.3056
1.0000 0.4878 0.1407 0.0539 0.0694
1.0000 -0.0244 0.0025 -0.2109 -0.2222

O

Pored toga $to metod konjugovanih gradijenata sluzi kao alat za resavanje linear-
nog sistema, resava i problem minimizacije strogo konveksne kvadratne funkcije, te u
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nastavku dajemo i takav primer. Pri tome, sluzimo se ve¢ postojeé¢im kodom, a jedina
modifikacija jeste drugaciji izbor izlaznog kriterijuma.

Primer 4.1.2. (Primena standardnog metoda konjugovanih gradijenata na resavanje
minimizacije kvadratne funkcije). Posmatramo problem minimizacije funkcije oblika

fx) = %acTAac —blx,
gde je matrica A simetricna pozitivno definitna. U nasem primeru, neka je vektor b
generisan funckijom randi u MATLAB-u dimenzije 7 x 1, a matrica A simetricna
pozitivno definitna matrica dimenzije 7 x 7 definisana uz pomoénu matricu B koja je
takode generisana funkcijom randi uw MATLAB-u. Za inicijalnu tacku uzimamo nula
vektor (vektor sa svim 0) dimenzije 7x 1, a za parametar tolerancije 10~6. Dati problem
resavamo primenom MATLAB funkcije cg_kvadratna, ¢iji kod dajemo u nastavku.

function [x]=cg_kvadratna(A,b,x0,tol)

% INPUT
TA L. simetricna pozitivno definitivna matrica funkcije cilja
b ....... vektor kolona linearnog oblika problema minimizacije
e x0 ...... pocetna tacka metoda
% tol...... prag tolerancije
% OUTPUT
X ..., matrica vektora svake iteracije (poslednja kolona je optimalno
% resenje problema)
Tr ..., matrica reziduala svake iteracije
x=x0;
iter=1;
r=(A*x(x(:,1)))-b;
d=-1l.*r(:,1);
while (norm(r) > tol)
alfa = (r(:,iter)'*r(:,iter))/(d(:,iter) "«Axd(:,iter));
X = [x,(x(:,1iter)+alfa*d(:,iter))];
r = [r ,(r(:,iter)+alfa*A*d(.,lter))]
beta = (r(:,iter+1l) 'xr(:,iter+1))/(r(:,iter) 'xr(:,iter));
d = [d, ((-1l.xx(:,iter+1l))+ (betaxd(: ,1ter)))];
iter—lter+l;

end
display(r);
display (x);

Pre nego sto pozovemo MATLAB funckiju cg_kvadratna, definiSemo matrice A,B
i vektore b, g na sledeci nacin:
» x0 = zeros(7,1);
» b = randi([-10,10]1,7,1);
» B randi ([-10,101]1,[8,71);
» A = B’ *B;

Dobijeni vektor b je oblika:
» b =
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Dobijena matrica A je dimenzije 7 x 7 i oblika:
» A =

268 -253 -96 121 -79 79 -41

-253 415 75 -61 33 -95 97

-96 75 119 12 52 -38 70

121 -61 12 245 20 -55 -54
=79 33 52 20 187 5 =90
79 -95 -38 -55 5 219 -65

-41 97 70 -54 -90 -65 243

Trivijalno je da je matrica A simetri¢na, a da je pozitivno definitna lako se moze
proveriti u softveru MATLAB tako $to se funkcijom eig ispitaju da li su njeni karak-
teristi¢ni koreni pozitivni.

Pozivamo funkciju cg_kvadratna narednom komandom:

» cg_kvadratna(A,b,x0,1.e-6)
i dobijamo slede¢i rezultat

r =
Columns 6 through 8
0.3884 -0.2745 -0.0000

0.0407 -1.1118 0.0000

0.8949 1.1631 0.0000

0.4949 -1.5180 -0.0000
-0.0296 0.1750 0.0000
-0.8581 0.0820 -0.0000
-0.4089 0.1521 0.0000

Columns 6 through 8
-0.0448 -0.0714 -0.1629
-0.0141 -0.0305 -0.0615
0.0714 0.0552 -0.0368
0.0726 0.0794 0.1455
-0.0696 -0.0664 -0.0592
0.0837 0.0935 0.1279
0.0297 0.0441 0.0935

Primetimo da se metod zavrsio nakon 7 iteracija, sto smo mogli i da ocekujemo,
imajuéi u vidu da vaze uslovi Teoreme 4.1.1. O

4.2 Nelinearni metod konjugovanih gradijenata
Metode konjugovanih gradijenata za kvadratne funkcije mogu biti prosirene na opsti
slu¢aj nelinearnih funkcija ako posmatramo funkciju f(z) = ~x? Az — bz kao aprok-

2
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simaciju drugog reda dobijenu razvojem polazne, nelinearne funkcije u Tejlorov red.
Prisetimo se da je Hesijan kvadratne funkcije f(x) konstantan i jednak upravo matrici
A. U prethodnom delu rada smo videli da ova ¢injenica znacajno olaksava primenu me-
toda konjugovanih gradijenata. Medutim, u slucaju opste nelinearne funkcije, Hesijan
se mora u svakoj iteraciji ponovo rac¢unati, sto moze biti vrlo zahtevno u racunarskom
smislu. Ukoliko zelimo da konstruiSsemo efikasnu varijantu metoda konjugovanih gradi-
jenata za minimizaciju nelinearne funkcije u opstem sluc¢aju, pozeljno je da izostavimo
racunanje Hesijana u svakom koraku.

U algoritmu metoda konjugovanih gradijenata za minimizaciju kvadratne funkcije,
Hesijan funkcije, tj. matrica A se koristi samo za izracunavanje skalara oy i 8. Kako je
o minimum funkcije f(xr+adk), a = 0, za (priblizno) odredivanje aj, mozemo koristiti
neku od metoda za resavanje nelinearnih jednacina u jednodimenzionalnom slucaju, kao
Sto su metoda secice, Njutnova metoda, itd.

Preostaje da resimo problem rac¢unanja koeficijenata §i bez koriséenja Hesijan ma-
trice A. Postoji vise nacina, Sto rezultira razli¢itim modifikacijama metoda konjugovanih
gradijenata za kvadratnu funkciju. Ove modifikacije za racunanje [ koriste samo vred-
nosti funkcije i gradijenta u tekucoj tacki g, te mogu biti primenjene za minimizaciju
proizvoljne nelinearne funkcije. U ovom poglavlju izloZi¢éemo nekoliko modifikacija koje
se baziraju na algebarskim transformacijama izraza [y.

4.2.1 Flecer-Rivsova metoda

Flecer i Rivs su pokazali u svom radu [7] kako prosiren metod konjugovanih gradi-
jenata moze da se primeni na nelinearne funkcije tako $to se naprave dve male promene
u algoritmu metoda konjugovanih gradijenata. Kao prva, umesto da koristimo formulu

T Tk
di” Ady,
pronalazi pribliZan minimum nelinearne funkcije f duz pravca dg. Druga, rezidual r
mora biti zamenjen gradijentnom nelinearne funkcije cilja f. Ove promene dovode do
sledeceg algoritma za nelinearnu optimizaciju.

da je ap = , za duzinu koraka ay treba da izvrsimo linijsko pretrazivanje koje

Algoritam : FleCer — Rivsov metod

Korak 0. Izabrati pocetnu tacku xg € R" za k = 0.

Korak 1. Izracunati fo = f(xo), Vfo = Vf(xo). Ukoliko je |V f(xo)| < ¢, ili je
ispunjen neki drugi kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i g je (priblizno)
resenje problema. U suprotnom, uzeti za dg = —V f(x¢) i i¢i na Korak 2.

Korak 2. Izracunati o linijskim pretrazivanjem funkcije f duz vektora dy.

Korak 3. Odrediti narednu tacku iterativnog niza xg+1 = ®r + apdg.

Korak 4. Izra¢unati fy11 = f(xgy1). Ukoliko je |V fri1| < € ili je ispunjen
neki drugi kriterijum zaustavljanja, algoritam se zaustavlja i tacka xg,1 je (priblizno)
reSenje problema. U suprotnom i¢i na Korak 5.

Vi,V
Korak 5. Izracunati ﬁlffl = M
ka vfk
Korak 6. Odrediti (k + 1)-vi konjugovani vektor dgi1 = —Vfry1 + BEE dg.

Postaviti k = k£ + 1 1 i¢i na Korak 2.

Napomenimo da koristimo notaciju da je fr = f(xk), kao Sto smo mogli da primetimo
u prethodno definisanom algoritmu i koristi¢emo dalje u radu.

Ako izaberemo da f bude strogo konveksna, kvadratna funkcija i ¢« minimizator
dobijen tac¢nim linijskim pretrazivanjem, tada se ovaj algoritam redukuje na linearni
metod konjugovanih gradijenata. Flecer-Rivsov metod (ili kraée FR metod) je privla-
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can za velike, nelinearne probleme optimizacije jer svaka iteracija zahteva procenu samo
funkcije cilja i njenog gradijenta. Nisu potrebne matri¢ne operacije za ra¢unanje koraka,
i tek nekoliko vektora je neophodno imati u memoriji.

Kod FR metoda, treba da budemo precizniji u izboru linijskog pretrazivanja para-
metra «g, jer pravac pretrazivanja di moze i da ne bude opadajuéi pravac ako aj ne
zadovoljava odredene uslove. Diskusiju toga dajemo u nastavku.

Uzimajuéi unutrasnji proizvod izraza dg+1 = —Vfri1 + Brr1di (pri tome k + 1
zamenjujemo sa k) sa gradijentnim vektorom V fi, dobijamo

Virdy = ||V ful® + BeV f die—1. (4.10)

Ako je ag_1 lokalni minimizator funkcije f duz pravca di_1, onda je V fkT dip_1 =0.
U tom sluéaju, iz (4.10) VfIdg < 0, $to implicira da je dj zaista opadajuéi pravac.
U suprotnom, mozemo imati da je V f,? dir > 0, implicirajuéi da je dj rastuéi pravac.
No, izbegavamo ovu situaciju time sto zahtevamo da duzina koraka «y zadovoljava jake
Volfove uslove, koje navodimo:

f(@k + ardy) < f(®r) + c1axV fi dy, (4.11)
|Vf(£l?k + Oékdk,)Tdk‘ < —Cgvakdk,, (4.12)

1
gde0<cl<02<§.
Prvi deo Volfovog uslova, tj. (4.11), poznat je u literaturi kao Armizov uslov.
Primer 4.2.1. Primenicéemo, sada, Flecer-Rivsov metod na poznatu Rozenbrok funk-

ciju. Zato éemo sada dati MATLAB kod pod nazivom FR, koji moZemo primeniti i na
proizvoljnu konveksno kvadratnu funkciju.

function [fmin, xmin,ymin, k] = FR(f,x0,vy0)
$Flecer Rivsov metod za resavanje nelinearnog problema - kvadratna
%funkcija

% INPUT

£ ..., nelinearna funkcija cilja

e x0 ...... prva koordinata ulaznog vektora

T y0 ...... druga koordinata ulaznog vektora

% OUTPUT

% fmin .... optimalna vrednost funkcije

% xmin prva koordinata optimalnog resenja
% ymin .... druga koordinata optimalnog resenja

tol=10"-4; S$prag tolerancije
x(1)=x0;y(1)=y0;

gradf=[diff (f,sym('x")),;diff(f,sym('y"))]; %Sgradijent nelinearne funkcije f
d(:,1)=-subs (subs(gradf, 'x',x0),'y"',y0); $pravac pretrazivanja

k=1;

while and (norm(subs (subs (gradf, 'x',x(k)),'v',y(k))) > tol, k < 500)

rho=0.5;c=0.1; $%ulazni parametri za pomocnu funkciju armijo

alfa=armijo(f, rho,c,x(k),v(k),gradf,d(:,k)); ¢ 1inijsko pretrazivanje alfe
x (k+1)=x(k)+alfaxd(1l,k);

y(k+1)=y(k)+alfaxd(2,k);

beta (k+1)=subs (subs (gradf, "x',x(k+1)), 'yv',y(k+1l)) '"xsubs (subs (gradf, "x',x(k+1)), ...

'v',y(k+1))/ ((subs (subs (gradf, 'x',x(k)), " 'yv',y(k)) '+«subs (subs (gradf, ...
'xtyx(k)), "y, y(k))) )
d(:,k+1l)= -subs(subs(gradf, "x',x(k+1)),"'v',y(k+1l)) + beta(k+1l)x*d(:,k);
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k=k+1
end
k=k
fmin=subs (subs (f, 'x',x(k)),'yv',y(k))
xmin=x (k)
ymin=y (k)

Pomoc¢nu funkciju koju koristimo u prethodnom kodu, sluzi za linijsko pretrazivanje
duzine koraka « koji zadovoljava Armizo uslov. MATLAB kod te funkcije, pod nazivom
armijo, dajemo u nastavku.

function [alfa]l=armijo (f, rho,c,xk,yvk,gradf,d)

% Linijsko pretrazivanje - Armijo uslov

% INPUT

2 nelinearna (kvadratna) funkcija cilja

T xk ... prva koordinata vektora iz k-te iteracije

T vk ..., druga koordinata vektora iz k-te iteracije

¢ rho ..... parametar za linijsko pretrazivanje iz intervala (0,1)
T C .. parametar za 1linijsko pretrazivanje iz intervala (0,1)
% OUTPUT

% alfa duzina koraka dobijena linijskim pretrazivanjem

gradf_val=subs (subs (gradf, 'x',xk),"'v',vk);
alfa=0.5; %inicijalna duzina koraka
fkk=subs (subs (f, 'x',xk+talfa*xd(l)),'y',yvktalfaxd(2)); %potencijalni minimum
fk=subs (subs (f, 'x',xk), "'v',vk);
while and(fkk > fk + cxalfax(gradf_val)'xd, alfa > 1.0000e-06)
alfa=rhoxalfa;
fkk=subs (subs (f, 'x',xk+alfaxd(l)), 'y',vk+talfaxd(2)); %novi potencijalni minimum
end
end

Znamo da je Rozenbrok funkcija oblika:
fz1,29) = 100(zg — 23)* + (1 — )2 (4.13)

Ako za inicijalni vektor uzmemo (0.0)” i primenimo FR metod pozivajuéi MATLAB
komandu:
» FR(100x (y-x"2) "2+ (1-x)"2,0,0)

dobijamo slededi izlaz koda:

» k =
56

» fmin =
4.5329e-09

» xmin =
1.0001

» ymin =
1.0001

Poznato nam je da je optimalno resenje Rozenbrok funkcije 0, i da se dostize u tacki

(1,1)T. Videli smo da je FR metod nakon 56 iteracija dosao do optimalnog resenja, kao
i do optimalne vrednosti funkcije. O
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Primer 4.2.2. Posmatracemo, sada, funkciju oblika:

2?42
flz,y) = —+ = —-08zx —y —0.3zy — 3. (4.14)
4 10
Primenjujemo FR metod sa inicijalnom tackom (0,0)7 tako $to pozivamo MATLAB
funkciju:
» FR(x"2/4+y"2/10-0.8xx-y-0.3xx*y-3,0,0)

Dobijeni rezultat je slededi:
» k =
115
» fmin =
-58.4000
» xmin =
45.9966
» ymin =
73.9945

4.2.2 Polak-Ribierov metod i njegove modifikacije

Postoje mnoge varijante FR metoda koje se razlikuju jedna od drugih uglavnom po
izboru parametara Si. Bitnu varijantu, koju su predlozili Polak i Ribiere, definise ovaj
parametar na sledeéi nacin:

pr_ VI (Vien = Vi)
s [V il

(4.15)

Dakle, ako u FR metodu za parametar (1 koristimo izraz (4.15) dobijamo Polak-
Ribierov postupak (kracée PR). Kada je f strogo konveksna, kvadratna funkcija i linij-
sko pretrazivanje je ta¢no, ove dve metode su identi¢ne jer iz ¢injenice ri’r; = 0, za
i =0,1,....,k — 1, gradijenti su medusobno ortogonalni, te je 5551 = B,fﬁ. Po pitanju
primene na opste nelinearne funkcije sa neta¢nim linijskim pretrazivanjem, ponasanje
ovih metoda se znacajno razlikuje. Numericki rezultati, koji se pojavljuju u literaturi,
nam govore da je algoritam Polav-Ribiere snazniji i efikasniji nego Flecer-Rivsov.

Kod PR algoritma jaki Volfovi uslovi (4.11) i (4.12) ne garantuju da je dj uvek
opadajuéi pravac. Ako definiSemo parametar 3 kao

By = max{B{[, 0}, (4.16)

dolazimo do algoritma koji nazivamo modifikovani Polak-Ribiere (u oznaci PR+), koji
obezbeduje opadajuéi pravac.

Postoje mnogi drugi izbori za fSi41, kao na primer Hestenes-Stifel formula, koja
definiSe parametar na nacin

gits _ Vi (Vi = Vi)
T (Vi = Vi) Tdy

sto dovodi do algoritma koji je slican Polak-Ribierovom, kako u pogledu teoretskih svoj-
stava konvergencije, tako i u njihovoj prakti¢noj primeni algoritama.

Kasnije ¢emo videti da je moguce garantovati globalnu konvergenciju za svaki para-
metar Pr1 koji zadovoljava granicu

1Bkl < B, (4.17)
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za svako k > 2. Ova ¢injenica sugerise slede¢u modifikaciju metoda PR, koji se dobro
pokazao u praksi Sto mozemo videti u literaturama. Za svako k > 2, neka je

—BPR ako pBfR < —pER
B = PR ako |BPE| < pER (4.18)
,fR ako B,fR > 551“2.

Algoritam zasnovan na ovoj strategiji oznac¢avamo sa FR-PR. Postoje i neke druge pre-
dloZene varijante metoda konjugovanih gradijenata. Na primer, izbor dva parametara
Br11 koja poseduju atraktivna teoretska i racunska svojstva jesu:

IV fraa]?
(Vfrs1 — Vi)l dg

Brs1 = (4.19)

HﬁkHQ)T Vi1
Uide gl

Ova dva izbora parametara (i1 garantuju da je dg opadajuci pravac, pod uslovom
da duzina koraka zadovoljava Volfove uslove. Algoritmi konjugovanih gradijenata bazira-
ni na parametrima (4.19) i (4.20) su kompetativni sa Polak-Ribierovim metodom. Kako
su oni izvan opsega ovog master rada, nesto vise o njima moze se naéi u literaturi [4]
i ﬂgﬂ, respektivno.

Br+1 = (Ur — 2dg Uk = Vs — Vi (4.20)

Primer 4.2.3. Ideja je da primenimo PR metod na funkcije iste kao i kod FR metoda.
No, za to nam je neophodan adekvatan algoritam, implementiran v MATLAB-u pod
nazivom PR, ¢iji kod dajemo u nastavku.

function [fmin, xmin,ymin, k] = PR(f,x0,y0)
%Polak Ribierov metod za resavanje nelinearnog problema - kvadratna
%funkci ja

% INPUT

e f ..., nelinearna funkcija cilja

e x0 ..., prva koordinata ulaznog vektora

2 y0 ..., druga koordinata ulaznog vektora

% OUTPUT

% fmin .... optimalna vrednost funkcije

% xmin .... prva koordinata optimalnog resenja
% ymin .... druga koordinata optimalnog resenja
Tk ..., broj iteracija

tol=10"-4; 2%prag tolerancije
x(1)=x0;y(1)=y0;
gradf=[diff (f,sym('x")),;diff(f,sym('y"))]; %Sgradijent nelinearne funkcije f
d(:,1)=-subs (subs(gradf, 'x',x0),'y"',y0); $%$opadajuci pravac u tacki (x0,y0)
k=1;
while and (norm(subs (subs (gradf, 'x',x(k)),'v',y(k))) > tol, k < 500)
rho=0.5;c=0.1; $%ulazni parametri za pomocnu funkciju armijo
alfa=armijo(f, rho,c,x(k),yv(k),gradf,d(:,k)); %linijsko pretrazivanje alfe
x (k+1)=x(k)+alfaxd(1l,k);
y(k+1)=y(k)+alfaxd(2,k);
beta (k+1)=subs (subs (gradf, "x', x(
x(k+1)),"'v',y(k+1))—-subs(
( (subs (subs (gradf, 'x',x(k
v,y (k))));

k+1)),'v',y(k+1l)) '"x (subs (subs (gradf, "x', ...
subs (gradf, 'x',x(k)),"y',y(k))) /...
), 'v',v(k)) "ssubs (subs (gradf, "x',x(k)), ...

o7



d(:,k+1l)=-subs (subs (gradf, 'x',x(k+1)),'y',y(k+t1l)) +beta (k+1)*d(:,k);
k=k+1
end

k=k

fmin=subs (subs (£, 'x',x(k)),'v',y(k))

xmin=x (k)

ymin=y (k)

Funkciju za linijsko pretrazivanje duzine koraka «a koristimo istu kao i kod FR
metoda, te nema potrebe da i ovde navodimo njen kod. Primenjuju¢i PR metod na
Rozenbrok funkciju (4.13), sa inicijalnom tackom (0, 0)”, dobijamo sledeéi rezultat:

» k =
29

» fmin =
7.0296e-09

» xmin =
1.0001

» ymin =
1.0002

Primetimo da se Polak-Ribierov metod daleko bolje pokazao od FR metoda kada je
u pitanju Rozenbrok funkcija (pri tome se koristila ista inicijalna tacka) jer se zavrsio
nakon 29 iteracija.

Ako primenimo PR metod na funkciju (4.14), sa pocetnom tackom (0,0)”, dobijeni
izlaz je slededi:
» k =

500
» fmin =

-58.3608
» Xmin =

44.7819
» ymin =

72.0290

U ovom slucaju, Flecer-Rivsov metod se pokazao znatno boljim u odnosu na Polak-
Ribierov metod iz razloga jer je ispunio trazeni uslov nakon 115 iteracija, Sto je znacajno
manje od 500 iteracija koliko je bilo neophodno PR metodu.

O

4.2.3 Restart

Implementacija nelinearnih metoda konjugovanih gradijenata uglavnom ocuvava
njihovu blisku konekciju sa linearnim metodama konjugovanih gradijenata. Obic¢no,
kvadratna (ili kubna) interpolacija duz pravca pretrazivanja dy je pripojena u proce-
duri linijskog pretrazivanja. Ta osobina garantuje da kada je f striktno konveksna i
kvadratna funkcija, korak oy je izabran da bude tacan jednodimenzionalni minimizator,
te se nelinearni metod konjugovanih gradijenata redukuje na linearni metod.

Naime, ako se radi o tacnom linijskom pretrazivanju, metodi konjugovanih pravaca
nalaze resenje u najvise n koraka, ako se primene na kvadratnu funkciju sa pozitivno
definitnim Hesijanom kao $to smo pokazali u prethodoj sekciji.

Druga modifikacija koja se cesto koristi kod nelinearnog metoda konjugovanih
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gradijenata jeste restart iteracije na svakih n koraka postavljajué¢i frr1 = 0, a to
dobijamo postavljanjem vektora pravca na pravac negativnog gradijenta.

Moze se pokazati teoretski rezultat vezan za restart koji kaze da restart dovodi do
n-korac¢ne kvadratne konvergencije, Sto znaci da je

|4 — 2| = O(|ar, — 2*[?). (4.21)

Razmotrimo funkciju f koja je strogo konveksna u okolini resenje, dok je svuda drugde
nekonveksna. Pretpostavimo da algoritam konvergira ka resenju, te ¢e iteracije na kraju
uéi u kvadratnu oblast funkcije cilja. U nekom momentu, algoritam ¢e se restartovati
u toj oblasti, i od te tacke pa nadalje, njegovo ponasanje ¢e biti ponasanje linearnog
metoda konjugovanih gradijenata.

Cak i da funkcija f nije kvadratna u oblasti resenja, Tejlorova teorema nagovestava
da i dalje moze biti priblizna kvadratnoj, pod uslovom da je neprekidna.

Iako je rezultat (4.21) interesantan sa teorijskog aspekta, ne mora biti i relevantan
u praksi, jer nelinearne metode konjugovanih gradijenata mogu biti korisne samo kada
su u pitanju resavanje problema sa velikim n. Restart se mozda i ne pojavi kod takvih
problema jer se priblizno reSenje moze naé¢i u manje od n koraka. Stoga su nelinearne
metode konjugovanih gradijenata nekada implementirane i bez restarta, ili ukljucuju
strategije za restartovanje koje nisu zasnovane na razmatranju o broju iteracija.

Najpoznatija strategija za restart posmatra rg’r; = 0, i = 0,1,...,k — 1, §to znadi
da su gradijenti medusobno ortogonalni kada je f kvadratna funkcija. Restart se izvodi
svaki put kada su dva uzastopna gradijenta daleko od ortogonalnosti, mereno testom

VIV,
IV fl?

pri tome, uobicajna vrednosti za v je 0.1.

Takode, formula (4.17) moze da se uzme u obzir za strategiju restarta, jer ¢e se dg1
vratiti da bude pravac najstrmijeg pada kad god je ,f R negativan. Nasuprot (4.22), ovi
restarti su daleko redi jer je B,f R yglavnom pozitivno.

(4.22)

4.2.4 Ponasanje Flecer-Rivsovog metoda

U ovoj sekciji paznju posvecujemo algoritmu Flecer-Rivs, dokazujuéi njegovu global-
nu konvergenciju i objasnjavaju¢i neke od njegovih nedostataka.

Naredna lema postavlja uslove na linijsko pretrazivanje pod kojim vazi da su svi prav-
ci pretrazivanja opadajuéi. Pretpostavlja se da je nivo skup £ := {x : f(x) < f(xo)}
ogranicen i da je f dva puta diferencijabilna, te tada znamo da postoji duzina koraka
oy, koji zadovoljava jake Volfove uslove [13].

Lema 4.2.1. Pretpostavimo da je Flecer-Rivsov algoritam implementiran sa duZinom
koraka «y, koji zadovoljava jak Volfov uslov (4.12) sa 0 < co < % Tada metod generise
opadajuce pravce dy, koji zadovoljavaju sledecu nejednakost:

T
_ 1 < ka dk < 262 -1
L—co " |[Vfie|? = 1-e

, 26 svako k =0,1,... (4.23)

1
Dokaz. Posmatramo funkciju t(§) = (26 —1)/(1 — &) na intervalu [0, 5] Primetimo da

jet(0) = —1 Zt(i) = 0. Da bismo utvrdili da je funkcija t monotono rastuca, traZimo
1 2(1 — 26 —1
prvi izvod te iste funkcije na intervalu [0, 5] Vidimo da je t'(§) = ( (f> —2>2§

99



Kada sredimo izraz dobijamo t'(§) = e > 0, te zakljucujemo da je funkcija t

monotono rastuca.
Dakle, kako je co € (0, 5), imamo

202—1
1—62

—1<

< 0. (4.24)

Samim tim uslov pada kaTdk < 0 sledi neposredno kada dokazZemo (4.23).

T
) ”va#:ﬁg iz (4.23) je -1, te koristeci (4.24) vidimo
da su obe nejednakosti u (4.23) zadovoljene. Pretpostavimo sada da (4.23) vazi za neko

k= 1. Iz FR algoritma, koristeci parametre Bri1 @ dgi1, imamo

Dokaz dajemo indukcijom. Za k = 0

Vf]Z;.lkorl
IV fres1]?

Koristeéi uslov linijskog pretrazivanja (4.12), imamo

vflccrﬂdk - 14 vfl?ﬂdk

¥ ot VAR (4.25)

= =1+ B

IV fiadi] < —e2V fi di
sto je ekvivalentno sa
oV ftdy < VL dy < —caV fLdy,
te u kombinaciji sa (4.25) i pozivajuéi se na B,fﬁ, dobijamo

. +CQkaTdk < Vihindie _ _CQkaTdk
VAP IV fenl® IV £il?

Zamenjujuéi izraz V fE dr/|V f|? sa levom stranom indukcijske hipoteze (4.23), dobija-

mo
1 < Vit dkia < 2¢y — 17
1—co IV fres1]? 1—co

Sto implicira da (4.23) takode vaZi i za k + 1.

Primetimo da se u poslednjem dokazu koristio samo drugi Volfov uslov, dok ¢e prvi
biti neophodan kada bude re¢ o globalnoj konvergenciji. Ograni¢enje V fI dy u (4.23)
postavlja granicu koliko brzo norma koraka |di| moze da raste i to ¢e ustvari igrati
bitnu ulogu u analizi konvergencije.

Naime, Lema 4.2.1 moze da se koristi da se objasne i slabosti Flecer-Rivsovog me-
toda. Raspravlja¢emo o tome da ako metod generise los pravac i mali korak, onda ¢e
najverovatnije sledeéi pravac i korak biti losi.

Oznacimo sa 0 ugao izmedu dj, i pravca najstrmijeg pada —V fi, definisano sa

—V fldy

—hr 7 4.26
AN (4.26)

cos O =

Pretpostavimo da je dy los pravac pretrazivanja, u smislu da pravi ugao od skoro
90° sa —V fi, Sto predstavlja da je cos 0 ~ 0. Mnozedi obe strane (4.23) sa |V fI|/|dx|
i koristeci (4.26), dobijamo

=20 VAL _ o0 IV
T [di] T=cr el

za svako k = 0,1, ... (4.27)
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Iz ovih nejednakosti zakljucujemo da je cos 8 ~ 0 ako i samo ako
IV fill < [l d].

Kako je dy skoro ortogonalan sa gradijentom, vrlo je verovatno da je korak iz tacke xy
do tacke xg.1 jako mali, samim tim xg1 ~ xg. Ako je tako, imamo V fy 1 ~ Vi, te
po definiciji B,f fl imamo
FR
Brs1 ~ 1.

Koristedi aproksimaciju V fx41 ~ V fi < |dg| u definiciji parametra 8 fl, zakljuc¢ujemo
da je
dk:+1 ~x dk:)

tako da ¢e se novi pravac pretrazivanja malo (ili ne¢e uopste) poboljsati u odnosu na
prethodni. Dakle, ako uslov cos 85, ~ 0 vazi u nekoj iteraciji k i ako je sledeé¢i korak mali,
usledi¢e dug niz neproduktivnih iteracija.

Polak-Ribierov metod se ponasa sasvim drugacije u ovakvim okruzenjima. Ako pra-
vac pretrazivanja dj zadovoljava cosf ~ 0 za neko k, i ako je naredni korak jako mali,
zamenjujuéi Vfi = Vfry1 u (4.15) dobijamo Blfﬁ ~ 0. Samim tim ¢e novi pravac
pretrazivanja dg41 biti blizu pravca nastrmijeg pada —V fr11 i cos 0,1 ¢e biti blizu 1.
Dakle, PR algoritam sustinski izvodi restart nakon sto naide na los pravac. Isti argument
moze da se primeni na PR+ algoritam, kao i na HS algoritam. Kod FR-PR algoritma,
primetimo da je 5,§ﬁ ~ 1, a B,fﬁ ~ 0, te (4.18) uzima da je fxy1 = ﬁ,ffl. Samim tim
taj metod izbegava neefikasnosti FR metoda, a ujedno se oslanja na isti za globalnu
gonvergenciju.

4.2.5 Globalna konvergencija

Za razliku od linearnog metoda konjugovanih gradijenata, ¢ija svojstva konvergencije
su dobro razumljiva i za koji se zna da je optimalan kao sto je veé bilo reci, nelinearni
metodi konjugovanih gradijenata poseduju iznenadujuéa svojstva konvergencije. U
ovoj sekciji predstavljamo nekoliko glavnih rezultata za Flecer-Rivsov i Polak-Ribierov
metod koristeédi linijsko pretrazivanje.

Za potrebe ovog odeljka, pretpostavljamo sledece pretpostavke na funkciju cilja.

Pretpostavke 4.1
e Nivo skup £ :={z: f(x) < f(xo)} je ogranien.

o U nekoj otvorenoj okolini N od £, funkcija cilja f je LipSic neprekidno diferenci-
jabilna.

Date pretpostavke impliciraju da postoji konstanta 7 tako da
IV f(x)| <7, za svako x € L. (4.28)

Glavni matematicki alat koji koristimo u ovom odeljku jeste Zoutendijkova teorema
[13]. Ona nam govori da pod Pretpostavkama 4.1 iteracija bilo kog linijskog pretrazivanja
oblika ®g11 = Tk + airdg, gde je di opadajuéi pravac, a «aj zadovoljava Volfove uslove
(4.11),(4.12) daje konvergenciju reda

a0
> cos® 0|V fie|* < 0. (4.29)
k=0
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Mozemo koristiti ovaj rezultat da dokazemo globalnu konvergenciju za algoritme koji se
periodi¢no restartuju time Sto u jednom momentu postavlja da je S = 0. Ako ki, ks i
tako dalje, oznacavaju iteracije u kojima se pojavljuje restart, iz (4.29) imamo

DIV <. (4.30)

k=k1,ka,...

Ako ne dozvolimo viSe od 7 iteracija izmedu restarta, niz {k;}7, je beskonacan, te iz
(4.30) imamo lim;_, |V f, | = 0. Sto znaci, podniz gradijenata tezi nuli, ili ekvivalentno

liminf |V fi| = 0. (4.31)
k—o0

Teorema 4.2.1. Pretpostavimo da vaZe Pretpostavke 4.1 i da je Flecer-Rivsov algoritam
implementiran sa linijskim pretraZivanjem koji zadovoljava Volfove uslove (4.11) i (4.12)
8a0<01<02<%. Tada

lim inf | V7 fi | = 0. (4.32)

Dokaz. Dokaz dajemo kontradikcijom. Pretpostavimo da vazi suprotno od (4.32), sto
implicira da postoji konstanta v > 0 tako da

IV fel =, (4.33)

za svako dovoljno veliko k. Zamenjujuéi levom stranom nejednakosti (4.27) u uslovu
(4.29), dobijamo

i VA _ (4.34)

Koriséenjem (4.12) i (4.23), dobijamo

C2

IVilde-1] < —coVfil_1dip-1 < IV fea . (4.35)

1—oco
Tada, iz definicije ,BlfR 1 definisanosti vektora pretrazivanja iz FR algoritma dobijamo
ldil* < IV fil? + 2801V £ dea | + (B2 [di—a |
< VA + 12 BERIV S| + (O i P

:(1+CQ

1— (&)
Primenjujuci ovu relaciju u vise navrata i definisuci cg = (1 + ¢2)/(1 — ¢2) = 1, imamo

|del* = sV fill® + (B (esl V famr|® + (B (s V f—all® + .. + (BT do[*))..)

VIVl + (B | de—a .

k
= 3| V£l DIV 12,
=0
: (4.36)

pri tome koristimo cinjenicu da je

FR\2(nFR\2 FR\2 _ vakH4
(Bk ) (ﬁkz—l) (6k—z) - ”vfkfifl”Zl

i dg = =V fo. Koriséenjem ogranicenja (4.28), (4.33) i (4.36) dobijamo

4
ldi|? < 22k,
2
-
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sto implicira

o0 o0 1
> (4.37)
2 udkH? L5

za neku pozitivnu konstantu 4. S druge strane, iz (4.33) i (4.34) imamo

g |dk|\2

0

Ako kombinujemo ovu nejednakost sa (4.37), dobijamo > 1/k < o0, §to nije tacno.
k=1

Stoga, (4.33) ne vazi, a tordnja (4.32) je dokazana.

Rezultat globalne konvergencije moze biti proSiren i na svaki parametar 5 koji
zadovoljava (4.17), a posebno za FR-PR metod sa parametrom (4.18).
Naime, moze se pokazati da postoje konstante ¢4, ¢ tako da

IVfel IV fel
lde] [ dgl

cos O = cq4 =>c5>0, k=1,2,..
te iz (4.29) sledi

lim |V fx| = 0.

k—o0

U sustini, ovaj rezultat moze se uspostaviti za Polak-Ribierov metod pod pretpostavkom
da je f strogo konveksna funkcija i da se koristi tacno linijsko pretrazivanje.

Za generalne (nekonveksne) funkcije, nije moguée dokazati rezultat kao u Teoremi
4.2.1 za Polak-Ribierov algoritam. Sledeé¢a teorema nam govori da PR algoritam moze
da kruzi beskonacno bez pristupanja resenju, c¢ak i kad se idealno linijsko pretrazivanje
koristi (pod idealnim mislimo da linijsko pretrazivanje vra¢a vrednost aj koja je prva
pozitivna stacionarna tacka funkcije t(a) = f(xg + ady)).

Teorema 4.2.2. Posmatrajmo Polak-Ribierov metod sa parametrom (4.15) i idealnim
lingjskim pretrazivanjem. Tada postoji dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija f :
R3 — R i pocetna tacka xg € R3 tako da niz gradijenata ||V fi| >> 0.

Dokaz Teoreme 4.2.2 je prilicno kompleksan i prevazilazi opseg ovog rada, te detalj-
nija analiza, diskusija kao i dokaz moze se videti u |16].

63



5 Zakljucak

Ovaj master rad posvecen je gradijentnim metodama i metodama konjugovanih
gradijenata, kao dvema bitnim oblastima numericke analize, alatima u optimizaciji
i osnovama za mnogobrojne algoritme. Literatura koja je dostupna je obimna i bilo
je nemogudée sve staviti u okvir jednog rada. Kako se koncept ovih metoda tokom
vremena razvijao i modifikovao i jo§ uvek se razvija na mnogo nacina, glavni cilj ra-
da je bila sistematizacija nekih poznatih rezultata i njihova teorijska i numericka analiza.

Na pocetku rada definisali smo metode opadajucih pravaca, uz tri moguca izbora
duzine koraka: da je konstantan, tacnim linijskim pretrazivanjem i linijskim pre-
trazivanjem unazad. Jedan od osnovnih metoda za reSavanje problema optimizacije
bez ogranicenja je metod najbrzeg pada, kojeg smo implementirali kroz primer u
softverskom paketu MATLAB i to uzimajuéi sve tri pomenute duzine koraka. Mogli
smo primetiti da resavanje istog problema primenom metode najbrzeg pada sa razlic¢itim
izborom duzine koraka znatno utice na konvergencije datog problema. Glavna mana
ovog metoda jeste Sto u svakoj iteraciji treba da se racuna prvi izvod posmatrane
funkcije cilja f : R®™ — R, §to moze biti i prilicno kompleksno. Isto tako, pronalazenje
izvoda u jednoj iteraciji zahteva neretko veliki broj operacija. U slucaju kada je broj n
velik, izraéunavanje izvoda postaje komplikovano, a brzina konvergencija opada. Prema
tome, kada su funkcije cilja poprilicno slozene, kao i kod sistema velikih dimenzija,
implementacija metode najbrzeg pada nije efikasna. Takode, videli smo na jednom od
primera da metod najbrzeg pada moze da konvergira veoma sporo i kada je uslovni
broj velik, pa je jedno od reSenja ovog problema prelazak na skalirani gradijentni
metod, koji je opisan i implementiran u ovom radu. Posebnu paznju smo posvetili i
(prigusenom) Gaus-Njutnovom metodu, pomocu kojeg smo resavali nelinearni problem
najmanjih kvadrata, a koji je u osnovi skalirani gradijentni metod. Napokon, ¢uveni
Ferma-Veberov problem smo resavali Vajsfeldovim metodom, koji takode pripada klasi
gradijentnih metoda.

Metode konjugovanih gradijenata, sa druge strane, prevazilaze problem spore
konvergencije koji je karakteristika metode najbrzeg pada. Pokazano je da ovaj
metod primenjen na sistem linearnih jednacina daje reSenje tog sistema u najvié n
koraka, gde je n dimenzija sistema. Nakon toga, u radu je analizirano vise metoda za
resavanje problema nelinearne optimizacije. Glavna karakteristika ovih postupaka se
ogleda u jednostavnosti i u minimalnoj koli¢ini memorije koju zahtevaju. Prvi metod
konjugovanih gradijenata za resavanje problema nelinearne optimizacije bez ogranicenja
predlozili su Flecer i Rivs (FR metod) i u ovom radu smo se bavili i tim metodom i
modifikacijom poznatom kao Polak-Ribierov (PR) metod. Mogli smo da vidimo da je
PR metod imao bolje performanse u odnosu na FR metod kada je u pitanju njihova
primena na Rozenbrok funkciju. U drugom primeru, kada smo PR i FR metod primenili
na proizvoljnu, nelinearnu funkciju ¢iji je minimum veliki negativni broj, a iteracije
daleko od minimuma funkcije, tada se FR metod pokazao boljim. Ono s$to bi moglo da
unapredi ove metode jeste takozvana strategija restarta, pogotovo kod PR metoda jer



se desava da za neke probleme sam metod ’beskonac¢no kruzi’ oko resenja, ne dajuéi
dobru aproksimaciju trazenog resenja. Metod restarta podrazumeva da posle odredenog
broja iteracija, vektor pravca postavljamo na pravac negativnog gradijenta.

Tako nismo analizirali kompleksnije nelinearne probleme, jasno je da je potreba
za modifikacijama pomenutih postupaka konjugovanih gradijenata uvek prisutna i
uvek pozeljna kako bi dobili algoritme koji imaju manje racunarskih operacija, manje
skladistenja u memoriji, krace vreme trajanja algoritma i bolju efikasnost.

Dakle, nema univerzalnog metoda za resavanje problema optimizacije bez ogranice-
nja, jer sam izbor i ponasanje metoda zavise od posmatrane funkcije cilja. Konstanta
je potreba za metodama koji ¢e brzo konvergirati, bez prisustva matrice Hesijana, Sto
je narocito aktuelno za sisteme velikih dimenzija i koji nisu racunarski ’skupi’, u smislu
da su jednostavni za implementaciju i zauzimaju malo racunarske memorije. Kako ne
postoji idealan postupak, uvek tragamo za onim metodom koji ¢e nam dati zadovoljava-
juce kriterijume. Iz tih razloga, gradijentne metode i metode konjugovanih gradijenata
se i dalje razvijaju i Sire svoju primenu u mnogim oblastima.
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