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1 Uvod

Razvoj operacionih istrazivanja, grane matematike koja za ciljima donosnje odluka i koja
pomocu kvantitativnih metoda i algoritama nastoji da obezbedi najbolje moguce
reSenje, pocinje za vreme i posle Drugog svetskog rata. Glavni cilj operacionih
istraZzivanja predstavljao je optimizaciju organizacije ratnih operacija i nain upotrebe
ratnih sredstava, pa otuda potice i sam naziv ove oblasti.

Operaciona istrazivanja imaju za zadatak proucavanje sloZzenih sistema. IstraZivanja na
ovim sistemima predstavljaju tezak i skup zadatak, naroCito u fazi projektovanja i
uvodenja u rad.

Prvi korak u resavanju bilo kod realnog problema je formiranje matematickog modela
koji opisuje taj problem. Matematicki model je predstavljanje stvarnosti pomocu
precizno definisanih matematickih izraza, koji sluzi za izvodenje potrebnih analiza na
osnovu kojih se moze dodi do reSenja posmatranog problema. Da bi se za neko resSenje
moglo tvrditi da je optimalno (najbolje moguce) treba definisati meru kojom bi se
odredio njegov kvalitet i koja bi omogucila njegovo poredenje sa drugim moguénostima
koja predstavljaju reSenje datog matematickog problema.

Modeliranje takvih problemskih situacija zahteva poznavanje raznih matematickih
disciplina: matematicka analiza, stohastika, verovatnoca, linearna algebra, matematicko
programiranje i dr. Za svaku situaciju postoji opsti cilj aktivnosti kao i zahtevi koji moraju
biti ispunjeni. U svim situacijama postoji nekoliko mogucih opcija, a prilikom odabira
prave opcije i cilj i ograniCenja treba da su zadovoljeni. Takve opcije nazivamo
optimizacionim promenljivim. Promenljive koje ne uticu na cilj nisu vazne.

Funkcija koja opisuje efikasnost izvrSenja zadatka naziva se funkcija cilja. Da bi
optimizacija bila Sto uspesnija potrebno je nadi resenje koje daje ektremnu vrednost
funkcije cilja. Koeficijenti u funkciji cilja i ograni¢enjima nazivaju se parametrima. Skup
ogranic¢enja ¢ine medusobne relacije i zahtevi. Pod skupom ograni¢enja podrazumevaju
se: ogranicenja tipa nejednakosti, ogranicenja tipa jednakosti i opseg optimizacionih
promenljivih tj. algebarske jednacine i nejednacine. Svako reSenje koje zadovoljava
postojeca ograni¢enja naziva se dopustivim reSenjem. Jedan optimizacioni zadatak
moze imati vise dopustivih resenja koja formiraju skup dopustivih reSenja.



Optimalno resSenje zadatka je ono dopustivo resenje u kome funkcija cilja dostize
minimum ili maksimum.

Vrednost funkcije cilja koja odgovara optimalnom reSenju naziva se optimalna vrednost
ili optimum.

Metode za odredivanje optimalnog reSenja zadatog problema su kompleksne i
predstavljaju tefak posao. Cesto je, pre odabira metode pogodno ispitati osobine
funkcije cilja i datih ogranicenja. Specijalno, neke metode su efikasnije zbog odredene
forme opsSteg problema.

Optimizacioni problemi se mogu podeliti na sledece kategorije:

e Problemi bez ogranicCenja
Za ovaj tip problema dopustiv skup je ceo prostor, tj. reSenje se trazi na celom
prostoru. Funkcija cilja je u opstem slucaju nelinearna.

e Problemi sa ograni¢enjima

e Problemi linearnog programiranja
Funkcija cilja i sva ograni¢enja su linearne funkcije.

e Problemi nelinearnog programiranja

Ovaj rad se bavi problemima konveksnog programiranja koji predstavljaju specijalan
sluc¢aj nelinearnog programiranja, kao i primenom ovih problema.



1.1 Lista oznaka

U nastavku su uvedene oznake koje ¢e se koristiti u radu.

R Skup realnih brojeva.

R™ Euklidski prostor dimenzije n.

R™*m Skup realnih matrica formata n x m.

I € R™" Jedini¢na matrica formata n x n.

x = [x1, %5, . |7 Vektor dimenzije n.

|||, Euklidska norma vektora x.

L(x,6) Otvorena lopta sa centrom u x poluprecnika §.

det(A) Determinanta matrice A.

A1 Inverzna matrica matrice A.

AT Transponovana matrica matrice A.

St Skup simetri¢nih,pozitivno - definitnih matrica formata nxn.

sn Skup simetri¢nih matrica formata n x n.

St Skup simetri¢nih,pozitivho-semidefinitnih matrica formata
nxn.

A>B Striktna nejednakost izmedu simetricnih matrica A i B.

A>B Nejednakost izmedu simetri¢nih matrica A i B.

K° Unutrasnjost skupa K.

K Adherencija (zatvaranje) skupa K.

0K Rub skupa K.

convK Konveksna obvojnica skupa K.

Iy Karakteristi¢na funkcija skupa K.

CP(R™) Skup p —puta neprekidno — diferencijabilnih funkcija na R".
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\Yi Gradijent funkcije /, J:R™ - R.

V¢ Hesijan funkcije /, J:R™ - R.
G'(x) Jakobijan funkcije G: R™ - R™,
[ | Kraj dokaza.



2 Nelinearno programiranje

Prvi veci doprinos u razvoju teorije nelinearnog programiranja bio je rad Kuna i Takera
iz 1951. godine kojim su postavljeni temelji nelinearnog programiranja. Iz tog razloga se
u literaturi ¢esto navodi da su upravo Kun i Taker osnivaci nelinearnog programiranja.
O njihovim radovima i znacaju biée reci u nastavku rada.

Problem nelinearnog programiranja podrazumeva pronalazenje ekstremne (minimalne
ili maksimalne) vrednosti funkcije cilja nad zadatim skupom ogranicenja, pri ¢emu su
funkcija cilja i/ili funkcije koje opisuju ograni¢enja nelinearne.

Formalni zapis problema nelinearnog programiranja u opstem slucaju je dat sa

iy (g0 S 21

UcR",
gdeje J: R™ — R funkcija cilia, R" predstavlja Euklidski prostor dimenzije n,

u € R, u = [ug,uy,...,u,]’, a U je dopustivi skup ili skup dopustivih redenja
problema (2.1).

Ukoliko je U = R" re€ je o problemu optimizacije bez ogranicenja, ako je U c R" rec je
o problemu optimizacije sa ograni¢enjima.

Definicija 2.2: Svaki vektor u € U predstavlja dopustivo reSenje problema (2.1).
Definicija 2.3: Vektor u, € U je optimalno resenje problema J(u) — min,u € U ako je
J(u,) <J(u), zasveu € U.

Definicija 2.4: Vektor u, € U je optimalno resenje problema J(u) » max, u € U ako
je

Juw) <J(u,), zasveu € U.

Optimalna vrednost funkcije cilja oznadavace se sa J, := J(u,).

9



Lokalni i globalni ekstremi

Problem traZzenja maksimuma funkcije moze se transformisati u problem minimizacije
funkcije na slededéi nacin

min J(w) = max(—Jw).

Posmatramo problem mellr]l J(u), U S R™ (2.2)
u

Definicija 2.5: Neka je dat problem (2.2), ta¢ka u, € U je globalni minimum funkcije |
odnosno globalni minimum problema (2.2) ako je

J(u,) <J(u), zasveu € U.

Definicija 2.6: Neka je dat problem (2.2), tacka u, € U je strogi globalni minimum
funkcije ] odnosno strogi globalni minimum problema (2.2) ako je

J(u,) <J(u), zasveu € U,u # u,.

Definicija 2.7: Tacka u, € U je lokalni minimum funkcije | na skupu U ili lokalni minimum
problema (2.2) ako postoji § > 0 tako da je

J(u,) <J(u), zasveu € U zakojeje |[|lu — u,|| <6,

gde flu —w.ll:=/(uy —w)? + (U — uz)? + - + (Up — Up.)?

predstavlja rastojanje tacaka u i u,.

Skup svih tacaka u € U za koje je |lu — u,|| < § je presek dopustivog skupa i sferne
okoline tacke u, poluprecnika é.

Sluéaj n = 2 se svodi na krug poluprecnika & sa centrom u tacki u, ili jedan njegov deo
u zavisnosti od polozaja tacke u,.

10



Slika ilustruje geometrijsku interpretaciju u slucaju n = 2.

Dopustiva okolina tacke

T i

Definicija 2.8: Tacka u, € U je strogi lokalni minimum funkcije | na skupu U ili strogi
lokalni minimum problema (2.2) ako postoji § > 0 tako da je

J(u,) <J(u), zasveu € U zakojeje [|lu —u,|| <6, u+# u, .

Definicija 2.9: Neka je dat problem max J(u),u € U. Tacka u, € U je globalni
maksimum funkcije | nad skupom U ako je

J(u,) =J(u), zasveu € U.
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Definicija 2.10: Neka je dat problem max J(u),u € U. Tac¢ka u, € U je strogi globalni
maksimum funkcije | nad skupom U ako je

J(u,) >J(u), zasveu € U,u # u,.

Definicija 2.11: Tacka u, € U je lokalni maksimum funkcije | na skupu U ako postoji

6 > 0 tako da je

J(u,) = J(u), zasve u € U za koje je ||lu — u,|| < 6.

Definicija 2.12: Tacka u, € U je strogi lokalni maksimum funkcije | na skupu U ako
postoji § > 0 tako da je

J(u,) >J(u), zasveu € U zakojeje [|lu —u,|| <6, u+ u, .

12



Jednodimenzionalni primeri koji ilustruju prethodno definisane pojmove su dati na

Slici 1.1.

*-----
------

I ] I3 X4

Slika 1.1: Primeri tacaka globalnih i (strogih) lokalnih minimuma i maksimuma

....?..

, , , _ flat A
; ; ] - X iy

Globalni (lokalni) minimumi i maksimumi nazivaju se globalni (lokalni) ekstremi.
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2.1 Problem nelinearnog programiranja bez ogranicenja

Neka je dat problem optimizacije bez ogranicenja rr‘lgilr}](u), U = R" tj. rré%{l J(uw).
u ueR™

Do optimalnog resenja problema u najjednostavnijim slucajevima moguce je doci
uporedivanjem vrednosti funkcije cilja u svim dopustivim reSenjima. U mnogim
slucajevima strogi lokalni minimumi mogu se pronadi ispitivanjem prvog i drugog izvoda
funkcije cilja i upravo ta Cinjenica predstavlja polaziste u konstrukciji postupaka za
njihovo pretrazivanje. Pri trazenju optimalnog reSenja datog problema moze se dogoditi
da minimalnu vrednost funkcija cilja dostize u razli¢itim tackama sSto implicira da dati
problem ima viSe resenja.

U ovom poglavlju biée predstavljeni najvazniji rezultati vezani za karakterizaciju lokalnog
minimuma funkcija viSe promenljivih.

Potrebni uslovi optimalnosti opisuju uslove koje optimalno resenje mora da zadovolji,
dok druga dopustiva reSenja mogu, ali i ne moraju da ih zadovolje.

Pre formulacije teoreme koja daje potreban uslov za lokalni minimum biée navedene
definicije neophodne za formulaciju iste.

Definicija 2.1.1 : Neka je u = [uq, Uy, .....u,|T € R®,J: R" - Ri J(u) € C1(R"™) tada
je
0] (u)

Jduy

aJ (u)
V] =| du, | € R" gradijent funkcije J.

0] (u)

| du,, |

Teorema 2.1.1: Neka je funkcija J: R™ — R diferencijabilna u tacki u,. Ako je u, lokalni
minimum funkcije | onda je VJ(u,) = 0.

14



Stacionarne tacke su tacke koje zadovoljavaju uslov VJ(u) = 0. Na osnovu prethodnog
rezultata moze se izvesti zakljucak da se svi kandidati za lokalni minimum nalaze medu
stacionarnim tackama.

Napomena: Analogno se izvodi zaklju¢ak da se medu stacionarnim tackama traze i tacke
maksimuma.

Vektorska jednacina VJ(u) = 0 ekvivalentna je sa n skalarnih jednacina:

ojw) _ 0 oJj(w) _ 0Jjw) _
ou, " ou, T duy,

0.

Pronalazenje stacionarnih tacaka svodi se na reSavanje sistema od n jednacina sa n
nepoznatih.

Primer 2.1.1: Nadi sve stacionarne tacke funkcije J(x,y) = x2 — siny.

|z sistema

aJ
— = —cosy =

0
dobijaju se stacionarne tacke T, = (0 , g + kn ) , k €.




Primer 2.1.2: Naci sve stacionarne tacke funkcije
Jw) = éuf + %u% + 2uqu, +%u§ —u, + 9.

Resava se sistem:

0] (u)
o =uf+u +2u, =0
0] (u)
auz =2u1+u2—1=0

PiSuci drugu jednacinu u obliku u, = 1 — 2u4 i uvrStavanjem u prvu jednacinu dobija
se kvadratna jednacina: uf —3u; +2 = 0.

ReSenja kvadratne jednacinesu: u; =1i uy = 2.

Funkcija J ima dve stacionarne ta¢ke u, = [1,—1]7 i u, = [2,—3 ] koje predstavljaju
kandidate za tacke lokalnog ekstrema.

Uslov koji garantuje da je posmatrano reSenje optimalno naziva se dovoljan uslov
optimalnosti.

Definicija 2.1.2: Za simetricnu matricu Q = [qi f]nxn kaZzemo da je pozitivno definitna

ako vazi uslov

xTQx >0, zasvex € R, x # 0.

Definicija 2.1.3: Za simetricnu matricu Q = [qij]nxn kazemo da je pozitivho

semidefinitna ako vazi uslov
xTQx > 0, zasve x € R™.

Ispitivanje pozitivnhe definitnosti (semidefinitnosti) u opstem slucaju nije jednostavan
zadatak. Naredne leme prikazaée nacine za lakSu proveru.
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Lema2.1.1.[6] (Silvesterov kriterijum): Simetricna matrica Q = [qij]mm je pozitivno

definitna ako i samo ako su svi glavni minori matrice Q pozitivni.
Lema 2.1.2.[6] Simetricna matrica Q = [qi j]nxn je pozitivno semidefinitna ako i samo

ako su svi minori simetri¢ni u odnosu na glavnu dijagonalu nenegativni.

Definicija 2.1.4:Neka je u = [uy, uy, .....u,|T € R®,J:R* > R iJ(u) € C>(R") tada
je matrica drugih izvoda

Jw) YW
0%u, ou,0uy
Vi (u) = : :
?jw) W
ou,du, 2%u,

simetricna matrica pod nazivom Hesijan.

Teorema 2.1.2 [6] Neka je J: R™ - R dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj
okolini tacke u,. Ako je VJ(u,) = 0iako je matrica V?](u,) pozitivno definitna, tada je
u, strogi lokalni minimum funkcije J.

Teorema 2.1.3.[6]: Neka je V](u,) = 0 i neka su Dy, D,, ...., D,, glavni minori matrice
V()

e AkojeD, >0,k =1,2,..,ntada je u, strogi lokalni minimum.
e Akoje (—1)*D, >0, k = 1,2, ...,n tada je u, strogi lokalni maksimum.

Napomena: Ukoliko ne postoji pravilnost znaka glavnih minora u obzir treba uzeti
potrebne uslove optimalnosti drugog reda koji su formulisani u narednoj teoremi.

Teorema 2.1.4. [6]: Neka je funkcija J: R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna u
nekoj okolini tacke u,. Ako je u, lokalni minimum funkcije | tada je V] (u,) = 0imatrica
V2] (u,) je pozitivno semidefinitna.
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Razmatraju se stacionarne tacke dobijene u Primeru 2.1.2.
u, = [1,-117i u, = [2,-3]".
Matrica drugih izvoda je V?J(u) = [2u12+ 1 ﬂ .

2 _[3 2 _ _ . Y N .
Ve (uy) = [2 1] , D;=3>0,D,=—-4<0. Sledi da tatka u, nije ni lokalni
minimum ni lokalni maksimum funkcije J iz primera.

sz(ub):[g ﬂ,D1=5>O, D,=1>0.

Sledi da je tacka u, strogi lokalni minimum funkcije J.

Primer 2.1.3: Odrediti ekstreme funkcije
J(x,y) = x* +y*—x? —y? —2xy , (x,y €R).

ReSenje : Iz uslova za stacionarne tacke dobija se sistem

%)
é=4x3—2x—2y=0
aJ

=4y’ —2x—2y=0.
dy y X y

Oduzimajudi ove dve jednacine dobija se x = y, pa zamenom u drugoj dobijamo
4x3 —4x =0 o 4x(x*-1)=0.
Stacionarne tacke su: T;(0,0),T,(1,1) i T3 (—1,—1).

) _[12x%2 =2 -2

-2 =2
vy =|"5 5= D) =-2<0 DT = 0.
Na ovaj nacin ne moze se utvrditi priroda tacke Tj;.
2 _ 110 -2 _ _ o
V4I(T,) = [_2 10] = D,(T,) =10 > 0,D,(T;) = 96 > 0, pa se zakljuCuje da

u tacki T, (1,1) postoji lokalni minimum J, = J(1,1) = —72.
18



V2] (T;) = V?J(T,) pa funkcija u tacki T3 ima lokalni minimum.

Da je neko reSenje optimalno moze se tvrditi samo ukoliko ono ispunjava uslov
optimalnosti koji je istovremeno i potreban i dovoljaniobratno, samo optimalna resenja
zadovoljavaju potrebne i dovoljne uslove optimalnosti.
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2.2 Problem nelinearnog programiranja sa ogranicenjima

Problem nelinearnog programiranja sa ogranic¢enjima je problem oblika

iy (g0 S

U c R".
Skup U je skup ogranicenja tj. dopustiv skup.

Ogranicenja problema nelinearnog programiranja formiraju dopustiv skup resenja.
Pomenuta ograniCenja, imaju ulogu prilikom izbora strategije za reSavanje datog
problema. Pre nego Sto se odabere postupak kojim ¢e se dati problem reSavati
neophodno je proveriti model problema. Ukoliko su ogranicenja neprecizno definisana
to moze dovesti do smanjenja dopustivog skupa ili Cak do neresSivosti problema.

Tokom godina razvijene su mnogobrojne metode optimizacije pomocu kojih je moguce
resavati razne zadatke nelinearnog programiranja. Sve te metode specijalizovane su za
razliCite tipove zadataka koji se razlikuju po dimenzijama funkcije cilja i skupu
ograni¢enja. Metode su specijalizovane za razliCite tipove zadataka u zavisnosti od
osobina koje matematicki model posmatranog problema poseduje. Neki algoritmi u
odredenim zadacima nisu uvek primenljivi, efikasnost zavisi od mnogo faktora, stoga na
umu treba imati i broj potrebnih racunskih operacija koje treba obaviti prilikom
reSavanja nekog problema.

Postoje dva razliita pristupa prilikom reSavanja problema sa ograniCenjima. Prvi
predstavlja odredivanje optimalne vrednosti uz zadovoljavanje ogranicenja, a drugi je
transformacija problema na nacin da se zadovoljavanje ograni¢enja ,ubaci u funkciju
cilja i da se tako transformisani problem reSava kao zadatak bez ogranic¢enja.
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Metod eliminacije promenljivih

Neka je dat problem nelinearnog programiranja u kome su ogranicenja tipa jednakosti:

minJ(w) (2.3)
U={ueR" g,(u) =0,k =1,2,...m},

gde su, J: R"> R i guR">R,k=12,..m definisane i neprekidno
diferencijabilne na ¢itavom prostoru R".

Osnova metode eliminacije promenljivih lezi u tome da se dati problem transformise u
problem optimizacje bez ograniCenja. Ideja je da se promenljive izraze iz sistema
jednacina, tako da se eliminise onoliko promenljivih koliko ima uslova.

Na taj nacin dopustiv skup dobija oblik
U={ueR" u1_; = hj(Uy, oo, Up_m), i = 1,2,,,.m},
i navedeni problem postaje problem nelinearnog programiranja bez ogranicenja

rJleilr}](u) = ug}]gilgm](ul, e Upe By (U, e, Upp—)y vee e ey Ry (U, oo, Up—i))-

Ako je [u], ..., u;,_,]T redenje problema bez ograni¢enja onda je redenje problema sa
ograni€enjima tacka u* = [uj, ..., us_m A (U, oo, W), v, AT (UG, o )]

Primer 2.2.1 : Odrediti dimenzije pravougaonika maksimalne povrsine Ciji je obim 2m.

Ako promenljive uq, u, oznacavaju duzine stranica pravougaonika, onda se problem
moze formulisati u sledeéoj formi

max J(uy, uz) =uy Uy
u+ u, =1
Uq, Uy, > 0.
Zadatak ée se resiti metodom eliminacije promenljivih.

Iz prvog uslova ograni¢enja moze se izraziti u, = 1 — uy i uvrStavanjem u funkciju cilja
dobija se problem minimizacije bez ogranicenja

max J1(uy) =uy - (1 —wy), ug,uy > 0.
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Stacionarna tacka je u; = 0.5, a kako je J; (u;) = —2 < 0.
Maksimalna vrednost Ji;,4x = 0.25 se dostize za u; = 0.5 tj. J,,4 = 0.25 za

Navedena metoda ima ograni¢en znacaj posto je analiticki moguce resiti sistem ukoliko
su funkcije h; (uyq, ..., Up_mm), L = 1,2, ..., m linearne.

Kada su funkcije ograni¢enja nelinearne, u velikom broju slucajeva, eliminacija se ne
moze efikasno izvrsiti.

Teorema o implicitno zadatoj funkciji daje uslove pod kojima je eliminacija promenljivih
teorijski opravdana i oni se svode na to da Jakobijan mora biti punog ranga na R".

Metod Lagranzovih mnozilaca

Ova metoda predstavlja drugi pristup reSavanju problema (2.3) koristeéi potrebne i
dovoljne uslove optimalnosti za Lagranzovu funkciju.

Definicija 2.2.1: Funkcija LagranZa L pridruzena problemu (2.3) definise se na sledeci
nacin

L) =J @) + ) Lge(w)
k=1

gde su A, k = 1,2, ..., m LagranZovi mnoZitelji.

Na funkciju L(u,A) ¢e biti primenjeni potrebni i dovoljni uslovi optimalnosti preko
parcijalnih izvoda prvog i drugog reda.

Teorema 2.2.1 [6] (Potrebni uslovi za lokalni minimum)

Neka su funkcije J(u), g, (W), k = 1,2, ..., m neprekidno diferencijabilne u okolini u".
Ako je u* lokalni minimum problema (2.3) iako je rang(G'(u*)) = m, onda postoje
wk =12,..,m tako da je VL(u*,A*) = 0, pri ¢emu je G'(u*) Jakobijan pridruzen
ograni¢enjima problema (2.3).

Stacionarne tacke Lagranziove funkcije se odreduju reSavanjem sistema jednacina
VL(u*,A*) = 0, a lokalni minimum problema (2.3) se nalazi medu stacionarnim

tackama.
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Dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum formuliSu se pod dodatnim pretpostavkama
da su funkcija cilja i funkcije ograni¢enja dva puta neprekidno diferencijabilne.

0°L(u,7) 0°L(u,7)
ou? ou,0uy,
Tada je matrica V2, L(u, 1) = : : simetricna.
0°L(u,7) 0°L(u,7)
launau1 oup 1.,

Svakoj stacionarnoj tacki (u*,A") LagranZove funkcije pridruZuje se matrica
V2, L(u*,1*) i tangentni prostor T(u*) = {u € R*|G'(u*)u = 0}, gde je je G'(u*)
Jakobijan pridruzen ograni¢enjima problema (2.3).

Na osnovu definicije matrice G'(u*), T(u*) predstavlja skup resenja homogenog
sistema od m linearnih jednacina sa n nepoznatih.

Matrica V2, L(u*, 1*) je pozitivno — definitna na T (u*) ako vaZi

u'v2,,Lu*,2)u >0 zasveu € T(u*),u # 0.

Teorema 2.2.2 [6] (Dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum) Neka su funkcije
J(uw), g, k = 1,2, ...m dva puta neprekidno diferencijabilne u nekoj okolini u*. Ako je
VL(u*,2*) = 0 i ako je matrica V?,,L(u*, 2*) pozitivno definitna na T(u*), tada je u*
strogi lokalni minimum problema (2.3).

Uslov uTV2,,L(u*,A*)u >0 za sve u € T(u*),u # 0 se moZe proveriti na osnovu
Silvesterovog kriterijuma.

Obelezimo sa H(u*,A") matricu dimenzije (m +n) X (m +n) koja se sastoji od 4
bloka.

0 G'(u")

HU,*,A* = ! * * 7%
WA= lewyr v2, 1,1

(m+n)x(m+n)
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gde je 0 matrica dimenzije m X m Ciji su svi elementi O,

g4 (u) 991w ’L(wd)  9L(uA)
ou, T du, ou? du,0uy,
G'w=| : s V2, L) =] . :
lagm(u) L 9gm) J lazL(u,/l) i)
ouq oun A on ou,0u, oup 1 .,

Neka je (u*,A") stacionarna tacka funkcije Lagranza, rang(G'(u*)) = m i neka su
Dy, ....., Dy iy glavni minori matrice H(u*, 1%).

e Ako su (—=1)™Dypy;>0,j=1,..n—m tada je u” tacka strogog lokalnog
minimuma problema (2.3).

e Ako su (—1)m+jD2m+j >0,j=12,..n—m tada je u" strogi lokalni
maksimuma problema (2.3).

Primer 2.2.1: Direkcija za puteve Zeli da sagradi pravougaono odmaraliSte povrsine
5000m? za motocikliste, pored autoputa, koje ée biti ogradeno tako da strana prema
autoputu ostane neogradena. Koje dimenzije treba da ima odmaraliste da duzina
ograde bude najmanja?

ReSenje: Neka je x —duzZina, a y — Sirina odmaralista.
Tada zadati problem dobija sledec¢i matematicki oblik
min J(x,y) = x + 2y
xy = 5000.
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Lagranzova funkcija za dati problem je L(x,y, 1) = x + 2y + A(xy — 5000).

Stacionarne tacke se odreduju iz uslova

dL
—=14+2y=0

d0x
L
£=2+AX=0
oL
a=xy—5000=0.

y . . .. 1
ReSavanjem sistema dobijase A = + =

Medutim, za A = 5—10 dobija se x = =100,y = —50, a kako zbog prirode problema x, y

ne mogu biti negativne ovo resSenje se odbacuje.
, 1. v . .
Druga moguénost za A = —plex = 100,y = 50, $to je dopustivo reSenje.

U ovom primerun = 2,m = 1.

Matrica drugih parcijalnih izvoda H(u", A*) ima sledeci oblik

0 50 1007
1
50 0 ——
Hu",1%) = 50
1
100 —— O
50

Glavni minori matricesu D; =0, D, = |500 500| = —2500, D; = —200.
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Na osnovu prethodne teoreme moze se zakljuciti da je [x*,y*]7 = [100,50]" tacka
minimuma, tj. reSenje polaznog problema.

150

508

0 50 100 150
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3 Konveksno programiranje

Problem konveksnog programiranja podrazumeva nalazenje minimuma konveksne
funkcije pod ograni¢enjima koja obrazuju konveksan skup. Ovaj problem predstavlja
veoma dobro obradenu oblast nelinearnog programiranja. Problem konveksnog
programiranja ima mnogo osobina koje nisu ispunjene u nekonveksnom slucaju.

Pre formalne definicije problema konveksnog programiranja u radu ¢e biti predstavljene
definicije i osobine konveksnih skupova i konveksnih funkcija neophodne za
razumevanje problema optimizacije konveksne funkcije na konveksnom skupu.

3.1 Konveksni skupovi
Definicija 3.1.1 : Neka je X vektorski prostor nad R . Skup A C X je konveksan ako za
svake dve tacke x,y € Aisve a € [0,1] vazi ax + (1 — a)y € A.

Geometrijski posmatrano skup A je konveksan ako za svake dve tacke skupa A vazi da
duz odredena tim tackama takode pripada skupu A.

/ B / b
Y X
</ \\) <-<>
. ()
P o2 P
4500 @0

konveksni skupowi nekonveksm skupow:

Definicija 3.1.2: Neka su x3, X3 X3,....., Xm taCke vektorskog prostora X.

Tacka x = Y. 0—, ayx) predstavlja konveksnu kombinaciju tacaka xi, X2, X3,....., Xm, ako je
a,=>0zasvek =12,...mi Y- a, =1

Primeri: @, R"™, {a} su konveksni skupovi.
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Teoreme u nastavku govore o osobinama konveksnih skupova.

Teorema 3.1.1.[9]: Neka su U; i € I konveksni skupovi tada je N;e; U; konveksan
skup.

Dokaz: Neka u,v € N U;.
Tadau,v € U; zasvei € .
Skupovi U; i € I su konveksni pa po definiciji vaZi
au+ (1—a)veU; ,zasvei €liac€|[0,1]
> au+(1—-a)v e ﬂUi m.
i€l
Teorema 3.1.2. [9] : Neka su Uy i U, konveksni skupovi.Tada:

a) Uy + U, je konveksan skup.
b) U, — U, je konveksan skup.

c) AU,, A € R je konveksan skup.
d) U; X U, je konveksan skup.

Dokaz:

a) U+ U, ©{ulu=a+b,a€U,belU,}
Neka u,v € U; + U,,a € [0,1]. Treba pokazati

au+ (1—a)veU; + U,.
uelUi+U,>u=u tu,, uy el iu, € U,.
veU +U,>v=v+vy,,v; EU;iv, € U,
aut+(1l—-a)v=alu; +u,) + 1 —a)(v,;+v,) =au; + (1 — a)v, + au, + (1 — a)v,.
u=oau, +(1—-a)v, € U;.
V=oau, + (1 - a)v, € U,.
Konac¢no dobijamo au+ (1 —a)v=u+v € U; + U,.

b) Analogno se dokazuje.
c) AU; & {x|x =Au,u € U}

Neka a € [0,1] .
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x € AU, = x = Au,u € Uj.

y€E AU, >y =Av,v € U;.
Posmatrase ax + (1—a)y = alu+ (1 —a)iv=A(ax+ (1 —a)y) € AU,.
d) U; X U, & {(uq,vy)|uy € U, v, € Uy}
Neka je (uq,v,), (uy,v5) € U; X U,.

aluy,v) + (1 —a)(u,,v,) = (au; + (1 — )uy,av, + (1 —a)v,) € U; X U, m.

Teorema 3.1.3. [9]: Zatvaranje konveksnog skupa je konveksan skup.

Dokaz: Primetimo da, ako je A=, tadajeiA = @, paje A konveksan skup.
Akoje A= {x} ondaje A = @ = {x} konveksan skup.

Pretpostavimo da konveksan skup A ima bar dva elementa.
Nekaa,b € A.

Tacke a, b su tacke nagomilavanja skupa A, znaci, postoje nizovi elemenata skupa A
{ar}ken 1 {bk}ren, koji konvergiraju ka tatkama a i b respektivno.

Za dato a € [0,1] i svako k € N vazi aa; + (1 — a)b, € A.
Za niz elemenata ¢, = aay + (1 — a)by, k € N vaii
’lim Ci = allim a, + (1 - a)llim by =aa+ (1 —a)b

= aa + (1 — a)b je tacka nagomilavanja skupa A ,

odnosno aa+ (1 —a)b e A.m
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Teorema 3.1.4. [5]: Unutrasnjost konveksnog skupa je konveksan skup.
Dokaz:

Neka je C konveksan skup i C° unutrasnjost skupa C.

Ako je C° = @ tvrdenije je trivijalno.

Pretpostavimo da je C°# @ i neka z,y € C°, tada postoji € > 0 tako da su lopte
L:(y) ={x e R"[lx —yll <e}i Lc(2) ={x € R"|[lx — z|| < &}

podskupovi skupa C.

Neka je « € [0,1]. Treba pokazatidaje L.(ay + (1 — a)z) € C.
Akox € L,(ay + (1 —a)z) ondajex = ay+ (1 —a)z + ne,
gdejen € [0,¢]i|le|| = 1.

Sobziromnatoday+ne € L,(y) €S Ciz+ne € L.(z) € C zbog konveksnosti skupa
C vazice a(y+ne)+ (1 —a)(z+ne) € C,

dakle, L,(ay + (1 — a)z) € C j.

ay+(1—-—a)zeC°. =
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3.2 Konveksne funkcije

Definicija 3.2.1: Neka je U c R™ konveksan skup. Funkcija J(u) je konveksna na
skupu U ako vaZi

Jlau+ (1 —-—a)v) <aJ(u) + (1 —a)/(v), 0<ac<l, vu,v € U.

Za konveksnu funkciju jedne promenljive, vazi da grafik funkcije uvek lezi ispod linije
koja spaja bilo koje dve tacke na grafiku, kao Sto se moze videti na sledecoj slici.
Konkavnu funkciju mozemo definisati ako promenimo smer nejednakosti u prethodnom
izrazu.

A
¥

Definicija 3.2.2: Neka je U < R™ konveksan skup. Funkcija | (u) je strogo konveksna na
skupu U ako vaZi

Jlau+ 1 —a)v) <aJ(w) + (1 — )] (v),

zasvakou,velU,u+vi 0<a<1.

Kod stroge konveksnosti se, dakle, trazi stoga nejednakost, pri ¢emu su morali biti
iskljuéeni slucajeviv =uia =0ia =1 jerutimslucajevima vazi jednakost.
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Napomena: Za funkciju | kazemo da je konkavna (strogo konkavna) ako je — J konveksna
(strogo konveksna) funkcija.

Ispitivanje konveksnosti funkcije po definiciji je tesko, zato Sto zahteva razmatranje
beskona¢no mnogo ta¢aka. Medutim, ako je funkcija jedanput ili dvaput neprekidno
diferencijabilna konveksnost se moZe okarakterisati na jos jedan nacin.

Definicija 3.2.3: Funkcija J: R™ — R je neprekidno diferencijabilna na skupu U c R" ako
je diferencijabilna na U i vazi

}lirr(l)H(V](u +h)-V/w)| =0, Vuuu+heU, h>0.

Klasa ovih funkcija nad U oznacavace se sa C1(U).
Teorema 3.2.1. [9] (Potreban i dovoljan uslov za konveksnost diferencijabilne funkcije)

Neka je funkcija J:R™ — R diferencijabilna na konveksnom skupu U. Tada je |
konveksna na U ako i samo ako vaZi

VT (w —u) <JWw) —J),za svako u,v € U.

Na slici je data geometrijska interpretacija ovog rezultata u slucaju funkcije jedne
promenljive.

Primetimo dajetada VJ(w) (v —u) =J' (w) (v — w).

] y= (X x—x")+ f(x")
FACOY S

d

Grafik konveksne funkcije se nalazi iznad grafika tangente.
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Definicija 3.2.4: Neka je J: R™ —» R funkcija definisana u nekoj okolini tacke u € R™.
Funkcija | je dva puta diferencijabilna u tacki u, ako zajedno sa gradijentom
V/(w), postoji simetri¢na matrica V?J(u) reda n x n takva da se prirastaj funkcije |
u tacki u moZe predstaviti na sledeci nacin

J@+h) =J@) = (V(w), h) + (V] (), h) + o(h) , gde je mﬁ —0,h> 0.

Definicija 3.2.5: Funkcija J: R™ —» R je dva puta neprekidno diferencijabilna na skupu

U c R" ako je dva puta diferencijabilna na U i pri tome je

}lirr(l)llvzj(u +h) — V¥ (W] =0, Yuu+h€Uh>0.

Klasa ovih funkcija oznacavace se sa C*(U).

Teorema 3.2.2 [6] (Dovoljan uslov za konveksnost dvaput diferencijabilne funkcije)

a) Neka je funkcija J(u) € C2(U). Ako je matrica V2] (u) pozitivno semidefinitna za
svako u € U tada je | konveksna na U .

b) Neka je funkcija J(u) € C?>(U). Ako je matrica V? J(u) pozitivno definitna za
svako u € U tada je ] strogo konveksna na U .

Pozitivnu semidefinitnost je moguée neposredno proveriti ispitivanjem znaka svih
minora simetricnih u odnosu na glavnu dijagonalu. Za linearnu funkciju, matrica
Hesijana se sastoji samo od nula, pa je linearna funkcija u isto vreme i konveksna i
konkavna.

Za slozenije funkcije, Hesijan moze biti nepregledna matrica i moze biti teSko odrediti
znak za sve moguce vrednosti promenljivih.
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U sloZenijim situacijama cesto se koriste sledeci rezultati koji su ovde navedeni bez
dokaza:

1. Ako je J (u) konveksna funkcija, onda je aJ (u) takode konveksna funkcija za bilo
koje a > 0.

2. Suma konveksnih funkcija je konveksna funkcija. Matematicki ako su f;(x),
i =1,2,..., k, sve konveksne funkcije = f(x) = {-‘zlfi(x) je konveksna funkcija.

3. Ako je J(u) konveksna funkcija, a g(y) je monotono rastuéa konveksna funkcija, onda
je g(J(u)) takode konveksna funkcija.

Neke funkcije nisu konveksne na svom celom domenu; medutim, one mogu biti
konveksne na odredenom skupu.

Primer 3.2.1: Ispitati konveksnost sledece funkcije jedne promenljive
1
](x)=x+;, x > 0.

Hesijan je drugi izvod funkcije  V?] = % >0 za x > 0.
Zakljucujemo da je funkcija konveksna na datom domenu.
Slededi grafik to potvrduje:

O f‘y=x+é N f @_ :

+
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Primer 3.2.2: Ispitati konveksnost funkcije

1 1
J(x1,%x5,x3) = 5(361 + x5 + x3)% + 53532

1 1 -1
1 1 -1].
-1 -1 2

Za svako x € R?® dobijamo V?] =

Svi minori simetri¢ni u odnosu na glavnu dijagonalu su:

e 3minoraredal: ¢q1=2>0,9,,=1>0,q33=2>0
e 3 minorareda?2:

IS R I e EEER

| d11 CI12|:|1 1:0

421 422
qd11 q12 q13 1 1 -1
e 1minorreda3:| 921 q22 23| =11 1 -—-1|=
q31 q32 433 -1 -1 2

Dakle, matrica V2] je pozitivno semidefinitna pa sledi

J (x1,%5,%3) = %(xl +x, +x3)% + %x32 je konveksna funkcija.

Primer 3.2.2: Ispitati konveksnost funkcije J(x,y) = eX *V° + X*2,

(4x2 + 2)eX +Y* 4 ex+2y 4xye* +Y* 4 2eX*2Y

Odredivanje znaka glavnih minora date matrice predstavlja tezak zadatak, stoga e se
konveksnost funkcije proveriti na drugaciji nacin.
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Najpre, primetimo da je funkcija J predstavljena kao zbir dve eksponencijalne funkcije,

stoga ¢emo ispitati konveksnost funkcija e*“*¥* i e**2Y. Tada ¢ée i funkcija J biti
konveksna kao zbir dve konveksne funkcije.

KoriS¢enjem pravila za kompoziciju funkcija, trebalo bi pokazati da su funkcije
fl(xry) = x2 + yZ’
fz(x:Y) =x+ Zy

konveksne.

Vif, = [(2) (2)] = f1 je konveksna funkcija = eX’+y? je konveksna funkcija.

Vif, = [(2) (2)] = f, je konveksna funkcija = e**2¥ je konveksna funkcija.

. . .. 2 2, v . .
Ovim smo pokazali da su obe funkcije e* *¥" i e**2Y konveksne , pa zaklju¢ujemo da je

i funkcija J (x,y) = e* *¥* + e**2¥ konveksna funkcija.
y
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3.3 Osobine konveksnih funkcija

Teorema 3.3.1. [9]: Neka je U konveksan skup i J(u) € C1(U).
J(u) je konveksna ako i samo ako J(u) = J(v) + (VJ(w),u — v),Vu,v € U.

Dokaz:

(=) J(u) je konveksna Cg Jau+ (1 —-—a)v) <aJ(uw) + (1 —a)/(v),
O0<a<livVuvel.
Jo+tau—v))< J@+a(@) —J ()

h:= a(u —v)

Teorema srednje vrednosti

> (Vv +0(a(u—v),au—-v) < a(Jw) —J) ,
gde je 0 < 8 < 1. Nakon deljenja prethodne nejednakosti sa a sledi:

J@) 2 (V] +6a(u - v),u—v) +]©), lla@ )] =0

= J(w) Z(VJ(v),u —v) + ().

(<) Nekavazi J(u) =(VJ(v),u—v)+J(v),vVu,v € U.

Treba pokazati da je J(u) konveksna.

Zau,v € U definiSemo tacku

u,:=au+ (1 —a)v € U. (U je konveksan skup).

J@) 2 (V] (ug),u —ug) +J(uq) /- a

JW) 2 (V] (Ua), v —tg) +](ug) /- (1 —a)

=>aJW+A-a)JW) 2(V/(ug), a(u —ug) + (1 — a)(v — uy)) +J (ug)
(V/(ug), au —ug) + 1 —a)(v —uy)) =0

= aJ/W+A-a)J) =] (ug) =J(au + (1 — a)v)

= J(u) je konveksna funkcija. m
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Teorema 3.3.2. [9]: Neka je U konveksan skup i J(u) € C1(U).

J(u) je konveksna ako i samo ako (VJ(u) —VJ/(v),u —v)=>0, Vu,v € U.

Dokaz:

(=) 1z konveksnosti funkcije J(u) sledi

J@W = J() +(V](v),u — v)

Jw) = J@) +(VJ(W), v —u).

Sabiranjem ove dve nejednakosti dobija se

0= (V(w),v—u)+(V/(v),u—v)=(VJ(v) = VJ(uw),u —v) tj.
(Vi(u) —=Vj(v),u—v)=0

(&) NekajeJ(w) € CH()i (VV(w) —VJ(v),u—v)=>0, Yu v e U.

Koristiée se sledeéa formula konacnog prirastaja

Ju+h) = J@W) = [{V](u+ th),h) dt

Za proizvoline u,v € Uia € (0,1) vazi

af(w) + (1 —a)J(w) — J(au + (1 — a)v)

=alJw) —Jlau+ A —a)v)]+ A - a)J() —J(au + (1 — a)v)]

1
= aj (Viiecu+(1—-—a)v+t(l—a)(u—v),(u—v)(1—a))dt +
0

1
(1—0{)J (Vieau+ (1 -a)v+tlv—au— 1 —-a)v),v—au— (1 —a)v)dt
0

= a(l—a) fol(V](au +1-av+t(l-a)u—v)— Viau+ (1 - a)v +
ta(v—u)),u—v)dt=a(l—a) fol(V](ul) —Vi(u,),u; — uz)%dt >0,

po uslovu teoreme gdeje u; =au+ (1 —a)v+t(l—a)(u—v), a
u, =au+ 1 —-a)v+ta(v —u).

Dakle, J je konveksna funkcija. m
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Teorema 3.3.3.[9] Neka je U konveksan skup takav da int U # @ i](u) € C*(U).
J(w) je konveksna na U ako i samo ako vazi (V3J(u)-&,&) >0, Yu e UiVE € R™.
Dokaz:

=)

Za proizvoljno u € U°i é € R™ postoji € > 0,takvo da u+ &€ € U.lz prethodne
teoreme sledi (V/(u + €&) —VJ(u),&é) =0, pa se iz formule konacnog prirastaja
dobija

(VJ(u+ &) — V] (u, &) = (V% (u + 0&&) - §,&)e? > 0, zaneko 8 € (0,1).

Tada (V] (u + 0&&) - &,&) > 0, pa se kada &€ = 0, dobija traZzeno tvrdenje.

Neka je sada u € dU. Tada postoji niz unutrasnjih tacaka {u,;,}men Skupa U koji
konvergira ka u, pa iz neprekidnosti drugog reda izvoda sledi

0 < lim (V2] (un)é,§) = (VZ (W), ).
(<)

Neka su u i v proizvoljne tacke skupa U. Tada postoji & € (0,1) tako da vazi
(V) V@), u —v) =(VJ(u+0u-"v) (u-—v),u-—"v).
Ako & :=u — v iz uslova teoreme sledi (VJ(u) — VJ(v),u —v) = 0, paje J

konveksna na osnovu prethodne teoreme. m

Teorema 3.3.4.[9]: Neka je U neprezan i konveksan skup u R™, J(u) € C1(U) i neka je
U, := {u* € U|](u*) =], = mellr]l ](u)} skup ta¢aka minimima funkcije J(u),u € U.
u

1. Zasveu, € U, isveu € Uvaii (V/](u,),u—u,) = 0.

2. Akou, € U, n U°ondaje V/(u,) = 0.

3. Akoje J konveksna funkcijaondaiz (VJ(u,),u —u,) = 0 zasveu € Uineko u, €
U sledidajeu, € U, .
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Dokaz:

1. Ako u, € U, po definiciji skupa U, je J(u,) < J(u) zasveu € U.
u, + a(u —u,) € U. (Skup U je konveksan).
J@w.) < J(u, + alu—uw))
Ju, +au—-u))— J(w) =0
Ju, +a(u—w)) — Jw) = (V/(w), alu —w)) + o(u., alu—w)) = 0.

Nakon deljenja poslednje nejednakosti sa a dobija se
(VJ](u,), u —u,) +M > 0, a kada a — 0drugi sabirak teZi ka 0, pa sledi
(V(w,),a(u —u,)) = 0.

2. Ako je u, unutrasnja tacka skupa U, onda postoji 5 > 0 tako da
u:=u,+ h € Uzasve h € R" za koje je ||h|| < &,. 1z dela 1. sledi
(VJ(u,),u, + h—u,) = 0, odnosno (V/(u,),h) = 0.

Takode (VJ(u,),—h) = 0, odakle sledi da je VJ(u,) = 0.

3. J je konveksna funkcija stoga vazi
Jw) = Jw) +(VJ(v),u —v)zasveu,v € U.
Specijalno, J(u) = J(u.) +(V/(w),u—w.) > J(u.),zasve u €U, jerje
(V](u),u —u,) = 0.
Dakle, u, je tatka minimuma. [ ]

Napomena: Za u, € U, N dU ne mora da vazi VJ(u,) = 0.
Kontraprimer je funkcija J(u) = u? nad skupom U = [1,2]. Ovde U, = {1}.
J'(u) =2u >0, zasveu € U. Posebno, J'(u,) =J'(1) = 2.

Teorema 3.3.5. [9]: Neka je U konveksan skup i ] (w) konveksna funkcija na U. Tada vaZi:
a) Svaka tacka lokalnog minimuma je istovremeno i tacka globalnog minimuma.

b) Skup U, je konveksan skup.

c) Ako je J(u) strogo konveksna funkcija, skup U, je jednoclan.
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Dokaz:

a) Neka je wu, tacka lokalnog minimuma. To znaci da postoji okolina te tacke
Ls(u,) = {u € R"|||lu — u,|| < 8}, tako da za sve u € Ls(u,) N U vaii
J) = J(uw.).
Za proizvoljno u € U postoji a € (0,1) tako da tacka
vi=au+ (1 —a)u, € Ls(u,).
1°u € Lg(u,),tada v € Lg(u,) zbog konveksnosti skupa.

2°u € U\ Lg(u,) tadasezaa:= 2|Iu(iu*|| dobija
o =l = o+ (1 = e, =l = g b = | =
2|lu —u.ll 2|lu —u.l|
o)
=m”u—u*” < 6.

Dakle, v € Lg(u,). J(u,) < J(v),a iz konveksnosti funkcije J sledi
Jw) <Jjw)=Jleu+ (1 —-—a)u,) < aJw) + (1 - a)/(u,)

0 < a(f(w —J(w.)).
Nakon deljenja prethodne nejednakosti sa @ dobija se J(u,) < J(u),Vu € U.
Dakle, tacka u, je tacka globalnog minimuma.
b) Neka je U, neprazan skupiu,v € U, . Treba pokazati da tada za « € [0,1] vaii
au+ (1 — a)v € U,. Skup U, je skup tacaka minimuma pa je
J@ = J@) = J.=min J(x).
Postoje Jau+ (1 —a)v) < aJw)+ (1 —-a)J(w) = J.,
zakljuéujesedaje J(au+ (1 —a)v) = J,,

Cime je dokazano da je U, konveksan skup .
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c) Neka je J(u) strogo konveksna funkcija, a skup U, # 0.
Pretpostavimo suprotno, u,v € U, iu # v.
Skup U, je konveksan pa za a € (0,1) tacka au + (1 — a)v € U.,.
Jlau+ (1 —a)v) < aJ(w) + (1 —a)J(v) = ], jekontradikcija. m

Posmatra se funkcija J(u) =% , U €€ U =[1,).

Ona je konveksna, neprekidna i diferencijabilna nad zatvorenim i konveksnim skupom
U, ali ipak ne dostize svoj infimum ni u jednoj tacki skupa U.

Ovakve funkcije su dale motivaciju za uvodenje potklase konveksnih funkcija kod kojih
navedena situacija nije moguca. To su jako konveksne funkcije.

Definicija 3.3.1. Funkcija | je jako konveksna na konveksnom skupu U, ako postoji
konstanta y > 0 tako da vaZi

Jlau+ (A -a)v) < aJw) + (1 —a)J(w) —a(l — a)yllu —vl|?,

zasve ,veEUIi 0<a<l.
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3.4 Problem konveksnog programiranja

Neka je dat skup U, € R™ i neka je J(u) konveksna funkcija na U,.Neka su dalje
gr(w), k =1,2,....m konveksne funkcije na U, a gi(u),k =m+1,..s linearne
funkcije, g, (W) = (ay,u) — by, ay, u € R™, b, € R.

Zadatak konveksnog programiranja glasi: Odrediti minimum funkcije J nad skupom U,
pricemuje U=U,NnU; NU,....nU,, NUp4q.....Nn U, gde je Uy zadat konveksan
skupu R™, a

Uk = {u € Rnlgk(U) < 0},k =1,2,..,m.

U, ={ueRg,(u) =0L,k=m+1,..,s.

Dakle, problem konveksnog programiranja je oblika
J(u) - min
u ey,

U={u€eUylgr(w) <0,k=12,..,m;g,(w) =(ag,u) — b, =0,k=m+1,...,s},
gde je U, konveksan skup, a funkcije J(u), g, (w), k = 1,2, ..., s su konveksne.
Ocigledno je da je skup U konveksan, jer je presek konveksnih skupova.

Nekaje A & {2 € R[A, =0,k =1,2,...,m}.

Definicija 3.4.2: Funkcija LagranZa L : Uy X A = R pridruZena problemu konveksnog
programiranja definise se na sledeci nacin

L) = J@ + ) g ).
k=1
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Definicija 3.4.3: Tacka (u,, A*) € Uy X A je sedlasta tacka funkcije Lagranza L(u, 1) ako
zasve u € U, isve A € A vazi nejednakost

L(u, ) <L(u,, 1*) <L(u, 19).

Lema 3.4.1. [9]: Ako je (u,, A*) € U, X A sedlasta tacka funkcije L(u,A) onda je

u, € U.

Dokaz:

Treba pokazati da je tacka u, dopustiva tj. da pripada dopustivom skupu U.

Definicija sedlaste tacke daje nejednakost L(u,,A) < L(u,, 1*) odakle sledi da je
re=1(Me— ) g9r(w.) = 0.

Za proizvoljno fiksirano j, € {1,2, ....,m}, odabere se /1]'0 = A;O + 1, a za preostale
indekse

k # j, birase 4 := 4.

Trivijalno,vektor A izabran na ovaj nacin pripada skupu A.

Dobija se daje Y51 (Ax—Ax) g (u.) = ()l]’-‘o -, - 1)gj0 (uw,) =0
—9j,(u.) =2 0
gj,(w,) <0,

pa zaklju¢ujemo u, € U;, .

Analogno se moze pokazati da je u, dopustiva pri svakom ogranicenju

Uj,j €{1,2,..,m}.

Neka je dalje, u, € U;,je{m+1,...,s} i j, proizvoljan fiksiran indeks iz skupa
fm+1,...,s}
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Odabere se
Ajo = A;jo + gjo (u*)’
i A =A%, k # jo.

Vektor A sa ovako odabranim koordinatama pripada skupu A. Osim toga vazi
S
> G109 @) = (%, = 4, - ;,@)) g, () 2 0
k=1

~g;,(w.)? =0,
Sto implicira g; (w.) = 0, tj. u, € Ujo.
Analogno se dokazuje u, € U;,j € {fm+1,..,s}
Iz definicije sedlaste tacke sledi u, € U,, pa na osnovu svega prethodnog sledi

U, EUgNU; NUy ee..0NUpy N Uppyq . NUg &£ U m

Lema 3.4.2. [9] : Ako je (u,, A*) € U, X A sedlasta tacka funkcije LagranZa L(u, ) tada
je Ly gr(u,) =0zasvek =1,2,...,m+1,..s.

Dokaz:

Na osnovu Leme 3.4.1. sledi gj(u*) =0,zaj€e{m+1,..,s}, pasemoze zakljuciti da
je Aigj(u.) =0, zasve jE{m+1,..,s}

Preostaje da se pokaZe da je A;g;(u.) = 0 za svako j € {1,2,....,m}.
Neka je j, € {1,2, ...., m} proizvoljan fiksiran indeks.
Posmatramo dva slucaja:

1° 4 =0

Trivijalno vaZi jednakost  A; g; (u.) = 0.
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2° 4 #0
Polazeci od nejednakosti Y. (Ax—Ax) gk (u,) = 0 zasve A € A i birajudi
A = A za k # jo i4;, = 0 dobija se
A}‘Ogjo(u*) > 0, pasledi da je

gj,(w.) = 0jerjed; >0.
Iz dobijenog rezultata i injenice da je na osnovu Leme 3.4.1 g; (u,) <0,
za sve jo € {1,2, ..., m}, sledi zaklju¢ak g; (u.) = 0, pajeil; g; (u.) = 0.

Posto je j, € {1,2, ....,m} proizvoljno odabran indeks sledi trazeno tvrdenje. m

Lema 3.4.3. [9] Akoje Ay gyx(u,) =0zasvek =1,2,...,s pricemu u, € U, onda je
L(u,,A) < L(u,, A),za sve A € A.

Dokaz :

Iz uslova u, € U sledi g, (u,) < 0zasve k =1,2,..,m, i g,(u,) = 0zasve

k=m+1,..,s. Odatle je (4;,—Ax)gx(u,) =02zasve k=m+1,...,s kao i za one
indekse k € {1,2, ..., m} za koje je g, (u,) = 0.

Neka je k, € {1,2,3, ..., m} proizvoljan fiksiran indeks takav da Ik, (u.) < 0.

Iz uslova Ay gi (u.) = 0 sledi A, = 0.Sa druge strane, 1, = 0zasve 4 € A, paje

(A =2y ) Gre, (i) 2 0.

Prema tome, r=1 A=A gk (u,) =0

](u*) + Z Azgk(u’*) _](u*) + z Akgk(u*) >0
k=1 k=1

L(u,, A) < L(u,, A%),5to jeitrebalo dokazati. m

46



Teorema 3.4.1. [9]: Potreban i dovoljan uslov da (u,, 1*) € U, X A bude sedlasta tacka
funkcije LagranZa L(u, A) za posmatrani problem je dat sa :

i) L(u,, A*) < L(u, A*) za sve u € U,,.
i) Aygx(u,) =0zasvek =1,2,..,s pricemuu, € U.

Dokaz:
=)

Neka je (u,, A*) € U, X A sedlasta tacka. Tada i) vaZi iz definicije sedlaste tacke, dok ii)
sledi na osnovu Leme 3.4.1. i Leme 3.4.2.

(<)

Pretpostavka je da vaZe uslovi i) i ii). Jasno, i) je desna strana nejednakosti u definiciji
sedlaste tacke,pa preostaje da se pokaze leva strana nejednakosti, odnosno

L(u,2) < L(u,, A%).

Data nejednakost je posledica uslovaii) i Leme 3.4.3. m.

Sledeéa teorema daje vezu izmedu sedlaste tacke Lagranzove funkcije i reSenja poblema
konveksnog programiranja.

Neka je U, skup reSenja problema konveksnog programiranja.

Teorema 3.4.2. [9] : Neka je (u,, 1*) € U, X A sedlasta tacka LagranZove funkcije. Tada
jeu, €U, i]J, =L(u, A*) =J(w,).

Dokaz:
Iz Leme 3.4.1 sledi da u, € U, aiz Leme 3.4.2 se dobija daje L(u,, 1*) = J(u,).

Preostaje da se pokaze da u, € U, pajetadai J, =]J(u,).
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Iz nejednakosti

L(u,, A*") <L(u, A*), Vu e Uy, paizasveu € U sledi

J) = L, A < LG, ) = J@) + ) Lige@).
k=1

Kako je A, gx(u) < O0zasvek =1,.., miA,gy(u) =0zasvek =m+1,.., s dobija se
J(u,) < J(u) zasveu € U.
Dakle, u, € U,. m

Formulacija prethodne teoreme predstavlja dovoljan uslov za reSenje problema
konveksnog programiranja. Ona, medutim, ne daje informacije o egzistenciji sedlaste
tacke. Iz definicije sedlaste taCke se vidi da se ona trazi medu stacionarnim tackama
Lagranzove funkcije. Da bi se obezbedila egzistencija stacionarnih tacaka, moraju se
nametnuti dodatni uslovi za funkciju cilja i dopustiv skup.

U nastavku je dat primer koji pokazuje da pretpostavka o konveksnosti funkcije J nije
dovoljna.

Neka je J(u) = —u,Uy = [0,0)ig(w) = u®,U = {u € Uy|lg(u) < 0}.
Jasno, J, = J(0) = 0.
Medutim, Lagranzova funkcija

Lw,2) =J(w) + A\g(w) = —u + Au?,u € Uy, A = 0 nema sedlastu tacku.
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3.5 Kun— Takerovi uslovi

Osnovne rezultate u kojima su opisani uslovi koji obezbeduju egzistenciju sedlaste
tacke, dokazali su Harold Kun i Albert Taker 1951. godine.

Kasnije je otkriveno da je, Vilijam Karu$ u svojoj master tezi 1939. godine dokazao
potrebne uslove. Stoga se u literaturi ovi uslovi mogu pronadii pod nazivom Karus-Kun-
Takerovi uslovi. Ova teorema daje potrebne uslove za lokalni minimum problema
nelinearnog programiranja.

Ukoliko se radi o problemu konveksnog programiranja ti uslovi su i dovoljni.
Kun - Takerova teorema vazi pod odredenim uslovima regularnosti.

Pre iskaza teoreme biée navedeni klju¢ni pojmovi vezani za regularnost i konveksnost.

Posmatramo problem konveksnog programiranja oblika
J(u) » min (3.4)
uelU={uelyg,(uw) <0,k=12..,m}
gde su funkcije J(u), g, (u) ,k = 1,2, ..., m konveksne i U, je konveksan skup.

Definicija 3.5.1 : Neka je zadat problem konveksnog programiranja (3.4). Ogranicenje
g(u) < 0jeregularno sa skupu U c R", ako postoji tacka i € U, tako da vaZi

g@) < 0.Skup U = Ny~ Uy je regularan ako su sva ogranicenja u njemu regularna.

Lema 3.5.1. [9] : Neka je U, konveksan skup i neka su g, (u) konveksne funkcije na
Uy, k = 1,2,,..m. Neka je U regularan skup. Tada postoji tacka u € U, takva da je
gr() < 0zasvek =1,2,..,m.Tacka u se naziva Slaterova tacka.

Dokaz :

Skup U je konveksan skup. Neka su tacke u;, € U izabrane tako da je g, (u;) <0,
k=12,..,m.

DefiniSe se tacka u na slededi nacin

Ui=auy +auy ++auy , a1 +a++a,=1lia,>0k=12,.. m
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Uu€EUcUy, Za proizvolino j=12,.,m vaii g;(u) <0 za sve 1wy,
k=1,2,..,m.

Iz konveksnosti funkcije g;(u) sledi

gj(ﬂ) = gj(alul + auy + o+ AUy, ) <
< a19j(uy) + a,9;(uy) + - + apgj(uy) < 0,jerje gj(uj) < 0.m

Uslov postojanja tacke i € U, za koju je g (1) < 0 za sve k = 1,2,..., m naziva se
Slaterov uslov (uslov Slejtera).

Pomenuti uslov obezbeduje regularnost, nenegativnost Lagranzovih mnozitelja i
implicira da su Kun- Takerovi uslovi potrebni i dovoljni.

Teorema 3.5.1. [9] (Teorema o separaciji): Neka su A,B c R™ disjunktni konveksni
skupovi neprazne unutrasnjosti. Tada postoji hiperravan koja razdvaja skupove A, B kao
i skupove A, B. Ako pritomey € AN B onda jey = {(c,y).

Naredna teorema daje dovoljan uslov za postojanje sedlaste tacke.

Teorema 3.5.2..[9] (Teorema Kun-Takera): Neka je dat problem (3.4) gde je U,
konveksan skup i neka su J(u) i g,(u) konveksne na U, k =1,2,..m. Neka je
Uregularan skup (Slaterov uslov je zadovoljen) i skup resenja neprazan U, # @. Tada
postoje Lagranzovi mnoZitelji A* = [ A}, ..., A1, A, =0,k = 1,2, ..., m takvi da za
svaku tacku u, € U, vaZi da je (u., A*) sedlasta tacka funkcije LagranZa pridruZena
problem (3.4).

Dokaz:

Iz uslova U, # @ sledi da postoji u, € U, takvada je J, = umeirl}](u) = J(u,).

Dokaz se zasniva na ideji da se u nekoliko koraka konstruise vektor A*, tako da za
proizvoljno u, € U, vaZi da je (u,, A*) sedlasta tac¢ka LagranZove funkcije.

Posmatraju se skupovi P,Q € R™*! gde je

P:={p e R p, <J(u),pr <0,k =12,..,m.},
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0:=|Jew,

u€l,
Q) :={q e R™ |qp = J (W), qx = gx (W), k =1,2,...,m.}.
Prvi korak: Potrebno je dokazati sledece: P N Q = @ i P°,Q° + (.
Ako q € Q onda sledi gq = J(w) i qx = gr(u) zau € U,.

Ako u € U sledi gy = J(u) = J(u,) tj. qo = J. $to implicira q & P.

Ako u € Uy \ U sledi da postojii € {1,2,...,k} takoda g;(u) > 0, pajeq; = g;(u) >0
Sto implicirada g &€ P.

Dakle poStoq € Q = g & PslediPNQ = Q.

Jasno je da vazi P°,Q° # Q.

Drugi korak: Potrebno je dokazati konveksnost skupova P i Q.

Nekasu ¢q’,q" € Q.

Po definiciji skupa Q postoje tacke u’, u" takve da

q' € Q(),q" € Q(u"), paqo =JW)iqy 2]W"), g = g W) i q; = gp(W").
Nekaje0 <A1<1iq=Aq"+ (1— 1) q". Treba pokazati da q € Q.

S obzirom da su funkcije J(u), g (1) konveksne sledi

JAu' + (1 =Du") s W)+ A = DJ ") < A90'+(1 = D)gqo" = qo
g’ + (1= Du") < Ag @) + (1 — Vg (W") < Aq+(1 — Dqi =
paqg€Q(u' + (1 —-Au") c Q.

Dakle, skup Q je konveksan.

Slicno se pokazuje da je skup P konveksan.
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Treci korak: Na osnovu Teoreme 3.5.1. sledi da postoji hiperravan koja razdvaja skupove
P,Q, preciznije, postoje ¢ € R™*1,c+0iy€ R takvi da je ispunjena slededa
nejednakost sup,ep(c,p) < ¥ < infyeq(c, q).

Neka je ¢ = [A5, A5, A5, ..., A, 1T.
Cetvrti korak: Zatvaranje skupa P je dato sa
P={peR™"p, < J(w),pr <0,k =1.2,..,m.}.
Vektor [J,,0,0, .....,0]T € PNQ c PN Q.
Osim toga na osnovu Teoreme 3.5.1je y = (¢, [/, 0,0, .....,0]) = Ay/..
Tada je
Suppep(c,p) <. = inquQ<C; q) .

Aopo + Xim1 Aibre < ApJ. < A3qo + XRe1Akqr, zasvep € P,q € Q.
Peti korak: Pokazuje se daje A, =0,k =0,1,2,..,mi Ay > 0.
Biraju¢i  p = [J, — 1,0,0, .....,0]T € P dobija se

0. — 1) < A3/, odakle se moze zakljuciti da je Ay = 0.
Daliep = [J,,—1,0,0,...,0]" € P, paje A;J, — A} < A3/, $to implicira A} = 0.
Slicno se dokazuje daje A;, = 0,k = 2,3, ...m.
Ostaje da se pokaze daje Ay # 0.
Pretpostavi se suprotno tj. 15 = 0.
Iz uslova regularnosti zna se da postoji 4 € U takva daje g,( %) < 0zasve
k=12..m.

Tacka U(ﬂ); gl(ﬂ); gz(ﬁ), !gm(a)]T € Q pa je
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m
VoS @+ ) E g (D
k=1

m
0 < Z 2 9 ().
k=1

Sa druge strane, kako je bar jedan od brojeva 43, # 0,k = 1,2, ..., m jer je ¢ # 0, dobija
se

m
osz/u;gk(a) <0
k=1

Sto je kontradikcija, pa je dakle A5 > 0.

Sesti korak: Dokazuje se da je tatka (u,, 1*) je sedlasta tacka funkcije Lagranza, pri ¢emu
je A =1[A, A, ..., 407 ,a u, €U,.

Neka je j € {1,2, ..., m} proizvoljno izabran indeks.
Posto je []*, 0,0,...g;( u*)..,O]T € P N Q sledi

o) + A4g;(w) < A). < Ag)s + A5g;(w),
pa se moZe zakljuciti da je A;g;(u,) = 0zasvej € {1,2,..,m}.
Neka je datatatkau € Uy iq = [J(w), g, (W), ..., g W)]7.

Jasno, q € Q, pa vazi
m
L <@+ ) X gi(w).
k=1
Dalje je

]* =]* + Z Al*c gk(u*);
k=1
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pa je

Lo+ D hgew) S Ja0 + Y 7 g (),
k=1 k=1

Sto implicira

L(u,, A*) < L(u, 1), za proizvoljno u € U,.

Na osnovu Teoreme 3.4.2. sledi da je (u,, A") sedlasta tacka LagranZove funkcije. m
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3.6 Uslovi optimalnosti — diferencijabilan slucaj

U ovom poglavlju ¢e biti pokazano kako se uslovi optimalnosti i uslovi za sedlastu tacku
mogu izraziti u slucaju kada su funkcija cilja i funkcije koje predstavljaju ogranicenja
diferencijabilne.

Teorema 3.6.1. [5]: Neka je data LagranZova funkcija

L(u,A) =J) + Y5=q1 Agx (W) pridruzena problemu (3.4).Ako su funkcije J(u) i
gr(w), k =1,2,..,m konveksne i diferencijabilne, onda je (u,, A*) sedlasta tacka
funkcije L ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1.0, i=12..,n
Oui
aL*
< =
2. alk_O,k 1,2,...,m.
L oL _
3. Kam = 0, k=1,2,...,m.

4. 2,20, k=12,...,m,

AL aL “ oL oL . _
gde je o = 7 (u,, A9),i=1,2,...,n i o = o (u,, 1), k=1.2,..,m.

Dokaz:
(=) Pretpostavimo da je (u,, A*) sedlasta tacka.

Po definiciji sedlaste tacne vazi slede¢a nejednakost

L(u,,A) < L(u,, ") < L(u, A*),zasveu € Uyisve A €A.

*

" . . ol . . OL . i . . .
L(u, A*) dostize minimum u tacki u, pa je =0, i =1,2,..,n, stoimplicira uslov 1.

aui
Ispunjenost uslova 2,3,4 je ocigledna na osnovu Teoreme 3.4.1.
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(<) Neka vaze uslovi 1-4.

Funkcije J(uw) i g, (u), k = 1,2,,,.m su konveksne stoga je i L(u, A*) konveksna po u
pa vazi

oL

n
L(u, 2*) = L(u,, A*) + Z(uk —Up) =—.
e} auk

Zbog uslova 1. vaziée
L(u, 1*) = L(u,, A%).
Uslovi 2i 3 daju
ge(w,) <0iAgr(u,) =0k=12,..,m,

tezad, =20,k =1,2,..,msledi

Jo + z A gie(u,) < J. + z Ay g ().
k=1 k=1

Dakle,ta¢ka (u,, A*) je sedlasta tacka funkcije L(u,1). m

Primer 3.6.1: Resiti problem J(x,y) = e**Y > min

[x,v]T € U = {[x,y]T € R?| x? + y? < 1}.
Tacka [0,0]7 je Slaterova tatka: g,(0,0) = —1 < 0 dakle, skup U je regularan.
Funkcija Lagranza pridruzena datom problemu je

L(x,y,2) = e**Y + A(x? + y2 — 1).
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Primenjujemo uslove prethodne teoreme i dobijamo sledece:

dL
a=ex+3’+21x=0
JdL
@=6x+y+21y=0

x2+y2-1<0
Ax?+y2-1)=0
A=0
Posmatrajuci prve dve jednacine dobija se jednacina : 2A(x — y) = 0.
Kako je e**Y # 0 ondajei A # 0, pa se moZe zakljuéitidaje x =y il > 0.

Na osnovu do sada dobijenih rezultata jednatina A(x2+y%2—1) =0 ¢ée biti
zadovoljena ako i samo ako je

x2+y?—1=0tj.

x2+y? =1,
X =y,
2x% =1,
X = iﬂ =y.
2
Za x = \/75 = y dobija se kontradikcija.

V2

Moze se zakljuciti da je x, = — = = Ve
L=l
* 2\/5'

J. =J(x,v) =e V2
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vl
Dakle, tacka [x*,y* A*]T = [— \/;, —\/;,ez—ﬁ] je sedlasta tacka LagranZove funkcije, a

reSenje problema je [x*,y*]

-l

Vrednost funkcije cilja u optimalnom resenju je J, = e V2,

Teorema 3.6.2. [5] Neka je dat problem
J(u) = min
uelU={ueRu=0g,u) <0,k=12,,,.m}
Uy, = {u € R"|u = 0},
gde je U regularan skup, J(u), g,(w) € C1(U,) su konveksne funkcije.

Tacka (u,, A*) je sedlasta tacka funkcije LagranZa ako i samo ako su ispunjeni sledeci
uslovi :

aL* .
1. >0, i=1,2,..,n
aui
aL*
2.uf =0, i=12..,n
du;

6. 1, =20, k=12,...,m
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Primer 3.6.2: Resiti problem J(x,y) = 4x2 + y? + 2x > min

[x,y]T € U ={[x,y]T € R?|[x,y]T 2 0,x2+y+2x <3,y +4x —8 < 0}.
Uy = {[x,y]T € R?*|x =0,y > 0}.

Funkcija Lagranza pridruzena datom problemu je

L(x,y,A,2,) =4x* +y?> + 2x + 1, (y+4x —8) + 1,(x* +y + 2x — 3)
Iz Kun- Takerovih uslova optimalnosti se dobija sistem

oL
= 8x + 2 + 41, + 2xA, + 214, = 0,

ax
;’—yL =2y + A+, 20,
2x(4x +xA, + 1, + 21, +1) =0,

yQ2y + 24 +23) =0,

x,y =0,

y+4x —8<0,

x2+y+2x—-3<0,

M(y+4x—-8) =0,

L(x*+y+2x—3)=0,

A, 4, = 0.

Vrednosti x* =0, y* = 0,47 i 15 = 0 zadovoljavaju navedene uslove.

Na osnovu Teoreme 3.6.2 sledi da je tacka [x*,v*, A3, 4517 = [0,0,0,0]7 sedlasta tacka
funkcije Lagranza.

Minimum zadate funkcije se dostize u ta¢ki [x*,y*]T =[0,0]Ti J. = 0.
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Primer 3.6.3: Resiti problem  J(uq,uy) = 4u? + ué —u; — 2u, - min
[uy, u,1T € U = {Jug,u,]"T € R 2u; +u, < 1L,u? <11

Redenje : Slaterov uslov je zadovoljen za [uy, u,]" = [0,0]7 jer je

g1(0,0)=2-04+0<1i g,(0,0= 02—1<0.

Lagranzova funkcija pridruzena datom problemu je

L(uy,up, A, 25) = 4u? +ub —uy — 2u, + 4, Quy +up, — 1) + 2,(u? —1).

Primenom Teoreme 3.6.1. dobija se sistem jednacina

oL
duy
oL

MQuy +u, —1) =0,

Lw—-1)=0,

2u; +u, —1 <0,

u? —1<0,

A1, Ay = 0.

Razmatrace se 4 slucaja.

1° 4, =1, =0.

Tada resavanjem jednacina (3.6.3.1) i (3.6.3.2) dobijamo da je u; = % iu, =1, sto
nije dopustivo resenje.

2° 4,1, > 0.

Tada morabiti 2u; +u, —1=0i(uf—-1) =0.
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Re$enja ovog sistema su [uq, u,]” = [1, =117 i [uy, u,]* = [-1,3]7.
Uvrstavanjem [uy, u,]7 = [1, —1]7 u jednacinu (3.6.3.1) dobija se

7+ 214+ 2 A, =0, Sto daje kontradikciju zbog uslova 4,1, > 0.
Uvrstavanjem tacke [uq,u,]7 = [—1,3]7 ujednadinu (3.6.3.2) dobija se
4+ A; = 0, 5to je nemoguée jerje A; > 0.

3° 1, =0, 1,>0.

Tadajeu? —1 =0 tj.u; = +1.Naosnovu (3.6.3.2) dobija se da je u, = 1.
U ovom slu¢aju kandidati za optimalno re$enje su [uq,u,]7 = [1,1]7 i

[uy, wp]" = [-1,1]".

Vrednost [uq,u,]7 = [1,1]7 ne zadovoljava prvo ograniéenje zadatog problema, stoga
ne moze biti reSenje.

Uvrétavanje tacke [uy,u,]” =[-1,1]T i A; =0 u jednadinu (3.6.3.1) dovodi do
jednatine —9 — 24, =0, Sto je u kontradikciji sa ¢injenicom da je A, pozitivna
vrednost.

4° 2,1>O, 12:0

Zbog uslova dobija se 2u; + u, = 1, $to u kombinacijisa (3.6.3.1) i (3.6.3.2) dovodi
do sistema slededih jednacina :

18u1_1+211=0,
2u2_2+11=0,
2u1+u2=1.

y . . . y 1 7 117 . .
Re$avanjem sistema dolazimo do tacke [uy,u,, 4,]7 = [E’E’Z] koja predstavlja

jedinstveno resenje ovog sistema.
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T
Dakle, optimalno re$enje datog problema je [u;*, u,*]" = [i,%] , dok je optimalna
vrednost funkcije cilja J, = —g.

Primer 3.6.4. Resiti problem  J(uy,u,) = (uy —4)%? + (uy, — 4)? > min
[uy, u]T € U = {Juy, uy]tT € R?*|luy +uy <4, uy +3u, <91}

Tacka [0,0]7 je Slaterova ( g;(0,0) = —4 < 0i g,(0,0) = —9 < 0) pa zaklju¢ujemo da
je skup U regularan.

Funkcija Lagranza pridruzena datom problemu glasi
L(ul, uZ’Al,Az) = (ul - 4‘)2 + (uZ - 4‘)2 + Al(ul + uZ - 4‘) + Az( u1 + 3u2 - 9 )

Primenom Teoreme 3.6.1 dobija se slededi sistem

dL

—=2(u;—4)+ 4+ 2, =0 (3.6.4.1),
duy

oL

—=2(u, =4+ A+ 31,=0 (3.64.2),
Ju,

oL

a—/11=u1+u2—4S0;

oL

a—/12=u1+3u2—9S0;

AM(u; +u, —4) =0,
A, (uy + 3u, —9) =0,
A, A3 = 0.

1° 4, =1, =0.

Tada reSavanjem jednacina (3.6.4.1) i (3.6.4.2) dobijamo dajeu; = u, = 4, $to nije
dopustivo resenje, jer ne zadovoljava prvo ograni¢enje u; + u, < 4.
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2° A,4, > 0.
Tada

U +u, —4=20

[ u; +3u, —9 =0.
Tacka [uq,u,]? = E,S]T predstavlja reSenje datog sistema. Zamenom dobijene
vrednosti u jednacine (3.6.4.1) i (3.6.4.2) dobija se sistem sledecih jednacina
M+ A, =5,
— A — 34, = =3,

pa zakljuCujemo daje A, = —1, $to je u kontradikciji sa uslovom da su A;i A, pozitivne
vrednosti.

3° 1, =0, 4, > 0.

Kako je A, > 0 mora biti u; + 3u, —9 = 0. Zamenom A; = 0 ujednacinu (3.6.4.1)
dobijase 2(u; —4)+ 4, =0.

Zamenom A; = 0 ujednacinu (3.6.4.2) dobijase 2(u, —4) + 34, = 0.

ReSavajudi sistem:

u; +3u, —9 =0,

2(u; —4)+ 1, =0,

Z(U,Z - 4‘) + 3/12 = O,

_ 33 19

7
dobijasedaje A, =—,uy =—,u = —.
] J 2 5’ 1 10"’ 1 10

’

T
y e . .. 33 19
Odavde mozemo zakljuéiti da je optimalno resenje problema [u;*, u,*]" = [—10,—10

49

minimalna vrednost funkcije ciljaiznosi J, = o
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Primer 3.6.5 Regiti problem J(uy,uyuz) = e“17% + 7% - min
U= {[ug, up,us]" € R3|(uy —up)* —uz < 0,uz —4 <0},

Funkcija cilja i funkcije koje predstavljaju ogranicenja su konveksne, dakle, Primer 3.6.5
je problem konveksnog programiranja.

Tacka [1,1,1]"je Slaterova tac¢ka, pa zakljuéujemo da je skup U regularan.
Lagranzova funkcija pridruzena datom problemu glasi
L(ug, upusz, Aq,25) = €17 + e + 2, ((ug — up)? —uz) + A, (uz — 4).

Na osnovu Teoreme 3.6.1 tacka [u;, us, u5]” je redenje datog problema ako i samo ako
tacka [uf, us, u3, A5, 45 17 zadovoljava slededéi sistem:

eul_u3 + 2/11(u1 - uz) =0 (3651)

_e_uz - le(ul - uZ) =0 (3652)

—e1™h -2, 4+, = 0 (3.6.5.3)
M((u —up)? —uz) =0 (3.6.5.4)
A(us —4)=0 (3.6.5.5)
A, A4, =20 (3.6.5.6).

T

e 3 56_3]

Redenje sistema je [u], us,u3, A5, 45 17 = [1,3,4,7, Z

Zakljuéujemo da je optimalno redenje zadatog problema [uj,us, us]” = [1,3,4]7, dok
minimalna vrednost funkcije cilja iznosi J, = 2e~3.
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U slucajevima kada funkcija cilja i/ili funkcije ogranicenja nisu konveksne, navedene
teoreme se ne mogu primeniti prilikom ispitivanja optimalnosti zbog nekoliko razloga:

e Uslovi ovih teorema ne mogu biti dovoljni, jer funkcija cilja moZe na dopustivom
skupu imati viSe (¢ak i beskonac¢no mnogo) lokalnih ekstrema.

e Prilikom dokazivanja teorema koriste se: konveksnost funkcije cilja, konveksnost
funkcija ogranicenja, Slaterov uslov.
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4 Primena konveksnog programiranja u ekonomiji

Konveksno programiranje je oblast numericke optimizacije koja je Siroko
rasprostranjena u mnogim sferama. lzu¢avanje ove oblasti, dovelo je do otkri¢a da se
sa reSavanjem problema konveksnog programiranja sreéemo u oblastima automatskih
upravljacnih sistema, obradi signala, dizajniranju elektronskih kola, analizi i modeliranju
podataka, ekonomiji i dr.

Maksimizacija prodaje

U klasicnoj mikro-analizi poslovanja preduzeéa, maksimiziranje profita predstavlja
teziSte. Ukupni prihod P se uzima kao jedan od vaznijih parametara koji opisuje
konkurentnost preduzeé¢a u okviru odredene industrijske grane, dok se povecanje
prihoda od prodaje uzima za kriterijum ocene uspeha u upravljanju preduzecem. Na taj
nacin prihod, kao parametar, direktno utiCe i na zarade radnika pa i samog
menadZmenta, s obzirom na postignute rezultate poslovanja.

Dakle, maksimizacija prodaje je svakako alternativni cilj organizacije preduzeca.

U cilju izbegavanja nezadovoljstva vlasnika akcija, menadZment preduzeéa se brine da
nivo ukupne dobiti ne padne ispod zadatog minimuma.

Preciznije, min D(u) = &,.

U tom slucaju problem upravljanja preduzeéem sastoji se u trazenju maksimuma
funkcije ukupnog prihoda P(u) uz ogranicavajuéi uslov

D) =P(w) —T(u) =&,

gde D(u) predstavlja ukupnu dobit, P(u) predstavlja ukupni prihod, T(u) predstavlja
ukupne troskove preduzeda, a u je obim proizvodnje ili traznja.

Dati problem optimizacije moze se opisati na sledeéi nacin

max P(u)
T(w) — P(w) < =&, (& >0),

u=0.
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Pitanje primene Kun — Takerovih uslova na ovaj model zavisi prvenstveno od osobina
posmatranih funkcija. Sve dok je funkcija prihoda diferencijabilna i konkavna, a funkcija
troskova diferencijabilna i konveksna, vazZi¢e da je funkcija ograni¢enja T(u) — P(u)
takode diferencijabilna i konveksna.

Pod ovim uslovima Kun Takerova teorema o potrebnim uslovima se moze primeniti na
formulisani problem.

Funkcija LagranZa pridruzena datom problemu nelinearnog ( konveksnog )
programiranja je

L(u,2) = P(w) + A(P(w) — T(u) — &),
pricemuje A = 0.

Posmatraju se sledeci Kun — Takerovi uslovi optimalnosti

oL

& P/u) = AT'(w) — 2P (u) < 0
ou

oL

u = 0.

Uslu¢ajudaje P(0) =0i T(0) > 0, preciznije da je proizvodnja jednaka nuli
u = 0 bi vazilo % = —¢, — T(u) < 0 $to narusava uslov.

Iz tog razloga posmatra se uslov u > 0 koji je u skladu sa Cinjenicom da nivo proizvodnje
koji je jednak nuli lezi izvan skupa mogudih resenja [uq, u,].

Y. . 0L v e e . .. .
Uslov u > 0 povladi da je PV 0 sSto implicira da prva nejednacina mora biti
zadovoljena kao jednacina. ReSenje te jednacine daje pravilo za odedivanje proizvodnje
koja maksimizira prodaju uz ograni¢enje

oP A aT
ou 1+ ou’

Ukoliko je A = 0 dobija se P'(u) = 0.
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Ovako ekstremna situacija nije moguca uz date pretpostavke jer vrednost traznje u; ,
za koju bi prethodni uslovi bili ispunjeni leZi van skupa mogucih resenja tj.

u; € [uq, uy].

Dakle, mora biti A > 0, tada % = (0, odakle se zaklju¢uje da ograni¢enje na profit mora

biti zadovoljeno kao jednakost, uz napore za ostvarenjem minimalne dobiti ¢&,.

Sluc¢aj kada proizvodnja maksimizira prodaju odnosno kada su grani¢ni prihodi manji od
grani¢nih troSkova je dat sa

/ ’ . . L
P'(u) < T'(u) jerje — < 1.

Situacija u kojoj su granicni prihodi manji od grani¢nih troskova u opstem slucaju daje
visi nivo proizvodnje nego pravilo maksimizacije dobiti koje diktira da su grani¢ni prihodi
i granic¢ni troskovi jednaki.

Matematicki zapis tog uslova glasi

P'(u) =T'(w).
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Rezultati izloZeni u nastavku su predstavljeni u [7].

U narednoj tabeli prikazani su rezultati istrazivanja koje je spovedeno u kompaniji
Deleze, tacnije u Maxi diskontu u Zajecaru.

Podaci su prikupljeni anketom koja je za cilj imala pra¢enje prodaje praska za ves marke
Ariel u periodu od 30 dana, pri éemu je traznja u u tabeli izraZena u kg - 10? a funkcije
P(u) i T(w) u 102 dinara.

U P(u) T(u)
1 89.00 5.5
3 261 207

5.50 464.75 | 205.75
6.80 565.76 | 386,72
8.40 685.40 | 445.69
11.00 869 623

12.50 | 967.75 | 743.75
14.70 | 1106.90 | 945.27
16.20 | 1196.56 | 1099.32
18.50 | 1322.75 | 1361.75
20.00 1400 1550

Funkcija ukupnih prihoda za empirijske podatke glasi

P(u) = —1.0005u? + 89.988u,

funkcija ukupnih troskova
T(u) = 3u? + 10u + 150,
a funkcija ukupne dobiti

D(uw) = P(u) — T(w) = —4.0005u? + 79.988u — 150.
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Grafici aproksimativnih funkcija ukupnih prihoda, dobiti i troSkova dati su na sledeéoj
slici.

+1214.5 /,

+1679 "

1943.5

/
+672.5 / /T
4
1

1537 /

Problem optimizacije koji je u ovom slucaju postavljen glasi

max P(u)
T(w) — P(w) < =&, (& >0),
u = 0.

Imajuéi u vidu da ukupna dobit D(u) ne moze biti manja od &, = 50 - 102 dodatno
ogranienje je &, = 50.
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Polazimo od sledec¢ih Kun - Takerovih uslova optimalnosti

oL
— =P'(u) —AT'(w) = AP'(u) <0
ou

oL
== 6o + P —T@W) 2 0,

Diferenciranjem funkcija, zamenom u nejednakosti i sredivanjem izraza dobija se

oL
FYi —2.001u + 89.988 — A(8.001u — 79.998) <0

oL
= = —4.005u +79.988u — 200 > 0.

Zau = Q uizrazu dobijamo —200 = 0 Sto predstavlja kontradikciju.

Uslov u > 0 generise sledeéu relaciju u > 0= Z—i = 0, odakle se dobija jednacina
—2.001u + 89.988 — A(8.001u — 79.998) = 0.

Iz uslova A = O sledi —2.001u + 89.988 = 0.

Iz date jednacine se dobija u = 44.9715.

Uvrstavanjem dobijene vrednosti u dobija se slededi rezultat % = —4693.57 < 0 Sto

je u kontradikciji sa uslovom.

Dakle, ako se pretpostavi da je A > 0 dobija se slede¢a jednacina % =0, sto je
ekvivalentno sa —4.005u? + 79.988u — 200 = 0.

ReSenja kvadratne jednacine su u; = 2.9296i u, = 17.0649.

Ostaje da se proveri da li dobijena reSenja zadovoljavaju postavljena ogranic¢enja. U tu
svrhu zamenom u4 u jednacinu dobija se da je A = —1.488 $to je u kontradikciji sa
postavljenim uslovom A > 0. Analogno, zamenom u, u jednacinu dobijasedaje A > 0
Sto je u saglasnosti sa postavljenim uslovom optimizacije traznje.
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Sa druge strane, diferenciranjem funkcije D(u) iizjedna¢avanjem njenog prvog izvoda
sa nulom dobija se sledec¢a jednacina

—8.0001u + 79.988 = 0.
ReSavanjem jednacine po u nalazimo da je u = 9.9984.

Dobijeno resenje predstavlja traznju ili obim prodaje za koju se maksimizira ukupna
dobit D(u) u odnosu na posmatrani proizvod.

Poredeci vrednosti 9.9984 i 17.0649 uocava se da je u, > u sto implicira da je

u, = 17.0649 vrednost kojom se maksimizira ukupan prihod P(u), pod uslovom da je
minimalna vrednost dobiti minD (u) = &, = 50 - 102.

Iz navedenog primera moze se zakljuciti da je osnovna ideja pri numerickom resavanju
problema nelinearnog programiranja sa dve promenljive da se prvo proveri vrednost
nula vektora (za svaku promenljivu odlucivanja uzme se vrednost nula) ¢ime se znatno
pojednostavljuju ogranicenja. S obzirom na cinjenicu da u tom slucaju dolazi do
iSCezavanja nekih ¢lanova, posmatrani matematicki model postaje pojednostavljen.
Ukoliko se u tom slucaju mogu pronadi odgovaraju¢e nenegativhe vrednosti
Lagranzovih mnozitelja, takve da sva ogranicenja budu zadovoljena, tada ¢e nula biti
resenje posmatranog problema.

Medutim, postoji moguénost da neka ograni¢enja budu narusena. U takvim situacijama
bira se da jedna ili viSe promenljivih budu pozitivne. Za svaku pozitivhu vrednost
promenljive, moze se, oslabljivanjem uslova, ogranicenje tipa nejednakosti prevesti u
ogranicenje tipa jednakosti. ReSavanjem tako dobijenih jednacina dolazi se do reSenja
ili do kontradikcije. U slucaju da tako dobijeno reSenje dovede do kontradikcije trazi se
nova ideja i postupak se ponavilja.

Sto je matematicki model sloZeniji, utoliko se vie komplikuje re$avanje optimizacionog
zadatka. U slucaju kada su funkcija cilja i ograni¢enja opisani funkcijama koje sadrze vise
promenljivih nuzno je koristiti racunare prilikom resavanja problema.
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Problem optimizacije u teoriji potrosaca

Teorija ponasanja potrosaca zasniva se na problemu optimalne alokacije ogranicenog,
raspolozivog dohotka, na kupovinu robe i usluga, pri ¢emu potrosac nastoji da obezbedi
maksimalno zadovoljenje svojih potreba.

Funkcija cilja koja se optimizuje predstavlja korisnost potro$aca. Promenljive po kojima
se vrsi optimizacija predstavljaju koli¢ine potrosnih dobara, koje ¢ine potrosacku korpu,
dok je ogranicenje budZetsko i za konstantne cene proizvoda (usluga), koje ne zavise od
kolic¢ine, ima oblik linearne nejednakosti.

Pretpostavlja se da potrosac¢ kupuje n proizvoda. Neka su q;,i = 1,2, ...,n koliCine tih
proizvoda, a p; i =1,2,..,n odgovarajue cene po jedinici proizvoda.Stepen
zadovoljenja potreba potrosaca je funkcija koli¢éina tih proizvoda J(qq,..-qn).
Ogranitenje budZeta je dato sa: Y/ p;q; < Vo, gde je sa y, oznalen deo dohotka
potrosaca koji se koristi za kupovinu navedenih proizvoda.

Analiza datog problema, u zavisnosti od pomenutih parametara, daje sledeci problem
optimizacije
max / (91, -+ 4n)
U={qeR"E1piqi <¥0,q:20,i=12,..,n}.

Za analiticko reSenje problema nelinearnog programiranja u ekonomiji koristi se
Lagranzova funkcija pridruzena datom problemu u formulaciji teoreme Kun —Takera.

Primer 4.1: Pavle ima 162 $ koje trosi na x i y. Dobro x kosta 6S po komadu, a dobro
y 9% po komadu. Njegova funkcija korisnosti je J(x,y) = 4x? + 5y2. Koju ¢e od
sledecih korpi dobara on izabrati?

a) Pavle ¢e izabrati samo x

b) Pavle ¢e izabrati samo y

c) Pavle ¢e izabrati ponesto od svakog dobra
d) Nije mogude odrediti.
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ResSenje: Matematickim jezikom iskazan, ovaj problem optimizacije izbora potrosaca
mozZe se zapisati kao problem maksimizacije funkcije cilja korisnosti sa budZetskim
ogranic¢enjem na sledeci nacin

max  4x* + 5y?
6x + 9y < 162
x,y = 0.
Lagranzova funkcija pridruzena posmatranom problemu glasi
L(x,y,A) = —4x% — 5y + A(6x + 9y — 162).
Primena Kun — Takerovih uslova na funkciju Lagranza vodi slede¢em sistemu jednacina

i nejednacina:

oL
—=-8x+64=0

ox

aL— 10y +914 >0
6y_ Y -
aL—6 +9 162 >0
Eri X y >

x(—8x+61)=0

y(=10y +91) =0

A(6x +9y162) =0

x,y,A=0.

Kandidati za optimalno resenje su:
x=964,y=1157i1=12.86
x=0,y=18i1=20
x=27,y=0il1=236
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x=0,y=0i1=0.

Kada se izraCuna vrednost funkcije korisnosti za svaku potrosacku korpu, koju
predstavlja kandidat za optimalno resenje dobija se sledeci rezultat:

J(9.64,11.57) = 1041,
J(0,18) = 1620,
J(27,0) = 2916,

J(0,0) = 0.

Poredenjem dobijenih vrednosti, moze se zakljuciti da je optimalno resSenje

[x.,v.]T = [27,0]T.

Dakle, tacan odgovor je tvrdenje pod a).
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Optimizacija portfolija

Pod investicijom se podrazumeva svako ulaganje u cilju ostvarivanja profita — kupovina
akcija, nekretnina, ulaganje u profitabilan projekat i slicno. Za datu koli¢inu kapitala i
skup raspolozivih investicija, optimalan izbor investicija podrazumeva formiranje
portfolija koji sadrZi odreden broj investicija iz skupa svih raspolozivih investicija. Kako
se u momentu odlucivanja ne zna sa sigurnoséu Sta ce se deSavati sa nov€anim tokom
koji opisuje investiciju, vec¢ postoji samo oCekivano ponasanje buduceg novcanog toka,
stopa prinosa investicije je sluCajna promenljiva koja ima oCekivanu vrednost i u sebi
nosi rizik koji se meri varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Postoje
investicije kod kojih je novCani tok unapred poznat. U tom slucaju prinos je
deterministicka vrednost i standardna devijacija je nula (rizik ne postoji).

Svaka aktiva S; ,i = 1,2, ...,n ima prinos 71;, oCekivani prinos 7; i standardnu devijaciju

2
O; -

Ako se pretpostavi da postoje dva vremenska perioda t = 0 (kupovina Sp) it =1
(prodaja S;) tada je stopa prinosa investicije jednaka

51— 5o

r =
S,
0

Ako postoji n aktiva sledi da je Yi=;So; = Sy, gde je Sy; iznos investiran u i — tu
aktivu,koji se moze predstaviti kao udeo u ukupnoj pocetnoj investiciji, odnosno

Soi = (,l)iSO ) = 1,2, e, n,

gde su w; teZinski koeficijenti (ponderi) za koje vazi *,w; =1— budZetska
jednacina koja nam garantuje da sve investicije u¢estvuju u portfoliju.

Portfolio je linearna kombinacija aktiva

n
= (1)151 + (1)252 + -+ (l)nSn = Z (,l)iSi_
i=1
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Prinos portfolia je

n
T = E w;T; .
i=1

Ocekivani prinos portfolija je

n
T = E wiTy -
i=1

Varijansa (standardno odstupanje) portfolija 62 = w” Gw , gde je G matrica kovarijansi
a w vektor tezinskih koeficijenata.

0'12 cee O-no-l
I ) . _ T
G=| : . s, w = [w, Wy, ..., wy]".
O'lo'n cee 0'1%

Koristeéi matri¢ni zapis, oCekivani prihod portfolija moze se zapisati na sledeci nacin
T =w T,

gdeje 7 = [1,75, ..., T ]".

Konstruisanje portfolija podrazumeva odredivanje tezinskih koeficijenata

w;,i=12,..,n

Ako je w; > 0 trebalo bi investirati u aktivu S;, ukoliko je w; = 0 aktiva S; ne pripada
portfoliju, dok se za w; < 0 dobija taukozvana kratka prodaja. Kratka prodaja
podrazumeva prodaju aktive koju investitor ne poseduje i smatra se pozajmljenom.
Profit se ostvaruje ukoliko cena pozajmljenih sredstava opada.

Diverzifikacija portfolija podrazumeva rasporedivanje ulaganja na veci broj aktiva sa
ciliem minimizacije ukupnog rizika portfolija.

77



Kriterijum optimalnosti moze biti ili maksimizacija ocekivanog prinosa ili minimizacija
rizika koju nosi portfolio — Markovicov (Markowitz) model, ili kombinacija ova dva
kriterijuma.

Maksimizacija o¢ekivanog prinosa, uz zadato gornje ograni¢enje standardne devijacije

dovodi do sledeceg problema konveksnog programiranja
_ T_
maxi; = ' T,

ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

Minimizacija rizika koju nosi portfolio, sa zadatom donjom granicom za ocekivani prinos
predstavlja slededi problem konveksne optimizacije

min o2 = 0’ Gw

uz sledeca ogranicenja:
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Maksimalan ocekivani prinos uz minimalan rizik dobija se kombinacijom prethodna dva
modela $to daje sledeéi problem konveksne optimizacije

min 2 — pi,
n —
i=1w; =1,

(l)iZO,

gde p predstavlja parametar koji odreduje 3ta je investitoru i koliko bitno, a p~! je
koeficijent koji meri averziju prema riziku.

Kada p uzima manje vrednosti, p~1 se povecava, stoga je minimalan rizik vaZniji.
Kako vrednost za p raste, odbojnost prema riziku se smanjuje, pa maksimizacija
ocCekivanog prinosa dominira.
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Primer 4.2 Investitor Zeli da uloZi milion dolara kupujudi akcije u tri kompanije: A,B i C.
Kompanija A se bavi proizvodnjom mobilnih telefona, kompanija B se bavi
proizvodnjom delova za mobilne telefone, dok kompanija C proizvodi sladoled. Godisnji
prinos je slu¢ajna promenljiva, a o€ekivani prinos za svaku kompaniju je dat u tabeli.

A B C
20% 12% 4%

Postoji jaka korelacija izmedu prodaja kompanija A i B, dok prodaja za kompaniju C
zavisi od vremena, leti je povecana potraznja za sladoledom $to utiCe na broj prodatih
sladoleda, dok vremenski uslovi ne utiCu na broj prodatih mobilnih telefona.

Matrica kovarijanse u ovom slucaju je

50 40 O
G=|[40 40 O
0O 0 10

Investitor Zeli da minimizira rizik, pod uslovom da ocekivani prinos ne bude nizi od 12%.
Resiti ovaj problem optimizacije.

ReSenje : Neka je w;, deo kapitala ulozen u i — tu aktivu, i = 1,2,3.

Ocekivani prinos iznosi 0.20w4 + 0.12w, + 0.04w3.

Na osnovu podataka u matrici kovarijanse, dobija se sledeé¢a jednacina rizika
50w;% + 80w w, + 40w,% + 10w52.

Investitor Zeli da minimizira rizik, uz ograni¢enje da ocekivani prinos ne bude manji od
12%, sto implicira sledeci problem optimizacije

min 50w,? + 80w, w, + 40w,? + 10w3>
uz ogranicenja :
0.20w; + 0.12w, + 0.04w3 > 0.12,

w1 +wy,; +wz =1, W1, Wy, w3 = 0.
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Optimalno reSenje je odredeno koriséenjem programskog paketa MATLAB.

function w=portfolio (G, r)

cvx begin
variable w(3) ;
minimize (w'*G*w) ;
subject to
r*w>=0.12;
w'*ones (3,1)==1;
w>=0;

cvx_end
cvx_optval

IzvrSavanjem programa dobija se sledeci rezultat

Status: Solwved
Optimal walue (cvx optwval): +15

Ccvx optwval =

15.0000

ans =

=

. 2000
0.0000
. S000

=

Dakle, investitor koji Zeli da minimizira rizik treba da uloZi 50% kapitala (500000%) u
akcije kompanije 4 i 50% kapitala (500000%) u akcije kompanije C.
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Primer 4.3 (Optimalni portfolio na trzistu Republike Srbije)

Posmatramo akcije sledeéih kompanija: Naftna industrija Srbije a.d. Novi Sad (NIS),
aerodrom Nikola Tesla a.d. Beograd (AERO), Alfa Plam a.d. Vranje (ALFA), Metalac a.d.
Gornji Milanovac (MTLC), Beogradska autobuska stanica a.d. Beograd (BASB) i Aik banka
a.d. Ni& (AIKB).

Kovarijansna matrica za akcije izabranih kompanija
NIS AERO ALFA MTLC BASB AIKB
NIS 0.00166| 0.00109| -0.00015| -0.00011| 0.0017| 0.00072
AERO 0.00109| 0.00468| 0.00243| 0.00046| 0.00178| 0.00113
ALFA -0.00015| 0.00246 0.00264| 0.00027( 0.00143( 0.00027
MTLC -0.00011| 0.00046| 0.00027| 0.00054| -0.00001| 0.00069
BASB 0.0017| 0.00178| 0.00143| -0.00001| 0.00878| 0.00164
AIKB 0.00072| 0.00113 0.0027| 0.00069| 0.00164( 0.00176

Optimizacija Markovicovog portfolija se zasniva na resavanju sledeéeg optimizacionog
problema

min o2 = 0w Gw

ako minimalna prihvatljiva granica prinosa koju portfolio treba da ostvari iznosi 5.04%.
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Metoda Lagranzove funkcije pridruzene zadatom problemu implicira

0,00166 0,00109 -0,00015 -—0,00011 0Q,00170 0,00072] [w —0,0214 1
0,00109 0,00468 0,00243 0,00046  0,00178 0,00133| |w. 0,0762 1
—0,00015 0,00243 0,00264 0,00027 0,00143 0,00027| |w; _ 0,0504 Y 1 —0
—0,00011 0,00046 0,00027 0,00054 —0,00001 0,00069| |w, ' -0,0102 211
0,00170 0,00178 0,00143 —0,00001 0,00878 0,00164] |ws —0,0424 1
0,00072 0,00113 0,00027 0,00069 0,00164 0,00176] |we 0, 0049 1
—0,0214
0,0762
0,0504 _
w1 @y ws wg ws %]—mmm =T
—0,0424
0, 0049
1
1
1
[Ldl Wy Wy W4 Why Lu‘ﬁ] 1 =1
1
1

Ovaj sistem linearnih jednacina sadrzi veéi broj promenljivih, stoga reSavanje ovog
sistema ne predstavlja tako jednostavan zadatak.

Radi preciznosti rezultata u nastavku ée biti dati kodovi za odredivanje optimalnog
Markovicovog portfolija pomocu CVX u programskom paketu MATLAB.

function w=Markowitz (G, r)

cvx _begin

variable wi(6);

minimize (norm(chol (G) *w) ) ;
subject to

r'*w==0.0504;

w'*ones (6,1)==1;

w>=0;

cvx_end

cvx_optval
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Koris¢enjem MATLAB— a, na osnovu unetih parametara, za izabrane akcije, dobija se
optimalan portfolio.

Ccvx optval =

0.0464

ans

L0000
3162
5045
L0000
L0000
1753

Lo T o R e Y o I e N o

Redenje: [wq, wy, w3, Wy, ws, wg]T = [0,0.3162,0.5045,0,0.1793]7

Na osnovu dobijenih rezultata zakljuuje se da je najbolje ulagati u akcije kompanija
koje imaju pozitivhe ocekivane prinose. Rizik portfolija se procenjuje na 0.05%.

84



5 Geometrijsko programiranje

Geometrijsko programiranje, u opstem slucaju, ne predstavlja problem konveksne
optimizacije. Medutim, transformacijom funkcije cilja i funkcija kojima su opisana
ogranicenja, problem geometrijskog programiranja se moze transformisati u problem
konveksnog programinjanja, pogodnom zamenom promenljivih.

Louner — DZzon ( Lowner —John ) elipsoid

Neka je C € R™ ogranicen skup neprazne unutrasnjosti. U ovom poglavlju posmatran
je problem nalazenja elipsoida maksimalne zapremine koji se nalazi unutar C, kao i
problem odredivanja elipsoida minimalne zapremine koji pokriva C.

Definicija 5.1 : Elipsoid minimalne zapremine koji sadrzi skup C naziva se Louner — DZon
elipsoid skupa C u oznaci E;;.

U nastavku rada bice koriséena sledeéa parametrizacija elipsoida
E={v||lAv + b||, < 1}.

Bez umanjenja opstosti, moZe se pretpostavitida je A € S},.

U tom slu¢aju zapremina € proporcionalna je detA™!.

Tada se problem nalazenja elipsoida minimalne zapremine koji sadrzi C matematicki
formulisSe na sledeci nacin

min logdetA™! (5.1)

pod uslovom da je |Av — b||, < 1, zasvev € C.

Promenljive su A€ S™A>0 i b € R"™ Funkcija cilja i funkcije ograni¢enja su
konveksne, stoga problem (5.1) predstavlja problem konveksnog programiranja.
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Posmatra se problem (5.1) u sluc¢aju kada je skup C konacan,

C ={xq,x5, .., x} € R™

Elipsoid pokriva C ako i samo ako sadrzi konveksnu obvojnicu C.

Problem nalaZenja elipsoida minimalne zapremine koji sadrzi skup conv{x,, x5, ...

se moze zapisati na sledeci nacin

min logdetA™!

pod uslovom daje ||Ax; — b, <1, i=1.2,..,m.
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Efikasnost Louner — DZonove elipsoidne aproksimacije

Neka je &;; Louner— Dzon elipsoid, konveksnog, zatvorenog skupa neprazne
unutrasnjosti C € R™ i neka je x, njegov centar.

Tada
1

Aproksimacija unutrasnjosti proizvoljnog konveksnog skupa elipsoidom Louner— Dzon
zavisi od vrednosti n.

Vrednost % se ne moZze poboljsati bez dodatnih pretpostavki o skupu C. [1].

Na slici, velika elipsa opisana oko Sestougla predstavlja elipsoid minimalne povrsine koji
sadrzi temena Sestougla a ujedno i skup conv{xy, x5, ..., Xg}.

Manja elipsa, predstavlja Louner — DZzonovu elipsu, smanjenu za faktor n = 2, oko
centra.

Elipsoid se sigurno nalazi u unutrasnjosti skupa conv{xy, x,, ..., X¢}.
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Elipsoid maksimalne zapremine sadrzan u konveksnom skupu

Posmatra se problem nalaZenja elipsoida maksimalne zapremine koji se nalazi unutar
konveksnog skupa C.

Pretpostavlja se da je skup C ogranicenidaje intC # @.

Za formulaciju ovog problema, koristice se sledeéa parametrizacija elipsoida
E={Bu+d]||ull, <1}

Kao i u slucaju elipsoida minimalne zapremine i ovde se moze pretpostaviti da je

B € S}, , paje zapremina & proporcionalna det B.

Elipsoid maksimalne zapremine unutar skupa C, dobija se reSavanjem problema
konveksne optimizacije, u kom su promenljive B € S™id € R™ iispunjen je uslov

B > 0.
Preciznije,
max logdetB

pod uslovom daje Ic(Bu+d) < 0,zasve |[ul]l, <1, i=12,..m.
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6 Problem najmanjih kvadrata sa ogranicenjima

Posmatra se sledeéi problem optimizacije
min||Ax — b||?
(6.1)
sa ograni¢enjem Ixl|? < «,
gde je A € R™" punogranga, b € R™ia > 0.
Dati problem optimizacije predstavlja problem konveksnog programiranja.
Slaterov uslov je zadovoljen za x = 0.
Da bi se ovaj problem resSio potrebno je formirati Lagranzovu funkciju
L(x,2) = [|Ax = b|I* + A(l|x]I* = ).
Kun - Takerovi uslovi optimalnosti za dati problem glase

VL =2AT(Ax — b) + 2Ax = 0, (6.2)

(x> = ) =0, (6.3)
Ix|I* — a <0, (6.4)
1= 0.

Za A = 0z jednacine (6.2) dobijamo da je x, = (ATA)"1ATb optimalno re$enje datog
problema ako i samo ako je x, dopustivo resenje, tacnije ako zadovoljava uslov
%% < a.

Sa druge strane, ukoliko je [|x.||? > «,tadajei A > 0.

Kako jednacina (6.3) mora biti zadovoljena zaklju¢uje se da je ||x||?> = a, dok (6.2)
implicira da je

x, = (ATA+ A" 1ATb.

LagranZov mnozitelj A > 0 treba biti odabran tako da ograni¢enje bude zadovoljeno,
preciznije, A je reSenje jednacine f(1) = 0, gde je

fQ):=1(ATA+ D ATh||? —a. (6.5)
f(0) = lIx.]I*> = a > 0.
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Funkcija f je strogo opadajuca funkcijai f(1) » —a kad A - oo.

Dakle, postoji jedinstveno A tako da je f(1) = 0 ,a efikasan nadin za odredivanje 1
predstavlja metod bisekcije, koji ¢e u nastavku biti opisan.

Optimalno resenje problema najmanjih kvadrata sa ograni¢enjem je

_ {(ATA)‘lATb |x.]I* < a,
T (ATA+ AD1ATD .2 > «.

Metoda bisekcije (polovljenja)
Pretpostavimo da se u intervalu [a, b] nalazi reSenje funkcije f(x) = 0, gde je

f (x) neprekidna funkcija.

a,+bq
P

Biramoa; =a,b; =bic; =
Ako je f(c;) = 0 tada je c; traZeno resenje.

U suprotnom, pod pretpostavkom da je f(a;) - f(c;) < 0, sledeéa aproksimacija se
traZi u intervalu [a,, ¢, ] tako da je
a+b,

2

az =a1’ bz :C1, CZ ==

U slu¢aju da je f(a,) - f(cq) > 0 sledecu aproksimacija trazimo u intervalu [cq, by ]

TP . _ __ Gxtby
biraju¢i a; = ¢y b, = by, ¢; = -

Postupak se ponavlja sve dok se ne postigne zadata preciznost ¢ ili dok se ne ispuni
zadati broj koraka.
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Graficki prikaz nalazenja nule funkcije metodom bisekcije.

4
Y

a To

U nastavku je napisan kod koji predstavlja implementaciju metode bisekcije u

programskom paketu MATLAB.

function z=bisection(f,l,u,eps)

if(f(1)*f (u)>0)
disp('Error! £(l)*L(u}>0")
end

iter=0Q;

while (u-1>eps)
z=(1l4u) f2;
iter=iter+l;
if(E(1)*£(=z)>0)

1=z;
else
u=z;
end
fprintf({"iter number 3d current s=sol 2.6 \n',i1ter,z);

end
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Kod problema najmanjih kvadrata sa ograni¢enjem, skalarna funkcija f definisana u
(6.4) zadovoljava uslov f(0) > 0, stoga preostaje da se pronade tacka u > 0 takva da

f(w <o.

Za odredivanje takve tacke najjednostavniji pristup bi bio pocetisa u = 1 i proveriti
dalije f(1) < 0. Ukoliko nije ispunjen uslov, biramo u, tako da u — 2, dok f(u) ne
postane negativno.

MATLAB kod za realizaciju ove ideje je dat u nastavku.

function x cls=cls(A,b,alpha)

[m,n]l==zize (&)
X ls=A\Db;
if(normix ls) "2 <=alpha)
A cls=x ls;
else
f=@ (lam) norm( (A°"*A+lam*eye (n))\(A'*b))*2 - alpha;
u=1;
while (f(u)>0)
u=Z*u;
end
lam=bhisection(f,0,u, le-T7);
¥ cls=(A'*A+lam*eye (n) )\ (A'*Db);
end
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1 2
3 1] ib=1[234]Tia=0.5.
2 3

Primer 6.1. Resiti problem (6.1) ako je A =

Pomocu gore navedenog MATLAB koda, za a = 0.5 dobija se reSenje
>> cls(A,b,0.5)

ans =

0.5000
0.5000.

Za reSavanje Primera 6.1 moze se koristiti CVX.

cvx begin

variable x cvx(2);
minimize (norm(A*x cvx-b));
subject to

norm(x cvx)<=sqrt(0.5);
cvx_ end

Dobija se resenje:
>> X_CVX

X_CVX =

0.5000
0.5000.

Kori$¢enjem oba koda, dobijamo isto resenje x, = [0.5,0.5]".
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Primer 6.2 Za matricu

-1 -6 1 3 -3
-1 -2 701 ) 5
0 3 10 -1 i vektor _3
-6 —11 -2 12 -7
1 6 —1 -3 4

reSiti sledeci problem optimizacije
min||Ax — b||?

sa ograni¢enjem lx||* < 0.3.

Zadatak je reSen u programskom paketu MATLAB, pomocu CVX.

cvx begin

variable x cvx(4);
minimize (norm(A*x cvx-b));
subject to

norm(x cvx)<=sqrt (0.3);
cvx end

lzvrSavanjem programa dobija se sledeci rezultat:
ans =

0.0803
0.1947
0.4712
-0.1832

Dakle, reSenje optimizacionog problema je vektor

x, = [0.0803,0.1947,0.4712, —0.1832]".

94



7 Zakljucak

Konveksna optimizacija je oblast numericke analize koja je izuzetno aktuelna. Nedavna
otkri¢a podstakla su nova interesovanja za proucavanje ove oblasti.

Problemi konveksnog programiranja rasprostranjeniji su nego Sto se se ranije mislilo.

Od 1990. godine otkrivene su mnoge primene u oblasti automatskih upravlja¢nih
sistema, obradi signala, dizajniranju elektronskih kola, analizi i modeliranju podataka,
ekonomiji.

Postoje velike prednosti kada se problem koji se resSava, modelira pomocu konveksnih
funkcija.

Prepoznavanje problema, koji se, transformacijama mogu svesti na probleme
konveksne optimizacije Cesto predstavlja izazov.

Pojedini teorijski rezultati se mogu primeniti isklju¢ivo na probleme definisane preko
konveksnih funkcija, stoga, najosnovnija prednost ove klase problema predstavlja
pouzdano i efikasno pronalazenje resenja, uz pomo¢ algoritama konstruisanih za
reSavanje ove klase problema. Vecina algoritama dizajnirana je za trazenje lokalnih
minimuma. Najvaznije svojstvo konveksnog programiranja je to, sto tacka lokalnog
minimuma, istovremeno predstavlja i globalni minimum.

U opstem slucaju reSavanje problema nelinearnog programiranja je prilicno kompleksno
i ne postoji univerzalan algoritam koji je najbolji.

U slucaju resavanja problema konveksnog programiranja, sa sigurnos¢u se, moze
koristiti bilo koje optimalno resenje koje se dobije, znajuci, da ne postoji drugo resenje,
koje daje bolju vrednost funkcije cilja.
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