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Uvod

Nula je broj koji je mozda najduzi vremenski period ulazio i nalazio svoje mesto u
matematici. Od samih pocetaka i definisanja vrednosti i oznake, privukla je paznju brojnih
matematic¢ara, kao Sto su Leonardo Fibonacci, Brahmagupta, Mahavira, Bhaskara i drugi.
Otkada je uvedena i prihvacena kao broj postavljaju se mnoga pitanja o njoj.

Nula je pojam koji je veoma apstraktan i intuitivno neshvatljiv u ranim uzrastima, jer
je tesko zamisliti odsustvo necega, pa je zbog toga veoma vazno pronaci adekvatan nacin i
metod za uvodenje ovog pojma u osnovnom obrazovanju. Nula ima dvojaku ulogu, predstavlja
rezervno mesto odnosno koristi se za oznacavanje odstustva jedinica, desetica, stotina,... u
zapisu broja. Zatim nulu korisitmo i kao broj koji oznacava koli¢inu ili meru necega. Rec€ je o
sveprisutnom pojmu, bilo kao broj, bilo kao cifra. Re¢ nula potic¢e od indijske re¢i Sunja sto
znaci bilo je prazno. Simbol koji se koristi za pisanje cifre i broja 0 poti¢e od praznog kruga,
kao oznake za odsustvo necega, Sto upravo nula i predstavlja.

U uvodu rada bi¢e prikazan istorijski aspekt uvodenja nule u matematiku. Nula ima
dugu i1 zanimljivu proSlost, u radu je predstavljen razvoj koncepta nule u Mesopotamiji, Indiji,
kod islamskih i arapskih naraoda kao i kod civlizacija Maja i na kraju, ali ne manje znacajan,
razvoj koncepta nule u Evropi. Kako se matematika razvijala, nula je postala kamen temeljac
racunanja. Danas, nula predstavlja osnovu modernog ra¢unarskog binarnog sistema nula i
jedinica. Takode ¢e biti prikazan i teorijski znacaj ovog pojma u matematickoj teoriji. Nula ima
veliki znacaj prilikom racunanja grani¢nih vrednosti, kojima ispitujemo $ta se dogada u okolini
nule, odnosno sa veli¢inama koje teZze nuli. U ovom delu je predstavljena jedna od najlepsih
matemati¢kih formula, koja povezuje 5 vaznih matematickih veli¢ina m, i, e, 110, poznata
kao Eulerova relacija koja glasi: e™* +1 =10 .

U drugom delu obraden je koncept nule u nastavi matematike u osnovnoj skoli. Ucenici
se ve¢ u prvom razredu osnovne Skole susre¢u sa ovim pojmom, iako su verovatno mnogo
ranije ¢uli za ovaj pojam u svom neposrednom okruZenju, kao $to ¢e ga i nakon Skolovanja
vrlo Cesto susretati u razli¢itim sferama Zivota. U ovom delu rada poseban znacaj je dat analizi
nastavnih sredstava koja se bazira na analizi udzbenika koji se koriste tokom izvodenja nastave.
Poseban akcenat je stavljen na tvrdnju ,,sa nulom nema smisla deliti* koja predstavlja jednu od
prvih nepremostivih prepeka koju ucenici sre¢u u drugom razredu osnovne Skole, a sa kojom
se susrecu do kraja svog matematickog obrazovanja. Ovde je razmotreno i kratko istraZivanje
o rezultatima dobijenim pri pokuSaju deljenja sa nulom na kalkulatorima na razli¢itim IT
uredajima.

Kako je nula apstraktan pojam, a kako je nastava matematike u osnovnoj $koli pre svega
induktivna, razumevanje ovog pojma ne prestaje da bude u ZiZi istraZivanja iz oblasti metodike
matematike. Na pocetku tre¢eg dela bice prikazano nekoliko publikovanih istrazivanja na ovu
temu. IstraZivanjima su ispitivana znanja o nuli ucenika ali i nastavnika, jer su ipak nastavnici
ti koji imaju mo¢ prenosenja znanja na ucenike. Nakon toga, dat je instrument (test) za u¢enike
sedmog 1 osmog razreda osnovne skole koji se odnosi na razumevanje koncepta nule. Pilot
istrazivanje o poznavanju broja nule sprovedeno je na ucenicima sedmog 1 osmog razreda

osnovne $kole u Subotici.

Poslednji deo rada predstavlja predlog inovativnih nastavnih metoda koji bi mogli
pomo¢i u boljem savladavanju, odnosno boljem usvajanju koncepta nule predvidenih
sadrzajima predmeta matematika u osnovnim Skolama.



I KONCEPT NULE

"Gledamo li nulu, vidimo nista,
ali pogledamo i kroz nju, videcemo svet”.
Kaplan'
Sta je nula?
Interesantno je da je prva asocijacija na nulu, praznina, niSta, a ipak se smatra jednom
od najvecih dostignuéa Covecanstva.
Nula ima dvojako znacenje:

1. Nula kao rezervno mesto predstavlja jednostavan znak za oznacavanje praznog mesta
za cele brojeve u brojevnim sistemima. U dekadnom sistemu u zavisnosti od polozaja
u zapisu, ciframa se razlikuje numericke vrednosti, cifra moze imati vrednost jedinice,
desetice, stotine, i tako dalje. Na primer, u broju 3205, nula se koristi da oznaci odsustvo
desetica u ovom broju, ako bismo izostavili nulu dobili bismo broj 325, koji ima znatno
manju vrednost u odnosu na broj 3205. Bez znaka za prazan prostor, bilo koji zapis
broja bio bi dvosmislen.

2. Druga upotreba nule je kao sam broj, u obliku koji koristimo danas. Nula kao broj
oznacava koli¢inu ili meru necega. Broj koji se moze koristiti u ratunanju i ima svoja
matematic¢ka svojstva. Ne pripada skupu prirodnih brojeva N, ali postoji proSirenje tog
skupa No, i upravo to prosirenje predstavlja broj 0, N, = N U {0}.

Broj nula je daleko od intuitivnog koncepta. U ranim istorijskim vremenima brojevi su smatrani
mnogo konkretnijim, od apstraktnih koncepata kakvi su danas.

., Bile su potrebne hiljade godina dok je shvaceno da par fazana i dva dana imaju zajednicku
karakteristiku — broj 2*“  Bertrand Rasel’

Re¢ nula

Zanimljivo je samo poreklo naziva cifre nula. Indijska re¢ za nulu Sunja Sto u prevodu
znaci ,,bilo je prazno®, na arapski je prevedena kao as-sifr ili sifr. U svojoj knjizi ,,Liber
Abbaci* Fibonaci® naziva nulu zephirum. U Italiji se koristila re¢ zeuro za nulu, dok se u
Engleskoj koristi re¢ zero. Od ovih reci se razvila i re€ cifra i Sifra koju mi danas koristimo. Za
re¢ nulu koriSteni su i nazivi: rota, circulus, galgal, omicron, theca, null i figura nihili. Smatra
se da simbol za cifru nulu — 0 potice od praznog kruga, kao oznaka za odstustvo necega. [1]
Zapis nule kakvu danas poznajemo — 0 prvo se pojavila u indijskom natpisu na zidu hrama u
Gvalior-u (centralna Indija) i datira iz 876. godine, prikazan na slici 1.

! Robert Kaplan je roden 1933. godine, americki autor popularnog nauénog bestselera ,,Pri¢a o nuli“ koji je
preveden na nekoliko jezika. Zajedno sa svojom suprugom Ellen je osnovao 1994. Godine ,,Matematicki krug®,
vannastavni program za matematicku didaktiku i ,,uzivanje u ¢istoj matematici‘.

2 Bertrand Rasel (1872 - 1970) britanski matematicar i filozof.

3 Leonardo Fibonacci (roden oko 1170, a umro oko 1250 ) italijanski matematicar.
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Slika 1. Natpis u Gvalior-u

izvor: https://www.smithsonianmag.com/smart-news/you-can-visit-the-worlds-oldest-zero-at-a-temple-in-india-
2120286/

,,Nula je mocna jer je bliznakinja beskonacnosti. Beskonacnost i nula jednake su i
suprotne, kao yin i yang. Jednako su paradoksalne i uznemirujuce. Najveca pitanja nauke i
religije pitanja su o nistavilu i vecnosti, praznini i beskraju, nuli i beskonacnosti. Sukobi oko
nule Zestoko su potresali temelje filozofije, nauke, matematike i religije. U pozadini svake
revolucije skrivale su se nula i beskonacnost. Nula se nalazila u srcu sukoba Istoka i Zapada,
bila je okosnica bitke izmedu religije i nauke. Nula je postala jezikom prirode i najvaznije
matematicko orude. ,, ,Nula — Biografija opasne ideje** - Charles Seife*

Istorija nule

., U istoriji civilizacije otkrice nule ¢e se uvek isticati
kao jedno od najvecih postignucéa covecanstva. “
Tobias Dantzig °

Sam razvoj matematickog koncepta nule bio je netipi¢an. U nekim drustvima, poput
Indije i civilizacije Maja razvoj ovog matematickog koncepta brzo je napredovao, dok je u
Gr¢koj, prihvatanje nule trajalo vise od 1000 godina. Za ove razlike u vremenu prvenstveno su
zasluzne razlike u religijskim 1 filozofskim verovanjima samih drustava. U indijskoj
hinduisti¢koj religiji, bilo je mnogo bogova koji su predstavljali razli¢ite dualizme u Zivotu,
jedan od njih je praznina i beskonacnost. Dakle, kada je nula kao rezervisano mesto stigla u
Indiju, proSirenje koncepta na koli¢inu bilo je prirodno jer je srodna ideja (praznina) veé
postojala u religiji. U Gr¢koj, medutim, pojam nula kao broja bio je u suprotnosti s
matematickim dokazom da Bog postoji. [2] Pored toga, gréki filozofi nisu prihvatali da se moze
koristiti simbol za predstavljanje praznine. Indijski matematicari prenosili su svoja znanja o
nuli na islamske 1 arapske kulture, dok Evropa vekovima nije prihvatala niSta Sto dolazi sa
istoka pa ni nulu. Evropljani su nulu smatrali brojkom pogodnom za varanje i kradu, ali 1 kao
brojku koja predstavlja pocetak negativnim brojevima koji su oznacavali gubitke [3] .

4 Charles Seife je americki autor i novinar, profesor sa Univerziteta u Njujorku.
Njegova prva i najpoznatija objavljena knjiga je Nula - Biografija opasne ideje.

5 Tobias Dantzig (1884 - 1956) ameri¢ki matematicar.
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Mesopotamija

Vavilonci su koristili brojevni sistem bez oznake za prazno mesto vise od 1000 godina.
Nisu imali problema sa dvosmislenosS¢u zapisa nekog broja. Zapisivali su na plocama od
nepecene gline, korite¢i klinasto pismo. Takvi zapisi datiraju jos iz 1700. godine pre nove ere.
Njihova oznaka brojeva je drugacija od oznaka koje mi danas koristimo jer su koristili brojevni
sistem sa osnovom 60, ali i kad bismo preveli u brojevni sistem sa osnovom 10 koji danas
koristimo, ne bismo razlikovali brojeve 2106 i 216, zbog nedostatka oznake za odsustvo
desetice. Oko 400. godine pre nove ere Vavilonci su poceli da upotrebljavaju simbol za nulu,
koristili su dva nagnuta klina da oznace mesto gde treba da stoji nula (prikazani na slici 2). Ta
oznaka nije bile jedinstvena. U drevnom vavilonskom gradu Kishu (danasnji Irak) pronadena
je ploca na kojoj su korisStene tri kuke za oznacavanje praznog mesta u zapisu broja. Pronadene
su i1 ploce koje koriste jednu kuku za prazno mesto. Zajednicka karakteristika svih zapisa na
plo¢ama je ta da se oznaka za prazno mesto nikad nije nasla na kraju zapisa broja. [4]

Slika 2. Dva nagnuta klina - oznaka za prazno mesto u Mesopotamiji

Izvor: https://atorwithme.blogspot.com/2019/04/ta-cudnovata-nula.html

Indija

U Indiji se razvio brojevni sistem koji danas koristimo, po uzoru na vavilonske
numeri¢ke sisteme. U 4. veku pre nove ere Aleksandar Veliki® je prilikom osvajanja Istoka
preneo vavilonsku nulu u Indiju, ona je dobila brojnu vrednost i mesto na osi. Oko 500. godine
Aryabhata’ je osmislio brojevni sistem ali bez nule, na mestu nule bi koristio re¢ ,, kha ““ koja
ée se kasnije koristit kao naziv za nulu. U tri vazne knjige indijski matemati¢ari Brahmagupta®,
Mabhavira’ i Bhaskara!® razradivali su probleme ra¢unanja sa nulom i negativnim brojevima —
sabiranje, oduzimanje, mnoZzenje 1 deljenje. Brahmagupta je u 7. veku u svojoj knjizi postavio
pravila koja se odnose na aritmetiku nule i negativnih brojeva. Njegova pravila su glasila:

,,Kada se nula doda broju ili oduzme od broja, broj ostaje nepromenjen “
., Broj pomnozen sa nulom postaje nula

., Zbir nule i negativnog broja je negativan broj “

., Zbir pozitivnog broja i nule je pozitivan “

¢ Aleksandar Veliki poznat kao i Aleksandar 111 Makedonski (356. p.n.e. — 323. p.n.e.) kralj naticke gréke
kraljevine Makedonije.

7 Aryabhata (476 — 550) prvi indijski matematicar i astronom.

8 Brahmagupta (598 — 668 ) indijski matemati¢ar i astronom.

9 Mahavira (oko 800. - oko 870. ) indijski matematicar.

10 Bhaskara (1114. - 1185.) indijski matematicar i astronom.
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Pravila za oduzimanje:

., Negativan broj oduzet od nule postaje pozitivan *
,, Pozitivan broj oduzet od nule postaje negativan *

,,Ako od negativnog broja oduzmemo nulu, dobijemo negativan broj, ako od pozitivnog
broja oduzmemo nulu, dobijemo pozitivan broj “

’

,,Ako od nule oduzmemo nulu, dobijemo nulu.’

Brahmagupta ima pravilo 1 za mnoZenje, koje kaze da je svaki broj pomnozen s nulom nula.
Ali je oprezan kod pravila za deljenje:

., Pozitivan ili negativan broj pri deljenju nulom daje razlomak s nulom u imeniocu.
Nula podeljena negativnim ili pozitivnim brojem je ili nula ili se prikazuje kao razlomak
s nulom u brojiocu i konacnom velicinom kao imeniocem.

i3

,,Nula podeljena nulom je nula.

Uvidevsi da je poslednje citirano Brahmaguptino pravilo neta¢no, Mahavira, u pokuSaju da
ispravi greske, 830. godine objavljuje delo Ganita Sara Samgraha, kao vid azuriranja knjige
Brahmagutpe. On tvrdi da broj ostaje nepromenjen pri deljenju sa nulom, Sto takode nije tacno.
Bhaskara pise 500 godina nakon Brahmagupte.

,,Ova knjiga je oznaka za beskonacnu velicinu. U velicini, koja je nastala iz velicine
koja ima nulu kao delitelja, nema promene, iako joj se mnoge mogu dodati ili oduzeti;
kao Sto se beskrajan i nepromenljiv Bog ne menja kada se svetovi stvaraju i unistavaju,
iako time mnogobrojna bi¢a nastaju i nestaju.

iz

Bhaskara je pokusao da resi probelm % = oo, Ovaj zapis nije tacan jer bi to znacilo da je oo -

0 = n za svaki broj n. Indijski matematicari nisu priznavali da se ne moze deliti nulom.
Bhaskara je tacno unapredio postojeca pravila racunanja dodajuci sledeca pravila:

02=01i+V0=0.

Matematic¢ar Aleks Bellos!! tvrdi da nula nije slu¢ajno otkrivena bas u Indiji. Sama ideja
o nuli odavno je ukorenjna u njihovu kulturu. Nirvana — simbol stanja apsolutnog mira,
niStavnosti predstavlja pogodno tlo za uvodenje odgovarajueg pojma za nista. Pronalasci
indijskih matematiCara preneseni su i na islamske i arapske matematicare dalje na zapad.

Islamski i arapski narod

Persijski astronom Abu abu-Mas'har'® je prvi napisao sistem brojeva koji danas
koristimo, tako $to je modifikovao postoje¢i indijski brojevni sistem i proSirio ga dalje ka
zapadnom arapskom svetu. Pre ovoga, zapisivanje brojeva se radilo na tri nacina: brojanje na
prste, brojevi oznaceni arapskim slovima 1 indijski dekadni sistem. Abu abu-Mas'har je, na
osnovu prevoda hinduisti¢kih dela koje je preveo Al-Khwarizmial'®, prvi put video hinduisticki
nacin oznacavanja brojeva (koji je prikazan na slici 3.). Cifre su nastale prema broju uglova

11" Aleks Bellos (1969.) je britanski pisac koji je diplomirao matematiku i filozofiju na Oxfordu. Objavio je
knjigu ,,U cast Euklida“.

13 Abu abu-Mas'har (787. — 886.) islamski nauénik.

14 Al - Khwarizmial (oko 780. - oko 840), islamski matematicar.

7



koje formiraju njihovi zapisi. Tako na primer cifra 1 u svom zapisu ima samo jedan ugao i
predstavlja broj jedan, dok cifra 0 ima nula uglova u svom zapisu i predstavlja broj nula. [5]

1 ugao 2 ugla 3ugla 4 ugla 5uglova
4 y, F
> [
4 -
2 P -
e
6uglova  7uglova Buglova 9uglova 0bez uglova

4 L /
L ' el |
I A " 1

-L ¥ R i o

Slika 3. Hinduisti¢ko ozna¢avanje brojeva
Izvor: https://www.picuki.com/media/2189431581150765133

Civilizacije Maja

U pitanju je civilizacija sa dugom istorijom, koja je svoj procvat zabelezila izmedu 250.
1900. godine. Razvili su izvanrednu kulturu, konstruisali velike hramove i gradove, kao i svoje
najznacajnije spomenike — piramide. Koristili su jedinstveni sistema brojeva u kojem su
jedinice oznacavali tackama, a crte su se koristile za pet jedinica, prikazano na slici 4. Trudili
su se da svoj brojevni sistem prilagode merenju vremena 1 datuma. Prednost ovakvih zapisa
brojeva ogleda se u tome §to su ljudi i bez posebnog obrazovanja mogli da ga koriste kako u
trgovini i razmeni dobara 1 usluga, tako i za sopstevene zapise. Do 665. godine koristili su
brojevni sistema sa osnovom 20.

(9] 1 P 3 -4

O - ee ees sssce
5 6 7 8 9
- se sss ssss

10 11 12 13 14
® @eo ees ssee

15 16 17 18 19
e ®o sss ssse

Slika 4. zapis brojeva civilizacije Maja

Izvor: https://www.matematika.edu.rs/matematicke-zanimljivosti-kako-je-civilizacija-maja-racunala-pomocu-

crte-tacke-puza/

Evropa

Italijanski matemati¢ar iz Pize Leonardo Pisano — Fibonacci'® koji se obrazovao u
Severnoj Africi, Cesto je kao trgovac putovao u Egipat, Siriju, Grcku, Siciliju, gde je mnogo
toga video, proucavao 1 doneo sa sobom. 1202. godine objavio je knjigu ,,Knjiga o Abakusu”
(,,Liber Abaci‘), u kojoj se nije radilo o abakusu, nego o arapskim brojevima i kako je verovao
sa najboljim ratunskom sistemu s kojim se upoznao. Abakus (prikazana je na slici 5.) je sprava
za racunanje koju su koristili Rimljani, Kinezi, Egip¢ani i Grei. Znacajno je da Fibonaci nije

15 Leonardo Fibonacci (roden oko 1170, a umro oko 1250 ) Italijanski matematicar.


https://www.picuki.com/media/2189431581150765133
https://www.matematika.edu.rs/matematicke-zanimljivosti-kako-je-civilizacija-maja-racunala-pomocu-crte-tacke-puza/
https://www.matematika.edu.rs/matematicke-zanimljivosti-kako-je-civilizacija-maja-racunala-pomocu-crte-tacke-puza/

pisao o nuli na isti nacin kao 1 o ostalim brojevima, naime o nuli je pisao kao o ,,znaku*, dok
druge simbole naziva brojevima.

Slika 5. Rimski abakus

Izvor : https://atorwithme.blogspot.com/2019/04/ta-cudnovata-nula.html

Arapski sistem brojeva, ukljucujuéi i nulu, zaZiveo je najpre u Italiji, a zatim se do 16.
veka raSirio po celoj Evropi. Evropljani su od 12. veka proucavali arapske tekstove, prevodili
i racunanje od tadasnjih rimskih brojeva koji su se koristili u Evropi. Osim toga, arapske brojke
imale su nulu, koja je bila potrebna u matematici, pa su u Evropi arapske brojke istisnule
rimske. [6] U 17. veku Rene Dekart!® ostvario je znacajni doprinos, osmislivsi koordinatni
sistem koji se 1 danas koristi, nije uzeo u obzir negativne brojeve, ali je uveo nulu. Uvodenjem
koordinatnog sistema zasnovao je analiticku geometriju. Isak Njutn!” se bavio problemom
deljenja nulom, kome je u najvecoj meri posvecen ovaj rad. Problem deljenja nulom Njutn je
resio pomocu diferencijalnog racuna. Osnovno svojstvo diferencijlanog racuna je primena

o . s oy . y . . Ax)—
grani¢nih vrednosti za koli¢nik dve veli¢ine koje teZze nuli odnosno Allmo f(x++f(x).
X—

Diferencijalni racun je poceo vise da se koristi tek krajem 18. veka, dok su matemati¢ari sve
viSe istrazivali nulu uz pomo¢ redova, konvergentnih funkcija, da bi uz pomo¢ grani¢nih
vrednosti prisli najblize.

Cetiri prikaza razvoja koncepta nule

Proces razvoja koncepta nule prolazi kroz Cetiri faze: prva faza, ¢ulna ,,nista”, druga
faza kategori¢na ,,nesto*, zatim kvantitativno ,,prazni skupovi* i na kraju broj ,,nula“. Koncept
nule pokazuje 1 kako se mozak, prvobitno razvijao, distinkcija od empirijskih svojstava da bi
se postigla krajnja apstraktnost razmiSljanja. Za mozak koji se razvio da obraduje senzorne
signale (nesto), zamisljanje praznih skupova (nista) kao smislena kategorija zahteva apstrakciju
visokog nivoa. lako su apstraktni i zahtevni, prirodni brojevi odgovaraju stvarnim ,,stvarima
koje se mogu nabrojati. Stoga prvo u¢imo da ra¢unamo mali broj predmeta i kasnije koristimo
ovaj postupak brojanja kako bi shvatili beskonacne prirodne brojeve. Nula se, medutim, ne
uklapa u ovu rutinu. Dok se postupak brojanja zasniva na pretpostavkama da postoji nesto Sto

16 Rene Dekart (1596 — 1650) francuski matematicar, fizicar i filozof .
17 Isak Njutn (1643. — 1727) engleski matematicar, fiziCar i astronom.


https://atorwithme.blogspot.com/2019/04/ta-cudnovata-nula.html

se moze prebrojati, skup bez elemenata ne moze se proceniti preko brojanja. Razumevanje da
je nula skup (Cak 1 ako je prazan) i numericki koncept zahteva apstraktno razmisljanje odvojeno
od empirijskog iskustva. Kamen spoticanja je u tome §to ,,niSta” ne mora postati ,,nesto*.
Odsustvo elemenata mora postati mentalna kategorija odnosno matematicki predmet. [7]

Nula u matematici

Nula je pristuna u algebri, teoriji skupova, analizi kao i u mnogim drugim granama
matematike. U algebri nula predstavlja neutralni element pri racunskim operacijama sabiranja
i oduzimanja. U teoriji skupova nula predstavlja kardinalnost praznog skupa.

Broj nula je povezan sa ,beskonacno malim” veli¢inama kao i1 sa veli¢inom
beskonacnosti (o). Neodredeni oblici su algebarski izrazi koji se vezuju uz kontekst grani¢ne

vrednosti, tj. limesa. Razlikujemo sedam neodredenih oblika: % , g ,0:00,00—00,0°,1%,

00,

Eulerova formula (relacija) povezuje 5 vaznih matematickih konstanti: 0, 1, e, w1,
gde e predstavlja Eulerov broj ili neperovu konstantu, koja priblizno iznosi e = 2,713, © je
poznato kao Arhimedova konstanta i priblizno iznosi n = 3,14159, dok konstanta i priprada
skupu kompleksnih brojeva i predstavlja imaginarnu jedinicu. Mnogi matematicari ovu relaciju
smatraju jednom od najlepsih matematickih formula, a ona glasi:

e™ + 1 =0,

Naime, Euler! je u trigonometriju uveo savremeno oznacavanje sinusa i kosinusa kao
sin 1 cos, te je trigonometrijske funkcije prvi u istoriji posmatrao kao funkcije, a ne kao
geometrijske veli¢ine. Otkrio je vezu izmedu eksponencijalne i trigonometrijskih funkcija.
Upravo je to Eulerova formula:

e = cos (0) + i-sin (6)

pri ¢emu je sinus ravnog ugla jednak 0, a kosinus ravnog ugla jednak -1, za § = 180° = m, pa
formula nakon zamene 8 = m dobija oblik e + 1 = 0.

19 Leonhard Euler (1707 - 1783) §vajcarski matematicar i fizi¢ar

10



I ANALIZA NASTAVNIH SADRZAJA

Razumevanje koncepta nule u najranijim uzrastima

Deca vrlo rano imaju sposobnost da prebroje vise predmeta na jednom skupu. Naime,
deca se Cesto animiraju prikazivanjem ili nestankom predmeta, gde deca u ranom uzrastu
izvrSavaju osnovne operacije sabiranja i oduzimanja. lako nisu u moguénosti da zamisle nulu
kao koli¢inu necega, vrlo dobro barataju sa malim brojevima. Predskolci od 3,5 do 6,5 godina
su u stanju da savladaju numericka svojstva malog prirodnog broja pre nego Sto se uvrsti nula,
koju razli¢ita deca mogu savladati u razli¢itom uzrastu. Kod dece u ovom periodu nula postaje
oznaka za odsustvo. Nula jo§ uvek nije integrisana u njihovo kvantitativno znanje o drugim
malim prirodnim brojevima. Razumevanje nule kao koli¢ine kasnije u Zivotu deluje kao most
do istinskog koncepta nule kao broja i rano algebarsko razumevanje. Do 7. godine Zivota, deca
obi¢no razumeju tri opsSta pravila: 0 <n,n+0=n1n—-0=n.

Nula ostaje jedinstven broj ¢ak i kod odraslih. Psihofizicki eksperimenti ukazuju na to
da se predstavljanje nule zasniva na principima koji se razlikuju od onih koji se koriste za ceo
broj. Na primer, vreme ocitavanja brojeva od 1 do 99 kod odraslih ljudi raste logaritamski u
odnosu na veli¢inu broja, dok Citanje nule zahteva viSe vremena nego $to se ocekuje na osnovu
logaritamske funkcije, po kojoj bi za ocitavanje broja nule bilo potrebno najmanje vremena jer
je nula broj koji oznac¢ava najmanju vrednost u odnosu na brojeve od 1 do 99. [7]

Koncept nule u nastavi matematike

Za nulu vecina u€enika zna i pre osnovne Skole. Nula je pristuna od samog pocetka
osnovnog obrazovanja odnosno, ve¢ u prvom razredu uvodi se pojam nule. Zatim je konstantno
primenjujemo prilikom zapisa viSecifrenih brojeva. Sadrzaji matematike u osnovnoj skoli su
grupisani u pet oblasti, prema obrazovnim standardima za kraj osnovnog obrazovanja. Oblasti
su: brojevi 1 operacije sa njima, algebra i1 funkcije, geometrija, merenje 1 obrada podataka. U
svakoj od ovih oblasti u€enici se susrecu sa konceptom nule na razli¢ite nacine. U nastavku
naves¢emo sadrzaje kroz koje se u€enici susrec¢u sa pojmom broja nule, u svakoj od navedenih
oblasti, u nastavi matematike.

Brojevi i operacije sa njima

Ova oblast obuhvata znanja o razli¢itim vrstama brojeva, njihovo zapisivanje na
razli¢ite nacine, uporedivanje, poznavanje osnovnih aritmetickih operacija i izraCunavanje
vrednosti brojevnih izraza. Ve¢ u prvom razredu prilikom izu¢avanja brojeva, posebno mesto
zauzima lekcija Broj nula. Zatim prilikom ucenja viSecifrenih brojeva, u€enike treba navoditi
da zaklju¢e da se dodavanjem nule sa desne strane broja, broj povecava deset puta, dok
dodavanjem nule ispred broja vrednost broja ostaje nepromenjena. Rezultat oduzimanja u
slu¢aju kad su umanjenik i umanjilac isti brojevi, je upravo nula, gde vidimo upotrebu nule
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prilikom operacije oduzimanja. Ucenici se susrecu sa razlikom izmedu ,,deljenja nule” 1
»deljenja nulom”. Ovde nastaju zabune i nerazumevanja, koja su posledica preranog uvodenja
nule kao delioca, koje je programom nastave predvideno ve¢ u drugom razredu osnovne skole.
Zatim prilikom obrade razlomaka, u 4. razredu, nulu ne spominjemo , jer za imenioce i brojice
koristimo isklju¢ivo prirodne brojeva. U viSim razredima prilikom obrade skupa celih brojeva,
broj nula je predstavljen kao granica izmedu pozitivnih 1 negativnih brojeva. Nula pripada
skupu celih brojeva, crtanjem brojevne prave ucenici lako mogu da usvoje da nula nije ni
pozitivan ni negativan broj ve¢ da upravo broj nula predstavlja jasnu i konkretnu granicu
izmedu pozitivnih 1 negativnih brojeva. Kada se obraduju lekcije kvadriranje i stepenovanje
brojeva, nejasnoée se mogu javiti prilikom ra¢unanja 0%, ukoliko ugenici nisu savladali
mnoZenje nulom odnosno da je 0 - 0= 0. Sto se ti¢e stepenovanja brojeva, na nulu treba obratiti
paznju u slede¢im slucajevima. Prvi slucaj kada je stepen 0, a osnova bilo koji prirodan broj a,
tada vazi jednakost: a’=1. Drugi slucaj je kada je baza 0, a stepen bilo koji prirodan broj a, §to
zapisujemo sa 0* i ovaj izraz daje rezultat nula, jer koliko god puta mnozili nulu sa nulom
prozivod ¢e uvek biti nula.

Algebra i funkcije

Kod reSavanja linearnih jednacina i nejednacina, prilikom trazenja vrednosti nepoznate
promenljive, konkretno prilikom deljenja jednacine ili nejednacine nepoznatom promenljivom
u obzir se mora uzeti slucaj kada nepoznata promenljiva ima vrednost nule, na Sta se Cesto
zaboravlja. Na primer, u slu¢aju jednacine 3 - x? = x, jedno od reSenja je x = 0, dok je drugo
reSenje x = § Prisustvo nule kod jednacina vidimo i u sluc¢aju kad je proizvod nepoznate
promenljive 1 nekog broja jednak nuli, recimo 7 - x = 0, ovde je jedino reSenje x = 0. Kod
nejednacina ponekad treba izostaviti nulu iz skupa reSenja. Na primer nejednacina ;—2 >0 je

zadovoljena za svaki broj razli¢it od nule. U 8. razredu obradujemo nastavnu jedinicu Nula
funkcije, u kojoj zaparvo ta nula funkcije oznacava tacku u kojoj grafik funkcije sece y-osu.

Geometrija

Prilikom izu€avanja geometrije prisustvo nule vidimo kod definisanja pojma ugla od
0°, koji je deifnisan kao ugao koji se dobija preklapanjem krakova i unutrasnja oblast ugla je
prazan skup. Zatim, u formulaciji definicije konveksnog ugla koja glasi: Konveksni uglovi su
uglovi od 0° do 180 °. Pojavu nule u ovoj oblasti vidmo i kod merenja povrsina i duzina stranica
nekog geometrijskog tela, treba navesti ucenike da zaklju¢e da duzina stranice mora biti
pozitivan broj, odnosno da ne moze duzina neke stranice imati vrednost nula jer u tom slucaju
ta stranica ne postoji, sli¢no vaZi i za povrSinu nekog geometrijskog tela, osim kada je u pitanju
povrsina duzi koju definiSemo kao P = 0. Zapreminu dvodimenzionalnih geometrijskih tela
takode definiSemo kao V = 0.
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Merenje

S obzirom da se u ovoj oblasti izucava merenje nekih podataka i primenjuju se razlicite
merne jedinice kao §to su tone, kilogrami, grami, zatim milimetri, centimentri, decimetri, metri,
kilometri i druge merne jedinice za vreme, novac ,... Prisustvo nule vidimo kod prevodenja
manje merne jednice u vecu, recimo za obelezavanje odsustva celog dela kao na primer za
zapis 0, 250 kg umesto zapisa 250 g. U slucaju prebrojavanja novc¢anica razli¢itih apoena kao
mernih jedinica novca, odsustvo neke novc€anice obelezavamo sa nulom. U ovu oblast
ubrajamo 1 zaokruglivanje brojeva na odreden broj decimala, pa ovde vidimo da nule iza
decimalnog zareza ne mogu izostaviti ukoliko se ne nalaze u ulozi poslednje decimale, recimo
broj 1,20083 zaokrugljen na tri decimale bi bio 1,201, dok u broju 7,2000 nule iza decimale 2
mozemo izostaviti. Broj 0,0001 zaokrugljen na 1, 2 ili 3 decimale bi bio broj 0. Kod merenja
vremena broj nula ¢e biti ispisano na satu kada se kazaljke spoje, odnosno predstavlja pocetak
novog dana. Dok kod merenje temperature broj nula 0°F na Kelvinovoj skali predstavlja tacku
mrznjenja i u Celzijusovoj skali iznosi -273°C. U teoriji ne postoji niSta hladnije od ove nula
pa se jos$ i naziva apsolutna nula.

Obrada podataka

U ovoj oblasti prisustvo nule vidimo u samom koordindatnom sistemu, koji se ¢esto
koristi za oc¢itavanje odgovarajuéih podataka, recimo za ocitavanje koordinata koje zauzimaju
odredene tacke. Ukoliko se neka tacka nalazi na x-osi znamo da je njena druga koordinata 0,
isto tako ukoliko se neka tacka nalazi na y-osi znamo da je njena prva koordinata jednaka 0. U
stubicastim grafikonima za prikaz veli¢ina, nula zauzima mesto na samom dnu i predstavlja
donju granicu za koli¢inu necega, jer se koli¢ina ne moZe izrazavati negativnim brojevima.

Analiza udzbenika

Udzbenici i1 zbirke zadataka predstavljaju osnovno nastavno sredstvo 1 zato je njihovo
izdavanje regulisano posebnim zakonom, Zakonom o udzbenicima. Svaki udzbenik odobren
za upotrebu mora da zadovolji standarde kvaliteta udZbenika. U Srbiji postoji viSe odobrenih
udZbenika za isti predmet i isti razred. U nastavku ¢emo se fokusirati na jedan mali deo sadrzaja
udZbenika, a koji se ti¢e deljenja nulom. Analizirali smo 6 razli¢itih udzbenika, namenjenih
razli¢itim uzrastima. To su udzbenici ,,MaSa 1 Rasa* koji su namenjeni uzrastu od prvog do
cetvrtog razreda, medu kojima smo analizirali samo udzbenik za drugi razred osnovne Skole,
zatim udZbenici za viSe razrede osnovne Skole, koje smo analizirali za svaki od razreda
posebno. Svi udzbenici su od istog izdavaca ,,Klett*, razlike osim u uzrastu za koji su namenjne
su 1 u godinama izdavanja.
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Udzbenici za Il razred osnovne skole

U ovom delu smo analizirali dva razlicita udzbenika za drugi razred osnovne Skole, u
pitanju su udzbenik ,,Masa i Rasa“ [8] 1,,Udzbenik za drugi razred* [9] od iste izdavacke kuce
,Klett™, koji se razlikuju kako po godini izdavanja tako i po sadrzajima. S obzirom da se u
drugom razredu uvode operacije mnozenja i deljenja, ovome smo posvetili posebnu paznju.

U drugom razredu u okviru lekcije Jedan i nula kao cinioci iz [8] vidimo na slici 6.
objasnjen proizvod brojeva slikovito preko sabiranja, koje je ucenicima od ranije poznato. Vrlo
je vazno da ucenicima u ovom periodu omogucimo ilustrativno objasnjenje kako bi oni
intuitivno shvatili Sta se dogodilo prilikom mnoZzenja. Primenom ovakve ilustracije ne mozemo
prikazati nula tanjira, dok nula jabuka na tanjiru mogu da zamisle na osnovnu slike praznog
tanjira, pa ovakvim ilustrativnim primerom ne mozemo objasniti komutativnost mnozenja sa
nulom. Jer ako predstavimo samo jabuke bez tanjira, kao slikoviti prikaz nula tanjira koje
mnoZzimo sa brojem jabuka, rezultat bi trebao da bude nule, Sto se ne poklapa sa brojem jabuka
koje bi se videle na slici, iako nemamo tanjire na koje bi ih stavili.

KonmvKo jabyka uma y UnHKjama?

2+2+2+42=4.2-g 0+0+0+0=4-0=0

3+3+43=3.3=9 0+0+0=3-0=0,

Slika 6.Predstavljanje mnoZzenja preko sabiranja, (str. 57, [8])

Tabelarni prikaz mnozZenja brojeva koji se nalazi na slici 7. nije najadekvatniji za zakljucivanje
da ¢e proizvod bilo kog broja 1 nule, dati rezultat nulu. Generalno tabelarni prikaz ra¢unskih
operacija, pogotovo u ovako ranom uzrastu, u drugom razredu, nije poZeljan. U ovom periodu
ucenici zapisuju broj ispod broja prilikom sabiranja i oduzimanja, pa ih ovakav nacin
zapisivanja moZze zbuniti.

AKo je jepan on unnunaya Hyna, onga je n NPOU3BOA jeAHAK HyNW.

1 i) B e s o) L
Ll e A2 9 3.5 pHnb 16_.;/.\.9
[ ol b | o 0 o |0 g | Souing St

Slika 7. Definicija i tabelarni prikaz mnozenja sa nulom , (str. 57, [8] )

Ucenici treba da nauce kako se pravilno zapisuje proizvod dva broja, stoga bi bilo pravilnije
tablicu zameniti slede¢im zapisom:

5:0=0
1-0=0
8-0=0
4-0=0
2:-0=0
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7-0=0

9-0=0
3:-0=0
10-0=0
6-0=0

S tim §to bi u pojedinim primerima trebalo zameniti mesta ¢iniocima, kako bi ucenici uocili
komutativnost koja vazi pri operaciji mnozenja. Jer bi sa ovakvim zapisom ucenici mogli
zakljuciti da je proizvod dva broja jednak nuli samo ukoliko je drugi €inilac jednak nuli, Sto
nije ispravno zakljucivanje.

U okviru istog udzbenika [8] na 75. strani, u okviru lekcije Redosled obavljanja racunskih
operacija na slici 8. nalaze se primeri mnozenja nulom i pravilo za deljenje nule.

3Hal Aa je NPy MHOXeHY HeKor 6poja HyNnoM 1 NPOV3BOA, jefHAK HYNW.
Hanpumep0:3=0, 8:0=0, 0:30=0 wwm 0-15=0.
CNMYHO BaXKM 1 Kafl HYNy AeNuil HeKUM NpUupoaHum 6pojem.

Hanpumep0:3=0, 0:8=0, O0:

Slika 8. Primeri proizvoda nule i broja razli¢itog od nule i pravilo za deljenje nule, (str. 75, [8])

Takode u udzbeniku za drugi razred [9] u okviru lekcije Jedan i nula kao cinioci na 49.
strani je dato pravilo za deljenje nulom u okviru kojeg je jasno napomenuto da se nulom ne
deli (slika 9). lako oznaka za zabranu deljenja nulom nije velika i upadljiva, stavljeno je do
znanja dacima da se nula ne sme naci u ulozi deliloca. U okviru zadatka koji je pred ucenicima
vidimo nulu kao €inilac u prozivodu, pri ¢emu vazi komutativnost mnoZenja, i nulu isklju¢ivo

kao deljenik.

HYNA KAO OE/bEHUK UTH UMHHUTALL B
Ako je Bap jepad YAHWNAL jefHAK HYNW 11 NPOW3BOJ je jeHaK HYN M. @
AKO je AelbeHWK jefHaK HYNK 1 KONWYHWK je jeaHak Hynu.

WapauyHaj BpegHOCTH M3paza.

a)5-0= 6)0:2= B)8-(5-5)= r5-5):5=
0-18= 0:18= (42-42)-4= (B-8):2=
32-0= 0:32= 18-(32-32)= (13-13): 11 =
0-51= 0:62= 6-6)-73= (4-4):84=

Slika 9. Pravila za nulu kao ¢inioca proizvoda i kao deljenika, (str. 49, [9] )

Udzbenik za V razred osnovne skole

U petom razredu se obraduju nastavne teme: skupovi, prirodni brojevi i deljivost
brojeva, razlomci, osnovni geomterijski pojmovi, ugao 1 osna simetrija. Posebnu paznju
posvecujemo deljenju nulom, pa ¢e se analiza udzbenika za peti razred bazirati na temi
prirodni brojevi i deljivost brojeva, sa kratkim osvrtom na razlomke.
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U petom razredu u okviru lekcije Prirodni brojevi i racunske operacije sa njima, na
samom pocetku udzbenika [10] na strani 11. prikazana je slikovita napomena (slika 10).

&
w Hynom ce ne

fenul

Slika 10. Ilustrativna napomena o ,,zabrani“ deljenja nulom, (str.11, [10])

Na 122. strani ovog udzbenika [10] u okviru lekcije Razlomci data nam je definicija i
objasnjenje zasto je skup prirodnih brojeva s nulom podskup skupa razlomaka (slika 11). Ilako
se deljenje brojeva vrlo rano uvodi po nastavnom programu, ve¢ u drugom razredu osnovne

Skole, razlomci kao posebna lekcija se obraduju tek pri samom kraju treceg razred i to se

111 1 1 1 1

. .1 1.
obraduju samo razlomei =, =, = ,=,— ,=,=,-1 =.
2 4°8’5’10’3’6’7 9

;"'J ia ceakM npupogad Gpoj n ﬂamu%— nnl=o, iato je

n
CKyn N_ NOACKYN CKyNa paznomaka

Slika 11. Definisanje nula razlomaka (str. 122, [10])

Na 172. strani ovog udzbenika [10] u okviru lekcije Osnovna svojstva mnozenja i deljenja dato
nam je podseéanje na pravila koja vaze prilikom mnoZzenja nulom i deljenja nule (slika 12).
Veoma lepo su data sva bitna svojstva koja vaze prilikom mnoZenja i deljenja. Prate¢i ovaj
udZbenik [10] primecujem da autori insistiraju na ponavljanju i delim misljenje sa njima, da je
utvrdivanje pravilnosti vazno za matematicko obrazovanje.

Bpojesn 0w 1 nmajy nocebHo MECTD NPH MHCHKERY W AeTbetby Y cryny N . MCTO Basu W 33
paINoMKEE.

,ﬁj 18 CBAKM PAINOMAK F BAMM:

Fel=1-r=r Bpoj 1 je neyTpansu enemeHT 3a MHOMEHE, [2D KaD
F:l=r YHHHNAL, HE YTHYE Ha BPEAHOCT NpON3EoLa,
rir=1,rel

F-0=0-r=0 Hynom ce He genu!

Qir=0,r=0.

Slika 12. Pravila koja vaze prilikom mnozenja i deljenja sa razlomcima (str. 172, [10])

Na strani 183. istog udzbenika [10] u Primeru 5. prikazanom na slici 13. date su 4 uradene
nejednacine, u kojima je u svakoj posebno naglaseno da promenljiva x ne moze biti nula jer je
nepoznata promenljiva x data u deliocu.
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Npumep 5. Pewwhemo YeTUPK HEjENHEUMHE ¥ KOJUM3 & HENDIHAT AEnKnal,

1.7:x<08 1 . 093:x>1.2 B ...3
x>17:08 d=yraES ¥<093:1,2 ety
x>17:8 X<93:12

LES . T - - - L
(x>2125) et T (x<0,775 | b
Mlx=0 Mlx=0

| 7 I / I 4
X>2,125 L O<x<0,775 e

Slika 13. Primer reSavanja nejednacina, pri ¢emu je promenljiva data u ulozi delioca, (str. 183, [10])

Odmah na narednoj strani istog udzbenika [10] imamo jednu veoma prigodnu napomenu (slika
14.), ovako bitna pravila nije na odmet ponavljati.

Hodomena, CBaky paznomar, ocum Spoja 0, jecte pewere HejegHaumHa 093 1x> 0w
0,93 : x = 0, ka0 W HejeHaunHe O @ x = 0. HejeanaunHa O x > 0 HeMa peluebe ¥ CRyny
PAINOMARA,

Slika 14. Napomena za reSavanja nejednacine 0 + x > 0, (str. 184, [10])
Udzbenik za VI razred osnovne skole

U VI razredu osnovne $kole na nastavi matematike uvodi se skup celih brojeva, u€enici
se prvi put na casovima matematike susrecu sa negativnim brojevima. U okviru ove nastavne
teme ucenici Sestog razreda susrecu se i sa primenom racunskih operacija nad negativnim
odnosno celim brojevima. U nastavku smo iz udzbenika za Sesti razred [11] izdvojili dve
definicije u kojima definiSemo provizod celog broja i nule i deljenje celih brojeva.

Na strani 26. udzbenika [11] u okviru lekcije Mnozenje celih brojeva koja se obraduje
u Sestom razredu na slici 15. vidimo pravilo za prozivod broja nule i proizvoljnog celog broja.
Ovde vidimo cikli¢nost nastave matematike, ovo pravilo smo uveli u niZim razredima na skupu
prirodnih brojeva i pozitivnih racionalnih brojeva, a sad prosirujemo na skup celih brojeva.
Ovo pravilo vazi za mnoZenje nule sa bilo kojim brojem pa tako i sa celim brojem.

Mpowuseopn 6poja 0 1 Npo3Bos/bHOr Lenor 6poja jeaHak je 0. 3a cBaku Lieo BPoj a Baxu
a-0=0-a=0.

Slika 15. Definisanje proivoda nule i celih brojeva, (str. 26, [11])

Na 31. strani ovog istog udzbenika [11] u okviru lekcije Deljenje celih brojeva na slici 16.
imamo definiciju za deljenje brojeva, pri cemu je posebno naglaseno da se nulom ne deli.
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AKko 3a uene 6pojese a, b u ¢, npu Yemy je a # 0, Baxun a - b = ¢, oHaa je ¢ : a = b. Tapa Kaxemo
fna je 6poj ¢ perbme 6pojemM a nu aa a fenn ¢, M NMWemo a | c.
Hynom ce He genn.

Slika 16. Definicija za deljenje brojeva, (str.31, [11])
UdZbenik za VIl razred osnovne skole

U VII razredu na Casovima matematike uvodi se skup racionalnih, iracionalnih i
posebno bitan, skup realnih brojeva, kao najsiri skup brojeva koji se obraduje u osnovnoj skoli.
Pored toga obraduju se kvadriranje 1 korenovanje realnih brojeva, Pitagorina teorema kao i
stepenovanje brojeva, obim i povrsina kruga 1 druge. U nasavku je analiziran udzbenik za VII
razred [12] sa akcentom na deljenje nulom.

U okviru lekcije Osnovna svojstva operacija sabiranja i mnoZenja realnih brojeva koja
se obraduje na samom pocetku sedmog razreda, na slici 17. vidimo definisanje pojma
inverznog elementa, koji se sada po prvi put uvodi. Posebno je naglaSeno da nula nema inverzni
element, odnosno da nema recipro¢nu vrednost, jer sa nulom ne mozemo deliti pa iz tog razloga
broju nuli ne moZemo odrediti inverzni element. 1z ovoga vidimo da je nula ponovo definisana
kao broj sa jedinstvenim svojstvom, jer nema inverzni element, nijedan broj pomnozen sa nula
ne moze kao rezultat dati broj jedan, slika 17.

© je npoussog ABa 6poja jenHak 6pojy 1, 3a Ta ABa Opoja KaxeMo Aa Cy jeaaH Apyrom
iBep3HM. 3a CBaKM peaniaH 6poj paznnumt of 0 Herosa peLuunpoYHa BPeRHOCT (1eros
uMnpoyaH 6poj) je Heros MHBEP3aH eIEMEHT 33 MHOXetbe. bpoj 0 HeMa MHBEep3aH eNemeHT

eMa peLmnpoYHy BpeaHoCT).

céaxupeanauﬁpoja,aio,samu a-%=%-a=1.

Slika 17. Definisanje pojma inverznog elementa u skupu realnih brojeva, (str.21,[12])

Na narednoj stranici ovog udZzbenika [12] u sklopu iste lekcije, na slici 18. vidimo
predstavljanje razlike brojeva preko zbira kao 1 kolicnika preko proizvoda i prigodnu
napomenu da se nulom ne deli, koja je napisana 1 matemati¢kim simbolim i ponovljena u
poslednjoj reCenici recima.

3a caka iBa peanHa 6pojaau b saxmn a-b=a+(-b).
3a cBaKu peanaH 6poj a u cBaky peanaH 6poj b, b= 0,Baxna:b=a- %‘
Hynom ce He penu.

Slika 18. Predstavljanje razlike preko zbira umanjenika i suprotnog broja umanjenioca kao i koli¢nika preko
proizvoda deljenika i inverznog elementa delioca, (str.22 , [12])
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Udzbenik za VIl razred osnovne Skole

Ve¢i deo gradiva za osmi razred je posvecen geometriji, ali imamo 1 obradu linearnih
jednacina i nejednacina kao 1 sisteme linearnih jednacina. U nastavku je data analiza
udzbenika za osmi razred [13] .

U okviru lekcije Ekvivalentnost izraza. Linearan izraz na strani 62. udzbenika [13],
nailazimo na zanimljiv primer, prikazan na slici 19. gde uocavamo da je oblast definisanosti
jedan od klju¢nih stvari prilikom odredivanja ekvivalentnih izraza. Iz ovog primera
zakljuCujemo da je za odredivanje oblasti definisanosti neophodno znanje o nuli kao deljeniku.

Mpumep 2. a) [la nu cy nzpasu G(x) = x n H(x) = X eKBWBaNeHTHN?
X

Obnact gepuHMcaHocTh n3pasa G(x) je ckyn R, a obnacT AedpuHucaHoCTM n3pasa H(x) je ckyn
R\{0} (Hynom ce He nenu), na oHM HUCY eKBUBANEHTHM.

Slika 19. Ekvivalentni izrazi, (str. 62, [13])

Na 67. strani ovog udzbenika [13] u lekcije ReSavanje linearnih jednacina s jednom
nepoznatom vidimo na slici 20. op$ti postupak za reSavanje linearne jednacine.

Mokax1mo caga Kako y OniwTem cyyajy pelasamo nuHeapHy jenHaumHy ax+b=0,rgejea
6uno Koju peanan 6poj paznuumt o 0, a b npon3so/baH peanax 6poj.

ax+b=0 —— i
-b npasuno o popasaty -b )

MpYMeHOM Npasuna 3amMeHe, Npasina
ax+b-b=0-b e

NpaBwuIo 3ameHe O AoAaBarby 1 Npasusia O MHOXeRY,
ax=-Bas0 e pobujamo Hu3 mehycobHo eKBABANEHTHIX
'@ npasuno o MHOXemwy @ ) jeaHaumHa. NMpy ToM, UWrb Ham je aa 'y
ax:a=-b:a, az0 - nocnefHoj jeAHauMHN Ha NIeBoj CTpaHu
| npasuno samene | OCTaHe caMo Heno3Hata BEJ'IVI‘-IVIP.Ia, aHa
o [EeCHOj CTPaHV Heky peanaH 6poj.
g az0

. 5.0b
WHeapa jepHaumna ax + b = 0, kaAa je a = 0, IMa jeAUHCTBEHO PELUeIbE, 6poj 5

Slika 20. Postupak resavanja linearne jednacine i definicija za jedinstveno reSenje linearne jednacine, (str.67,

[13])

Ve¢ na narednoj stranici istog udzbenika [13] u okviru iste lekcije vidimo iz Primera broj 4.
prikazanog na slici 21. zasto linearna jedna¢ina 5 x = 5+ x + 1 nema reSenje.
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Mpumep 4. Pelunmo jegHaqmnHy 5Xi— D)l

OuurnegHo je fa faTa jeiHauMHa Hema pellerba, 5x=5x+1 ....ﬁ.l.__,sx
anu Mnak, TpaHcGoPMMLIKMO je y 0BanK ax = b. —5X  npasuno o fofaBatby

MpymeHoM Npasunia O AoAasatby v npasuia 3aMeHe, 5x—-5x=5x-5x+ 1
[10/1a31IMO A0 EKBUBANEHTHE jeiHaunHe NpasKno 3ameHe |
0.-x=1. 0. =1
Kako je npoussog nponsBosbHor 6poja 1 0 jeaHak 0,
jacHo je ga jegHaunHa 0 - x = 1 Hema pewetbe.

JeHauMHa eKBUBANEHTHA jeAHaunHn 0 - x = b, rpe je b= 0, Hema pelietbe.
CBaKa NMHeapHa jeAHa4nHa Koja Hema peluetbe eKBIUBaNeHTHa je jenHaunnin 0 - x = 1.

Slika 21. Primer linearne jednacine koja nema reSenje, (str.68, [13])

U sklopu narednog primera u istom udzbeniku [13] dolazimo do objasnjenje linearnih
jednacina ¢ije je reSenje svaki realan broj. (slika 22.)

Mpumep 5. Pelumo jeAHauunHy 5x = 2x + 3x.

Kako je 2x + 3x = (2 + 3)x = 5x, u3pasn 5x=2x+3x
2x + 3X 11 5X Cy €KBUBANEHTHW. 3aT0 je cBaku peanaH [PJBWIO JaMeries)
6poj pelerse nate jegHaqmHe. NpumeHom npaeuna — 5x npaBMnSc))(:ngﬁaBarbywi_ SX )
o AopaBatby 1 PaBUNa 3aMeHe, AONa3nmMo Ao P 5x—5x=5x—5x -
eKkBMBaneHTHe jeqHa4YnHe Npaeuno 3ameHe

0-x=0, 0-x=0

umje je peluerbe CBaku peanaH 6poj.

AKo je cBaKM peanaH 6poj peluerse HeKe jegHauMHe, KaXkeMo Aa je oHa HeoapeheHa u
Ha3MBaMo je NAEHTUTETOM.

Csaku peanaH 6poj je peller-e jeqHauMHe Koja je eKBMBaneHTHa jegHaunHmM 0 - x = 0.
Ceaka NMHeapHa jegHa4YnHa Koja je MAeHTUTET je eKBMBaneHTHa jegHaunHu 0 - x = 0.

Slika 22. Primer jednacine Cije je reSenje svaki realan broj i definicija identiteta, (str.69, [13])

Na strani 118. ovog udZbenika u okviru lekcije Nula funkcije na slici 23. vidimo definiciju
pojma nula funkacije kao 1 pojaSnjenje kako se odreduje nula funkcije proizvoljne linearne
jednaine y = k - x + n. Ukoliko je koeficijent linearne funkcije k razli¢it od nule, nula

funkcije predstavlja tacku sa koordinatama - % 10.

BpefHOCT He3aBMCHO NPOMeH/bUBE 3a KOjy je BpeaHOCT dyHKUMje (3aBUCHO npomembmﬁ 2
jenHaka 0 HasuBa ce Hyna dyHKUuje. R

Hyny nuHeapHe dyHkuumje y = kx + n ogpehyjemo peluasajyhin
nuHeapHy jegHaunHy 0 = kx + n (jep je y = 0).

Slika 23. Definicija nula funkcije, (str.118, [13])
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Na istoj strani ovog udzbenika [13] imamo 1 objaSnjen slucaj kada je koeficijent k = 0, ta
linearna funkcija nema nulu, odnosno njen grafik ne sece x-osu, vec¢ je grafik prava koje u
tacki n secCe y-osu i koja je paralelna sa x-osom, slika 24.

rKoncraHrHa ¢yHKumja y = n 3a n # 0 Hema Hyny 1 He ceve x-ocy. CBaku peanan 6poj je Hyme
KOHCTaHTHe dyHKumje y = 0, a rpaduk oBe PyHKLuje je X-oca.

~—

Slika 24. Deifinicija nule kostantne funkcije, (str.118, [13])
Primena IT uredaja

U XXI veku gotovo svi ucenici svakodnevno koriste razli¢ite uredaje kao $to su mobilni
telefoni, tableti, racunari itd. Svakako da je koris¢enje ovih uredaja u nastavnom procesu
veoma vazno, pa bi trebalo nastavu u znacajnijoj meri unaprediti. Ako je ucenik zainteresovan
za nastavu matematike za ocekivati je da ¢e pokusati da koristi IT tehnologiju u reSavanju
zadataka, a na nastavniku je da mu pruzi podrsku u pravilnom koris¢enju i razumevanju
dobijenih rezultata. U nastavku ¢emo istraziti koji rezultat pokazuju kalkulatori na razli¢itim
IT uredajima prilikom deljenja sa nulom. Budu¢i da su ucenicima danas viSe nego ikad
dostupni IT uredaji potrebno je usmeriti u¢enike na koris¢enje istih radi istrazivanja.

Prvo ¢emo razmatrati sluc¢aj deljenja broja 5 sa 0 na Samsung A40 mobilnom telefonu.
Na mobilnom telefonu kalkulator ne izvr§ava naredenu operaciju, odnosno nakon unosa izraza
5 =+ 0 1 pritiska tipke = dobija se isti zapis.

Slika 25. Pokusaj deljenja broja 5 sa 0 na Samsung A40 mobilnom telefonu
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Online kalkulator ovaj postupak, kada se na mestu delioca stavi nula, prepoznaje kao gresku.
Kako smo razvojem tehnologija i svih ostalih promena sve viSe u online prostorima, greske
ovog tipa bi bilo pozeljno ukloniti. Iz matematickog ugla bi bilo poZeljno da sam rezultat bude
drugaciji, odnosno detaljnije definisan.

Slika 26. PokusSaj deljenja broja 5 sa nulom na online kalkulatoru,
Izvor slike: https://www.kalkulator.in.rs/

Drugi online kalkulator prikazan na slici 27. , za razliku od prethodno navedenog, kao rezultat
daje vrstu greske, iako je krajnji rezultat u osnovi isti.

Error: DivByZerd

2nd | pp X 1ix e ( ) =] P

sin | sinh | cot Vx xY
cos | cosh| sec 3/x X

tan | tanh | csc Vx X

(=R
+ N o ©
'

1}

ner | npr | log 10*

Slika 27. Pokusaj deljenja broja 5 sa nulom na online kalkulatoru
Izvor slike: https://www.math10.com/sr/algebra/nauchni-kalkulator.html

Jo§ jedan od online instrumenata je google online kalkulator. Google je najpoznatiji internet
pretrazivac, a na osnovnu slike 28. vidimo da njegova alatka google online kalkulator kao
rezultat deljenja broja 5 sa brojem 0 pokazuje beskonacno. Ovaj kalkulator tokom ra¢unanja
primenjuje grani¢ne vrednosti 1 njegov rezultat pokazuje Sta se dogada u okolini nule, odnosno
kada teZimo nuli koli¢nik tezi beskonacnosti.

Infinity

Slika 28. Deljenje broja 5 sa nulom na google online kalkulatoru

Izvor slike:
https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk033KL0dsCnmFMRBad1C5DWxOYnXZ0Q:1603038250188&q=
calculator+online+google&sa=X&ved=2ahUKEw]Srtrrxr7sAhWMmIsKHUifBTkQ7xYoAHoECAOQKQ&biw

=1536&bih=722
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https://www.kalkulator.in.rs/
https://www.math10.com/sr/algebra/nauchni-kalkulator.html
https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk033KL0dsCnmFMRBad1C5DWxOYnXZQ:1603038250188&q=calculator+online+google&sa=X&ved=2ahUKEwjSrtrrxr7sAhWMmIsKHUifBTkQ7xYoAHoECA0QKQ&biw=1536&bih=722
https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk033KL0dsCnmFMRBad1C5DWxOYnXZQ:1603038250188&q=calculator+online+google&sa=X&ved=2ahUKEwjSrtrrxr7sAhWMmIsKHUifBTkQ7xYoAHoECA0QKQ&biw=1536&bih=722
https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk033KL0dsCnmFMRBad1C5DWxOYnXZQ:1603038250188&q=calculator+online+google&sa=X&ved=2ahUKEwjSrtrrxr7sAhWMmIsKHUifBTkQ7xYoAHoECA0QKQ&biw=1536&bih=722

Laptop se sve ¢es¢e koristi kao nastavno sredstvo. Kada pomocu njegove alatke kalkulatora
pokusamo podeliti broj 5 sa 0 dobijamo zadovoljavajuce reSenje odnosno obavestenje.

Kalkulator

= Standardni =

Ne moze se deliti nulom

CE & Lc]

1 2 B
0 =

Slika 29. Pokusaj deljenja broja 5 sa nulom na kalkulatoru na ASUS laptopu

S obzirom na veoma velike promene u tehnologiji nije iznenadujuce $to postoji aplikacija za
android telefone Photomath koja reSava matematicke zadatke, postupke, pocevsi od onih
najjednostavnijih pa sve do slozenijih jednaCina, nejednacdina, integrala, limesa kao i
diferencijalnih jednacina prvog reda, matrica, izuzimajudi tekstualne zadatke. Ova aplikacija
reSava matemati¢ke izraze unete fotografisanjem izraza koji je potrebno izraCunati. Rezultat
koji nam daje ova aplikacija za deljenje broja 5 sa brojem 0 prikazan je na slici 30.

( Rjesenja
Koraci Rjesenja

5:-0

RjeSenje

Nije definirano

Slika 30. Resenje koje pokazuje aplikacija photomat

Siri je deo Iphone tehnologije koja funkcioniSe kao licni asistent korisnika. Funkcija koristi
prirodni korisnicki interfejs jezika, koji podrzava dodir, pokret i glas, da odgovara na pitanja,
daje preporuke i obavlja radnje delegiranja zahteva na skupu Web servisa. Za matematicka
pitanja, zahtevi se preusmeravaju kroz Wolfarm Alpha. Svi ostali zahtevi se preusmeravaju na
Google. Na slici 31. vidimo detaljno 1 veoma opSirno objasnjenje zaSto ne mozemo deliti sa
nulom.
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| want to divide with zero

Here's what | found.

KNOWLEDGE

Division by zero
The result yielded by a real number when
divided by zero

In mathematics, division by zero is
~ division where the divisor is zero.

Such a division can be formally
expressed as af0 where a is the dividend. In
ordinary arithmetic, the expression has no
meaning, as there is no number which, when
multiplied by 0, gives a, and so division by
zero is undefined. Since any number
multiplied by zero is zero, the expression 0/0
is also undefined; when it is the form of a
limit, it is an indeterminate form.

Slika 31. Deljnje nulom u okviru aplikacija na Iphone telefonima

Zarazliku od prethodnog slucaja, na pitanje: ,,Koliko je nula podeljeno sa nula? Siri nam daje
veoma zanimljiv i interesantan odgovor (slika 32.) : ,,Zamislte da imate nula kolacica, pa ih
podjednako podelite izmedu nula prijatelja. Koliko kolac¢i¢a dobije svaka osoba? To nema
nikakvog smisla. I Cookie Monster je tuZan Sto nema kolaci¢a, a vi ste tuZzni §to nemate
prijatelja.” Ovakav odgovor bi bio pogodan i adekvatan za ucenike osnovne Skole,
interesantnim primerom je objasnjeno zaSto ovakvo deljenje nema smisla i da se sa takvim
deljenjem u stvarnom Zzivotu, izvan matematickih problema, nece susretati.

How much is zero divide zero

Imagine that you have O
cookies and you split them
evenly among 0 friends. How

many cookies does each
person get? See, it doesn’t
make sense. And Cookie
Monster is sad that there are no
cookies. And you are sad that
you have no friends.

B CALCULATOR

0+0=
indeterminate

L

Slika 32. Siri aplikacija deljnje 0 sa 0

Kao najbolji 1 najpriblizniji odgovor bih izvdojila Siri funkciju na Iphone uredajima.
Ova aplikacija na najpriblizniji nacin daje objaSnjenje rezultata izraza 5 <+ 0, dacima treba §to
kreativnije 1 primerima iz svakodnevnog Zivota priblizavati matematicke probleme, kad je to
moguce. Na primenu savremene tehnologije radi matematickih istrazivanja treba usmeravati
ucenike. Na ovaj nacin razvijaju kreativnost 1 mastu, a s druge strane dobijaju neke razlicite
informacije u zavisnosti od izvora na koji se oslanjanju, pa dolazi do izrazaja njihov nacin
zaklju€ivanja, koji na casovima matematike razvijamo da bude pravilan 1 zasnovan na

24



istinitosnim ¢injenicama. Ucenike trebamo usmeriti na kori§¢enje razli¢itth moguénosti koje
nude IT uredaji, ali ih isto tako trebamo usmeravati tokom tumacenja rezultata, da ne bi doslo
do pogresnih zakljucaka. Svaki od dobijenih odgovora u ovom kratkom istrazivanju je tacan,
bilo da kalkulator ne izvrSi operaciju, izbaci greSku kao rezultat. UCenike ne bi trebali
prepustati da sami zakljucuju 1 ,,biraju* koji je tacan odgovor vec ih treba usmeriti na pravilan
nacCin razmisljanja. Na ovaj naCin razvijamo digitalne kompetencije ucenike, koja podrazumeva
sigurnu 1 kritiCku upotrebu elektronskih uredaja. Kao i kompetencije reSavanja problema, jer
uporeduju na izgled razlicite rezultate istog problema odnosno izraza. Ovo moze biti tema na
nekoj od matematickih sekcija ili dodatnih nastava, ali svakako se moze i sprovesti na nastavi
matematike, buduci da je koriS¢enje mobilnih telefona postala svakodnevnica svakog ucenika.

Po zavrSetku analize nastavnih sadrzaja sa posebnim akcentom na udzbenike kao deo
nastavnih sredstava i primenu savremene tehnologije u nastavi matematike, primecujemo da je
broj nula opste prisutan pojam, kako u nastavi matematike tako i u udzbenicima. Osim u
oblastima geometrije, koja joj ne pridaje poseban znacaj, broj nula je sastavni deo svakog
racunanja, pri ¢emu smo posebnu paznju obratili na raCunsku operaciju deljenja tacnije na broj
nulu u deliocu. Ovo nam je veoma vazno i prilikom reSavanja jednacina i nejednacina, zato je
vazno napraviti dobre temelje pri samom uvodenju nule u operaciji deljenja.
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111 ISTRAZIVANJA O POJMU NULE U NASTAVI
MATEMATIKE

U cilju unapredenja nastavnog procesa, a kako bi se u S§to vecoj meri razvijale
matematiCke kompetencije kod ucenika potrebno je neprekidno pratiti stanje u ucionici,
odnosno meriti rezultate ostvarene od strane ucenika. Jedan od nacina je primena razlicitih
istrazivanja u oblasti nastave. U nastavku dajemo primer dva istrazivanja koja su dala uvid u
razumevanje koncepta nule od strane aktera u nastavnom procesu (u¢enika i nastavnika).

Pregled publikovanih istrazivanja o nuli

IstraZivanje o razumevanju nule kod buducih nastavnika

U ovom delu rada posebna paznja ée biti posveéena istrazivanju autora Wheeler i
Feghali, [14] ¢iji je cilj bio analiza znanja o broju nuli budué¢ih nastavnika matematike u
osnovnim Skolama. Naime, istrazivanje je objavljeno u ¢asopisu za istrazivanje matematickog
znanja, gde su ispitanici bili upisani u jedan od tri smera kursa matematickih metoda za
osnovnu Skolu na drzavnom univerzitetu tokom leta 1981. godine. Ovo je jedan od dva
jednosemestralna kursa matematike koji ispunjavaju zahteve za sticanje univerzitetskih
diploma i drzavnih sertifikata za rad sa decom u osnovnim Skolama. Istrazivanja koja se ti¢u
razumevanja nule kod u¢enika bila su veoma Cesta, nasuprot tome, istrazivanja o razumevanju
nule kod nastavnika vrlo su se retko sprovodila. Dolazimo do pitanja kako znanje nastavnika
uti¢e na obrazovanje. Da li su nastavnici u osnovnim Skolama adekvatni za prenoSenje znanja
o nuli? To pitanje je upravo 1 svrha ovog istrazivanja koje je usredsredeno na razumevanje

bududih nastavnika o konceptu nule.

Znanje buducih nastavnika matematike o nuli istrazeno je na osnovu podataka koji su
prikupljeni od 52 kandidata sa Univerziteta u Severnom Ilinoisu. Rezultati su pokazali da ovi
ispitanici nemaju dovoljno znanja o nuli. Tokom istraZivanja kandidati nisu uvazavali nulu kao
atribut za klasifikaciju. Aritmetika odnosno racunski izrazi koji uklju¢uju nulu teski su za
mnoge osnovnoSkolce. Razumevanje broja nule kod dece osnovnoskloskog uzrasta esto moze
dovesti do pogresnih zakljuCaka poput ,nula nije broj* 1 "nula nije nista", Sto moze biti
posledica loSeg prenoSenja znanja o nuli od strane ucitelja ili nastavnika. Razumevanje
obuhvata aritmeticke proracune koji ukljuuju nulu, svest o nuli i nulti skup kako ga je
konceptualizova Piaget i nominalnu upotrebu nule u drustvenom kontekstu. Primenjene su dve
vrste testiranja: pismeno u grupi odnosno test 1 individualni intervjui.

Ispitivanje na testu sastojalo se od 18 nasumi¢no postavljenih zadataka :

v’ 6 zadataka sa nenula deljenikom i nenula deliocem,
v 6 zadataka sa nulom u deljeniku i nenula deliocem,
v’ 6 zadataka sa nenula deljenikom i nulom u deliocu.

Izrazi koji ne uklju€uju nulu bili su najlaksi, dok su se izrazi koji ukljucuju nulu kao delioca
pokazali kao najtezi. Od 11 ispitanika koji su napravili vise od 2 greske u izrazima gde je nula
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u funkciji deljenika, ¢ak njih 8 napravilo je gresku na identi¢an nacin. Kada su u pitanju izrazi
gde je nula u deliocu, istu greske su napravili ¢ak 30 od 38 ispitanika sa viSestrukim greskama.

Pored ovih aritmetickih izraza, istrazivanje se bavilo i otvorenim pitanjima kao $to su:
»Sta je nula?, ,,Da li je nula broj? Zasto? Zasto ne?* i ,,Sta je nula podeljeno sa nulom?*.

Svaki od 52 napisana odgovora na pitanje ,,Sta je nula? bio je kategorisano u jednu od osam
kategorija:
1. broj,
prazan skup,
nista (ukljucujuéi odsustvo stvari),
simbol (ukljucujuéi broj, reprezentacija i cifra),
rezervirano mesto,

identitet za dopunu,

A A o

ostalo i
8. ne klasifikuje se.

Odgovor je kategorisan u prvih Sest kategorija ako je doslovno ili nedvosmisleno upuéivao na
taj termin. Da se odgovor klasifikuje kao ostalo zahtevao je nedvosmislenu identifikaciju
svojstva nule razli¢itu od prvih Sest kategorija. Dvosmislen odgovor je kategoriziran u ne
klasifikuje se. Svaki odgovor je svaki istraziva¢ nezavisno kategorisao. Neki od odgovora
svrstavani u ove navedene grupe su:

Broj:

» Nula je broj koji se nalazi izmedu -1 i +1 na brojevnoj pravi.
> Nula je broj koji niSta ne znaci.
» Nula je ceo broj koji se koristi da izrazi da u skupu nema elemenata.

Prazan skup:
o Nula znaci prazan skup ili nulti skup.
Nista:

e Nula nije nista.
e Nula nema objekata.

Simbol:

¢ Nula je prvi simbol ili brojka u hinduistickom brojevnom sistemu.
¢ Nula je broj koji oznacava prazan skup ili nista.
¢ Nula je cifra (0) koja ima nominalnu vrednost, ali nema ukupnu vrednost.

Rezervno mesta:
= U naSem sistemu vrednosti mesta to je ,,drza¢ mesta“.
Identitet:

* Kada se od broja doda ili oduzme broj, on ostaje isti.
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Ostalo:

¢ Nula se koristi za pokretanje odbrojavanja brojeva.
¢ Nula je grani¢na tacka izmedu pozitivnih brojeva i negativnih brojeva.

Neklasifikovano:

A Nula se ne moze prebrojati, ali moze se videti.
A U mnoZenju i deljenju, nula uzrokuje da je odgovor neosnovan.
A Nula nas sprecava da se zbunimo.

Otprilike 40% (21) ispitanika dali su odgovore koji su klasifikovani u jednoj kategoriji dok su
ostali odgovori zahtevali viSestruku kategorizaciju. Za ukupno 52 odgovora koristeno je 102
kategorizacije tih odgovora. Bez obzira da li je odgovor kategorisan pojedinacno ili visestruko,
najées¢i odgovori na pitanje ,.Sta je nula?* bili su simbol i broj. Kada se razmotri ukupnost
odgovora, odgovor simbol je dalo viSe od 20% ispitanika.

Da li je nula broj? Na pitanje "Da li je broj nula?" osam (15%) ispitanika je odgovorilo ne.
Neki od odgovora ovih predstavnika su sledeci:

N2

Nula nije broj jer nema vrednost, to je cifra oznacena sa 0.

Nula nije broj jer nema nominalnu vrednost, to je broj koji se koristi kao rezervirano
mesto.

Nula nema nikakvu vrednost.

Ne, nula nije broj jer broj je apstraktna vrednost koli¢ine skupa.

Ne, nula nije broj, to je samo simbol koji se koristi da predstavi da nema nicega, brojevi
predstavljeni u koli¢ini.

9
9
9
9

Sta je nula podeljeno sa nula? Svaki od 52 odgovora na pitanje ,,Sta je nula podeljeno sa
nulom?" je kategorisan kao tacan ukoliko upada u neki od slede¢ih odgovora: " ne moZze se
deliti sa nulom "," nedefinisano "," ne postoji odgovor”, u suprotnom je odgovor kategorisan
kao netaCan. Vise je bilo netacnih (77%) nego ta¢nih odgovora. Najces¢i odgovor je bio da je
nula podijeljena sa nulom jednaka nuli (67.3%), slede¢i najzastupljeniji odgovor je bio da se
ne moze deliti sa nulom, odnosno da ovakvo deljenje nije deifinisano (23.1%), nako toga je
odgovor jedan (5.8%), dok je svega par uCesnika istraZzivanja dalo odgovor razlicit od gore

pomenutih odgovora (3.8%).

Cilj istrazivanja bio je ispitati nekoliko komponenti razumevanje nule kod potencijalnih
nastavnika. Rezultati sugeriSu da ovi kandidati nisu imali adekvatno razumevanje broja nule.
Kognitivno, ¢ini se da ovi kandidati za nastavnike ne prihvataju broj nulu kao atribut za
klasifikaciju. Konceptualno su izlozili da nerado identifikuju nulu kao broj. Racunski, zadaci
sa nulom u deljeniku ili deliocu mogu biti teki, pa ih nastavnici Gesto izbegavaju. Sto se tice
kvantitavitnog izrazavanja nule, ispitanici su ¢eSce koristili izraz ,,nula“ nego termin "nijedan".
Na osnovnu rezultata ovog istrazivanja vidimo da je neophodno posvetiti vecu paznju
razumevanju koncepta nule kod buducih nastavnika, da bi oni to znanje mogli preneti
ucenicima. Samo na osnovnu racunskih zadataka sa nulom, potencijalni nastavnici ne mogu u
dovoljnoj meri savladati znacaj i funkciju broja nule. Sadrzaji na ovom matematickom kursu
bi trebali da budu bogatiji sadrzajima koji se ti¢u samog razumevanje broja nule i nacina
prenosSnja znjanja o nuli na u€enike.
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Istrazivanje o razumevanju nule kod ucenika u osnovnoj skoli

Naredno istrazivanje autora Smith, Solomon i1 Carey, [15], za razliku od prethodno
navedenog [14], bazirano je na deci odnosno ucenicima kao glavnim akterima u istrazivanju.
Naime, ucestvovalo je 50 dece (22 ucenika treceg i Cetvrtog razreda i 28 ucenika petog 1 Sestog
razreda) iz osnovnih Skola u oblasti Bostona. Medu ucesnicima je bilo 24 deCaka i 26 devojcica
razli¢itog rasnog, etniCkog i socijalno-ekonomskog porekla. Ucenici treceg 1 Cetvrtog razreda
bili su u starosnoj dobi od 8 do 10 godina, dok su ucenici petog i Sestog razreda bili u razdoblju
od 10 do 12 godina. Svi ucenici treceg i Cetvrtog razreda, kao i ucenici petog 1 Sestog razreda,
intervijuisani su tokom drugog polugodiSta. Autori su odabrali ovu starosnu grupu za
istrazivanje jer je ovo vreme kada se uci o razlomcima, decimalnim brojevima kao i o deljenju
brojeva pa je ovo vazan deo matematickog obrazovanja, da bi deci pruzili dobru osnovu za
razumevanje racionalnog broj.

U istrazivanju se ispitivalo razumevanje uc¢enika o gustini izmedu brojeva 0 i 1 odnosno
da li postoji beskona¢no mnogo racionalnih brojeva izmedu bilo koja dva cela broja, konkretno
bazirajuci se na brojeve koji se nalaze izmedu brojeva 0 1 1. Ako bi negirali postojanje brojeva

izmedu 0 i 1, pitani su da li je % izmedu 0 i 1. Ako su rekli da postoje brojevi izmedu 01 1 od

njih se trazilo da navedu neki broj koji je izmedu 0 i 1. Zatim su pitani koliko brojeva ima
izmedu 0 i 1. U prethodnom radu [16], utvrdili su da je veéina dece iz vrti¢a i deca drugog
razreda negirala postojanje brojeva izmedu 0 i 1, Sto je u skladu sa njihovim razumevanjem
broja kao brojanja brojeva.

Nakon razgovora o brojevima izmedu 0 i 1 u€enicima je postavljeno pitanje Sta e se
dogoditi ako pocnemo sa brojem 2 i podelimo ga na pola, dobili bismo broj 1, a ako bismo ga
podelili ponovo na pola dobili bi broj 1/2. Zatim je usledilo pitanje da li mozemo nastaviti da
delimo brojeve na pola zauvek ili ¢emo do¢i do tacke gde ne bi preostao broj za podelu.
Konaéno, postavnjeno je pitanje hocemo li ikad do¢i do broja 0. Takode, u skladu sa tvrdnjom
da deca brkaju oduzimanje sa deljenjem, mnoga deca su verovala da ¢e polovljenje brojeva
prili¢no brzo dovesti do 0. Medu ovom decom poslednji broj je bio onaj koji su verovali da je
nula, mislili su da ¢e se zaustaviti sa nulom, dok su oni koji su znali za druge brojeve mislili
da ¢e polovljenjem preci nulu i pre¢i na negativne brojeve. Ovaj misaonim eksperimentom
reflektuje induktivni skok koji su deca napravila sama: deca nisu direktno naucena da postoji
beskonacan broj razlomaka izmedu 01 1.

Tabela 1. prikazuje odnos izmedu uzrasta ucenika i njihovog razumevanja beskonacne
podeljenosti broja. Samo 9% ucenika tre¢eg 1 Cetvrtog razreda (2 od 22) smatrali su da su
brojevi beskonaéno deljivi, dok je kod petih i Sestih razreda to uocilo ¢ak 61% (17 od 28)
ucenika. Ovo je statisti¢ki zna€ajna razlika (p <0.001). Velike promene u rezonovanju broja
najcesce se javlja izmedu Cetvrtog i petog razreda. Naravno ne znaci, da ucenici petog i Sestog
razreda uvek dodu do ovakvih uvida, 39% ucenika petog i Sestog razreda su dali odgovore koji
su svrstani u ,,sti¢i ¢emo do nule* ili ,,prelazni* obrasci. Samo Sestoro dece imalo je obrasce za
koje se Cinilo da odrazavaju nedosledno rezonovanje, ovi problemi su razli€iti 1 ocenjeni su kao
prelazni.
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,Nec¢emo dobiti 0 | Prelazni | ,,Sti¢i ¢emo do 0 | Ukupno
Ucenici 3. 1 4. razreda 2 (9%) 3 (14%) 17 (77%) 22
Ucenici 5. 1 6. razreda 17 (61%) 3 (11%) 8  (28%) 28
Ukupno 19 6 25 50

Tabela 1. Odnos izmedu nivoa ucenika i njihovog razumevanja beskonac¢nog polovljenja broja

Tokom istrazivanja [17] Inhelder & Piaget otkrili su da deca mlada od 10 ili 11 godina
ne identifikuju prazan skup na primer skup slika bez ptica u odnosu na skup slika sa jednom
pticom. Ovim istrazivanjem [17] otkriveno je da ucenici ne prepoznaju nulu kao broj, oni to
vide samo kao deo simbola za deset. U stvari, mnogi daci veruju da ,,Nula zapravo nije broj, to
je samo nista“. Neki ucenici prepoznaju nulu kao broj koji se ,,razvija i postoji odvojeno od
ostalih pravila brojeva®“ [18]. Studenti su takode pokazali da se bore sa matematickim
konceptom nule jer su nedosledne upotrebe usmenog i pismenog jezika povezanog sa nulom u
drustvu. Cak ni u nazivima brojeva na engleskom jeziku, nula se ne pominje u okviru naziva
(na primer 203 se Cita kao dvesta tri, a ne dvesta nula tri). Ova konvencija matematike moze
prouzrokovati da ucenici pogresno razumeju nulu. Ucenici pokusavaju da ,,piSu“ brojeve na
isti nacin na koji "pisu" reci, tako da se sto dvadeset ¢esto pise kao 10020 [19] . Ova konvencija
0 ,,ignorisanju nule” u imenovanju brojeva podrzava uc¢enic¢ka uverenje da je nula ,nista* i
stoga se moze zanemariti. Istrazivanjem [19] utvrdeno je da ucenici nailaze na poteskoce
prilikom mnoZenja dvocifrenih brojeva ¢ija je poslednja cifra odnosno vrednost jedinica upravo
broj 0, jer ¢esto zanemaruju poslednju cifru ukoliko je nula i kao rezultat dobiju broj koji ima
znatnu manju vrednost od stvarne vrednosti. Na primer za prozivod brojeva 18 i 20,
izostavljajuci poslednju nulu prilikom mnozenja, kao rezultat dobiju broj 36 umesto broja 360.

Bez obzira da li se shvatanje nule razmatra iz perspektive u¢enika ili nastavnika, postoje
jasni dokazi u istrazivanjima matematickog obrazovanja da postoji razlog za zabrinutost, ne
samo u viSim razredima, kada nastavnici prvi put upoznaju ucenike sa slozenosc¢u deljenja sa
nulom, nego ¢ak 1 unutar najranijih razreda osnovne Skole. Razumevanje nule osnova je za
razumevanje matematike. Nula treba da postane vise od ,,niSta* unutar u€ionice i u programima
obrazovanja nastavnika 1 ucitelja.

Pilot istraZivanje

Test je popunilo ukupno 36 ucenika, od kojih su 19 ucenici VII, a 17 ucenici VIII
razreda. Ucenici su test popunjavali za vreme reodovnog Skolskog ¢asa, u trajanju od 12
minuta, uz prisustvo nastavnika matematike. Test su popunjavali anonimno i test nije bio za
ocenu. Upitnik je sadrzao 4 pitanja. Instrument istraZivanja (upitnik) se nalazi u prilogu, na
kraju rada. Prva tri zadatka u okviru upitnika su samostalno osmisljena dok je poslednji Cetvrti
zadatak preuzet iz upitnika sa Pisa tesiranja i spada u nivo 5, pa se bas iz tog razloga nalazi na
samom kraju upitnika. Zadaci su poredani po teZini i po vrsti zadatka, i u okviru svakog zadatka
nalozi su zadati od jednostavnijih ka sloZenijim. Cilj istraZivanja je bio ispitati primenu do tada
naucenog znanja o nuli kako u racunskim operacijama tako i u jednacinama, kao 1 sa
decimalnim brojevima ali 1 razumevanje dokaza
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Prvim pitanje u okviru kojeg ima sedam naloga cilj je bio ispitati znanje o nuli u razli¢itim
racunksim operacijama. Od sedam naloga u okviru prvog zadatka jedan nalog se ticao
racunske operacije oduzimanja i samo jedan nalog se odnosi na deljenje brojeva, dok se u tri
naloga pojavljuje racunska operacija mnozenja i ¢ak u tri naloga se pojavljuje racunska
operacija sabiranja ali u dva od ta tri naloga se nalazi u kombinaciji sa stepenovanjem i
kvadriranjem. Cilj ovog zadatka je bio ispitati znanje o nuli u razli¢itim racunksim
operacijama. Rezultati odgovora su dati u tabli 2.

zadatak 1
a b c d e f g
tatno 21 29 9 13] 16 5 20
neta¢no 6 3 12 19 8| 23 8
nisu odgovorili 9 4 15 4| 12 8 8

Tabela broj 2. Broj uc¢enika sa ta¢nim, netacnim i bez odgovora

Prvi zadatak pod a) je 6 ucenika uradilo neta¢no, najcesca greska kod ovog zadatka je
bilo resenje 0. Jedan od razloga za ovu greSku moze biti slaba primena negativnih brojeva i
nedovoljno poznavanje suprotnih brojeva, da bi ovo sa sigrunoscu tvrdili potrebna su jo$ neka
dodatna istrazivanja. Sto se ti¢e zadatak pod b) svega 3 udenika je pogresno odgovorilo, ti
pogresni odgovori su bili 1,1 odnosno -1,1. Iz ovoga mozemo zakljuciti da su u€enici dobro
savladali osobinu mnozZenja nulom. Naredni zadatak pod c) 12 ucenika nije uspelo ta¢no da
reSi dok 15 ucenika nije ni pokuSalo da resi ovaj zadatak. Na osnovnu ovoga mozemo da
zaklju¢imo da ne vladaju znanjem o inverznim elemtnima. Zadatak pod d) je za nijansu
sloZeniji u odnosu na prethodne naloge, jer imamo kombinaciju oduzimanja i mnozenja, ovaj
kog mozemo da zaklju¢imo da su ucenici videvs$i operaciju mnozenja i broj 0 kao reSenje
“jednagine” brzopleto stavili 0 kao odgovor, zanemarujuéi operaciju oduzimanja. Sto se tide
zadatka pod f) gde se 0 pojvljuje u stepenu, ovde su gresSke najcesce pravili ucenici sedmog
razredu, jer u momentu reSavanja upitnika nisu obradili lekciju stepenovanje. Najc¢es¢i netacan
odgovor je bio broj 2, na osnovu ¢ega mozemo da zaklju¢imo da ucenici ne ocekuju da se
stepenovanjem broj moZe smanjiti. Poslednji zadatak je netatno odgovorilo 8 ucenika, dok 8
ucenika nije ni pokusalo da resi ovaj nalog. Najéeséi netacan odgovor je bio 2% , na osnovnu
¢ega vidimo pogresnu primenu osobine kvadriranja. Ucenici su osobinu mnozZenja stepena sa
istim osnovama primenili na sabiranja pri ¢emu imamo stepene razli¢itih osnova. Zadatak sa
najviSe tacnih odgovora je upravo zadatak sa mnozenjem koji za rezultat daje broj nula. Dok
je zadatak sa najviSe pogreSnih odgovora zadatak u kome se nula nalazi u stepenu broja. lako
je ucenicima osmih razreda ovo gradivo poznato, nisu bas§ znali da ga primene. Rezultati
odgovora na prvi zadatak su prikazni grafikom broj 1.
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Zadatak 1
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Grafik 1. Ucestalost i procenti rezultata zadatak broj 1.

U okviru drugog zadatka dato je pet razli¢itih naloga. U pitanju su jednacine u kojima
se nula javlja kao reSenje jednacine ali u okviru postavke same jednacine. Ovde imamo
zastupljene racunske operacije sabiranja i mnoZzenja. Ovaj zadatak je vrlo sli¢an prethodnom,
s tim §to je u ovom zadatku naglaseno da je re¢ o jednacinama i nepoznata promenljiva x je
data u okviru svakog naloga, dok smo u prethodnom zadatku imali ostavljenu praznu crtu za
dopisivanje vrednosti koji nedostaje da bi izraz bio tacan. Nalozi su delimi¢no poredani po
tezini, s tim Sto bih kao najtezu jednacinu izdvojila jednacinu koja nema reSenje 0 - x = 1, koju
je svega tri ucenika ta¢no resilo. Cilj ovog zadatka je bio ispitati kako se uCenici snalaze sa
jednacdinama ¢ije je reSenje nula.

zadatak 2
a b c d e
tacno 32| 33| 32 3 5
netacno 3 2 21 21| 28
nisu odgovorili 1 1 2| 12 3

Tabela broj 3. Rezultati odgovora na 2. pitanja

Drugi zadatak, u kome je trebalo resiti zadate jednacine, odnosno izraziti vrednost
nepoznate promenljive x, ucenici su znatno bolje uradili u odnosu na prvi zadatak, koji se
takode moZe posmatrati kao neka vrsta jednacina. Prve tri jednacine je viSe od 88% ucenika
ta¢no resilo, dok kod cCetvrte i pete jednCine dolazimo do veoma zanimljivih i razlicitih
odgovora. Najces¢i netacan odgovor kod neresive jednacine x -1 = 0 je bio 1, §to je napisalo
12 ucenika dok je broj 0 napisalo 5 ucenika. Mogu¢i razlozi za neuspesno reSavanje ovog
naloga jeste nestadnardan nacin postavljanja zadatka, u osnovnoj Skoli se vrlo retko postavlja
zadatak koji nema reSenje, iako su jednaine ovakvog tipa sastavi deo gradiva za VII razred
osnovne $kole, i ovakvi nalozi se mogu videti i u udzbenicima. Sto se ti¢e poslednje jednadine
najces¢i netacan odgovor je 0, 20 ucenika je dalo taj odgovor. Broj 0 zamenjen u ovu jednacinu
daje nam tacan rezultat, ali to nije jedino reSenje. Odogovri koji su bili priznavani kao ta¢ni su
»1,2,3,...° kao 1 odgovori ,,svi pozitivni brojevi® i ,,svi celi brojevi, jer u nalogu nije naglaseno
u kom skupu brojeva trazimo reSenja, a sve jednacine su date sa celobrojnim koeficijentima.
Odavde mozemo zakljuciti da ucenici ne barataju matematickim simbolima za ispravan zapis
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reSenja jednacine, jer nijedno reSenje nije bilo zapisano u obliku x € N ili x € Z. Rezultati
ovog zadatka su prikazani u stubicastim grafikom broj 2.

100%

90% 3 2 a
80% 0
70%
60%
50% 28
40% 21
30%
20%
10%
0%
a b c d e
Htacno M netacno nisu odgovorili

Grafik broj 2. Ucestalost i procenti postignuca ucenika u 2. zadatku

Treéi zadatak je zatvorenog tipa, u vidu pitanja ¢iji su odgovori DA ili NE. Ovaj zadatak
u sebi ima Sest pitanja od kojih se Cetiri pitanja ticu uporedivanja decimalnih brojeva u kojima
se kao celina ili decimlani deo pojavljuje broj nula, dok se poslednja dva pitanja ti¢u deljenja
nule i deljenja nulom. Cilj ovog zadatka je bio ispitati znanje o veliini brojeva, tacnije o
odnosima medu brojevima, u kom slucaju se dopisivanjem nule smanjuje vrednost broja a u
kom slucaju se povecava vrednost broja, ali i samo deljenje nule i deljenje nulom, $to i jeste
tema celokupnog rada.

Zadatak 3.
a b C d e f
tacno 350 30| 32| 13|22 10
netacno 0 6 3] 22|12 25
nisu odgovorili 1 0 1 1]2 1

Tabela broj 4. Rezultati odgovora na 3. pitanje

U tre¢cem zadatku, gde su data pitanja zatvorenog tipa, prvim pitanjem smo hteli da
proverimo da li u€enici razumeju znacaj nule kada se nalazi ispred 1 iza decimalnog zapisa. Na
ovo pitanje je najvise ucenika tacno odgovorilo. Naredna tvrdnja se takode tice decimalnog
zapisa broja, na ovo pitanje imamo za nijansu viSe pogreSaka. Tre¢a tvrdnja nam sluzi da
proverimo da li u€enici razumeju da dodavanjem nula iza poslednje decimale u deicmalnom
zapisu, broj ne menja vrednost. Cetvrta tvrdnja se ti¢e uporedivanja negativnih brojeva, ovde
je oCekivani pad ta¢nih odgovora, jer ucenici nemaju dovoljno znanja kad su u pitanju negativni
brojevi. Poslednje dve tvrdnje ticu se deljenja nule i deljenja nulom. Peta tvrdnja se tice deljenja
nule, medutim tvrdnja nije dovoljno precizno definisana, jer nulu mozemo podeliti sa svim
brojevima ako izuzmemo nulu, deljenje nule sa nulom nije definisano. Ta¢an odgovor je bio
ne, jer ne mozemo nulu podeliti nulom. Na ovo pitanje je 22 ucenika ta¢no odgovoilo, a 12
ucenika je netacno odgovorilo dok svega 2 ucenika nije dalo odgovor. Ucenici su mogli
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zamenom manjih vrednosti brojeva da isprobaju $ta ¢e se dogotiti recimo za 0 = 5 ili za 0 =+
1000 1 po principu induktivnog nacina zakljuc¢iva da dodu do pogresnog zakljucka. Poslednja
tvrdnja je pitanje sa najve¢im procentom netacnih odgovora, 25 ucenika je netacno odgovorilo,
u okviru ovog zadatka. To je upravo ono ¢emu je posvecen najveci deo ovog rada. Nijedan
broj ne mozemo podeliti nulom, nula se ne sme nac¢i u ulozi delioca. Na osnovnu analize
odgovora na poslednju tvdnju dolazimo do zakljuc¢ka da se u osnovnoj skoli ne pridaje dovoljno
paznje nuli u ulozi delioca.

Zadatak 3
100% :
80% 12
60% 22 25
40%
20%
0%
a b c d e f
Htacno Mnetacno nisu odgovorili

Grafik broj 3. Ucestalost i procenti postignuca uc¢enika u 3. zadatku

Cetvrti zadatak spada u nivo 5 na osnovu PISA testiranja (medunarodni program
ucenickih postignuca). U okviru ovog zadatka dat je jedan matematicki postupak u kojem je
napravljena jedna greska prilikom reSavanja, jer se od izraza a = b dobijaizraz 2 = 1. Zadatak
ispitanika je bio da uoce u kom koraku se nalazi greSka i da napiSu zasto je to greska. Cilj ovog
zadatak bio je ispitati ucenicku sposobnost baratanja sa dokazima, iako ovo nije pravi
matematic¢ki dokaz, samo jedan matematicki postupak.

Zadatak 4.
red broj ucenika
1

NN |||~
WD [W | [Q ||

7

bez odgovora 8
Tabela broj 5. Rezultati odgovora na 4. pitanje

Vise od 20% ucenika nije ni pokusalo da resi ovaj zadatak, dok su greske, onih koji su
pokusali da ga reSe, bile veoma raznovrsne. Ovako raznolike odgovore moZemo pripisati
reSavanju ovog naloga metodom sluc¢ajnog odabira, budu¢i da obrazlozenja zbog Cega je taj
korak pogreSan nisu bila navedena ili su navedna kao prepisan sam korak u kom se smatra da
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je greSka. Sedam ucenika je odgovorilo da je greska u 4. redu, gde imamo rastavljanje razlike
kvadrata. U€enicima sedmog razreda u momentu popunjavanja testa nije poznata razlika
kvadrata. Od pet ucenika koji su tacno odgovorili na ovo poslednje pitanje, nijedno
obrazloZenje nije korektno. Ovaj tip zadatka je pretezak za ucenike osnovne Skole, ucenici
osnovnoskolskog uzrasta umeju da koriste konkretizaciju, zamenom odredenih vrednosti u
matematicke formule, medutim kada je u pitanju koriS¢enje apstrakcije, koja predstavlja
znacajno slozeniji postupak, ucenici ne umeju da je primenjuju. Rezultati ovog zadatka suu
prikazani grafikonom broj 4.

BMGreskaulredu MGreskaullredu M Greskaulllredu m Greska u IV redu

mGreSkauVredu M GreskauViredu mGreskau VIl redu B Bez odgovora

Grafik broj 4. Procentualni prikaz odgovora na 4. zadatak

Rezultati ovog pilot istraZivanja ukazuju da ucenici jako retko primenjuju matematicke
termine 1 izraze, ve¢ sve prevode u brojevne zapise i Sablonski racunaju. Na nastavnicima
matematike je veoma tezak i1 zahtevan zadatak da tokom nastave matematike nauce ucenika da
razmiSljaju 1 donose ispravne zakljucke kao i da razvijaju kritickog misljenje. To je moguce
diskutovanjem o njihovim predlozima za reSavanje matematickih zadataka, kao 1 izbegavati
primenu Sablonskih zadataka.
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IV PREDLOG NASTAVIH AKTIVNOSTI

Mnogim u¢enicima osnovnih skola nula stvara probleme. Samim time javlja se sve veca
potreba za boljom metodickom pripremom nastavnika od kojih se ocekuju nove ideje i metode
kojima ¢e pristupiti ovom problemu.

Iako se deljenje kao racunska operacija uvodi ve¢ u drugom razredu osnovne Skole,
mnogi ucenici u visSim razredima nailaze na poteskoce prilikom ra¢unanja sa nulom, posebno
kad se nula nade u ulozi delioca, jer im je tesko da zapamte i primenjuju pravila koja ne
razumeju, jedan od razloga za to je prerano uvodenje deljenja nulom u osnovne skole.

U radu je razmatrana primena nule u racunskim operacijama sa posebnim akcenotm na
deljenje nulom. Kao posebno bitno i1 znacajno u savladavanju koncepta nule u osnovnoj Skoli
je savladavanje mnozenja i deljenja nule odnosno deljenje nulom, gde nula ima veoma
znacajnu i poprilicno drugaciju ulogu u odnosu na sve ostale brojeve.

Pogodan trenutak za uvodenje konkretnih primera za deljenje nule i deljenje nulom je
nakon obrade operacija mnozenja i deljenja, odnosno objasnjenja njihove povezanosti. Moguce
je da ucenici postave pitanje je li 0 =~ 0 = 0, jer mogu zakljuciti da je 0 - 0 = 0. Kada bi ta
tvrdnja bila tacna, vazilobidaje 0+~ 0 = 2, jerje 2-0 = 0, takode bi vazilo daje 0 +~ 0 =
253 jerje 253 - 0 = 0. Ucenicima objasnjavamo da deljenje nule nulom, kao i deljenje ostalih
brojeva sa nulom nije definisano. Napominjemo im da je deljenje 0 <+ 0 neodredeno, a deljenje
2 =+ 0 nemoguce.

PRIMER 1.

Osim korisnih dokaza i zadataka, poZeljno je ve¢ u osnovnoj skoli koristiti kreativne
nacine ucenja. Sledeca pesmica je veoma pogodna i za starije uzraste i viSe razrede. Iako bi
pravila racunanja trebalo da znaju, ¢esto su ucenici veoma nesigurni kad je u pitanju broj nula,
bilo da se radi o mnoZenju ili deljenju, pa €¢ak i o oduzimanju. S obzirom da planom i
programom za osnovnu $kolu nisu predvideni limesi odnosno grani¢ne vrednosti, kojima bi se
moglo pojasniti 1 pribliZiti Sta se bi se dogodilo kad bi pokusali deliti sa brojem koji je veoma
blizu broja nule, u ovom periodu im je dovoljno da znaju, razumeju i1 primenjuju pravila koja
vaze za racunske operacije sa nulom, pa ¢e kasnije u srednjoj Skoli, prilikom uvodenja
grani¢nih vrednosti 1 razumeti u potpunosti zasto se ne moze deliti nulom.

Ja sam jedna mala Nula
svake lazi ja sam cula:
Da ja niSta ba$ ne vredim,

samo da na pravoj sedim.

Zato slusaj Sta ¢u reci:

Moj je znacaj puno veci!
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Iako ba$ nisam snazna,

u racunu ja sam vazna!

Jedinica ima jedna,
misli da je jako vredna.
Ako njoj me sleva stavis,

veliku mudrost ne napravis.

Ali kad joj zdesna stanem,
veliku snagu ja joj dajem:
Zajedno nam vrednost znaci

— deset puta sad smo jaci!

Saberes li me s brojem jedan,
ja se vrlo lako predam.
U toj igri bez pardona

pobednik je uvek ona.

Oduzimanje — to je isto
glupa igra skroz na Cisto.
Oduzmes 1i me od jedan,

rezultat je isto vredan.

Mnozenjem se, blago meni,
celi rezultat promeni.
Jedinica sada gubi,

pa da varam, svima trubi.

Probale su Dvica, Trica,

al’ su prosle tuZna lica.

Jer kad mnozi§ brojem Nula,
rezultat je opet: NULA!

Kad sa jedan deli§ mene,
rezultat se ne okrene.
Nula podeljeno s osam
Nulu daje, a ja to sam!

Ali sada savet slusaj:
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NIKADA ni ne pokusaj
s Nulom neki broj podelit’

jer se neces bas veselit.

Evo, to je sa mnom tako,
vidis da je sve to lako.
Ako imas to u glavi,

matematicar ti si pravi!

Nula Tekst : Dubravka Glasnovi¢, Samobor

Ovu pesmicu sa prigodnom rimom, mozemo iskoristi za matemati¢ku sekciju, na kojoj
mozemo analizirati pesmicu. Zajedno sa u¢enicima ¢emo analizirati pesmicu, pitanjima ih treba
usmeravati na sustinu svake strofe. U prvoj strofi bismo diskutovali o znacaju prideva mala,
koji stoji ispred broja nule i zasto u strofi piSe da nula nista ne vredi. Pozeljan odgovor bi bio
da nula nema vredenost jer oznacava odsustvo necega pa je iz tog razloga njena vrednost mala.
Pitanja za razmisljanje koja se postavljaju na osnovu druge strofe bi bila: U ¢emu je znacaj
nula i gde nam je ona tako vazna? Ciji nam se odgovor nalazi veé u sledeéoj strofi, da broj nula
ima znadajnu ulogu u zapisu visecifrenih brojeva. Sto nam upravo i govore naredne dve strofe.
Dodavanjem nule ispred nekog broja vrednost broja se ne promeni dok dodavanjem broja nule
iza nekog broja, broj se uveéa deset puta. Peta strofa nam govori o znacaju nule prilikom
racunske operacije sabiranja, da sabiranjem nule sa bilo kojim drugim brojem rezultat uvek
bude drugi sabirak. U Sestoj strofi pesmica govori o racunskoj operaciji oduzimanja u kojoj
nula ,,gubi igru* jer se umanjivanjem broja brojem nula broj ne promeni. Nakon toga na red
dolazi raCunska operacija mnoZenja, koja je broju nuli u ovoj pesmici veoma draga, jer u
svakom proizvodu gde je jedan od Cinilaca nula rezultat je nula. Nakon toga su dve strofe
posvecene racunskoj operaciji deljenja, i to prvo je obraden slucaj deljenja nule bilo kojim
drugim brojem, gde se rezultata ne promeni odnosno ostaje nula. Dok u pretposlednjoj strofi
imamo savet da sa nulom ne delimo, na ovom mestu treba pojasniti u¢enicima zasto nam autor
pesmice daje ovakav savet. Za pojaSnjenje ovog saveta potrebno ucenicima na primerima iz
svakodnevnog Zivota objasniti da to nije definisano. Ne mozemo tortu podeliti na nula delova,
nitt mozemo deset bombona ravnomerno podeliti medu nula devojCica. Ovom obradom
pesmice smo ponovili sva vazna pravila vezana za broj nula koja smo naucili do Sestog razreda,
stoga je obrada ove pesmice adekvatna u Sestom razredu pred uvodenja celih brojeva, buduci
da se u pesmici spomionju samo pozitivni celi brojevi. Nakon obrade pesmice pozivamo
ucenike da osmisle po jednu strofu za neke druge znacajne matematicke pojmove koje smo
obradivali kao Sto su duz, tacka, trougao, brojevi i sli¢no.

Ovom pesmicom ucenicima pokazujemo da matematika nije uvek dosadna i data samo
kroz definicije, formule i teoreme ¢ije znacenje ucenici u potpunosti ne shvataju.
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PRIMER 2.

U sedmom razredu se uvodi pojam funkcije i crtanja grafika, ovu lekciju mozemo
iskoristiti za podsecanje i ponavljanje pravila o deljenju sa nulom. Crtanjem grafika n/x, pri
¢emu za n mozemo uzeti bilo koji prirodan broj, a za promenljivu x uzimamo brojeve koji se
smanjuju od nekog pozitivnog broja do broja veoma blizu nuli (npr. do broja 0.00001, kao sto
vidimo na slici broj 32.).

Pogledajmo ovaj niz u kojem delimo broj 12 raznim deliteljima koji se u svakom koraku
smanjuju i sve vise priblizavaju nuli:

12:12=1,
12:6=2,
12:4=3,
12:3=4,
12:2=6,
12:1=12,
12:0.5=24,
12:0.1 =120,
12 :0.01 = 1200,
12 :0.001 =12 000, T

.
|

-

12::0.0001 = 120 000, Slika 33. Grafik funkcije 12/x, pri cemu se
12 - 0.00001 = 1 200 000 x u svakom koraku smanjuje

U ovom slucaju ucenicima treba naglasiti da se niz delitelja moZe nastaviti u beskonacno, jer
od svakog broja, dodavanjem nule ispred poslednje decimale dobijamo manji broj ( na primer
0.001 > 0.0001), a niz koli¢nika se takode nastavlja, dobijamo sve vece brojeve. Treba navesti
ucenike da sami zakljuce Sto je delilac bliZze nuli koli¢nik je bliZi beskonac¢nosti. Ali prilikom
zapisivanja moramo biti pazljivi, jer nas moze dovesti do raznih paradoksa. Zapis 12 : 0 = oo
nije ispravan, jer bi primenom operacije mnozenja dobili o - 0 = 12, odnosno da ¢e proizvod
beskonacnosti 1 nule kao rezultati dati bilo koji broj. Treba napomenuti da oo nije broj, veé
fiktivni element.

Jedan primer §ta bi se dogodilo ako bi zanemarili pravilo o deljenju sa nulom:
Nekaje x =0.

Kada broj nula pomnoZimo bilo kojim brojem rezultat ostaje nula. Pa tako u narednom koraku
mnozimo x sa bionomom x — 1 i dobijamo :

1. korak x-(x—1)=0
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U slede¢em koraku ovu jednacinu, i levu i desnu stranu jednakosti, delimo sa brojem x, nakon
¢ega dobijamo:

2. korak x—1=0

Ovu jednacinu reSavamo na standradni nacin, dodavanjem broja suprotnog broju —1, odnosno
dodajemo broj 1 i na levu i na desnu stranu jednakosti i dobijamo:

3. korak x—1+1=0+1

Nakon §to izracunamo vrednosti leve i desne strane jednakosti dobijamo:
4. korak x=1

Onda iz pretpostavke da je x = 0 sledidaje 0 = 1.

Greska je u¢injena odmah u prvom koraku, prilikom dijeljenja x - (x —1) = 0 sa x, jer smo
pretpostavili da je x = 0, a deljenje nulom nije definisano.

Ovo su samo neki primeri za unapredenje nastavnih aktivnosti, na svakom nastavniku
matematike da zadatak da na §to kreativniji nac¢in dacima predstavi deljenje nule u okviru svake
oblasti u kojima se primenjuje racunska operacija deljenja.
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Zaklju€ak

Nula je sveprisutan pojam, ne samo u nastavi matematike, ve¢ i u svakodnevnom zivotu
koristimo ovaj pojam u razli¢itim metaforama, kao na primer kada zelimo da kazemo da smo
daleko od nekog Zeljenog cilja koristimo izreku ,,Po¢injem od nule* Sto oznacava da poc¢injemo
ni od ¢ega. Kad potrosimo sav novac koji smo imali Gesto koristimo izraz ,,Na nuli sam*. Sto
se ti¢e nule kao matematickog pojma, ona ima dvojaku ulogu: kao rezervno mesto odnosno
kao cifra i kao sam broj koji oznacava meru i koli¢inu.

U nastavu matematike nula se uvodi ve¢ u prvom razredu prilikom obrade prirodnih
brojeva do 10, ali kroz celokupno obrazovanje nadogradujemo matematicka znanja pa samim
tim 1 znanja o nuli. Nula je prisutna u nastavi tokom svih osam razreda osnovne Skole.
Analizom udzbenika kao jednog od glavnih nastavnih sredstava utvrdili smo da se veoma esto
u njima pojavljuju prigodne napomene za slucaj nule u ulozi deljenika. Analizom kalkulatora
na razli¢itim IT uredajima dosli smo da zakljuc¢ka da svi daju ispravne odgovore iako se svi
odgovori na prvi pogled razlikuju, sustina je ista, ne mozemo deliti sa nulom, pa nam iz toga
razloga ovi kaklkulatori pri pokusaju deljenja sa nulom kao rezultat izbacuju gresku ili ne
izvrSavaju operaciju odnosno ostavljaju isti rezultata kao Sto je i sama postavka izraza, ili nam
vracaju beskonacnost kao reSenje, koje moze biti reSenje izraza koji u deljeniku ima nulu ali
samo u slu¢aju kada koristimo grani¢ne vrenosti odnosno prilazimo nuli sa leve ili desne strane.

Na osnovnu rezultata publikovanih istrazivanja koja smo koristili u radu, vidimo da je
znanje o nuli veoma tesko shvatljivo ne samo ucenicima ve¢ i potencijalnim uciteljima i
nastavnicima matematike. Do poteSkoca dolazi, ne samo tokom primene nule u racunskim
operacijama ve¢ i kod zapisivanja viSecifrenih brojeva sa nulom.

Kratko pilot istrazivanje koje je sprovedno i €iji rezultati su prikazani u radu, nam
govori da ucenici osnovnih $kola, konkretno sedmog i osmog razreda ne vladaju potrebnim
znanjima o broju nuli, njegovim specificnostima i pravilima koje vaze prilikom racunanja sa
nulom. Poslednji zadatak u okviru instrumenta istraZivanja — upitnika, u kome je kao gresku
trebalo 1zdvojiti korak u kome se vrsi deljenje sa promenljivom koja ima vrednost nula, nijedan
ucenik nije ta¢no uradio. Ovo nam ukazuje da ucenici ne znaju da primene svoja znanja u
slu¢aju generalizacije, odnosno ako nisu dati nalozi sa konkretnim brojevima, oni ne znaju da
izvrSe nalog.

Da ne bi doslo do sli¢nih ili lo$ijih rezultata kod buduc¢ih generacija uc¢enika, ovom
pojmu — nuli treba posvetiti viSe paznje tokom obrade razlicitih nastavnih tema iz matematike
1 u okviru matematickih sekcija, jer je ona prisutna u mnogim oblastima matematike. Ucenike
na ¢asovima matematike treba usmeravati na pravilno i logi¢ko razmisljanje, posebno u periodu
razvoja apstraktnog misnjenja, na povezivanje gradiva i na generalizaciju nau¢enog gradiva.

Broj nula je veoma zahtevan i sveprisutan pojam, ne samo za ucenike ve¢ i za
nastavnike. Dugi vremenski period je ulazila u upotrebu, a jo§ uvek se neka njena svojstva i
mogucnosti ispituju.
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Prilozi

TEST ZA SEDMI | OSMI RAZRED OSNOVNE SKOLE

Zadatak 1: Dopisi brojeve tako da dobijes tacne jednakosti.

a) _ +22=0
b) 1,1-_ =
1

C) _'§=

d) 2—2-_ =0
e) __:31=

¥, 2°+0=__
2) 02+2=___

Zadatak 2: Popuni tabelu.

Jednadina Resenja
x+1=3

34+4x=3

2:x=0

0-x=1

0-x+1=1

Zadatak 3: Pored sledecih recenica zaokruzi DA ukoliko je reCenica tacna, a NE ako re€enica
nije tacna.

Broj 0,2 ima istu vrednost kao broj 2,0 DA NE
Broj 8,01 je manji od broja 8,001. DA NE
Broj 5,1 ima istu vrednost kao broj 5,100 DA NE
Broj -0,1 je veci od broja -0,01 DA NE
Broj 0 mozemo podeliti bilo kojim brojem DA NE
Bilo koji broj moZemo podeliti brojem nula DA NE

Zadatak 4: Ispred tebe se nalazi jedan matematicki postupak. Medutim u jednom koraku je
napravljena greSka i doSlo se do netacne relacije da je 2=1.
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1.red: a=>b

2.red: a’ =ab

3.red: a’ — b? = ab — b?
4.red: (a+b)(a—b)=b(a—Db)
5.red: a+b=>b

6.red: 2b=0»>

7.red: 2=1

U kom redu je napravljena greska?

Zasto je to greska?
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