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1 Uvod

Optimizacija je matemati£ka disciplina koja se bavi optimizacionim proble-
mima, njihovim osobinama, razvojem i implementacijom algoritma koji se
koriste za njihovo re²avanje. Problemi optimizacije se javljaju u raznim obli-
cima u prirodnim i dru²tvenim naukama, tehnici, ekonomiji kao i u svakod-
nevnom ºivotu. Problem optimizacije podrazumeva minimizaciju ili maksi-
mizaciju funkcije cilja nad nekim skupom ograni£enja ili na celom prostoru.
Ukoliko se funkcija optimizuje na celom prostoru re£ je o optimizaciji bez
ograni£enja, a u suprotnom o optimizaciji sa ograni£enjima.

U zavisnosti od toga da li su funkcija cilja i ograni£enja linearni ili ne, op-
timizacioni problemi se dele na linearne i nelinearne. Linearni problemi su
problemi u kojima je funkcija cilja linearna i sva ograni£enja su zadata li-
nearnim funkcijama. Ukoliko postoji nelinearnost bilo u funkciji cilja bilo u
ograni£enjima, re£ je o nelinearnom problemu. U op²tem slu£aju re²avanje
nelinearnih problema je kompleksno i sloºeno i u zavisnosti od vrste neline-
arnog problema razvijeni su razni algoritmi za njihovo re²avanje.

Ovaj rad se bavi problemima kvadratnog programiranja i njihovom prime-
nom u �nansijama. Prvi deo rada je uvod u kome su date neke oznake,
de�nicije i teoreme. U drugom delu predstavljeno je nelinearno programira-
nje. Navedene su osnovne de�nicije i teoreme neophodne za razumevanje. U
tre¢em delu predstavljen je problem kvadratnog programiranja. Obja²njene
su metode za re²avanje datog problema i prikazani su softveri koji se mo-
gu jednostavno koristiti za re²avanje problema kvadratnog programiranja. U
£etvrtom delu je predstavljena primena kvadratnog programiranja u �nan-
sijama. Peti deo rada je zaklju£ak, u kome je dat pregled izloºene materije.

Optimizacija portfolija je tipi£an problem koji se javlja u �nansijama. Op²ti
model optimizacije portfolija je uveo ameri£ki ekonomista Markovic (Harry
Markowitz) i za to je dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju. Markovicov
model je i posle vi²e od 60 godina najpopularniji model optimizacije portfo-
lija. Metode za re²avanje problema kvadratnog programiranja omogu¢avaju
brzo re²avanje ovog modela.
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1.1 Neke oznake, de�nicije, teoreme

� R - skup realnih brojeva

� Rn - skup realnih vektora dimenzije n

� Rm×n - skup realnih matrica dimenzije m× n

� C1(A) - skup svih neprekidno-diferencijabilnih funkcija na skupu A

� C2(A) - skup svih dva puta neprekidno-diferencijabilnih funkcija na
skupu A

� xT - transponovan vektor

� AT - transponovana matrica

� A ≥ 0 - pozitivno semide�nitna matrica

� A > 0 - pozitivno de�nitna matrica

� I - jedini£na matrica dimenzije n× n, I ∈ Rn×n

� x = (x1, x2, . . . , xn)T - realan vektor, x ∈ Rn

� D = diag(d1, d2, . . . , dn) - dijagonalna matrica koja na glavnoj dijago-
nali ima elemente d1, d2, . . . , dn, D ∈ Rn×n

� � - kraj dokaza

De�nicija 1.1. [3] Neka je f : Rn → R. Gradijent funkcije f , u oznaci
∇f(x), je vektor prvih parcijalnih izvoda funkcije koji se de�ni²e kao

∇f(x) =


∂f

∂x1
...
∂f

∂xn

 .

De�nicija 1.2. [3] Neka je f : Rn → R. Hesijan funkcije f , u oznaci ∇2f(x),
je matrica drugih parcijalnih izvoda funkcije i de�ni²e se kao

∇2f(x) =



∂2f(x)

∂x21

∂2f(x)

∂x1∂x2
. . .

∂2f(x)

∂x1∂xn
∂2f(x)

∂x2∂x1

∂2f(x)

∂x22
. . .

∂2f(x)

∂x2∂xn
...

∂2f(x)

∂xn∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x2
. . .

∂2f(x)

∂x2n


.
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Ukoliko funkcija f ima osobinu da svaki njen parcijalni izvod postoji, ona
je diferencijabilna, a ako su njeni parcijalni izvodi jo² i neprekidni, ona
je neprekidno-diferencijabilna. Ako postoje i parcijalni izvodi drugog reda,
funkcija je dva puta diferencijabilna, a ako su ovi izvodi neprekidni, ona je
dva puta neprekidno-diferencijabilna.

De�nicija 1.3. [3] Matrica A ∈ Rn×n je simetri£na ako je A = AT .

De�nicija 1.4. [4] Funkcija f(x) = xTAx =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj naziva se kva-

dratna forma.
Simetri£na matrica A je

∗ pozitivno de�nitna ako za svako x ∈ Rn, x 6= 0 vaºi xTAx > 0,

∗ pozitivno semide�nitna ako za svako x ∈ Rn, x 6= 0 vaºi xTAx ≥ 0.

Za matricu za koju vaºi uslov sa< (≤) se kaºe da je negativno (semi)de�nitna.
Veliki broj matrica ne spada ni u jednu od ove £etiri klase.

Kvadratna forma xTAx je pozitivno/negativno (semi)de�nitna ako je matri-
ca A pozitivno/negativno (semi)de�nitna.

Teorema 1.1. [4] (Silvestrov kriterijum) Simetri£na matricaA = [aij ]n×n
je pozitivno de�nitna ako i samo ako je svaki glavni minor matrice A pozi-
tivan, to jest

D1 = a11 > 0, D2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, ..., Dn =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

De�nicija 1.5. [15] O£ekivanje slu£ajne promenljive X u oznaci E(X) je
srednja, prose£na vrednost oko koje se grupi²u registrovani podaci dobijeni
vr²enjem nekog eksperimenta.
Ako je X diskretna slu£ajna promenljiva, E(X) =

∑
xkp(xk).

Ako je X apsolutno-neprekidnog tipa, E(X) =
∫
xϕX(x)dx.

De�nicija 1.6. [15] Varijansa ili disperzija slu£ajne promenljive X u oznaci
D(X) ili σ2 de�ni²e se kao mera odstupanja ili srednje kvadratno odstupanje
od o£ekivane vrednosti. Ra£una se kao

D(X) = E[X − (E(X))2].

De�nicija 1.7. [15] Standardna devijacija slu£ajne promenljive X u oznaci
σ je pozitivan kvadratni koren njene disperzije D(X).
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De�nicija 1.8. [15] Kovarijansa dve slu£ajne promenljive X i Y ozna£ena
je sa cov(X,Y ) i izra£unava se kao

cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))].

De�nicija 1.9. [15] Koe�cijent linearne korelacije dve slu£ajne promenljive
X i Y ozna£en je sa ρX,Y i izra£unava se kao

ρX,Y =
cov(X,Y )

σXσY
.
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2 Nelinearno programiranje

Nelinearno programiranje (NLP) je jedna osnovna klasa matemati£kog pro-
gramiranja. Problem nelinearnog programiranja podrazumeva traºenje op-
timalne vrednosti funkcije cilja nad nekim skupom ograni£enja ili na celom
prostoru, pri £emu su funkcija cilja i/ili bar neko od ograni£enja nelinearni.

Ova oblast programiranja je izuzetno vaºna, jer u praksi skoro uvek postoji
neki stepen nelinearnosti. Nelinearno programiranje se i dan danas razvija,
jer su problemi koji se javljaju veoma raznovrsni, pa postoji potreba za
stalnim usavr²avanjem metoda za njihovo re²avanje.

Kod problema linearnog programiranja (LP) i funkcija cilja i ograni£enja
su linearni. Pomo¢u simpleks algoritma moºe se re²iti svaki ovako de�ni-
san problem. Naºalost, za probleme nelinearnog programiranja ne postoji
univerzalni metod koji moºe re²iti svaki problem. �tavi²e, uprkos brzom ra-
zvoju tehnologije, mno²tvo problema nije mogu¢e re²iti £ak ni u ovo vreme.
Uz dodatne pretpostavke o funkciji cilja moºe se do¢i do specijalnih vrsta
problema - kao ²to je i kvadratno programiranje - za £ije re²avanje postoje
e�kasne metode.

2.1 Osnovni pojmovi

Op²ti problem NLP se moºe formalno zapisati na slede¢i na£in:

min(max)
x

f(x1, . . . , xn)

g1(x1, . . . , xn) (≤,= ili ≥) b1

g2(x1, . . . , xn) (≤,= ili ≥) b2
...

gm(x1, . . . , xn) (≤,= ili ≥) bm,

(2.1)

gde je f : Rn → R funkcija cilja, gi : Rn → R za i = 1, . . . ,m su funkcije
ograni£enja, a b = (b1, . . . , bm)T ∈ Rm. Ukoliko se traºi min (max) funkcije
cilja na celom prostoru tj. ako ne postoje ograni£enja, re£ je o NLP problemu
bez ograni£enja.
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Ekvivalentan oblik NLP je:

min(max)
x

f(x)

gi(x) (≤,= ili ≥) bi, i = 1, 2, . . . ,m,
(2.2)

gde je x ∈ Rn n-torka, to jest x = (x1, . . . , xn)T , odnosno

x =

x1...
xn

 .
Ako se uvede oznaka dopustivog skupa X = {x ∈ Rn | gi(x) (≤,= ili ≥
) bi, i = 1, 2, . . . ,m}, dobija se jo² jedan na£in zapisivanja problema NLP

min
x∈X

(max
x∈X

) f(x). (2.3)

U daljem tekstu bavi¢emo se problemom minimizacije, odnosno problemom
oblika

min
x∈X

f(x), (2.4)

gde X = {x ∈ Rn | gi(x) (≤,= ili ≥) bi, i = 1, 2, . . . ,m}.

Problem maksimizacije se uvek moºe svesti na problem minimizacije, mno-
ºenjem funkcije cilja sa (−1).

De�nicija 2.1. [2] Dopustivo re²enje problema (2.4) je ta£ka koja pripada
dopustivom skupu X.

De�nicija 2.2. [2] Ta£ka x̄ dopustivog skupa za koju vaºi f(x̄) ≤ f(x) za
svako x ∈ X je optimalno re²enje problema (2.4). Analogno, za problem
maksimizacije x̄ je optimalno re²enje ako f(x̄) ≥ f(x) za svaku dopustivu
ta£ku.

Slede de�nicije za globalne i lokalne ekstreme.

De�nicija 2.3 [8] Ta£ka x∗ ∈ X je globalni minimum funkcije f na skupu
X, ili globalni minimum problema (2.4), ako vaºi f(x∗) ≤ f(x) za svako
x ∈ X.

De�nicija 2.4 [8] Ta£ka x∗ ∈ X je strogi globalni minimum funkcije f na
skupu X, ili strogi globalni minimum problema (2.4), ako vaºi f(x∗) < f(x)
za svako x ∈ X, gde x 6= x∗.

De�nicija 2.5. [4] Ta£ka x∗ ∈ X je lokalni minimum funkcije f na skupu
X, ili lokalni minimum problema (2.4), ako postoji δ > 0 tako da je
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f(x∗) ≤ f(x) za sve x ∈ X takve da je ‖x− x∗‖ < δ,

gde je ‖ x− x∗ ‖=
√

(x1 − x∗1)2 + ...+ (xn − x∗n)2 rastojanje ta£aka x i x∗.

De�nicija 2.6. [4] Ta£ka x∗ ∈ X je strogi lokalni minimum funkcije f na
skupu X, ili strogi lokalni minimum problema (2.4), ako postoji δ > 0 tako
da je

f(x∗) < f(x) za sve x ∈ X takve da je ‖x− x∗‖ < δ, x 6= x∗.

Analogno se moºe izvesti pojam (strogog) globalnog i lokalnog maksimuma.
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2.2 Optimizacija bez ograni£enja

Problem optimizacije bez ograni£enja je problem oblika

min
x∈Rn

(max)f(x).

Zbog jednostavnosti posmatramo problem minimizacije bez ograni£enja

min
x∈Rn

f(x). (2.5)

2.2.1 Potrebni i dovoljni uslovi optimalnosti

Teorema 2.1. [8] Neka je f : Rn → R i f ∈ C1(Rn). Ako je x∗ lokalni
minimum problema (2.5) tada ∇f(x∗) = 0.

De�nicija 2.7. [4] Ta£ka koja zadovoljava uslov ∇f(x) = 0 naziva se staci-
onarna ta£ka funkcije f .

Na osnovu prethodne teoreme se dolazi do slede¢eg rezultata. Kandidati
za lokalni ekstrem diferencijabilne funkcije f nalaze se me�u stacionarnim
ta£kama. Dakle, za pronalaºenje stacionarnih ta£aka funkcije f treba re²iti

n jedna£ina oblika
∂f(x)

∂xi
= 0 i tako se dobija sistem od n jedna£ina sa n

nepoznatih.

Teorema 2.2. [8] Neka je f : Rn → R i f ∈ C2(Rn). Ako je x∗ lokalno
re£enje problema (2.5) tada

1. ∇f(x∗) = 0;

2. ∇2f(x∗) ≥ 0.

Prethodne teoreme daju potrebne uslove za lokalni minimum, a sada slede
dovoljni uslovi.

Teorema 2.3. [8] Neka je f : Rn → R i f ∈ C2(Rn). Ako vaºi

1. ∇f(x∗) = 0 i

2. ∇2f(x∗) > 0,

tada je x∗ strogi lokalni minimum problema (2.5).
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2.3 Optimizacija sa ograni£enjima

Kao ²to je pomenuto, problem optimizacije sa ograni£enjima je problem obli-
ka

min(max)
x

f(x)

gi(x) (≤,= ili ≥) bi, i = 1, 2, . . . ,m,

gde je x ∈ Rn, gi : Rn → R, a b = (b1, b2, . . . , bm)T ∈ Rm.

Specijalan slu£aj optimizacije sa ograni£enjima je konveksno programiranje,
kod kojeg su funkcija cilja i dopustiv skup konveksni. Konveksnost igra vaºnu
ulogu kod problema NLP, jer bez ove osobine re²avanje problema moºe biti
veoma sloºeno. Dobro poznat primer konveksnog programiranja je linearno
programiranje kod kojeg su funkcija cilja i funkcije ograni£enja linearne, pa
usled toga i konveksne.

2.3.1 Konveksne funkcije

De�nicija 2.8. [8] S ⊆ Rn je konveksan skup ako za svako x, y ∈ S i za
svako λ ∈ [0, 1] vaºi da je λx+ (1− λ)y ∈ S.

De�nicija 2.9. [8] Neka je S konveksan skup. f : S → R je konveksna
funkcija na skupu S, ako za svako x, y ∈ S i za svako λ ∈ [0, 1] vaºi

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) .

De�nicija 2.10. [8] Neka je S konveksan skup. f : S → R je strogo kon-
veksna funkcija na skupu S, ako za svako x, y ∈ S, gde x 6= y i za svako
λ ∈ (0, 1) vaºi

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

Analogno se de�ni²e pojam (stroge) konkavnosti.

De�nicija 2.11. [4] Funkcija f je konkavna (strogo konkavna) na konvek-
snom skupu S ako je funkcija −f konveksna (strogo konveksna) na tom
skupu.

Teorema 2.4. [8] Neka je S ⊆ Rn konveksan skup i f ∈ C1(S). Tada je f
konveksna na S ako i samo ako vaºi

f(y) ≥ f(x) +∇T f(x)(y − x) (2.6)

za svako x, y ∈ S.
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Dokaz. (⇒) Neka je f konveksna na S i neka su x, y ∈ S i λ ∈ [0, 1]. De�ni²e
se z := λy+(1−λ)x. Iz £injenice da je S konveksan sledi da z pripada skupu
S za svako λ ∈ [0, 1]. Dalje, kako je f konveksna, vaºi

f(z) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x), (2.7)

pa oduzimanjem f(x) sa obe strane ove nejednakosti dobija se

f(z)− f(x) ≤ λ(f(y)− f(x)).

z se moºe napisati i kao x+λ(y−x), pa ako se prethodna nejednakost podeli
sa λ dobija se

f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
≤ f(y)− f(x).

Pu²taju¢i λ→ 0+, dobija se izvod funkcije po pravcu vektora i to je

∇T f(x)(y − x) ≤ f(y)− f(x)

²to je traºena nejednakost (2.6).
(⇐) Neka vaºi (2.6). Neka su x, y ∈ S i λ ∈ [0, 1] i z = λy + (1 − λ)x.

Primenom (2.6) dobija se

f(x) ≥ f(z) +∇T f(z)(x− z(λ)) (2.8)

i
f(y) ≥ f(z) +∇T f(z)(y − z(λ)). (2.9)

Sada, po²to je x − z = λ(x − y) i y − z = (1 − λ)(y − x), mnoºe¢i (2.8) sa
(1−λ) i (2.9) sa λ pa sabiraju¢i ih, dobija se nejednakost (2.7), ²to implicira
konveksnost funkcije f . �

Teorema 2.5. [8] Neka je S ⊆ Rn konveksan skup i f ∈ C1(S). Neka vaºi

f(y) > f(x) +∇T f(x)(y − x)

za svako x, y ∈ S, gde je x 6= y. Tada je f strogo konveksna na skupu S.

Teorema 2.6. [8] Neka je S ⊆ Rn konveksan skup i f ∈ C2(S). Tada

1. f je konveksna na S ako je ∇2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ S,

2. f je strogo konveksna na S ako je ∇2f(x) > 0 za svako x ∈ S.

3. ∇2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ S, ukoliko je S otvoren i f konveksna na S.

Dokaz. 1. Neka je ∇2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ S i neka su x, y ∈ S. Iz
Tejlorovog razvoja u ta£ki y sledi da postoji z ∈ S tako da
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f(y) = f(x) +∇T f(x)(y − x) +
1

2
(y − x)T∇2f(z)(y − x).

Zbog pretpostavke za ∇2f(z), vaºi da je f(y) ≥ f(x) +∇T f(x)(y−x)
i prema Teoremi 2.4 f je konveksna.

2. Analognim postupkom kao u prvom delu dolazi se do f(y) > f(x) +
∇T f(x)(y − x) i Teorema 2.5. implicira da je f strogo konveksna.

3. Neka su x ∈ S i d ∈ Rn proizvoljne. S je otvoren, pa se moºe na¢i neko
h̄ tako da x+ hd pripada skupu S za svako 0 ≤ h ≤ h̄. Dalje, vaºi

f(x+ hd) = f(x) + h∇T f(x)d+
1

2
h2dT∇2f(x)d+ o(‖ hd ‖2). (2.10)

Iz konveksnosti f i na osnovu Teoreme 2.4. sledi f(x + hd) > f(x) +
h∇T f(x)d, pa iz (2.10) sledi

1

2
h2dT∇2f(x)d+ o(‖ hd ‖2) ≥ 0.

Ovo je ispunjeno za svako h ∈ (0, h̄) pa ako se to podeli sa h2 i pusti da

h teºi ka 0 dobija se
1

2
h2dT∇2f(x)d ≥ 0. Kako je vektor d proizvoljan,

mora da vaºi da je ∇2f(x) ≥ 0. Na kraju, kako je i x proizvoljno iz S
zaklju£ak je da je ∇2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ S.

�

Kona£no sledi klju£na teorema koja obuhvatanjem svega ²to je do sada do-
kazano dovodi do vaºnog rezultata.

Teorema 2.7. [8] Neka je S konveksan skup i funkcija f konveksna na S.
Tada, svaki lokalni minimum funkcije f je i njen globalni minimum.

Dokaz. Neka vaºi suprotna pretpostavka, tj. neka je x∗ lokalni, ali nije glo-
balni minimum za f . Tada, za neku ta£ku y∗ ∈ S je f(y∗) < f(x∗). Iz
konveksnosti funkcije za svako λ ∈ (0, 1) je

f(x∗ + λ(y∗ − x∗)) = f(λy∗ + (1− λ)x∗) ≤ λf(y∗) + (1− λ)f(x∗) < f(x∗).

Ovo zna£i da uvek postoji dovoljno malo λ za koje se ta£ka z = x∗+λ(y∗−x∗)
nalazi u proizvoljnoj maloj okolini ta£ke x∗ tako da f(z) < f(x∗). Ovo daje
kontradikciju sa pretpostavkom da je x∗ lokalni minimum. �

Gore navedene teoreme se mogu izvesti i u slu£aju kada je problem (2.5) u
obliku maksimizacije.
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2.3.2 Lagranºovi mnoºitelji

Neka je dat klasi£an problem minimizacije u kome su sva ograni£enja zadata
jedna£inama

min
x

f(x)

gi(x) = bi, i = 1, . . . ,m,
(2.11)

gde su funkcije f : Rn → R i gi : Rn → R, i = 1, ...,m diferencijabilne na
Rn, a bi ∈ R za svako i = 1, . . . ,m.

De�nicija 2.12. [4] Funkcija

L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λi(gi(x)− bi) (2.12)

se naziva Lagranºova funkcija pridruºena problemu (2.11) gde je λ = (λ1, . . . , λm)T

vektor Lagranºovih mnoºilaca.

Cilj je na¢i odgovaraju¢i vektor (x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m)T koji minimi-
zira Lagranºovu funkciju L(x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm) jer ¢e to implicirati
da je (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T tada re²enje problema (2.11).

Neka je (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T re²enje problema (2.11) i neka je (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)T

proizvoljna ta£ka dopustivog skupa. Ako (x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m)T mi-
nimizira Lagranºovu funkciju L, tada je

∂L

∂λi
= gi(x1, x2, . . . , xn)− bi = 0

odnosno, (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T zadovoljava ograni£enja problema (2.11). S druge
strane, ako (x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m)T minimizira Lagranºovu funkciju
L, tada vaºi

L(x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m) ≤ L(x′1, x
′
2, . . . , x

′
n, λ
′
1, λ
′
2, . . . , λ

′
m)

za proizvoljne λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
m.

Stavljaju¢i 0 za sve λ, prethodna nejedna£ina je ekvivalentna sa f(x̄) ≤ f(x′),
pa je (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T re²enje problema (2.11).

Neka je J(x) Jakobijan preslikavanja G(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gm(x))T pri-
druºen ograni£enjima problema (2.11):

J(x) =


∂g1
∂x1

. . .
∂g1
∂xn

...
∂gm
∂x1

. . .
∂gm
∂xn

 .
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Sledi teorema koji daje potreban uslov za lokalni minimum.

Teorema 2.8. [4] Neka su funkcije f, g1, g2, ..., gm neprekidno diferencijabil-
ne u nekoj okolini tacke x∗. Ako je x∗ lokalni minimum problema (2.11) i
ako je rangJ(x∗) = m, tada postoji λ∗ za koje vaºi ∇L(x∗, λ∗) = 0.

Odnosno, ako za svaku dopustivu ta£ku x vaºi da je rang matrice Jakobijana
jednak broju ograni£enja, onda se moºe izvesti da se svi kandidati za lokalni
minimum problema (2.11) nalaze me�u stacionarnim ta£kama Lagranºove
funkcije. Stacionarne ta£ke se dobijaju iz sistema

∂L

∂x1
=

∂L

∂x2
= . . . =

∂L

∂xn
=

∂L

∂λ1
=

∂L

∂λ2
= . . . =

∂L

∂λm
= 0. (2.13)

Vektorski zapis (2.13) je ∇xL(x, λ) = 0 i ∇λL(x, λ) = 0. Zna£i, treba re²iti
slede¢i sistem od n+m skalarnih jedna£ina:

∂L

∂xj
=

∂f

∂xj
+

m∑
i=1

λi
∂gi
∂xj

= 0, j = 1, . . . , n

∂L

∂λi
= gi(x)− bi = 0, i = 1, . . . ,m.

Ekvivalentan zapis prethodnog sistema je

∇f(x) +
m∑
i=1

λi∇gi(x) = 0,

gi(x) = bi, i = 1, . . . ,m.

Sada slede dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum. Stoga, treba uvesti
de�niciju tzv. tangentnog prostora. Skup re²enja homogenog sistema od m
linearnih algebarskih jedna£ina sa n nepoznatih u obliku

T (x∗) = {x ∈ Rn : J(x∗)x = 0}

je tangentni prostor.

Teorema 2.9. [4] Neka su funkcije f, g1, . . . , gm dva puta neprekidno di-
ferencijabilne u nekoj okolini ta£ke x∗. Tada je x∗ strogi lokalni minimum
problema (2.11) ukoliko vaºi ∇L(x∗, λ∗) = 0 i ∇2

xxL(x∗, λ∗) je pozitivno
de�nitna na T (x∗).

Ispitivanje pozitivne de�nitnosti matrice ∇2
xxL(x∗, λ∗) (koja predstavlja He-

sijan Lagranºove funkcije) je mogu¢e pomo¢u generalizovanog Silvesterovog
kriterijuma. Neka je H(x∗, λ∗) blok matrica dimenzije (m+ n)× (m+ n):

H(x∗, λ∗) =

[
O J(x∗)

JT (x∗) ∇2
xxL(x∗, λ∗)

]
gde je O ∈ Rm×m £iji su svi elementi jednaki 0.
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Teorema 2.10. [4] (Generalizacija Silvestrovog kriterijuma) Neka je
rangJ(x∗) = m i neka su D1, . . . , Dm+n glavni minori matrice H(x∗, λ∗).
Matrica ∇2

xxL(x∗, λ∗) je pozitivno de�nitna na T (x∗) ako vaºi

(−1)mD2m+1 > 0, . . . , (−1)mDm+n > 0.

Slede¢a teorema govori o tome da je za ispitivanje dovoljnih uslova za stro-
gi lokalni ekstrem dovoljno poznavanje znaka glavnih minora matrice H u
stacionarnim ta£kama Lagranºove funkcije.

Teorema 2.11. Neka je rangJ(x∗) = m, neka su D1, . . . , Dm+n glavni mi-
nori matrice H(x∗, λ∗) i neka je ∇L(x∗, λ∗) = 0.

� x∗ je strogi lokalni minimum problema (2.11) ako vaºi (−1)mD2m+j >
0, j = 1, . . . , n−m.

� x∗ je strogi lokalni maksimum ako vaºi (−1)m+jD2m+j > 0, j = 1, . . . , n−
m.

Naredna teorema daje vezu izme�u osobine konveksnosti Lagranºove funkcije
i optimalnog re²enja problema (2.11).

Teorema 2.12. [2] Neka je f konveksna funkcija i gi su linearne funkcije za
svako i = 1, . . . ,m. Tada svaka ta£ka (x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m)T koja
zadovoljava (2.13) daje optimalno re²enje (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T problema (2.11).

2.3.3 Kun-Takerovi uslovi

Sada posmatramo problem minimizacije oblika

min
x

f(x)

gi(x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m
(2.14)

gde su funkcije f : Rn → R i gi : Rn → R, i = 1, . . . ,m konveksne i
diferencijabilne, a bi ∈ R za i = 1, . . . ,m.

Pre formulisanja Kun-Takerove teoreme potrebno je navesti uslov regularno-
sti.

De�nicija 2.13. Uslov regularnosti (Slaterov uslov) Neka su funkci-
je f, g1, . . . , gm konveksne. Za funkcije g1, . . . , gm se kaºe da zadovoljavaju
Slaterov uslov ako postoji x̂ tako da je gi(x̂) < 0, za svako i = 1, . . . ,m.

U nastavku se pretpostavlja da je uvek zadovoljen uslov regularnosti.
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Teorema 2.13. [2] (Kun-Takerova teorema) Neka je x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)T

optimalno re²enje problema (2.14). Tada x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)T zadovoljava svih
m ograni£enja u (2.14) i postoje mnoºitelji λ̄1, . . . , λ̄m tako da vaºi

∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n (2.15a)

λ̄i(bi − gi(x̄)) = 0, i = 1, 2, . . . ,m (2.15b)

λ̄i ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m. (2.15c)

Kada su sva ograni£enja linearne funkcije, ova teorema vaºi bez obzira da li
je zadovoljen Slaterov uslov.

�esto se javljaju problemi gde promenljive moraju biti nenegativne. Kun-
Takerovi uslovi mogu biti korisni i u takvim slu£ajevima. Neka je dat problem
u obliku

min
x

f(x1, . . . , xn)

g1(x1, . . . , xn) ≤ b1

g2(x1, . . . , xn) ≤ b2
...

gm(x1, . . . , xn) ≤ bm

− x1 ≤ 0

− x2 ≤ 0

...

− xn ≤ 0.

(2.16)

Teorema 2.14. [2] (Kun-Takerova teorema) Neka je x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)T

optimalno re²enje problema (2.16). Tada x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)T zadovoljava skup
ograni£enja u (2.16) i postoje mnoºitelji λ̄1, . . . , λ̄m, µ̄1, . . . , µ̄n tako da vaºi

∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj
− µj = 0, j = 1, 2, . . . , n (2.17a)

λ̄i(bi − gi(x̄)) = 0, i = 1, 2, . . . ,m (2.17b)(
∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj

)
x̄j = 0, j = 1, 2, . . . , n (2.17c)

λ̄i ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m (2.17d)

µ̄j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n. (2.17e)

Po²to je µ̄j ≥ 0, prvi tip jedna£ina moºe se transformisati u obliku

∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj
≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
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pa se dobija sistem ekvivalentan sa uslovima prethodne teoreme:

∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj
≥ 0, j = 1, 2, . . . , n

λ̄i(bi − gi(x̄)) = 0, i = 1, 2, . . . ,m(
∂f(x̄)

∂xj
+

m∑
i=1

λ̄i
∂gi(x̄)

∂xj

)
x̄j = 0, j = 1, 2, . . . , n

λ̄i ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Do sada su bile navedene teoreme koje govore o potrebnim uslovima za
optimalno re²enje, a slede¢a teorema daje dovoljne uslove.

Teorema 2.15. [2] Neka je f konveksna funkcija i g1, . . . , gm su konveksne
funkcije i neka su za ta£ku x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T zadovoljene pretpostavke
(2.15a)−(2.15c) Teoreme 2.13. Tada je ta£ka x̄ optimalno re²enje problema
(2.14).
Analogno, neka je f konveksna funkcija i g1, . . . , gm konveksne funkcije i neka
su za ta£ku x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)T zadovoljene pretpostavke (2.17a)−(2.17e)
Teoreme 2.14. Tada je ta£ka x̄ optimalno re²enje problema (2.16).

2.3.4 Dualnost u nelinearnom programiranju

Nekada je jako korisno posmatrati probleme u dualnom obliku jer upravo
dualni oblik moºe da ima zgodnu matemati£ku strukturu koja omogu¢ava
jednostavno re²avanje. Izme�u ostalog, re²avanjem dualnog problema mo-
ºe se odrediti ili tvrditi optimalnost re²enja primala. Izme�u primala (P) i
duala (D) postoji veza. Neka je op²ti nelinearni optimizacioni problem sa
ograni£enjima dat u obliku

(P ) min
x

f(x)

g1(x) ≤ 0

...

gm(x) ≤ 0

x ∈ X

(2.18)

gde je f : Rn → R i gi : Rn → R za sve i = 1, . . . ,m, a X ⊆ Rn.

Lagranºova funkcija za ovaj problem je

L(x, λ) = f(x) + λT g(x) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x),

gde je λ = (λ1, . . . , λm)T ≥ 0.
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Sad se de�ni²e dualna funkcija

L∗(λ) = min
x∈X

L(x, λ) = min
x∈X

f(x) + λT g(x).

Odgovaraju¢i dualni problem je oblika:

(D) max
λ≥0

L∗(λ). (2.19)

Teorema 2.16. Dualna funkcija L∗(λ) je konkavna funkcija.

Dokaz. Neka su λ1, λ2 ≥ 0, neka je α ∈ [0, 1] i λ = αλ1 + (1− α)λ2. Tada

L∗(λ) = L∗(αλ1 + (1− α)λ2)

= min
x∈X

f(x) + (αλ1 + (1− α)λ2)
T g(x)

= min
x∈X

α[f(x) + λT1 g(x)] + (1− α)[f(x) + λT2 g(x)]

≥ α[min
x∈X

f(x) + λT1 g(x)] + (1− α)[min
x∈X

f(x) + λT2 g(x)]

= αL∗(λ1) + (1− α)L∗(λ2),

pa prema de�niciji, L∗(λ) je konkavna funkcija. �

Neka je z∗ re²enje primalnog problema (2.18), a v∗ re²enje dualnog problema
(2.19). Tada vaºe slede¢a tvr�enja.

Teorema 2.17. [9] (Teorema slabe dualnosti) Neka je x̄ dopustivo re²enje
primala i λ̄ dopustivo re²enje duala. Tada je

f(x̄) ≥ L∗(λ̄).

Osim toga vaºi

z∗ ≥ v∗.

Dokaz. Iz pretpostavke da je x̄ dopustivo za P i λ̄ dopustivo za D sledi:

f(x̄) ≥ f(x̄) + λ̄T g(x̄) ≥ min
x∈X

f(x) + λ̄T g(x) = L∗(λ̄),

a na osnovu prethodnog i de�nicije re²enja sledi z∗ ≥ v∗. �

Posledica 2.1. Neka je x̄ dopustivo re²enje primala P i λ̄ ≥ 0 dopustivo
re²enje duala D i vaºi f(x̄) = L∗(λ̄). Tada su redom x̄ i λ̄ optimalna re²enja
za P i D.

Posledica 2.2. Neka je z∗ = −∞. Tada ne postoji dopustivo re²enje dualnog
problema.
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Posledica 2.3. Neka je v∗ = +∞. Tada ne postoji dopustivo re²enje pri-
malnog problema.

De�nicija 2.14. [9] (x̄, λ̄) se naziva sedlasta ta£ka Lagranºove funkcije
L(x, λ) ako x̄ ∈ X i λ̄ ≥ 0 i vaºi

L(x̄, λ) ≤ L(x̄, λ̄) ≤ L(x, λ̄) za sve x ∈ X i λ ≥ 0.

Teorema 2.18. [9] (x̄, λ̄) je sedlasta ta£ka Lagranºove funkcije ako i samo
ako vaºe slede¢i uslovi:

1. L(x̄, λ̄) = L∗(λ̄);

2. g(x̄) ≤ 0;

3. λ̄T g(x̄) = 0.

Osim toga, (x̄, λ̄) je sedlasta ta£ka funkcije Lagranºa L(x, λ) ako i samo ako
su x̄ i λ̄ redom, optimalna re²enja primala i duala, takva da je z∗ = f(x̄) =
L∗(λ̄) = v∗.

Dokaz. (⇒) Neka je (x̄, λ̄) sedlasta ta£ka Lagranºove funkcije.
Uslov 1. sledi iz de�nicije. Dalje prema de�niciji sedlaste ta£ke, za svako
λ ≥ 0 vaºi

f(x̄) + λ̄T g(x̄) ≥ f(x̄) + λT g(x̄).

Izborom odgovaraju¢e λ ≥ 0, prethodna nejednakost bi bila naru²ena u slu-
£aju da je g(x̄) ≥ 0, pa sledi da je g(x̄) ≤ 0. Ovim je 2. uslov ispunjen.
Biraju¢i λ = 0 dobija se λ̄T g(x̄) ≥ 0, ali zbog de�nicije i 2. uslova mora da
λ̄T g(x̄) = 0, pa je i 3. uslov ispunjen.
Tako�e, iz pretpostavke da su x̄ i λ̄ dopustiva re²enja primala i duala, re-
spektivno i da vaºi f(x̄) = L(x̄, λ̄) = L∗(λ̄) sledi da je x̄ optimalno re²enje
za P , a λ̄ optimalno re²enje za D.

(⇐) Neka su uslovi 1.-3. zadovoljeni za x̄ i λ̄ ≥ 0. Tada, prema 1. uslovu
sledi L(x̄, λ̄) ≤ L(x, λ̄) za svako x ∈ X. Zatim, 2. i 3. uslov zajedno implici-
raju L(x̄, λ̄) = f(x̄) ≥ L(x̄, λ) za svako λ ≥ 0, a na osnovu ovoga je (x̄, λ̄)
sedlasta ta£ka funkcija Lagranºa.

Neka su sada x̄ i λ̄ optimalna re²enja za P i D, redom. Kako je onda prema
Teoremi 2.16.

L∗(λ̄) ≤ f(x̄) + λ̄T g(x̄) ≤ f(x̄)

i kako je

z∗ = f(x̄) = L∗(λ̄) = v∗,
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sledi da su uslovi 1-3. ispunjeni i (x̄, λ̄) je sedlasta ta£ka funkcije Lagranºa.
�

Neka je dat primalni problem

z∗ = min
x
f(x)

g(x) ≤ 0

x ∈ Rn,

(2.20)

gde su f i g = (g1, . . . , gm)T konveksne funkcije i X = Rn.

Neka su ispunjeni Kun-Takerovi uslovi za x̄ i λ̄:

(i) ∇f(x̄) + λ̄T∇g(x̄) = 0

(ii) g(x̄) ≤ 0

(iii) λ̄ ≥ 0

(iv) λ̄T∇g(x̄) = 0.

Iz diferencijabilnosti i konveksnosti funkcija sledi da je uslov (i) ekvivalen-
tan sa L(x̄, λ̄) = L∗(λ̄), pa Kun-Takerovi uslovi impliciraju uslove 1.-3. iz
prethodne teoreme.

Teorema 2.19. [9] Neka je X = Rn, f, g1, . . . , gm su diferencijabilne i kon-
veksne funkcije i x̄ i λ̄ zadovoljavaju Kun-Takerove uslove. Tada, x̄ i λ̄ su
optimalna re²enja za P i D respektivno i vaºi f(x̄) = L∗(λ̄).

Konstrukcija dualnog problema:

1. korak: Napraviti funkciju Lagranºa

L(x, λ) = f(x) + λT g(x)

2. korak: Napraviti dualnu funkciju

L∗(λ) = min
x
f(x) + λT g(x)

x ∈ X

3. korak: Napraviti dualni problem

D : v∗ = max
λ

L∗(λ)

λ ≥ 0.
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3 Kvadratno programiranje

3.1 Problem kvadratnog programiranja

Nelinearni problem kod kojeg je funkcija cilja kvadratna, a sva ograni£enja su
zadata linearnim funkcijama, naziva se problem kvadratnog programiranja
(KP). Ovaj problem se najlak²e prepoznaje ukoliko se u funkciji cilja javljaju
izrazi x2i i xixj . Neka je re£ o minimizaciji. Op²ti matemati£ki oblik problema
kvadratnog programiranja je

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx

Ax = b

x ≥ 0,

(3.1)

gde je Q ∈ Rn×n simetri£na matrica, A ∈ Rm×n, c, x ∈ Rn, b ∈ Rm.

Ako se funkcija f(x) napi²e na slede¢i na£in

f(x) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

qijxixj +

n∑
i=1

cixi

onda se vidi da je 1
2qii koe�cijent ispred x

2
i , dok je

1

2
(qijxixj + qjixjxi) =

qijxixj , tj. qij je koe�cijent uz xixj . Broj 1
2 u funkciji cilja treba pisati sa-

mo zbog tehni£kih razloga, zbog lak²eg ra£unanja. Elementi matrice Q su
uvek realni brojevi i vaºi qij = qji. U slu£aju kad je Q pozitivno semide�nit-
na, KP problem je problem konveksnog programiranja i re²avanje problema
(3.1) je jednostavno. Metod koji se koristi je dobijen modi�kacijom poznatog
simpleks metoda. Me�utim, ako Q nema takvu lepu osobinu, postupak za
re²avanje se znatno komplikuje.

KP se moºe primeniti u optimizaciji portfolija, o £emu ¢e biti re£i, zatim
kod problema najmanjih kvadrata, kao i u re²avanju problema sekvencijalnog
programiranja. Postoje programski paketi koji su jednostavni za upotrebu i
koji e�kasno re²avaju zadatke ovog tipa, kao ²to su Excel, MATLAB, LINDO,
LINGO, itd.
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Neka je dat problem minimizacije i neka je m broj ograni£enja, tako da vaºi
m ≤ n. Dakle, posmatramo KP problem oblika

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx

Ax ≤ b
x ≥ 0,

(3.2)

gde je A = [a]ij ∈ Rm×n, b = (b1, b2, . . . , bm)T ∈ Rm, x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈
Rn, c = (c1, c2, . . . , cn)T ∈ Rn, Q = [q]ij ∈ Rn×n i Q je simetri£na i pozitivno
de�nitna matrica. KP problem (3.2) je problem konveksnog programiranja
pa se mogu primeniti Kun-Takerovi uslovi optimalnosti.
Ekvivalentan oblik problema (3.2) je

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx

aTi x− bi ≤ 0, i = 1, . . . ,m

− xj ≤ 0, j = 1, . . . , n.

(3.3)

Ako se uvedu oznake gi(x) = aTi x − bi za i = 1, . . . ,m i hj(x) = −xj za
j = 1, . . . , n, Lagranºova funkcija pridruºena problemu (3.3) je

L(x, λ, µ) = f(x) +
∑m

i=1 λigi(x) +
∑n

j=1 µjhj(x),

i vaºi

∇f(x) = Qx+ c,

∇gi(x) = ai,

∇hj(x) = −ej ,

gde je ej j-ti koordinatni vektor. Primenjuju¢i Kun-Takerove uslove optimal-
nosti dobija se

∇f(x) +
m∑
i=1

λi∇gi(x) +
n∑
j=1

µj∇hj(x) = 0 (3.4a)

λigi(x) = 0, i = 1, . . . ,m (3.4b)

µjhj(x) = 0, j = 1, . . . , n (3.4c)

λ ≥ 0, µ ≥ 0 (3.4d)

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m (3.4e)

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n. (3.4f)
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Prethodni sistem (3.4a)−(3.4f) je ekvivalentan sistemu:

Qx+ c+
m∑
i=1

λiai +
n∑
j=1

µj(−ej) = 0 (3.5a)

λi(a
T
i x− bi) = 0, i = 1, . . . ,m (3.5b)

µjxj = 0, j = 1, . . . , n (3.5c)

λ ≥ 0, µ ≥ 0 (3.5d)

aTi x+ yi = bi, i = 1, . . . ,m (3.5e)

x ≥ 0, y ≥ 0, (3.5f)

pri £emu su yi izravnavaju¢e promenljive koje su uvedene kao

yi = aTi x− bi,

za sve i = 1, . . . ,m. Ovo je u matri£nom zapisu ekvivalentno sa Ax+ y = b.

Ekivalentan oblik sistema (3.5a)−(3.5f) je

−Qx−ATλ+ µ = c (3.6a)

Ax+ y = b (3.6b)

λT y = 0, µTx = 0 (3.6c)

λ ≥ 0, µ ≥ 0, x ≥ 0, y ≥ 0. (3.6d)

Ako se uvede matrica M i vektori q, w i z kao

M =

[
O −A
AT Q

]
, q =

[
b
c

]
, w =

[
y
µ

]
, z =

[
λ
x

]
tada je prva dva uslova (3.6a) i (3.6b) mogu¢e napisati na jo² jedan na£in[

y
µ

]
−
[
O −A
AT Q

] [
λ
x

]
=

[
b
c

]
,

gde je O ∈ Rm×m £iji je svaki elemenat 0. Uslovi u (3.6c) su ekvivalentni sa[
y µ

] [
λ
x

]
= 0

i pomo¢u novih oznaka se dobija linearni komplementarni problem oblika:

w −Mz = q
wT z = 0
w ≥ 0, z ≥ 0,

(3.7)

koji je ekvivalentan sistemu (3.6a)−(3.6d). U ovom problemu matrica M ∈
R(m+n)×(m+n), a vektori w, z, q ∈ Rm+n.
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Iz poslednjeg uslova se vidi da je svaki elemenat vektora w i z svakako ne-
negativan. Uslov (wT z = 0) je uslov komplementarnosti i implicira da ni
na jednoj poziciji i ne moºe istovremeno da vaºi wi > 0 i zi > 0, nego
da bar jedan od njih na svakom mestu i mora da bude jednak 0. Po²to je
prvi uslov linearan, prethodno de�nisan problem se naziva linearni komple-
mentarni problem i ovako izgleda postupak pomo¢u kojeg se problem KP
moºe svesti na njega. Sada jo² preostaje re²avanje linearnog komplementar-
nog problema, tj. odre�ivanje njegovog optimalnog re²enja w∗, z∗, iz kojeg
¢e se dobiti i optimalno re²enje x∗ polaznog problema KP.

3.1.1 Komplementarni algoritam

Metod koji se naj£e²¢e koristi zbog jednostavnosti za re²avanje problema KP
se moºe na¢i i pod nazivom Wolfe-ov metod ili Modi�kovani simpleks metod.
Ideja je do sada uvedenim oznakama konstruisati tablicu na odgovaraju¢i
na£in, zatim uz sitne modi�kacije simpleks metoda za LP do¢i do optimalnog
re²enja problema (3.7). Tablica ¢e uvek dati re²enje z∗ = (z∗1 , z

∗
2 , . . . , z

∗
m+n)T ,

pa onda jo² iz njega treba izvu¢i komponente re²enja x∗ = (z∗m+1, . . . , z
∗
m+n)T

polaznog problema KP.

Najpre, ako je qi ≥ 0, za i = 1, . . . ,m + n odnosno ako je b, c ≥ 0, onda
je re²enje linearnog komplementarnog problema (3.7) trivijalno tj. w∗ = q i
z∗ = 0, ²to implicira da je x∗ = 0 re²enje po£etnog problema KP.

Ako je pak qi < 0 za neko i = 1, . . . ,m+ n, dodaje se ve²ta£ka promenljiva
z0 ≥ 0, analogno, kao i kod simpleks metode. Problem (3.7) postaje

w −Mz − z0e = q
wT z = 0
w ≥ 0, z ≥ 0, z0 ≥ 0,

(3.8)

gde je e vektor jedinica istog formata kao w, z i q tj. e = (1, . . . , 1)T ∈ Rm+n.
Dalje, treba napraviti tablicu za ovaj problem. Ona ¢e imati slede¢i oblik[

w︷︸︸︷
I

z︷︸︸︷
−M

z0︷︸︸︷
−e q

]
.

Sledi opis algoritma.

Komplementarni algoritam

Priprema: Prvo, u slu£aju da je q ≥ 0, proces je zavr²en i w = q, z = 0
je re²enje linearnog komplementarnog problema, ²to implicira da je x = 0
optimalno re²enje problema KP. Ina£e, dodati ve²ta£ku promenljivu z0 ≥ 0
i prikazati sistem u obliku problema (3.8).
Dalje, na osnovu tabele odrediti indeks s tako da je qs = min

i
qi. Elemenat
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koji se nalazi u preseku kolone z0 i vrste s izabrati za pivot. U bazu ulazi z0,
a ws napu²ta bazu. Dakle, z0 i wi, i = 1, . . . ,m + n, i 6= s su sada bazi£ne
promenljive, a ws je nebazi£na. Izvr²iti elementarne transformacije sa pivo-
tom.
Po²to je ws postala nebazi£na promenljiva, vaºi ws = 0. Zbog uslova kom-
plementarnosti u narednom koraku zs treba da u�e u bazu.
Neka je y = zs. Pre¢i na glavni deo ovog algoritma.

Glavni deo:

i) Neka je d kolona koja odgovara promenljivoj y.
Ako je d ≤ 0, to zna£i da ne postoji optimalno re²enje problema jer je
re²enje neograni£eno sa donje strane.
Ina£e, odrediti indeks r tako da je

qr
dr

= min
i

{
qi
di

di > 0

}
.

Izabrati pivot u preseku vrste r i kolone y. Ako je bazi£na promenljiva
u vrsti r ba² z0, treba pre¢i na iii), a ako to nije slu£aj, nastaviti prema
ii).

ii) Bazi£na promenljiva u vrsti r jednaka je wl za neko l 6= s. Izvr²iti
elementarne transformacije sa pivotom. Promenljiva y u²la je u bazu.
Ukoliko je promenljiva koja je upravo iza²la iz baze wl, staviti y = zl, a
u slu£aju da je ta promenljiva zl, staviti y = wl. Vratiti se na po£etak
glavnog dela, tj. na korak i) sa tako dobijenom promenljivom y.

iii) Promenljiva z0 izlazi iz baze (to je i cilj ovog algoritma). Izvr²iti ele-
mentarne transformacije sa pivotom. Na�eno je re²enje linearnog kom-
plementarnog problema koja je oblika (w, z)T , a time i re²enje polaznog
problema KP koja se £ita iz njega.

Moºe se pokazati da se komplementarni algoritam zavr²ava posle kona£no
mnogo koraka ako je Q pozitivno de�nitna matrica.

Primer 3.1. Re²iti problem

min
x

f(x) = 4x21 + 2x1x2 + x22 − x1 − 2x2 + 4

2x1 + x2 ≤ 5

x1 + x2 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Jasno je da je

A =

[
2 1
1 1

]
, b =

[
5
3

]
, c =

[
−1
−2

]
, Q =

[
8 2
2 2

]
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M =


0 0 −2 −1
0 0 −1 −1
2 1 8 2
1 1 2 2

 , q =


5
3
−1
−2

 , w =


y1
y2
µ1
µ2

 , z =


λ1
λ2
x1
x2

 ,
a osim toga Q je pozitivno de�nitna matrica.

Po²to q sadrºi i negativne elemente, dodaje se ve²ta£ka promenljiva z0 i
problem se zapisuje u obliku (3.8), pa je po£etna tabela oblika

w1 w2 w3 w4 z1 z2 z3 z4 z0 q

w1 1 0 0 0 0 0 2 1 -1 5
w2 0 1 0 0 0 0 1 1 -1 3
w3 0 0 1 0 -2 -1 -8 -2 -1 -1
w4 0 0 0 1 -1 -1 -2 -2 -1 -2

Iz
qs = min

i
qi = min{5, 3,−1,−2} = −2

dobija se da je s = 4, pa je elemenat u preseku £etvrte vrste i kolone z0
zaokruºen i izabran za pivot i to je -1. z0 ulazi u bazu, w4 napu²ta bazu.
Posle izvr²ene elementarne transformacije dolazi se do slede¢e tabele, iz kojeg
se vidi da je kolona za q postala pozitivna

w1 w2 w3 w4 z1 z2 z3 z4 z0 q

w1 1 0 0 -1 1 1 4 3 0 7
w2 0 1 0 -1 1 1 3 3 0 5
w3 0 0 1 -1 -1 0 -6 0 0 1
z0 0 0 0 -1 1 1 2 2 1 2

w4 je sada nebazi£na, tj. w4 = 0 i zato u narednom koraku z4 treba da
postane bazi£na jer je tako uslov komplementarnosti w4z4 = 0 zadovoljen.
Sada je y = z4, a d je oznaka za kolonu koja odgovara promenljivoj y, tj.

d =


3
3
0
2

 .
U nastavku procesa odre�uje se indeks r koji se dobija iz

qr
dr

= min
i

{
qi
di

di > 0

}
= min

{
7

3
,
5

3
,
2

2

}
=

2

2
.
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Po²to je minimum dostignut za i = 4, to se uzima za r, a pivot je d4 = 2, koja
je zato zaokruºen u prethodnoj tabeli. U ovom slu£aju je r = z0, pa prema
algoritmu treba pre¢i na iii). Promenljiva z0 izlazi iz baze i preostaje jo²
samo izvr²avanje elementarnih transformacija. Nakon toga, poslednja tabela
je oblika

w1 w2 w3 w4 z1 z2 z3 z4 z0 q

w1 4
w2 2
w3 1
z4 1

Po²to se z0 nalazi izvan baze, tabela je optimalna. Re²enje linearnog komple-
mentarnog problema se £ita iz njega, pa je z = (z1, z2, z3, z4)

T = (0, 0, 0, 1)T ,
a w = (w1, w2, w3, w4)

T = (4, 2, 1, 0)T , odakle se dobija re²enje polaznog
problema x∗ = (0, 1)T i vrednost funkcije cilja u re²enju f(x∗) = 3.
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3.2 Dualnost u KP

Neka je Q simetri£na pozitivno de�nitna matrica i neka je primalni problem

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ xT c

Ax ≥ b.

Lagranºova funkcija pridruºena KP problemu je

L(x, λ) =
1

2
xTQx+ xT c− λT (Ax− b).

Kako je L∗(λ) = inf
x∈Rn

L(x, λ) i L diferencijabilna po x, re²ava se jedna£ina

∇xL(x, λ) = 0 tj.
Qx+ c−ATλ = 0

λ ≥ 0.

Pretpostavka o pozitivnoj de�nitnosti Q povla£i da su njeni karakteristi£ni
koreni pozitivni. Ovo dalje zna£i da je ona regularna, pa postoji njena in-
verzna matrica Q−1. Tada iz druge jedna£ine sledi x̃ = Q−1ATλ − Q−1c.
Uvr²tavaju¢i x̃ dobija se

L∗(λ) = L(x̃, λ) = −1

2
(c−ATλ)TQ−1(c−ATλ) + λT c,

pa je odgovaraju¢i dualni problem

max
λ≥0

L∗(λ) = max
λ≥0
− 1

2
(c−ATλ)TQ−1(c−ATλ) + λT b.
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3.3 Metode unutra²nje ta£ke

Metode unutra²nje ta£ke se mogu posmatrati kao modi�kacije Njutnove me-
tode za re²avanje problema optimizacije sa ograni£enjima tipa nejednakosti.
Ove metode se uspe²no koriste u re²avanju problema konveksnog, konusnog
i kvadratnog programiranja. Metode unutra²nje ta£ke su tzv. primal-dual
metode jer generi²u iteracije za primalni i za dualni problem.

Problem KP koji se razmatra je oblika

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ xT c

Ax = b

x ≥ 0,

(3.9)

gde je Q simetri£na, pozitivno semide�nitna matrica, Q ∈ Rn×n, A ∈ Rm×n,
x, c ∈ Rn i b ∈ Rm.

Dualni problem za primalni problem (3.9) je oblika

max
x,y,s

bT y − 1

2
xTQx

AT y −Qx+ s = c

x, s ≥ 0,

(3.10)

gde su y ∈ Rm i s ∈ Rn tzv. dualne promenljive.

Primenljivaju¢i Kun-Takerove uslove optimalnosti za posmatrani primalni
problem dolazi se do slede¢eg tvr�enja.

Teorema 3.1. [1] Neka je x lokalno optimalno re²enje problema (3.9). Tada
je x i globalno optimalno re²enje i postoje vektori y i s tako da vaºe uslovi:

AT y −Qx+ s = c (3.11a)

s ≥ 0 (3.11b)

xisi = 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.11c)

Obrnuto, ako x, y, s zadovoljavaju uslove (3.11a)−(3.11c) kao i Ax = b i x ≥
0, tada je x globalno re²enje za (3.9). Drugim re£ima uslovi (3.11a)−(3.11c);
Ax = b, x ≥ 0 su potrebni i dovoljni uslovi koji garantuju globalno optimalno
re²enje problema KP. Dakle, to su uslovi:

� Uslovi za primal: Ax = b, x ≥ 0

� Uslovi za dual: AT y −Qx+ s− c = 0, s ≥ 0
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� Uslovi komplementarnosti: xisi = 0 za svako i = 1, . . . , n.

Ako se konstrui²u matrice X = diag(x1, . . . , xn) i S = diag(s1, . . . , sn),
prethodni uslovi se mogu zapisati u matri£nom obliku F (x, y, s) = 0 uz
ograni£enje tipa nejednakosti, tj.

F (x, y, s) =

AT y −Qx+ s− c
Ax− b
XSe

 = 0

(x, s) ≥ 0,

(3.12)

gde je e = (1, . . . , 1)T ∈ Rn i F : R2n+m → R2n+m.

Jasno je da je zbog jedna£ine XSe = 0 re£ o nelinearnom sistemu koji se
moºe re²iti Njutnovim postupkom, ali £ije re²avanje oteºavaju ograni£enja
tipa nejednakosti. Ideja metoda unutra²nje ta£ke je da se po£etna iteracija
odredi tako da zadovoljava prva dva bloka ograni£enja u F zajedno sa uslo-
vom striktne nenegativnosti, a da ne mora nuºno da zadovolji i tre¢i blok.
Tako dobijena po£etna iteracija (x0, y0, s0)T zbog uslova stroge nenegativ-
nosti leºi u unutra²njosti oblasti de�nisane ograni£enjima, pa se zato ove
metode i nazivaju metodama unutra²nje ta£ke. Dakle, zbog uslova striktne
nenegativnosti, ta£ka ne moºe da se na�e na granici, nego se nalazi u unu-
tra²njosti dopustivog skupa.
Nakon odre�ivanja po£etne iteracije vr²i se generisanje novih iteracija
(xk, yk, sk)T koje zadovoljavaju prva dva bloka ograni£enja, ali su bliºe da
zadovolje i tre¢i blok ograni£enja.

De�nicija 3.1. [1] Skup dopustivih ta£aka, ili kra¢e dopustiv skup je

F = { (x, y, s) | AT y −Qx+ s− c = 0, Ax− b = 0, (x, s) ≥ 0 }.

De�nicija 3.2. [1] Skup striktno dopustivih ta£aka, ili kra¢e striktno dopu-
stiv skup je

F0 = { (x, y, s) | AT y −Qx+ s− c = 0, Ax− b = 0, (x, s) > 0 }.

Skup F0 je unutra²njost skupa F .

Metode unutra²njih ta£aka generi²u nove iteracije (xk, yk, sk)T tako da sve
pripadaju skupu F0.

Za sve algoritme koji se koriste u optimizaciji, dve stvari su jako vaºne: mera
kojom se odre�uje i upore�uje kvalitet pribliºnog re²enja i sam postupak koji
generi²e bolje re²enje.
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Za generisanje nove iteracije metode unutra²nje ta£ke koriste Njutnov metod.
Posmatramo nelinearan sistem F (x, y, s) = 0 bez ograni£enja nenegativno-
sti. Neka je (xk, yk, sk)T trenutna aproksimacija re²enja. Da bismo odredili
narednu iteraciju, najpre re²avamo linearan sistem

J(xk, yk, sk)

4xk4yk
4sk

 = −F (xk, yk, sk) (3.13)

gde je J(xk, yk, sk) Jakobijan funkcije F , odnosno

J(xk, yk, sk) =

−Q AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 .
Re²avanjem ovog sistema dobija se Njutnov pravac pretraºivanja
(4xk,4yk,4sk)T .
Ako je (xk, yk, sk)T ∈ F0, tj. unutra²nja ta£ka, tada je

F (xk, yk, sk) =

 0
0

XkSke

 ,
pa je (3.13) oblika−Q AT I

A 0 0
Sk 0 Xk

4xk4yk
4sk

 =

 0
0

−XkSke

 .
U standardnom Njutnovom metodu nova iteracija (xk+1, yk+1, sk+1)T se do-
bija dodavanjem Njutnovog pravca na teku¢u iteraciju (xk, yk, sk)T . To se
ne preporu£uje u ovom slu£aju jer ne postoji garancija da ¢e tako dobije-
na nova iteracija zadovoljavati uslove nenegativnosti, pa se zato uzima broj
αk ∈ (0, 1] u svakom koraku, te se nova iteracija ra£una kao

(xk+1, yk+1, sk+1)T = (xk, yk, sk)T + αk(4xk,4yk,4sk)T ,

pod uslovom da vaºi xk + αk4xk > 0 i sk + αk4sk > 0.

Primer 3.2. Neka je dat problem

min
x

f(x) = x21 +
3

2
x22 + 2x23 + x1x2 + 2x1 + x2 + 3x3

x1 + x2 + x3 = 1

x1 − x2 = 0

x1, x2, x3 ≥ 0.
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i neka je xk = (13 ,
1
3 ,

1
3)T , yk = (43 ,

7
6)T i sk = (12 ,

1
2 , 2)T trenutna iteracija.

(xk, yk, sk)T ∈ F0, po²to zadovoljava svako ograni£enje dopustivog skupa.
Posle odre�ivanja standardnih elemenata Q, c, b i A dobija se Njutnova
jedna£ina u ovoj ta£ki:

−2 −1 0 1 1 1 1 1
−1 −3 0 1 −1 1 1 1
0 0 −1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 1

3 0 0
0 1

2 0 0 0 0 1
3 0

0 0 2 0 0 0 0 1
3





4xk1
4xk2
4xk3
4yk1
4yk2
4sk1
4sk2
4sk3


=



0
0
0
0
0
−1

6
−1

6
−2

3


.

Re²enje sistema je Njutnov pravac pretraºivanja(
4xk,4yk,4sk

)T
=
(

0, 0, 0, 3, 0,−1

2
,−1

2
,−2

)T
,

pa je slede¢a iteracija(
xk+1, yk+1, sk+1

)T
=
(1

3
,
1

3
,
1

3
,
4

3
,
7

6
,
1

2
,
1

2
, 2
)T

+αk

(
0, 0, 0, 3, 0,−1

2
,−1

2
,−2

)T
koja samo zavisi od izbora parametra αk. O£igledno, za αk = 1, sk+1 = 0, pa
zato u ovom slu£aju treba uzeti αk ∈ (0, 1) za koju vaºi (xk+1, yk+1, sk+1)T ∈
F0.

Naºalost, ovaj modi�kovani Njutnov metod nije toliko dobar u praksi jer
ukoliko su vrednosti αk jako male, sporo se napreduje ka optimalnom re²enju.
Zato se u praksi javila potreba za uvo�enjem nekih izmena. Tako su nastale
centralne Njutnove metode koje su prikazane u narednom odeljku.

3.3.1 Centralna putanja

Centralna putanja je trajektorija koja pripada skupu F0, tj. unutra²njosti
dopustivog skupa. Centralna putanja je trajektorija oblika

C = {( xτ , yτ , sτ )T | τ > 0}

za neki parametar τ > 0, a ta£ke tog skupa su dobijene kao re²enje sistema

F (xτ , yτ , sτ ) =

 0
0
τe

 , (xτ , sτ ) > 0. (3.14)

Uslov XS = T , tj. (xτ )i(sτ )i = τ , za svako i = 1, . . . ,m podrazumeva da
svaki proizvod odgovaraju¢ih dijagonalnih elemenata matrica X i S bude
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jednak konstanti.
Prethodni sistem ima jedinstveno re²enje za svako τ > 0 i implicira da je
skup F0 neprazan. Osim toga, ako je F0 neprazan, trajektorija (xτ , yτ , sτ )T

konvergira ka optimalnom re²enju problema KP. Jedan primer ovoga je pri-
kazan na Slici 3.1.

Slika 3.1: Centralna putanja

Kad τ teºi ka nuli, sistem (3.14) de�ni²e ta£ke na centralnoj putanji, koje
sve bolje aproksimiraju optimalno re²enje sistema (3.12).

Algoritmi koji prate putanju

Traºenje centralnih ta£aka je veoma teºak i ra£unski sloºen posao, zbog pri-
rode sistema iz kojeg se one dobijaju. Me�utim, relativno se lako dolazi do
njihovih aproksimacija i £im je jedna na�ena, moºe se na¢i slede¢a, koja
aproksimira neku drugu centralnu ta£ku za manju vrednost τ . Ponavljanjem
se dobijaju ta£ke koje aproksimiraju centralnu putanju za sve manje vred-
nosti τ £ime se dostiºe optimalno re²enje.

Po²to se zna da centralne ta£ke konvergiraju ka optimalnom re²enju proble-
ma KP, njihove aproksimacije tako�e konvergiraju ka optimalnom re²enju
problema KP. Zapravo iz ove £injenice poti£e ideja ovih algoritma, a to je
generisanje ta£aka koje aproksimiraju centralnu putanju sa ²to manjom vred-
no²¢u parametra τ .

Centralni Njutnov pravac

Upotreba standardnog Njutnovog pravca u metodama unutra²nje ta£ke moºe
generisati ta£ku koja leºi van dopustivog skupa, pa je zato standardni Njut-
nov pravac neprakti£an za primenu. Stoga se koriste pravci koji su usmereni
prema centralnoj putanji C i oni se nazivaju centralnim pravcima.
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Slika 3.2: Primer Njutnovog pravca i centralnog Njutnovog pravca

Re²ava se nelinearan sistem

F̂ (x, y, s) =

AT y −Qx+ s− c
Ax− b

XSe− τe

 = 0. (3.15)

Centralni Njutnov pravac za re²avanje sistema (3.15) dobija se re²avanjem
modi�kovane Njutnove jedna£ine oblika−Q AT I

A 0 0
Sk 0 Xk

4xkc4ykc
4skc

 =

 0
0

τe−XkSke


gde indeks c zna£i da je u pitanju centralni pravac.

Klju£na stvar pri odre�ivanju centralnog Njutnovog pravca je izbor vred-
nosti parametra τ . U tu svrhu uvodi se oznaka mere dualnosti ili prose£ne
komplementarnosti

µ(x, s) =
1

n

n∑
i=1

xisi =
xT s

n
,

pri £emu vaºi µ(x, s) = 0 ako i samo ako je (x, y, s)T optimalna. Cilj je da
mera dualnosti µ(x, s) ima ²to manju vrednost, jer to zna£i da se ta£ka nalazi
blizu optimalnog re²enja.

Mera dualnosti za centralnu ta£ku (xτ , yτ , sτ )T je

µ(xτ , sτ ) =

∑n
i=1(xτ )i(sτ )i

n
=

∑n
i=1 τ

n
= τ,

pa skup centralnih ta£aka £ine sve dopustive ta£ke za koje vaºi µ(x, s) =
τ . Za svaku ta£ku sa ovom osobinom kaºe se da je na istom nivou kao i
centralna ta£ka (xτ , yτ , sτ )T . Kada se bira pravac iz trenutne iteracije postoje
3 mogu¢nosti za traºenje aproksimacije centralnih ta£aka:
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� ta£ka je na niºem nivou od trenutne, tj. τ < µ(x, s),

� ta£ka je na istom nivou kao trenutna, tj. τ = µ(x, s),

� ta£ka je na vi²em nivou od trenutne, tj. τ > µ(x, s).

Nema smisla izabrati poslednju opciju jer se tako dobija ta£ka koja je na
ve¢em rastojanju od optimalnog re²enja nego ²to je trenutna iteracija, pa je
logi£no traºiti ta£ku za koju je τ ≤ µ(x, s).

Centralni Njutnov pravac se odre�uje kao re²enje slede¢eg sistema−Q AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

4xkc4ykc
4skc

 =

 0
0

σkµke−XkSke

 ,
gde je parametar σk de�nisan kao mera dualnosti ºeljene centralne ta£ke i
trenutne ta£ke i vaºi σk ∈ [0, 1]. Ako je σk = 1 (tj. τ = µk), tada je u pitanju
pravi centralni pravac. U slu£aju da je σk = 0 re£ je o A�no-skaliraju¢em
pravcu. U praksi je naj£e²¢e σk ∈ (0, 1).

Sada sledi algoritam uop²tene metode unutra²nje ta£ke.

Algoritam 1 Uop²teni metod unutra²nje ta£ke

K0: Izabrati (x0, y0, s0)T ∈ F0. Za k = 0, 1, 2, . . . radi

K1: Izabrati σk ∈ [0, 1] i izra£unati µk =
(xk)T sk

n
. Re²iti sistem

−Q AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

4xk4yk
4sk

 =

 0
0

σkµke−XkSke

 .
K2: Izabrati αk tako da

xk + αk4xk > 0, i sk + αks
k > 0.

Odrediti (xk+1, yk+1, sk+1)T = (xk, yk, sk)T + αk(4xk,4yk,4sk)T ,
k = k + 1.

Primer 3.3. Neka je dat problem iz Primera 3.2. Tada je µk = 1
3 i neka

je σk = 1. Re²avanjem vrlo sli£nog sistema kao ranije dobija se centralni
Njutnov pravac(

4xkc ,4ykc ,4skc
)T

=
(

0, 0, 0, 0, 0,
1

2
,
1

2
,−1

)T
,

kojim se generi²e slede¢a iteracija za odgovaraju¢e αk.
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Okoline centralne putanje

Metode unutra²nje ta£ke se me�usobno razlikuju u zavisnosti od izbora cen-
tralnog parametra σk i duºine koraka αk u svakoj iteraciji. Paºljivim izborom
ovih parametara dobijaju se iteracije koje aproksimiraju centralne ta£ke, ²to
je cilj svih metoda ovog tipa.

Kao ²to je pomenuto centralne ta£ke su one ta£ke skupa F0 za koje vaºi uslov
xisi = τ,∀i, za neko τ > 0. Ako je (xτ , yτ , sτ )T centralna ta£ka i (x, y, s)T nje-
na aproksimacija, tada je logi£no o£ekivati da razlika ‖(x, y, s)T−(xτ , yτ , sτ )T ‖
bude mala.

Zato se skup aproksimacija centralnih ta£aka de�ni²e na slede¢i na£in{
(x, y, s)T ∈ F0

∣∣ ‖(x, y, s)T − (xτ , yτ , sτ )T ‖ ≤ ε
}
,

za neko malo ε ≥ 0. Do ovih ta£aka se najlak²e dolazi iz sistema (3.15). Tako
se dobijaju okoline centralne putanje.
Najpoznatije okoline su:

? norma 2 okolina

N2(θ) =

{
(x, y, s)T ∈ F0

∣∣∣ ‖XSe− µe‖ ≤ θµ, µ =
xT s

n

}
za neko θ ∈ (0, 1) i

? norma−∞ okolina ili jednostrana norma ∞ okolina

N−∞(γ) =

{
(x, y, s)T ∈ F0

∣∣∣ xisi ≥ γµ, za svako i, µ =
xT s

n

}
za neko γ ∈ (0, 1).

Specijalnom izborom θ = 0 u N2(θ) i γ = 1 u N−∞(γ) dobija se centralna
putanja C.

Obe okoline obezbe�uju da se iteracije nalaze u blizini centralne putanje pa
su i u njenoj okolini. Norma−∞ okoline su relativno ²iroke, dok su norma
2 okoline uºe, pa kod njih ne postoji mogu¢nost za velike oscilacije u duºini
koraka, tj. koraci su kratki. Na osnovu ovih okolina su razvijene dve me-
tode: kratko-kora£ni algoritam koji koristi norma 2 okolinu i dugo-kora£ni
algoritam koji se bazira na norma−∞ okolini.

Kratko-kora£ni algoritam kre¢e iz proizvoljne ta£ke (x0, λ0, s0)T ∈ N2(θ) za
neko �ksirano θ ∈ (0, 1) i generi²e iteracije koje i dalje pripadaju tom skupu.
Kako je

‖XSe− µe‖ ≤ θµ,
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prema de�niciji norme 2 to je ekvivalentno sa∥∥∥XSe− µe
µ

∥∥∥ ≤ θ,
pa je ∥∥∥XSe− µe

µ

∥∥∥2
2

=
n∑
i=1

(xisi − µ
µ

)2
=

n∑
i=1

(xisi
µ
− 1
)2
≤ θ2 < 1.

Me�utim, £ak i ako je θ blizu jedinici, skup ta£aka za koje vaºi da je suma
kvadrata manja od 1 je mali, pa je skup N2(θ) veoma uzan tj. sadrºi mali
deo dopustivog skupa F0.

�to se ti£e drugog pristupa, za male vrednosti broja γ (npr. za γ = 0.001),
okolina oko centralne putanje N−∞(γ) je ²iroka i sadrºi dobar deo dopusti-
vog skupa F0. Dugo-kora£ni algoritam kre¢e iz po£etne ta£ke (x0, λ0, s0)T ∈
N−∞(γ), tako�e. Za ranije odre�ene σmin i σmax u svakom koraku se uzima
σk ∈ [σmin, σmax], a pravac pretraºivanja (4xk,4yk, sk)T se dobija re²a-
vanjem istog sistema kao u uop²tenom algoritmu. Kod ove metode duºina
koraka αk se uzima proizvoljno u svakoj iteraciji, s ciljem da bude ²to ve¢a,
imaju¢i u vidu da slede¢a ta£ka (x, y, s)T mora da ostane u skupu N−∞(γ).

Sa teoretske ta£ke gledi²ta, kratko-kora£ni algoritam omogu¢ava brzu kon-
vergenciju jer su ta£ke iz norma 2 okoline blizu centralne putanje. Nasuprot
tome, kod dugo-kora£nog algoritma ta£ke mogu biti daleko od centralne pu-
tanje ²to teoretski usporava konvergenciju, ali u praksi se dugo-kora£ni al-
goritam pokazao kao uspe²niji, pa je iz tog razloga ovde naveden.

Algoritam 2 Dugo-kora£ni algoritam

K0.: Za dato γ ∈ (0, 1), 0 < σmin < σmax < 1, izabrati (x0, y0, s0)T ∈
N−∞(γ). Za k = 0, 1, 2, . . . radi

K1: Izabrati σk ∈ [σmin, σmax] i izra£unati µk =
(xk)T sk

n
. Re²iti sistem

−Q AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

4xk4yk
4sk

 =

 0
0

σkµke−XkSke

 .
K2: Izabrati αk tako da

(xk, yk, sk)T + αk(4xk,4yk,4sk)T ∈ N−∞(γ).

Odrediti

(xk+1, yk+1, sk+1)T = (xk, yk, sk)T + αk(4xk,4yk,4sk)T ,

k = k + 1.
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Pristup problema kada je po£etna ta£ka izvan dopustivog skupa

Prethodno opisane metode unutra²nje ta£ke zahtevaju da po£etna iteraci-
ja pripada dopustivom skupu. Pronalaºenje dopustive po£etne iteracije nije
uvek jednostavno. Ukoliko je po£etna iteracija van dopustivog skupa, malim
promenama prethodnog linearnog sistema moºe se re²iti problem.

Neka je dovoljno samo da za po£etnu ta£ku (x0, y0, s0)T vaºi x0 > 0 i s0 > 0.
Prvo, treba re²iti sistem nelinearnih jedna£ina

F̂ (x, y, s) =

AT y −Qx+ s− c
Ax− b

XSe− τe

 = 0

tako da vaºi x ≥ 0 i s ≥ 0, pa se Njutnov pravac dobija re²avanjem sistema
linearnih jedna£ina

J(xk, yk, sk)

4xk4yk
4sk

 = −F̂ (xk, yk, sk)

odnosno−Q AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

4xk4yk
4sk

 =

c+Qxk −AT yk − sk
b−Axk

τe−XkSke

 . (3.16)

Vi²e ne vaºe pretpostavke Axk = b i AT yk −Qxk + sk = c, za k = 0, 1, 2, . . .
pa je zato do²lo do promene kod prvog i drugog elemenata sa desne stra-
ne jednakosti. Stavljaju¢i rezultat iz (3.16) u sisteme koji se re²avaju kod
uop²tenog i dugo-kora£nog algoritma, dolazi se do novih algoritama koji se
upotrebljavaju kada po£etna iteracija ne pripada dopustivom skupu.
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3.4 Re²avanje problema KP pomo¢u ra£unara

3.4.1 LINDO

LINDO (Linear Interactive and Discrete Optimizer) je softver koji je izu-
zetno prikladan za re²avanje problema linearnog, celobrojnog i kvadratnog
programiranja. Ovi problemi se uglavnom javljaju u trgovini, u distribuciji
proizvoda, u istraºivanjima i kod upravljanja zalihama. LINDO je odli£an
alat za re²avanje takvih problema jer se lako instalira i vrlo jednostavno
koristi.

LINDO zahteva da svaki model mora da ima funkciju cilja, nepoznate i
ograni£enja. Pravila za konstruisanje modela su slede¢a:

� Nepoznate mogu da budu izrazi koji se sastoje od maksimum 8 karak-
tera, gde je prvi karakter slovo, a ostali mogu biti proizvoljni sem ovih
karaktera: !, ),+,−,=, <,>.

� LINDO radi sa operatorima +,−, >,<,=. Interpretira > kao ≥, a <
kao ≤.

� Posle ! se moºe pisati komentar bilo gde u kôdu.

� Ako se ne naglasi druga£ije, LINDO tretira nepoznate kao nenegativne
realne brojeve. Za ozna£avanje slobodne promenljive je potrebna ko-
manda FREE. Dalje, komanda GIN X zna£i da je X celobrojna, a INT
X da je X binarna.

Kôd za re²avanje problema kvadratnog programiranja se unosi u prozor koji
se otvara. Po²to je LINDO paket koji je prvenstveno razvijen za re²avanje
problema LP, prilikom re²avanja problema KP neophodno je programski kôd
uneti u linearnom obliku. Stoga, u prozoru koji se otvara prvo treba uneti
linearnu funkciju cilja, koja se po pravilu dobija sumiranjem primalnih i du-
alnih promenljivih. Zatim treba uneti ograni£enja koja tako�e moraju biti
linearna. Ovo se radi izra£unanjem izvoda prvog reda Lagranºove funkci-
je redom po svim nepoznatima. Naravno, kôd treba da sadrºi i sva ostala
ograni£enja koja ne treba menjati jer su ona kod problema KP u linearnom
obliku. Poslednji red koji se pi²e u prozoru je neophodno uneti jer on daje
informaciju programu u kojem redu se nalazi prvo pravo ograni£enje koje
nije parcijalni izvod Lagranºove funkcije. Ovo je ilustrovano na slede¢em
primeru.
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Primer 3.4. Re²iti problem

min
x

3x2 + 2y2 + z2 + 2xy − xz − 0.8yz

x+ y + z = 1

1.3x+ 1.2y + 1.08z > 1.12

x < 0.75

y < 0.75

z < 0.75.

Kôd je dat na slici 4.

Slika 3.3: Unos podataka

Klikom na Solve, pa opet na Solve se dobija re²enje:

39



Slika 3.4: Rezultat

Optimalna vrednost funkcije cilja je f(x∗, y∗, z∗) = 0.4174, i ona se dostiºe
za x∗ = 15, 49%, y∗ = 25, 02%, z∗ = 59, 49%.

Postavlja se pitanje da li je na�eno optimalno re²enje. Jedan na£in za utvr-
�ivanje ovoga je ispitivanje osobine pozitivne de�nitnosti. Sre¢om, LINDO
ima ugra�enu komandu za ovo, pa samo treba kliknuti na Reports/Po-
sitive De�nite. Rezultat ovog upita se tako�e nalazi u prozoru Reports
Window.

Slika 3.5
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3.4.2 Excel Solver

U Excelu je tako�e mogu¢e re²iti probleme optimizacije, kako linearnog, tako
i nelinearnog programiranja. Kako Excel naj£e²¢e postoji na svakom ra£u-
naru, potrebno je samo aktivirati Solver, ²to se radi slede¢im koracima:

� U Excel Options-u treba kliknuti na Add-Ins, pa kod Manage box
izabrati Excel Add-ins

� Klikom na Go otvara se prozor gde treba kliknuti na Solver Add-in
pa zatim na Ok.

Posle aktiviranja, Solver komanda se nalazi u grupi Analysis u tabu Data.

Primer 3.5. Re²iti problem iz Primera 3.4.

Slika 3.6: Popunjavanje polja

Polja B1-B3 reprezentuju vrednosti za promenljive x, y i z, dok u B5 treba da
bude upisano 3∗B1∧2+2∗B2∧2+B3∧2+2∗B1∗B2−B1∗B2−0, 8∗B2∗B3.
U poljima B7 i B8 se nalaze leve strane (ne)jednakosti ograni£enja. Sada,
treba kliknuti na Solver i tada se otvara prozor koji treba popuniti na dole
prikazan na£in:
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Slika 3.7: Popunjavanje Solver-a

Ograni£enje se dodaje klikom na Add, zatim u polje Cell Reference treba
izabrati B7, kod drugog B8, a kod Constraint D7, odnosno D8. U polje
izme�u je mogu¢e izabrati samo oznake =,≤ i ≥ (nema < i >). Excel auto-
matski stavlja da su promenljive nenegativne. Kada je sve popunjeno, klikom
na Solve dobija se re²enje problema.

Re²enje dobijeno u Excelu se poklapa sa re²enjem dobijenim u programskom
paketu LINDO. Vrednost funkcije cilja se moºe razlikovati u poslednjim ci-
frama, usled gre²aka zaokruºivanja.

3.4.3 MATLAB

MATLAB je programski jezik koji ima ²iroku primenu i koji je poznat me-
�u matemati£arima. Optimization Toolbox je kolekcija funkcija koja izme�u
ostalih sadrºi i funkciju quadprog koja se koristi za re²avanje problema KP.
Da se potvrdi da li je Optimization Toolbox instaliran, treba pisati komandu
ver u komandnu liniju.

Problem KP u MATLAB-u je oblika

min
x

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx

Ax ≤ b
Aeqx = beq

lb ≤ x ≤ ub,

(3.17)

gde su Q,A,Aeq matrice, a c, b, beq, lb i ub su vektori.

Mogu se zahtevati jo² neke stvari, ali ako je cilj samo dobiti re²enje x∗ i
vrednost funkcije cilja f∗ onda je kôd oblika

[x, fval] = quadprog(Q, c,A, b, Aeq, beq, lb, ub).

42



Ako je problem konveksan, re²enje je globalno, ina£e je lokalno. Ako se ne
stavlja donje ili gornje ograni£enje za x, to MATLAB tretira kao da su lb i
ub −∞ ili ∞, redom.

Na slede¢em primeru je ilustrovana primena ugra�ene funkcije quadprog.

Primer 3.6. Re²iti problem

min
x

f(x) =
1

2
x21 + x22 − x1x2 − 2x1 − 6x2

x1 + x2 ≤ 2

− x1 + 2x2 ≤ 2

2x1 + x2 ≤ 3

0 ≤ x1, 0 ≤ x2.

O£igledno je

Q =

[
1 −1
−1 2

]
, c =

[
−2
−6

]
, A =

 1 1
−1 2
2 1

 , b =

2
2
3

 lb =

[
0
0

]
.

Unos podataka, MATLAB kôd i re²enje problema su prikazani na Slici 3.8 i
Slici 3.9.

Slika 3.8: Unos podataka
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Slika 3.9: Re²enje

Optimalno re²enje problema je x∗1 = 0.6667 i x∗2 = 1.3333, a vrednost funkcije
cilja u optimalnom re²enju je f(x∗1, x

∗
2) = −8.2222.
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4 Optimizacija portfolija

4.1 Markovicov model

Optimizacija portfolija je jedna izuzetno vaºna oblast u �nansijama s ko-
jom se investitori i analiti£ari vrlo £esto bave. Matemati£ki modeli problema
optimizacije portfolija su uglavnom konveksni problemi u obliku kvadrat-
nog programiranja, pa se na njih mogu primeniti metode i algoritmi koji su
opisani u ovoj tezi.

Posmatra se investitor sa svojom bogatstvom. Neka je dat skup (s1, . . . , sn)T

sastavljen od n raspoloºivih investicija, koji podrazumeva svako ulaganje u
cilju ostvarivanja pro�ta. Ulaganja mogu biti u vidu akcija, obveznica, ali
obuhvataju i nekretnine, zemlji²te, itd. Intuitivno je jasno da svaki ulaga£
koji iza�e na trºi²te konstrui²e svoj portfolio tako da minimizira rizik uz
ºeljeni ostvareni pro�t, ili, da maksimizira pro�t do neke granice rizika. Ova
odluka uvek zavisi od toga ²ta mu je li£no vaºnije. Jasno je da ²to ve¢i nivo
prinosa ºeli da postigne, tako raste i rizik sa kojim se suo£ava.

Elementi portfolija (osim drºavnih obveznica i sli£no) su rizi£na ulaganja £i-
ja budu¢a vrednost, a samim tim ni prinosi nisu unapred poznati i zato su
oni modelirani kao slu£ajne promenljive sa odre�enom raspodelom (naj£e²¢e
normalna raspodela). Aktive su okarakterisane stopom prinosa tj. prinosom
(u oznaci ri) i rizikom, odnosno varijansom (σ2i ). Kako je prinos okruºen sto-
pom neizvesnosti, potrebno ga je proceniti. Zato se ra£una o£ekivani prinos u
praksi koji se obi£no dobija iz istorijskih podataka. Varijansa za i-tu aktivu
meri odstupanje prinosa od o£ekivane vrednosti. Kovarijansa, ozna£ena sa
σij meri povezanost elemenata i i j, i ona je, tako�e, skoro uvek prisutna.

Neka je portfolio ozna£en vektorom xπ = (x1, . . . , xn)T gde je komponenta xi
teºinski koe�cijent i predstavlja udeo i-te aktive u portfoliju. Vektori prinosa,
o£ekivanih prinosa i matrica varijanse i kovarijanse dati su sa

r =


r1
r2
...
rn

 , E(r) = µ =


µ1
µ2
...
µn

 , Q =


σ21 σ12 . . . σ1n
σ21 σ22 . . . σ2n
...
σn1 σn2 . . . σ2n

 .
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O£igledno, kako je σij = σji za svako i, j ∈ 1, . . . , n, matrica Q je simetri£na.

Kako je prinos rπ portfolija

rπ =

n∑
i=1

rixi = rTx,

o£ekivani prinos µπ je

µπ = E[rπ] = E

[
n∑
i=1

rixi

]
=

n∑
i=1

E[ri]xi =

n∑
i=1

µixi = µTx.

Varijansa se ra£una kao srednje kvadratno odstupanje, odnosno

σ2π = E[(rπ − µπ)2] =
n∑
i=1

n∑
j=1

xixjσij = xTQx.

Kako ona predstavlja rizik, nikad nije negativna, iz £ega sledi da je Q pozitiv-
no semide�nitna matrica. Me�utim, ovde se pretpostavlja da je Q pozitivno
de�nitna, ²to je u realnosti ta£no.

Dakle, traºi se optimalni portfolio tako da se minimizira varijansa pod uslo-
vom da ostvaren prinos bude ve¢i ili jednak od neke vrednosti R. Neka je e
jedini£ni vektor dimenzije n. Matemati£ki zapis ovog problema je u op²tem
obliku problem kvadratnog programiranja

min
x

1

2
xTQx

µTx ≥ R
Ax = b

Cx ≥ d.

(4.1)

Drugo ograni£enje je naj£e²¢e u formi eTx = 1 i odnosi se na kapital, govori
o tome da se ulaºe celo bogatstvo, dok je tre¢i uslov uglavnom x ≥ 0 i
zabranjuje kratku poziciju.

Sa druge strane, po²to u �nansijama uvek postoji neki stepen neizvesnosti,
nije ga mogu¢e potpuno eliminisati, nego je potrebno nau£iti kako se upravlja
rizikom. Zato se koristi i druga£iji oblik kvadratnog programiranja, gde se
maksimizira prinos uz uslov da rizik ne prekora£i unapred datu granicu σ2π,
pa je model oblika

max
x

µTx

xTQx ≤ σ2π
Ax = b

Cx ≥ d.

(4.2)
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Prethodna dva modela se mogu kombinovati u jednom, tako da se prinos
i rizik portfolija istovremeno pojave u funkciji cilja. Tako se dolazi do jo²
jednog na£ina formulisanja zadatka

min
x

1

2
xTQx− κµTx

Ax = b

Cx ≥ d,

(4.3)

gde je κ−1 koe�cijent averzije prema riziku i pokazuje koliko je investitor
odbojan prema riziku. Iskazuje li£nu preferenciju, i u zavisnosti od toga koliki
je, prinos je manje ili vi²e zna£ajan za njega.

Potrebno je opisati jo² dva pojma u svetu portfolija. Skup dopustivih portfoli-
ja podrazumeva svaki portfolio koji se moºe sastaviti od investicija koje stoje
na raspolaganju,a njegov podskup je skup e�kasnih portfolija koji obuhvata
svaku kolekciju elemenata za koju vaºi da ima najve¢i o£ekivani prinos izme-
�u onih koji imaju isti nivo rizika sa jedne strane i sa druge, da ima najmanju
varijansu (standardnu devijaciju) izme�u onih koji donose isti prinos.
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4.2 Primer - Konstruisanje optimalnog portfolija
pomo¢u Markovicovog modela u obliku KP

Izabrano je prvih 5 akcija iz poznate liste ameri£kog S&P 500 indeksa. Raz-
matran je period od 10 godina i podaci su uzeti kvartalno. U slede¢oj tabeli
su date korigovane istorijske cene 1 (Adjusted Close) zbog eventualnih divi-
dendi za neke aktive. Za 4. aktivu cene do maja 2012. godine nisu dostupne.

MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
2010.01.01 22.12 23.82 125.41 265.24
2010.04.01 24.08 32.38 137.1 263.11
2010.07.01 20.45 31.9 117.89 242.67
2010.10.01 21.24 37.32 165.23 307.16
2011.01.01 22.22 42.08 169.64 300.48
2011.04.01 20.89 43.42 195.81 272.32
2011.07.01 22.23 48.42 222.52 302.15
2011.10.01 21.74 50.2 213.51 296.62
2012.01.01 24.29 56.61 194.44 290.35
2012.04.01 26.51 72.42 231.9 302.73
2012.07.01 24.56 75.74 233.3 21.71 316.8
2012.10.01 23.94 74.14 232.89 21.11 340.49
2013.01.01 23.22 56.99 265.5 30.98 378.22
2013.04.01 28.23 55.72 253.81 27.77 412.7
2013.07.01 27.35 57.32 301.22 36.8 444.32
2013.10.01 30.63 66.65 364.03 50.21 515.81
2014.01.01 32.98 64.2 358.69 62.57 591.08
2014.04.01 35.47 76.13 304.13 59.78 534.88
2014.07.01 38.16 86.82 312.99 72.65 579.55
2014.10.01 41.77 98.57 305.46 74.99 567.87
2015.01.01 36.17 107.39 354.53 75.91 537.55
2015.04.01 43.86 115.17 421.78 78.77 548.77
2015.07.01 42.38 112.09 536.15 94.01 657.5
2015.10.01 48.09 110.93 625.9 101.97 737.39
2016.01.01 50.67 90.75 587 112.21 761.35
2016.04.01 46.19 87.86 659.59 117.58 707.88
2016.07.01 52.87 98.27 758.81 123.94 791.34
2016.10.01 56.24 107.65 789.82 130.99 809.9
2017.01.01 61.09 115.65 823.48 130.32 820.19
2017.04.01 65.08 137.49 924.99 150.25 924.52
2017.07.01 69.51 142.94 987.78 169.25 945.5
2017.10.01 79.95 163.1 1105.28 180.06 1033.04
2018.01.01 91.78 162.13 1450.89 186.89 1182.22

1Podaci su uzete sa sajta https://�nance.yahoo.com.

48



2018.04.01 90.77 160.68 1566.13 172 1018.58
2018.07.01 103.4 185.73 1777.44 172.58 1227.22
2018.10.01 104.52 214.36 1598.01 151.79 1090.58
2019.01.01 102.63 163.59 1718.73 166.69 1125.89
2019.04.01 128.89 198.08 1926.52 193.4 1198.96
2019.07.01 134.99 211.1 1866.78 194.23 1218.2
2019.10.01 142.49 247.43 1776.66 191.65 1258.8
2020.01.01 169.97 308.78 2008.72 201.91 1432.78

Tabela 4.1: Cene akcija u periodu 2010-2020

U nastavku su date stope prinosa za odre�ene datume. One su izra£unate
preko formule

rit =
Ci,t
Ci,t−1

− 1

gde je C oznaka za cenu, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ozna£ava koja je investicija u
pitanju, a t je vremenski trenutak (po£etak nekog meseca) u posmatranom
periodu. Prinosi za januar 2010. godine su dobijani koriste¢i cene za pret-
hodni mesec koje ovde nisu navedene.

MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
2010.01.01 2.08% 1.88% 5.56% -1.15%
2010.04.01 8.86% 35.94% 9.32% -0.80%
2010.07.01 -15.07% -1.48% -14.01% -7.77%
2010.10.01 3.86% 16.99% 40.16% 26.58%
2011.01.01 4.61% 12.75% 2.67% -2.17%
2011.04.01 -5.99% 3.18% 15.43% -9.37%
2011.07.01 6.41% 11.52% 13.64% 10.95%
2011.10.01 -2.20% 3.68% -4.05% -1.83%
2012.01.01 11.73% 12.77% -8.93% -2.11%
2012.04.01 9.14% 27.93% 19.27% 4.26%
2012.07.01 -7.36% 4.58% 0.60% 4.65%
2012.10.01 -2.52% -2.11% -0.18% -2.76% 7.48%
2013.01.01 -3.01% -23.13% 14.00% 46.76% 11.08%
2013.04.01 21.58% -2.23% -4.40% -10.36% 9.12%
2013.07.01 -3.12% 2.87% 18.68% 32.52% 7.66%
2013.10.01 11.99% 16.28% 20.85% 36.44% 16.09%
2014.01.01 7.67% -3.68% -1.47% 24.62% 14.59%
2014.04.01 7.55% 18.58% -15.21% -4.46% -9.51%
2014.07.01 7.58% 14.04% 2.91% 21.53% 8.35%
2014.10.01 9.46% 13.53% -2.41% 3.22% -2.02%
2015.01.01 -13.41% 8.95% 16.06% 1.23% -5.34%
2015.04.01 21.26% 7.24% 18.97% 3.77% 2.09%
2015.07.01 -3.37% -2.67% 27.12% 19.35% 19.81%
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2015.10.01 13.47% -1.03% 16.74% 8.47% 12.15%
2016.01.01 5.36% -18.19% -6.22% 10.04% 3.25%
2016.04.01 -8.84% -3.18% 12.37% 4.79% -7.02%
2016.07.01 14.46% 11.85% 15.04% 5.41% 11.79%
2016.10.01 6.37% 9.55% 4.09% 5.69% 2.35%
2017.01.01 8.62% 7.43% 4.26% -0.51% 1.27%
2017.04.01 6.53% 18.88% 12.33% 15.29% 12.72%
2017.07.01 6.81% 3.96% 6.79% 12.65% 2.27%
2017.10.01 15.02% 14.10% 11.90% 6.39% 9.26%
2018.01.01 14.80% -0.59% 31.27% 3.79% 14.44%
2018.04.01 -1.10% -0.89% 7.94% -7.97% -13.84%
2018.07.01 13.91% 15.59% 13.49% 0.34% 20.48%
2018.10.01 1.08% 15.41% -10.09% -12.05% -11.13%
2019.01.01 -1.81% -23.68% 7.55% 9.82% 3.24%
2019.04.01 25.59% 21.08% 12.09% 16.02% 6.49%
2019.07.01 4.73% 6.57% -3.10% 0.43% 1.60%
2019.10.01 5.56% 17.21% -4.83% -1.33% 3.33%
2020.01.01 19.29% 24.79% 13.06% 5.35% 13.82%

Tabela 4.2: Kvartalni prinosi u periodu 2010-2020

U modeliranju �nansijskih pojava najvi²e je preferirana geometrijska sredi-
na u traºenju prose£ne vrednosti. Tako su izra£unati pojedina£ni o£ekivani
prinosi koji su dati funkcijom

µi =

(
T∏
t=1

(1 + rit)

) 1
T

− 1,

gde je T = 41 (T = 30 kod 4. elemenata) u ovom slu£aju. Procene za prinose
su date u narednoj tabeli.

MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
geom. sredina 5.15% 6.5% 7.14% 7.72% 4.17%

Tabela 4.3: O£ekivani prinosi

Slede¢i korak je odre�ivanje matrice Q. Elementi su izra£unati pomo¢u for-
mule

cov(ri, rj) =
1

T

T∑
t=1

(rit − µi)(rjt − µj),

za svako i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Dijagonalni elementi predstavljaju rizik odgo-
varaju¢e aktive. Kovarijansna matrica je data u narednoj tabeli.
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Q MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
MSFT 0.0083 0.0045 0.0015 -0.0013 0.0033
AAPL 0.0045 0.0148 0.0011 -0.0041 0.0004
AMZN 0.0015 0.0011 0.0140 0.0062 0.0064
FB -0.0013 -0.0041 0.0062 0.0177 0.0059

GOOGL 0.0033 0.0004 0.0064 0.0059 0.0082

Tabela 4.4: Kovarijansna matrica

Ispitivana je linearna zavisnost elemenata koriste¢i Pirsonov koe�cijent line-
arne korelacije koji se ra£una prema formuli

ρij =
cov(ri, rj)

σiσj
,

gde je sa σi ozna£ena standardna devijacija, ili, ekvivalentno, kvadratni koren
varijanse za i-tu aktivu. Podaci se nalaze u Tabeli 4.5.

korelacija MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
MSFT 1 0.4033 0.136 -0.111 0.3991
AAPL 0.4033 1 0.0798 -0.2553 0.0321
AMZN 0.136 0.0798 1 0.3922 0.5949
FB -0.111 -0.2553 0.3922 1 0.4876

GOOGL 0.3991 0.0321 0.5949 0.4876 1

Tabela 4.5: Koe�cijenti korelacije izme�u elemenata

Prime¢uje se da postoji zavisnost izme�u prinosa pojedina£nih aktiva i da
je linearna povezanost izme�u svaka dva skoro svugde pozitivna. Taj broj je
prili£no velik izme�u 3. i 5. elemenata.

Cilj je minimizirati rizik uz odre�eni stepen prinosa R, tako da se investira
celo bogatstvo i zabrani kratka prodaja. Dakle, matemati£ki model je oblika:

min
x

f(x) = 0.0083x21 + 2 · 0.0045x1x2 + 2 · 0.0015x1x3

−2 · 0.0013x1x4 + 2 · 0.0033x1x5 + 0.0148x22

+2 · 0.0011x2x3 − 2 · 0.0041x2x4 + 2 · 0.0004x2x5

+0.014x23 + 2 · 0.0062x3x4 + 2 · 0.0064x3x5

+0.0177x24 + 2 · 0.0059x4x5 + 0.0082x25

s.t. 0.0515x1 + 0.065x2 + 0.0714x3

+0.0772x4 + 0.0417x5 ≥ R
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0
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Simetri£nost i pozitivna de�nitnost matrice Q i linearnost funkcije ograni-
£enja u skladu sa teorijom postavljenom u ranijim sekcijama obezbe�uju
postojanje optimalne ta£ke xπ. Re²avanjem problema sa R ≥ 5%, MATLAB
pronalazi optimalno re²enje
xπ = (0.345268, 0.226852, 0.076779, 0.243401, 0.107699)T koje donosi pri-
nos 6.129%, a njegov rizik je 0.4041%. Za R izme�u 6% i 7.7% softver moºe
da na�e optimalno re²enje, stoga, prinosi i varijanse i sastav tako generisanog
portfolija sa razmakom od 0.001 za R su dati u narednoj tabeli. Na Slici 4.1
su ovi portfoliji prikazani u σ − r−ravni. Za R ≥ 7.8% ne postoji dopustivo
re²enje ovog problema.

prinos rizik MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
0.06 0.00405 0.3382 0.2226 0.0594 0.2264 0.1535
0.061 0.00404 0.3437 0.2259 0.0729 0.2396 0.118
0.062 0.004034 0.3491 0.2292 0.0863 0.2528 0.0825
0.063 0.004056 0.3546 0.2325 0.0998 0.266 0.047
0.064 0.00408 0.3601 0.2358 0.1133 0.2792 0.0116
0.065 0.004126 0.3268 0.2522 0.1249 0.2961 0
0.066 0.004224 0.2748 0.2748 0.1356 0.3149 0
0.067 0.004378 0.2227 0.2974 0.1462 0.3336 0
0.068 0.004588 0.1706 0.32 0.1569 0.3524 0
0.069 0.004852 0.1186 0.3426 0.1676 0.3712 0
0.07 0.005172 0.0665 0.3653 0.1783 0.3899 0
0.071 0.005547 0.0145 0.3879 0.1889 0.4087 0
0.072 0.006104 0 0.3409 0.1795 0.4796 0
0.073 0.007181 0 0.2671 0.1623 0.5706 0
0.074 0.008798 0 0.1933 0.1451 0.6616 0
0.075 0.010954 0 0.1195 0.1279 0.7526 0
0.076 0.01365 0 0.0457 0.1107 0.8436 0
0.077 0.01693 0 0 0.0345 0.9655 0

Tabela 4.6: Raspored budºeta za odre�eni prinos i rizik
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Slika 4.1: Skup e�kasnih portfolija
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4.3 Optimizacija portfolija velikog obima

Pretpostavimo da postoji ogroman skup mogu¢ih ulaganja na trºi²tu. U cilju
maksimiziranja svog pro�ta investitor moºe jednostavno da uloºi sav svoj
novac u onaj portfolio koji donosi najve¢i o£ekivani pro�t, ali treba i da
plati cenu u smislu velikog rizika. To ve¢ina investitora ne radi jer ho¢e da
postignu da portfolio bude diverzi�kovan. Ovaj pojam ima veliki zna£aj u
�nansijama. Podrazumeva podelu rizika ulaganja, ²to se vr²i investiranjem
u ²to vi²e hartija od vrednosti. Zahvaljuju¢i ovome, rezultat investiranja na
kraju perioda ne zavisi od kretanja cena jedne aktive.

Na po£etku perioda niko ne zna sa sigurno²¢u ²ta ¢e se desiti npr. za godinu
dana ne samo sa sopstvenim investicijama, nego i sa celim sektorom u pro-
izvodnji. Princip "ne staviti sve u jednu korpu" asocira na to da ne treba
tro²iti celo bogatstvo na aktivu jednog tipa nego na ²to vi²e. Tako�e, treba
uzeti u obzir kolika i kakva je povezanost izme�u pojedina£nih ulaganja i
kojom merom kretanje vrednosti cene jednog uti£e na promenu vrednosti
cene drugog elemenata. Ako je kovarijansa izme�u elemenata pozitivna, to
zna£i da se njihovi prinosi kre¢u u istom smeru. Ovo zna£i da kada stopa
jednog prekora£i o£ekivanu stopu, stopa drugog ima istu tendenciju, i to je
razlog zbog £ega se ne savetuje staviti aktive sa pozitivnim kovarijansom u
isti portfolio.

Me�utim, ni²ta ne sugeri²e da ¢e portfolio do kojeg se dolazi Markovicovim
modelom biti diverzi�kovan. Iskustvo pokazuje da su tako dobijeni teºinski
koe�cijenti veliki za neke aktive, a u slu£aju kada je dozvoljena kratka po-
zicija, oni imaju preveliko u£e²¢e u portfoliju. Zbog ovih razloga potrebno
je de�nisati jo² neka ograni£enja na udele pojedina£nih aktiva. Istovremeno
treba voditi ra£una o tome da novih uslova ne bude previ²e, jer to komplikuje
ra£un i samim tim re²avanje problema £ini skupljim.

Mogu¢e je ograni£iti svako xi npr. sa nekom vredno²¢u m i tako obezbediti
da ne bude potro²en ve¢i deo novca od m ni za jednu aktivu. To se moºe
zapisati kao

xi ≤ m za svako i = 1, . . . , n.

Ako su ulaganja kategorizovana po sektorima (ukupno k sektora), moºe se
zahtevati da se ni u jedan sektor ne investira ve¢i deo kapitala od npr. mk.
Dakle, ∑

i u sektoru k

xi ≤ mk.

4.3.1 Tro²kovi transakcije

Tro²kovi transakcije obuhvataju kupovinu i prodaju investicija koje u real-
nom svetu postoje i trebalo bi ih razmatrati prilikom odre�ivanja optimalnog
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portfolija. Tako�e, preporu£uje se pra¢enje de²avanja u svetu i vr²enje reba-
lansiranja portfolija povremeno u skladu sa aktuelnim informacijama. Prema
tome, posle nekog perioda je moºda potrebno zameniti neku investiciju dru-
gom jer ona vi²e ne donosi dovoljan pro�t ili postaje suvi²e volatilna. Po²to
su tro²kovi transakcije kod kupovine i prodaje aktiva uvek prisutni i po²to je
matrica varijanse i kovarijanse u op²tem slu£aju bliska singularnoj matrici,
ne savetuje se velika promena u sastavu portfolija.

Neka yi ozna£ava koli£inu koja se kupuje, a zi prodatu koli£inu za i-tu aktivu.
Ako je x0 oznaka za po£etnu imovinu, a x za novu, i ako se doda ograni£enje
da razlika izme�u po£etnog i novog stanja ne bude ve¢a od h, sledi

xi − x0i ≤ yi, yi ≥ 0,

x0i − xi ≤ zi, zi ≥ 0,
n∑
i=1

(yi + zi) ≤ h.

Dalje, neka je ti tro²ak koji treba isplatiti kod kupovine elemenata i, a t′i
tro²ak koji se stvara u prodaji istog. Uklju£ivanjem prethodnih uslova u
model, rebalansirani portfolio se dobija traºenjem re²enja slede¢eg, dosta
sloºenijeg problema:

min
x

n∑
i=1

n∑
j=1

σijxixj

n∑
i=1

(µixi − tiyi − t′izi) ≥ R

n∑
i=1

xi = 1

xi − x0i ≤ yi, za svako i = 1, . . . , n

x0i − xi ≤ zi, za svako i = 1, . . . , n

yi ≥ 0, za svako i = 1, . . . , n

zi ≥ 0, za svako i = 1, . . . , n

xi ∈ R, za svako i = 1, . . . , n.

(4.4)

Po²to je u ovom radu re£ o najjednostavnijim modelima KP za konstruisanje
portfolija, zanemari¢emo tro²kove transakcije.

4.3.2 Procenjivanje parametra µi, σ
2
i , σij

Najjednostavniji pristup odre�ivanja ovih parametara (kao ²to je ra�eno u
primeru) je formiranje vremenskih serija koje se sastoje od cena, pa posle i
prinosa na osnovu istorijskih podataka. Me�utim, do zna£ajnog pomeranja
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o£ekivanog prinosa i varijanse moºe da dovede ve¢i uspon ili pad cena u samo
jednom od prethodnih perioda. Stoga se za procenjivanje parametara koristi
i CAPM (Capital Asset Pricing Model) koji deli rizik na tzv. sistematski
i nesistematski deo. Sistematski rizik, koji obuhvata promenu likvidnosti i
kamatnih stopa, na primer, je vezan za trºi²te i on se ne moºe izbe¢i, uvek je
prisutan. Nesistematski (�nansijski, investicioni) deo rizika, nasuprot tome,
moºe se potpuno diverzi�kovati.

Neka je sa rit ozna£en prinos aktive i za vremenski period t, gde i = 1, . . . , n,
t = 1, . . . , T . Neka je rmt oznaka za o£ekivani prinos trºi²nog portfolija, a rft
za stopu bez rizika u posmatranom periodu. Potrebne su βi za svaku aktivu
do koje se dolazi iz CAP formule

rit = rft + βi(rmt − rft) + εit,

gde εit predstavlja gre²ku zaokruºivanja koja nastaje za i-tu aktivu, a βi
meri sistematski rizik i daje informaciju o pona²anju i-te aktive u odnosu na
trºi²te. Pomo¢u tih vrednosti se ra£una o£ekivani prinos iz jedna£ine

µi = E(rf ) + βi(E(rm)− E(rf ))

i posle se dobijaju varijanse i kovarijanse iz relacija

σ2i = β2i σ
2
m + σ2εi ,

σij = βiβjσ
2
m, za svako i 6= j,

gde je σ2m varijansa trºi²nog portfolija, a σ2εi varijansa slu£ajne promenljive
εit.

4.4 Blek-Litermanov model

Ameri£ki ekonomisti Blek (Black) i Literman (Litterman) tvrde da je isto-
vremeno vaºno uzeti u obzir subjektivno mi²ljenje investitora o o£ekivanoj
vrednosti i trºi²noj ravnoteºi. Iz ovog razloga posmatraju proizvod dve nor-
malne raspodele verovatno¢a, gde je jedna vezana za trºi²te, a druga za
investitora, pa µ uzimaju iz toga. Prva normalna raspodela je okarakteri-
sana o£ekivanjem π i varijansom τQ, koja se, po²to je τ mali broj, malo
razlikuje od kovarijansne matrice Q. Sa druge strane, mi²ljenje investitora je
matemati£ki predstavljeno u obliku

Pµ = q + ε,

gde su P ∈ Rk×n i q ∈ Rk razli£iti za svakog ulaga£a u zavisnosti od njihove
informacije o budu¢nosti, a ε je vektor iz normalne raspodele sa o£ekivanjem
0 i kovarijansnom matricom Ω = [ω]k×k koja je dijagonalna. �to je njegovo
mi²ljenje sigurnije, odgovaraju¢i elemenat je manji.
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Ideja njihovog posmatranja dolazi iz pretpostavke da prinos i-te aktive moºe
da se napi²e kao zbir premije za rizik πi, zajedni£kog faktora γiZ i nekog
poreme¢aja na trºi²tu νi, odnosno

ri = πi + γiZ + νi.

Neka µ ima normalnu raspodelu sa parametrima π i τQ, a mi²ljenje investi-
tora je izraºeno jedna£inom Pµ = q sa sigurno²¢u od 100%. Tada se E(µ)
dobija iz problema

min
µ

(µ− π)T (τQ)−1(µ− π)

µA − µB = q.

Re²enje ovog problema je

µ̄ = π + (τQ)P T [P (τQ)P T ]−1(q − Pπ).

Naravno, retko se moºe sa tolikom sigurno²¢u formirati procena o budu¢no-
sti, pa se druga jedna£ina modi�kuje u obliku Pµ = q+ε. Ovako se dolazi do
o£ekivanog prinosa µ̄ koji se sada ne bazira samo na informacijama iz pro-
²losti, pa oni to koriste u procesu odre�ivanja optimalnog portfolija. Dakle,

µ̄ = E(µ) = [(τQ)−1 + P TΩ−1P ]−1[(τQ)−1π + P TΩ−1q]. (4.5)

Primer 4.2 Neka je re£ o istim investicijama kao u prethodnom primeru.
Njihovi o£ekivani prinosi koji se oslanjaju isklju£ivo na informacije iz pro²lo-
sti dati su u Tabeli 4.7.

MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
µ 5.15% 6.5% 7.14% 7.72% 4.17%

Tabela 4.7

Sledi izbor potrebnih elemenata. Uzima se τ = 0.1, i neka investitor ima 2
pogleda o budu¢nosti. Prvo, misli da ¢e prinos za prvu aktivu u slede¢em
periodu iznositi 5.2% i sa ne²to ve¢im nivoom poverenja smatra da ¢e prinos
tre¢e aktive imati za 3% bolji u£inak na trºi²tu od prinosa poslednje aktive.
Jedan mogu¢i na£in ilustrovanja ovih £injenica je uvo�enje slede¢ih matrica
i vektora:

P =

[
1 0 0 0 0
0 0 1 0 −1

]
, q =

[
0.052
0.03

]
, Ω =

[
0.00001 0

0 0.0001

]
jer

µMSFT = 0.052, ω1 = 0.00001

µAMZN − µGOOGL = 0.03, ω1 = 0.0001.
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Prema formuli (4.5) se dobijaju slede¢i prinosi:

MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
µ̄ 5.13% 3.51% 4.22% -0.76% 1.63%

Tabela 4.8

Preostaje re²avanje optimizacionog problema sa modi�kacijom prvog ogra-
ni£enja, odnosno

min
x

0.0083x21 + 2 · 0.0045x1x2 + 2 · 0.0015x1x3

−2 · 0.0013x1x4 + 2 · 0.0033x1x5 + 0.0148x22

+2 · 0.0011x2x3 − 2 · 0.0041x2x4 + 2 · 0.0004x2x5

+0.014x23 + 2 · 0.0062x3x4 + 2 · 0.0064x3x5

+0.0177x24 + 2 · 0.0059x4x5 + 0.0082x25

s.t. 0.0513x1 + 0.0351x2 + 0.0422x3

−0.0076x4 + 0.0163x5 ≥ R
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Re²avanjem ovog zadatka za razli£ite R izme�u 3.4% i 5.1% dobijaju se
parovi prinosa i varijansi koje su sa komponentama dobijenog vektora xπ dati
u Tabeli 4.9. Prinosi i standardne devijacije ovako formulisanih portfolija su
ilustrovani na Slici 4.2. koja predstavlja skup e�kasnih portfolija.
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prinos rizik MSFT AAPL AMZN FB GOOGL
0.034 0.004142 0.435 0.1959 0.1467 0.2095 0.0129
0.035 0.004186 0.4511 0.1894 0.1595 0.2 0
0.036 0.004239 0.4644 0.1816 0.1705 0.1835 0
0.037 0.004303 0.4777 0.1738 0.1816 0.1669 0
0.038 0.004378 0.491 0.166 0.1926 0.1504 0
0.039 0.004465 0.5043 0.1582 0.2037 0.1338 0
0.04 0.004562 0.5176 0.1504 0.2147 0.1173 0
0.041 0.00467 0.5308 0.1426 0.2257 0.1008 0
0.042 0.004789 0.5441 0.1348 0.2368 0.0842 0
0.043 0.004919 0.5574 0.127 0.2478 0.0677 0
0.044 0.00506 0.5707 0.1192 0.2589 0.0511 0
0.045 0.005212 0.584 0.1115 0.2699 0.0346 0
0.046 0.005376 0.5973 0.1037 0.281 0.018 0
0.047 0.00555 0.6106 0.0959 0.292 0.0015 0
0.048 0.005771 0.6734 0.0462 0.2803 0 0
0.049 0.006096 0.7472 0 0.2527 0 0
0.05 0.006751 0.8571 0 0.1428 0 0
0.051 0.007873 0.967 0 0.033 0 0

Tabela 4.9: Raspored budºeta za odre�eni prinos i rizik

Slika 4.2: Skup e�kasnih portfolija

4.5 �arpov koli£nik

Ameri£ki ekonomista, �arp (William F. Sharpe) je koriste¢i Markovicov mo-
del razvio CAPM (ve¢ pomenut u odeljku 4.2.2) koji malo pojednostavljuje
teoriju. Svrha CAP modela je predvi�anje o£ekivanog prinosa investitora
imaju¢i na raspolaganju sve statisti£ke informacije o bezrizi£nom prinosu,
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prinosu trºi²nog portfolija i njegovom riziku (koji je sistematski rizik).

Neka je dat problem u obliku

min
x

1

2
xTQx

µTx ≥ R
Ax = b

Cx ≥ d,

(4.6)

i neka Rmin i Rmax predstavljaju najmanji i najve¢i o£ekivani prinos za
e�kasne portfolije. Tada se moºe uvesti funkcija σ(R) : [Rmin, Rmax] → R
kao

σ(R) =
√
xTRQxR.

U ovoj funkciji xR ozna£ava jedinstveno re²enje problema (4.6) koje se dobija
u zavisnosti od traºenog prinosa R. Ako je Q pozitivno de�nitna onda prema
Teoremi 2.6 funkcija σ(R) je strogo konveksna na svom domenu.

Sada se razmatra situacija da pored rizi£nih, postoji i bezrizi£na investicija
na trºi²tu. Ovo ulaganje donosi prinos rf (iz engl. risk-free rate) sa vero-
vatno¢om 1, tj. garantuje siguran dobitak ²to zna£i da varijansa iznosi 0.
Naj£e²¢e su to ulaganja sa jako malim, zanemarljivim prinosima, npr. dr-
ºavne obveznice i sli£no. Naravno, ona su uvek manja od prinosa sa rizikom,
ina£e bi svaki investitor kupio samo drºavnu obveznicu po²to je njen prinos
unapred poznat i ne nosi u sebi nikakav rizik. Kako je varijansa ovakvih har-
tija 0, ona se u σ − r−ravni nalaze na r-osi. Ako se iz ta£ke (0, rf ) povu£e
tangenta na krivu e�kasnih portfolija dobija se CAP linija koja postaje skup
e�kasnih portfolija u prisustvu bezrizi£nog aktiva. Ta£ka u kojoj ova prava
se£e krivu se obi£no ozna£ava sa M i naziva se trºi²ni portfolio. On se na
Slici 4.3 nalazi u ta£ki (σ, µ).

Slika 4.3: CAPM linija i trºi²ni portfolio
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Lako je videti da ako je µ = µTx prinos, a σ =
√
xTQx standardna devijacija

trºi²nog portfolija, onda je koe�cijent pravca tangente

s =
µTx− rf√
xTQx

,

koji tako�e ima posebno ime - naziva se �arpov koli£nik. Ovaj broj prikazuje
vi²ak prinosa u odnosu na bezrizi£ni prinos koji investitor ostvaruje zahva-
ljuju¢i tome da se suo£ava s rizikom. Prirodno je o£ekivati da svaki investitor
ºeli maksimizirati �arpov koli£nik po²to to na neki na£in predstavlja kom-
penzaciju koju dobija kao premiju za rizik. Matemati£ki se ovo prikazuje u
obliku

max
x

µTx− rf√
xTQx

Ax = b,

Cx ≥ d.

(4.7)

Re²avanje ovog problema nije jednostavno zbog oblika funkcije cilja. Me�u-
tim, uz neke dodatne uslove ovaj problem se moºe svesti na problem kon-

veksnog programiranja. Prvo ograni£enje je
n∑
i=1

xi = 1, ²to zna£i da je celo

bogatstvo uloºeno. Drugi uslov je pretpostavka da postoji vektor x̂ tako da
vaºi

µT x̂ ≥ rf .

Ova pretpostavka je potrebna. Ako ne bi vaºila, optimizacija portfolija ne bi
imala smisla: tada bi optimalni portfolio bio taj koji se sastoji od samo jedne
aktive koja je bezrizi£na i ima striktno ve¢i prinos od svake druge kolekcije
investicija koje se mogu generisati na trºi²tu.

Slede¢a teorema olak²ava re²avanje problema (4.7).

Teorema 4.1. [1] Neka je S skup dopustivih portfolija koji zadovoljavaju
ograni£enja eTx = 1 i ∀x ∈ S i ∃x̂ ∈ S za koji je µT x̂ > rf . Ako je (y, κ)
re²enje problema

min
y

yTQy

(y, κ) ∈ S+,
(µ− rfe)T y = 1,

gde je
S+ =

{
x ∈ Rn, κ ∈ R

∣∣∣κ > 0,
x

κ
∈ S

}
∪ (0, 0),

tada je x∗ = y
κ , i x

∗ je portfolio sa maksimalnim �arpovim koli£nikom.
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Dokaz. Ako uvedemo oznake κ =
1

(µ− rfe)Tx
i y = κx, jednostavnim ra-

£unom se moºe do¢i do
√
yTQy = κ

√
xTQx, odnosno

√
xTQx = 1

κ

√
yTQy.

Dalje, po²to vaºi xT e = 1, sledi µTx− rfeTx = µTx− rf i µTx− rf = 1
κ .

Na osnovu ovoga, funkcija cilja problema (4.7) se moºe zapisati kao
1√
yTQy

.

Drugi uslov garantuje da vaºi (µ− rfe)Tx > 0, tj. κ > 0, a x ∈ S je ekviva-

lentno sa y
κ ∈ S. Iz κ =

1

(µ− rfe)Tx
sledi i (µ− rfe)T y = 1.

Po²to zbog prethodne jedna£ine (0, 0) ne moºe biti re²enje, uslove κ > 0 i
(y, κ) ∈ S treba zameniti uslovom (y, κ) ∈ S+ i tako se re²enje problema ne
menja, samo dopustiv skup postaje zatvoren.

Na kraju je jo² potrebno napomenuti da minimiziranje funkcije
1√
yTQy

od-

govara maksimiziranju funkcije yTQy, pa je time pokazano da su problemi
(4.5) i (4.7) ekvivalentni. �
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5 Zaklju£ak

Kvadratno programiranje spada u oblast nelinearnog programiranja £iji je
zadatak minimizacija (maksimizacija) kvadratne funkcije cilja nad skupom
linearnih ograni£enja.

Specijalan oblik problema kvadratnog programiranja je problem u kome je
funkcija cilja konveksna i to je problem konveksnog programiranja. U tom
slu£aju je dobijeno re²enje globalni optimum, ²to se u ostalim slu£ajevima
ne moºe tvrditi.

Problemi KP se re²avaju na vi²e na£ina. U ovoj tezi su pored komplemen-
tarnog algoritma izloºene metode unutra²nje ta£ke i njene modi�kacije za
re²avanje problema KP. Prakti£no re²avanje problema KP se svodi na kori-
²¢enje programskih paketa koji su bazirani na ovim metodama. Na primer,
komanda quadprog u MATLAB-u bazira se na metodi unutra²nje ta£ke.
Primeri koje se nalaze u radu su re²eni softverima MATLAB, LINDO i Sol-
ver.

U radu su predstavljene neke primene KP u optimizaciji portfolija. Po²to in-
vestitori pored ostvarenog prinosa i rizika ulaganja £esto zadaju jo² nekoliko
ograni£enja, njihovi problemi se £esto mogu matemati£ki zapisati u obliku
KP. Konstruisanje optimalnog portfolija je mogu¢e sa ciljem minimizacije
rizika ili maksimizacije prinosa, ali i maksimizacijom �arpovog koli£nika ²to
predstavlja vi²ak prinosa koji investitor ostvaruje kao kompenzaciju koju do-
bija po²to je spreman da rizikuje. Sve ovo su problemi KP i pomenuti softveri
nude mogu¢nost za njihovo jako brzo re²avanje. Kod optimizacije portfolija
nisu uzeti u obzir tro²kovi transakcije ili kratka pozicija, ve¢ su opisani samo
najjednostavniji problemi. Radi pojednostavljenja nije posmatran problem
diverzi�kacije, uzete su prvih 5 akcija (u trenutku pisanja ovog master rada)
iz liste S&P 500 indeksa, od kojih su neke iz istog sektora.

Klasi£ni Markovicov model je tako predstavljen na primeru sa 5 akcija sa
kojima se svakodnevno trguje na Njujor²koj berzi. Ovaj model je bio pr-
vi koji je poku²avao da uspostavi vezu izme�u pojedina£nih elemenata na
trºi²tu. Velika mana ovog modela jeste da su podaci isklju£ivo bazirani na
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istorijskim informacijama. Blek-Litermanov model je malo napredniji jer je
u ograni£enjima uklju£eno i mi²ljenje investitora o nekim parametrima u bu-
du¢nosti. To je ura�eno samo modi�kacijom prvog ograni£enja. Prema tome,
ovaj model nije sloºeniji, a svakako moºe da rezultira boljim re²enjem ukoliko
su predvi�enja o budu¢nosti ta£na. Blek-Litermanov model je predstavljen
na primeru nad istim skupom akcija. U oba slu£aja su dati skupovi e�kasnih
portfolija koji su ilustrovani u σ − r−ravni, pri £emu se i vidi razlika kod
prinosa i standardne devijacije.
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Dodatak - MATLAB kodovi

Primer 1 - Konstruisanje optimalnog portfolija po-
mo¢u Markovicovog modela u obliku KP

Odre�ivanje e�kasnog portfolija za prinos ≥ 5 %

1 % Unos podataka
2 Q = [ 0 .0083 , 0 .0045 , 0 .0015 , =0.0013 , 0 . 0 033 ;
3 0 .0045 , 0 .0148 , 0 .0011 , =0.0041 , 0 . 0 004 ;
4 0 .0015 , 0 .0011 , 0 . 014 , 0 .0062 , 0 . 0 064 ;
5 =0.0013 , =0.0041 , 0 .0062 , 0 .0177 , 0 . 0 059 ;
6 0 .0033 , 0 .0004 , 0 .0064 , 0 .0059 , 0 .0082 ] ;
7 c = [ 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ;
8 A = [ =0.0515 , =0.065 , =0.0714 , =0.0772 , =0.0417 ] ;
9 b = [ =0 . 05 ] ;

10 Aeq = [ 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ] ;
11 beq = [ 1 ] ;
12 lb = ze ro s (5 , 1 ) ;
13 [ x , f v a l ] = quadprog (Q, c , A, b , Aeq , beq , lb )
14 pr ino s = [ 0 . 0 5 15 , 0 . 0 6 5 , 0 . 0 7 14 , 0 . 0 7 7 2 , 0 . 0 4 1 7 ]* x
15 r i z i k = f v a l *2

Crtanje skupa e�kasnih portfolija

1 % Unos podataka k o j i su pot rebn i za funkc i j u quadprog
2 Q = [ 0 .0083 , 0 .0045 , 0 .0015 , =0.0013 , 0 . 0 033 ;
3 0 .0045 , 0 .0148 , 0 .0011 , =0.0041 , 0 . 0 004 ;
4 0 .0015 , 0 .0011 , 0 . 014 , 0 .0062 , 0 . 0 064 ;
5 =0.0013 , =0.0041 , 0 .0062 , 0 .0177 , 0 . 0 059 ;
6 0 .0033 , 0 .0004 , 0 .0064 , 0 .0059 , 0 .0082 ] ;
7 c = [ 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ;
8 Aeq = [ 0 .0515 , 0 . 065 , 0 .0714 , 0 .0772 , 0 . 0 417 ;
9 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ] ;

10 R = 0 . 0 6 ;
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11 lb = ze ro s (5 , 1 ) ;
12 % d e f i n i c i j a standardne d e v i j a c i j e , v a r i j a n s e i p r inosa

k o j i su
13 % potrebn i za c r t an j e g r a f i k a i t ab e l e
14 xstdev = [ ] ;
15 xvar = [ ] ;
16 pr ino s = [ ] ;
17 % Opt imizac i ja na i n t e r v a l u (6% ,7.7%) sa korakom 0.001

i c r t an j e g r a f i k a
18 f o r i = 0 :17 ,
19 beq = [R + 0.001* i ; 1 ] ;
20 [ x , f v a l ] = quadprog (Q, c , [ ] , [ ] , Aeq , beq , lb ) ;
21 var = f v a l *2 ;
22 stdev = var ^(1/2) ;
23 xstdev = [ xstdev , stdev ] ;
24 xvar = [ xvar , var ] ;
25 pr ino s = [ pr inos , R + 0.001* i ] ;
26 di sp ( p r ino s )
27 di sp ( xstdev )
28 di sp ( xvar )
29 di sp (x )
30 p lo t ( xstdev , p r ino s )
31 end

Primer 2 - Konstruisanje optimalnog portfolija po-
mo¢u Blek-Litermanovog modela u obliku KP

Odre�ivanje o£ekivanog prinosa koje se koristi u Blek-Litermanovom
modelu

1 % Unos podataka
2 tau = 0 . 1 ;
3 Q = [ 0 .0083 , 0 .0045 , 0 .0015 , =0.0013 , 0 . 0 033 ;
4 0 .0045 , 0 .0148 , 0 .0011 , =0.0041 , 0 . 0 004 ;
5 0 .0015 , 0 .0011 , 0 . 014 , 0 .0062 , 0 . 0 064 ;
6 =0.0013 , =0.0041 , 0 .0062 , 0 .0177 , 0 . 0 059 ;
7 0 .0033 , 0 .0004 , 0 .0064 , 0 .0059 , 0 .0082 ] ;
8 P = [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ;
9 0 , 0 , 1 , 0,=1 ] ;

10 OMEGA = [ 0 .00001 , 0 ;
11 0 , 0 .0001 ] ;
12 q = [ 0 . 0 5 2 ; 0 .03 ] ;
13 mut = 0 . 0273 ; % Prinos SP 500 indeksa
14 r f = 0 . 0158 ; % Be z r i z i c n i t romesecn i p r ino s
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15 w = [ 5 . 788177 ;
16 5 . 194609 ;
17 4 . 092266 ;
18 2 . 096019 ;
19 1.682539 ] ; % Deo SP 500 indeksa ko je

c inu posmatrane akt iv e
20 sigmakvadrat = w. '*Q*w;
21 lambda = (mut = r f ) / sigmakvadrat ;
22 PI = lambda*Q*w;
23 prv ideo = ( ( tau*Q)^(=1) + (P . ' ) * ( (OMEGA)^(=1) ) *P)^(=1) ;

% Za l ak s e racunanje
24 drugideo = ( tau*Q)^(=1)*PI + (P. ' ) * ( (OMEGA)^(=1) ) *q ;
25 BLprinos = prv ideo *drugideo ;
26 di sp ( BLprinos )

Crtanje skupa e�kasnih portfolija

1 % Unos podataka k o j i su pot rebn i za funkc i j u quadprog
2 Q = [ 0 .0083 , 0 .0045 , 0 .0015 , =0.0013 , 0 . 0 033 ;
3 0 .0045 , 0 .0148 , 0 .0011 , =0.0041 , 0 . 0 004 ;
4 0 .0015 , 0 .0011 , 0 . 014 , 0 .0062 , 0 . 0 064 ;
5 =0.0013 , =0.0041 , 0 .0062 , 0 .0177 , 0 . 0 059 ;
6 0 .0033 , 0 .0004 , 0 .0064 , 0 .0059 , 0 .0082 ] ;
7 c = [ 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ;
8 Aeq = [ 0 .0513 , 0 .0351 , 0 .0422 , =0.0076 , 0 . 0 163 ;
9 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ] ;

10 R = 0 . 0 3 4 ;
11 lb = ze ro s (5 , 1 ) ;
12 % d e f i n i c i j a standardne d e v i j a c i j e , v a r i j a n s e i p r inosa

k o j i su
13 % potrebn i za c r t an j e g r a f i k a i t ab e l e
14 xstdev = [ ] ;
15 xvar = [ ] ;
16 pr ino s = [ ] ;
17 % Opt imizac i ja na i n t e r v a l u (3.4% ,5.1%) sa korakom

0.001 i c r t an j e g r a f i k a
18 f o r i = 0 :17 ,
19 beq = [R + 0.001* i ; 1 ] ;
20 [ x , f v a l ] = quadprog (Q, c , [ ] , [ ] , Aeq , beq , lb ) ;
21 var = f v a l *2 ;
22 stdev = var ^(1/2) ;
23 xstdev = [ xstdev , stdev ] ;
24 xvar = [ xvar , var ] ;
25 pr ino s = [ pr inos , R + 0.001* i ] ;
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26 di sp ( p r ino s )
27 di sp ( xstdev )
28 di sp ( xvar )
29 di sp (x )
30 p lo t ( xstdev , p r ino s )
31 end
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