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1 Uvod

Optimizacija je matematicka disciplina koja se bavi optimizacionim proble-
mima, njihovim osobinama, razvojem i implementacijom algoritma koji se
koriste za njihovo reSavanje. Problemi optimizacije se javljaju u raznim obli-
cima u prirodnim i drus§tvenim naukama, tehnici, ekonomiji kao i u svakod-
nevnom Zivotu. Problem optimizacije podrazumeva minimizaciju ili maksi-
mizaciju funkcije cilja nad nekim skupom ogranicenja ili na celom prostoru.
Ukoliko se funkcija optimizuje na celom prostoru re¢ je o optimizaciji bez
ograniCenja, a u suprotnom o optimizaciji sa ograniCenjima.

U zavisnosti od toga da li su funkcija cilja i ograni¢enja linearni ili ne, op-
timizacioni problemi se dele na linearne i nelinearne. Linearni problemi su
problemi u kojima je funkcija cilja linearna i sva ograni¢enja su zadata li-
nearnim funkcijama. Ukoliko postoji nelinearnost bilo u funkciji cilja bilo u
ogranicenjima, re¢ je o nelinearnom problemu. U opstem slucaju reSavanje
nelinearnih problema je kompleksno i slozeno i u zavisnosti od vrste neline-
arnog problema razvijeni su razni algoritmi za njihovo resavanje.

Ovaj rad se bavi problemima kvadratnog programiranja i njihovom prime-
nom u finansijama. Prvi deo rada je uvod u kome su date neke oznake,
definicije i teoreme. U drugom delu predstavljeno je nelinearno programira-
nje. Navedene su osnovne definicije i teoreme neophodne za razumevanje. U
treéem delu predstavljen je problem kvadratnog programiranja. Objasnjene
su metode za reSavanje datog problema i prikazani su softveri koji se mo-
gu jednostavno koristiti za reSavanje problema kvadratnog programiranja. U
Cetvrtom delu je predstavljena primena kvadratnog programiranja u finan-
sijama. Peti deo rada je zakljucak, u kome je dat pregled izloZene materije.

Optimizacija portfolija je tipi¢an problem koji se javlja u finansijama. Opsti
model optimizacije portfolija je uveo americki ekonomista Markovic (Harry
Markowitz) i za to je dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju. Markovicov
model je i posle viSe od 60 godina najpopularniji model optimizacije portfo-
lija. Metode za reSavanje problema kvadratnog programiranja omogucavaju
brzo reSavanje ovog modela.



1.1 Neke oznake, definicije, teoreme

e R - skup realnih brojeva

e R™ - skup realnih vektora dimenzije n

R™*™ _ gskup realnih matrica dimenzije m x n

e C!(A) - skup svih neprekidno-diferencijabilnih funkcija na skupu A

e C%(A) - skup svih dva puta neprekidno-diferencijabilnih funkcija na
skupu A

o 27 - transponovan vektor

o AT - transponovana matrica

e A > 0 - pozitivno semidefinitna matrica
e A > 0 - pozitivno definitna matrica

e [ - jedini¢na matrica dimenzije n x n, I € R™*"

T

e x = (r1,22,...,Ty)" - realan vektor, z € R"

e D =diag(dy,ds,...,dy,) - dijagonalna matrica koja na glavnoj dijago-
nali ima elemente dy,ds,...,d,, D € R"*"

e B - kraj dokaza

Definicija 1.1. [3] Neka je f : R — R. Gradijent funkcije f, u oznaci
V f(x), je vektor prvih parcijalnih izvoda funkcije koji se definise kao

of
o,
Vi) =1 :
of

o,

Definicija 1.2. [3] Neka je f : R® — R. Hesijan funkcije f, u oznaci V2 f(z),
je matrica drugih parcijalnih izvoda funkcije i definise se kao

[0%f(z) O0%f(x) 0?f(x)
Ox? 0x10xs ~~  0Ox10x,
0?f(x) 0*f(x) 0% f(x)
Vif(z) = | 01201 ox3 T 9x90xy,
’flz) 8 f(x) 0 f(x)
| 02,01 Ox,0xra ozr2 |
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Ukoliko funkcija f ima osobinu da svaki njen parcijalni izvod postoji, ona
je diferencijabilna, a ako su njeni parcijalni izvodi jo§ i neprekidni, ona
je neprekidno-diferencijabilna. Ako postoje i parcijalni izvodi drugog reda,
funkcija je dva puta diferencijabilna, a ako su ovi izvodi neprekidni, ona je
dva puta neprekidno-diferencijabilna.

Definicija 1.3. [3] Matrica A € R™*" je simetri¢na ako je A = AT,

n n

Definicija 1.4. [4] Funkcija f(z) = 2T Az = Y 3 ajjwz; naziva se kva-
i=1j=1

dratna forma.

Simetri¢na matrica A je

* pozitivno definitna ako za svako x € R™, o # 0 vazi 7 Ax > 0,

* pozitivno semidefinitna ako za svako x € R™, o # 0 vazi 7 Az > 0.

Za matricu za koju vaZi uslov sa < (<) se kaze da je negativno (semi)definitna.
Veliki broj matrica ne spada ni u jednu od ove Cetiri klase.

Kvadratna forma x7 Az je pozitivno/negativno (semi)definitna ako je matri-
ca A pozitivno/negativno (semi)definitna.

Teorema 1.1. [4] (Silvestrov kriterijum) Simetri¢na matrica A = [a;j]nxn
je pozitivno definitna ako i samo ako je svaki glavni minor matrice A pozi-
tivan, to jest

ai] ... QA1n
>0,.,Dp =] .. > 0.

anl ... Qpp

aip a2

Di=a11 > O,DQ =
az1 G22

Definicija 1.5. [15] Ocekivanje sluc¢ajne promenljive X u oznaci E(X) je
srednja, prosetna vrednost oko koje se grupisu registrovani podaci dobijeni
vrienjem nekog eksperimenta.

Ako je X diskretna slucajna promenljiva, F(X) = > zip(xg).

Ako je X apsolutno-neprekidnog tipa, E(X) = [ zpx(x)dz.

Definicija 1.6. [I5] Varijansa ili disperzija slu¢ajne promenljive X u oznaci
D(X) ili 02 definiSe se kao mera odstupanja ili srednje kvadratno odstupanje
od ocekivane vrednosti. Rac¢una se kao

Definicija 1.7. [15] Standardna devijacija sluCajne promenljive X u oznaci
o je pozitivan kvadratni koren njene disperzije D(X).



Definicija 1.8. [I5] Kowvarijansa dve slu¢ajne promenljive X 1 Y oznacena
je sa cov(X,Y) i izratunava se kao

cou(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].

Definicija 1.9. [15] Koeficijent linearne korelacije dve sluc¢ajne promenljive
X 1Y oznacen je sa px,y 1 izracunava se kao



2 Nelinearno programiranje

Nelinearno programiranje (NLP) je jedna osnovna klasa matematitkog pro-
gramiranja. Problem nelinearnog programiranja podrazumeva traZenje op-
timalne vrednosti funkcije cilja nad nekim skupom ogranicenja ili na celom
prostoru, pri ¢emu su funkcija cilja i/ili bar neko od ograni¢enja nelinearni.

Ova oblast programiranja je izuzetno vazna, jer u praksi skoro uvek postoji
neki stepen nelinearnosti. Nelinearno programiranje se i dan danas razvija,
jer su problemi koji se javljaju veoma raznovrsni, pa postoji potreba za
stalnim usavrSavanjem metoda za njihovo resavanje.

Kod problema linearnog programiranja (LP) i funkcija cilja i ogranicenja
su linearni. Pomoéu simpleks algoritma moZe se reSiti svaki ovako defini-
san problem. Nazalost, za probleme nelinearnog programiranja ne postoji
univerzalni metod koji moZe resiti svaki problem. gtaviée, uprkos brzom ra-
zvoju tehnologije, mnostvo problema nije moguce resiti ¢ak ni u ovo vreme.
Uz dodatne pretpostavke o funkciji cilja moZe se doéi do specijalnih vrsta
problema - kao §to je i kvadratno programiranje - za ¢ije reSavanje postoje
efikasne metode.

2.1 Osnovni pojmovi

Opésti problem NLP se moze formalno zapisati na sledeéi naéin:

min(max) f(z1,...,2y)

gi(z1,...,z,) (S,=1li>) by
gg(l‘l, N ,.Z'n) (S, =ili Z) b2 (21)

gm(J?lw--ann) (S,:lh Z) bm7

gde je f : R" — R funkcija cilja, g; : R" = R za ¢ = 1,...,m su funkcije
ograni¢enja, a b = (by,...,by,)T € R™. Ukoliko se trazi min (max) funkcije
cilja na celom prostoru tj. ako ne postoje ogranic¢enja, re¢ je o NLP problemu
bez ogranicenja.



Ekvivalentan oblik NLP je:
min(max) f(x)
z (2.2)
gi(zr) (<,=ili>) b, i=1,2,...,m,

gde je x € R™ n-torka, to jest = (x1,...,2,)", odnosno

I

Tn

Ako se uvede oznaka dopustivog skupa X = {z € R" | gi(x) (<,= ili >

)bi, i =1,2,...,m}, dobija se jo§ jedan nalin zapisivanja problema NLP
i . 2.
min (max) f(z) (2.3)

U daljem tekstu baviéemo se problemom minimizacije, odnosno problemom
oblika

min f(z), (2.4)

gde X ={z e R" | gi(x) (<, =1li >) b;, 1 =1,2,...,m}.

Problem maksimizacije se uvek moze svesti na problem minimizacije, mno-
zenjem funkcije cilja sa (—1).

Definicija 2.1. [2] Dopustivo reSenje problema (2.4) je tacka koja pripada
dopustivom skupu X.

Definicija 2.2. [2] Tacka z dopustivog skupa za koju vazi f(z) < f(x) za
svako x € X je optimalno reSenje problema (2.4). Analogno, za problem
maksimizacije Z je optimalno reSenje ako f(z) > f(z) za svaku dopustivu
tacku.

Slede definicije za globalne i lokalne ekstreme.

Definicija 2.3 [§] Tacka x* € X je globalni minimum funkcije f na skupu
X, ili globalni minimum problema (2.4), ako vazi f(z*) < f(x) za svako
e X.

Definicija 2.4 [8] Tacka z* € X je strogi globalni minimum funkcije f na
skupu X, ili strogi globalni minimum problema (2.4), ako vazi f(z*) < f(z)
za svako z € X, gde x # x*.

Definicija 2.5. [4] Tacka z* € X je lokalni minimum funkcije f na skupu
X, ili lokalni minimum problema (2.4), ako postoji § > 0 tako da je



f(z*) < f(x) za sve x € X takve da je ||z — 2*| < 4,

gde je || z — 2% ||= \/(z1 — 27)2 + ... + (zn, — 2%)? rastojanje tataka z i z*.

Definicija 2.6. [4] Tacka z* € X je strogi lokalni minimum funkcije f na
skupu X ili strogi lokalni minimum problema (2.4), ako postoji § > 0 tako
da je

f(z*) < f(x) za sve x € X takve da je ||z — 2*| < 6, x # z*.

Analogno se moZe izvesti pojam (strogog) globalnog i lokalnog maksimuma.



2.2 Optimizacija bez ogranicenja
Problem optimizacije bez ogranic¢enja je problem oblika

min (max) f(x).

7Zbog jednostavnosti posmatramo problem minimizacije bez ogranicenja

min f(z). (2.5)

2.2.1 Potrebni i dovoljni uslovi optimalnosti

Teorema 2.1. [8] Neka je f : R® — R i f € CY(R"). Ako je x* lokalni
minimum problema (2.5) tada V f(z*) = 0.

Definicija 2.7. [4] Tacka koja zadovoljava uslov V f(z) = 0 naziva se staci-
onarna tacka funkcije f.

Na osnovu prethodne teoreme se dolazi do sledeéeg rezultata. Kandidati
za lokalni ekstrem diferencijabilne funkcije f nalaze se medu stacionarnim
tackama. Dakle, za pronalazenje stacionarnih tacaka funkcije f treba regiti
0f(x)
8.%1'

n jednacina oblika = 0 i tako se dobija sistem od n jednacina sa n

nepoznatih.

Teorema 2.2. [§] Neka je f : R — R i f € C*(R"). Ako je x* lokalno
reCenje problema (2.5 tada

1. Vf(z*) =0;
2. V2f(z*) > 0.

Prethodne teoreme daju potrebne uslove za lokalni minimum, a sada slede
dovoljni uslovi.

Teorema 2.3. [§] Neka je f: R” - Ri f € C%(R"). Ako vazi
1. Vf(z*) =01
2. V2f(x*) >0,

tada je x* strogi lokalni minimum problema (£2.5)).



2.3 Optimizacija sa ograniCenjima

Kao §to je pomenuto, problem optimizacije sa ograni¢enjima je problem obli-

ka
min(inax) f(z)

g,(w) (g,:ﬂl Z) bz, 1= 1,2,...,7’71,
gdejex € R, g; : R* =R, ab=(by,ba,...,by)T € R™.
Specijalan slucaj optimizacije sa ograni¢enjima je konveksno programiranje,
kod kojeg su funkcija cilja i dopustiv skup konveksni. Konveksnost igra vaznu
ulogu kod problema NLP, jer bez ove osobine resavanje problema moZe biti
veoma slozeno. Dobro poznat primer konveksnog programiranja je linearno
programiranje kod kojeg su funkcija cilja i funkcije ograni¢enja linearne, pa
usled toga i konveksne.
2.3.1 Konveksne funkcije
Definicija 2.8. [8] S C R" je konveksan skup ako za svako z,y € S i za
svako A € [0,1] vazi da je Az + (1 = Ny € S.

Definicija 2.9. |8] Neka je S konveksan skup. f : S — R je konveksna
funkcija na skupu S, ako za svako x,y € S i za svako A\ € [0, 1] vazi

fOz4+ (1 =Ny) <Af(x) + (1 =N f(y) .

Definicija 2.10. [8] Neka je S konveksan skup. f : S — R je strogo kon-
veksna funkcija na skupu S, ako za svako z,y € S, gde x # y i za svako
A € (0,1) vazi

fQz+ (1= Ny) <Af(@) + (1= M) f()
Analogno se definige pojam (stroge) konkavnosti.

Definicija 2.11. [4] Funkcija f je konkavna (strogo konkavna) na konvek-
snom skupu S ako je funkcija —f konveksna (strogo konveksna) na tom
skupu.

Teorema 2.4. [8] Neka je S C R" konveksan skup i f € C1(S). Tada je f
konveksna na S ako i samo ako vazi

fly) = f(z) + VT f(2)(y - ) (2.6)

za svako z,y € S.



Dokaz. (=) Neka je f konveksnana Sinekasux,y € Si\ € [0,1]. Definige
se z := Ay+ (1 —\)z. Iz ¢injenice da je S konveksan sledi da z pripada skupu
S za svako A € [0, 1]. Dalje, kako je f konveksna, vazi

f(2) < Afy) + (1 =N f(=), (2.7)
pa oduzimanjem f(z) sa obe strane ove nejednakosti dobija se

f(z) = f(@) < A(f(y) — f(2)).

z se moze napisati i kao z+ A(y —x), pa ako se prethodna nejednakost podeli
sa A dobija se

Pustajuc¢i A — 0%, dobija se izvod funkcije po pravcu vektora i to je

VIf(a)(y—a) < fly) — flx)

§to je traZzena nejednakost ([2.6]).
(<) Neka vazi (2.6). Neka su z,y € Si A€ [0,1]iz=Ay+(1— Nz
Primenom ([2.6) dobija se

f(@) 2 f(2) + VI f(2) (@ = 2(N)) (2.8)

fy) = f(2) + VT f(2)(y — 2(V). (2.9)
Sada, posto jex —z =Nz —y)iy—2z= (1 —\)(y — x), mnozeci (2.8 sa
(1—=X) 1 (2.9) sa A pa sabirajuéi ih, dobija se nejednakost (2.7)), $to implicira
konveksnost funkcije f. [ |
Teorema 2.5. [§] Neka je S C R"™ konveksan skup i f € C1(S). Neka vazi

fly) > flz) + VT f(2)(y — =)
za svako z,y € S, gde je x # y. Tada je f strogo konveksna na skupu S.

Teorema 2.6. [8] Neka je S C R” konveksan skup i f € C?(9). Tada

1. f je konveksna na S ako je V2f(x) > 0 za svako = € S,
2. f je strogo konveksna na S ako je V2f(z) > 0 za svako x € S.

3. V2f(x) > 0 za svako = € S, ukoliko je S otvoren i f konveksna na S.

Dokaz. 1. Neka je V2f(z) > 0 za svako ¢ € S i neka su z,y € S. Iz
Tejlorovog razvoja u tacki y sledi da postoji z € S tako da

10



Fl) = F@) + VT f@)ly — 2) + 5y~ ) V() — 7).

Zbog pretpostavke za V2 f(z), vazi da je f(y) > f(z) + VI f(z)(y — z)
i prema Teoremi 2.4 f je konveksna.

2. Analognim postupkom kao u prvom delu dolazi se do f(y) > f(x) +
VT f(z)(y — ) i Teorema 2.5. implicira da je f strogo konveksna.

3. Neka sux € Sid e R"™ proizvoljne. S je otvoren, pa se moZe nacéi neko
h tako da x + hd pripada skupu S za svako 0 < h < h. Dalje, vaizi

f(x+ hd) = f(z) +hVT f(z)d + %thTV2f(x)d +o(|| hd ||?). (2.10)

Iz konveksnosti f i na osnovu Teoreme 2.4. sledi f(z + hd) > f(z) +

hVT f(x)d, pa iz (2.10) sledi
1
§h2dTV2f(a:)d +o(|| hd ||?) > 0.

Ovo je ispunjeno za svako h € (0, h) pa ako se to podeli sa h? i pusti da
1

h tezi ka 0 dobija se ihszVQf(x)d > 0. Kako je vektor d proizvoljan,

mora da vazi da je V2f(z) > 0. Na kraju, kako je i = proizvoljno iz S

zakljucak je da je V2 f(z) > 0 za svako x € S.
]

Konatno sledi klju¢na teorema koja obuhvatanjem svega sto je do sada do-
kazano dovodi do vaznog rezultata.

Teorema 2.7. [§] Neka je S konveksan skup i funkcija f konveksna na S.
Tada, svaki lokalni minimum funkcije f je i njen globalni minimum.

Dokaz. Neka vazi suprotna pretpostavka, tj. neka je z* lokalni, ali nije glo-
balni minimum za f. Tada, za neku tacku y* € S je f(y*) < f(z*). Iz
konveksnosti funkcije za svako A € (0,1) je

fa®+My" —2%) = FOw" + (1= N)z*) S Af(y7) + (1= A f(27) < f(z").

Ovo zna¢i da uvek postoji dovoljno malo A za koje se tacka z = z*+\(y* —z*)
nalazi u proizvoljnoj maloj okolini tacke x* tako da f(z) < f(z*). Ovo daje
kontradikciju sa pretpostavkom da je z* lokalni minimum. [ ]

Gore navedene teoreme se mogu izvesti i u slu¢aju kada je problem (2.5) u
obliku maksimizacije.
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2.3.2 LagranZovi mnozitelji

Neka je dat klasi¢an problem minimizacije u kome su sva ogranicenja zadata
jednacinama
min f(z)
r (2.11)
gi(x) =b;, i=1,...,m,
gde su funkcije f : R” - Rig; : R" = R, ¢ = 1,...,m diferencijabilne na
R ab, e Rzasvakot=1,...,m.

Definicija 2.12. [4] Funkcija

m

L(z,A) = f(x) + Y Nilgi(x) — b)) (2.12)

=1

se naziva Lagranzova funkcija pridruzena problemu (2.11) gdeje A = (A1, ..., Am)T

vektor Lagranzovih mnozilaca.

Cilj je naé¢i odgovarajuéi vektor (Z1, o, ..., Tn, A1, A2, .+, Am)’ koji minimi-
zira Lagranzovu funkciju L(z1, z2, ..., Zn, A1, A2, ..., A ) jer ée to implicirati
da je (Z1,%3,...,7,)T tada resenje problema (2.11)).

Neka je (Z1,Za,...,%n)T refenje problema (2.11) i neka je (9,5, . .. )T

proizvoljna tacka dopustivog skupa. Ako (Z1,Z2, ..., Tn, A, A2, - -+, Ay ) ! mi-
nimizira Lagranzovu funkciju L, tada je

oL

an gi(x1,m2,...,2n) —b; =0
odnosno, (Z1,Za,...,Z,)" zadovoljava ograni¢enja problema (2.11). S druge
strane, ako (Z1,%2,...,%n, A, A2, ..., Ap)? minimizira Lagranzovu funkeciju

L, tada vazi

L(.fl,.fg,...,i‘n,j\l,Xg,...,/\nJSL([B&,I‘IQ,... x! /\/7 /2,,)\;71)

yn

za proizvoljne N, Ny, ... N\ .
Stavljajudi 0 za sve A, prethodna nejednacina je ekvivalentna sa f(z) < f(a'),
pa je (T1,T2,...,%,)T refenje problema (2.11)).

Neka je J(z) Jakobijan preslikavanja G(x) = (g1(x), g2(), ..., gm(z))T pri-
druZen ograni¢enjima problema (2.11):

991 dg
J(@)=|

8gm 8gm

o e
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Sledi teorema koji daje potreban uslov za lokalni minimum.

Teorema 2.8. [4] Neka su funkcije f, g1, g2, ..., gm neprekidno diferencijabil-
ne u nekoj okolini tacke z*. Ako je z* lokalni minimum problema (2.11) i
ako je rangJ(xz*) = m, tada postoji \* za koje vazi VL(z*,\*) = 0.

Odnosno, ako za svaku dopustivu tacku x vazi da je rang matrice Jakobijana
jednak broju ograni¢enja, onda se moze izvesti da se svi kandidati za lokalni
minimum problema (2.11) nalaze medu stacionarnim tackama Lagranzove
funkcije. Stacionarne tacke se dobijaju iz sistema
oL oL oL oL oL oL
—=—=...=—=—=—=...=—=0. (2.13)
8%‘1 01‘2 al'n 8)\1 8)\2 8)\m
Vektorski zapis (2.13) je V,L(z,A\) = 01 VyL(xz,\) = 0. Znadi, treba resiti
sledeéi sistem od n + m skalarnih jednaécina:

OL  Of | ~~, Ogi

al'j N 8xj +Z)\l N
oL
O\

Fkvivalentan zapis prethodnog sistema je

=gi(x)—b;=0,i=1,...,m.

Vi) + Y AiVgi(z) =0,
=1
gz(x) :bi,i: 1,...,m.

Sada slede dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum. Stoga, treba uvesti
definiciju tzv. tangentnog prostora. Skup reSenja homogenog sistema od m
linearnih algebarskih jednacina sa n nepoznatih u obliku

T(z*)={x € R": J(z")z =0}
je tangentni prostor.

Teorema 2.9. [4] Neka su funkcije f,g1,...,9m dva puta neprekidno di-
ferencijabilne u nekoj okolini tacke z*. Tada je x* strogi lokalni minimum
problema ukoliko vazi VL(z*,\*) = 0 i V2,L(z* \*) je pozitivno
definitna na T'(z*).

Ispitivanje pozitivne definitnosti matrice V2, L(z*, \*) (koja predstavlja He-
sijan Lagranzove funkcije) je moguce pomocu generalizovanog Silvesterovog
kriterijuma. Neka je H(z*, A*) blok matrica dimenzije (m + n) x (m +n):

0 ‘ J(x*)

B2 = [y [ vE L6 )

gde je O € R™*™ &iji su svi elementi jednaki 0.
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Teorema 2.10. [4] (Generalizacija Silvestrovog kriterijuma) Neka je
rangJ(z*) = m i neka su Dy, ..., Dp4, glavni minori matrice H(x*, \*).
Matrica V2, L(z*, \*) je pozitivno definitna na T'(z*) ako vazi

(=1)™ Doyt > 0, ..., (=1)™Dypyn > 0.

Sledec¢a teorema govori o tome da je za ispitivanje dovoljnih uslova za stro-
gi lokalni ekstrem dovoljno poznavanje znaka glavnih minora matrice H u
stacionarnim tackama Lagranzove funkcije.

Teorema 2.11. Neka je rangJ(z*) = m, neka su Dy, ..., D4y glavni mi-
nori matrice H(x*, \*) i neka je VL(z*,\*) = 0.

e z* je strogi lokalni minimum problema (2.11)) ako vazi (—1)™Dap,4; >
0,7=1,...,n—m.

e z* je strogi lokalni maksimum ako vazi (—1)™ Doy j > 0,5 = 1,...,n—
m.

Naredna teorema daje vezu izmedu osobine konveksnosti Lagranzove funkcije
i optimalnog reSenja problema (2.11).

Teorema 2.12. [2] Neka je f konveksna funkcija i g; su linearne funkcije za
svako i = 1,...,m. Tada svaka tacka (Z1,Z2,...,ZTn, A,A2,---,Am). koja
zadovoljava (2.13)) daje optimalno resenje (Z1,Zo,...,%,)" problema (2.11)).
2.3.3 Kun-Takerovi uslovi

Sada posmatramo problem minimizacije oblika

min f(z)
’ (2.14)
gi(x) <bj, i=1,2,...,m

gde su funkcije f : R - Rig; : R® - R, ¢ = 1,...,m konveksne i
diferencijabilne, a b; e Rzai=1,...,m.

Pre formulisanja Kun-Takerove teoreme potrebno je navesti uslov regularno-
sti.

Definicija 2.13. Uslov regularnosti (Slaterov uslov) Neka su funkci-
je f,91,...,9m konveksne. Za funkcije g1,...,gm se kaze da zadovoljavaju

Slaterov uslov ako postoji  tako da je g;(#) < 0, za svako i = 1,...,m.

U nastavku se pretpostavlja da je uvek zadovoljen uslov regularnosti.
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Teorema 2.13. [2] (Kun-Takerova teorema) Neka je Z = (Z1,...,%,)"
optimalno resenje problema 1D Tada = = (Z1,. .. ,i’n)T zadovoljava svih

m ograni¢enja u (2.14)) i postoje mnoZitelji Ay, ..., A, tako da vazi

of(z) - 0gi(2) ,
o, +Z)\i or =0,7=1,2,...,n (2.15a)
=1
Ni(b; —gi(2))=0,i=1,2,...,m (2.15b)
A >0,i=1,2,...,m. (2.15¢)

Kada su sva ogranicenja linearne funkcije, ova teorema vazi bez obzira da li
je zadovoljen Slaterov uslov.

Cesto se javljaju problemi gde promenljive moraju biti nenegativne. Kun-
Takerovi uslovi mogu biti korisni i u takvim slu¢ajevima. Neka je dat problem
u obliku

min  f(z1,...,2,)
x
gl(xl,...,;vn)g bl
921, .., m0) < bo
Im(T1, .. xn) < by (2.16)
— I S 0
— T2 S 0
-y < 0.
Teorema 2.14. [2] (Kun-Takerova teorema) Neka je Z = (Z1,...,Z,)"

optimalno regenje problema (2.16). Tada = (%1, ..., 7,)T zadovoljava skup
ogranicenja u 1} i postoje mnozitelji A1,..., Ay, i1, - - -, lin tako da vazi

(991 :
8% ZA —pj=0,7=12....n (2.17a)
Ni(b; — gz(j)) 0,i=1,2,...,m (2.17b)

af(z) 99:(7) \ _ .

i =0,7=1,2,..., 2.1

<8xj —i—iZ: oz, z;=0,7 n (2.17c)
N >0,i=1,2,....m (2.17d)
i >0,j=1,2,...,n (2.17e)

Posto je fi; > 0, prvi tip jednacina moZe se transformisati u obliku




pa se dobija sistem ekvivalentan sa uslovima prethodne teoreme:

Do sada su bile navedene teoreme koje govore o potrebnim uslovima za
optimalno resenje, a sledeé¢a teorema daje dovoljne uslove.

Teorema 2.15. |2] Neka je f konveksna funkcija i g1,...,gm su konveksne
funkcije i neka su za tacku Z = (Z1,2,...,Z,)" zadovoljene pretpostavke
(2.15a)—(2.15¢) Teoreme 2.13. Tada je tacka Z optimalno reSenje problema
(2.14).

Analogno, neka je f konveksna funkcijai gy, ..., gm konveksne funkcije i neka
su za tacku T = (%1, Z2,...,Z,)7 zadovoljene pretpostavke (2.17a)—(2.17e)
Teoreme 2.14. Tada je tacka & optimalno resenje problema .

2.3.4 Dualnost u nelinearnom programiranju

Nekada je jako korisno posmatrati probleme u dualnom obliku jer upravo
dualni oblik moze da ima zgodnu matematicku strukturu koja omogucéava
jednostavno reSavanje. lzmedu ostalog, reSavanjem dualnog problema mo-
7e se odrediti ili tvrditi optimalnost reSenja primala. Izmedu primala (P) i
duala (D) postoji veza. Neka je opsti nelinearni optimizacioni problem sa
ograni¢enjima dat u obliku

(P) min f()

gi1(z) <0
(2.18)

gm($)§0
reX

gdeje f:R" > Rig;:R" -Rzasvei=1,...,m,a X CR"
Lagranzova funkcija za ovaj problem je
m
L(z,\) = f(2) + M g(x) = f(z) + > Nigi(@),
i=1
gde je A = (A1,..., A\n)T > 0.
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Sad se definise dualna funkcija

L*(\\) = ;21)1(1 L(x,\) = ;Iél)l(l f@) + Ag(x).

Odgovarajuéi dualni problem je oblika:

(D) max L*(A). (2.19)

Teorema 2.16. Dualna funkcija L*(\) je konkavna funkcija.
Dokaz. Neka su A1, Ay > 0, neka je o € [0,1] 1 A = a1 + (1 — a)Ag. Tada
L*(A) =L*(ah+(1—a)X)
= min f(2) + (@A + (1 = @)As) ()
= min off(z) + Mg(@)] + (1= a)[f(z) + A g(2)]
> afmin f(z) + A g(x)] + (1 — a)[min f(z) + A3 g(x)]
reX reX
=al*(\1)+ (1 —a)L*(Ae),
pa prema definiciji, L*(\) je konkavna funkcija. [ |

Neka je z* resenje primalnog problema (2.18)), a v* resenje dualnog problema
(2.19). Tada vaze sledeca tvrdenja.

Teorema 2.17. [9] (Teorema slabe dualnosti) Neka je Z dopustivo reSenje
primala i A dopustivo reSenje duala. Tada je

f(@) > L*(N).
Osim toga vazi
z* > v*.
Dokaz. 1z pretpostavke da je Z dopustivo za P i X dopustivo za D sledi:
(@) > f(z) + ATg(z) > min f(x) + Mg(z) = L*(N),

a na osnovu prethodnog i definicije resenja sledi z* > v*. ]

Posledica 2.1. Neka je Z dopustivo reSenje primala P i A > 0 dopustivo
refenje duala D i vazi f(z) = L*(\). Tada su redom Z i A optimalna resenja
za PiD.

Posledica 2.2. Neka je z* = —oo. Tada ne postoji dopustivo reSenje dualnog
problema.
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Posledica 2.3. Neka je v* = 4o00. Tada ne postoji dopustivo reSenje pri-
malnog problema.

Definicija 2.14. [9

| (z, 5\) se naziva sedlasta tacka Lagranzove funkcije
L(z,\) akoz € X iA>0
<

1 vazi

L(z,)) < L(Z,\) < L(z,\) zasve z € X i A > 0.
Teorema 2.18. [9] (7, \) je sedlasta tacka Lagranzove funkcije ako i samo
ako vaze slede¢i uslovi:

1. L(z,\) = L*(\);
2. g(z) < 0;
3. Mg(z) =0.

Osim toga, (7, \) je sedlasta tacka funkcije Lagranza L(x, \) ako i samo ako
su i A redom, optimalna resenja primala i duala, takva da je z* = f(z) =
L*(\) = v*.

Dokaz. (=) Neka je (Z,\) sedlasta tacka Lagranzove funkcije.
Uslov 1. sledi iz definicije. Dalje prema definiciji sedlaste tacke, za svako
A > 0 vazi

f(@) + M g(z) > f(2) + M g(2).

Izborom odgovarajuée A > 0, prethodna nejednakost bi bila naruena u slu-
¢aju da je g(z) > 0, pa sledi da je g(z) < 0. Ovim je 2. uslov ispunjen.
Birajuéi A = 0 dobija se ATg(z) > 0, ali zbog definicije i 2. uslova mora da
M'g(Z) =0, pa je i 3. uslov ispunjen.

Takode, iz pretpostavke da su Z i A dopustiva reSenja primala i duala, re-
spektivno i da vazi f(z) = L(Z,\) = L*()) sledi da je  optimalno resenje
za P, a A optimalno regenje za D.

(<) Neka su uslovi 1.-3. zadovoljeni za T i A > 0. Tada, prema 1. uslovu
sledi L(z,\) < L(z,\) za svako z € X. Zatim, 2. i 3. uslov zajedno implici-
raju L(z,\) = f(Z) > L(z,)\) za svako A > 0, a na osnovu ovoga je (Z,\)
sedlasta tactka funkcija Lagranza.

Neka su sada Z i A optimalna regenja za P i D, redom. Kako je onda prema
Teoremi 2.16.

i kako je



sledi da su uslovi 1-3. ispunjeni i (Z, \) je sedlasta tacka funkcije Lagranza.

[ |
Neka je dat primalni problem
z" = mmlnf(ac)
g(x) <0 (2.20)
zeR",

gdesu fig=(g1,...,9m)" konveksne funkcije i X = R".

Neka su ispunjeni Kun-Takerovi uslovi za T i A:

(i) Vf(z)+'Vg(z) =0
(i) g(z) <0
(iii) A >0
(iv) N'Vg(z) =0

Iz diferencijabilnosti i konveksnosti funkcija sledi da je uslov (i) ekvivalen-
tan sa L(z,\) = L*()\), pa Kun-Takerovi uslovi impliciraju uslove 1.-3. iz
prethodne teoreme.

Teorema 2.19. [9] Neka je X = R", f,g1,...,gm su diferencijabilne i kon-
veksne funkcije i i A zadovoljavaju Kun-Takerove uslove. Tada, Z i A su

optimalna reSenja za P i D respektivno i vazi f(z) = L*(\).
Konstrukcija dualnog problema:

1. korak: Napraviti funkciju Lagranza
L(z,A) = f(x) + AT g(x)
2. korak: Napraviti dualnu funkciju
L*(\) = min f(z) + A g(z)
reX
3. korak: Napraviti dualni problem
D:v* = m/{ixL*()\)
A>0.
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3 Kvadratno programiranje

3.1 Problem kvadratnog programiranja

Nelinearni problem kod kojeg je funkcija cilja kvadratna, a sva ogranicenja su
zadata linearnim funkcijama, naziva se problem kvadratnog programiranja
(KP). Ovaj problem se najlakse prepoznaje ukoliko se u funkciji cilja javljaju
izrazi a:? iz;x;. Neka je re¢ o minimizaciji. Opsti matematicki oblik problema
kvadratnog programiranja je

1
min  f(z) = ixTQ:E +clx
Ar—b (3.1)

x>0,
gde je @ € R™™ gimetri¢na matrica, A € R™*" ¢,z € R", b€ R™.

Ako se funkcija f(x) napiSe na slede¢i nacin

1 n n n
f(z) = 5 Z Z%jivil"j + Zcz‘wi
i1

i=1 j=1

onda se vidi da je %qii koeficijent ispred x?, dok je %(Qijl’il‘j + gjixjzi) =
¢ijxixj, tj. qi;j je koeficijent uz x;z;. Broj % u funkciji cilja treba pisati sa-
mo zbog tehnickih razloga, zbog lakSeg ra¢unanja. Elementi matrice @) su
uvek realni brojevi i vazi ¢;; = ¢;;. U slucaju kad je @ pozitivno semidefinit-
na, KP problem je problem konveksnog programiranja i reavanje problema
je jednostavno. Metod koji se koristi je dobijen modifikacijom poznatog
simpleks metoda. Medutim, ako () nema takvu lepu osobinu, postupak za
reSavanje se znatno komplikuje.

KP se moze primeniti u optimizaciji portfolija, o ¢emu ée biti refi, zatim
kod problema najmanjih kvadrata, kao i u resavanju problema sekvencijalnog
programiranja. Postoje programski paketi koji su jednostavni za upotrebu i
koji efikasno resavaju zadatke ovog tipa, kao §to su Excel, MATLAB, LINDO,
LINGO, itd.
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Neka je dat problem minimizacije i neka je m broj ogranicenja, tako da vazi
m < n. Dakle, posmatramo KP problem oblika

1
min  f(x) ixTQm—i—c x
x>0,

gde je A= [a]ij € Rmxnj b= (bl,bz, ... ,bm)T eER™ = (561,562, ... ,l‘n)T €
R™ ¢ = (c1,c2,...,¢n)T € R™, Q = [g];; € R™*™ i Q je simetriéna i pozitivno
definitna matrica. KP problem (3.2)) je problem konveksnog programiranja

pa se mogu primeniti Kun-Takerovi uslovi optimalnosti.
Ekvivalentan oblik problema (3.2)) je

1
min f(z) = §mTQx +clx
x

aiT:L’—bigO,izl,...,m (3:3)
—z;<0,7=1,...,n
Ako se uvedu oznake g;(z) = alz —b; zai = 1,...,m i hj(z) = —z; za

j=1,...,n, Lagranzova funkcija pridruzena problemu (3.3) je

L($7A7ﬂ):f(x)+2?;1)‘igz( )+Z 1”] ()

1 vazi
Vf(z) =Qx +c,
v.gz(x) = Qq,
Vhj(z) = —e;,

gde je e; j-ti koordinatni vektor. Primenjujuci Kun-Takerove uslove optimal-
nosti dobija se

) + Z A\iVgi(z) + Z 11,V hj(z (3.4a)
Aigi(x) =0,i=1,....m (3.4b)
pihi(z) =0,j=1,...,n (3.4c)

A>0,u>0 (3.4d)
gi(x) <0,i=1,...,m (3.4e)
z; >0,7=1,...,n. (3.4f)
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Prethodni sistem (3.4a)—(3.4f) je ekvivalentan sistemu:

Qx+c+2)\iai+2uj(—ej) =0 (3.5a)
i=1 j=1

N(alz—b)=0,i=1,....,m (3.5b)

piz; =0,7=1,...,n (3.5¢)

A> 0,120 (3.5d)

alz+y=b,i=1,....,m (3.5¢)

2> 0,y >0, (3.56)

pri ¢emu su y; izravnavajuce promenljive koje su uvedene kao
T
Y =a; T — bia
za sve it = 1,...,m. Ovo je u matri¢nom zapisu ekvivalentno sa Ax +y = b.

Ekivalentan oblik sistema (3.5a)—(3.5f) je

—Qr—AT A+ pu=c (3.6a)

Az +y=1» (3.6b)
My=0,uTz=0 (3.6¢)
A>0,u>0,2>0,y>0. (3.6d)

Ako se uvede matrica M i vektori ¢, w i z kao

w= G o= w=[] == [}

tada je prva dva uslova (3.6a) i (3.6b) moguce napisati na jo§ jedan nadin

b =L Q) B[

gde je O € R™*™ &iji je svaki elemenat 0. Uslovi u (3.6¢) su ekvivalentni sa

lv n P 0

T

i pomoc¢u novih oznaka se dobija linearni komplementarni problem oblika:

w—Mz=q
wlz=0 (3.7)
w>0,z2>0,

koji je ekvivalentan sistemu (3.6a)—(3.6d). U ovom problemu matrica M €
ROmAn)x(mtn) 5 vektori w, z, ¢ € R™T™,
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1z poslednjeg uslova se vidi da je svaki elemenat vektora w i z svakako ne-
negativan. Uslov (w?z = 0) je uslov komplementarnosti i implicira da ni
na jednoj poziciji ¢ ne moze istovremeno da vazi w; > 01 z; > 0, nego
da bar jedan od njih na svakom mestu ¢ mora da bude jednak 0. Posto je
prvi uslov linearan, prethodno definisan problem se naziva linearni komple-
mentarni problem i ovako izgleda postupak pomocu kojeg se problem KP
moze svesti na njega. Sada jo§ preostaje refavanje linearnog komplementar-
nog problema, tj. odredivanje njegovog optimalnog reSenja w*, z*, iz kojeg
¢e se dobiti i optimalno refenje x* polaznog problema KP.

3.1.1 Komplementarni algoritam

Metod koji se najcesce koristi zbog jednostavnosti za reSavanje problema KP
se moze naci i pod nazivom Wolfe-ov metod ili Modifikovani simpleks metod.
Ideja je do sada uvedenim oznakama konstruisati tablicu na odgovarajuéi
nadin, zatim uz sitne modifikacije simpleks metoda za LP doé¢i do optimalnog
reSenja problema . Tablica ¢e uvek dati resenje z* = (2, 23, . . ., z;Hn)T,
pa onda jos iz njega treba izvuc¢i komponente reSenja x* = (275, 1, .. ., Zh) T
polaznog problema KP.

Najpre, ako je ¢; > 0, za ¢ = 1,...,m + n odnosno ako je b,c > 0, onda
je resenje linearnog komplementarnog problema ({3.7) trivijalno tj. w* = ¢ i
z* =0, §to implicira da je z* = 0 reSenje pocetnog problema KP.

Ako je pak ¢; < 0 zaneko ¢ =1,...,m + n, dodaje se vestacka promenljiva
zp > 0, analogno, kao i kod simpleks metode. Problem (3.7)) postaje

w— Mz — zpe =q
wlz=0 (3.8)
'UJZO,ZEO,ZOZO,

gde je e vektor jedinica istog formata kao w, zi g tj. e = (1,...,1)T € R™*™,
Dalje, treba napraviti tablicu za ovaj problem. Ona ¢e imati sledeéi oblik
w z 20

~/ ~= =

[I -M | e q}
Sledi opis algoritma.
Komplementarni algoritam
Priprema: Prvo, u slu¢aju da je ¢ > 0, proces je zavrSen i w = ¢,z = 0
je refenje linearnog komplementarnog problema, §to implicira da je x = 0
optimalno resenje problema KP. Inace, dodati vestacku promenljivu zg > 0

i prikazati sistem u obliku problema (3.8]).
Dalje, na osnovu tabele odrediti indeks s tako da je ¢; = ming;. Elemenat
7
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koji se nalazi u preseku kolone zq i vrste s izabrati za pivot. U bazu ulazi zg,
a ws napusta bazu. Dakle, zo i w;, 1 = 1,...,m 4+ n, i # s su sada bazi¢ne
promenljive, a w; je nebazi¢na. Izvrsiti elementarne transformacije sa pivo-

tom.

Posto je wg postala nebazi¢na promenljiva, vazi ws; = 0. Zbog uslova kom-
plementarnosti u narednom koraku zg treba da ude u bazu.
Neka je y = zs. Preéi na glavni deo ovog algoritma.

Glavni deo:

i)

ii)

iii)

Neka je d kolona koja odgovara promenljivoj y.
Ako je d <0, to znadi da ne postoji optimalno reSenje problema jer je
g

refenje neograniceno sa donje strane.
qr .
— = min d; >05.
d, i {dz ! }

Inace, odrediti indeks r tako da je
Izabrati pivot u preseku vrste r i kolone y. Ako je bazi¢na promenljiva
u vrsti r ba§ zp, treba preci na iii), a ako to nije slu¢aj, nastaviti prema

ii).

Bazi¢na promenljiva u vrsti r jednaka je w; za neko | # s. lzvrSiti
elementarne transformacije sa pivotom. Promenljiva y usla je u bazu.
Ukoliko je promenljiva koja je upravo izasla iz baze wy, staviti y = z;, a
u sluc¢aju da je ta promenljiva z;, staviti y = w;. Vratiti se na pocetak
glavnog dela, tj. na korak i) sa tako dobijenom promenljivom y.

Promenljiva zg izlazi iz baze (to je i cilj ovog algoritma). Izvr§iti ele-
mentarne transformacije sa pivotom. Nadeno je reSenje linearnog kom-
plementarnog problema koja je oblika (w, )7, a time i reSenje polaznog
problema KP koja se ¢ita iz njega.

Moze se pokazati da se komplementarni algoritam zavrSava posle konacno
mnogo koraka ako je @ pozitivno definitna matrica.

Primer 3.1. Resiti problem

min f(z) = 435% + 2x129 + x% —x1 — 229+ 4
X

201 + 12 <5
r1+22 <3
x1 > 0,22 > 0.

Jasno je da je



00 -2 -1 5 Y1 A1
100 -1 -1 13 R A
M=ty 1 5 29 |21 |7 e |

11 2 2 -2 125 i)

a osim toga @ je pozitivno definitna matrica.

Posto ¢ sadrzi i negativne elemente, dodaje se vestacka promenljiva zg i
problem se zapisuje u obliku (3.8)), pa je poCetna tabela oblika

wp w2 w3 w4 ‘ 21 %2 23 %4 ‘ 20 ‘ q
wy | 1 0 0 010 0 2 1/]-11]5
wy | 0 1 0 6oj0 o0 1 1]|-1]3
w3 | 0 0 1 012 -1 -8 -2]-11]-1
wg | 0 0 0 1 (-1 -1 -2 -2 -2

Iz
¢s = min¢; = min{5,3, -1, -2} = -2
7

dobija se da je s = 4, pa je elemenat u preseku cetvrte vrste i kolone zg
zaokruzen i izabran za pivot i to je -1. zp ulazi u bazu, wy napusta bazu.
Posle izvrSene elementarne transformacije dolazi se do sledece tabele, iz kojeg
se vidi da je kolona za ¢ postala pozitivna

wp w2 W3 W4 |21 22 23 24 ‘ 20 ‘ q
wp| 1 0 0 -1]1 1 4 3|07
wy | 0 1 o -1]1 1 3 3 ]0]5
ws | 0 0 1 -1(-1 0 -6 0|01
|0 0 0 1|1 1 2 1|2

wy je sada nebazi¢na, tj. wy = 0 1 zato u narednom koraku z4 treba da
postane bazi¢na jer je tako uslov komplementarnosti wsz4 = 0 zadovoljen.
Sada je y = 24, a d je oznaka za kolonu koja odgovara promenljivoj vy, t].

N O W W

U nastavku procesa odreduje se indeks r koji se dobija iz

. ‘ .75 2 2
fi:zmim{fl: di>0}:m1n{3,3,2}:2.
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Posto je minimum dostignut za ¢ = 4, to se uzima za r, a pivot je dy = 2, koja
je zato zaokruzen u prethodnoj tabeli. U ovom slucaju je r = zp, pa prema
algoritmu treba preéi na iii). Promenljiva zg izlazi iz baze i preostaje jos
samo izvr8avanje elementarnih transformacija. Nakon toga, poslednja tabela
je oblika

wp w2 w3 w4‘21 22 R3 24| %0

>

—_ =N R

Posto se zp nalazi izvan baze, tabela je optimalna. ReSenje linearnog komple-
mentarnog problema se ¢ita iz njega, pa je z = (21, 22, 23, 24) = (0,0,0,1)T,
aw = (wy,w, w3, ws)’ = (4,2,1,0), odakle se dobija resenje polaznog
problema z* = (0,1)7 i vrednost funkcije cilja u regenju f(z*) = 3.
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3.2 Dualnost u KP

Neka je @ simetri¢na pozitivno definitna matrica i neka je primalni problem

Lagranzova funkcija pridruZzena KP problemu je
1
L(z,\) = ixTQx +2Te— N (Az —b).

Kako je L*(\) = iIﬁ{ L(z,\) i L diferencijabilna po x, reSava se jednacina
xe n

ViL(z,A) =0 tj.
Qr+c—ATX=0
A>0.

Pretpostavka o pozitivnoj definitnosti ) povlaci da su njeni karakteristi¢ni
koreni pozitivni. Ovo dalje znaci da je ona regularna, pa postoji njena in-
verzna matrica Q. Tada iz druge jednacine sledi # = Q~1ATA — Qe
Uvrstavajuéi & dobija se
1
L*(N) = L(#,A) = =5 (c - ATNTQ (e — ATXN) + N,

pa je odgovarajuéi dualni problem

(V) L ar\\TH-1. 4T T
Iilg(})(L(/\)—lg\lg(}]( 2(6 AN Q H(e—A" X))+ A'D.

27



3.3 Metode unutrasnje tacke

Metode unutrasnje tacke se mogu posmatrati kao modifikacije Njutnove me-
tode za resavanje problema optimizacije sa ogranicenjima tipa nejednakosti.
Ove metode se uspesno koriste u reSavanju problema konveksnog, konusnog
i kvadratnog programiranja. Metode unutrasnje tacke su tzv. primal-dual
metode jer generiSu iteracije za primalni i za dualni problem.

Problem KP koji se razmatra je oblika
: L 7 T
min f(z) = 2% Qr+z'c
T

Az = b (3.9)
x>0,

gde je @ simetri¢na, pozitivno semidefinitna matrica, @ € R"*™, A € R™*™
r,c e R"ibeR™.

Dualni problem za primalni problem (3.9) je oblika

1
max by — =27Qu

Z,Y,8 2
Ay —Qz+s=c (3.10)
z,s >0,

gdesuy € R™is e R” tzv. dualne promenljive.

Primenljivajué¢i Kun-Takerove uslove optimalnosti za posmatrani primalni
problem dolazi se do sledeéeg tvrdenja.

Teorema 3.1. [I] Neka je z lokalno optimalno resenje problema ({3.9). Tada
je x i globalno optimalno resenje i postoje vektori y i s tako da vaze uslovi:

ATy —Qr+s=c (3.11a)
5>0 (3.11b)
ris; =0,1=1,2,...,n. (3.11c)

Obrnuto, ako z,y, s zadovoljavaju uslove (3.11a)—(3.11c) kaoi Ax =bixz >
0, tada je x globalno regenje za (B.9)). Drugim re¢ima uslovi (3.11a)—(3.11c¢);
Ax = b,z > 0 su potrebni i dovoljni uslovi koji garantuju globalno optimalno
reSenje problema KP. Dakle, to su uslovi:

e Uslovi za primal: Ax =0, x >0

o Uslovi za dual: ATy —Qx+s—c=0,5>0
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e Uslovi komplementarnosti: x;s;, = 0 za svako i =1,...,n.

Ako se konstruisu matrice X = diag(zy,...,z,) 1 S = diag(sy,- .., sn),
prethodni uslovi se mogu zapisati u matri¢nom obliku F(z,y,s) = 0 uz
ogranicenje tipa nejednakosti, tj.

ATy —Qr+s—c
F(x,y,s) = Az —b =0
e (3.12)

(z,8) >0,
gdejee=(1,...,1)T e R* i F:R2+m  R2n+m,

Jasno je da je zbog jednacine XSe = 0 re¢ o nelinearnom sistemu koji se
moze reSiti Njutnovim postupkom, ali ¢ije reSavanje otezavaju ogranicenja
tipa nejednakosti. Ideja metoda unutrasnje tacke je da se podetna iteracija
odredi tako da zadovoljava prva dva bloka ogranic¢enja u F' zajedno sa uslo-
vom striktne nenegativnosti, a da ne mora nuzno da zadovolji i treéi blok.
Tako dobijena pocetna iteracija (2%, 4%, s%)7 zbog uslova stroge nenegativ-
nosti lezi u unutradnjosti oblasti definisane ogranicenjima, pa se zato ove
metode i nazivaju metodama unutrasnje tacke. Dakle, zbog uslova striktne
nenegativnosti, tacka ne moze da se nade na granici, nego se nalazi u unu-
trasnjosti dopustivog skupa.

Nakon odredivanja pocetne iteracije vrsi se generisanje novih iteracija
(zF,y*, s")T koje zadovoljavaju prva dva bloka ograni¢enja, ali su blize da
zadovolje i tre¢i blok ogranicenja.

Definicija 3.1. [1] Skup dopustivih tacaka, ili krace dopustiv skup je
F={(z,y,8) | ATy—Qz+s—c=0, Az —b=0, (z,5) >0}

Definicija 3.2. [I] Skup striktno dopustivih tacaka, ili krace striktno dopu-
stiv skup je

FO={(2,y,5) | ATy —Qu+s—c=0, Ar —b=0, (z,5) >0 }.
Skup FU je unutragnjost skupa F.

Metode unutrainjih tacaka generisu nove iteracije (z*,4*, s*)T tako da sve
pripadaju skupu F°.

Za sve algoritme koji se koriste u optimizaciji, dve stvari su jako vaZne: mera

kojom se odreduje i uporeduje kvalitet pribliznog resenja i sam postupak koji
generide bolje reSenje.
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Za generisanje nove iteracije metode unutrasnje tacke koriste Njutnov metod.
Posmatramo nelinearan sistem F'(x,y,s) = 0 bez ogranienja nenegativno-
sti. Neka je (zF,9",s*)T trenutna aproksimacija refenja. Da bismo odredili
narednu iteraciju, najpre reSavamo linearan sistem

Ak
J(xk, y*, s*) Ay: = —F(a", ", sF) (3.13)
As

gde je J(x*,y*, s*) Jakobijan funkcije F', odnosno

-Q AT I
Ja*F =14 0 0
sk0 Xk

Resavanjem ovog sistema dobija se Njutnov pravac pretrazivanja
(AxF, Ayk, AsP)T,
Ako je (2F,y*, s5)T € FY tj. unutrasnja tacka, tada je

0
F(xk7yk78k) = 0 )
XFkSke
pa je (3.13) oblika
-Q AT I [AzF 0
A 0 0| |Aayf] = 0
Sk 0 Xk | Ask —XFGke

U standardnom Njutnovom metodu nova iteracija, (xF+1, y#+1, s¥+1)T se do-

bija dodavanjem Njutnovog pravca na tekucu iteraciju (z*,y*, s*)T. To se
ne preporucuje u ovom slucaju jer ne postoji garancija da ¢e tako dobije-
na nova iteracija zadovoljavati uslove nenegativnosti, pa se zato uzima broj
ai € (0, 1] u svakom koraku, te se nova iteracija ra¢una kao

@y ST = (@ g )T+ (A, Ayt AT,
pod uslovom da vazi 2* + apAzF > 01 sF + apAs* > 0.

Primer 3.2. Neka je dat problem

. 3
min flx) = x% + §$% + 2:r:§ + 2129 + 221 + T2 + 323

xr
1+ 2o +a3=1
T1—x2=0

x1, 22,23 > 0.
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k _—

inekajem—(lll)T 47)T k_ (11

35313 y yk = (g, 6 18% = (5, 5 2)T trenutna iteracija.
(:ck,yk,sk)T € FY, posto zadovoljava svako ogranic¢enje dopustivog skupa.
Posle odredivanja standardnih elemenata @, ¢, b i A dobija se Njutnova

jednacina u ovoj tacki:

2 -1 0 1 1 1 1 17[A2f] [0]
-1 -3 0 1 -1 1 1 1| |Axb 0
0 0 -1 1 0 1 1 1| |Azk 0
1 1 1 0 0 0 0 O |Ayr] |0
1 =1 0 0 0 0 0 O |A¥s]l O
$ 0 0 0 0 % 0 0f|Ash —%
0 3 0 0 0 0 % 0| |Ash 3
[0 0 2 0 0 0 0 %] [Ask] |—=

Resenje sistema je Njutnov pravac pretrazivanja

1 1 T
(A$k7Ayk)ASk)T = (0)0)0)3705 _5)_57 _2> )
pa je sledeca iteracija
1114711 T 1 1 T
($k+layk+175k+1)T: (7)7>757 “rad o 2) +ak(0707073707_§7_55_2)

koja samo zavisi od izbora parametra aj. O¢igledno, za aj; = 1, s**1 = 0, pa
zato 1 ovom slucaju treba uzeti o € (0,1) za koju vazi (xFF1, yF+1 F+1)T ¢
s

Nazalost, ovaj modifikovani Njutnov metod nije toliko dobar u praksi jer
ukoliko su vrednosti ay, jako male, sporo se napreduje ka optimalnom reSenju.
Zato se u praksi javila potreba za uvodenjem nekih izmena. Tako su nastale
centralne Njutnove metode koje su prikazane u narednom odeljku.

3.3.1 Centralna putanja

Centralna putanja je trajektorija koja pripada skupu F°, tj. unutradnjosti
dopustivog skupa. Centralna putanja je trajektorija oblika

C = {(xT,yﬁsT)T | 7> 0}

za neki parametar 7 > 0, a tacke tog skupa su dobijene kao reSenje sistema

0
F(xr,yr,87) = | 0|, (zr,87) > 0. (3.14)
Te
Uslov XS =T, tj. (z;)i(s;); = 7, za svako i = 1,...,m podrazumeva da

svaki proizvod odgovaraju¢ih dijagonalnih elemenata matrica X i S bude
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jednak konstanti.
Prethodni sistem ima jedinstveno reSenje za svako 7 > 0 i implicira da je
skup F° neprazan. Osim toga, ako je FY neprazan, trajektorija (z,,yr,s,)7
konvergira ka optimalnom resenju problema KP. Jedan primer ovoga je pri-
kazan na Slici 3.1.

Centralna Dopustiv
putanja skup

Optimalno redenje

Slika 3.1: Centralna putanja

Kad 7 tezi ka nuli, sistem (3.14) definiSe tacke na centralnoj putanji, koje
sve bolje aproksimiraju optimalno reSenje sistema ((3.12]).

Algoritmi koji prate putanju

Trazenje centralnih tacaka je veoma tezak i racunski slozen posao, zbog pri-
rode sistema iz kojeg se one dobijaju. Medutim, relativno se lako dolazi do
njihovih aproksimacija i ¢im je jedna nadena, moZe se naéi sledeca, koja
aproksimira neku drugu centralnu tacku za manju vrednost 7. Ponavljanjem
se dobijaju tacke koje aproksimiraju centralnu putanju za sve manje vred-
nosti 7 ¢ime se dostize optimalno resenje.

Posto se zna da centralne tacke konvergiraju ka optimalnom resenju proble-
ma KP, njihove aproksimacije takode konvergiraju ka optimalnom reSenju
problema KP. Zapravo iz ove ¢injenice potice ideja ovih algoritma, a to je
generisanje tacaka koje aproksimiraju centralnu putanju sa §to manjom vred-
noS¢u parametra 7.

Centralni Njutnov pravac

Upotreba standardnog Njutnovog pravca u metodama unutrasnje tacke moze
generisati tacku koja lezi van dopustivog skupa, pa je zato standardni Njut-
nov pravac neprakti¢an za primenu. Stoga se koriste pravci koji su usmereni
prema centralnoj putanji C i oni se nazivaju centralnim pravcima.
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Dopustiv
skup

Centralna
putanja

trenutna
iteracija
centralni

pravac
Standardni

Mjutnov pravac

Optimalno regenje

Slika 3.2: Primer Njutnovog pravca i centralnog Njutnovog pravca

ResSava se nelinearan sistem
ATy —Qr+s—c
F(z,y,s) = Ax —b =0. (3.15)
XSe —Te

Centralni Njutnov pravac za reSavanje sistema (3.15)) dobija se resavanjem
modifikovane Njutnove jednacine oblika

—-Q AT 17 [Azk 0
A 0 0| |[AyF] = 0
Sk0 XK | Ask Te — XFSke

gde indeks ¢ znad¢i da je u pitanju centralni pravac.

Klju¢éna stvar pri odredivanju centralnog Njutnovog pravca je izbor vred-
nosti parametra 7. U tu svrhu uvodi se oznaka mere dualnosti ili prosecne
komplementarnosti
1 - - zTs

M(.I‘,S) ~n ;xzsz ~ T
pri ¢emu vazi p(x,s) = 0 ako i samo ako je (z,y,s)” optimalna. Cilj je da
mera dualnosti p(z, s) ima §to manju vrednost, jer to znaci da se tacka nalazi
blizu optimalnog resenja.

Mera dualnosti za centralnu tacku (x,,yr,s,)” je

ﬂ($7,57) — 2?1(3;2')2(57)1 _ Z;;l T —

pa skup centralnih tacaka ¢ine sve dopustive tatke za koje vazi pu(z,s) =
7. Za svaku tacku sa ovom osobinom kaze se da je na istom nivou kao i
centralna tacka (x,, v, s;)7 . Kada se bira pravac iz trenutne iteracije postoje
3 moguénosti za traZenje aproksimacije centralnih tacaka:
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e tacka je na nizem nivou od trenutne, tj. 7 < u(x, s),
e tacka je na istom nivou kao trenutna, tj. 7 = p(x, s),

e tacka je na viSem nivou od trenutne, tj. 7 > u(x, s).
Nema smisla izabrati poslednju opciju jer se tako dobija tacka koja je na
veéem rastojanju od optimalnog reSenja nego §to je trenutna iteracija, pa je

logi¢no traziti tacku za koju je 7 < u(x, s).

Centralni Njutnov pravac se odreduje kao reSenje sledeéeg sistema

-Q AT T JAV % 0
A 0 0| |AyF| = 0 :
Sk0 Xk| [Ash ofpke — XkSke

gde je parametar o* definisan kao mera dualnosti Zeljene centralne tacke i
trenutne tacke i vazi o* € [0,1]. Ako je ¥ = 1 (tj. 7 = p¥), tada je u pitanju
pravi centralni pravac. U slu¢aju da je o* = 0 re¢ je o Afino-skalirajucem
pravcu. U praksi je najéesce o € (0,1).

Sada sledi algoritam uopsStene metode unutrasnje tacke.

Algoritam 1 Uopsteni metod unutrasnje tacke

KO: Izabrati (2°,9°,s)7 € F. Za k =0,1,2,... radi

k\T ok
K1: Izabrati o® € [0,1] i izracunati u* = M Resiti sistem
-Q AT I Nk 0
A 0 0| |AyF| = 0
Sk0 Xk| | As oFuke — XFSke

K2: Izabrati «y, tako da
"+ apNz® >0, 1 s* + aps® > 0.

Odrediti (xF 1, yF 1 sFHN)T = (2 yF M) + ag(Axk, AyF, AsF)T,
k=k+1

Primer 3.3. Neka je dat problem iz Primera 3.2. Tada je pu* = % i neka
je 0¥ = 1. Reavanjem vrlo slitnog sistema kao ranije dobija se centralni
Njutnov pravac

koak AT _ L1 AT
(AxcvﬁychSc) _<0707070707§7§> 1))

kojim se generiSe sledeca iteracija za odgovarajuée ay.
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Okoline centralne putanje

Metode unutrasnje tacke se medusobno razlikuju u zavisnosti od izbora cen-
tralnog parametra o” i duzine koraka oy, u svakoj iteraciji. Pazljivim izborom
ovih parametara dobijaju se iteracije koje aproksimiraju centralne tacke, §to
je cilj svih metoda ovog tipa.

Kao §to je pomenuto centralne tacke su one tacke skupa F° za koje vazi uslov
x;8; = 7, Vi, zaneko T > 0. Ako je (z,,yr, ;)" centralna tacka i (z,y,s)” nje-
na aproksimacija, tada je logi¢no ocekivati da razlika || (2, y, )T — (27, ¥, 5:)7 ||
bude mala.

Zato se skup aproksimacija centralnih ta¢aka definiSe na sledeéi nacéin

{@y.9)" € Pl l(,y.8)" = (@r,yr,5:)" || < e},

za neko malo £ > 0. Do ovih tataka se najlakse dolazi iz sistema (3.15)). Tako
se dobijaju okoline centralne putanje.
Najpoznatije okoline su:

* norma 2 okolina

T
Na0) = { .5)" € ] 15— el < 0 = 2.2

za neko 6 € (0,1) i

* norma—oo okolina ili jednostrana norma oo okolina
T 0 . zls
Neoo(r) = 4 (@,9)T € P assi > ypyza svako i, = 22
n

za neko vy € (0, 1).

Specijalnom izborom 6 = 0 u N2(f) i v = 1 u N_o(7y) dobija se centralna
putanja C.

Obe okoline obezbeduju da se iteracije nalaze u blizini centralne putanje pa
su i u njenoj okolini. Norma—oo okoline su relativno Siroke, dok su norma
2 okoline uze, pa kod njih ne postoji moguénost za velike oscilacije u duzini
koraka, tj. koraci su kratki. Na osnovu ovih okolina su razvijene dve me-
tode: kratko-koracni algoritam koji koristi norma 2 okolinu i dugo-koracni
algoritam koji se bazira na norma—oo okolini.

Kratko-kora¢ni algoritam krece iz proizvoljne tacke (20, A%, s%)T € N3(0) za
neko fiksirano 6 € (0, 1) i generiSe iteracije koje i dalje pripadaju tom skupu.
Kako je

|XSe — el < Oy,
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prema definiciji norme 2 to je ekvivalentno sa
H XSe — pe
I

<46

)

pa je

n n
HXSe—ueHQ _ Z (mi&' - N)Q _ Z (931‘81' - 1)2 <2< 1.
H S H -1 M
Medutim, ¢ak i ako je 6 blizu jedinici, skup tacaka za koje vazi da je suma
kvadrata manja od 1 je mali, pa je skup N2(f) veoma uzan tj. sadrzi mali
deo dopustivog skupa FP.

Sto se tice drugog pristupa, za male vrednosti broja v (npr. za v = 0.001),
okolina oko centralne putanje N_ () je §iroka i sadrzi dobar deo dopusti-
vog skupa FY. Dugo-koraéni algoritam kreée iz pocetne tacke (22, \?, s9)7 ¢
N_s(7), takode. Za ranije odredene o,in 1 Gmaz v svakom koraku se uzima
0t € [Omin, Omaz), a pravac pretrazivanja (Az*, Ay¥, s¥)T se dobija resa-
vanjem istog sistema kao u uopStenom algoritmu. Kod ove metode duzina
koraka ay, se uzima proizvoljno u svakoj iteraciji, s ciljem da bude §to veca,
imajudi u vidu da sledec¢a tacka (z,y, s)” mora da ostane u skupu N_o (7).

Sa teoretske tacke glediSta, kratko-koraCni algoritam omogucava brzu kon-
vergenciju jer su tacke iz norma 2 okoline blizu centralne putanje. Nasuprot
tome, kod dugo-kora¢nog algoritma tacke mogu biti daleko od centralne pu-
tanje Sto teoretski usporava konvergenciju, ali u praksi se dugo-koracni al-
goritam pokazao kao uspesniji, pa je iz tog razloga ovde naveden.

Algoritam 2 Dugo-korac¢ni algoritam

KO0.: Za dato v € (0,1), 0 < Opmin < Omaz < 1, izabrati (2°,9°,s%)7 €
N_ow(7). Za k=0,1,2,... radi

K\T .k
K1: Izabrati 0 € [0ynin, Omaz] 1 izracunati p* = (2%)"s . Regiti sistem
—Q AT I [AzF 0
A 0 0| |Aayf| = 0
Sk 0 Xk| | Ask ok ke — X*kSke

K2: Izabrati oy, tako da
(2%, 4%, )T + ap(Lak, Ay, AsPT € Nooo(7).
Odrediti
(L yF T ST gk ok T L Ak, Ay, ASEYT

kE=Fk+1.
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Pristup problema kada je pocetna tacka izvan dopustivog skupa

Prethodno opisane metode unutrasnje tacke zahtevaju da pocdetna iteraci-
ja pripada dopustivom skupu. Pronalazenje dopustive pocetne iteracije nije
uvek jednostavno. Ukoliko je podetna iteracija van dopustivog skupa, malim
promenama prethodnog linearnog sistema moze se resiti problem.

Neka je dovoljno samo da za pocetnu tacku (2°,4°, s%)T vazi 2° > 01 s° > 0.

Prvo, treba resiti sistem nelinearnih jednacina

) Aly —Qx +s—c
F(z,y,s) = Az —b =0
XSe —Te

tako da vazi x > 01 s > 0, pa se Njutnov pravac dobija reSavanjem sistema
linearnih jednacina

Azk )
J(xkzykvsk) Ayk = _F(xk7yk7$k)
Ask
odnosno
-Q AT I Ak c+ Qal — ATyk — sk
A 0 0| |AyF| = b— Az* : (3.16)
Sk0 0 Xk | Ask Te — Xk Ske

Vige ne vaze pretpostavke Az* =bi ATy* —QaF 4+ s =¢,za k=0,1,2,...
pa je zato doslo do promene kod prvog i drugog elemenata sa desne stra-
ne jednakosti. Stavljajuéi rezultat iz u sisteme koji se resavaju kod
uopstenog i dugo-koracnog algoritma, dolazi se do novih algoritama koji se
upotrebljavaju kada pocetna iteracija ne pripada dopustivom skupu.
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3.4 ResSavanje problema KP pomoéu rac¢unara

3.4.1 LINDO

LINDO (Linear Interactive and Discrete Optimizer) je softver koji je izu-
zetno prikladan za reSavanje problema linearnog, celobrojnog i kvadratnog
programiranja. Ovi problemi se uglavnom javljaju u trgovini, u distribuciji
proizvoda, u istrazivanjima i kod upravljanja zalihama. LINDO je odli¢an
alat za reSavanje takvih problema jer se lako instalira i vrlo jednostavno
koristi.

LINDO zahteva da svaki model mora da ima funkciju cilja, nepoznate i
ograniCenja. Pravila za konstruisanje modela su sledec¢a:

e Nepoznate mogu da budu izrazi koji se sastoje od maksimum 8 karak-
tera, gde je prvi karakter slovo, a ostali mogu biti proizvoljni sem ovih
karaktera: !,), +, —, =, <, >.

e LINDO radi sa operatorima +, —, >, <,=. Interpretira > kao >, a <
kao <.

e Posle | se moze pisati komentar bilo gde u kodu.

e Ako se ne naglasi drugadije, LINDO tretira nepoznate kao nenegativne
realne brojeve. Za oznafavanje slobodne promenljive je potrebna ko-
manda FREE. Dalje, komanda GIN X znaci da je X celobrojna, a INT
X da je X binarna.

Kod za resavanje problema kvadratnog programiranja se unosi u prozor koji
se otvara. PoSto je LINDO paket koji je prvenstveno razvijen za reSavanje
problema LP, prilikom reSavanja problema KP neophodno je programski kod
uneti u linearnom obliku. Stoga, u prozoru koji se otvara prvo treba uneti
linearnu funkciju cilja, koja se po pravilu dobija sumiranjem primalnih i du-
alnih promenljivih. Zatim treba uneti ogranic¢enja koja takode moraju biti
linearna. Ovo se radi izrac¢unanjem izvoda prvog reda Lagranzove funkci-
je redom po svim nepoznatima. Naravno, kdd treba da sadrzi i sva ostala
ograniCenja koja ne treba menjati jer su ona kod problema KP u linearnom
obliku. Poslednji red koji se piSe u prozoru je neophodno uneti jer on daje
informaciju programu u kojem redu se nalazi prvo pravo ogranicenje koje
nije parcijalni izvod Lagranzove funkcije. Ovo je ilustrovano na sledeéem
primeru.
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Primer 3.4. Regiti problem

min 322 4 2y? 4 2% 4 22y — 22 — 0.8yz
xr

r+y+z=1
1.3x 4+ 1.2y +1.082 > 1.12
x < 0.75
y < 0.75
z < 0.75.
Kéd je dat na slici 4.
¥ <untitled> [E=E E=B (==
MIN X + ¥ + 2 + LAMBDA]l + LAMEBDAZ + MI1 + MHMIZ + MIZ ~
3T
6 + 2¥ - Z + LAMEBDA]l - 1_.3LAMBDAZ + MI1 > 0O
Z2X + 4Y - 0.8Z + LAMBDAlL - 1.ZLAMBDAZ + MIZ > 0O
- ¥ - O0.8Y + ZZ + LAMEBDAI]l - 1 _0SLAMBDAZ <+ MIZ > O
X + ¥ + 2 =1
1.3 + 1.2Y + 1.08Z > 1.12
X =« .75
¥ < .75
Z2 < .75
END
RCFP 5|

Slika 3.3: Unos podataka

Klikom na Solve, pa opet na Solve se dobija resenje:
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@ Reports Window

QP COPTIMO PFOUND AT STEP

CEJECTIVE FUNCTICH
1) 0.4173749
WVARIADLE WALUE
X 0.154563
k4 O.2502286
A 0.594901
LAMBDAL -0.534750
LAMBDAZ 0.000000
MI1 0.000000
HMIZ 0.000000
HMIZ 0.000000

WALUE

ROW SLACH OR SURFLUS

Z)
2)
2}
5]
&)
T
E)

5)

MO . ITERATION3=

Optimalna vrednost funkcije cilja je f(z*,y*, 2z*) = 0.4174, i ona se dostize
za v* = 15,49%, y* = 25,02%, z* = 59, 49%.

Postavlja se pitanje da li je nadeno optimalno reSenje. Jedan nacin za utvr-
divanje ovoga je ispitivanje osobine pozitivne definitnosti. Sre¢om, LINDO
ima ugradenu komandu za ovo, pa samo treba kliknuti na Reports/Po-
sitive Definite. Rezultat ovog upita se takode nalazi u prozoru Reports

Window.

[ T T T T O

(SUB)MATRIX I3
DEFINITE:-

POSITIVE

-000000
-000000
-000000
-000000
-024098
-5951327
-499764
1550989

REDUCED COST

00000000

DUAL

—-0.
-Z50226
-0
-0
000000
000000
000000
000000

oo oo

Slika 3.4: Rezultat

Slika 3.5

BANE
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-000000
-000000
-000000
-024098
-585127
-499764
155099

FRICES
154863

5948901
£34750
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3.4.2 Excel Solver

U Excelu je takode moguée resiti probleme optimizacije, kako linearnog, tako
i nelinearnog programiranja. Kako Excel najces¢e postoji na svakom racu-
naru, potrebno je samo aktivirati Solver, §to se radi slede¢im koracima:

e U Excel Options-u treba kliknuti na Add-Ins, pa kod Manage box

izabrati Excel Add-ins

e Klikom na Go otvara se prozor gde treba kliknuti na Solver Add-in

pa zatim na Ok.

Posle aktiviranja, Solver komanda se nalazi u grupi Analysis u tabu Data.

Primer 3.5. Regiti problem iz Primera 3.4.

A B
1 x=

2 y=

3 |zI=

4

5 | funkcija cilja min
8

7 |ogranicenjel

& |ogranicenje2

9

10

11

12

13

14

Slika 3.6: Popunjavanje polja

Polja B1-B3 reprezentuju vrednosti za promenljive x, y i z, dok u B5 treba da
bude upisano 3« BIA2+2x B2A2+ B3A2+2xB1xB2— B1xB2—0, 8+« B2x B3.
U poljima B7 i B8 se nalaze leve strane (ne)jednakosti ograni¢enja. Sada,
treba kliknuti na Solver i tada se otvara prozor koji treba popuniti na dole

prikazan nacin:
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| a ]
Solver Parameters ﬁ

Set Target Cell: | Solve |
Equal To: Max (@ Min Vaueof: |0 l Close
By Changing Cells:
$B$1:$863 Eel [ guess
Subject to the Constraints: Options
857 = 057 ~ [ add
$8458 >= D58
Change
[ Resetal
Delete
Help

Slika 3.7: Popunjavanje Solver-a

Ogranicenje se dodaje klikom na Add, zatim u polje Cell Reference treba
izabrati B7, kod drugog B8, a kod Constraint D7, odnosno D8. U polje
izmedu je moguce izabrati samo oznake =, < i > (nema < i >). Excel auto-
matski stavlja da su promenljive nenegativne. Kada je sve popunjeno, klikom
na Solve dobija se resenje problema.

Resenje dobijeno u Excelu se poklapa sa reSenjem dobijenim u programskom
paketu LINDO. Vrednost funkcije cilja se moze razlikovati u poslednjim ci-
frama, usled gresaka zaokruzivanja.

3.4.3 MATLAB

MATLAB je programski jezik koji ima 8iroku primenu i koji je poznat me-
du matemati¢arima. Optimization Toolbox je kolekcija funkcija koja izmedu
ostalih sadrzi i funkciju quadprog koja se koristi za reSavanje problema KP.
Da se potvrdi da li je Optimization Toolbox instaliran, treba pisati komandu
ver u komandnu liniju.

Problem KP u MATLAB-u je oblika

1

min f(z) = §xTQx +clz
Az <b (3.17)
Aeqx = beq

b <z < ub,
gde su @, A, Aeq matrice, a ¢, b, beq, b i ub su vektori.

Mogu se zahtevati jo§ neke stvari, ali ako je cilj samo dobiti reSenje x* i
vrednost funkcije cilja f* onda je kéd oblika

[z, fval] = quadprog(Q, c, A, b, Aeq, beq, Ib, ub).
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Ako je problem konveksan, reSenje je globalno, inace je lokalno. Ako se ne
stavlja donje ili gornje ograniCenje za x, to MATLAB tretira kao da su Ib i
ub —oo ili 0o, redom.

Na slede¢em primeru je ilustrovana primena ugradene funkcije quadprog.

Primer 3.6. Resiti problem

1
min f(z) = 533% + :Ug — T1T9 — 221 — 629
X

1+ 22 <2
—x1 + 229 <2
2x1 + 120 <3
0<x,0 < xo.

Ocigledno je
1 1 2
Q:[_ll _21],02{:2],14: -1 2|.,b= |2 szm.
2 1 3

Unos podataka, MATLAB kéd i reSenje problema su prikazani na Slici 3.8 i
Slici 3.9.

Command Window

»» Q= [1, -1; -1, 21:
> o= [-2; —-6];
>» B = [1, 1; -1, 2; 2, 1]:
> b = [2; 2; 3]:
>> 1lb = zeros (2, 1)
fx o>

Slika 3.8: Unos podataka
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Command Window O]
>> [#, fval] = quadprog(Q, c, B, b, [1, [], 1b)

Warning: Trust-region-reflecti rithm does not solve this type of

wve algo

or more help, see Ch ng the

(inte r nt-c ex) in uture release.
> In guadprog &t 5
Optimization terminated.

x =
0.666T
1.3333

fval =
-g.2222
fe >>

Slika 3.9: ReSenje

Optimalno reSenje problema je 27 = 0.6667 i x5 = 1.3333, a vrednost funkcije
cilja u optimalnom resenju je f(x},z%) = —8.2222.
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4 Optimizacija portfolija

4.1 Markovicov model

Optimizacija portfolija je jedna izuzetno vazna oblast u finansijama s ko-
jom se investitori i analiti¢ari vrlo ¢esto bave. Matematic¢ki modeli problema
optimizacije portfolija su uglavnom konveksni problemi u obliku kvadrat-
nog programiranja, pa se na njih mogu primeniti metode i algoritmi koji su
opisani u ovoj tezi.

Posmatra se investitor sa svojom bogatstvom. Neka je dat skup (s1, ..., 8,)7
sastavljen od n raspolozivih investicija, koji podrazumeva svako ulaganje u
cilju ostvarivanja profita. Ulaganja mogu biti u vidu akcija, obveznica, ali
obuhvataju i nekretnine, zemljiste, itd. Intuitivno je jasno da svaki ulagac
koji izade na trziSte konstruiSe svoj portfolio tako da minimizira rizik uz
zeljeni ostvareni profit, ili, da maksimizira profit do neke granice rizika. Ova
odluka uvek zavisi od toga $ta mu je lino vaznije. Jasno je da §to veéi nivo
prinosa Zeli da postigne, tako raste i rizik sa kojim se suocava.

Elementi portfolija (osim drzavnih obveznica i sli¢no) su rizi¢na ulaganja ¢i-
ja buduéa vrednost, a samim tim ni prinosi nisu unapred poznati i zato su
oni modelirani kao slu¢ajne promenljive sa odredenom raspodelom (najéescée
normalna raspodela). Aktive su okarakterisane stopom prinosa tj. prinosom
(u oznaci r;) i rizikom, odnosno varijansom (o?). Kako je prinos okruzen sto-
pom neizvesnosti, potrebno ga je proceniti. Zato se ra¢una ocekivani prinos u
praksi koji se obi¢no dobija iz istorijskih podataka. Varijansa za ¢-tu aktivu
meri odstupanje prinosa od ocekivane vrednosti. Kovarijansa, oznafena sa
0;j meri povezanost elemenata ¢ i j, i ona je, takode, skoro uvek prisutna.

Neka je portfolio oznacen vektorom x, = (z1,...,7,)" gde je komponenta z;
tezinski koeficijent i predstavlja udeo i-te aktive u portfoliju. Vektori prinosa,
oCekivanih prinosa i matrica varijanse i kovarijanse dati su sa

2
1 H1 01 Jg12 ... O1n
2
(] U2 021 gy . O9n
r= ’ E(’r)::u: ) Q: .
2
Tn Mn, Onl Op2 ... On
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Ocigledno, kako je 0;; = 0j; za svako ¢,7 € 1,...,n, matrica () je simetricna.

Kako je prinos 7, portfolija

n
Te = E rix; = ’I“T$,
=1

oCekivani prinos . je

n

n n
Zrixi] = Z Elrilz; = Z,ui:ci =ulz.
i=1 i=1

=1

pr = Elrz] = E

Varijansa se rac¢una kao srednje kvadratno odstupanje, odnosno

02 = E(ry — px)?] = Z inazjaij =21 Qu.

i=1 j=1

Kako ona predstavlja rizik, nikad nije negativna, iz ¢ega sledi da je @) pozitiv-
no semidefinitna matrica. Medutim, ovde se pretpostavlja da je Q) pozitivno
definitna, $to je u realnosti ta¢no.

Dakle, trazi se optimalni portfolio tako da se minimizira varijansa pod uslo-
vom da ostvaren prinos bude vedi ili jednak od neke vrednosti R. Neka je e
jedini¢ni vektor dimenzije n. Matematicki zapis ovog problema je u opstem
obliku problem kvadratnog programiranja

1
min —z7 Qux
x 2

ple> R (4.1)

Drugo ograni¢enje je najéesée u formi e’z = 11 odnosi se na kapital, govori

o tome da se ulaze celo bogatstvo, dok je tre¢i uslov uglavnom x > 0 i
zabranjuje kratku poziciju.

Sa druge strane, poSto u finansijama uvek postoji neki stepen neizvesnosti,
nije ga moguce potpuno eliminisati, nego je potrebno nauciti kako se upravlja
rizikom. Zato se koristi i drugaciji oblik kvadratnog programiranja, gde se
maksimizira prinos uz uslov da rizik ne prekorac¢i unapred datu granicu o2,
pa je model oblika
max plz
x

eTQx < o2

Ax =10

Cz>d.

(4.2)
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Prethodna dva modela se mogu kombinovati u jednom, tako da se prinos
i rizik portfolija istovremeno pojave u funkciji cilja. Tako se dolazi do jo§
jednog nac¢ina formulisanja zadatka

1

min ixTQx —kplx
Az =b (43)
Cx > d,

gde je k! koeficijent averzije prema riziku i pokazuje koliko je investitor
odbojan prema riziku. Iskazuje liénu preferenciju, i u zavisnosti od toga koliki
je, prinos je manje ili viSe znacajan za njega.

Potrebno je opisati jos dva pojma u svetu portfolija. Skup dopustivih portfoli-
ja podrazumeva svaki portfolio koji se moze sastaviti od investicija koje stoje
na raspolaganju,a njegov podskup je skup efikasnih portfolija koji obuhvata
svaku kolekciju elemenata za koju vazi da ima najveéi o¢ekivani prinos izme-
du onih koji imaju isti nivo rizika sa jedne strane i sa druge, da ima najmanju
varijansu (standardnu devijaciju) izmedu onih koji donose isti prinos.

47



4.2 Primer - Konstruisanje optimalnog portfolija
pomoc¢u Markovicovog modela u obliku KP

Izabrano je prvih 5 akcija iz poznate liste americkog S& P 500 indeksa. Raz-
matran je period od 10 godina i podaci su uzeti kvartalno. U sledecoj tabeli
su date korigovane istorijske ceneE] (Adjusted Close) zbog eventualnih divi-
dendi za neke aktive. Za 4. aktivu cene do maja 2012. godine nisu dostupne.

MSFT AAPL AMZN B GOOGL

2010.01.01 | 22.12  23.82 12541 265.24
2010.04.01 | 24.08  32.38 137.1 263.11
2010.07.01 | 20.45 31.9 117.89 242.67
2010.10.01 | 21.24 3732  165.23 307.16
2011.01.01 | 22.22  42.08 169.64 300.48
2011.04.01 | 20.89 4342  195.81 272.32
2011.07.01 | 22.23 4842  222.52 302.15
2011.10.01 | 21.74 50.2 213.51 296.62
2012.01.01 | 24.29 56.61 194.44 290.35
2012.04.01 | 26.51  72.42 231.9 302.73

2012.07.01 | 24.56  75.74 233.3 21.71 316.8

2012.10.01 | 23.94 7414  232.89 21.11 340.49
2013.01.01 | 23.22  56.99 265.5 30.98 378.22
2013.04.01 | 28.23  55.72  253.81  27.77 412.7

2013.07.01 | 27.35  57.32  301.22 36.8 444.32
2013.10.01 | 30.63 66.65 364.03 50.21 515.81
2014.01.01 | 32.98 64.2 358.69  62.57 591.08
2014.04.01 | 3547 76.13  304.13  39.78 534.88
2014.07.01 | 38.16  86.82  312.99  72.65 579.55
2014.10.01 | 41.77  98.57 30546  74.99 967.87
2015.01.01 | 36.17 107.39 354.53 7591 537.55
2015.04.01 | 43.86 115.17 421.78  78.77 o48.77
2015.07.01 | 42.38 112.09 536.15  94.01 657.5

2015.10.01 | 48.09 11093 6259 10197 737.39
2016.01.01 | 50.67  90.75 587 112.21  761.35
2016.04.01 | 46.19 87.86  659.59 117.58  707.88
2016.07.01 | 52.87  98.27  758.81 12394 791.34
2016.10.01 | 56.24 107.65 789.82 130.99 809.9

2017.01.01 | 61.09 115.65 823.48 130.32  820.19
2017.04.01 | 65.08 13749 924.99 150.25  924.52
2017.07.01 | 69.51 142,94 987.78 169.25 945.5

2017.10.01 | 79.95 163.1 1105.28 180.06 1033.04
2018.01.01 | 91.78 162.13 1450.89 186.89 1182.22

'Podaci su uzete sa sajta https://finance.yahoo.com.
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2018.04.01 | 90.77 160.68 1566.13 172 1018.58
2018.07.01 | 103.4 185.73 1777.44 17258 1227.22
2018.10.01 | 104.52 214.36 1598.01 151.79 1090.58
2019.01.01 | 102.63 163.59 1718.73 166.69 1125.89
2019.04.01 | 128.89 198.08 1926.52 1934  1198.96
2019.07.01 | 134.99 211.1 1866.78 194.23  1218.2
2019.10.01 | 14249 247.43 1776.66 191.65  1258.8
2020.01.01 | 169.97 308.78 2008.72 201.91 1432.78

Tabela 4.1: Cene akcija u periodu 2010-2020

U nastavku su date stope prinosa za odredene datume. One su izraCunate
preko formule

Cit
Cit

gde je C' oznaka za cenu, i € {1,2,3,4,5} oznacava koja je investicija u
pitanju, a t je vremenski trenutak (pocetak nekog meseca) u posmatranom
periodu. Prinosi za januar 2010. godine su dobijani koristeé¢i cene za pret-
hodni mesec koje ovde nisu navedene.

-1

Tt =

MSFT  AAPL AMZN B GOOGL

2010.01.01 | 2.08% 1.88% 5.56% -1.15%
2010.04.01 | 8.86%  35.94%  9.32% -0.80%
2010.07.01 | -15.07% -1.48% -14.01% S71.77%
2010.10.01 | 3.86%  16.99%  40.16% 26.58%
2011.01.01 | 4.61% 12.75%  2.67% -2.17%
2011.04.01 | -5.99% 3.18%  15.43% -9.37%
2011.07.01 | 6.41%  11.52%  13.64% 10.95%
2011.10.01 | -2.20% 3.68%  -4.05% -1.83%
2012.01.01 | 11.73% 12.77%  -8.93% -2.11%
2012.04.01 | 9.14%  27.93% 19.27% 4.26%
2012.07.01 | -7.36%  4.58% 0.60% 4.65%

2012.10.01 | -2.52%  -2.11%  -0.18%  -2.76% 7.48%
2013.01.01 | -3.01% -23.13% 14.00% 46.76%  11.08%
2013.04.01 | 21.58% -2.23% -4.40% -10.36%  9.12%
2013.07.01 | -3.12% 2.8™%  18.68%  32.52% 7.66%
2013.10.01 | 11.99% 16.28%  20.85% 36.44%  16.09%
2014.01.01 | 7.67%  -3.68% -1.47% 24.62% 14.59%
2014.04.01 | 7.55%  18.58% -1521% -4.46%  -9.51%
2014.07.01 | 7.58%  14.04% 291%  21.53% 8.35%
2014.10.01 | 9.46%  13.53% -2.41% 3.22% -2.02%
2015.01.01 | -13.41%  8.95%  16.06%  1.23% -5.34%
2015.04.01 | 21.26%  7.24%  18.97%  3.77% 2.09%
2015.07.01 | -3.37%  -2.67% 27.12% 19.35%  19.81%
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2015.10.01 | 13.47% -1.03% 16.74%  8.47% 12.15%
2016.01.01 | 5.36%  -18.19% -6.22%  10.04% 3.25%
2016.04.01 | -8.84%  -3.18%  12.37%  4.79% -7.02%
2016.07.01 | 14.46% 11.85% 15.04%  5.41% 11.79%
2016.10.01 | 6.37% 9.55% 4.09% 5.69% 2.35%
2017.01.01 | 8.62% 7.43% 426%  -0.51% 1.27%
2017.04.01 | 6.53%  18.88% 12.33% 15.29%  12.72%
2017.07.01 | 6.81% 3.96% 6.79%  12.65% 2.27%
2017.10.01 | 15.02% 14.10% 11.90%  6.39% 9.26%
2018.01.01 | 14.80% -0.59%  31.27%  3.79% 14.44%
2018.04.01 | -1.10%  -0.89% 7.94%  -71.97%  -13.84%
2018.07.01 | 13.91% 15.59% 13.49%  0.34% 20.48%
2018.10.01 | 1.08%  15.41% -10.09% -12.05% -11.13%
2019.01.01 | -1.81% -23.68%  7.55% 9.82% 3.24%
2019.04.01 | 25.59%  21.08%  12.09%  16.02% 6.49%
2019.07.01 | 4.73% 6.57%  -3.10% 0.43% 1.60%
2019.10.01 | 5.56%  17.21% -4.83%  -1.33% 3.33%
2020.01.01 | 19.29%  24.79%  13.06%  5.35% 13.82%

Tabela 4.2: Kvartalni prinosi u periodu 2010-2020

U modeliranju finansijskih pojava najvise je preferirana geometrijska sredi-
na u trazenju prosecne vrednosti. Tako su izra¢unati pojedinacéni ocekivani
prinosi koji su dati funkcijom

T T
Hi = (H(l +7“it)> -1,

t=1

gde je T =41 (T = 30 kod 4. elemenata) u ovom slu¢aju. Procene za prinose
su date u narednoj tabeli.

MSFT | AAPL | AMZN FB GOOGL
geom. sredina | 5.15% | 6.5% | 7.14% | 7.72% | 4.17%

Tabela 4.3: Oc¢ekivani prinosi

Slede¢i korak je odredivanje matrice Q. Elementi su izracunati pomocu for-

mule
T

1
cov(rs,rj) = T Z(Tit — i) (rje — 1),
t=1

za svako i,7 € {1,2,3,4,5}. Dijagonalni elementi predstavljaju rizik odgo-
varajuée aktive. Kovarijansna matrica je data u narednoj tabeli.
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Q MSFT | AAPL | AMZN FB GOOGL
MSFT | 0.0083 | 0.0045 | 0.0015 | -0.0013 | 0.0033
AAPL | 0.0045 | 0.0148 | 0.0011 | -0.0041 | 0.0004
AMZN | 0.0015 | 0.0011 | 0.0140 | 0.0062 | 0.0064

B -0.0013 | -0.0041 | 0.0062 | 0.0177 | 0.0059

GOOGL | 0.0033 | 0.0004 | 0.0064 | 0.0059 | 0.0082

Tabela 4.4: Kovarijansna matrica

Ispitivana je linearna zavisnost elemenata koristeéi Pirsonov koeficijent line-
arne korelacije koji se ra¢una prema formuli
cov(r;, ;)
Pij = ————,
0;0 g
gde je sa 0; oznacena standardna devijacija, ili, ekvivalentno, kvadratni koren
varijanse za i-tu aktivu. Podaci se nalaze u Tabeli 4.5.

korelacija | MSFT | AAPL | AMZN FB GOOGL
MSFT 1 0.4033 | 0.136 | -0.111 0.3991
AAPL | 0.4033 1 0.0798 | -0.2553 | 0.0321
AMZN 0.136 | 0.0798 1 0.3922 | 0.5949
FB -0.111 | -0.2553 | 0.3922 1 0.4876
GOOGL | 0.3991 | 0.0321 | 0.5949 | 0.4876 1

Tabela 4.5: Koeficijenti korelacije izmedu elemenata

Primecuje se da postoji zavisnost izmedu prinosa pojedinacnih aktiva i da
je linearna povezanost izmedu svaka dva skoro svugde pozitivna. Taj broj je
priliéno velik izmedu 3. i 5. elemenata.

Cilj je minimizirati rizik uz odredeni stepen prinosa R, tako da se investira
celo bogatstvo i zabrani kratka prodaja. Dakle, matematicki model je oblika:

min  f(z) = 0.0083z% 4+ 2-0.0045z1x5 + 2 - 0.00152 3
xX

—2-0.0013z124 + 2 - 0.0033z 125 + 0.014823

+2-0.0011zx3 — 2 - 0.0041z924 + 2 - 0.0004z025

40.01423 + 2-0.0062z324 + 2 - 0.00642325

+0.017723 4 2 - 0.00592425 + 0.008222

st. 0.0515z1 + 0.065x2 + 0.0714x3

+0.0772x4 + 0.0417x5 > R

1+ x2+azstas+as=1

T1,%2,T3, 74,25 > 0
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Simetri¢nost i pozitivna definitnost matrice @ i linearnost funkcije ograni-
¢enja u skladu sa teorijom postavljenom u ranijim sekcijama obezbeduju
postojanje optimalne tatke x,. ReSavanjem problema sa R > 5%, MATLAB
pronalazi optimalno reSenje

rr = (0.345268, 0.226852, 0.076779, 0.243401, 0.107699)” koje donosi pri-
nos 6.129%, a njegov rizik je 0.4041%. Za R izmedu 6% i 7.7% softver moze
da nade optimalno reSenje, stoga, prinosi i varijanse i sastav tako generisanog
portfolija sa razmakom od 0.001 za R su dati u narednoj tabeli. Na Slici 4.1
su ovi portfoliji prikazani u ¢ — r—ravni. Za R > 7.8% ne postoji dopustivo
reSenje ovog problema.

prinos rizik MSFT | AAPL | AMZN | FB | GOOGL
0.06 0.00405 | 0.3382 | 0.2226 | 0.0594 | 0.2264 0.1535
0.061 0.00404 | 0.3437 | 0.2259 | 0.0729 | 0.2396 0.118
0.062 | 0.004034 | 0.3491 | 0.2292 | 0.0863 | 0.2528 0.0825
0.063 | 0.004056 | 0.3546 | 0.2325 | 0.0998 | 0.266 0.047
0.064 | 0.00408 | 0.3601 | 0.2358 | 0.1133 | 0.2792 0.0116
0.065 | 0.004126 | 0.3268 | 0.2522 | 0.1249 | 0.2961 0
0.066 | 0.004224 | 0.2748 | 0.2748 | 0.1356 | 0.3149 0
0.067 | 0.004378 | 0.2227 | 0.2974 | 0.1462 | 0.3336 0
0.068 | 0.004588 | 0.1706 0.32 0.1569 | 0.3524 0
0.069 | 0.004852 | 0.1186 | 0.3426 | 0.1676 | 0.3712 0
0.07 | 0.005172 | 0.0665 | 0.3653 | 0.1783 | 0.3899 0
0.071 | 0.005547 | 0.0145 | 0.3879 | 0.1889 | 0.4087 0
0.072 | 0.006104 0 0.3409 | 0.1795 | 0.4796 0
0.073 | 0.007181 0 0.2671 | 0.1623 | 0.5706 0
0.074 | 0.008798 0 0.1933 | 0.1451 | 0.6616 0
0.075 | 0.010954 0 0.1195 | 0.1279 | 0.7526 0
0.076 | 0.01365 0 0.0457 | 0.1107 | 0.8436 0
0.077 | 0.01693 0 0 0.0345 | 0.9655 0

Tabela 4.6: Raspored budzeta za odredeni prinos i rizik
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Prinos

0.078

0.076 -

0074

0072

0.086 -

0.086 -

0.064 -

0062~

007

008 008 01 0.41
Standardna devijacija

Slika 4.1: Skup efikasnih portfolija
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4.3 Optimizacija portfolija velikog obima

Pretpostavimo da postoji ogroman skup moguéih ulaganja na trzistu. U cilju
maksimiziranja svog profita investitor moze jednostavno da uloZi sav svoj
novac u onaj portfolio koji donosi najveéi ocekivani profit, ali treba i da
plati cenu u smislu velikog rizika. To veé¢ina investitora ne radi jer hoée da
postignu da portfolio bude diverzifikovan. Ovaj pojam ima veliki znacaj u
finansijama. Podrazumeva podelu rizika ulaganja, Sto se vrsi investiranjem
u §to vise hartija od vrednosti. Zahvaljujuéi ovome, rezultat investiranja na
kraju perioda ne zavisi od kretanja cena jedne aktive.

Na pocetku perioda niko ne zna sa sigurnoséu sta ¢e se desiti npr. za godinu
dana ne samo sa sopstvenim investicijama, nego i sa celim sektorom u pro-
izvodnji. Princip "ne staviti sve u jednu korpu" asocira na to da ne treba
trositi celo bogatstvo na aktivu jednog tipa nego na $to vise. Takode, treba
uzeti u obzir kolika i kakva je povezanost izmedu pojedinacnih ulaganja i
kojom merom kretanje vrednosti cene jednog uti¢e na promenu vrednosti
cene drugog elemenata. Ako je kovarijansa izmedu elemenata pozitivna, to
znaci da se njihovi prinosi kreéu u istom smeru. Ovo znad¢i da kada stopa
jednog prekoradi ocekivanu stopu, stopa drugog ima istu tendenciju, i to je
razlog zbog Cega se ne savetuje staviti aktive sa pozitivnim kovarijansom u
isti portfolio.

Medutim, nista ne sugeriSe da ¢e portfolio do kojeg se dolazi Markovicovim
modelom biti diverzifikovan. Iskustvo pokazuje da su tako dobijeni tezinski
koeficijenti veliki za neke aktive, a u slu¢aju kada je dozvoljena kratka po-
zicija, oni imaju preveliko ucesée u portfoliju. Zbog ovih razloga potrebno
je definisati jo§ neka ograniCenja na udele pojedinacnih aktiva. Istovremeno
treba voditi ra¢una o tome da novih uslova ne bude previse, jer to komplikuje
racun i samim tim reSavanje problema ¢ini skupljim.

Moguée je ograniciti svako x; npr. sa nekom vrednoséu m i tako obezbediti
da ne bude potrosen veéi deo novca od m ni za jednu aktivu. To se moze
zapisati kao

r; <m zasvako i=1,...,n.

Ako su ulaganja kategorizovana po sektorima (ukupno k sektora), moze se
zahtevati da se ni u jedan sektor ne investira veéi deo kapitala od npr. my.

Dakle,

i u sektoru k

4.3.1 Troskovi transakcije

Troskovi transakcije obuhvataju kupovinu i prodaju investicija koje u real-
nom svetu postoje i trebalo bi ih razmatrati prilikom odredivanja optimalnog
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portfolija. Takode, preporucuje se pra¢enje deSavanja u svetu i vrienje reba-
lansiranja portfolija povremeno u skladu sa aktuelnim informacijama. Prema
tome, posle nekog perioda je mozda potrebno zameniti neku investiciju dru-
gom jer ona vige ne donosi dovoljan profit ili postaje suvise volatilna. Posto
su trogkovi transakcije kod kupovine i prodaje aktiva uvek prisutni i posto je
matrica varijanse i kovarijanse u opstem slucaju bliska singularnoj matrici,
ne savetuje se velika promena u sastavu portfolija.

Neka y; oznacava koli¢inu koja se kupuje, a z; prodatu koli¢inu za i-tu aktivu.
Ako je 2° oznaka za pocetnu imovinu, a x za novu, i ako se doda ogranicenje
da razlika izmedu pocetnog i novog stanja ne bude vec¢a od h, sledi

0

0
r; —x; < 2y 2 >0,
n

> (it z) <h.

i=1

Dalje, neka je t; troSak koji treba isplatiti kod kupovine elemenata i, a ¢}
troSak koji se stvara u prodaji istog. Uklju¢ivanjem prethodnih uslova u
model, rebalansirani portfolio se dobija traZenjem reSenja sledeéeg, dosta
sloZenijeg problema:

n n
min E E 04T T
x

i=1 j=1
n
Z(Mﬂ?i —tiyi —t;zi) > R
i=1
n

=1
> (4.4)
i=1
xi—arggyi, zasvakoi=1,...,n
x?—xigzi, zasvakoi=1,...,n
y; >0, zasvakoi =1,....n
2z >0, zasvakoi=1,...,n
x; €R, zasvakoi =1,...,n.

Posto je u ovom radu re¢ o najjednostavnijim modelima KP za konstruisanje
portfolija, zanemari¢emo troskove transakcije.

4.3.2 Procenjivanje parametra (;, 07, 0y

Najjednostavniji pristup odredivanja ovih parametara (kao §to je radeno u
primeru) je formiranje vremenskih serija koje se sastoje od cena, pa posle i
prinosa na osnovu istorijskih podataka. Medutim, do znacajnog pomeranja
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o¢ekivanog prinosa i varijanse moze da dovede veéi uspon ili pad cena u samo
jednom od prethodnih perioda. Stoga se za procenjivanje parametara koristi
i CAPM (Capital Asset Pricing Model) koji deli rizik na tzv. sistematski
i nesistematski deo. Sistematski rizik, koji obuhvata promenu likvidnosti i
kamatnih stopa, na primer, je vezan za trziSte i on se ne moze izbeéi, uvek je
prisutan. Nesistematski (finansijski, investicioni) deo rizika, nasuprot tome,
moze se potpuno diverzifikovati.

Neka je sa rj; oznacen prinos aktive ¢ za vremenski period ¢, gde i = 1,...,n,
t=1,...,T. Neka je 7y, oznaka za ocekivani prinos trzinog portfolija, a 7
za stopu bez rizika u posmatranom periodu. Potrebne su §; za svaku aktivu
do koje se dolazi iz CAP formule

rit = T+ Bi(rme — vpe) + €t

gde ¢; predstavlja gresku zaokruzivanja koja nastaje za i-tu aktivu, a [;
meri sistematski rizik i daje informaciju o ponasanju i-te aktive u odnosu na
trziste. Pomodéu tih vrednosti se ra¢una océekivani prinos iz jednacine

pi = E(ry) + Bi(E(rm) — E(ry))
i posle se dobijaju varijanse i kovarijanse iz relacija
o} = Biop, + oz,

oij = BiBjol,, za svako i # j,

2
m

gde je o7 varijansa trzisnog portfolija, a 0621_ varijansa slucajne promenljive

€it-

4.4 Blek-Litermanov model

Ameri¢ki ekonomisti Blek (Black) i Literman (Litterman) tvrde da je isto-
vremeno vazno uzeti u obzir subjektivno misljenje investitora o o¢ekivanoj
vrednosti i trzisnoj ravnotezi. Iz ovog razloga posmatraju proizvod dve nor-
malne raspodele verovatnoca, gde je jedna vezana za trziste, a druga za
investitora, pa p uzimaju iz toga. Prva normalna raspodela je okarakteri-
sana ocekivanjem 7 i varijansom 7(), koja se, posto je 7 mali broj, malo
razlikuje od kovarijansne matrice ). Sa druge strane, misljenje investitora je
matematicki predstavljeno u obliku

Pu=q+e,

gde su P € RF*" i ¢ € R* razliciti za svakog ulagaca u zavisnosti od njihove
informacije o buduénosti, a € je vektor iz normalne raspodele sa o¢ekivanjem
0 i kovarijansnom matricom 2 = [w]kxx koja je dijagonalna. Sto je njegovo
misljenje sigurnije, odgovarajuci elemenat je manji.
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Ideja njihovog posmatranja dolazi iz pretpostavke da prinos i-te aktive moze
da se napige kao zbir premije za rizik m;, zajednickog faktora ;7 i nekog
poremecaja na trziStu v;, odnosno

ri =T+ %4 + vi.

Neka p ima normalnu raspodelu sa parametrima 7 i 7¢), a misljenje investi-
tora je izraZeno jednadinom Ppu = ¢ sa sigurnoséu od 100%. Tada se E(u)
dobija iz problema

min (p—m)"(rQ)" (p =)
LA — B = q.
Resenje ovog problema je
i =1+ (rQ)PT[P(rQ)PT] ™ (g — Prm).

Naravno, retko se moze sa tolikom sigurno§¢u formirati procena o buduéno-
sti, pa se druga jednacina modifikuje u obliku Py = g+e€. Ovako se dolazi do
oCekivanog prinosa i1 koji se sada ne bazira samo na informacijama iz pro-
Slosti, pa oni to koriste u procesu odredivanja optimalnog portfolija. Dakle,

p=E) =[rQ) "+ PO PN (Q) 7 + PTQ q]. (4.5)

Primer 4.2 Neka je re¢ o istim investicijama kao u prethodnom primeru.
Njihovi o¢ekivani prinosi koji se oslanjaju iskljucivo na informacije iz proglo-
sti dati su u Tabeli 4.7.

MSFT | AAPL | AMZN | FB | GOOGL
u | 5.15% | 65% | 7.14% | 7.12% | 4.17%

Tabela 4.7

Sledi izbor potrebnih elemenata. Uzima se 7 = 0.1, i neka investitor ima 2
pogleda o buduénosti. Prvo, misli da ¢e prinos za prvu aktivu u sledeéem
periodu iznositi 5.2% i sa nesto ve¢im nivoom poverenja smatra da ¢e prinos
trece aktive imati za 3% bolji u¢inak na trzistu od prinosa poslednje aktive.
Jedan moguéi nacin ilustrovanja ovih ¢injenica je uvodenje slede¢ih matrica
i vektora:
p- F

0 0
0 01

0 0 _ [0052] ,_ [0.00001 0
o 10’97 003" | o 00001
jer
wnsEr = 0.052,  wp = 0.00001
tamzn — pcooar = 0.03, w1 = 0.0001.
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Prema formuli (4.5)) se dobijaju slede¢i prinosi:

MSFT | AAPL | AMZN FB GOOGL
@ | 5.13% | 3.51% | 4.22% | -0.76% | 1.63%

Tabela 4.8

Preostaje resavanje optimizacionog problema sa modifikacijom prvog ogra-
nic¢enja, odnosno

min 0.00833:% +2-0.0045z122 + 2 - 0.0015z1 3
x

—2-0.00132124 + 2 - 0.0033z125 + 0.014823
+2-0.0011x923 — 2 - 0.0041x0x4 + 2 - 0.00042525
40.01423 + 2-0.0062z324 4 2 - 0.00642325
+0.017723 4 2 - 0.00592425 + 0.008222

st. 0.051321 + 0.035129 + 0.042223
—0.0076x4 + 0.0163z5 > R
r1+xotaxst+rs+a5=1

T1,%2,T3,T4,T5 > 0.

Regavanjem ovog zadatka za razli¢ite R izmedu 3.4% i 5.1% dobijaju se
parovi prinosa i varijansi koje su sa komponentama dobijenog vektora x, dati
u Tabeli 4.9. Prinosi i standardne devijacije ovako formulisanih portfolija su
ilustrovani na Slici 4.2. koja predstavlja skup efikasnih portfolija.
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prinos rizik MSFT | AAPL | AMZN | FB | GOOGL
0.034 | 0.004142 | 0.435 0.1959 | 0.1467 | 0.2095 0.0129
0.035 | 0.004186 | 0.4511 | 0.1894 | 0.1595 0.2 0
0.036 | 0.004239 | 0.4644 | 0.1816 | 0.1705 | 0.1835 0
0.037 | 0.004303 | 04777 | 0.1738 | 0.1816 | 0.1669 0
0.038 | 0.004378 | 0.491 0.166 0.1926 | 0.1504 0
0.039 | 0.004465 | 0.5043 | 0.1582 | 0.2037 | 0.1338 0
0.04 | 0.004562 | 0.5176 | 0.1504 | 0.2147 | 0.1173 0
0.041 0.00467 | 0.5308 | 0.1426 | 0.2257 | 0.1008 0
0.042 | 0.004789 | 0.5441 | 0.1348 | 0.2368 | 0.0842 0
0.043 | 0.004919 | 0.5574 | 0.127 0.2478 | 0.0677 0
0.044 | 0.00506 | 0.5707 | 0.1192 | 0.2589 | 0.0511 0
0.045 | 0.005212 | 0.584 0.1115 | 0.2699 | 0.0346 0
0.046 | 0.005376 | 0.5973 | 0.1037 0.281 0.018 0
0.047 | 0.00555 | 0.6106 | 0.0959 0.292 | 0.0015 0
0.048 | 0.005771 | 0.6734 | 0.0462 | 0.2803 0 0
0.049 | 0.006096 | 0.7472 0 0.2527 0 0
0.05 | 0.006751 | 0.8571 0 0.1428 0 0
0.051 | 0.007873 | 0.967 0 0.033 0 0

Tabela 4.9: Raspored budzZeta za odredeni prinos i rizik

0.052

0048
0046
0.044
@
<1

& ool

0038 -

0.036

0.034

0.06

0.085

[

0.075

Standardna devijacija

0.08

0.085

Slika 4.2: Skup efikasnih portfolija

4.5 Sarpov koli¢nik

Americki ekonomista, Sarp (William F. Sharpe) je koriste¢i Markovicov mo-

del razvio CAPM (ve¢ pomenut u odeljku 4.2.2) koji malo pojednostavljuje
teoriju. Svrha CAP modela je predvidanje ocekivanog prinosa investitora
imajuéi na raspolaganju sve statisticke informacije o bezrizi¢nom prinosu,
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prinosu trzisnog portfolija i njegovom riziku (koji je sistematski rizik).
Neka je dat problem u obliku
1
min  —z7 Qux
x 2

ple>R (4.6)

i neka Rpn i Rmar predstavljaju najmanji i najveéi oCekivani prinos za
efikasne portfolije. Tada se moze uvesti funkcija o(R) : [Rmin, Rmaz] — R

kao
o(R) = \/2EQup.

U ovoj funkciji zr oznacava jedinstveno resenje problema (4.6 koje se dobija
u zavisnosti od trazenog prinosa R. Ako je Q) pozitivno definitna onda prema
Teoremi 2.6 funkcija o(R) je strogo konveksna na svom domenu.

Sada se razmatra situacija da pored rizi¢nih, postoji i bezrizi¢na investicija
na trzistu. Ovo ulaganje donosi prinos 7; (iz engl. risk-free rate) sa vero-
vatnoéom 1, tj. garantuje siguran dobitak sto znaci da varijansa iznosi O.
Najces¢e su to ulaganja sa jako malim, zanemarljivim prinosima, npr. dr-
zavne obveznice i sli¢no. Naravno, ona su uvek manja od prinosa sa rizikom,
inace bi svaki investitor kupio samo drzavnu obveznicu po$to je njen prinos
unapred poznat i ne nosi u sebi nikakav rizik. Kako je varijansa ovakvih har-
tija 0, ona se u o — r—ravni nalaze na r-osi. Ako se iz tacke (0,7y) povuce
tangenta na krivu efikasnih portfolija dobija se CAP linija koja postaje skup
efikasnih portfolija u prisustvu bezrizi¢nog aktiva. Tacka u kojoj ova prava
seCe krivu se obi¢no oznacava sa M i naziva se trzisni portfolio. On se na
Slici 4.3 nalazi u tacki (o, p).

CAPM linija

Skup efikasnih portfolija

P

Slika 4.3: CAPM linija i trzi$ni portfolio
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Lako je videti da ako je y = p” 2 prinos, a 0 = /2T Qx standardna devijacija
trzignog portfolija, onda je koeficijent pravca tangente

koji takode ima posebno ime - naziva se Sarpov koli¢nik. Ovaj broj prikazuje
visak prinosa u odnosu na bezrizi¢ni prinos koji investitor ostvaruje zahva-
ljujudi tome da se suocava s rizikom. Prirodno je oéekivati da svaki investitor
zeli maksimizirati sarpov koli¢nik posto to na neki nacin predstavlja kom-
penzaciju koju dobija kao premiju za rizik. Matematicki se ovo prikazuje u
obliku

pla — Ty
z x
v (4.7)
Ax =b,
Cx >d.

Resavanje ovog problema nije jednostavno zbog oblika funkcije cilja. Medu-
tim, uz neke dodatne uslove ovaj problem se moze svesti na problem kon-

n
veksnog programiranja. Prvo ogranicenje je g x; = 1, §to znadi da je celo

i=1
bogatstvo ulozeno. Drugi uslov je pretpostavka da postoji vektor z tako da

vazi

ple > Tf.
Ova pretpostavka je potrebna. Ako ne bi vaZila, optimizacija portfolija ne bi
imala smisla: tada bi optimalni portfolio bio taj koji se sastoji od samo jedne
aktive koja je bezrizi¢na i ima striktno veéi prinos od svake druge kolekcije
investicija koje se mogu generisati na trzistu.

Sledec¢a teorema olaksava regavanje problema (|4.7)).
Teorema 4.1. [I] Neka je S skup dopustivih portfolija koji zadovoljavaju

ograni¢enja ez = 1iVz € i34 € S za koji je ud > ry. Ako je (y, k)
reSenje problema

min " Qy
Y

(y,5) € ST,

(u—rpe)ly =1,
gde je

S+:{xeR”,neRm>0,§es}u(0,0),
K

tada je z* = £, i z* je portfolio sa maksimalnim garpovim koli¢nikom.
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Dokaz. Ako uvedemo oznake k = ﬁ iy = Kz, jednostavnim ra-
p—rre)lx

¢unom se moze doci do \/yT Qy = n\/m odnosno \/m — %, / TQ
T

Dalje, posto vazi 2Te = 1, sledi pu! x—rfe z=pur $—rf1u T—rp=-.

1

Na osnovu ovoga, funkcija cilja problema (4.7)) se moze zapisati kao W

Yy wy
Drugi uslov garantuje da vazi (u —rye)Tz >0, tj. kK > 0, a z € S je ekviva-

1
lentno sa £ € §. Iz k = —————=— sledi i —rre)ly=1.
T )T (= rse)y

Posto zbog prethodne jednacine (0,0) ne moze biti resenje, uslove k > 0 i
(y,k) € S treba zameniti uslovom (y,x) € ST i tako se reSenje problema ne
menja, samo dopustiv skup postaje zatvoren.

1
Na kraju je jo§ potrebno napomenuti da minimiziranje funkcije W od-
Yy Gy

govara maksimiziranju funkcije 37 Qy, pa je time pokazano da su problemi

(4.5) i (4.7) ekvivalentni. [ |
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5 Zakljucak

Kvadratno programiranje spada u oblast nelinearnog programiranja ¢&iji je
zadatak minimizacija (maksimizacija) kvadratne funkcije cilja nad skupom
linearnih ogranicenja.

Specijalan oblik problema kvadratnog programiranja je problem u kome je
funkcija cilja konveksna i to je problem konveksnog programiranja. U tom
slucaju je dobijeno reSenje globalni optimum, §to se u ostalim slucajevima
ne moze tvrditi.

Problemi KP se reSavaju na vise nacina. U ovoj tezi su pored komplemen-
tarnog algoritma izloZzene metode unutrasnje tacke i njene modifikacije za
resavanje problema KP. Prakti¢no reSavanje problema KP se svodi na kori-
$¢enje programskih paketa koji su bazirani na ovim metodama. Na primer,
komanda quadprog u MATLAB-u bazira se na metodi unutrasnje tacke.
Primeri koje se nalaze u radu su reseni softverima MATLAB, LINDO i Sol-
ver.

U radu su predstavljene neke primene KP u optimizaciji portfolija. PoSto in-
vestitori pored ostvarenog prinosa i rizika ulaganja cesto zadaju jos nekoliko
ograniCenja, njihovi problemi se Cesto mogu matematicki zapisati u obliku
KP. Konstruisanje optimalnog portfolija je moguce sa ciljem minimizacije
rizika ili maksimizacije prinosa, ali i maksimizacijom Sarpovog koli¢nika sto
predstavlja visak prinosa koji investitor ostvaruje kao kompenzaciju koju do-
bija pogto je spreman da rizikuje. Sve ovo su problemi KP i pomenuti softveri
nude moguénost za njihovo jako brzo reSavanje. Kod optimizacije portfolija
nisu uzeti u obzir trogkovi transakcije ili kratka pozicija, ve¢ su opisani samo
najjednostavniji problemi. Radi pojednostavljenja nije posmatran problem
diverzifikacije, uzete su prvih 5 akcija (u trenutku pisanja ovog master rada)
iz liste S& P 500 indeksa, od kojih su neke iz istog sektora.

Klasi¢ni Markovicov model je tako predstavljen na primeru sa 5 akcija sa
kojima se svakodnevno trguje na Njujorskoj berzi. Ovaj model je bio pr-
vi koji je pokuSavao da uspostavi vezu izmedu pojedinacnih elemenata na
trzistu. Velika mana ovog modela jeste da su podaci isklju¢ivo bazirani na
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istorijskim informacijama. Blek-Litermanov model je malo napredniji jer je
u ograni¢enjima ukljuceno i misljenje investitora o nekim parametrima u bu-
duénosti. To je uradeno samo modifikacijom prvog ograni¢enja. Prema tome,
ovaj model nije slozeniji, a svakako moze da rezultira boljim reSenjem ukoliko
su predvidenja o buduénosti tac¢na. Blek-Litermanov model je predstavljen
na primeru nad istim skupom akcija. U oba slucaja su dati skupovi efikasnih
portfolija koji su ilustrovani u ¢ — r—ravni, pri ¢emu se i vidi razlika kod
prinosa i standardne devijacije.
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Dodatak - MATLAB kodovi

Primer 1 - Konstruisanje optimalnog portfolija po-

mocéu Markovicovog modela u obliku KP

Odredivanje efikasnog portfolija za prinos > 5 %

% Unos podataka

0.0015,
0.0011,
0.014,

0.0062,
0.0064,

—0.0714,

Q= [ 0.0083, 0.0045,
0.0045, 0.0148,
0.0015, 0.0011,
—0.0013, —0.0041,
0.0033, 0.0004,

c =105 0; 0; 0; 0J;

A [ —0.0515, —0.065,

b= [-0.05];

Aeq = [ 1, 1, 1, 1, 1 |;

beq = [1];

Ib = zeros(5,1);

[x, fval] =

prinos =

rizik = fvalx2

Crtanje skupa efikasnih portfolija

% Unos podataka koji su potrebni za funkciju quadprog

Q=1 0.0083, 0.0045,
0.0045, 0.0148,
0.0015, 0.0011,

—0.0013, —0.0041,
0.0033, 0.0004,
c =105 0; 0; 0; 0J;
Aeq = [ 0.0515, 0.065,
1, 1,
R = 0.06;

0.0015,
0.0011,
0.014,

0.0062,
0.0064,

0.0714,
1,

65

—0.0013, 0.0033;
—0.0041, 0.0004;
0.0062, 0.0064;
0.0177, 0.0059;
0.0059, 0.0082 |;
—0.0772, —0.0417 |;

quadprog(Q, ¢, A, b, Aeq, beq, lb)
[0.0515,0.065,0.0714,0.0772,0.0417]*x

—0.0013, 0.0033;
—0.0041, 0.0004;
0.0062, 0.0064;
0.0177, 0.0059;
0.0059, 0.0082 |;
0.0772, 0.0417;
1, 1 ];



11

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

29

30

31

'S

oo -~ =] ot

10

11

12

13

14

Ib = zeros(5,1);
% definicija standardne devijacije, varijanse i prinosa
koji su
% potrebni za crtanje grafika i tabele
xstdev = [];
xvar = |[];
prinos = |[];
% Optimizacija na intervalu (6%,7.7%) sa korakom 0.001
i crtanje grafika
for i = 0:17,
beq = [R + 0.001xi; 1];
[x, fval] = quadprog(Q, ¢, [], [], Aeq, beq, lb);
var fval x2;
stdev = var "~ (1/2);
xstdev = [xstdev, stdev];
xvar = [xvar, var]|;
prinos = |[prinos, R+ 0.001xi];
disp (prinos)
disp (xstdev)
disp (xvar)
disp (x)
(

plot (xstdev, prinos)

end

Primer 2 - Konstruisanje optimalnog portfolija po-
mocu Blek-Litermanovog modela u obliku KP

Odredivanje oéekivanog prinosa koje se koristi u Blek-Litermanovom
modelu

% Unos podataka
ta = 0.1;
= 0.0083, 0.0045, 0.0015, —0.0013, 0.0033;
0.0045, 0.0148, 0.0011, —0.0041, 0.0004;

0.0015, 0.0011, 0.014, 0.0062, 0.0064;
—0.0013, —0.0041, 0.0062, 0.0177, 0.0059;
0.0033, 0.0004, 0.0064, 0.0059, 0.0082 ]|;
P=1[1, 0, 0, 0, O;
0, 0, 1, 0,—1 |;
OMEGA = | 0.00001, O0;
0, 0.0001 |;
= 0.052; 0.03 |;
mut = 0.0273; % Prinos SP 500 indeksa
rf = 0.0158, % Bezrizicni tromesecni prinos
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5 w= | 5.788177;

16 5.194609;

17 4.092266;

18 2.096019;

19 1.682539 |; % Deo SP 500 indeksa koje
cinu posmatrane aktive

20 sigmakvadrat = w. *Qxw;

21 lambda = (mut — rf)/sigmakvadrat;

22 PI = lambda*Qxw;

23 prvideo = ((tauxQ)~(—1) + (P.’) «((OMEGA) ~(—1))*P)"~(—1);
% Za lakse racunanje

2a drugideo = (tauxQ) " (—1)«PI + (P.’) *«((OMEGA) ~(—1)) *q;

25 BLprinos = prvideoxdrugideo;

26 disp (BLprinos)

Crtanje skupa efikasnih portfolija

1 % Unos podataka koji su potrebni za funkciju quadprog
> Q=] 0.0083, 0.0045, 0.0015, —0.0013, 0.0033;
3 0.0045, 0.0148, 0.0011, —0.0041, 0.0004;
0.0015, 0.0011, 0.014, 0.0062, 0.0064;

S

; —0.0013, —0.0041, 0.0062. 0.0177, 0.0059;

6 0.0033, 0.0004, 0.0064, 0.0059, 0.0082 |;
7 ¢ = [0; 0; 0; 0; 0];

s Aeq = [ 0.0513, 0.0351, 0.0422, —0.0076, 0.0163;

0 1, 1, 1, 1, 1]

o R = 0.034;

1 lb = zeros(5,1);

12 % definicija standardne devijacije , varijanse i prinosa
koji su

13 % potrebni za crtanje grafika i tabele

1 xstdev = [];

15 Xvar — [],

16 prinos = |[]|;

17 % Optimizacija na intervalu (3.4%,5.1%) sa korakom
0.001 i crtanje grafika

s for 1 = 0:17,

19 beq = [R + 0.001«i; 1];

20 [x, fval] = quadprog(Q, c, [], [|, Aeq, beq, 1b);
21 var = fval*2;

22 stdev = var " (1/2);

23 xstdev = [xstdev, stdev];

24 xvar = [xvar, var]|;

25 prinos = |[prinos, R+ 0.001xi];

67



26

27

28

29

30

31

disp (prinos)
disp (xstdev)

plot (xstdev, prinos)
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