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Predgovor

Tema rada pripada oblasti teorije igara. Teorija igara predstavlja matema-
ticku teoriju i metodologiju koja se koristi za analizu i resavanje konfliktnih
situacija u kojima ucesnici imaju suprotstavljene interese. Osnovni cilj ove
teorije je pronalazenje optimalne strategije ucesnika pod pretpostavkom da
su racionalni i da razmisljaju strateski. Teorija igara ima veliku primenu u
ekonomskim, pravnim, vojnim i politickim naukama, kao i u svakodnevnom
zivotu.

Ovaj rad se bavi bimatri¢nim igrama. To su vrste igara kod kojih suma ni-
je konstantna, odnosno dobitak jednog igraca, nije jednak gubitku drugog
igraca. Bimatri¢ne igre mogu biti predstavljene u normalnoj ili ekstenzivnoj
formi, a mogu se i prebacivati iz jednog oblika u drugi. Bimatri¢ne igre se
dele na nekooperativne i kooperativne.

Nekooperativne igre su igre u kojima igra¢i ne mogu da se sporazumeva-
ju o izboru najbolje strategije, ili i kada to mogu, njihov sporazum nema
obavezujuc¢u snagu. Resenje bimatri¢nih igara se trazi u tackama strateskog
ekvilibrijuma. Osnovna karakteristika strateskog ekvilibrijuma je da odstu-
panjem igraca od njega, igra¢ moze da ostvari losiji rezultat. Bimatri¢ne igre
mogu imati vise tacaka strateskog ekvilibrijuma. Sve tacke se mogu pronadi,
prosirenjem metode za pronalazenje sedlaste tacke igre nulte sume. Nalazenje
tacaka strateskog ekvilibrijuma bimatri¢nih igara moze se svesti na problem
linearne komplementarnosti. Postupak eliminacije striktno dominiranih stra-
tegija je koristan, jer omogucava svodenje slozenih igara na jednostavnije
oblike, koji su laksi za resavanje. Igrac¢i su racionalni i nijedan igrac¢ nece
odigrati strategiju koja mu je striktno dominirana, jer postoji strategija koja
mu donosi ve¢u dobit, bez obzira koju strategiju bira njegov protivnik. Igrac
ocekuje da je i njegov protivnik racionalan i veruje da ni on neée odigrati
dominiranu strategiju. Na osnovu ove pretpostavke, igra¢ moze obrisati do-
miniranu strategiju iz skupa raspolozivih strategija njegovog protivnika.
Duopol je trziste na kojem dve firme proizvode isti ili slican proizvod i pred-
stavlja primer igara sa jedinstvenom tackom ravnoteze. Razmatrana su tri
modela duopola: Kurnoov, Bertranov i Stakelbergov.

Kooperativne igre su igre u kojima igrac¢i imaju moguénost da se medusobno
dogovaraju i da na osnovu toga odluce o strategiji koju ¢e odigrati. Ako jedna
strana prekrsi dogovor, ona snosi odredene posledice zbog toga. Kooperativne
igre se dele na igre sa transferom dobiti i igre bez transfera dobiti. U igrama
sa transferom dobiti ne postoje ograni¢enja o raspodeli koalicionog dobitka.
[graci se mogu dogovoriti da podele dobit kako bi doslo do sporazuma. U
igrama bez transfera dobiti igra¢ ne moze dati deo dobiti drugom igracu,
kako bi se postigao sporazum izmedu njih.



1 Teorija igara

'Od igranja saha do rasporedivanja vojnih baza po svetu, od razmisljanja
kojoj devojci u baru pri¢i do analiziranja isplativosti ulaska na novo trziste,
od odlucivanja na koju stranu sutirati prilikom izvodenja penala u fudbalu do
razmatranja koncepata prezivljavanja i produzetka vrste u evolutivnoj bio-
logiji i ekologiji. Oblast primenjene matematike koja se koristi u drustvenim
naukama, uglavnom ekonomiji, ali i biologiji, informatici i filozofiji, nazvana
teorija igara, nas uci kako da pristupamo resavanju svih ovih (a i mnogih
drugih) problema[10].

1.1 Osnovni pojmovi u teoriji igara

Fon Nojman i Morgenstern definisu igru na slede¢i nacin:

"Prvo, potrebno je napraviti razliku izmedu apstraktnog koncepta igre
(game) i individualnih igara (plays) te igre. Igra je prosto ukupnost pravila
koja je opisuju. Svaka posebna prilika u kojoj se igra ova igra -na poseban
nacin - od pocetka do kraja jeste jedno igranje. Drugu odgovarajucu razliku
trebalo bi napraviti i za poteze koji su komponente igre. Potez predstavlja
priliku izbora izmedu razli¢itih alternativa, koji bi trebalo da ucini bilo koji
od igraca ili pak neki mehanizam podlozan slucaju, pod uslovima koji su
tacno opisani pravilima igre'[2].

Teorija igara predstavlja matematicku formalizaciju i analizu procesa raci-
onalnog odlucivanja u uslovima gde interesi ucesnika u igri mogu biti usa-
glaseni, delimi¢no u konfliktu, ili u konfliktu, kao i u okolnostima rizika i
neizvesnosti. Sve one situacije u procesu odlucivanja, kada konacno resenje
ne zavisi samo od ucesnika (igraca) koji odluku donosi, nego i od odluka svih
ostalih u¢esnika, analizira teorija igara. Cesto su interesi u¢esnika direktno
sukobljeni. Konfliktne su sve one situacije kada igraci medusobno imaju pot-
puno ili delimi¢no suprotstavljene interese u odlucivanju i svaki igrac zeli da
zauzme poziciju koja je u suprotnosti sa zeljama i namerama drugih (osta-
lih) igraca. Igra¢ moze biti korporacija, tim, drzava, koalicija stranaka, ne
mora uvek biti pojedinac. Igri se mogu dodati odgovarajuca pravila, kojim
se definiSe igra. Pravilima je odreden pocetak igre, broj ucesnika u igri, koje
su strategije igracima na raspolaganju i krajnji rezultat koji ¢e igrac¢ posti¢i
igraju¢i odgovarajuce strategije. U jednoj igri mogu ucestvovati najmanje dva
igraca (igra dva igraca). Ako u igri ucestvuje vise od dva igraca, onda se radi
o igrama vise igraca. Igre mogu biti predstavljene u normalnoj (matriénoj,
strateskoj) formi ili u ekstenzivnoj formi. Normalna forma se koristi za igre
dva igraca, gde igraci povlace poteze istovremeno. Moguéi rezultati igre su



predstavljeni u obliku matrice. Za igre u kojima igrac¢i naizmenic¢no povlace
poteze koristi se ekstenzivna forma. Ekstenzivna forma je graf tipa stablo.
Cilj teorije igara je da se odrede optimalne strategije za svakog igraca. Po-
moc¢u matematickog algoritma vrsi se analiza konfliktnih situacija i odreduje
se razumno ponasanje ucesnika u toku konflikta. Strategija predstavlja skup
instrukcija o tome koje racionalne poteze treba da odigra igra¢ u svakom
zamislivom stanju te igre, uklju¢ujuéi pri tome i ona stanja koja u konkret-
nim realizacijama nece biti dostignuta. Treba razlikovati pojam strategija od
pojma pravila igre. Svaki igra¢ moze da bira strategiju koju ¢e odigrati, dok
su pravila igre striktno nametnuta i njih se igra¢ mora striktno pridrzavati.
Postoje proste i mesovite strategije. Prosta strategija je ako se igra¢ tokom
igre pridrzava samo jedne strategije, verovatnoca izbora te strategije je je-
dan. Ako igra¢ ima moguénost izbora strategije na skupu od n raspolozivih
strategija sa verovatno¢ama pi, ps, ...,pn, tada je re¢ o mesovitoj strategiji i
mora da vazi sledece

Prosta strategija je specijalan slucaj mesovite strategije.

Resenje igre predvida sta ¢e svaki igra¢ u igri uciniti ukoliko se pridrzava
nekog kriterijuma izbora. Rezultat racionalnog izbora pojedinacnih strate-
gija svih igraca je uspostavljanje resenja igre. Termin ravnoteza predstavlja
neku vrstu stabilnosti. Ravnoteza igre je stabilna ako se svaki igrac¢ pridrzava
vlastite strategije ravnoteze i nije mu u interesu da od nje odstupi. Neka je
u;(s) dobitak i-tog igraca u situaciji s. s* je prihvatljiva situacija za i-tog
igraca ako vazi

u;(s) < ui(s”)

gde je s bilo koja situacija. Situacija s* je prihvatljiva za igraca, jer ako se
igrac¢ odluci za bilo koju drugu situaciju, to ¢e mu doneti jednaku ili manju
dobit. Stanje ravnoteze je situacija koje je prihvatljiva za sve igrace. Optimal-
na strategija je strategija koja dovodi igru do stanja ravnoteze. Ravnoteza u
teoriji nekooperativnih igara je stanje, u kojem nijedan igra¢ ne moze da po-
veca svoj dobitak u igri, ukoliko se ostali ucesnici striktno pridrzavaju svojih
ravnoteznih strategija.

Ako je dobitak jednog igraca jednak gubitku drugog igraca u igri dva igra-
¢a, onda se radi o igri nulte sume. Igra nulte sume je specijalan slucaj igara
sa konstantnom sumom, kod kojih je zbir rezultata oba igraca konstantan.
Bimatri¢ne igre su igre kod kojih suma nije konstantna, odnosno dobitak
jednog igraca, nije jednak gubitku drugog igraca. Bimatrica pla¢anja u bi-
matriénim igrama, moze se dekomponovati na dve matrice. Elementi prve



matrice predstavljaju dobitak prvog igraca, a elementi druge matrice pred-
stavljaju dobitak drugog igraca. U bimatriénim igrama resenje se trazi u
tackama strateskog ekvilibrijuma. Ako igraci odstupaju od strateskog ekvi-
librijuma, oni ¢e ostvariti loSiji rezultat. Bimatricne igre mogu imati vise
tacaka strateskog ekvilibrijuma. Za svaku igru nenulte sume postoji tacka
strateskog ekvilibrijuma.

Teorema 1. (Nesova teorema) Svaka igra sa n igraca i sa konacnim brojem
strategija ima najmanje jednu ravnoteznu tacku.

Ta tacka se ¢esto naziva NeSova ravnoteza.

1.2 Istorija teorije igara

Analiticari na osnovu svojih saznanja razlic¢ito lociraju "prapocetke'teorije
igara. Auman i Masler (Aumann & Maschler, 1985) su izneli tezu, da su neki
prapoceci teorije igara bili prisutni u Talmudu. Postoji jedno mesto u Tal-
mudu gde se spominje bra¢ni ugovor. Covek ima tri Zene i sa njima sklapa
brac¢ni ugovor. Bra¢nim ugovorom se preciziraju iznosi koje ¢e svaka zena
dobiti posle njegove smrti. U nacinu raspodele njegove imovine prepoznaju
se neki kriterijumi, koji se koriste u modernoj teoriji kooperativnih igara.
Neki smatraju da se magloviti pocetak razvoja teorije igara moze videti u
Paskalovom pismu (Blaise Pascal, 1632-1662) velikom matemati¢aru Fermau
(Pierre de Fermat, 1601-1665) iz 29. jula 1654. godine. Jedan deo teksta je
posvecen resavanju problema iz teorije verovatnoce. Paskal i Fermao smatra-
ju se osnivac¢ima teorije verovatnoce, koju je kasnije uobli¢io Bernuli.

Veliki filozof Lajbnic (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716) bavio se pro-
blemima hazardnih igara. Dva igraca bacaju dve kocke. Prvi pobeduje ako
dobije ukupno 9 poena, a drugi pobeduje ako dobije ukupno 7 poena. Prvi
igra¢ moze da ostvari 9 poena samo na dva nacina: 3 i 6, 4 i 5. Drugi igrac
moze sa dve kocke da dobije 7 poena na tri nac¢ina: 116, 215, te 31 4. Izgledi
prvog igraca da pobedi drugog predstavljaju samo dve trec¢ine Sanse drugog
igraca. Morgenstern (Morgenstern, 1956) tvrdi da je Lajbnic bio prvi koji je
pravio razliku izmedu igara na srecu i strategijskih igara.

Jedan od vaznijih ranijih radova za razvoj teorije igara je pismo Dzejmsa
Voldgrejva (James Waldegrave, 1684-1741), koje je napisano 13. novembra
1713. godine. On ovo pismo salje markizu Montmortu (Pierre-Remond de
Montmort, 1678-1719) inace matematicaru, koji o tome obavestava Nikolasa
Bernulija (Nicolaus Bernoulli, 1695-1740). U pismu je izloZeno resenje igre sa
kartama, koju igraju dva igraca, tj. minimax resenje u mesovitim strategija-
ma.



U 19. veku pojavljuje se nekoliko znacajnih radova koji su zasnovani na lo-
gici teorije igara. Prve studije teorije igara u ekonomiji predstavljaju radovi:
Kurnoa (Antoine-Augustin Cournot, 1801-1877) iz 1838. godine, Bertranda
(Joseph Bertrand, 1822-1900) iz 1883. godine i poznatog engleskog ekonomi-
ste Edzvorta (Francis Ysirdo Edgewort, 1845-1926) iz 1881. i 1897. godine.
Svi ovi radovi su posveceni analizi uspostavljanja ravnoteze na trzistu dva
preduzeca koja medusobno konkurisu, tj. duopola. Preduzeée u duopolu mo-
ra pazljivo da uzima u obzir racionalno ponasanje svoga protivnika. To je
klasi¢na situacija kada se primenjuje teorija igara.

Svoje tragove u razvoju teorije igara u prvim decenijama 20. veka ostavila je
nekolicina vrsnih analiticara. Emanuel Lasker (Emmanuel Lasker, 1868-1941)
nemacki matematicar, filozof i veliki Sahista, 27 godina je drzao Sampionsku
titulu u Sahu u svojim rukama. Nakon prelaska u SAD 1937. godine intezivno
se bavi proucavanjem Sahovske igre. On koristi termin "borba'(der Kampf)
umesto termina "igra', kako bi naglasio konfliktnost ciljeva igraca kao susti-
nu problema koji analizira. Borba predstavlja interakciju u kojoj ucestvuju
najmanje dva igraca, pri ¢emu jedan ometa drugog. Cilj borbe je uvek is-
ti, pobediti protivnika. Lasker je analizirao koje taktike igraci koriste da bi
u jednoj apstraktno posmatranoj borbi, pobedili svoga protivnika. Tadeus
Kotarbinjski (Kotarbinjski, 1964) navodi neke od strategija koje mogu biti
korisne u borbi:

-obezbediti slobodu kretanja vlastitih snaga i oruda

-ometati Sto je moguce vise slobodu kretanja protivnika

-nastojati paralisati podsisteme u protivnickom sistemu od kojih najvise za-
vise svi ostali, ali istovremeno omoguciti brzu zamenu vlastitog vitalnog pod-
sistema, u slucaju da dode do njegovog paralisanja

-odbrana ne sme, dobrovoljno i bez nuzde, ni po koju cenu da slabi svoju
poziciju .

Nemacki matematicar Cermelo (Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871-
1951) na Petom medunarodnom kongresu matematicara odrzanom 1912. go-
dine analizira Sahovske igre. Dobitnicka pozicija (winning position) je klju¢na
tacka analize. Ukoliko se jedna strana nalazi u pobednickoj poziciji, ona po-
beduje bez obzira kakvu ¢e strategiju odigrati protivnicka strana. Da bi dosao
do resenja Cermelo je koristio postupak unazad. To je postupak u kome se
polazi od kraja igre i onda se ona resava unazad. Ovaj njegov rezultat se
smatra prvom teoremom koja je dokazana u teoriji igara.

Francuski matematicar Emil Borel (Emile Borel, 1871-1956) je prvi upotre-
bio prikaz raspodele dobitaka za konac¢nu antagonisti¢nu igru dva igraca u
matricnom obliku. Bavio se trazenjem metoda koji bi bio bolji od svih osta-
lih(optimalna strategija). Naslutio je minimax teoremu, ali je nije dokazao.

Dzon fon Nojmanov (John von Neumann, 1903-1957) ¢lanak, objavljen 1928.
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godine je fundamentalan rad za razvoj teorije igara. Njegovim objavljivanjem
prethodilo je ¢uveno predavanje 7. decembra 1926. godine, koje je Fon Noj-
man odrzao. Predavanje se odrzalo na zasedanju elitnog i u to vreme svetski
uticajnog getingenskog udruzenja matematicara. U ovom radu izlozen je kon-
cept konacne igre (igra¢ ima na raspolaganju konacan broj strategija) dva
igraca sa nultom sumom (dobitak jednog igraca jednak je gubitku drugog
igrac¢a) i potpunim informacijama (igra¢i raspolazu informacijama o svim
parametrima igre). Dokazao je minimax teoremu. Pomenuti rad predstavlja
prvo izlaganje u kojem se igra u potpunosti predstavlja u matricnoj (normal-
noj) formi. Pojam strategije je definisan u ovom ¢lanku kao skup instrukeija
za svakog igraca u svakoj situaciji, u kojoj igra moze da dospe u zavisnosti
od informacija, koje igra¢ ima na raspologanju u trenutku odlucivanja.
Oskar Morgenstern(Oskar Morgenstern, 1902-1977) pokazao je da pretpo-
stavke o savrSenom predvidanju ekonomskih ucesnika predstavljaju ozbiljan
problem za ekonomsku teoriju i analizu. Savrseno predvidanje je pretpostav-
ka da svaki ucesnik moze da predvidi svaki potez drugih ucesnika. Ovo nije
problem koji se javlja samo u ekonomskoj nauci, nego i u drugim drustvenim
naukama. Godine 1972. je osnovao casopis "International Journal of Game
Theory", koji je visoko specijalizovani matematicki casopis u kojem se isklju-
¢ivo objavljuju radovi koji doprinose razvoju teorije igara.

Zajednicka knjiga Fon Nojmana i Morgensterna, objavljena 1944. godine,
predstavlja prekretnicu u razvoju teorije igara. Sredinom 1941. godine Mor-
genstern pise krac¢i tekst u kojem pokusava da objasni zasto je teorija igara
bitna za analizu ekonomskih problema. Kada je Fon Nojman procitao ovaj
tekst nije bio zadovaljan, jer je smatrao da nije dovoljno razumljiv onima
koji se nisu bavili prouc¢avanjem teorije igara. Sugerise da se tekst prosiri i
da bude jasniji. Nije bio zadovoljan ni sa proSirenom verzijom. U jesen 1941.
godine Fon Nojman predlaze da oni zajedno napisu tekst. Na ovu ponudu
Oskar Morgenstern sa odusevljenjem pristaje. Napisali su jednu ogromnu
knjigu (rukopis je imao 1200 kucanih stranica), tako da se pri¢a o saradnji
nije zavrsila na ¢lanku, kao sto su na pocetku planirali. Knjiga je dobila naziv
"Teorija igara i ekonomsko ponasanje', objavljena je 1944. godine. Fon Noj-
man i Morgestern su dali preciznu matematicku definiciju igre nulte sume sa
dva igraca. Pokazali su da u mesSovitim strategijama ovakve igre uvek imaju
jedinstveno ravnotezno resenje. Medutim to je samo jedna klasa nekoopera-
tivnih igara. Pretpostavili su i jedan nacin resavanja kooperativnih igara, ali
je trebalo dokazati postojanje resenja u opstem slucaju.

Tokom 50-tih i 60-tih godina, pocinje Siroka primena modela teorije igara
u ekonomiji. Teorija igara poc¢inje da se primenjuje i u psihologiji. Psiholozi
pocinju da proucavaju ponasanje ljudi u eksperimentalnim igrama. Ranih 70-
tih, teorija igara pronalazi svoju primenu u evolucionoj biologiji i skoro svim



drustvenim naukama. Nobelova nagrada za ekonomiju za 1994-tu godinu do-
deljena je Dzonu Nesu (John Nash), Dzonu Harsaniju (John C. Harsanyi)
i Rajnhard Zeltenu (Reinhard Selten) zbog njihovog doprinosa unaprede-
nju teorije igara i njene primene u ekonomskoj nauci. Dzonu NeSu osnovni
podsticaj za proucavanje problematike teorije igara je knjiga "Teorija igara
i ekonomsko ponasanje'. Nesa je zanimalo da li postoji ravnozena i u igra-
ma sa nenultom sumom (dobitak jednog igraca nije jednak gubitku drugog
igraca), kada u igri ucestvuje vise od dva igraca i kada se igra¢i ponasaju
nekooperativno (igrac¢i nemaju moguénost da se dogovaraju). Dzon Nes u
novembru 1949. godine $alje kratak tekst Nacionalnoj akademiji nauka (Na-
tional Academy of Sciences) u kojem daje opstu definiciju ravnoteze za igru
u normalnoj (matri¢noj) formi. Dokazao je da svaka igra sa n igraca i sa
konacnim brojem strategija ima najmanje jednu ravnoteznu tacku (equilibri-
um point). U tekstu koji je objavljen 1953. godine, Ne§ obrazlaze postupak
svodenja kooperativnih igara na nekooperativne igre. Na osnovu svega ovoga
dolazi do kompletiranja opste metodologije teorije igara.

1.3 Podela igara

Postoje mnogobrojne podele igara i one ¢e biti navedene u ovom odeljku.
e Podela prema broju igraca:
1. Igra sa jednim igra¢em - ovo je najjednostavniji tip igre. U ovakvim igra-
ma kada u igri ucestvuje samo jedan igrac, ne postoji sukob interesa medu
igracima. Fon Nojman i Morgenstern smatraju da je rigidno komunisticko
drustvo primer igre sa jednim igracem. Drzava odreduje strukturu raspodele
u takvom drustvu i ona ne podleze bilo kakvoj raspavi. Pojedinci se u ovom
drustvu ne mogu posmatrati kao igraci, jer su konfliktni interesi izmedu njih
i buduce koalicije unapred iskljuceni.
2. Igra sa dva igraca - najvise se koristi u teoriji igara i u svakodnevnom zi-
votu. Sah je igra sa dva igraca, kao i neke igre kartama, kao i brojni sportovi
sa dva tima (svaki od timova predstavlja jednu koaliciju). Cesto se mnoge
igre svode na igre sa dva igraca radi lakSeg racunanja.
3. Igra sa visSe igraca - predstavlja igru u kojoj ucestvuje vise od dva igraca.
Ove igre se Cesto sre¢u u ekonomiji.

e Podela prema prisustvu ili odsustvu elemenata slucajnosti:
1. Igre na sre¢u — igra¢ ne moze uticati na ishod igre
2. Strateske igre — ishod igre zavisi od sposobnosti igraca

e Podela u odnosu na broj raspolozivih strategija:
1. Konacne igre — igra ima konacan broj poteza. Svaki igra¢ na pocetku igre



procenjuje koju strategiju ¢e odigrati njegov protivnik i na osnovu toga do-
nosi odluku koji potez da povuce.
2. Beskonacne igre — svaka strategija ima beskonacan broj poteza. Ne postoji
strategija koja dovodi do pobede.

e Podela prema informacijama o potezima koje povlaci protivnik:

1. Igra sa potpunim informacijama — igra¢ ima sve informacije o potezima
koje povlaci njegov protivnik. Sah je tip igre sa potpunim informacijama.

2. Igra sa nepotpunim informacijama — igracu su nepoznati potezi njegovog
protivnika. Poker je tip igre u kojoj se ne zna koje karte u ruci ima protivnik.
Najvec¢i broj igara koje opisuju realne konfliktne situacije u ekonomiji jesu
igre sa nepotpunim informacijama, posto su tajnost i neoc¢ekivane aktivnosti
protivnika ¢esto najvazniji elementi konfliktne situacije.

e Podela prema odnosu izmedu igraca:

1. Kooperativne igre — igrac¢i imaju moguénost da se medusobno dogovaraju
i da na osnovu toga odluce o strategiji koju ¢e odigrati. Ukoliko jedna strana
prekrsi dogovor, ona snosi odredene posledice zbog toga.

2. Nekooperativne igre - igra¢i ne mogu da se sporazumevaju o izboru najbo-
lje strategije, ili i kada to mogu, njihov sporazum nema obavezujuéu snagu
da se moraju pridrzavati toga dogovora.

e Podela prema rezultatu igre:

1. Igre nulte sume — rezultat igre je takav da je dobitak jednog igraca jednak
gubitku drugog igraca.

2. Igra nenulte sume — dobitak jednog igraca nije jednak gubitku drugog
igraca. U igrama nenulte sume moze se desiti da svi igraci budu dobitnici, ali
ponekad i gubitnici. U kooperativnim igrama, igrac¢i mogu da se dogovaraju
oko strategija, tako da u tim igrama svi igrac¢i mogu biti dobitnici.

e Podela prema nacinu predstavljanja:

1. Ekstenzivna forma je graf tipa stablo i koristi se u igrama gde protivnici
naizmenicno povlace poteze. Igrac¢i mogu da imaju nepotpune, ili potpune in-
formacije o prethodnom potezu protivnika. Stablo je acikli¢ni graf. U njemu
su svi ¢vorovi i grane povezani na odogvarajuéi nacin. Koren stabla je ¢vor
kome ne prethodi nijedan drugi ¢vor i on je jedinstven. Jedan ili vise ¢vorova,
koje ne sledi nijedan drugi ¢vor se nazivaju listovi. Postoji jedinstven put od
korena do bilo kog lista kroz stablo. Roditelj je naziv évora koji prethodi
jednom broju ¢vorova, a deca je naziv za ¢vorove koji ga slede. Stablo igre
predstavlja mogucée opcije koje igrac¢ ima na raspolaganju. U svakom ¢voru
stabla igra¢ donosi odluku koji ée potez da povuce. Dolazak u terminalni ¢vor



predstavlja kraj igre. Igra se zavrsava dolaskom u terminalni(krajnji) ¢vor.
U terminalnom ¢voru moze se videti rezultat igre, koji nastaje kao posledica
izabranih poteza.

2. Normalna (matri¢na) forma — igre dve strane. U igrama u matri¢noj formi
igraci u istom trenutku povlace poteze i u tom trenutku nemaju informacije
o potezima koje povlaci njihov protivnik. Ishod igre se predstavlja u obliku
matrice. Vrste matrice predstavljaju raspolozive strategije prvog igraca, a
kolone raspolozive strategije drugog igraca. Igra u normalnom obliku moze
biti predstavljena i u bimatri¢noj formi. Igre nenulte sume se predstavljaju
u obliku bimatri¢ne forme. Elementi bimatrice su uredeni parovi.

3. Forma karakteristicne funkcije - kooperativne igre se predstavljaju u ovoj
formi. Karakteristicna funkcija igre svakoj koaliciji pridruzuje jednu vrednost.
Ako imamo igru od n igraca, koalicija predstavlja svaki podskup ovog skupa.
Ako u koaliciji ne ucestvuje nijedan igrac, karakteristicna funkcija pridru-
zuje igri vrednost nula. Karakteristi¢na funkcija pridruzuje koaliciji ukupnu
mogucu vrednost igre, ako se u koaliciji nalaze svi igraci.

1.4 Matricéne igre nulte sume

Matri¢na igra nulte sume predstavlja igru dva igraca, u kojoj je dobitak
jednog igraca jednak gubitku drugog igraca. Igra dva igraca sa nultom su-
mom je najjednostavniji tip strateske igre. Igrac¢ I je izabrao strategiju a;,
1 = 1,2,...,m iz skupa svojih raspolozivih strategija, u isto vreme igrac II
odgovara jednom od svojih strategija b;, j = 1,2, ...n. Ishod ove igre predsta-
vlja dobitak za igraca I ¢;(a;,b;), a gubitak cr7(a;,b;) za igraca I1. Uslov nulte
sume kaze da je zbir dobitka prvog igraca i gubitka drugog igraca jednak
nuli, tako da vazi

cI(ai,bj)—i-cH(ai,bj) =0.

Uvodi se nova oznaka za dobitak igraca I

cr(agb;)= C(as, b;)

pa sledi

C[[(ai,bj): - C(ai, b])

Cilj igraca I je maksimizacija funkcije C'(a;, b;), odnosno njegovog dobitka,
a igraca Il minimizacija te iste funkcije, tj. njegovog gubitka. Svaki igrac¢ bira



po jednu promenljivu od koje zavisi funkcija C'(a;, b;), tj. igrac I bira strategi-
ju a;, aigrac II strategiju b;. Ako se poznaje samo jedna od strategija, ne moze
se pretpostaviti rezultat igre. Tek kada budu poznate strategije oba igraca,
rezultat igre vise nece biti neizvestan. Neprazan skup X={ay, as, ...a,, } pred-
stavlja strategije igraca I, a neprazan skup Y = {by,ba, ..., b,} predstavlja
strategije igraca II. Matrica pla¢anja Z je funkcija definisana na Dekartovom
proizvodu X x Y,

211 Z12 AT )
221 k22 .- Z2n
J =
_Zml Zm2 ... Zmn_

gde je z;; = C'(a;, b)), pri ¢emu C(a;, b;) predstavlja dobitak igraca, ako igrac
I bira i-tu strategiju a;, a igrac¢ II j-tu strategiju b;. Ako je z;; pozitivan broj,
onda on predstavlja dobitak igraca I, a gubitak igraca II, posto se radi o igri
nulte sume. Ako je z;; negativan broj, onda je igra¢ I na gubitku, a igrac¢ II
na dobitku. Ukoliko igrac¢ I izabere i-tu strategiju a;, njegov sigurni dobitak
je

Qi = min z;;.
J

Njegova isplata ne moze biti manja od «;, bez obzira koju strategiju bira
igrac II. Igrac I zeli da maksimizira isplatu, zbog toga bira strategiju koja ¢e
maksimizirati njegov siguran dobitak

Q= max min z;;.
i

Nivo bezbednosti igraca I predstavlja a. Ako igrac II izabere j-tu strategiju
b;, njegov maksimalan gubitak ¢e biti

B = mlax Zij,

bez obzira koju strategiju bira igrac I. Igrac II Zeli da minimizira taj gubitak.
Nivo bezbednosti igraca II predstavlja

[ = min max z;;.
J 7

Uvek vazi da je a < f5.
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1.4.1 Proste matricne igre

Proste matri¢ne igre su matri¢ne igre nulte sume sa sedlastom tackom.
Sedlasta tacka je minimalan elemenat i-tog reda i maksimalan elemenat j-te
kolone matrice placanja Z.

Definicija 1. Par (i*,j*) je sedlasta tacka matrice placanja Z, ako vazi
Vi=1,2,..miVj=12..n

Zigr < Zimjr < Zjnj
Sedlasta tacka predstavlja optimalno resenje igre

max min z;; = minmax 2;; = Zj«j«.
7 ] J (2

Ako igraci odstupaju od ove strategije, igra¢ I moze imati manji dobitak, a

igrac II veéi gubitak.

1.4.2 Mesovite matri¢ne igre

Mnoge matricne igre ne poseduju sedlastu tacku. Teorema minimaksa
daje optimalno resenje igre, koja ne poseduje sedlastu tacku.

Teorema 2. (Teorema minimaksa) Za svaku konacnu igru dva igraca nulte
sume vazi:

-realan broj v predstavlja vrednost igre

-postoji mesovita strategija koja igracu I osigurava najveci ocekivani minimal-
ni dobitak, koji je jednak vrednosti igre v bez obzira za koju ce se mesovitu
strategiju odluciti igrac I

-postoji mesovita strategija koja igracu Il osigurava najmanji ocekivani mak-
simalni gubitak, koji je jednak vrednosti igre v, bez obzira koju ce meSovitu
strategiju odigrati igrac I

-bilo koja matricna igra sa matricom placanja Z ima sedlastu tacku u prosto-
ru mesovitih strategija, drugim recima postoje vektori verovatnoca p i q takvi
da vazi

max min p’ Z¢ = min max p’ Zq = v.
P4 a p
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Ako je v porzitivan broj, onda on predstavlja dobitak igraca I, a ako je
negativan onda predstavlja dobitak igraca II. Ako je v nula, onda se radi o
fer igri. Vektor verovatnoéa p = (py, pa, ..., pm)? predstavlja vektor mesovitih
strategija igraca I, pri ¢emu je p; verovatnoca da c¢e igra¢ I odigrati i-tu

m
strategiju a; i treba da vaZi Y. p; = 1. Vektor verovatnoéa q = (q1, ¢z, ..., gn)*
=1

1=
predstavlja mesovitu strategiju igraca II, gde g; predstavlja verovatnocu da
n

igrac II odigra j-tu strategiju b;, pri ¢emu vazi . ¢; = 1.

j=1
Matri¢ne igre ve¢ih dimenzija se ¢esto mogu svesti na igre manjih dimenzija
koriséenjem postupka dominacije strategije. Ovaj postupak u teoriji igara

omogucava da se matrice velikih dimenzija svedu na jednostavniji oblik.

Definicija 2. Strategija u i-tom redu matrice placanja Z = (z;;) (striktno
dominira) dominira nad strategijom u k-tom redu, ako je (2;; > zkj), Zij > 2k;
za, svako 7.

Dominirajuéa strategija je strategija u i-tom redu, a dominirana strategija
je strategija u k-tom redu. Igracu I nije u interesu da odigra dominiranu
strategiju, jer mu to donosi manji dobitak, tako da se dominirana strategija
moze izbrisati iz skupa raspolozivih strategija.

Definicija 3. Strategija u j-toj koloni matrice placanja Z = (z;;) (striktno
dominira) dominira nad strategijom u k-toj koloni, ako je (zij < zik), Zij < Zik
za svako 1.

Strategija u j-toj koloni je dominirajuca, a u k-toj koloni je dominirana,
tako da se k-ta kolona moze izbrisati iz skupa raspolozivih strategija i na taj
nacin se dimenzija matrice pla¢anja smanjuje.

1.5 Primena teorije igara

Teorija igara ima veliku primenu u ekonomiji, pravu, vojnim naukama,
politici, biologiji, sociologiji, medicini, socijalnoj psihologiji kao i u mnogim
drugim oblastima.

1.5.1 Primena u vojnim naukama

U oblasti vojnih nauka, teorija igara je imala veliku primenu. Neke od
igara koje su pronasle primene u vojnoj nauci su: 'Bitka u Bizmarkovom
moru", "[gra zastrasivanja', "Kubanska kriza"i "Eliminisanje odstupnice".
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Bitka u Bizmarkovom moru

Bitka u Bizmarkovom arhipelagu koja je vodena od prvog do ¢etvrtog marta
1943. godine je primer primene igara nulte sume u oblasti vojnih nauka. Bit-
ku su vodili Amerikanci, uz pomo¢ vazduhoplovnih snaga Australije, protiv
Japanaca. Do Amerikanaca stizu obavestajni podaci da Japanci nameravaju
da premeste svoje trupe iz luke na krajnjem istoku Nove Britanije u novu
luku u Novoj Gvineji. Postoje dva nacina da se prede ovaj put: jedan je uz
severni deo Nove Britanije koji je kraci, ali su smanjeni uslovi vidljivosti na
ovom putu, a drugi je duzi uz juzni deo Nove Britanije i tu su klimatski uslo-
vi takvi da obezbeduju bolju vidljivost. Put traje tri dana, bez obzira koji
nacin prelaska puta izaberu. Americka komanda je razmatrala da li izvidace
i ostale vazduhoplovne snage da smesti na severnoj ili juznoj ruti. Ako kon-
voj bude otkriven, on ¢e biti bombardovan, sve dok ne stigne do nove luke.
Ukoliko su americki avioni i japanski konvoj smesteni na razli¢itim rutama,
konvoj nece biti odmah otkriven. Amerikancima ¢ée biti potrebno neko vre-
me da otkriju konvoj i angazuju avione. Podaci u matrici predstavljaju dane
bombardovanja.

Severna putanja | Juzna putanja
Severna putanja (2, -2) (2,-2)
Juzna putanja (1,-1) (3, -3)

Igrac I predstavlja americke snage i njegove strategije date su horizontalno, a
igrac II predstavlja japanske komande i njegove strategije date su vertikalno.
Radi se o igri nulte sume, dobitak jednog igraca jednak je gubitku drugog
igraca i igrac¢i svoje odluke donose istovremeno. Ako se konvoj bude kretao
severnom linijom i americke trupe su smestene na ovoj liniji. Americke tru-
pe ¢e za jedan dan otkriti konvoj i bombardovaée ga u uslovima smanjene
vidljivosti. Japanska komanda ¢e dva dana biti tesko bombardovana. Ako su
trupe smestene na razli¢itim putanjama, americke trupe na severnoj putanji,
a konvoj na juznoj, bi¢e potrebno vise vreme da se konvoj otkrije. Kada ot-
kriju konvoj, preusmeri¢e snage i nakon toga sledi bombardovanje uz odlicnu
vidljivost. Japanski konvoj ocekuje bombardovanje u trajanju od dva dana uz
velike gubitke. Najbolja situacija za japanski konvoj je da se kre¢u severnom
putanjom, a da su Amerikanci na juznoj putanji, tada bi doslo do kratkog
bombardovanja u trajanju od jednog dana uz najmanje gubitke, zbog uslova
slabe vidljivosti. Najlosiji rezultat za Japance je da krenu juznom putanjom
i da su Amerikanci na toj putanji. Amerikanci ¢e brzo otkriti konvoj i tada
dolazi do bombardovanja u trajanju od tri dana u uslovima odli¢ne vidlji-
vosti. Konvoj ¢e tada imati najvece gubitke. Ako posmatramo situaciju iz
ugla americke komande, vidimo da za nju ne postoji dominirajuca strategija,
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odnosno ne postoji strategija koja dovodi do boljeg rezultata, bez obzira na
to koju strategiju bira japanska strana. Ako posmatramo iz ugla japanske
komande vidimo da je juzna putanja slabo dominirana strategijom severne
putanje. Posto su igraci racionalni, oni nece odigrati strategiju koja je slabo
dominirana nekom drugom strategijom. Ravnotezna tacka ove igre je severna
putanja - severna putanja. Iz istorije znamo, da se ova bitka ovako i odigrala.
Konvoj je krenuo severnom putanjom, na toj putanji su bile i americke tru-
pe. Otkriven je odmah prvog dana i Zestoko bombardovan. Japanci su imali
velike gubitke, ali odluku njihovog komandanta opravdava teorija igara.[2]

Igra zastrasivanja

U igri zastrasivanja ucestvuju dva igraca. Igrac I je drzava branilac, a igrac I1
drzava napadac. Predstavljamo igru u ekstenzivnoj formi i ona se odvija u tri
etape. Drzava branilac na osnovu politickih desavanja i razli¢itih nagovestaja
moze da uoci da li joj preti opasnost. Drzava napadac¢ moze da preti na razli-
¢ite nacine drzavi braniocu. U pocetku igrac¢ II samo preti i ne povlac¢i nijedan
konkretan potez protiv igraca I . Tek nakon uocavanja pretnje, igra pocinje i
prva je na potezu drzava branilac. Drzava branilac ima na raspolaganju dve
strategije: niSta da ne poduzme, ili moze da zapoc¢ne mobilizaciju vojne sna-
ge. Ako se drzava branilac odluci za mobilizaciju, onda drzava napadac¢ moze
na mobilizaciju da reaguje, ili da ne uradi niSta. Ukoliko drzava napadac¢ ne
reaguje na mobilizaciju, onda se igra zavrsava sa rezultatom A. Mobilizacija
odvraca potencijalnog napadaca od napada. Ako drzava napadac¢ odluci da
napadne drzavu branioca, tada branilac ima na raspolaganju dve strategije,
ili da se preda (tada igra zavrsava rezultatom B), ili da napadne napadaca
svim raspolozivim sredstvima (tada igra zavrsava rezultatom C).

Igra je sekvencijalna, igraci ne donose poteze u isto vreme. Ovaj model je
testiran na istorijskim primerima od 1885. godine i doslo se do sledeéih re-
zultata: 58 slucajeva je zavrseno sa rezultatom A, rezultatom B 10 slucajeva,
a 14 slucajeva rezultatom C . Najveéi broj slucajeva je zavrsio tako da, kada
je drzava branilac pokazala otpor, napadaci su odustajali od rata. Iz svega
ovoga dolazi se do zakljucka da Sto se branilac snaznije sprema za otpor,
manja moguc¢nost je da ¢e do rata doci. Uvek postoje izuzeci. Ako napadac
ima posebno izrazene interese da dode do sukoba, ili ako je velika razlika u
vojnoj snazi, moze do¢i do sukoba.[2]
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1 (Branilac)

mobilizacija
2 (Napadac)
ne deluje

A 1 (Branilac)

predaja tvrda borba

Slika 1: Igra zastrasivanja

Kubanska kriza

Do kubanske krize je doslo u oktobru 1962. godine. Americka obavestajna slu-
zba je na Kubi otkrila instalacije za rakete koje su imale nuklearno punjenje.
Nakon ovog otkri¢a Kenedijeva administracija donosi odluku o pomorskoj
blokadi sovjetskih ratnih brodova, koji su nosili delove za ovaj sistem. Ova
situacija je predstavljena u obliku igre sa dva igraca: SAD i Sovjetski Savez.
SAD predstavlja igraca I i njegove strategije date su horizontalno. Sovjetski
savez predstavlja igraca II i njegove raspolozive strategije date su vertikalno.
SAD ima na raspolaganju dve strategije: pomorsku blokadu, ili da avion-
ski napadne raketna postrojenja na Kubi. Sovjetski Savez moze da obustavi
plovidbu ka Kubi i povuce se, ili da nastavi plovidbu po ceni sukoba.

Kubanska kriza opisno

Povlacenje Nastavak plovidbe
Pomorska blokada | Kompromis Sovjeti pobeduju
Avionski napadi | SAD pobeduje Nuklearni rat

Kubanska kriza numericki

Povlacenje | Nastavak plovidbe
Pomorska blokada (3, 3) (2, 4)
Avionski napadi (4, 2) (1, 1)
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Ova igra ima dve tacke Nesove ravnoteze (4, 2) i (2, 4). Struktura isplate igre
pokazuje da se isplati napasti, samo ukoliko protivnik odlu¢i da se povuce.
Kubanska kriza je zavrsila kompromisnim rezultatom, iako je teorija igara
ovakav ishod smatrala malo verovatnim. Oba igraca u sukobu treba da budu
svesni i spremni na rizik nuklearnog rata, da bi kompromisno resenje bilo
stabilno. Ako je jedan igra¢ spreman da se nosi sa rizikom da dode do nukle-
arnog rata, a drugi nije, tada prvi igra¢ pobeduje. Ukoliko nijedan igrac¢ nije
spreman da se nosi sa ovim rizikom, nije moguce uspostaviti stabilno resenje
igre. Stabilno reSenje igre se moze uspostaviti pomocu politike zastrasivanja.
Ako oba igraca prate politiku pretnje odmazdom, tada ¢e doc¢i do kompro-
misnog resenja kao posledica ravnoteze straha.[2]

1.5.2 Primena u politickim naukama

Teorija igara ima veliku primenu i u politickim naukama. Primer koji
nam to pokazuje je Samari¢aninova dilema. Dzejms Bjukenen (James M.
Buchanan, 1919-2013) je 1975. godine objavio ¢lanak Samari¢aninova dilema,
u kojem ukazuje da veliki broj gradana neke zemlje zivi od socijalne pomo¢i
i da taj broj raste. Ovaj problem ukazuje na to da nesto nije u redu sa
sistemom podsticaja. Igra se sastoji od dva igraca. Igra¢ 1 je Samari¢anin
koji ima na raspolaganju dve strategije: strategija L da ne pomogne igracu
2 i druga strategija R je da pomogne igracu 2. Igrac¢ 2 je osoba koja ocekuje
pomo¢. On ima na raspolaganju takode dve strategije: prva je 1 da radi i
druga je r da ne radi nista i ¢eka pomo¢. Matrica pla¢anja izgleda ovako:

L
R|(4,3)] (34

Vrednost 1 u matrici oznacava najnizu korisnost koju to stanje donosi igracu,
a vrednost 4 oznacCava najveéu korisnost igracu. (1,1) predstavlja situaciju,
koja nije povoljna ni za za prvog ni za drugog igraca. Tacka (R, r) je tacka
strateskog ekvilibrijuma u ovoj igri. Igra¢ 1 se ponasa kao Samari¢anin, a
igrac 2 ne radi nista. Strategija R je dominantna za igraca 1, jer je 4>21 3>1.
Strategija L je dominirana strategijom R. Ako su igraci racionalni, igrac¢ 2
¢e eliminisati strategiju L iz skupa dopustivih strategija igraca 1. Igrac 2 je
svestan toga i odgovara strategijom r. Zasto neko da radi, kada unapred zna
da ¢e dobiti pomo¢. Dolazi do dileme, kao posledica toga, da pomo¢ nekada
moze imati negativan uticaj na osobu, kojoj se pomaze. U ljudskoj prirodi
je da pomogne onome, kome je pomo¢ neophodna. Moze se uociti veli¢ina
ovog problema, ako ga predstavimo u slede¢em kontekstu. Pretpostavimo da
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je pomo¢ koju prvi igra¢ daje drugom igra¢u obrnuto proporcijalna dohotku
koji igra¢ 2 zaraduje (Sto igra¢ 2 manje zaraduje veéu pomo¢ dobija). U ovom
slucéaju igra¢ 2 nema motivaciju da radi. Ova situacija ima negativan efekat
i na drustvo, jer se povecava broj onih koji o¢ekuju pomo¢. Ovaj tip igre se
naziva aktivna samari¢anska dilema. Postoji i pasivna samari¢anska dilema,
¢ija matrica pla¢anja ima slede¢i oblik:

L |42 (1,1)
R [(23) | (3,4)

U ovoj igri ni za igraca 1 ni za igraca 2 nema dominirajuce strategije. Igra
ima dve tacke Nesovog ekvilibrijuma (L,1) i (R,r). Ukoliko igra¢ 1 oc¢ekuje da
¢e igra¢ 2 raditi, spreman je da mu pomogne. Postoje razli¢iti nacini da se
prevazide ova dilema. Jedna od ideja je bila da drzava intervenise. Drzava
moze da uvede posrednika, koji ¢ée pratiti ponasanje igraca 2.[2]

1.5.3 Primena u pravu

Posmatramo situaciju u kojoj pojedinac razmislja da li da se upusti u
kradu, koja moze da mu donese zaradu od milion dolara. Ako odluci da se
upusti u kradu, postoji moguc¢nost da ne bude uhvac¢en i u ovom slucaju
mu se krada ¢ini kao racionalna moguénost da na brz nacin dode do novca.
Medutim ova opcija je previse optimisti¢na i na nju se racionalan kradljivac
nece previse oslanjati. Kradljivac je svestan toga da ¢e biti trazen i verovatno
uhvacéen od strane policije. Posle toga sledi sud gde mora da odgovara za svo-
ja dela, kao i zatvorska kazna. Kradljivac postavlja sebi pitanje: da li postoji
mogucénost potkupljivanja policije. Ako je policija korumpirana, u slucaju da
ga uhvate dac¢e im jedan deo novca, oni ¢e ga pustiti i ne¢e odgovarati za
kriviéno delo koje je pocinio. U ovoj situaciji dolazi do pregovoranja, koliko
novca od ukradene sume treba dati policiji, da ga ne prijave. Tada dolazi do
pojave igre pregovaranja. Postoji i druga opcija za policajca, ako nije korum-
piran. On moze da privede kradljivca i da ne uzme odredenu sumu ukradenog
novca. Policajac ¢e u ovom slucaju ostvari nulti dobitak. Zatvorske kazne za
utvrdenu kradu su razlicitog stepena u zavisnosti od tezine kriviénog dela.
Da li visina zatvorske kazne moze imati uticaj na visinu iznosa mita, koju
treba lopov da da policiji? Ako je kazna velika, policajac moze traziti veci
iznos mita. Ovakvo ponasanje nije realisti¢no, zato sto je kradljivac svestan,
da ukoliko ga policajac prijavi, policajac ne¢e dobiti mito i njegov dobitak
¢e biti nula, Sto znaci da takvo ponasanje nije u njegovom interesu. Pretnja
kaznom je nerealna, bez obzira kolika je predvidena zatvorska kazna. Visina
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iznosa mita nema veze sa duzinom zatvorske kazne. Kradljivac ¢e se ipak
odluciti za kradu, ako je siguran da ¢e policajac uzeti mito. Ovim primerom
se pokazuje da nivo predvidene zatvorske kazne nece spreciti kriminalno po-
nasanje, ako je policija sklona uzimanju mita. Do efikasnog resenja se mora
do¢i na drugi nacin.[2]

1.5.4 Primena u ekonomiji

Teorija igara je nasla veliku primenu i u ekonomiji. Nesova ravnoteza se

koristi za analizu raznih ekonomskih situacija: opis ponasanja monopola, opis
ponasanja duopola, aukcije, problemi javnih dobara, osiguranje i dr.
Prvi primer primene teorije igara u ekonomiji je borba za trziste. Postoje dve
radio-stanice u gradu i one treba da donesu odluku koju ¢e muziku pustati.
Obe radio-stanice imaju isti cilj da ostvare sto vece trzisno ucesée. One mogu
da emituju rok, dzez ili bluz muziku. Ovo je igra sa konstantnom sumom.
Matrica igre ima sledeci oblik:

Rok Dzez Bluz
Rok | (55, 45) | (30, 70) | (50, 50)
Dzez | (75, 25) | (50, 50) | (70, 30)
Bluz | (50, 50) | (25, 75) | (45, 55)

Igra se moze resiti pomocu veé¢ poznatih metoda i reSenje igre je dzez-dzez,
obe radio-stanice ¢e emitovati dzez muziku. To je strategija koja c¢e rezul-
tirati podelom trzista. Zbir isplate prve i druge radio-stanice je 100. Kako
je ovo igra konstantne sume, ona se moze transformisati u igru nulte sume,
radi lakSeg resavanja. To se postize tako sto se pronade aritmeticka sredina
isplate igrac¢a. Matricu igre transformisemo u slede¢u matricu u kojoj vredno-
sti predstavljaju dobitke (odnosno gubitke) igraca 1, koji su iznad (odnosno
ispod) vrednosti aritmeticke sredine. Ako se prvi igra¢ odluc¢io da emituje
dzez muziku, a drugi rok, njihova dobit iznosi (75, 25), aritmeticka sredina

je 50. U transformisanoj matrici, dobitak prvog igraca ¢e iznositi 25, jer je
75-50=25.

Rok | Dzez | Bluz
Rok 5 -20 0
Dzez | 25 0 20
Bluz 0 -25 -5

Za resenje ove igre koristi se maxmin kriterijum i opet se dobija da je reSenje
dzez-dzez. Ponekad transformacija igre sa konstantnom sumom u igru nulte
sume olaksava pronalazak resenja.[2]
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Primer kartela pokazuje jednu klasi¢nu ekonomsku situaciju. Karteli su
oblik sporazumnog udruzivanja istorodnih firmi konkurenata koji time (udru-
zivanjem u kartel) postaju monopol. Clanice kartela su potpuno samostalne
i nezavisne u svom poslovanju, ali su obavezne postovati odredbe sporazuma
o kartelu sve vreme postojanja kartela. OPEC je kartel zemalja proizvodaca
nafte. Kartel se dogovorio o kvotama koje svaka zemlja ¢lanica OPEC-a treba
da ispostuje. Saudijska Arabija je ¢lanica ovog kartela. Ona ima ogromne re-
zerve nafte i nize troskove eksploatacije, sto je ¢ini najjacom c¢lanicom u ovoj
igri. Igraci imaju dve mogucnosti: da se pridrzavaju kvota, ili da ih otvoreno
krse. Imamo slede¢u matricu isplate:

Krsenje kvote | Pridrzavanje kvote
Krsenje kvote (2, 2) (6, 3)
Pridrzavanje kvote (1, 7) (4, 4)

OPEC-a je igrac¢ I i njegove strategije su date horizontalno, a igrac¢ II je Sa-
udijska Arabija i njene strategije su vertikalno. Prva komponenta uredenog
para u matrici predstavlja vrednost dobitka igraca I, a druga komponenta
vrednost igraca II. Ako i prvi i drugi igrac¢ odluce da krse kvotu i povec¢avaju
proizvodnju, to dovodi do pada cene i porasta ponude nafte na trzistu. U
tom slucaju obe strane ostvaruju skroman profit (2, 2). Ukoliko se OPEC-a
ne pridrzava kvote, a Saudijska Arabija pridrzava, tada OPEC-a ostvaruje
veliki profit 6, a Saudijska Arabija umeren 3. Ako se Saudijska Arabija ne pri-
drzava kvota, a OPEC-a da, tada Saudijska Arabija ima izuzetno visok profit
7, a OPEC-a veoma skroman profit 1. Ako se obe strane pridrzavaju kvota,
one ostvaruju prosecan profit (4, 4). Vidimo da je za OPEC-u dominantna
strategija krsenje kvote, jer je 2>1 i 6>4. Strategija pridrzavanje kvota je
dominirana strategijom krsenje kvota i nju mozemo eliminisati. ReSenje igre
zavisi od odluke Saudijske Arabije. Ako Saudijska Arabija poznaje strukturu
igre i moze da predvidi odluku kartela, onda je za nju najpovoljnije da se
pridrzava kvota. Saudijska Arabija kao racionalan igrac¢, brise iz skupa ra-
spolozivih strategija OPEC-a, strategiju pridrzavanja kvota. Bira strategiju
pridrzavanje kvote, jer je 3>2. U ovom slucaju igra se zavrsava ravnoteznim
rezultatom (6, 3).[2]
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2 Bimatricne igre

Bimatri¢ne igre su igre dva igraca kod kojih suma nije konstantna, odno-

sno nije jednaka nuli, tj. dobitak jednog igraca nije jednak gubitku drugog
igraca. Ovo su igre nenulte sume ili igre opste sume i one se mogu definisati
u normalnoj (strateskoj formi) ili u ekstenzivnoj formi.
Osnovna podela bimatri¢nih igara je na: nekooperativne i kooperativne igre.
Kod nekooperativnih igara, igrac¢i ne mogu da se dogovaraju oko izbora naj-
bolje strategije, ili ako se dogovore, nijedna strana nije obavezna da se pri-
drzava sporazuma. Kod kooperativnih igara, igrac¢i imaju mogucénost da se
dogovaraju oko strategija i ako dode do nekog sporazuma, obe strane su oba-
vezne da ga se pridrzavaju. Kooperativne igre se dele na one kod kojih je
dozvoljen slobodan prenos (transfer) dobitka od jednog igraca do drugog i
na one kod kojih taj prenos nije dozvoljen.

2.1 Normalna forma bimatricnih igara

Normalnu formu igre nenulte sume definisu dva konac¢na skupa ¢istih (pro-
stih) strategija X i Y, x € X za igraca I, y € Y za igraca II i dve realne
funkcije uy (z,y) 1 ua(z,y), koje su definisane na skupu X x Y i predstavljaju
rezultate igre igraca I i igraca II. Ako prvi igrac¢ izabere strategiju = € X, a
drugi igrac izabere strategiju y € Y, tada rezultat prvog igraca iznosi u; (z, y),
a drugog igraca us(x,y). Igra nenulte sume se modelira pomocéu bimatrice
placanja C. Elementi bimatrice C' su uredeni parovi (uy(z,y),us(x,y)). Broj
redova matrice C je jednak broju strategija igraca I, a broj kolona predstavlja
broj strategija igraca II.

[(ur(2, y1), ua(2,y1)  (wal@n, y2), ua(21,92)) oo (w21, yn), u2(21, Yn)) ]

(ur(z, 1), uz(22, 1)) (ur(xo,y2), uz(22,92)) ... (ur(w2,Yn), u2(T2,Yn))
C —

(2 (s 1), 02T 1)) (102 (s 2 02T 2)) e (2 (s ) 02T )

Ukoliko se oznaci
Qij=u1 (il?i,yj)
i
bz‘j:u2 (xiayj)
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tada se matrica C' moze predstaviti na slede¢i nacin:

[ (Cl117 bll) (012, blz) (alna bln) 1
(&21, b21) (a22, b22) (a2n7 bZn)
C p—
_(amla bml) (am27 bm?) (amna bmn)_

Matrica C' se dekomponuje na dve matrice A i B formata m x n

a1 12 e A1p
921 929 e Qo
A=
_aml Am?2 amn_
bll b12 bln
b21 b22 an
B =
b1 bz o b

Ako igrac I bira i-ti red, a igra¢ II j-tu kolonu, onda igrac¢ I osvaja a;;, a
igrac II osvaja b;;, gde je a;; elemenat i-te vrste i j-te kolone matrice A, a b;;
elemenat i-te vrste i j-te kolone matrice B.

Primer 1. Dekompozicija matrice C na dve matrice.

(7,8) (2,2) (—=1,0) (2,—5)
C=1(67 (00 (65 (~7,3)
4,-3) (9,1) (6,9) (—4,2)

72 -1 2]

A=16 0 6 -7

49 6 —4

(8 2 0 —5]

B=|7 05 3

319 2]

Ako prvi igrac bira strategiju u drugom redu, a drugi igrac strategiju u
prvom redu, rezultat prvog igraca iznost asy =06, a drugog igraca je by = 7.
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Rezulat se moZe citati w bimatrici C u drugoj vrsti i prvoj koloni i iznosi
(6,7), ili w matrici A za igraca I i u matrici B za igraca II. Igra je nulte
sume ako 1 samo ako vazi B=-A.

2.2 Bimatricne igre u ekstenzivnoj formi

U normalnoj formi igraci istovremeno povlace poteze i pri tome nemaju
informacije o potezima suparnika. Ekstenzivna forma omogucava da igra-
¢i naizmeni¢no povlace poteze. Prilikom povlacenja poteza mogu da imaju
potpune ili nepotpune informacije o prethodnim potezima drugog igraca. Ek-
stenzivna forma je predstavljena kao graf strukture stabla. Stablo je uredeni
par (T, F'), pri ¢emu T ¢ini skup ¢vorova, a F skup lukova. F' je funkcija koja
svakom ¢voru x € T pridruzuje podskup skupa 7', F(x) C T ¢vorova koji
direktno slede ¢vor x. Postoji jedinstven put (xg, 21, ..., z,) od korena stabla
xo do bilo kog ¢vora z = x,. Ako postoji jedinstven put, to implicira da je
stablo graf bez ciklusa i petlji.

Primer 2. [9] Igru igraju dva igraca i igra se odvija u dve etape. Igrac I
zapocinge igru i ima na raspolaganju dve strategije: L © R. Igrac Il igra posle
poteza igraca 1. Strategija koju ce izabrati igrac II zavisi od poteza koji je
odigrao igrac 1. Igrac¢ Il ima na raspolaganju takode dve strategije: [ i r.

Postoje cetiri krajnja cvora u kojima se vide krajnji rezultati igre. Kao rezul-

@1 (1.2)2,1) (0,0)

Slika 2: Primer igre u ekstenzivnoj formi

tat biranja strategije L-l krajnji rezultat igre za prvog igraca je 3 i 1 za drugog
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igraca. Ako prvi igrac odigra strategiju R, a drugi igrac strategiju l, tada je
rezultat 2 za prvog igraca, a rezultat 1 za drugog igraca. Igra se sastoji od
sedam cvorova. Koren stabla pripada prvom igracu, a sledeca dva cvora dru-
gom igracu. Postoje cetiri terminalna cvora, kojima su pridruZene vrednosti
isplate igre. Ova igra je sekvencijalna, drugi igrac donosi odluku i pri tome
ima na raspolaganju informacije o potezima prvog igraca.

Primer 3. [2] Posmatra se trziste na kojem ucestvuje firma monopolista
(igrac¢ 1). Druga firma, koja u ovom primeru predstavlja igraca II, treba da
donese odluku da li da ude na trziste ili ne. Ulazak na monopolisano trzi-
ste moze negativno uticati na igraca II, jer ga izlaZe nesigurnom okruzenju,
konkurenciji i nepredvidivom trzistu. Ova poslovna odluka treba se dobro raz-
motriti. Greske su pogubne i skupe po subjekta koji donosi odluku.

Postoje dve firme, jedna je veé na trZistu, a druga razmislja da li da ude

Slika 3: Primer igre u ekstenzivnoj formi

na trziste. Igrac II ima na raspolaganju dve mogucnosti: U da ude na trZiste
¢ N da ne ude na trziste. Ukoliko igrac Il izabere strategiju N kod igraca I
se nista ne menja. On ostaje sam na trzistu © ostvaruje isti profit, kao sto
je i do sada bilo. Ukoliko igrac Il odigra strategiju U, tada igrac I moze da
izabere strategiju B da se bori i da istisne novu firmu sa trzista, ili strategiju
P da se prilagodi novoj situaciji. Ako se monopolista odluci za strategiju B,
tada je rezultat igre (-1, -1), obe firme su na gubitku. Ako se igra¢ 1 odluci
da se prilagodi, obe firme imaju jednak profit 1.
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2.3 Prevodenje iz jedne forme u drugu

Ponekad se igre prebacuju iz jednog oblika u drugi, da bi se lakse doslo
do resenja. Svakoj igri u ekstenzivnoj formi, odgovara tacno jedna igra u
normalnoj matri¢noj formi, a za svaku igru u matri¢noj formi postoji vise
odgovarajucih ekstenzivnih formi.

2.3.1 Prevodenje igre iz matricne u ekstenzivnu formu

Posmatra se igra u kojoj ucestvuju dva igraca. Svaki igra¢ ima na raspo-
laganju po dve strategije. Igra je predstavljena u matricnoj formi. Elementi
matrice su uredeni parovi koji predstavljaju isplatu igre, prvi broj oznacava
dobitak prvog igraca, a drugi broj oznacava dobitak drugog igraca. Igrac I
ima na raspolaganju dve strategije A; i As, a drugi igrac strategije By i Bs.
Igra je predstavljena slede¢om matricom:

By B
Ay (a11, bn) (a12, 512)
Ay | (ag1, ba1) | (ag, bya)
Ako prvi igrac¢ odigra strategiju A; i drugi igra¢ odigra strategiju B,, onda
a2 predstavlja dobitak prvog igraca, a b1y dobitak drugog igraca. Ova igra
se moze predstaviti u ekstenzivnoj formi uz pretpostavku da igrac¢ I igra
prvi. Igra u normalnoj formi moze da rezultira u razli¢ite ekstenzivne forme
u zavisnosti od pretpostavki. Neke od pretpostavki su: da li igraci odluke
donose istovremeno, ili se igra odvija sekvencijalno.

Prvo igra igrac¢ I, a zatim poteze povlaci igra¢ II. U zavisnosti od njegovih

Igrac 1

(au,bn) (alz,blz) (azl,bzl) (3221 b22)

Slika 4: Primer prevodenja igre u ekstenzivnu formu

poteza, dolazi se do krajnjih ¢vorova u kojima se vidi isplata igre.
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2.3.2 Prevodenje igre iz ekstenzivne u matri¢nu formu

Vazno je da u igrama u ekstenzivnoj formi uéestvuje konacan broj igraca

i da svaki od njih ima na raspolaganju konacan broj strategija. Svakoj igri u

ekstenzivnoj formi odgovara jedinstvena igra u matri¢noj formi. Posmatramo
sledec¢u igru datu u [2].

[gra¢ 1 ima na raspolaganju samo dve strategije L i R. Igra¢ 2 ima na

3.1 (1,2) (2,1) (0,0)

raspolaganju cetiri strategije.

Ako igrac¢ 1 odigra strategiju L, tada ¢e igra¢ 2 odigrati [. Ako igra¢ 1 odigra
strategiju R, onda ¢e igrac¢ 2 odigrati strategiju ;. Oznaka za ovu strategiju
je (l, ll)

Sledec¢a strategija ima sledec¢i plan igranja: ako igra¢ 1 odigra strategiju L,
tada ¢e igrac¢ 2 odigrati [. Ako igra¢ 1 izabere strategiju R, onda ¢e igrac 2
izabrati strategiju r;. Druga strategija je oznacena sa (I, rq).

Treca strategija je oznacena kao (r, [1). Ako igrac 1 izabere strategiju L, tada
¢e igrac¢ 2 izabrati r. Ako igra¢ 1 odigra strategiju R, onda ¢e igra¢ 2 odigrati
strategiju [;.

Poslednja strategija je oznacena sa (r, r1). Ako igra¢ 1 odigra strategiju L,
tada ¢e se igrac 2 odluciti za strategiju r. Ako igrac¢ 1 odigra strategiju R,
onda ¢e igrac¢ 2 izabrati strategiju r.

U sledecoj matrici strategije igraca 1 date su horizontalno, a strategije igraca
2 vertikalno.

25



(l, ll) (l, 7"1) (7”, ll> (T, 7"1)
L (3,1) | (1,2) | (1,2)
R|(2,1) | (0,0) (0, 0)

Primer prevodenja igre u matri¢nu formu

Ovaj oblik igre u matri¢noj formi odgovara igri u ekstenzivnoj formi koja je
prethodno navedena. Igra u ekstenzivnoj formi ima cetiri isplate, a igra u
matri¢noj formi ima osam isplata. Ovo je posledica toga da se utvrduje plan
igre za sve moguce situacije - i za aktuelna i za potencijalna stanja.
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3 Nekooperativne bimatricne igre

Resavanje igara nenulte tj. opste sume je komplikovanije u odnosu na igre
nulte sume. Kada dobitak jednog igraca nije jednak gubitku drugog igraca,
maksimizacija dobitka jednog igraca nije jednaka minimizaciji gubitka dru-
gog igraca. Teorema minimaksa se ne moze primeniti na bimatricne igre, ali
jedan koncept iz igara sa nultom sumom se preuzima i dobija vaznu upotrebu
u igrama sa nenultom sumom.

Moguce je definisati nivo bezbednosti za igraca I koji predstavlja najmanji
zagarantovani ocekivani rezultat V;. U bimatri¢noj igri sa matricama A i B
formata m x n, V; nivo bezbednosti igraca I se definise kao

m
Vi=max min ) p;a;; .
p J =1
Strategija p = (p1, P2, ..., Pm) " je strategija sa kojom se ostvaruje gornja mak-
simalna vrednost i ona se naziva maksmin strategija.

Nivo bezbednosti za igraca II se definise kao

n
Vir=max min > q;b;;.
q 1 ]:1

Strategija ¢ = (q1, qa, ---, ¢n)’ pomocu koje se dostize V7; se naziva maksmin
strategija igraca II.

Primer 4. [7] Posmatra se bimatrica C

o-[&% &3

Bimatrica C se moze dekomponovati na dve matrice A i B:
2 1
S

0 3
B [1 2].

Iz matrice A se vidi da je maksmin strategija za igraca Ip:(i, i) po-
mocu koje ostvaruje nivo bezbednosti VI:%. Za igraca I maksmin strategija
se trazi iz matrice B, pri cemu se vidi da druga kolona matrice B dominira
nad prvom. Zbog toga igrac II bira drugu stategiju, te njegova strategija ima
sledeci oblik g = (0,1), $to mu garantuje nivo bezbednosti Vi; =2. Ako oba
tgraca odigraju svoju maksmin strategiju, prvi igrac ce ostvariti nivo bezbed-
nosti VI:%, a igrac Il ce ostvariti nivo bezbednosti 5’*% +2*i :%. Ako igrac
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I analizira matricu placanja B, moZe da uoci da je strategija u drugoj kolo-
ni striktno dominantna. Tada igrac I moZe da igra prostu strategiju (0, 1) i
moze da ostvari vrednost 3, sto je bolji rezultat od VI:% koji dobije maksmin
strategijom, a igrac Il ce dobiti rezultat 2. Tako da 1 igrac I © igrac II biraju
prostu strategiju (0, 1), tj. igrac I bira drugu vrstu, a igrac¢ Il bira drugu
kolonu i ostvaruju dobitak (3, 2) iz matrice C. Tacka (3, 2) se naziva tacka
strateskog ekvilibrijuma.

Konac¢na igra sa n igraca u strateskoj formi je data sa n nepraznih ko-
nacnih skupova X7, Xs, ..., X,, i n realnih funkcija u,, us, ..., u, definisanih
na skupu X; x Xy x ... x X,,. Skup X; predstavlja skup prostih strategija
i-tog igraca, a funkcija w; (1, 2, ..., T, ) predstavlja dobitak i-tog igraca, kad
svaki od preostalih igraca odabere prostu strategiju z; € X;, 7 =1,2,...,n.

Definicija 4. Vektor prostih strategija (11, T, ..., x,)T, gde x; € X;, i =
1,2,....,n je prost strateski ekvilibrijum ako za svako i =1,2,...,n i za svako
z € X; vazi

U,Z'(.Tl, X2, vovy Lj—1, Ljy Tig1y --- .Cljn) 2 ui(xl, T2, ooy Lj—1, Ly Tjg1y --- .CL"n)

Osnovna karakteristika strateskog ekvilibrijuma je da jednostranim od-
stupanjem bilo kog igraca od njega, on ostvaruje losiji rezultat.

Primer 5. [§] Posmatra se matrica A

a=lo9 @0

Tacke (3, 3) i (5, 5) su tacke strateskog ekvilibrijuma. Igraci imaju iste do-
bitke. Posto se radi o nekooperatinim igrama, nemaju mogucénost da se do-
govaraju. Da imaju mogucnost da komuniciraju, mogli bi dobiti maksimalnu
isplatu (5, 5).

Igrac¢i mogu koristiti i mesovite strategije. Definisan je skup verovatnoca

k

Py kao Py= { p=(p1,p2, ..;oi) i ps > 0zai=1,2,...,ki > p; =1 }. Neka
i=1

m; predstavlja broj prostih strategija i-tog igraca tj. neka skup X; ima m;

elemenata. Skup mesovitih strategija i-tog igraca je P, oznac¢imo P, sa

X7,

Definisan je skup X;={1,2,...,m;} za svako ¢ = 1,2,...,n. Pretpostavimo

da igrac 4 koristi meSovitu strategiju p;=(pi1, pio; ---, Pim, )" - Tada je prosecni

dobitak j-tog igraca dat kao
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mi Mn . .
gj(pla P2,y pn)zz Z P1iy ---Priy Uj(llr"aln)‘

i1=1 in=1

Definicija 5. Vektor mesovitih strategija (pi,ps,....,pn)T gde p; € X7, i =
1,...,n je strateski ekvilibrijum, ako Vi =1,...,n i Vp € X vaZi:

gi (Pl;---;pz’—l;piypiﬂ~~;pn) > 0 (Pl;---;Pz’—l;p;PiH---;pn}

Mesovita strategija p; koja zadovoljava prethodnu nejednakost za svako
p € X je najbolji odgovor i-tog igraca na izbor mesovitih strategija ostalih
igraca. Odstupanje bilo kojeg igraca od strategije koja je sadrzana u koncep-
tu strateske ravnoteze, ne moze da dovede do poboljsanja njegovog polozaja,
ako se ostali igrac¢i pridrzavaju svojih ravnoteznih strategija. Prost strateski
ekvilibrijum je specijalan slucaj strateskog ekvilibrijuma. Ovo je primer ¢u-
venog Bajesovskog pristupa odlucivanja. Igra¢ pokusava da proceni koju ¢e
strategiju odigrati njegov protivnik i na osnovu toga bira svoju strategiju.
Bira najbolju strategiju kojom bi odgovorio na akcije svojih protivnika. U
igri ovo moze biti veoma opasno, zbog toga Sto protivnici mogu biti bolji u
pogadanju strategija.
Bimatri¢na igra moze da poseduje vise tacaka strateskog ekvilibrijuma. Po-
jam optimalnog resenja igre kakvo je definisano za slucaj matri¢nih igara,
nema vise smisla u bimatri¢noj igri. Resenje bimatri¢nih igara se trazi u tac-
kama strateskog ekvilibrijuma.
Postavlja se pitanje da li uvek postoji tacka strateskog ekvilibrijuma u bi-
matricnim igrama. Odgovor na ovo pitanje dao je Dzon Nes 1951. godine u
sledecoj teoremi.

Teorema 3. (Nesova teorema): Svaka igra sa n igraca i sa konacnim bro-
jem strategija ima najmange jedan strateski ekvilibrijum tj. najmanje jednu
ravnoteznu tacku.

U literaturi o teoriji igara ta tacka se ¢esto naziva Nesova ravnoteza.
U slucaju bimatri¢nih igara, par mesovitih strategija (p*, ¢*) definise tacku
strateskog ekvilibrijuma u matri¢no-vektorskoj notaciji ako je

p*T Aq* > pT Aq* za svako p
p*T Bg* > p*T Bq za svako ¢,

gde su A i B matrice nastale dekompozicijom polazne matrice. Nekada bi-
matri¢na igra moze imati vise tacaka strateske ravnoteze i onda se javlja
problem koju tacku izabrati. Drugi problem koji se javlja je taj, Sto nekada
Nesova ravnoteza i nije najbolje resenje.
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3.1 Nalazenje tacaka strateskog ekvilibrijuma

Nalazenje tacaka strateskog ekvilibrijuma bimatri¢nih igara moze se sve-
sti na problem linearne komplementarnosti. Taj problem se formulise kao
nalaZenje reSenja w = (wy, Wy, ..., w,)T iz = (21,22, ..., 2,)T u sledeéem siste-
mu:

w—Mz=q
w; 2;=0,1=1,2,..n
w>0,2z2>0,
pri cemu je M kvadratna matrica dimenzije n x n i ¢ vektor dimenzije n.

U bimatri¢noj igri, matrica A predstavlja isplate igraca I, a matrica B isplate
igraca II. Obe matrice su dimenzija m x n. MeSovita strategija igraca I je
vektor p = (p1,p2, ..., pm) T, a vektor ¢ = (q1, qo, ..., ¢n)T oznacava mesovitu
strategiju igraca II. Ocekivani rezultat igraca I je p? Aq, a igraca II je p’ Bq.
Ako se pretpostavi suprotno, tj. da elementi matrice placanja predstavljaju
gubitak igraca I, tacka (p*, ¢*) je tacka strateskog ekvilibrijuma, onda za
igraca I se zna da vazi p*T Aq* < pT Ag*, a za igraca II vazi slede¢a nejednakost
p*TBq* < p*TBq.

Ako se j-ta kolona matrice A oznadi sa A,j=(ai;,as;, ..., am;)", a i-ta vrsta
sa Aj=(a;1, a;a,...,ain), tada vazi slede¢a nejednakost za igraca I

pTAg* < A g%, i=1,2,...,m.

Ako se sa I, oznaci vektor dimenzije m x 1 ¢iji su svi elementi jednaki
jedinici, onda se gornji sistem nejednakosti u matri¢no-vektorskoj notaciji
moze zapisati kao

(P Ag*) I < Aq".
Na analogan nac¢in dobija se nejednakost za igraca II
(p*" Bq*)I, < BT p.

Tacka (p*, ¢*) je tacka strateskog ekvilibrijuma, ako vaze sledeée nejednako-
sti:

Kako su matrice A i B striktno pozitivne, jer nastaju dodavanjem svim
elementima dovoljno velike pozitivne konstante, tada vazi

p*TAq* >0
p*T Bg*>0.
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Uvodi se smena

* *

6 p q

:p*TBq* 9 n:p*TAq* .

Tada nejednakosti pomocu kojih se definisu uslovi koje mora da zadovoljava
tacka strateskog ekvilibrijuma, mogu se pretvoriti u jednakosti dodavanjem
izravnavajuc¢ih promenljivih » i v. Promenljiva u je vektor dimenzije m x 1
u = (uy,Us, ..., Up,) T, a promenljiva v = (vy, Vs, ..., v,)T vektor dimenzije nx 1.

- (o )] [
=0zl ]

Velic¢ine u, v, 6, n su reSenja gornjeg problema linearne komplementarnosti.
Vektori p* i ¢* pomocu kojih se definise tacka strateskog ekvilibrijuma mogu
se izracunati kao:

]9*:771L
PZ
=1

==

nj
Jj=1

Americki naucnici Lemke (Carlton Edward Lemke, 1920-2004) i Hauson (J.
T. Howson) su 1964. godine razvili algoritam za odredivanje mesovitih Ne-
sovih strategija. Ovaj algoritam je zasnovan na kvadratnom programiranju.
Date su matrice pla¢anja A za igraca [ i B za igraca II, dimenzija m x n. I,
i I,, su jedini¢ni vektori dimenzije m x 1 in x 1, a p i ¢ su vektori mesovitih
strategija, v i v su dva realna broja. Vektori p i ¢ zadovoljavaju uslove:

pl,=11ql,=1, p >0, ¢ >0.
Ocekivani rezultati za igraca I i igraca II su:
pAq" i pBq".

Tacku strateskog ekvilibrijuma definiSe par meSovitih strategija (p*, ¢*) ako
vazi

pAq*T S p*Aq*T ip*BqT S p*Bq*T.
Ukoliko se ove nejednakosti pomnoze sa desne strane vektorom I,,, odnosno

IT dobije se
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AgT < p*Aq¢*TI,, i p*B < p*BqgTIT.

Na osnovu ovoga se moze dokazati teorema Lemke-Hauson.

Teorema 4. [7] (Teorema Lemke - Hauson): Par mesovitih strazegija (p*,
q*) je NeSova ravnotezna tacka, ako i samo ako su p*, q*, u*, v* resenja
sledeceq modela kvadratnog programiranja:

max(pAq’ + pBq' —u —v)

Aq" < uly,

BTp" <wlI,
pi>0,i=12 .m
q;>0,7=12..n

Yitipi=1

=14 = 1.

3.2 Primeri nekooperativnih igara

Primer 6. [8§] Posmatramo bimatricnu igru sa matricom placanja

(2,1) (5,5)

Matrica C' se mozZe dekomponovati na dve matrice. Na matricu A, koja pred-
stavlja matricu placanja prvog igraca © na matricu B, koja predstavija matricu
placanja drugog igraca.

o l(g,:a) (2,2)1

3 0]
A‘_z 5
.
B:_1 5

Mazmin strategija igraca I je (%, %) sa kojom se ostvaruje nivo bezbednosti

VI:g. Mazxmin strategija igraéa2lf2je (g, %) i nivo bezbednosti, koji se ostva-
ruje ovom strategijom za igraca I je VH:%. Matrica C ima dve tacke stra-
teskog ekvilibrijuma (3, 3) i (5, 5). Oba igraca preferiraju vise drugu tacku
strateskog ekvilibrijuma, zbog toga Sto bi tada imali veci dobitak. Ovo bi bio
ocekivani ishod igre, da igraci imaju mogucnost da se dogovaraju. Posto se
radi o nekooperativnim igrama, ne mogu se medusobno dogovarati. Ako oba

tgraca veruju da ce drugi igrac birati prvu stratregiju, onda oba igraca biraju
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prou strategiju i ishod igre je (3, 8). Ne mozZe se reci da je ovaj nacin raz-
misljanja iracionalan. Ako jedan od njih odluci da promeni strategiju, moze
biti samo losiji wshod igre po njega. Ukoliko je igrac I izabrao prou strategiju,
a igrac I odluc¢i da odigra drugu strategiju, onda je ishod ove igre (0, 2), sto
implicira da se dobitak igraca II smanjio sa 3 na 2.

Svaki igrac¢ trazi najbolji odgovor na strategiju njegovog protivnika. Igrac¢
se stavlja u poziciju svoga protivnika, razmatra strategije koje njegov pro-
tivnik moze odigrati i razmislja kojom strategijom bi najbolje odgovorio na
strategiju svoga protivnika. Resenje do kojeg se dolazi, ako se oba igraca
ovako ponasaju je tacka strateskog ekvilibrijuma.

Primer 7. [8] Borba polova je igra izmedu momka i devojke, u kojoj treba da
odluce kako da provedu vece. Prilikom donosenja odluke, nemaju mogucénost
da se medusobno dogovaraju. Imaju dve mogucnosti: da gledaju fudbalsku
utakmicu, ili da idu u pozoriste. Oboje vise Zele da provedu wvece zajedno,
nego odvojeno. Momak Zeli da zajedno gledaju fudbalsku utakmicu, a devojka
zeli da idu zajedno u pozoriste. Borba polova ima sledecu matricu placanja

Poczoriste | Fudbal
Pozoriste | (2, 1) (0, 0)
Fudbal (0, 0) (1, 2)

Devojka predstavlja igraca I i njene strategije su date horizontalno, a mo-

mak predstavija igraca II i njegove strategije su date vertikalno. Ako se oba
igraca odluce za pozoriste, devojka ima isplatu 2, posto su obe mjene Zelje
ispunjene, zajedno su i idu u pozoriste. Muskarcu je u ovom slucaju ispunje-
na samo jedna Zelja, da su zajedno, pa je njegova isplata 1. Ako oba igraca
izaberu fudbalsku utakmicu, devojka u ovom slucaju ima isplatu 1, zato Sto ce
zajedno provesti vece, a momak ima isplatu 2, jer su obe njegove Zelje ispunje-
ne. Ako se devojka odluci za fudbalsku utakmicu, a on za pozoriste, njihove
isplate su 0, jer nisu zajedno i ne gledaju sta Zele. Ako se svako opredeli za
ono sto voli, opet im je isplata 0, jer nisu zajedno.
Ova igra ima dve tacke strateskog ekvilibrijuma (2, 1) i (1, 2). U ovom slucaju
ne moze da se predvidi jedinstveno resenje. Ne postoji u ovoj igri ravnoteZa,
koja je dominantna u odnosu na drugu. Da bi se mogao predvideti konacan
rezultat, potrebno je znati neke unapred poznate konvencije igre. MoZda par
ima dogovor da jedne sedmice idu u pozoriste, a druge da gledaju fudbalsku
utakmicu. Ako znamo da su prosle sedmice bili u pozoristu, onda mozZemo da
predvidimo jedinstveno resenje igre.

Zatvorenikova dilema je igra u kojoj svaki igrac¢ sledi vlastite interese,
ishod ovoga je rezultat koji nije najbolje resenje ni za jednog igraca. Ovo je
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igra koja je najpoznatija i ima najvec¢u primenu u drugim naukama u odnosu
na druge igre u teoriji igara.

Primer 8. [§] U igri zatvorenikove dileme posmatramo dva kriminalca, koji
se nalaze u zatvoru. OptuZeni su za kradu. Bez mjihovog priznanja, ne moZze
se dokazati da su oni to uradili. Matrica placanja za ovu igru ima sledeci oblik

Ne priznaje | Priznaje
Ne priznaje (3, 3) (0, 4)
Priznaje (4, 0) (1, 1)

Matrica predstavlja dobitke i za jednog i za drugog igraca. Veci broj predstavlja
povoliniji rezultat za igraca, a ne broj godina zatvora. Ukoliko oba igraca ne
priznaju, oni dobijaju minimalnu kaznu a to je jedna godina zatvora. Ako
jedan prizna, a drugi ne, onaj koji je priznao dobija 8 godina zatvora, a ovaj
sto nije priznao dobija 3 meseca. Ako oba priznaju, svaki dobija po 6 godina
zatvora. Zatvorenici se nalaze u dilemi, da li priznati, ili ipak ne. U ovoj igri
najbolja strategija za svakog igraca je da prizna krivicu. Tacka (1, 1) je tacka
strateskog ekvilibrijuma. Do ovog resenja se dolazi eliminacijom strategija,
koje su dominirane nekom drugom strategijom. Ako igrac I prizna, njegova
dobit moze biti 4 ili 1 u zavisnosti od izbora strategije igraca II. Ako igrac I
ne prizna, njegov dobitak moZe iznositi 3 ili 0. Vidi se da strategija priznati
striktno dominira nad strategijom ne priznati (4>3 i 1>0). Vidimo da resenje
ove igre nije optimalno. Optimalno resenje bi bilo, da nijedan ne prizna i da
budu po godinu dana u zatvoru.

Nedostatak informacija i nemoguénost igraca da medusobno komunicira-
ju, dovode do resenja koje nije optimalno, iako oba igraca igraju racionalno.
Igra zatvorenikove dileme se cesto javlja u igrama gde ima vise ucesnika. Jos
jedan od primera gde mozemo videti primenu zatvorenikove dileme je slededi.
Posmatra se grupa gledalaca u pozoristu. U pozoristu jedan gledalac ima ne-
zgodno mesto i ne moze da vidi dobro scenu. Da bi bolje video pozornicu,
odlucio je da ustane i da se popne na stolicu. Ovim postupkom, onemogucio
je i osobi iza njega da vidi scenu. Gledalac iza njega sledi njegov primer i on
takode ustaje, pa onaj iza njega i tako redom do kraja sale. Ovo dovodi do
toga, da svi stoje, a niko ne vidi bolje, nego $to je ranije video. Svi su sledili
vlastite interese i ishod ovoga je reSenje, koje nije optimalno ni za jednog
gledaoca.

Nekooperativne igre imaju veliku primenu u ekonomiji i ¢esto ilustruju pre-
govore izmedu poslodavca i sindikata. Svaki sindikat tokom pregovora sa
poslodavcem razmatra, da li treba da trazi povecenje plate ili ne. Svaki sin-
dikat smatra da je za njega najbolje da trazi povecanje plate. Ako on to ne
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uradi, a ostali sindikati to zahtevaju, on dovodi svoje ¢lanove u nezgodnu
poziciju. Svi razmisljaju na isti nacéin, dolazi do kratkoroéne dobiti, ali je
krajnji ishod nepovoljan za sve. Svi dobijaju ve¢u zaradu. Preduzeée mora
isplacivati vece plate, ukoliko nije doslo do povec¢anja produktivnosti povecéa-
va se trosak proizvodnje. Proizvodi postaju skuplji, zbog poveé¢anja troskova
robe i ovo dovodi do inflacije, novac gubi vrednost. Svaki sindikat je zrtva
svoje racionalnosti.

3.3 Pronalazak svih tacaka strateskog ekvilibrijuma

Za matrice veceg formata nije tesko pronadi sve tacke strateskog ekvilibri-
juma. Sve tacke se mogu pronaci, tako sto se prosire metode za pronalazenje
sedlastih tacaka igara nulte sume. U igrama sa bimatricama veceg formata,
tacke strateskog ekvilibrijuma se pronalaze na slede¢i nacin. Po kolonama
bimatrice trazi se maksimalna dobit prvog igraca i iznad tog broja se stavlja
zvezdica. Ako ima vise isplata koje su maksimalne, iznad svake se stavi zve-
zdica. Zatim se trazi maksimalna isplata drugog igraca po vrstama, opet se
kod maksimalne isplate stavlja zvezdica. Svaki uredeni par u bimatrici, kod
kojeg kod zarade i prvog i drugog igraca postoji zvezdica, predstavlja tacku
strateskog ekvilibrijuma.

Primer 9. [8] Posmatramo bimatricu placanja C.

b d e 7

Qe

(2, 1)
(4, 0)
(1,3")
(4, 3)

(4, 3)
(5%, 4)
(5%, 3")
(2,5")

(7", 2)
(1, 6%)
(3, 2)
(4, 0)

(7, 4)
(0, 4)
(4, 1)
(1, 0)

(0, 57)
(0. 3)
(1%, 0)
(1*, 5)

(3, 2)
(5%, 1)
(4, 3")
(2, 3)

Prvi igrac ima na raspolaganju strategije A, B, C'i D, a drugi igrac raspolaZe
strategijama a, b, ¢, d, e i f. Za prvog igraca maksimalna isplata u prvoj koloni
je 4 i iznad 4 stavljamo zvezdicu. U drugoj, njegova maksimalna isplata je 5
i tu stavimo zvezdicu, u trecoj 7 i tako redom trazZimo maksimalne vrednosti
1 iznad njih stavljamo zvezdice. Za igraca II maksimalna ispata u prvoj vrsti
je 5, u drugoj vrsti je 6 i tako redom. Postupak analogno ponavljamo, sve
dok ne prodemo kroz sve vrste i sve kolone. U bimatrici C, na osnovu ovog
postupka, vidi se da postoje dve tacke strateskog ekvilibrijuma (5, 8) i (1, 5).

U igrama nulte sume sa dva igraca, sedlasta tacka je tacka strateskog ekvi-
librijuma. Mnoge igre nulte sume nemaju sedlastu tacku. Medutim sedlastu
tacku uvek imaju igre sa savrsenim informacijama. Igre nenulte sume sa sa-
vrsenim informacijama uvek imaju bar jednu tacku strateskog ekvilibrijuma,
koja se moze pronaé¢i pomoc¢u povratne indukcije.
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3.4 Iterativni postupak elinimacije striktno dominira-
nih strategija

Postupak eliminacije striktno dominiranih prostih strategija je koristan,
jer omogucava svodenje slozenih igara na jednostavniji oblik, koji je laksi
za resavanje. Jedna od pretpostavki teorije igara je da su igraci racionalni.
Racionalan igra¢ nikada neée odigrati striktno dominiranu strategiju, zato
sto postoji strategija koja mu omogucéava vecu isplatu, bez obzira koju ¢e
strategiju odigrati njegov protivnik. Igrac¢ ocekuje da je i njegov protivnik
racionalan i veruje da ni on nece odigrati dominiranu strategiju takode. Na
osnovu ove pretpostavke, igra¢ moze izbrisati dominiranu strategiju njegovog
protivnika, pre nego sto proveri da li kod njega postoji dominirana strategija,
koju ¢e da eliminise. Ovaj postupak je iterativan. Ako su oba igraca racio-
nalna, igrac¢ I ¢e eliminisati svoju dominiranu strategiju, zatim ¢e eliminisati
dominiranu strategiju svoga protivnika, ovaj postupak se analogno nastavlja,
sve dok postoji dominiranih strategija.

Primer 10. [2] Posmatramo matricu placanja C.

Levo | Sredina | Desno
Gore | (1,0)| (1, 2) | (0, 1)
Dole | (0, 3) | (0, 1) | (2, 0)

Igrac I raspolaze strategijama gore @ dole, a igrac Il strategijama levo, sre-
dina i desno. Matrica C' se moZe dekomponovati na matricu A za igraca I i
matricu B za igraca I1.

1 10

A= [O 0 2]
Za igraca I strategija gore ne dominira nad strategijom dole 1>0, 1>0, ali
nije 0>2. Takode, ne vazi ni obrnuto, strategija dole ne dominira nad stra-
tegijom gore. Ako igrac Il igra strategiju levo, za igraca I je bolje da odigra
strategiju gore, jer je 1>0. Isto vaZi, ako igrac II odigra strategiju sredina.

Medutim ako igrac I igra strategiju desno, onda je za igraca I bolje da odigra
strategiju dole 2>0.
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Posmatramo matricu B. Kod igraca II vidi se da je strategija desno domi-
nirana strategijom sredina, jer je 2>1 ¢ 1>0. Tako da dominiranu strategiju
desno mozZemo eliminisati. Ako je igrac II racionalan, on nece odigrati stra-
tegiju desno. Ako je igrac I takode racionalan, on ocekuje da igrac II nece
odigrati strategiju desno. Eliminisemo strategiju desno iz skupa raspoloZivih
strategija igraca II. Bimatrica placanja C se svodi na matricu C*.

Levo | Sredina
C*= Gore | (1, 0)| (1, 2)
Dole | (0, 3)| (0, 1)

Za igraca I vidimo da je strategija dole dominirana strategijom gore, jer je
1>01 1>0. Ako je igrac I racionalan, on nece odigrati strategiju dole, shodno
tome i igrac 11 je racionalan i on eliminise strategiju dole iz skupa raspolozivih
strategija igraca 1.

Matrica C* se redukuje na sledecu matricu C,.

Levo | Sredina

¢ Gore | (1, 0)| (1, 2)

Primenom istog postupka, vidimo da je za igraca II strategija levo domini-
rana strategijom sredina, jer je 0<2. Tako da se strategija levo eliminise.
Na kraju dolazimo do konacnog resenja igre (1, 2), koje je tacka strateskog
ekvilibrijuma. Eliminacijom strategija koje su dominirane, dolazi se do tacke
strateskog ekvilibrijuma. Ova strategija se naziva striktno dominantna, odno-
sno ravnotezna strategija.

Primer 11. [8/Igra cepidlake, igra stonoge, ili igra centipeda je igra koju je
prou predstavio Robert Rozental (Roberth Rosenthal, 1945-2002). Ovo je igra
dva igraca koji se medusobno smenjuju, u kojoj se primenjuje eliminacija
dominirane strategije. Igra je prikazana u ekstenzivnoj formi. Posto se radi
0 igri sa savrsenim informacijama, igra se resava povratnom indukcijom.
Igrac I ima na raspolaganju strategije R i L, a igrac Il strategije r i L.
U poslednjem cvoru, igrac II igra strategiju [, jer mu donosi veci dobitak
101>100. Igrac I dobija isplatu 98, umesto 100 koju bi dobio da je igrac II
odigrao strategiju r. Vracamo se korak unazad. Posto igraci igraju naizmenic-
no, sada je na redu igrac I. Igrac I bira strategiju L, zato Sto ce ostvariti vecu
dobit 99, a da je odigrao strategiju R mjegova dobit bi bila 98. Ponavljajuci
ovaj postupak, korak po korak, dolazimo do pocetnog stanja, gde igrac I bira
strategiju L, jer na taj nacin ostvaruje vecu dobit. Igrac I v igrac II imaju istu
dobit, po jednu jedinicu dobitka. Tacka (1, 1) je jedinstvena tacka strateskog
ekvilibrijuma, do ove tacke se dolazi primenom striktno dominiranih strate-
gija. Ova igra nosi naziv cepidlaka, jer cepidlacenje, odnosno pridrZavanje
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Igra| R Igracll Igracl R Igrac| R lgracll r Igra¢ | g Igrac Il
L oo o (100, 100)

L | L L | L |

1,1 0,3) (2,2) (1, 4) (98, 98) (97, 100) (99, 99) (98, 101)

Slika 5: Igra cepidlake

zahteva za maksimiziranjem dobiti, dovodi igrace do toga da na kraju dobiju
samo 1 jedinicu. Ovaj rezultat je tesko ocekivati u stvarnim igrama, jer su
retke osobe koje bi igrale igru na ovaj nacin.

3.4.1 Igra cepidlake u MATLAB-u

MATLAB je programski jezik, koji je razvila firma MathWorks. U ovom
programu lako je manipulisati matricama, prikazivati funkcije i implemen-
tirati algoritme. Pomoéu MATLAB-a trazi se tacka Nesovog ekvilibrijuma
u igri centipeda. Rezultat koji se dobije pomo¢u ovog programskog jezika
poredi se sa rezultatom koji daje teorija. Takode ¢e biti testirano, koliko je
bitna pretpostavka da su igra¢i racionalni. Igrac¢i imaju potpune informacije
o potezima njihovih protivnika. U MATLAB-u se kreiraju matrice isplate
za svakog igraca. Igraci pokusavaju da maksimiziraju svoju dobit. MATLAB
precizno i efikasno racuna koju strategiju treba da odigra igrac, kako bi od-
govorio na strategiju njegovog protivnika i na taj nac¢in maksimizirao svoj
dobitak. U igri cepidlake kod Rozentala isplate igraca rastu linearno. U mo-
difikovanoj igri kod Aumanna (Robert John Aumann, 1930) iz 1988. godine
isplate rastu eksponencijalno. Igrac¢i imaju na raspolaganju dve strategije:
nastavi igru i stopiraj igru. Igra se odvija u Sest koraka. Ako igrac¢ II izabere
strategiju zaustavi igru, igrac¢ I ¢e ostvariti manji dobitak. Ako se igrac¢ II
odluci da nastavi igru, onda se igrac I u slede¢em koraku nalazi u istoj situa-
ciji kao igrac¢ II, posto igraci igraju naizmenicno. Igraci se nalaze u obrnutim
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Slika 6: Igra cepidlake

ulogama i sa povecanim isplatama. Igra je konacna. Koriste¢i matematicku
indukciju unazad dolazi se do jedinstvene tacke Nesovog ekvilibrijuma. Igra-
juci od desna ka levo brisu se dominirane strategije. Dominantna strategija
za svakog igraca je zaustaviti igru.

U prvom eksperimentu posmatra se kraca verzija Aumannovog modela igre
cepidlake, gde isplata raste eksponencijalno. Igrac I ima na raspolaganju stra-
tegiju nastavi igru NV i strategiju zaustavi igru S. Igrac¢ Il ima na raspolaganju
strategije stopiraj igru s i nastavi igru n. Igra je podeljena na tri podigre.
Posto se igra resava matematickom indukcijom unazad, krece se iz poslednjeg
¢vora. Prvi korak je definisanje matrica pla¢anja za svakog igraca. Elemen-
ti matrice predstavljaju isplate igraca u svakom ¢voru podigre. Matrica Py
predstavlja isplate igraca I, a P, igraca II.

0 1000
5 5
P = 10 10
10 10

0 50

100 100

P = 0.05 0.05

0.05 0.05
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Drugi korak je podela igre u dve podigre i definiSu se sve moguce strategije i
isplate za igrace u toj podigri. Trec¢i korak je posmatranje podigri u kojima
je igrac I igrao poslednji i traze se strategije, koje ¢e mu doneti maksimalnu
isplatu. Ovaj korak je u skladu sa pretpostavkom, da je svaki igrac¢ racio-
nalan i tezi ka tome da maksimizira svoju dobit. Moze se izracunati dobit
igraca II u drugoj podigri, gde igrac¢ II trazi strategiju koja ¢e biti najbolji
odgovor na izbor strategije igraca I. U slede¢em koraku postupak se ponavlja,
samo igrac¢i menjaju uloge. Definisu se isplate i strategije za igraca II i na
ovaj nacin se stize u prvi ¢vor, gde igrac¢ I bira strategiju: zaustavi igru, koja
mu donosi najve¢u dobit. Na ovaj nacin dolazi se do Nesove tacke strateskog
ekvilibrijuma.

Igrac | N Igracll n lgracl N
® 0
0
S s S
10 5 1000
0.05 100 50

Slika 7: Eksponencijalni oblik kraée verzije Aumanove igre

Koéd u MATLAB-u za eksperiment 1 dat je u Sestom poglavlju.

Resenje zadatka je dato u sledecem obliku:
RESENJE
SPNE=[(brill sgbrill); sgbri21)] | SPNE=[(2 2); 2)]

U eksperimentu 2 posmatra se igra centipeda koja traje duze. Igra se moze
podeliti u cetiri podigre, kako bi se proverilo postojanje tacke Nesovog ekvi-
librijuma. Igra postaje komplikovanija dodavanjem novih ¢vorova. Koristi se
isti postupak kao u prethodnom eksperimentu. DefiniSu se matrice pla¢anja
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za igraca [ i igraca II. Zatim se traze strategije koje donose najvec¢u isplatu
igrac¢ima.

[0 500

1000 1000
5 5
5 5
B=11 10
10 10
10 10

10 10 |

[0 10000]
50 50
100 100
100 100
P2=1005 005
0.05 0.05
0.05 0.05

10.05  0.05 |

Svaki igra¢ uzima u obzir koju strategiju je igrao njegov protivnik. U MATLAB-

Igrac | N Igrac Il n Igrac | N Igrag Il n 0
® 9
S s S s
10 5 1000 500
0.05 100 50 10000

Slika 8: Eksponencijalni oblik duze verzije Aumanove igre
u je moguce pronaci strategiju, koja predstavlja najbolji odgovor igraca na

41



strategiju njegovog protivnika. MATLAB pokazuje da se stize u tacku Neso-
ve ravnoteze, ako prvi igra¢ u prvom ¢voru bira strategiju zaustavi igru i u
prvom i u drugom eksperimentu i dobit igraca iznosi (10, 0.05). Ovo resenje
se podudara sa teorijskim reSenjem igre centipeda. Kod za eksperiment 2
u MATLAB-u dat je u Sestom poglavlju. Resenje eksperimenta 2 dato je u
tabeli.

RESENJE
SPNE=[(bril sgbrill);(sgbril sgbrill1)] | SPNE=[(2 2);(2 2)]

Mnogi teoreticari postavljaju pitanje da li igrac¢i u stvarnom zivotu igraju
igru centipeda na ovaj nacin. Britanski matematic¢ar i ekonomista Binmore
(Kenneth George Binmore, 1940) smatra da nacin na koji igraci igraju igru
zavisi od okruzenja u kojem se igra igra. Aumann smatra da od racionalnosti
igraca zavisi na koji nacin ¢e se igra igrati u stvarnom zivotu. McKelvey (Ric-
hard D. McKelvey, 1944-2002) i Palfrey (Thomas R. Palfrey, 1953) su 1992.
godine iskoristili Aumannovu igru centipeda za njihov eksperiment. Svaki
eksperiment se sastojao iz vise sesija. U eksperimentu dva studenta igraju
igru centipeda. Nijedan od njih nije ranije igrao ovu igru. Podelili su 50 centi
na veliku sumu od 40 centi i malu sumu od 10 centi. Svaki put kada igraci
odluce da nastave igru, suma se udvostruci i zameni izmedu igraca. Svaka
eksperimentalna sesija ukljucivala je od 18 do 20 ucesnika, koji su bili pode-
ljeni u dve grupe. Jedna grupa je predstavljala igraca I, a druga grupa igraca
IT. Uloge igraca se nisu menjale tokom sesije. Nijedan ucesnik nije bio u igri
vise puta sa istim igracem, kako bi se eliminisala moguc¢nost saradnje medu
igracima. Posmatraju se dve igre centipeda: jedna sa cetiri ¢vora i jedna sa
Sest ¢vorova. Ove dve igre su kreirane, kako bi se videlo kako igraci postupaju
u realnosti. Prema Nesovom resenju, sve igre bi trebalo da zavrse u prvom
¢voru. Sa druge strane, ako dva igraca saraduju i uvek biraju strategiju da
nastave igru, igra ¢e zavrsiti u krajnjem ¢voru. Rezultat eksperimenta nije se
podudarao ni sa jednom od ovih pretpostavki. McKelvey i Palfrey su otkrili
da je 37 igri od 662 igre zavrsilo tako sto je prvi igra¢ u prvom ¢voru uzeo
vecu sumu. Dok 23 igre od 662 je zavrseno u krajnjem c¢voru, tako Sto su
igrac¢i birali strategiju nastavi igru do kraja. Eksperiment je otkrio tri obra-
sca u ponasanju studenata:

I Verovatnoca da ¢e igraci izabrati strategiju zaustavi igru se povecava, kako
se igraci priblizavaju krajnjem ¢voru.

IT Kako igraci dok igraju sti¢u vise iskustva, tako njihova igra postaje racio-
nalnija.

[1T Verovatnoca zaustavljanja je veca u igri sa cetiri ¢vora, nego u igri sa Sest
¢vorova, iako je isplata ista.

Eksperiment je dao jos jedan zanimljiv rezultat, a to je da je bilo pojedinaca
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koji su uvek igrali dalje. Oko 5% igraca je uvek biralo strategiju nastavi dalje.

Eksperiment 3 prikazuje kra¢u igru centipeda, ali sada je igra¢ II iracio-
nalan. Koristi se najekstremnija forma iracionalnosti, igrac¢ II tezi ka tome
da minimizira svoju isplatu. Osim promene racionalanosti igraca II, sve pret-
postavke su iste kao u eksperimentu 1. Kada igrac II Zeli da minimizira svoju
isplatu, igra¢ I ima potpune informacije i on zeli da maksimizira svoju dobit.
Igrac I ¢e zavrsiti igru u tre¢em ¢voru i dobice isplatu 1000. Ovo se desava,
jer igra¢ I zna da ¢e iracionalni igrac¢ II birati strategiju nastavi u drugom
¢voru i onda ¢e igrac I birati strategiju zaustavi igru u prvom ¢voru, sto mu
donosi znatno manju isplatu od 1000. Zato se igra zaustavlja u tre¢em ¢voru
i dobit igraca iznosi (1000, 50).

Kod za eksperiment 3 je isti kao kod za eksperiment 1 samo se promeni ko-
rak 9 u kodu. Kod za eksperiment 3 nalazi se u sestom poglavlju. Resenje
eksperimenta 3 dato je u tabeli.

RESENJE
SPNE=[(brill sgbrill); sgbri21)] | SPNE=[(1 2); 1]

Eksperiment 4 koristi duzu igru centipeda kao u eksperimentu 2. Pretposta-
vlja se da je igrac¢ II iracionalan i tezi ka tome da njegov dobitak bude Sto
manji. Rezultat eksperimenta pokazuje da je dobitak igraca (1000,50) i da
igrac I bira strategiju zaustavi igru u ¢etvrtom ¢voru. Igrac IT u krajnjem ¢vo-
ru bira strategiju nastavi igru, jer na taj nacin osvaja manju dobit (50<1000).
Igrac¢ I bira u tre¢em ¢voru strategiju zaustavi igru, jer je svestan da ce igrac
IT u drugom ¢voru birati strategiju nastavi igru, kako bi minimizirao dobit
(0.05<100). Igrac I bi u prvom ¢voru birao strategiju zaustavi igru i na taj
nac¢in osvojio znatno manju dobit (10<1000). Kéd u MATLAB-u za ekspe-
riment 4 koji se nalazi u sestom poglavlju je isti kao kod za eksperiment 2,
kada se promeni korak 4 i korak 14. Resenje eksperimetna 4 je dato u tabeli.

RESENJE
SPNE=[(bril sgbrill);(sgbril sgbril11)] | SPNE=[(1 2);(1 1)]

Eksperiment 5 koristi duzu igru centipeda, ali se pretpostavlja da je igrac¢ I
iracionalan. Rezultat eksperimenta pokazuje da kada igrac¢ I tezi da minimi-
zira svoju dobit, reSenje igre predstavlja Nesovu ravnotezu (10,0.05). Igrac¢
I bira strategiju zaustavi igru u prvom ¢voru, jer je svestan da ako nastavi
igru, igrac II je racionalan i birac¢e strategiju zaustavi igru u ¢etvrtom c¢voru,
sto ¢e igracu I doneti vecu isplatu. Igrac I je iracionalan i on Zeli Sto manju
dobit. Rezultat ovog poslednjeg eksperimenta pokazuje da je racionalnost
bitan faktor u odredivanju NeSove ravnoteze, ali nije neophodan da bi se
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postigao isti ishod kao u Nesovoj ravnotezi (10, 0.05). Kéd u MATLAB-u za
eksperiment 5 je dat u Sestom poglavlju i isti je kao kod za eksperiment 2,
ali se mora promeniti korak 9 i korak 17. ReSenje eksperimenta 5 je dato u
narednoj tabeli.

RESENJE
SPNE=[(bril sgbrill);(sgbril sgbril11)] | SPNE=[(2 1);(1 2)]
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4 Modeli duopola

Primena Nesovog ekvilibrijuma pri resavanju nekooperativnih matri¢nih

igara obitno ima slabu moé¢ predvidanja. Cesto postoji vise reSenja tj. rav-
noteznih tacaka, pa se ne zna koje odabrati, ili je pak dobijeno resenje jedin-
stveno, ali loSe (kao u primeru centipeda). Medutim, postoje primeri igara
sa jedinstvenim resenjem, kod kojih je strateski ekvilibrijum sasvim dobar
indikator predvidanja. Takav primer je model duopola. Duopol je trziste na
kojem dve firme proizvode isti ili slican proizvod. Kada je na trzistu samo
jedna firma, onda se radi o monopolu. Oligopol je trziste na kome se nalazi
vise firmi, koje proizvode iste ili slicne proizvode i koje su medusobno kon-
kurentne. Duopol je, dakle, specijalan slucaj oligopola.
Slede¢i primer pokazuje primenu Nesovog ekvilibrijuma prilikom analize du-
opola. Coca Cola i Pepsi predstavljaju duopol na trzistu gaziranih pi¢a. Ova
dva proizvodaca razmisljaju o promeni cene. Pretpostavka igre je da proizvo-
di imaju sve karakteristike iste, osim cene. Igraca I predstavlja Coca Cola i
Cije strategije su date horizontalno. Igraca I predstavlja Pepsi, ¢ije strategije
su date vertikalno. Oba igraca imaju na raspolaganju dve strategije: povecati
cenu i smanjiti cenu. Matrica pla¢anja C' ima sledeci oblik

Povecati cenu | Smanjiti cenu
C=| Povecati cenu (12, 12) (8, 15)
Smanjiti cenu (15, 8) (10, 10)

Brojevi u matrici predstavljaju profit igraca. Ukoliko jedan igra¢ odluci da
poveca cenu, a drugi da smanji cenu, tada dolazi do pada traznje za proizvo-
dom kojem se cena povecala, i igra¢ ima manji profit. Ako Coca Cola odluci
da poveca cenu, a Pepsi odluc¢i da smanji cenu, tada Pepsi ima veéi profit
od Coca Cole. Povecava se traznja za Pepsijem, povecava se njegov profit,
kao i trzisno ucesce. Coca Coli se smanji profit zbog gubitka dela trzista.
Ako se obe firme odluce da prodaju po nizoj ceni, njihov profit se smanjuje.
Smanjenje profita je posledica toga, sto prodaju istu koli¢inu proizvoda samo
po nizoj ceni. Za obe firme najbolja opcija bi bila, da obe povecaju cene. Ako
firme nemaju moguénost da se dogovaraju, ravnotezna tacka ove igre je (10,
10). Za igraca I strategija povecati cenu je dominirana strategijom smanjiti
cenu (15>12 i 10>8). Prema tome za igraca I je najbolje da bira strategi-
ju smanjenje cene. Igrac¢ II je racionalan i svestan je da igrac¢ I nece birati
strategiju povecanja cene i brise je iz skupa dopustivih strategija igraca 1. Za
igraca II strategija povecanje cene je dominirana strategijom smanjenje cene
(15>12 i 10>8). Prema tome za igraca II je najbolja opcija da bira strate-
giju smanjenja cene. Ravnoteza trziSta se uspostavlja, ako oba igraca biraju
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strategiju da smanje cene. Ukoliko igraci igraju kooperativno, mogu da se
dogovore oko zajednicke strategije, biraju strategiju da povecaju cene i tada
¢e ostvariti najveci profit. Antimonopolski zakon ne dozvoljava dogovore oko
cene. [2]

4.1 Kurnoov model duopola

Ogist Kurno (Antonio Augustin Cournot, 1801-1877) je bio francuski fi-

lozof i matematicar. Njegov model duopola iz 1838. godine je nasao veliku
primenu u ekonomiji. U Kurnoovom modelu se posmatraju dve firme na trzi-
stu koje proizvode homogen proizvod. Firme moraju da donesu odluku koliki
¢e biti obim njihove proizvodnje. Obe firme u isto vreme donose odluku ko-
liku koli¢inu proizvoda ¢e proizvoditi. U Kurnoovom modelu duopola, kada
preduzece donosi odluku koliko ¢e proizvoditi, uzima u obzir koliko ¢e proi-
zvoditi preduzece koje mu predstavlja konkurenciju na trzistu.
Konstanta ¢ predstavlja trosak proizvodnje jedne jedinice proizvoda. Ova
konstanta ima istu vrednost za obe firme. ¢; predstavlja broj proizvoda koji
proizvodi i-ta firma ¢ = 1,2. Ako i-ta firma proizvodi ¢; jedinica proizvoda,
onda je trosak proizvodnje i-te firme cq;, ¢ = 1,2. Cena proizvoda i koli¢ina
proizvodnje su u negativnoj korelaciji. Sto se vise proizvodi jedinica nekog
proizvoda, njegova cena je manja. Ako firma I proizvodi ¢; jedinica proi-
zvoda, a firma Il ¢y, tada je cena ukupne koli¢ine proizvodnje () = q1 + ¢
definisana na slede¢i nacin

a—(@+q) 0<ag+ep<a
P<@>=P<ql+q2>:{0 R
s Y1 2

=maz {0,a — (g1 + @)}

=maz {0,a — Q}

za neku konstantu a. Trzisna cena P(Q) zavisi od obima proizvodnje i fir-
me [ i firme II. Prilikom definisanja cene, ispred () se nalazi -, jer su cena
i koli¢ina negativno korelisane. Skupovi X =Y = [0, 00) predstavljaju sku-
pove prostih strategija igraca. Posto se radi o igrama koje nisu konacne, ovi
skupovi strategija su beskonacni. Skup prostih strategija prve firme je X,
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a druge firme Y. Vrsi se restrikcija ovih skupova na skup [0, a]. Nijednom
igracu nije u interesu da proizvodi vise od a jedinica proizvoda, jer bi tada
cena tog proizvoda bila jednaka nuli. Profit koji ostvaruje ¢-ta firma prilikom
proizvodnje @ jedinica nekog proizvoda po ceni P(Q) iznosi

ui(q1, ¢2) = G P(q1 + q2) — cqi, 1 = 1,2,

Profit firme I je

wi(qr, ¢2) = i P(q1 + q2) — cqn = umax {0,a — (g1 + 2)} — cqi.
Profit firme II je

us(q1,q2) = P (1 + q2) — cq2 = gemax {0,a — (q1 + q2)} — cqa.

Pretpostavimo da je ¢ < a. U suprotnom bi trosSkovi proizvodnje bili veéi od
prihoda proizvodnje.

Analiziramo slucaj da se na trzistu nalazi samo jedna firma, odnosno da
se radi o monopolu. Pretpostavimo da je g2 = 0. Firma I proizvodi ¢, je-
dinica proizvoda, trosak proizvodnje iznosi cq;, cena proizvodnje P(q) =
max{0,a — ¢}, a profit

u(qr) = @ P(q1) — cqi = ggmaz {0,a — q1)} — cq1=

gla—q)—cq ,0<qg <a
0—cq ,q1 > a '

Firma zeli da maksimizira svoj profit, zbog toga bira ¢, iz intervala (0, a), jer
tako izabrano ¢; maksimizira profit.

u(q1) = qla—q1) —cq = qi(a —¢) — Q%-

Maksimalan profit se dobija tako, sto se parcijalni izvod u po ¢ izjednaci sa
nulom.

ou(q1)
oq

=a—c—2¢. =0
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gde je ¢; optimalna koli¢ina proizvodnje sa kojom firma dostize maksimalan
profit.

a—c a—c __ a—ca+c ac—c® __ (a—c)?
) - T T2 T4

u(qr) = qila —qi) — cqf = %5%(a — 3
predstavlja maksimalan profit monopola.
Da bi se pronasla tacka strateskog ekvilibrijuma za duopol, potrebno je pro-
naéi strategiju za firmu koja ¢e joj doneti najveéi profit, bez obzira koju
strategiju bira protivnicka firma.

Profit za firmu I je

2 2

2 4

Ul(Qh Q2) = Ch(a —q1— 612) —Cq1 = (a - C)Ql — 192 — CI%;

a profit za firmu II je

U2(Q1’Q2) = Q2(G —q1— 612) — Cqa = (a - C)Qz — 192 — q%-

Resenje sledeceg sistema jednacina predstavlja tacku strateskog ekvilibrijuma
duopola.

Oui(q1,q2) _ 0
Oq1

dua(a1,92) _

9q2
%qllm)_a?zl [(a—c)g—qe—gl=a—c—q—2¢ =0
%ql;q?)—a‘; [(a—c)er — e — 3] =a—c—q1 —2¢2 = 0.

Resavanjem ovog sistema dobija se ¢f = 3¢ i ¢ = %3°. Tacka (q¢f, ¢3) pred-

stavlja tacku strateske ravnoteze. Q* = ¢f + ¢ = M predstavlja koli¢inu
koju firma treba da proizvede da bi maksimizirala SVOJ profit. Maksimalan
profit firme I iznosi

(a—c)*

ui(af, @) = (a — c)qi — @is — ¢i* = 5>
Maksimalan profit firme II iznosi

(a=0)?

u (g}, @) = (a — 0)g3 — {65 — 3% = 5

1 1 * % * % * % a—c)?
Ukupan profit duopola iznosi u4(q;, ¢) = ul(ql,q2) + us(ql, @3) = 2( 5 )
Optimalna cena duopola iznosi P* = P(qi + ¢3) = a — (¢} + ¢3) = “5=.

U duopolu pojedinacno firme proizvode manje nego u monopolu(*3* < —),

ali zbirno proizvode vise (2= )) > 45¢). Profit firme u monopolu je veéi od

> 2 C)z. Cena u monopolu je veca nego cena
. Ako bi firme odlucile da saraduju, tada bi mogle

(a— 0)2

profita firme duopola
firme u duopolu %€ > 42
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da zaraduju vise, odnosno da imaju veci profit, a da proizvode manje. Svaka

firma bi proizvodila polovinu koli¢ine koju proizvodi monopol %<, a njihov

4
profit bi iznosio %. Da firme mogu da saraduju, proizvodile bi manje nego

u duopolu “7¢ < %€, a imale bi veci profit od duopola gde firme ne mogu da

saraduju @ > @. Ovaj slucaj podseca na igru zatvorenikove dileme,

oba igraca bi imala veéi dobitak, da mogu da saraduju.

4.2 Bertranov model duopola

1883. godine Bertran (Joseph Louis Frangois Bertrand, 1822-1900) je
predstavio model duopola u kojem proizvodaci ne odlucuju o tome koliku
koli¢inu proizvoda ¢e proizvoditi, nego biraju cenu po kojoj ¢e prodavati pro-
izvode. Najpre se pretpostavlja da proizvodaci proizvode identi¢ne proizvode
i u isto vreme odlucuju kolika ¢e biti cena proizvoda. Ako jedan proizvodac
prodaje po nizoj ceni, traznja za njegovim proizvodom ¢e biti veca, pa Ce
imati i veéi profit. Ako oba proizvodaca prodaju po istoj ceni, svaki od njih
¢e snabdevati polovinu trzista. Da bi privukli kupce, poce¢e da smanjuju
cenu naizmenicno. U Kurnoovom modelu, cena P je bila funkcija koja je za-
visila od koli¢ine proizvodnje ). U Bertranovom modelu duopola je obrnuto,
kolic¢ina @ je funkcija koja zavisi od P i definisana je na slede¢i nacin

a—P ,0<P<a
P) = o
QP) {0 ,P>a

= max {0,a — P},

gde a predstavlja konstantu koja oznacava maksimalnu traznju na trzistu.
Neka p; predstavlja cenu proizvoda firme I, a firma Il prodaje proizvode
po ceni py. TroSak proizvodnje jedne jedinice proizvoda je c i isti je za obe
firme. Tada p; — ¢ predstavlja profit ¢-te firme, koji se dobija prodajom jedne
jedinice proizvoda. Ukupan profit firme I predstavlja predstavlja proizvod
profita p; — ¢ i prodate koli¢ine i definisan je na slede¢i nacin

(p1 —)max{0,a —p1} ,p1 <p2
u1<p17p2) - (pl_c)Q(P): (pl_c)w ,yP1 = P2
0 ,P1 > P2.
Na ovaj nacin se definise profit firme I uz pretpostavku da je cena firme II

fiksirana. Ako je cena firme I veéa od cene firme II, tada ¢e profit firme I biti
jednak nuli. Niko nec¢e kupovati njene proizvode, jer moze kupiti identican
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proizvod po nizoj ceni. Ako firma I i firma II imaju iste cene, tada je trziste
podjednako podeljeno, traznja za proizvodima je ista. Ako je p; < po, tada
¢e proizvodaci vise kupovati proizvode firme I, jer su jeftiniji.

Profit koji ostvaruje firma II je

(2 — c)maz {0,a = p2} ,p2 <1

uz(pr,p2) = (p2 = €)Q(P) = ¢ (py — o) mettfetal D1 = D2
0 , P2 > 1.
Tacka strateskog ekvilibrijuma je pj = p5 = c i u ovoj tacki profit oba

igraca je jednak nuli ui(pf, p5) = ua(p}, p3) = 0. U bilo kom drugom slucaju
jedna firma moze da smanji cenu i osvoji celo trziste u slucaju da su proizvodi
identi¢ni. Ova pretpostavka da su proizvodi identi¢ni nije realna. Kupci ¢esto
preferiraju jedan proizvod vise u odnosu na isti taj proizvod samo drugog
proizvodaca, bez obzira kolika je cena tog proizvoda. Neko voli vise da pije
Coca-Colu nego Pepsi, bez obzira kolika je cena.

Uzimajuéi ovu pretpostavku u obzir definise se Bertranov model za razlicite
proizvode. Trosak proizvodnje jedne jedinice proizvoda za obe firme je ¢>0.
p1 predstavlja cenu po kojoj se prodaju proizvodi firme I, a py cenu za firmu
II. Profit koji ostvari firma I prodajom jedne jedinice proizvoda je p; — c,
a profit firme II je py — c¢. Firme ¢e proizvoditi sve dok je p; < ¢, i=1, 2.
Koli¢ina proizvoda koju prodaje firma I je definisana na sledec¢i nacin

¢1(p1,p2) = max {0,a — p; + bps},

a koli¢ina proizvoda koju proizvede firma II definisana je kao

q2(p1,p2) = max {0,a — ps + bp1 } .

Koeficijent supstitucije b € [0, 1] pokazuje da 1i jedan proizvod moze da se
zameni drugim proizvodom. Ako je b = 0 ne postoji moguénost zamene. Ako
je b = 1 proizvodi su identi¢ni. X = [0, co) predstavlja skup strategija firme I,
a'Y = [0, 00) skup strategija firme II. Oba skupa su beskonaé¢na, jer igra nije
konacna. Ukupan profit i-te firme jednak je proizvodu koli¢ine proizvedenih
jedinica i profita koji ostvari ¢-ta firma za jedan proizvedeni proizvod p; — c.
Profit firme I iznosi

w1 (p1, p2) = q1(p1, p2)(p1 — ¢) = maz {0,a — p1 + bp2} (p1 — ©),

a profit firme II iznosi

uz(p1,p2) = q2(p1, p2) (P2 — ¢) = max {0,a — p2 + bp1 } (p2 — ¢).
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Tacka strateskog ekvilibrijuma (pj, p3) predstavlja ravnoteznu cenu na trzi-
stu. To je ona cena koja izjednacava ponudu i traznju na trzistu. Pretpostavke
sudajea—p;+bpy >0ia—py+bp, >0, pajeq(p,p) =a—p+bpyi
q2(p1,p2) = a — pa + bpy. Potrebno je resiti sledeéi sistem jednacina, kako bi
se izracunala ravnotezna cena.

Oua(p1,p2) _ 0
Op1

Ouz(p1,p2) _ 0
Op2

gzl = 2 ((a = py+bp2) (pr — ©)) = a+ e+ bpy = 2py =0

2] — 9 ((a = po o+ bpr) (p2 — €)) = a ¢+ bpy — 2pp = 0.

Resenje ovog sistema
a+c+bpy—2p; =0

a+c+bp—2p=0
je pi = pi = 2 i to je ravnotezna cena na trzistu. Optimalna koli¢ina

2-b
koju proizvodi firma I je ¢i(p},p3) = a — £ 4+ b = a;‘j)bc,

2—b
(P, ) = a — 95 4 b3 = 9zl Optimalan profit za obe firme iznosi

% % % a—c+bc)?
ur(p1, p5) = ua(pi, p3) = W'

a firma II

4.3 Stakelbergov model duopola

Hajnrih fon Stakelberg (Heinrich von Stackelberg, 1905 - 1946) je bio

nemacki ekonomista, koji je 1934. razvio Stakelbergov model. U Stakelbergo-
vom modelu na trzistu se nalaze dve firme, koje prodaju homogene proizvode
i trosak proizvodnje jedne jedinice proizvoda je c¢ i isti je za obe firme. Za
razliku od Kurnoovog i Bertranovog modela duopola, gde obe firme donose
odluku u isto vreme, u Stakelbergovom modelu firme ne donose odluku is-
tovremeno. Firma I je lider i ona prva donosi odluku i javno je objavljuje, a
zatim firma II bira svoju strategiju.
Analizira se Kurnoov model uz pretpostavku da je firma I dominantna i ona
prva bira koliku koli¢inu ¢e da proizvede. Koli¢ina koju proizvede firma I je
¢1- Nakon sto je firma I donela odluku, ova odluka se objavi javno. Tada fir-
ma II donosi dvoju odluku o koli¢ini proizvodnje, uzimajuéi u obzir odluku
firme I. Koli¢ina koju proizvede firma II je g. Cena P u Kurnoovom mode-
lu je definisana kao P = max {0,a — ¢; — ¢2}. Profit firme I u Kurnoovom
modelu je definisan na slede¢i nacin
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w(q1,q2) = Pl + ¢2) — cqi = ggmaz {0,a — (1 + ¢2) } — caqn,

a profit firme IT u Kurnoovom modelu iznosi

uz(q1, ¢2) = @ P(q1 + ¢2) — cqo = emaz {0,a — (¢1 + ¢2) } — cqo.

Jedina razlika izmedu Kurnoovog i Stakelbergovog modela je ta, da firma I
prva donosi odluku o koli¢ini proizvodnje ¢, a koli¢ina proizvodnje firme II ¢,
je funkcija koja zavisi od ¢;. X = [0, 00) je skup raspolozivih strategija igraca
I, dok strategija igraca II zavisi od izbora strategije igraca I. Ovo je igra
sa potpunim informacijama koja se resava indukcijom unazad. Resavanjem

jednacine Quz(@1.92) _ () dobija se ¢y, kao funkcija koja zavisi od ¢;.
ou
25111;(12) =(a—c)—q —2¢2=0
e

Firma II je racionalan igrac i bira svoju najbolju strategiju. Firma I je svesna
toga i bira ¢; koje maksimizira njen profit. Profit firme I u Stakelbergovom
modelu je

a—c—q1 (a*C)(h *Q%

U1(Q1;Q2(Q1)) = (G—C)Q1—Q1Q2(Q1)—Q% = (G—C)Q1—Q1 3 —CI% = B

Da bi se pronasao maksimalan profit potrebno je pronaci resenje sledece
jednacine

dur(gm(a)) _

o
dui(auaz(a)) _ 9 (a—c, _ G\ _
Oq1 —8q1< 3 @ 2)_0’
a to je
x __ a—c
@ =5

Kolicina gj je koli¢ina sa kojom firma I ostvaruje maksimalan profit. Koli¢ina

sa kojom firma IT ostvaruje maksimalan profit je ¢2(q}) = a_z_qT = 92¢. Mak-

simalan profit firme I iznosi u;(q}, ¢2(q})) = (a_c)(g_qTQ = (a_SC)Q. Maksimalan
profit firme II iznosi us (g5, ¢2(q})) = %.

Stakelbergov | Kurnoov

a 5 5

@ T N
a—c 2 a—c 2

w(ga) | 5T 5
wd,a) | o5 "y
qI + q; (a;gc) (a;c)
P at3c atzc

4 3
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U Stakelbergovom modelu firma I proizvodi vise, nego $to proizvodi firma I
u Kurnoovom modelu. Za razliku od toga firma II proizvodi manje u Sta-
kelbergovom modelu, nego u Kurnoovom modelu. Profit firme I je veéi u
Stakelbergovom modelu, dok firma II ima veéi profit u Kurnoovom modelu.
Ukupna koli¢ina proizvodnje je veéa u Stakelbergovom modelu. Cena proi-
zvodnje je manja u Stakelbergovom modelu i ovaj model vie odgovara po-
trosac¢ima, jer kupuju po nizoj ceni. Ovaj model pokazuje da iako je firma II
imala sve informacije na raspolaganju, njen profit je manji u Stakelbergovom
modelu, nego u Kurnoovom modelu. Dakle, poznavanje svih informacija ne
obezbeduje nuzno vedi profit.

5 Kooperativne bimatricne igre

Kooperativne igre su igre u kojima se igraci sporazumevaju, ukoliko po-
stoji zajednicki interes koji ih podstice da saraduju. U kooperativnim igrama
sporazum igrac¢a ima obavezuju¢u snagu. U igrama nulte sume je nemoguce
uspostaviti saradnju izmedu igraca, jer su njihovi interesi sukobljeni. Dobi-
tak jednog igraca mora biti jednak gubitku drugog igraca. U igrama nenulte
sume postizanje sporazuma izmedu igraca znacajno utice na konacan ishod
igre i moze igra¢ima omoguciti bolji rezultat. Kooperativne igre se mogu po-
deliti u dve grupe:

-igre u kojima je dopusten transfer dobiti

-igre gde transfer dobiti nije dopusten.

U igrama gde je dopusten transfer dobiti, ne postoje ogranic¢enja o raspodeli
koalicionog dobitka. Igraci pre igre pregovaraju o raspodeli dobitka. Ukoliko
dode do postizanja sporazuma o zajednickoj strategiji, oni se te strategije mo-
raju pridrzavati. U nekim sluc¢ajevima je transfer dobiti zakonom zabranjen.
Glavna karakteristika kooperativnih igara je mogucnost izbora zajednicke
strategije.

U igri bitka polova, koju igraju momak i devojka, koji treba da odluce kako
¢e provesti vece, imaju dve moguénosti: da idu u pozoriste, ili da gledaju
fudbalsku utakmicu. Mogu se dogovoriti da bacaju novéi¢. Ako padne glava
idu u pozoriste, a ako padne pismo gledaju utakmicu. Ovakav dogovor je
moguce posti¢i i u nekooperativnim igrama, ali ne postoji garancija da ¢e se
svi pridrzavati ovog dogovora.

Skup dobitaka koje igraci mogu postic¢i ukoliko saraduju, naziva se dopustiv
skup. U kooperativnim igrama sa matricom placanja A za igraca I i matri-
com B za igraca II, igraci se mogu odluciti da dobitak bude bilo koja isplata
(a;j,b;;)i=1,...,mj=1,..,n od mn isplata. Igraci mogu izabrati bilo koju
mesovitu strategiju.
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Definicija 6. Dopustiv skup kooperativnih igara bez transfera dobiti je kon-
veksna obvojnica tacaka (a;;,bi;) zai=1,...mij=1,..n.

Konveksna obvojnica u ravni predstavlja najmanji konveksni poliedar koji
obuhvata date tacke. Odnosno konveksna obvojnica je konveksni poliedar sa
najmanjim obimom, ili sa najmanjom povrsinom. Ako dode do transfera do-
biti, vektor isplate (a;;, b;;) zai=1,...,m, j = 1,...,n moze se transformisati
u vektor (a;; +s,b;; —s) i =1,...,m, j = 1,...,n. Realan broj s predstavlja
kooperativni visak koji igrac¢i dele u slucaju sporazuma. Ako je s pozitivan
broj, onda on predstavlja visak koji igrac¢ II plac¢a igracu I, a ako je s nega-
tivan broj, onda on predstavlja visak koji igra¢ I isplacuje igracu II.

Definicija 7. Dopustiv skup kooperativnih igara sa transferom dobiti je kon-
veksna obvojnica tacaka oblika (a;; + s,bj; —s)i=1,..m, j=1,..,n za
proizvoljan realan broj s.

Primer 12. [8] Za bimatricu plac¢anja C na Slici 9 i Slici 10 prikazani su do-

pustivi skupovi kooperativnih igara bez transfera dobiti i sa transferom dobiti,
respektiono

o [(4,3) (o,m .

Ukoliko je postignut sporazum izmedu igraca u kooperativnim igrama,
nijedan igra¢ ne moze posti¢i veéu dobit, a da pri tome ne osteti drugog
igraca. Ne postoji moguénost ostvarivanja bolje pozicije, ako se oba igraca
ne pridrzavaju sporazuma.

Definicija 8. Dopustiv vektor dobiti (vy,v,) je Pareto optimalan, ako vaZi

vy >0
UIQ > V2,
za svaki dopustivi vektor dobiti (v, vs).

U Primeru 12, Pareto optimalni vektori igre bez transfera dobiti su vek-
tori koji pripadaju duzi ¢ije su krajnje tacke (1,4) i (4,3). Pareto optimalni
vektori igre sa transferom dobiti su vektori koji pripadaju duzi sa koeficijen-
tom pravca -1 koja sadrzi tacku (4,3).
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(1.4)
(4.3)

(22)
(e}

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Slika 9: Dopustiv skup kooperativne igre bez transfera dobiti

(1.4)

2.2)
2 e (4.3)

Slika 10: Dopustiv skup kooperativne igre sa transferom dobiti

5.1 Kooperativne igre sa transferom dobiti

Jedna od pretpostavki jeste da su oba igraca racionalna. Svaki igrac tezi
ka tome da ostvari sto ve¢u dobit. Pre igre, igraci pregovaraju o izboru zajed-
nicke strategije koja ¢e im doneti obostranu korist i o tome sta ¢e se dogoditi
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ukoliko ne dode do sporazuma. Ovi razgovori se zovu preliminarni pregovori.
Ako ne dode do sporazuma, svaki igra¢ moze pretiti protivniku da ¢e odigra-
ti strategiju koja ¢e mu doneti manji dobitak. Ukoliko dode do sporazuma,
vektor isplate ¢e biti Pareto optimalan. Ovo je posledica racionalnosti igraca.
Ako isplata v" donosi veéu dobit igrac¢u I, a pri tome ugrozava dobitak igraca
II, drugi igra¢ nece pristati na isplatu koja mu donosi manju dobit. Igrac¢ I
moze predloziti igrac¢u II da mu da deo dobiti v". Na ovu ponudu igraé II
pristaje, jer ¢e ostvariti ve¢u dobit od pocetne. Na ovaj nacin oba igraca su
na dobitku.

Primer 13. [§/ Bimatrica placanja C ima sledece vrednosti

Levo | Desno
C=| Gore | (5, 3) | (0, -4)
Dole | (0, 0)| (3, 6)

Igrac I ima na raspolaganju dve strategije: gore i dole. Levo i desno su ra-
spoloZive strategije igraca II. Najpovoliniji rezultat za igraca I je (5,3), a za
igraca 11 (3,6). Najveca ukupna vrednost igre je 9. Da bi se postigla ova is-
plata, potrebno je da igrac I bira strategiju dole, a igrac Il strategiju desno.
Postavlja se pitanje, kako stimulisati igrace da izaberu ovu strategiju. Izbor
ove strategije zavisi od nacina raspodele dobiti izmedu igraca. Igrac¢ II moZe
traziti podelu dobiti na dva jednaka dela. Prvi igrac¢ moZe da se ne sloZi sa
ovakvom podelom. On moZe traZiti da vrednost njegove dobiti bude najma-
nje pet. Ako se igra¢ II ne sloZi sa ovim, prvi igra¢ mu moze zapretiti da
ce odigrati strategiju gore. Ova pretnja igraca I je ubedljiva. U ovom slucaju
tgrac II ima na raspolaganju dve opcije. Ako izabere strategiju desno, kaznice
tgraca 1. Njegov dobitak ce biti 0, ali ée kazniti © sebe, ostvarice gubitak od 4
jedinice. Ako izabere strategiju levo, dobitak igraca II ée iznositi 3. Igrac 11
je racionalan @ pristace na predlog igraca I da dobit od 9 jedinica podele tako,
da 5 jedinica dobije igrac I, a 4 igrac II. Tako ée igrac II imati vecu dobit,
nego da nije pristao na dogovor i izabrao strategiju levo.

Ako se igrac¢i pridrzavaju sporazuma, tada pretpostavka o racionalnosti
podrazumeva da oni igraju sa ciljem da postignu najveéi moguéi ukupni
dobitak o

o = max max(a;; + b;;),
i J
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koji ¢e podeliti medusobno. Strategija < g, jo > u kojoj se postize maksi-
malan ukupan dobitak o = a;,;, + bj,j,, naziva se kooperativna strategija.
[graci se mogu dogovoriti oko podele maksimalne ukupne dobiti, tako da va-
7zi x* +y* = o, gde x* predstavlja dobitak igraca I, a y* je dobitak igraca II.
Ukoliko je z* > a5, tada igrac I dobija kooperativni visak u iznosu razlike
¥ —a;y5,- U slucaju da je x* < a,,, tada igrac II dobija dodatan iznos razlike
o5, — ™ od igraca I.

Neka vektor p predstavlja pretecu strategiju igraca I, a vektor ¢ igraca II.
Ukoliko ne dode do sporazuma dobitak igraca I iznosi p” Aq, a dobitak igraca
II p Bq. Ako ne dode do sporazuma izmedu igraca, oni se nalaze u status-
quo poziciji. Tacka nesporazuma ili pretec¢a tacka D ima slede¢e koordinate
D(p,q) = (Dy,Dy) = (p'Aq,p" Bq). Svaki igra¢ osvaja onoliko, koliko bi
ostvario da igra samostalno. Igra¢ I nikada nece pristati na sporazum koji
mu donosi manju dobit od Dy, isto vazi i za igraca II. On nece pristati na
manju dobit od D,. Kada se odredi tacka nesporazuma, igra postaje sime-
tricna. Raspravlja se o izboru tacke, koja se nalazi na duzi koja spaja tacke
(D1,0 — Dy) i (0 — Ds, D3), koja ¢e predstavljati kooperativno resenje igre.
To je tacka sporazuma ¢, koja predstavlja srediste date duzi

D1—|—O'—D2 U—D1+D2
2 ’ 2

):(O'—|—D1—D2 O'—(Dl—Dg)
2 ’ 2

Oba igraca snose posledice, ukoliko dode do narusavanja sporazuma. Igrac I

tezi ka tome da maksimizira razliku Dy — Dy, a igrac II zeli da je minimizira.

Ovo je igra nulte sume sa matricom A — B.

¢ = (¢1,¢2) = ( )

Dy — Dy =p"Aq—p"Bq=p"(A— B)g.

Neka je u ovoj igri p* optimalna strategija igraca I, a ¢* optimalna strategija
igraca I1, § = p*T (A — B)q* predstavlja optimalan dobitak igraca. Ako igrac I
bira strategiju p*, onda je za igraca Il najbolje da bira strategiju ¢* i obratno.
Ukoliko su igraci odigrali strategije (p*, ¢*), tacka D* = D(p*, ¢*) = (D5, D3)
je tacka nesporazuma. Kako je § = p*T A¢* — p*T Bq* = D} — D}, reSenje igre
0—2{—5, ? ; 5). Ako
igraci biraju kooperativnu strategiju < g, jo >, pri cemu je a;;, + biyj, = o,
da bi se postiglo resenje igre ¢*, visak dobiti ";”5 —aj,j, ide igracu I, ukoliko je

o+0
2

sa transferom dobiti ima slede¢u formu ¢* = (47, %) = (

ova razlika pozitivna. Ako je razlika negativna, onda visak dobiti a;,;, —

ide igracu II.
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Slika 11:

Primer 14. [§] Data je bimatrica placanja C,

(0,0) (6,2) (—1,2)

¢'= (4,—-1) (3,6) (5,5)

koja se dekomponuje na dve matrice A i B.

B =

2 2]
-1 6 5
Igrac I ima na raspolaganju dve strategije, a igrac II tri strategije. Tacka
(6,2) predstavija tacku strateskog ekvilibrijuma. Najvecéa ukupna dobit u igri
se postize u tacki (5,5) i iznosi 10. Ova dobit se postiZe, kada igrac I bira
drugu vrstu, a igrac II trecu kolonu i kooperativna strategija je < 2,3 >.
Posmatra se igra nulte sume sa matricom A-B.
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0 4 -3
A-B= [5 -3 0 ]
Prva kolona je striktno dominirana trecom kolonom (0 > —3,5 > 0), pa se
prva kolona moZe eliminisati iz skupa raspoloZivih strategija igraca I1. Preteca
strategija za igraca I je p* = (0.3,0.7)T, a za igraca II je ¢* = (0,0.3,0.7)7.
Za izabrane strategije vrednost parametra je o = —0.9 jer

0
o =pT(A=B)g = [03 0] B _43 _031 {8?7)]

0
=35 —09 —0.9] 03] =-0.9.

0.7

0 o—90 10-0.9 10409

Viednost ¢ izmosi & = (67, 63) = (722, T-2) = (2, =) =
(4.55,5.45). Visak dobiti iznosi 0.45, jer je 5.45-5=0.45 i ide igracu II. Tac-
ka nesporazuma u ovom primeru ima sledece koordinate D* = (Dj, D}) =
(3.41,4.31) jer

0
D; =pTAq = [0.3 0.7} [Z g _51] {0.3]

0.7
0
:[2.8 3.9 3.2] 0.3| =3.41,
0.7
To 2 91]Y
D; =p"Bg =03 0.7 l_l 6 5] 0.3
: 0.7

0
:[—0.7 4.8 4.1} 0.3] — 4.31.
0.7

29



Koeficijent nagiba duzi koja sadrzi tacke D* = (Di,D}) = (3.41,4.31) ¢
¢* (P31, o) = (4.55,5.45) i sece pravu x +y = o je jedan.

545-431 114

k= 455 —-341 1.14

k=tana =1

a = arctan(1) = 45°.
Dakle, ugao koji duz zaklapa sa x-osom iznosi 45°.

U nekim igrama postoji vise od jedne kooperativne strategije, koje donose
maksimalnu ukupnu dobit ¢. Od izbora kooperativne strategije zavisi koji
¢e igrac dobiti visak isplate. Moze postojati i vise tacaka nesporazuma, zbog
toga Sto matrica A — B moze imati vise od jednog para optimalnih strategija.
Tacke nesporazuma moraju biti na istoj pravoj.

Primer 15. [§/ Data je bimatrica C

(1,5) (2,2) (0,1)
C=1(42) (1,0) (2,1)
0,0

(5,0) (2,3) (0,0)

Maksimalna ukupna dobit igre je 0 = 6. Postoje dve kooperativne strategije
<1,1>1<2,1>, koje dovode do maksimalne ukupne dobiti.

1-5 2-2 0-1 -4 0 -1
A-B=|4-2 1-0 2—-1}|=|2 1 1
5—0 2-3 0-0 5 —1 0

Vrednost 1 u drugoj vrsti i trecoj koloni, predstavlja sedlastu tacku matrice
A— B. Preteca strategija igraca I je p* = (0,1,0)", a igraca II ¢* = (0,0,1)T.

1
Dy =pTAg =0 1 0] |4
5

N — DN
[enll RN a)
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1
5 2 1] [0
Dy=pTBg=[0 1 0]|2 0 1||0] =
0 3 0|1
0
=2 0 1] |o| =1
1
Tacka nesporazuma je D* = (D}, D}) = (2,1).
-4 0 =110
s=pT(A=B) =0 10 |2 1 1|]0]=1,
5 —1 0|1

o+0 0—90 6+1 6-—1 75

o= (5o )= (55 =G3
Postoji jos jedna sedlasta tacka na poziciji < 2,2 > i za nju vazi d = 1. Druga
tacka nesporazuma je D* = (1,0). Sve ove tacke moraju biti na istoj pravoj.
Ako igraci izaberu kooperativnu strategiju < 2,1 >, resenje igre je (3.5,2.5),
visak dobiti od 0.5 dobija igrac II. U slucaju da izaberu kooperativnu strategiju
< 1,1 >, tada visak dobiti iznosi 2.5 i dobija ga igrac I.

) = (3.5,2.5).

5.2 Kooperativne igre bez transfera dobiti

U kooperativnim igrama bez transfera dobiti igra¢i mogu pregovarati,
mogu pretiti da ¢e odigrati strategiju koja ¢e protivniku doneti manju dobit,
ali ne postoji transfer dobiti. Ne moze jedan igra¢ dati deo dobiti drugom
igracu, kako bi se postigao sporazum izmedu njih. Tri elementa bitno uti¢u
na razvoj igre i na njen konac¢ni rezultat: priroda igre (da li je kooperativ-
na, ili nekooperativna), odnos igraca prema vremenu i da li su informacije
potpune, ili nepotpune. Postoje dva pristupa pregovaranja: strategijski i ak-
siomatski. U strategijskom pristupu pretpostavlja se koju strategiju treba da
igraju igraci kada su racionalni, da bi postigli ravnotezni rezultat. U aksio-
matskom pristupu pretpostavljaju se pozeljne osobine koje rezultat procesa
pregovaranja treba da ima i onda se definisu pravila koja osiguravaju takav
rezultat.
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5.2.1 NeSov model pregovaranja

Kooperativne igre bez transfera se analiziraju preko Nesovog modela pre-
govaranja. Nesov model pregovaranja ima aksiomatski pristup. Ovaj model
je Nes razvio, jos dok je bio student. Kada je presao na Priston, on je svoj
rezultat dokazao. Nes smatra da pregovaracka situacija dva igraca znaci da
postoji vise od jednog nacina da oba igraca postignu obostranu korist, ako
medusobno saraduju. Postavlja se pitanje kako podeliti obostranu dobit. Nes
uvodi pretpostavke, koje dovode do jedinstvenog reSenja procesa pregovara-
nja. Pretpostavke su sledece:

-igraci su racionalni

-znaju da procene da li im je jedna stvar bitnija od druge

-igrac¢i imaju potpune informacije o preferencijama njihovih protivnika
-pregovaracke sposobnosti su im na istom nivou.

U Nesovom modelu pregovaranja ucestvuju dva igraca: igrac¢ I i igrac II.
Postoje dva elementa u ovom modelu za koje se pretpostavlja da su dati i
poznati igrac¢ima. Jedan elemenat je skup S, koji je kompaktan (zatvoren
i ograniCen) u ravni. Skup S bi trebalo da predstavlja skup svih moguéih
raspodela dobiti izmedu igraca, ako su kooperativni, ali je on opstiji tj. on ne
mora biti u obliku poliedra, ve¢ moze biti u obliku elipse, kruga itd. Dakle
skup S je dopustiv skup. Drugi elemenat, koji je poznat, je tacka (u*,v*) € S
koja predstavlja pretec¢u tacku tj. tacku statusa-quo, ukoliko ne dode do spo-
razuma. TraZi se jedinstveno reSenje (u',v) pregovaracke situacije, koje ée
biti fer rezultat za oba igraca. Pregovaracka situacija je odredena uredenom
trojkom (S, u*,v*). Definisane su pretpostavke, koje ovaj problem mora da
zadovoljava, kako bi imao jedinstveno resenje. Dakle, za dati dopustiv skup
S i pretecu tacku (u*,v*) € S, treba odrediti optimalno resenje igre, tj. treba
odrediti (u',v") tako da vazi

(u',v) = g(S,u*,v").

Nesove aksiome koje slede obezbeduju fer resenje, kao i jedinstveno resenje
g(S, u*,v*).

Nesove aksiome

Aksioma 1 (Dopustivost) Resenje treba da pripada dopustivom skupu S,
tj. (u',v) €S.

Aksioma 2 (Pareto optimalnost) Ne postoji tacka (u~,v™) takva da u™ > u’
iv~™ >0, osim same tacke (u',v').

Aksioma 3 (Simetricnost) Neka je S simetrican skup oko prave u = v. Ako
je u* =v* i g(S,u*,v*) = (u',v), onda vazi da je u = v’
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Aksioma 4 (Nezavisnost od irelevantnih transformacija) Neka je T zatvoren,
konveksan podskup skupa S. Ako vazi (u*,v*) € T i (u,v’) € T, onda je
g(T,u*,v*) = (u,v).

Aksioma 5 (Inavarijantnost u odnosu na linearnu transformaciju funkcije
g) Ako je

T = {(u’,v°) : u’ = aqu + P1,v° = agv + P, V(u,v) € S}
gde su ay >0, as > 0, 1, /1 € R onda vazi

9(T, ayu* + By, aov™ + fa) = (OqU‘ + b1, v + ).

Analiza aksioma NeSovog modela

Aksioma 1 pokazuje da resenje problema treba da pripada dopustivom sku-
pu. Igrac¢i ne mogu medusobno podeliti nesto Sto nemaju na raspolaganju.
Aksioma 2 pokazuje racionalnost igraca. Igraci ne¢e da pristanu ni na jedan
dobitak koji je manji od (u*,v*). Dobitak (u*,v*) mogu postié¢i i da ne sa-
raduju. Dobitak (u',v'), koji Zele postiéi, treba da ispunjava sledeé¢i uslov:
u > u*iv > 0% Optimalnost u Paretovom smislu pokazuje da je nemoguée
da oba igraca ukoliko napuste ravnoteznu tacku postignu bolji rezultat. Ako
jedan igra¢ ostvari veéu dobit, smanji¢e se dobit drugog igraca. Aksioma 3
pokazuje da ako su koordinate tacke statusa-quo jednake i ako su isplate
simetricne, onda ne moze jedan igra¢ imati veéu dobit od drugog igraca.
Igraci su anonimni, ne moze se jedan igrac¢ tretirati bolje u odnosu na drugog
igraca. Aksioma 4 pokazuje da se eliminisanjem elemenata skupa S ne utice
na krajnji rezultat pregovaranja. Skup 7' je definisan tako da su iz skupa S
izbacene neke tacke, pri ¢emu tacka statusa-quo ostaje u skupu 7. Aksioma
5 pokazuje da linearne transformacije isplate ne uti¢u na resenje.

Teorema 5. [8] Postoji jedinstvena funkcija g, koje zadovoljava sve Nesove
aksiome. Osim toga za resenje igre vazi

(u,v)=g(S,u*,v") (u*’vgga()iv)es(u u*) (v —v").

Dokaz. Prvo treba proveriti da li tacka (u',v’) koja pripada skupu S* =
{(u,v) € S;u > u*,v > v*} zadovoljava Nesove aksiome. Jednostavno je po-
kazati da zadovoljava prve cetiri aksiome. U nastavku ¢emo pokazati da
zadovoljava Aksiomu 5. Tacka (u',v") predstavlja maksimum funkcije (u —
u*)(v — v*) na skupu St = {(u,v) € S,u > u*,v > v*}, pa onda i funkcija
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(a1u — aqu*) (v — apv*) dostize takode maksimum u tacki (u',v") na skupu
ST. Stoga, funkcija (cyu+ B — cqu® — B1)(agv + Pa — av* — ) dostize mak-
simum u tacki (v, v") na skupu S*. Funkcija (u™ —aju* — 1) (v~ — agv* — Bs)
dostize maksimum u tacki (aqu + 81, aev + o) na skupu T koji je definisan
na sledeéi nacin T = {(u™,v™) € ST : 0™ = qqu + 1,0~ = agv + fa}.

Tacka (u',v) zadovoljava sve NeSove aksiome, treba jos pokazati da je je-
dinstvena na skupu S. Ako je skup S simetrican u odnosu na pravu u = v i
tacka (0,0) € S, tada Aksioma 1, Aksioma 2 i Aksioma 3 impliciraju da vazi

9(5,0,0) = (z,2) € S.

Tacka (z,z) se nalazi na najvecoj udaljenosti od prave u = v. Aksioma
4 implicira, ako je T zatvoren, ogranicen i konveksan podskup poluravni
H, ={(u,v) :u+v <2z}, gde je z > 01iako (z,2) € Ti(0,0) € T, onda
g(T,0,0) = (z, 2), posto je skup T podskup simetri¢nog skupa sa istim oso-
binama. Sada sledi dokaz za proizvoljan, zatvoren, konveksan skup S i tacku
(u*,v*) € S. Neka je tacka (u°,v°) tacka maksimuma funkcije (u—u*)(v—0v*)
na S*. DefiniSu se oy, as, 81, B2 tako da vazi

aju” + f =0,
V" + P = 0,
aluo + 61 - ]-7
v’ + Py = 1.

Neka je skup 7" definisan kao u Aksiomi 5. Izvrsene su linearne transformacije
tacke (u®,v°), tacka (1,1) = (a1u® + f1, agv® + 2). Na osnovu Aksiome 5
tacka (1,1) je maksimum funkcije uv. Nagib krive uv = 1 u tacki (1,1) je -1.
Skup T je konveksan podskup poluravni H; = {(u,v) : x +y < 2} i vazi

9(T,0,0) = (1,1).
Aksioma 5 implicira

g(T7 07 0) = (alu_ + 517 QQU_ + /82)
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gde je
g9(S,u*,v") = (u,v).

Kako je
(1w + Bi, aov + B2) = (1,1) = (aqu’ + Bi, a0’ + Ba)
i vazi
au + b1 = aqu’ + [y,
v + By = g’ + By,
sledi

pa je (u',v) = g(S,u*,v*) §to je i trebalo dokazati.l

Proizvod (u — u*)(v — v*) naziva se NeSov proizvod, a uredeni par (u’,v’)
je resenje Nesove igre pregovaranja. Jedna od pretpostavki je bila da igraci
imaju jednaku sposobnost pregovaranja. Ukoliko igrac¢i nemaju istu mo¢ pre-
govaranja, NeSov proizvod dobija sledeéi oblik (u—u*)(v—v*)177 v € [0,1],
gde v pokazuje kolika je pregovaracka mo¢ igraca I, a (1 — ) igraca II. U
ovom slucaju, resenje problema vise nije simetri¢no. Veca verovatnoca je da
¢e pobediti onaj igrac, koji ima veéu mo¢ pregovaranja. Ovo je asimetricni
Nesov model pregovaranja.
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5.2.2 Geometrijska interpretacija NeSovog problema pregovara-
nja

Skup S predstavlja dopustivi skup dobitaka koji igraci dele, ukoliko dode
do sporazuma. S je konveksan i kompaktan skup, koji moze biti razli¢itog
oblika. ST C S je definisan kao S* = {(u,v) € S,u > u*,v > v*}. Cesto se
ne posmatra ceo skup S, nego njegov podskup S*. Igraci neée pristati na
dogovor, ako im taj dogovor donosi manju dobit, nego kada igraju samostal-
no. Ovo se naziva individualnom racionalnoséu. Tacka (u*,v*) predstavlja
tacku statusa-quo, ili prete¢u tacku. Igrac¢i ovoliko osvoje, ukoliko ne dode
do (dogovora) sporazuma. Ukoliko dode do sporazuma, oba igraca teze da
postignu §to veéi dobitak. Tacka (u',v’) predstavlja resenje Nesovog modela
pregovaranja i predstavlja maksimalnu dobit za oba igraca, jer

(u,v)= (u*,vglg%iv)esw —u*)(v— ).

Funkcija (u — u*)(v — v*) = ¢, ¢ = const je hiperbola. ReSenje (u',v’) se
nalazi u tacki dodira hiperbole i skupa S. Za dovoljno veliko ¢, moze desiti
da hiperbola ne sece skup S. Ako dode do sporazuma, igrac I tezi ka tome
da njegovo resenje bude sto blize tacki B, a igrac¢ II tezi da resenje bude Sto
blize tacki A. Tacke koje se nalaze na delu krive S koja spaja tacke A i B
predstavljaju moguca resenja pregovaranja. Pomeranjem od tacke A ka tacki
B, smanjuje se dobit igraca II i povecava dobit igraca 1. Nije racionalno, ako
igraci ocekuju da postignu resenje u tacki A, ili u tacki B, jer su to tacke u
kojima jedan igrac¢ dobija sve, a drugi nista. Nijedan racionalan igra¢ nece
pristati na ovo, tako da nece ostvariti sporazum. Igrac¢i ¢e se na¢i u tacki
statusa-quo i oba ¢e biti na gubitku. Koeficijent nagiba duzi koja spaja tacke
(u*,v*) i (u',v) jednak je negativnom koeficijentu nagiba krive.
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Primer 16. [§] Neka je skup S trougao sa temenima u tackama (0,0), (0,1)
i (3,0). Tacka statusa-quo ima koordinate (0,0). Pareto optimalnu granicu

1
¢ini duz koja prolazi kroz tacke (0,1) i (3,0). Koeficijent nagiba duzi je —3
jer je

— 0-1 1
k:?h Y1 .

xo—11 3—-0 3

Kriva oblika (u — 0)(v — 0) = ¢ koja dodiruje datu duZ u tacki (u',v’), mora

1
imati koeficijent nagiba -3 Tako da koeficijent nagiba duzi koja spaja tacke

¢ 1
(0,0) 7 (u,v ) mora biti jednak 3

u‘—O_l

k= = —.
v—0 3

31
Ova duz sece skup S u tacki (5, 5), pa je ta tacka reSenje kooperativne igre

bez transfera dobiti.

67



Slika 12: Skup S je trougao.

5.2.3 Lambda pristup

Jedan od nacina trazenja resenja kooperativnih igara bez transfera dobiti
uveo je Lojd Sepli. Ovaj pristup resavanja ima nekoliko prednosti u odno-
su na Nesov pregovaracki model. Prva prednost je ta Sto povezuje resenje
kooperativnih igara bez transfera dobiti sa resenjem kooperativnih igara sa
transferom dobiti. Druga prednost je ta, Sto ne mora da se pokazuje da je
zadovoljena Aksioma 4. Jedna od prednosti je i to, Sto preteca tacka zavisi
od bimatrice, pa zato ne mora unapred biti zadata. Osim toga ovaj pristup je
opstiji, ali ako se za pretecu tacku izabere tacka (0,0), tada je reSenje lambda
pristupa isto kao resenje Nesovog modela pregovaranja.

Jedan od glavnih problema kooperativnih igara bez transfera dobiti je ne-
moguénost uporedivanja dobiti. Ako se pretpostavi da se isplate mere istim
jedinicama i ako se primeni postupak za resavanje kooperativnih igara sa
transferom dobiti, moze se desiti da se reSenje nalazi u dopustivom skupu
kooperativnih igara bez transfera dobiti i tada ovo resenje predstavlja re-
Senje kooperativnih igara bez transfera dobiti, jer je postignuto bez prenosa
dobiti. Medutim, postavlja se pitanje Sta se desava, ako resenje kooperativnih
igara sa transferom dobiti nije u dopustivom skupu kooperativnih igara bez
transfera dobiti. Jedna od pretpostavki moze biti da je rast jedne jedinice
dobiti igraca I jednak porastu dobiti igraca II za A jedinica, gde je A > 0.
Tada se igra analizira na sledeé¢i nac¢in. Umesto bimatrice placanja (A, B)
posmatra se bimatrica (AA, B) i koristi se postupak za resavanje koopera-
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tivnih igara sa transferom dobiti. Krajnje reSenje za igraca I podeli se sa A,

kako bi bilo izrazeno u prvobitnoj jedinici. Ova igra se zove A-transfer igra.
A)+90(A A)—d(A

Resenje igre sa bimatricom (AA, B) iznosi (0( ) ;L ( ), o) 5 ()

mu je o(A) = max max {Aa;; + b;;} i predstavlja najveéu ukupnu vrednost u

i J
matrici AA — B, a §(\) = p*T(AA — B)g*. ReSenje A-transfer igre se dobija
kada se prva koordinata podeli sa A

) pri Ce-

ag(A)+ (N a(N) — 6()\))
2A ’ 2 '

P(A) = (¢1(A); 92(A)) = (

Ukoliko se tacka ¢(\) nalazi u dopustivom skupu igre bez transfera dobiti,
onda ¢(\) predstavlja reSenje kooperativne igre bez transfera dobiti. Postoji
jedinstveno \*, tako da se ¢(\*) nalazi u dopustivom skupu igre bez tran-
sfera dobiti i predstavlja resenje kooperativne igre bez prenosa dobiti. \* se
naziva ravnotezna stopa razmene. Problem je kako odrediti \*, jer vrednost
p*T(MA — B)¢* nije lako izrac¢unati. Medutim, ako matrice A i —B imaju
sedlaste tacke na istoj poziciji, tada problem pronalaska A* postaje jedno-
stavniji.

Igre bez transfera dobiti sa bimatricom, gde matrice A i —B na istoj poziciji
imaju sedlastu tacku se nazivaju kooperativne igre sa fiksiranom prete¢om
tackom. Kolika god da je vrednost A, matrica AA — B, koja se koristi kako
bi se izracunala vrednost pretece tacke, uvek ima sedlastu tacku na istoj po-
ziciji. Lako je izaracunati vrednosti pretecih strategija, jer one ne zavise od
vrednosti parametra A, pa je lako izracunati i prete¢u tacku. Resenje igre sa
fiksiranom prete¢om tackom jednako je reSenju Nesovog modela pregovara-
nja. U ovom slucaju za pronalazak resenja A-transfer igre mogu se koristiti
iste metode, kao i za pronalazak resenja Nesovog modela.

Primer 17. [§] Data je bimatrica

o- [ ¢3)

Sedlasta tacka matrice A se nalazi u drugoj vrsti i prvoj koloni i na istoj
poziciji se nalazi i sedlasta tacka matrice —B. Matrica NA — B ima sedlastu
tacku na istoj poziciji kao matrica A i matrica — B, bez obzira na vrednost pa-
rametra X. Tacka (0,0) je preteca tacka. Resenje Nesovog problema je tacka
(u',v) koja pripada dopustivom skupu S igre bez transfera dobiti. Koefici-
jent nagiba tangente na skup S u tacki (u',v’) jednak je koeficijentu nagiba
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sa negativnim predznakom duZi koja prolazi kroz tacke (u',v") i (0,0). Neka

je X* = %, tada tacka (u',v) ide u tacku (\*u',v) = (Z—u,v) = (v,v).
Duz koja prolazi kroz tacke (0,0) i (v,v) je dijagonala i koeficijent nagiba
tangente u tacki (v',v") je -1. Stoga je (v',v") refenje kooperativne igre sa
transferom dobiti, istovremeno je (u',v') resenje A\ —transfer igre. A, je rav-
notezna stopa razmene. Ako je N\, = 2, onda je resenje kooperativne igre bez
transfera dobiti (1.25,2.5). A-transfer resenje je resenje i Nesovog problema,
a A\ predstavlja koeficijent nagiba linije od pretece tacke do NeSovog resenja.
Ako preteca tacka nije fiksna, koristi se direktan metod za pronalazak \*,
kada se tacka nalazi v dopustivom skupu igara bez transfera dobiti.
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6 Dodatak

Implementacija eksperimenta 1 u MATLAB-u. [5]

% Eksperiment 1
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTISISITISSIISTSISSSSSTSIIS o
%Korak 1: Definisati matricu placanja za svakog igraca
Vo o A A L
P1=[0 1000;

5 9;

10 10;

10 10];

P2=[0 50;

100 100;

0.05 0.05;

0.05 0.05];

WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTSTSTSo

%Korak 2: Podeliti igru na podigre.
WISTTTTTTTIISSSSTTTTTTTTIISSSISTTTTT o

%Dato P1, P2 = {1,1}

SG11=[P1(1,:)" P2(1,:) ];

%Dato P1, P2 = {1,2}

SG12=[P1(2,:) " P2(2,:) ’];

%Dato P1, P2 = {2,1}

SG13=[P1(3,:) P2(3,:) ’];

%Dato P1, P2 = {22}

SG14=[P1(4,:) P2(4,:) ];
WITTITIIIITIITIIIIIIIIIIIIITITIIIIIIIITITITITIT S0
%Korak 3: Definisati vektore isplata za igraca I

%u podigrama
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTITTTTTITITITIITIITTITTTTIIT o
%lsplata igraca I za dato P1, P2 = {1,1}
SGIPV11=SG11(:,1);

%lsplata igraca I za dato P1, P2 = {1,2}
SGIPV12=SG12(:,1) ;

%lsplata igraca 1 za dato P1, P2 = {21}
SGIPV13=SG13(:,1) ;

%lsplata igraca I za dato P1, P2 = {2,2}
SGIPV14=SG14 (:,1) ;
WISTTTTTTISSSSTTTTTTISSSSTTTTTTISSSSTSTTTTTISSSSTITTTTIS o

%Korak 4: Definisati najbolju strategiju za igraca I,
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%pri cemu se uzimaju u obzir i prethodno odigrane
Yostrategije igraca I i igraca II.
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTSSSSTTSTTTSTTSTTTTTTTTT o
%Najbolja strategija igraca II, dato P1, P2 = {1,1}
[sgbrll sgbrill]=max(SGIPV11);

%Najbolja strategija igraca II, dato P1, P2 = {1,2}
[sgbhrl2 sgbril2]=max(SGIPV12);

%Najbolja strategija igraca II, dato P1, P2 = {2 1}
[sgbrl3 sgbril3]=max(SGIPV13);

%Najbolja strategija igraca II, dato P1, P2 = {2,2}
[sghrl4 sgbril4]=max(SGIPV14);
WOSTITTITTITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTSo

%Korak 5: Izracunati isplate za oba igra.
WITTTTTTTTITTTTTITTSTTTTTTSTSSSSTSSSSSTSSSo

%lsplata igraca I i igraca II za dato P1,P2 = {1,1}
Outcomell=[sgbrll P2(1,sgbrill)|;

%lsplata igraca I i igraca II za dato P1,P2 = {1,2}
Outcomel2=[sgbrl12 P2(2,sgbril2)|;

%lsplata igraca I i igraca II za dato P1,P2 = {21}
Outcomel3=[sgbrl3 P2(3,sgbril3) |;

%lsplata igraca I i igraca Il za dato P1,P2 = {2,2}
Outcomeld=[sgbrl4 P2(4,sgbrild)|;
SSTTTIIIIIITITITITIIIIIIIIITTTITTTTTTTT o

%Korak 6: Matrica isplate za prvu podigru
WITTTTTTTTTITITITTIITIIIITIITITTTTTTITTTTTTI o
OMl1=[Outcomell;

Outcomel?2;

Outcomel3d;

Outcomel4 |;

WITTTTTTTTTITTTTTTTTTTSTTTTTSSSSSTSSo

%Korak 7: Racuna se za ostale podigre
WITTTTTTTTTITTTTTTTTTTTTTTTTTSTSTTTSo

%Za dato Pl igraju strategiju 1

SG21=OM1(1:2 ,:) ;

%Za dato Pl igraju strategiju 2

SG22=0OM1(3:4 ,:);

V0 A A A A A L A AL
%Korak 8: Definisu se isplate za igraca II u podigrama
WISTTTTTTISSSTSTTTTTISSSSTTTTTISSSSTSTTTTIISSSSTTTTTISS ST T So
%lgrac Il igra strategiju 1

SGIPV21=SG21 (:,2) ;
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%lgrac Il igra strategiju 2

SGIPV22=SG22(:,2) ;

WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTSSSTSSSSSSSSSSSSSSSSSSS SIS o

%Korak 9: Odrediti najbolju strategiju za igraca II,

%pri cemu se uzimaju u obzir prethodne stretegije

%igraca 1.

SIS TSSTSTTTTSTSTSTTSSTSTSSTSTSTSSTSSTSSSSSIS S

%Najbolja strategija igraca II za dato P1, ako igra
strategiju 1.

[sgbr21l sgbri2l]=max(SGIPV21);

%Najbolja strategija igraca II za dato P1, ako igra
strategiju 1.

[sgbhr22 sgbri22]=max(SGIPV22);

WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTITIITITITTIIISo

%Korak 10: Isplata za svakog igraca mora biti

%izracunata u svakoj podigri.

I STITIIIIITIIIIIIIIIIITIIIIIIIIIIIIIIITIIIIIIS0

%lsplate igraca I i igraca II za dato Pl igraju 1

Outcome21=[SG21 (sgbri21 ,1) sgbr21];

%lsplate igraca I i igraca II za dato Pl igraju 2

Outcome22=[SG22(sgbri22 ;1) sgbr22];

ISSTTTIIIIIIIIIITTIIIITITITIIIIIIITIIIIIIII S0

%Korak 11: Druga matrica isplate je kreirana.

WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTSTTSTTTTSTITTTITTSo

OM2=[Outcome?21 ;

Outcome22 | ;

SSTTTITTITTIITTITTIIITITITIIITIIIIIIITTIITIIITIIS0

%Korak 12: Najbolja inicijalna strategija igraca I

%je definisana kao maksimalna vrednost u prvom redu

Y%matrice dobiti.

WSSTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTIITTTTITTTITIIIIII S0

[br1l brill]=max(OM2(:,1));

STTTTTTTTTTSTTSTSSSSSSSSSSSSSSSSSTSSSSSSSSSSSSISSIS o

%Korak 13: Za dato Pl najbolja inicijalna strategija

%je brill, sada se mogu izracunati strategije za P2.

WITTTTTTTTTTTTTTTTTTSIIITSSSSSSSSSSS SIS SIS SIS SIS

for k=1:2;

if (brill=k)

bri2l=eval (sprintf( sgbhri2%d’ k));

end;

end;
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ITTTTTTSTTTTITITTTITSTSSTSSSSSSSSSSSSSS SIS SIS o
%Korak 14: Za dato P1 najbolja inicijalna strategija
%je brill, a za P2 je bri2l, sada se moze izracunati
Y%mnajbolja strategija za P1.
WITTTTTTTTTTTITTTTTTTSTITSSISSSSSSSSSSS SIS SIS o
if (brill==1)

if (bri2l==1)

bril2=sgbrill;

elseif (bri2l==2)

bril2=sgbril?2;

end ;

elseif (brill==2)

if (bri2l==1)

bril2=sgbril3;

elseif (bri2l==2)

bril2=sgbril4;

end ;

end ;

WITTITTTTTTTTTTTSSSSTSSSSSSSSSSSS o

%Korak 15: Konacni rezultat igre.
WISTTTTTTTTTTTTTTTTSTSTSTSTTISSSTSSSS o

SPNE=[brill sgbrill sgbri2l |;

SPNE;

Implementacija eksperimenta 2 u MATLAB-u. [5]

% Eksperiment 2
WITTTTTTTTTTTITIITTTITIIIITIITITITITITIIIIIITIITIIITIT S0
%Korak 1: Definisati isplate za svaku podigru
WISTITITIIIIITIIIITIIIIIITITITITIITITITITITTTTTTIT o
P1=[0 500;

1000 1000;

5 9;

5 9;

10 10;

10 10;

10 10;

10 10];

P2=[0 10000;

50 50

100 100;

100 100;
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0.05 0.05;
0.05 0.05;
0.05 0.05;
0.05 0.05];

WTTSSTISSTTST IS ST IS SIS STTTST IS o

%Korak 2: Podeliti igru u podigre

WOTTTTTTTTTTTTTTTTTTSTTSTTITSSTSSS o
%Dato P1,P2,P1 = {1,1,1}
SGF111=[P1(1,:) " P2(1,:) ']
%Dato P1,P2,pl = {1,1,2}
SGF112=[P1(2,:)’ P2(2,:) ’];
%Dato P1,P2,pl = {1,2,1}
SGF121=[P1(3,:)’ P2(3,:) ’];
%Dato P1,P2,pl = {1,2,2}

%Dato P1,P2,P1 = {2,1,1

SGF212=[P1(6 ,:) " P2(6 ,:

%Dato P1,P2,P1 = {2.2,1}
SGF221=[P1(7,:) " P2(7,:) ];
%Dato P1,P2,P1 = {2,1,1}
SGF222=[P1(8,:)" P2(8,:) ’];

WTISTTSSTISTTSSTITSTISTSSSTIS TS STIST IS SIS SIS o

%Korak 3:Definisati vektor

%lsplata igraca II za
SGIPV111=SGF111(:,2) ;
%lsplata igraca II za
SGIPV112=SGF112(:,2) ;
%lsplata igraca II za
SGIPV121=SGF121(:,2) ;
%lsplata igraca II za
SGIPV122=8GF122 (: ,2)
%lsplata igraca II za
SGIPV211=SGF211 (: ,2) ;
%lsplata igraca II za
SGIPV212=SGF212(:,2) ;
%lsplata igraca II za
SGIPV221=SGF221 (: ,2) ;
%lsplata igraca II za

dato

dato

dato

dato

dato

dato

dato

dato

isplata za igraca II

WTISTISSTISTTSSTTST IS SIS ST IS T IS SIS TSI STTSTIS o

P1,P2
P1,P2
P1,P2
P1,P2
P1,P2
P1,P2
P1,P2
P1,P2

5

= {(1.1) 1}
= {(1.1) .2}
= {1,2,1}
= {1,2,2}
= {2,1,1}
= {2,1,2}
= {2,2,1}

= {2,2,2}
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SGIPV222=8GF222(: ,2) ;

TSI TSTTTTTTSTSSSSSSSSSSSTSSTSSSSTSTSSSSSSSSSSSS o

%Korak 4: Definisati najbolju strategiju za igraca II

%imajuci u vidu prethodno odigrane strateije igraca I

%i igraca II.

TSTTTTTTTTTTTTITTSTTTTSTSTSSSSSTSSSTSSSSSSSSSSSSS S

%Najbolja strategija igraca II za dato P1,P2 = {(1,1)
1)

[sgbr1l1l sgbrilll]=max(SGIPV111);

%Najbolja strategija igraca Il za dato P1,P2 = {(1,1)
2)

[sgbhrll2 sgbrill2]=max(SGIPV112);

%Najbolja strategija igraca Il za dato P1,P2 = {(1,2)
1)

[sghrl21 sgbril2l]|=max(SGIPV121);

%Najbolja strategija igraca II za dato P1,P2 = {(1,2)
2}

[sgbhr122 sgbril22]|=max(SGIPV122);

%Najbolja strategija igraca Il za dato P1,P2 = {(2,1)
71}

[sghr211 sgbri2ll]|=max(SGIPV211);

%Najbolja strategija igraca II za dato P1,P2 =
{(2,1},2}

[sgbr212 sgbri212]|=max(SGIPV212);

%Najbolja strategija igraca Il za dato P1,P2 = {(2,1)
1)

[sghr221 sgbri221]|=max(SGIPV221);

%Najbolja strategija igraca II za dato P1,P2 = {(2,2)
2

[sgbr222 sgbri222]=max(SGIPV222);

WITTTTTTTTTTTTTTTITTTTTTTITITTSTSSSSSSSSSSSSSISS o

%Korak 5: Izracunati isplate za oba igraca imajuci

%u vidu najbolju strategiju igraca II.

WISTTTTTTISSSSTTTTTTISSSSTTTTTSSSSSITTTSTISSSSTSITTTT IS o

%lshodi igraca I i igraca II dato P1,P2 = {(1,1),1}

Outcomelll=[P1(1,sgbrilll) sgbrlll];

%lshodi igraca I i igraca II dato P1,P2 = {(1,1),2}

Outcomell2=[P1(2,sgbrill2) sgbrll2];

%lIshodi igraca I i igraca Il dato P1,P2 = {(1,2),1}

Outcomel21=[P1(3,sgbril21) sgbri2l];

%lshodi igraca I i igraca II dato P1,P2 = {(1,2),2}
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Outcomel22=[P1(4,sgbril22) sgbhrl22 |;

%Ishodi igraca 1
%Ishodi igraca I
%Ishodi igraca I

%lIshodi igraca I

Outcome222=[P1(8,sgbri222) sghr222 |;

i

i

i

i

igraca II dato P1,P2 =
Outcome211=[P1(5,sgbri211) sgbr211];
igraca II dato P1,P2 =
Outcome212=[P1(6,sgbri212) sgbr212];
igraca II dato P1,P2 =
Outcome221=[P1(7,sgbri221) sgbr221];
igraca II dato P1,P2 =

{(2,1),1}
{(2,1) .2}
{(2,2),1}
{(2,2) .2}

WTISTTSSTISTISSTISSTTSSTIS SIS STSSTSSSTTIST IS o

%Korak 6: Formirana je prva matrica dobiti

WITSTISSTISTISSTISTISSTISTTTH

OM1=[Outcomelll;
Outcomel12;
Outcomel21;
Outcomel22;
Outcome211;
Outcome212;
Outcome221;
Outcome222 | ;

SITSTISS

WSSSTTTTTITISSSSISTTTTIIISSSSSTITTIIIISSS TS
%Korak 7: Izracunajte drugi skup podigri

WSSTTTTTTISSSSSITTTTTIISSSSISTTTTTIISS SIS
%S obzirom na P1, P2 igra strategiju

SGS11=OM1(1:2 ,:);

(1,1)

%S obzirom na P1, P2 igra strategiju (1,2)

SGS12=OM1(3:4 ,:) ;

%S obzirom na P1, P2 igra strategiju

SGS21=OM1(5:6 ,:) ;

%S obzirom na Pl, P2 igra strategiju

SGS22=OM1(7:8 |

(2,1)

(2,2)

O0 OOO0 OOO

WTISTTSSTISTISSTTSTISSISSTISSTISSTISTISSTISTIS o

%Korak 8: Definisati vektor isplate za igraca I

%u podigrama

KT TTTSSSSITTTTTSSSSITTTSTSSSSITTTSTSTSSSSIT TSI o
%lsplata igra?a I dato P1,P2 = {1,1)

SGIPV11=SGS11(:,1);

%lsplata igra?a I dato P1,P2

SGIPV12=SGS12(:,1) ;

%lsplata igra?a I dato P1,P2

SGIPV21=8GS21 (:,1) :

7
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% Isplata igra?a I datoPl,P2 = {2,2}

SGIPV22=SGS22(:,1) ;

WITTTTTTTTTTTITSSSSSSSSSSSSS SIS SIS SIS SIS SIS SIS SIS SIS o
%Korak 9: Treba pronaci najbolju strategiju za igraca I
%koja ce biti odgovor na strategiju igraca II.
WITTTTTTTTTITSTITITITSTSTSTSSSSSSSSS SIS SIS SIS STSISISIISIS o
%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {1,1,1}
[sgbrll sgbrill]=max(SGIPV11l);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {1,2}
[sgbrl12 sgbril2]=max(SGIPV12);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {2,1}
[sghr21 sgbri2l]=max(SGIPV21);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {2,2}
[sgbhr22 sgbri22]=max(SGIPV22);
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTISITSTSSITISSSSISSSSS I
%Korak 10: Izracunati dobit za oba igraca , uzimajuci u
%obzir najbolju strategiju igraca I i strategiju
Yigraca IT.
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTSTSSSSISSSSSSSSSSS SIS SIS SIS SIS o
%Dobit igraca I i igraca Il dato P1,P2 igraju (1,1)
Outcomell=[sgbrll SGS11(sgbrill ,2) ];

%Dobit igraca I i igraca II dato P1,P2 igraju (1,2)
Outcomel2=[sgbrl2 SGS12(sgbril2 ,2) |;

%Dobit igraca I i igraca Il dato P1,P2 igraju (2,1)
Outcome2l=[sgbr21 SGS21(sgbri2l ,2) |;

%Dobit igraca I i igraca Il dato P1,P2 igraju (2,2)
Outcome22=[sgbr22 SGS22(sgbri22 ,2) |;

W STTIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII S0
%Korak 11: Sa ovim vektorima dobiti definisana

%je druga matrica dobiti.
WITTTTTTITTTTTTTTTTTITTTITITITITTTITITITITTIIIT S0
OM2=[Outcomell;

Outcomel?2;

Outcome21 ;

Outcome22 | ;

WITTTTTTTTITTTTTTTITTTTTTTSTSSTTTSSSTS TS

%Korak 12: Racuna se treci skup podigri.
WITTITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTSTTTTTTTSo

%Dato P1 igra strategiju 1

SGS1=0OM2(1:2,:) ;

%Dato P1 igra strategiju 2
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SGS2=0OM2(3:4 ,:) ;
WITISSTTISSSTTIISSTTTISSTTISSSTTISSSTTIISSIISSSITIS o
%Korak 13: Sledece, isplate igraca II u podigrama
%su izracunate .
WITTTTITTTITTTITIITITITITITTIIIIITITITTTTTTTTTTTT o
%lsplate igraca II dato P1 igra 1

SGIPV1=SGS1 (:,2) ;

%lsplate igraca II dato P1 igra 2
SGIPV2=SGS2(:,2) ;
WITTTTITITITTTIITTITTITTTITTTITITITITTTTTTTITTT o
%Korak 14: Treba odrediti najbolju strategiju
%igraca 11, data je pocetna strategija igraca I.
WITISSTTTISSTTTISSTTISSTTISSSTIISSTTISTTTIISTTo
%Najbolja strategija igraca I dato P1 igra 1
[sgbrl sgbril]=max(SGIPV1);

%Najbolja strategija igraca I dato P1 igra 2
[sgbhr2 sgbri2|=max(SGIPV2);
WITIISTTISSTTIISTTIISSTTITSSTTISSSTTISSSTTISSSTIIIS o
%Korak 15: Za svakog igraca treba biti izracunat
%dobitak u svakoj podigri kao sto je bilo
%uradjeno sa prvobitnim skupom podigri.
WISTTTTIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIITITIIIIIIITITIIIT S0
%Dobitak igraca I i igraca II dato P1 igra 1

%i igrac II igra mnajbolju strategiju.

Outcomel =[SGS1(sgbril ;1) sgbrl|;

%Dobitak igraca I i igraca II dato Pl igra 2

%i igrac II igra mnajbolju strategiju.
Outcome2=[SGS2(sgbri2 ,1) sgbr2];
WISTTTTTTISSSSTTTTTTTISSSSITITTTISSSSTSTTTTTISSS SIS
%Korak 16: Sa ovim vektorima dobiti definisana
%je treca matrica isplate.
WITTITIIIIITIITIITTITTIIIITIIITTITTTITTITTTTTTTTTTT o
OM3=[Outcomel ;

Outcome?2];
WITTTTTTTTITTTTTTTTITITTTTTITITTTITTTTTITITII o
%Korak 17: Najbolja akcija igraca I odredjena
%je pronalazenjem maksimalne vrednosti u prvom
%redu matrice ishoda.
WITISSTTITISTTTISSTTTIISSTTISSSTIISSTTISTTTIISTTo
[brl bril]=max(OM3(:,1));
WISTTTTTITITTTTITTITITITITTIITITITITTTTTTTITTT o
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214 Y%Korak 18: Sada je utvrdjena odgovarajuca SPNE.
a1s WITTTTITTTITTTITTTITITTTITTTTTITITTTITITT TS T o
a6 SPNE=[bril sgbrill sgbril sgbrilll |;

a1 WITTITTTITTTTTTTTTTTTTTTTITTTITITTTTTTTIS o

28 %Korak 19: Vektor strategija koje dovode u

210 Yravnotezu je sada izracunat .

220 %70vo je krajnji ishod igre.

o1 WISTTTTTISSSSTTTTTTTISSSSTTTTTTTISSSSTSITTTTTIS o

222 SPNE;

Implementacija eksperimenta 3 u MATLAB-u. [5]

% Eksperiment 3
WSSTTTTTTTISSSTTTIISISSSITTTIISSSSSISTTT SIS SSTTTTITIIS o
%Korak 9: Odrediti najbolju strategiju za igraca II,
%pri cemu se uzimaju u obzir prethodne stretegije
%igraca 1.
WSSTTTTTTISSSTTTT TSI SSSTTTISSSS SIS STISISSSSISTTTTISo
%Najbolja strategija igraca II dato P1 igra 1
[sghr2l sgbri2l]=min(SGIPV21);

%Najbolja strategija igraca II dato Pl igra 2
[sgbhr22 sgbri22]=min(SGIPV22);

Implementacija eksperimenta 4 u MATLAB-u. [5]

© oo ~ [} ot =~ w [V =

[
(=)

% Eksperiment 4

IWISTIIIIIIIIIIIIITIIIIIIIITIITIIIITITIIITITITIT o
Y%Korak 4: Definisati najbolju strategiju za

%igraca Il imajuci u vidu prethodno odigrane
%strateije igraca I i igraca II.
WITTITITTIIIITIITIITIITIIIITIITIITIITITITIITIITITITIT o
%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(1,1),1}
[sgbrlll sgbrilll]=min(SGIPV111);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(1,1),2}
[sgbrl112 sgbrill2]=min(SGIPV112);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(1,2),1}
[sghr121 sgbril2l]=min(SGIPV121);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(1,2),2}
[sgbhrl22 sgbril22]|=min(SGIPV122);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(2,1),1}
[sgbr211 sgbri2l1l]=min(SGIPV211);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(2,1},2}

© oo ~ (=) o -~ w V] =

= = = = = = = =
~ (=) ot = w N = o

-
oo
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

© oo ~ (=) ot - w [V =

= = = = = = = = =
oo ~ (=2} ot - w ) = o

=
©

[sghr212 sgbri212]|=min(SGIPV212);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(2,1),1}
[sgbhr221 sgbri221]|=min(SGIPV221);

%Najbolja strategija igraca II dato P1,P2 = {(2,2),2}
[sghr222 sgbri222]=min(SGIPV222);
WISTITIIIIIITIIIIITIIITITTIITIIITIITIITIIITIIITIITTIT o
Y%%Korak 14: Treba odrediti najbolju strategiju za
%igraca 11, data je pocetna strategija igraca 1.
WITTTTTTTTTTTTTTTTTIITIITITIITIIIITIIIIIITITITITITII o
%Najbolja strategija igraca II dato Pl igra 1

[sgbrl sgbril|=min(SGIPV1);

%Najbolja strategija igraca II dato P1 igra 2

[sgbr2 sgbri2]=min(SGIPV2);

Implementacija eksperimenta 5 u MATLAB-u. [5]

% Eksperiment 5
WITTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTIITSSSTSISSSSSSISSI o
%Korak 9:Sada se mora odrediti neracionalna strategija
%igraca I, imajuci u vidu strategiju igraca II.
WISTTTTTTSSSSTSTTTTTISSSSTTTTTISSSSTSTTTTTISSSSTTTTTISS ST T So
%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {1,1,1}
[sgbrll sgbrill]=min(SGIPV11);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {1,2}
[sghrl2 sgbril2]=min(SGIPV12);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {2,1}
[sgbr21 sgbri2l]=min(SGIPV21);

%Najbolja strategija igraca I dato P1,P2 = {2,2}
[sgbr22 sgbri22]=min(SGIPV22);
WISTTTIIITIIIIIIIIIIIIIIIIIITIITIIIIIIIITIITITITIT S0
%Korak 17: Najbolja inicijativna strategija

Y%za igraca I je odredjena pronalaskom maksimalne
%vrednosti u prvom redu matrice dobiti.
WITTTTITTTTTTTTTITITITIITITITITITITITITTITITTIIT S0

[brl bril]=min(OM3(:,1));
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7 Zakljucak

Cilj teorije igara je da uz pomo¢ matematickih alata odredi optimalnu
strategiju za svakog igraca. Cesto su interesi igraca sukobljeni i dobitak koji
¢e igraC ostvariti u igri ne zavisi samo od njega, ve¢ zavisi i od izbora stra-
tegije drugih igraca. Teorija igara ima veliku primenu. Ljudi svakodnevno
igraju igre, ili se nalaze u situacijama koje teorija igara moze opisati.

U ovom master radu navedeni su primeri primene teorije igara u vojnim,
politickim, pravnim i ekonomskim naukama. Prema rezultatu, igre se mogu
podeliti na igre nulte sume i igre nenulte sume. TraZenje reSenja bimatric-
nih igara tj. igara opste sume je komplikovanije, nego kod igara nulte sume.
Pojam optimalnog resenja definisanog za igre nulte sume nema smisla u bi-
matriénim igrama. Bimatricne igre se dele na nekooperativne i kooperativne
igre. Nekooperativne igre su igre u kojima igrac¢i ne mogu medusobno da se
dogovaraju oko zajednicke strategije, ili ako dode do sporazuma, ne moraju se
pridrzavati dogovora. Kod nekooperativnih igara primena Nesovog ekvilibri-
juma cesto ima slabu mo¢ predvidanja. Desava se da postoji vise ravnoteznih
tacaka, pa se ne zna koju tacku odabrati, ili je pak resenje jedinstveno, ali
je lose. Model duopola je primer igara sa jedinstvenim resenjem kod kojih je
strateski ekvilibrijum dobar indikator predvidanja.

Kod kooperativnih igara, igrac¢i mogu da se dogovaraju i ako dode do spora-
zuma, moraju se njega pridrzavati. Sporazum igra¢ima moze obezbediti bolji
rezultat. U kooperativnim igrama sa transferom dobiti igraci se mogu dogo-
voriti da podele koalicionu dobit. U igrama bez transfera dobiti ova podela
nije dozvoljena.

Nadam se da ¢e moj master rad pomod¢i ¢itaocima da nauce neke osnove
teorije igara, posebno bimatri¢nih igara i vide veliku primenu matematike u
teoriji igara. Leonarno da Vinéi je rekao: "Nema istine u onim naukama u
kojima se matematika ne primenjuje."
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