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Predgovor

Dok ovo qitate Vi dixete. Struja�e vazduha kroz Vaxe nozdrve mo�e
se opisati Ojlerovim i Navije-Stoksovim jednaqinama kreta�a fluida. U
ekstremnijim uslovima, kao xto je recimo ulazak svemirskog broda u atmo-
sferu ili kod mikro i nano ure�aja pristup modelima sa makroskopskog sta-
novixta ne daje zadovo	avaju�e rezultate. Sa druge strane kinetiqki modeli
koji polaze od samog molekula i koji razmatraju�i interakcije me�u �ima
pokuxavaju da objasne makroskopsko sta�e gasa u oba navedena primera daju
korektne rezultate.

U ovom radu razmatramo kinetiqke modele vixeatomskih gasova. Glavna
ideja kinetiqkog pristupa je da krenemo od samog molekula gasa i veliqina
koje opisuju �egovo sta�e - mikroskopske brzine i mikroskopske unutrax�e
energije. Uvodi se funkcija raspodele koja meri verovatno�u da u odre�enom
trenutku i polo�aju u prostoru na�e molekul gasa odre�ene mikroskopske
brzine i mikroskopske unutrax�e energije. Evolucija funkcije raspodele
opisana je Bolcmanovom jednaqinom.

Najpre modeliramo proces sudara dva molekula vixeatomskog gasa. Pola-
ze�i od pretpostavki kinetiqke teorije i zakona odr�a�a koji va�e prili-
kom sudara dva molekula gradi se struktura kolizionog operatora koji me-
ri promenu funkcije raspodele u Bolcmanovoj jednaqini. Tako�e, struktura
kolizionog operatora zavisi i od funkcionalnog prostora u kome funkcija
raspodele pripada: prostoru sa te�inom ili prostoru bez te�ine.

U radu se bavimo analizom tri modela. U prostoru sa te�inom razmatra-
mo model dat u [8], dok je model u prostoru bez te�ine dat u [4] a �egovim
uopxtava�em u ovom radu kreiramo tre�i model.

Polaze�i od Bolcmanove jednaqine rekonstruixemo neke od zakona pro-
xirene termodinamike. Da bi se ovo postiglo potrebno je definisati ma-
kroskopske (mer	ive) veliqine preko funkcije raspodele kao �ene momente
u odgovaraju�em prostoru. Tako�e, za sva tri modela dokazujemo H-teoremu,
koja u kinetiqkoj teoriji predstav	a ekvivalentno tvr�e�e drugom zakonu
termodinamike.

Kako sva tri modela imaju sliqnu strukturu, da	e se bavimo analizom
svakog od �ih i ispitujemo uslove pod kojim va�i �ihova ekvivalencija.
K	uqnu ulogu prilikom pore�e�a ima funkcija kolizionog preseka, kao deo
kolizionog operatora. Naime, pokazano je da se za specijalan izbor te�inske
funkcije, normalizacijom funkcije raspodele i preformulacijom kolizi-
onog preseka mo�e pre�i iz modela sa te�inom [8] u model bez te�ine [4]
i obrnuto [10]. Tako�e, uopxtava�em modela [4] istim postupkom dobija se



ekvivalentnost sa modelom sa te�inom [8, 9].
Rad je pode	en u sedam poglav	a. U poglav	u 1 kratko se bavimo pretpo-

stavkama kinetiqke teorije kao i Bolcmanovom jednaqinom za jednoatomske
gasove. U poglav	u 2 dato je modelira�e procesa sudara molekula vixeato-
mskog gasa, kao i izvo�e�em makroskopske unutrax�e energije. Poglav	e 3
je posve�eno funkcionalnim prostorima sa kojim radimo, dok se u poglav	u
4 bavimo modelom u prostoru sa te�inom. U poglav	u 5 obra�en je model bez
te�ine kao i �egovo uopxte�e. Pore�e�e modela dato je u poglav	u 6, a u
finalnom poglav	u 7 izvodimo zak	uqak.
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1 Uvod

Da bismo opisali osnovne ideje kinetiqkih modela koje posmatramo u
ovom radu, najpre �emo razmotriti jednoatomski gas koji se nalazi u prostoru
zapremine Z sa ukupnim brojem atoma z. Fiziqke veliqine koje opisuju �egovo
sta�e na makroskopskom nivou su, na primer, gustina, pritisak, brzina ili
temperatura gasa. Ove veliqine su mer	ive pa �emo ih nada	e nazivati
makroskopskim veliqinama, jer one opisuju sta�e gasa na makroskopskom
nivou.

Sa druge strane, gas se mo�e opisati i na mikroskopskom nivou, ukoliko
krenemo od samih atoma, kada je sta�e gasa u trenutku t odre�eno vektorima
xα = (xα1 , ..., x

α
N) i vα = (vα1 , .., v

α
N), gde je xα vektor polo�aja qestice α, a vα

vektor �ene brzine, za svaku qesticu gasa α = 1, . . . , z. Ovde N predstav	a
dimenziju prostora u kome se problem posmatra: na primer, ukoliko N uzme
vrednost 1 pretpostav	amo da se sve qestice kre�u samo po jednoj pravoj,
za N = 2 radi se o ravni dok N = 3 dopuxta kreta�e u prostoru. Dakle,
qestice gasa mo�emo posmatrati kao elemente faznog prostora dimenzije 2N ,
preciznije prostora Z × RN, gde je Z ⊂ RN zapremina prostora koju zauzima
gas.

Na osnovu zakona klasiqne mehanike, preciznije drugog �utnovog zakona,
kreta�e qestice gasa α je dato sistemom diferencijalnih jednaqina:

ẋα = vα, mv̇α = Fα, α = 1, . . . , z, (1.1)

ili
mẍα = Fα, α = 1, . . . , z,

gde xα predstav	a vektor polo�aja qestice α, vα vektor �ene brzine, a
Fα vektor rezultuju�e sile koja deluje na qesticu, dok sa m obele�avamo
masu qestice. Fα predstav	a zbir svih sila koje deluju na qesticu kao xto
su, na primer, centrifugalna i gravitaciona sila, kao i sile kojom ostale
qestice gasa deluju na posmatranu qesticu α, te u opxtem sluqaju Fα zavisi
od polo�aja svih ostalih qestica u gasu.

Da bismo odredili dinamiku gasa potrebno je rexiti sistem (1.1) 2Nz
diferencijalnih jednaqina prvog reda. Jedan od problema kod ovakvog pri-
stupa je veliki broj atoma, koji iznosi z ∼ 2, 68 · 1025 za samo m3 gasa pri
temperaturi od 273,15 K i pritisku od 102325 Pa, xto i pored ubrzanog
razvoja raqunara predstav	a veliki zadatak [12]. Drugi problem predstav	a
odre�iva�e poqetnih uslova:

xα(0) = xα0 , vα(0) = vα0 ,



1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

gde su xα0 ,v
α
0 , α = 1, 2, ..., z dodatnih 2Nz uslova koji opisuje poqetno sta�e

sistema.
Da bi se prevazixli opisani problemi kod modelira�a, jedan od mogu�ih

pristupa je tzv. statistiqki, na kojem poqiva kinetiqka teorija, a generalno
i statistiqka mehanika. Umesto deterministiqkog odre�iva�a sta�a qestice
problemu pristupamo tako xto posmatramo verovatno�u da u odre�enom tre-
nutku t i polo�aju x se na�e qestica brzine v. Uvodi se pojam funkcije
raspodele f(t,x,v) koja je u opxtem sluqaju funkcija vremena t, polo�aja x
i brzine v atoma.

Pristupom sa stanovixta statistiqke mehanike smo izgubili informacije
o svakoj qestici ponaosob ali razliqitim usred�ava�ima mo�emo obezbediti
vezu sa makroskopskim veliqinama o qemu �emo govoriti u nastavku.

Jednaqina koja opisuje evoluciju funkcije raspodele za razre�ene gasove
se naziva Bolcmanova jednaqina. Ludvig Bolcman1 je izveo ovu jednaqinu
u svom radu iz 1872. godine [7]. Ova jednaqina predstav	a osnovu kinetiqkih
modela, kako za jednoatomske, tako i za vixeatomske gasove, kao i �ihove
mexavine.

1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

U ovom delu izvodimo Bolcmanovu jednaqinu za jednoatomske gasove. Ovde
�emo izlo�iti osnovne principe koje �emo da	e navoditi i proxirivati i
na vixeatomske gasove.

Osnovni alat kinetiqke teorije je funkcija raspodele f(t,x, ξ), koja za-
visi od uobiqajenih makroskopskih promen	ivih, vremena t, polo�aja u fi-
ziqkom prostoru x, ali i od promen	ive ξ koja opisuje mikroskopsko sta�e
gasa, tako da f(t,x, ξ)dxdξ predstav	a broj atoma u trenutku t u elementarnoj
zapremini dxdξ centriranoj u taqki (x, ξ). Fiziqka interpretacija funkcije
raspodele se posti�e usred�ava�em po mikroskopskom sta�u ξ tj. kad de-
finixemo momente raspodele funkcije raspodele. U sluqaju jednoatomskih
gasova mikroskopska prome�iva ξ je brzina atoma v tj. ξ = v. Na primer,
brojna gustina jednoatomskog gasa definixe se kao

n(t,x) =

∫
RN

f(t,x,v)dv,

gde je f funkcija raspodele.

1Ludvig Bolcman (1844-1906) Austrijski fiziqar i matematiqar
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1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

Napomena. Brzina qestica se me�a usled sudara sa drugim qesti-
cama. Ako pretpostavimo da sudari imaju sluqajan karakter, onda
brzinu atoma mo�emo da posmatramo kao sluqajnu prome�ivu u fa-
znom prostoru Z × RN , Z ∈ RN , N ≥ 1. U faznom prostoru brzinu
qestice posmatramo kao stohastiqki proces {V(t), t ≥ 0}. Za fi-
ksirani trenutak t, V(t) je sluqajna prome�iva koja predstav	a
brzinu atoma u zapremini dx. Verovatno�a da qestica ima brzinu
iz intervala [a, b] je

P {V ∈ [a, b]} =

∫ b
a
f(t,x,v)dv

n(t,x)
,

te je

ϕV (t,x,v) =
f(t,x,v)

n(t,x)
,

funkcija gustine sluqajne prome�ive V u trenutku t. Funkcija f
se naziva funkcijom raspodele iz tradicionalnih razloga te se na
�u ne odnosi istoimeni pojam iz teorije verovatno�e.

Ukoliko sada pretpostavimo da se qestice ne sudaraju me�usobno tada je
funkcija raspodele konstanta du� trajektorije qestice pa je

df

dt
= 0.

Kako je x = x(t) i v = v(t), raqunaju�i totalni diferencijal dobijamo
jednakost

df

dt
= ∂tf +∇xf ·

dx

dt
+∇vf ·

dv

dt
= 0. (1.2)

Iz drugog �utnovog zakona, uz prepostavku da je sistem izolovan tj. da je
suma spo	ax�ih sila Fext jednaka 0, va�i

dv

dt
= a =

Fext

m
= 0. (1.3)

Kako je veza izme�u brzine qestice i polo�aja data sa dx
dt

= v, zajedno sa (1.3)
relacija (1.2) postaje

∂tf + v · ∇xf = 0,

xto jetransportna jednaqina za funkciju raspodele f . Rexe�e ove jednaqine
je konstantna funkcija du� karakteristike sistema

dx

dt
= v,

dv

dt
= 0,
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1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

koja je prava linija. Na osnovu ovoga vrednost funkcije f u trenutku t
mo�emo izraqunati na osnovu vrednosti u poqetnom trenutku,

f(t,x,v) = f(0, x− tv,v).

Tako�e, atom koji u trenutku t ima polo�aj x i brzinu v �e u trenutku t+ s
imati polo�aj x + sv i istu brzinu v.

Da bi se preciznije opisala dinamika gasa potrebno je u obzir uzeti
interakciju me�u qesticama. Kinetiqka teorija pretpostav	a da su sudari
jednina i osnovna interakcija me�u qesticama. Dakle, kao posledica sudara
me�u qesticama me�aju se �ihove brzine pa se i funkcija raspodele f me�a.
�ena evolucija opisana je Bolcmanovom jednaqinom,

∂tf + v · ∇xf = Q(f). (1.4)

Desna strana Bolcmanove jednaqine (1.4) se naziva kolizioni operator i on
meri brzinu promene f . Prilikom sudara izme�u atoma mo�e se dogoditi
da neki od atoma nakon sudara ima brzinu v i tada funkcija f koja meri
broj ovakvih atoma u elementarnoj zapremini raste. U sluqaju da pre sudara
neki od atoma ima brzinu v i posle sudara ta brzina se promeni u neku v′

tada funkcija f opada. Na osnovu dinamike promene funkcije raspodele f
kolizioni operator razdvajamo na dva dela,

Q(f) = Q(f)+ −Q(f)−.

Qlan Q+(f) naziva se apsorpcioni (na engleskom �gain�) i on opisuje rast
funkcije raspodele f , dok se qlan Q−(f) naziva emisioni (na engleskom
�loss�) i on opisuje opada�e funkcije raspodele f .

Prilikom stvara�a modela k	uqnu ulogu igra modelira�e interakcije
me�u qesticama (atomima u ovom sluqaju). Da bismo bli�e odredili strukturu
kolizionog operatora uvode se slede�e pretpostavke kinetiqke teorije:

P.1 Odnos du�ine slobodnog puta molekula λ i karakteristiqne du�ine
problema L je reda 1,

λ

L
≈ 1.

Veliqina λ predstav	a du�inu puta koju pre�e qestica pre nego xto se
sudari sa drugom qesticom, dok L predstav	a karakteristiqnu du�inu.
Recimo prilikom struja�a fluida oko sfere karakteristiqna du�ina
bila bi preqnik sfere. Ovaj uslov nam zapravo govori o razre�enosti
gasa.
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1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

P.2 Pretpostav	amo samo binarne interakcije, odnosno istovremene sudare
tri i vixe qestica ne posmatramo.

P.3 Sudari su lokalizovani u vremenu i prostoru, xto znaqi da su kratko-
trajni doga�aji u taqno odre�enom vremenu i prostoru.

P.4 Sudari su mikroreverzibilni u vremenu, xto znaqi da ukoliko prome-
nimo tok vremena qestice �e pro�i kroz ista sta�a kroz koja su ve�
proxla.

P.5 Va�i molekularni haos. Ovo za posledicu ima da se sudari dexavaju
izme�u qestica koje se nisu sudarale u proxlosti.

v′

v′∗

v

v∗

Slika 1.1: Sudar dve qestice sa brzinama v′ i v′∗ pre sudara i v∗, v posle
sudara.

Odredimo sada kolizioni operator na osnovu pretpostavki P.1-P.5. Pre-
tpostavka P.3 implicira da je kolizioni operator funkcija brzine qestice
v dok su t i x parametri,

df

dt
(t,x,v) = Q(f(t,x, ·))(v).

Na osnovu pretpostavke P.2 mo�e se uvesti funkcija raspodele za dve qestice
f2(t,x,v,v∗) tako da f2dxdvdv∗ predstav	a broj atoma u trenutku t u zapremini
dx gde je brzina jedne qestice v a druge v∗.

Tako�e, uvodimo funkciju verovatno�e prelaza

p((v′,v′∗)→ (v,v∗)), (1.5)

kao mere da posle sudara atoma sa brzinama v′ i v′∗ dobijemo atome sa brzinama
v i v∗.

Apsorpcioni qlan Q+(f)(v) je povezan sa rastom broja atoma sa brzinom
v. Oni nastaju kao posledica sudara atoma sa brzinama v′ i v′∗. Funkcija

5



1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

raspodele ovih molekula je f2(t,x,v
′,v′∗). Uzimaju�i u obzir verovatno�u

prelaza p((v′,v′∗)→ (v,v∗)) i sve mogu�e atome sa brzinama v′ i v′∗ koji posle
sudara imaju brzine v i v∗, xto se posti�e integracijom po svim mogu�im
brzinama v∗,v

′
∗,v

′, odre�ujemo apsorpcioni qlan Q+(f)(v). Analognim razma-
tra�em dolazimo i do emisionog qlana Q−(f)(v) koji meri sma�e�e broja
qestica sa brzinom v. Dakle, kolizioni operator je dat sa

Q(f)(v) =

∫
R3N

f2(t,x,v
′,v′∗)p((v

′,v′∗)→ (v,v∗))dv
′dv′∗dv∗︸ ︷︷ ︸

Q+(f)(v)

−
∫
R3N

f2(t,x,v,v∗)p((v,v∗)→ (v′,v′∗))dv
′dv′∗dv∗︸ ︷︷ ︸

Q−(f)(v)

.

Zbog molekularnog haosa (P.5) va�i da je zajedniqka funkcija raspodele
f2(t,x,v,v∗) proizvod marginalnih, tj.

f2(t,x,v,v∗) = f(t,x,v)f(t,x,v∗),

gde f(t,x,v) i f(t,x,v∗) predstav	aju funkcije raspodele atoma sa brzinama
v i v∗. Xtavixe, radi jednostavnosti uvodimo oznake:

f ′ := f(t,x,v′),f ′∗ := f(t,x,v′∗),

f := f(t,x,v),f∗ := f(t,x,v∗).
(1.6)

Kao posledica pretpostavke o mikroreverzibilnosti P.4 va�i

p((v′,v′∗)→ (v,v∗)) = p((v,v∗)→ (v′,v′∗)).

Da bismo naglasili binarnu strukturu kolizionog operatora umesto Q(f)(v)
pixemo Q(f, f)(f). Dakle, na osnovu prethodno uvedenih argumenata kolizi-
oni operator postaje:

Q(f, f)(v) =

∫
R3N×RN

(f ′f ′∗ − ff∗) p((v′,v′∗)→ (v,v∗))dv
′dv′∗dv∗. (1.7)

Iz jednaqine (1.7) jasno je da je kolizioni operator integralni operator po
3N promen	ivih. Ci	 da	eg izlaga�a je da sma�imo oblast integracije,
xto se posti�e zakonima mehanike koji va�e za sudar dve qestice.

Posmatrajmo elastiqan sudar dve qestice gasa. Neka su brzine atoma pre
sudara v′ i v′∗ a brzine atoma posle sudara v i v∗ (slika 1.1). Tada va�i zakon
odr�a�a koliqine kreta�a i zakon odr�a�a ukupne energije qestica:
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1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

mv′ +mv′∗ = mv +mv∗, (1.8)
m

2
|v′|2 +

m

2
|v′∗|2 =

m

2
|v|2 +

m

2
|v∗|2. (1.9)

Verovatno�a prelaza je razliqita od nule samo kada va�e ova dva zakona,
dakle

p((v′,v′∗)→ (v,v∗)) = B(v,v∗,v
′,v′∗) · δ{mv′+mv′∗=mv+mv∗}

· δ{m
2
|v′|2+m

2
|v′∗|2=m

2
|v|2+m

2
|v∗|2},

gde je δ oznaka za

δ{a=b} =

{
1, a = b,

0, a 6= b.

za a,b ∈ RN, N ≥ 1. Funkcija B(v,v∗,v
′,v′∗) naziva se kolizioni presek i

u sluqaju jednoatomskih gasova Galilejeva invarijantnost name�e uslov da je
ona funkcija intenziteta relativne brzine |v − v∗| i ugla izme�u vektora
v − v∗ i v′ − v′∗.

Da	e se uvodi brzina centra mase V i relativna brzina u,

V :=
v + v∗

2
, u := v − v∗. (1.10)

Analogno brzina centra mase i relativna brzina pre sudara qestica bile bi

V′ =
v′ + v′∗

2
, u′ = v′ − v′∗. (1.11)

Uvo�e�em sistema centra mase relacije (1.8) i (1.9) svode se na

V = V′,

|u| = |u′|.
(1.12)

Ovo znaqi da se brzina centra mase ne me�a posle sudara a intenzitet relati-
vne brzine ostaje neprome�en. Na slici 1.2 vidimo da svi vektori relativne
brzine le�e na sferi preqnika |u|.

Sistem (1.8)-(1.9) qini N+1 jednaqina iz kog treba da izrazimo v′,v′∗, xto
je 2N prome�ivih. Da bi se to uqinilo potrebno je uvesti N − 1 parametara.
Dakle, uvodi se novi parametar σ ∈ SN−1, gde je SN−1 jediniqna sfera u RN ,
tako da je

u′ = |u| · σ. (1.13)

7



1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

u′

u

v∗
V = V′

v

v′

v′∗

Slika 1.2: Brzine pre sudara i posle sudara dva atoma. Intenziteti
relativne brzine pre i posle sudara su jednaki |u| = |u|′ i brzina se ne me�a
V = V′.

Zahva	uju�i ovome mo�emo izraziti v′ i v′∗ u funkciji v,v∗,σ. Iz jednaqina
(1.11) sledi da je

v′ = V′ +
u′

2
,v′∗ = V′ − u′

2
,

pa koriste�i se relacijama (1.12) dobija se

v′ = V +
u′

2
,v′∗ = V − u′

2
. (1.14)

Iz jednaqine (1.14) koriste�i se relacijama (1.13) i (1.10) konaqno se dobijaju
izrazi za prekolezione veliqine v′ i v′∗,

v′ =
v + v∗

2
+

1

2
|v − v∗|σ,

v′∗ =
v + v∗

2
− 1

2
|v − v∗|σ.

(1.15)
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1.1 Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove

Konaqno, kolizioni operator (1.7) postaje:

Q(f, f)(v) =

∫
RN×SN−1

{f(t,x,v′)f(t,x,v′∗)− f(t,x,v)f(t,x,v∗)}

×B
(
|v − v∗|,

v − v∗
|v − v∗|

· σ
)

dσdv∗, (1.16)

gde su vektori v′ i v′∗ dati sa (1.15). Dakle, na osnovu (1.4) i (1.16) uvode�i
oznake (1.6), Bolcmanova jednaqina za jednoatomske gasove glasi

∂tf + v · ∇xf =

∫
RN×SN−1

{f ′f ′∗ − ff∗}B
(
|v − v∗|,

v − v∗
|v − v∗|

· σ
)

dσdv∗,

gde smo koristili notaciju iz (1.6) a v′,v′∗ kao funkcije od v,v∗,σ su date u
(1.15). Ona se svrstava se u klasu nelinearnih integralno-diferencijabilnih
jednaqina.

U da	em nastavku rada prelazimo na modele za vixeatomske gasove.
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2 Modelira�e vixeatomskih gasova

U ovom poglav	u izlo�i�emo osnovne osobine vixeatomskih gasova kao i
tvr�e�a koja se tiqu mikroskopske dinamike molekula.

2.1 Uvo�e�e dodatnog parametra - mikroskopske unu-

trax�e energije; Bolcmanova jednaqina

Kao xto smo ve� videli kod jednoatomskih gasova, sr� modelira�a dina-
mike gasa u pogledu kinetiqke teorije le�i u razumeva�u interakcije me�u
qesticama. U sluqaju vixeatomskih gasova ove interakcije se uslo��avaju
zbog kompleksnije strukture vixeatomskog molekula. Odraz ove strukture
dat je kroz broj stepeni slobode molekula u oznaci D. Stepeni slobode mogu
se intepretirati kao mogu�nosti za kreta�e molekula prilikom sudara i
mogu biti: translacioni, rotacioni i vibracioni. Zarad lakxeg objax�e�a
posmatrajmo gas u prostoru R3. Translacioni stepeni slobode odnose se na
mogu�nosti kreta�a centra mase molekula u pravcu svake od osa koordinatnog
sistema, dok se rotacioni stepeni slobode odnose na rotaciju molekula oko
osa normalnih na pravac molekulske veze. Vibracioni stepeni slobode odnose
se na kreta�e atoma u molekulu prilikom odr�ava�a veze. U sluqaju vi-
xeatomskih gasova pored translacionih jav	aju se rotacioni i vibracioni
stepeni slobode kojih nema kod jednoatomskih gasova. U slede�oj tabeli dat
je broj stepeni slobode u zavisnosti od strukture molekula.

Translacioni i rotacioni Translacioni,
rotacioni i
vibracioni

Linearni
molekuli

Nelinearni
molekuli

Broj stepeni
slobode D

5 6 3N

Tabela 2.1: Razliqite vrednosti broja stepeni slobode u zavisnosti od
strukture molekula gde je N ≥ 2 broj atoma u molekulu vixeatomskog gasa.
Linearni molekuli su takvi da je ugao izme�u dva atoma u molekulu 180
stepeni.

Da bi se opisao uticaj dodatnih stepeni slobode u vixeatomskom gasu
na kinetiqkom nivou uvodi se dodatan neprekidan parametar - makrosko-
pska unutrax�a energija I. Sada je sta�e molekula gasa na mikroskopskom



2.2 Makroskopska unutrax�a energija

nivou odre�eno vektorom ξ = (v, I), gde je v brzina molekula a I �egova
mikroskopska unutrax�a energija. Parametar I sada postaje dodatni argume-
nt funkcije raspodele f , tako da f(t,x,v, I)dxdvdI predstav	a broj molekula
gasa u zapremini dxdvdI centriranoj u taqki (x,v, I).

Evolucija funkcije raspodele f(t,x,v, I) data je Bolcmanovom jednaqinom
za vixeatomske gasove

∂tf + v · ∇xf = Q(f, f)(v, I), (2.1)

pri qemu je Q(f, f)(v, I) kolizioni operator.
Strukturu kolizionog operatora kod vixeatomskih gasova dajemo u na-

stavku rada kroz nekoliko modela. Glavna ideja je da zadovo	imo osnovne
pretpostavke na kinetiqkom nivou, kao i da postignemo zakone koji va�e za
vixeatomske gasove na makroskopskom nivou, te �e sama struktura operatora
zavisiti od toga.

2.2 Makroskopska unutrax�a energija

Jedan od zadataka kinetiqke teorije gasova jeste i reprodukcija kaloriqke
jednaqine sta�a na makroskopskom nivou. Kao posledica dodatnih stepeni
slobode jav	a se kompleksnija zavisnost unutrax�e energije e od temperature
gasa T ,

e = e(T ).

Ta zavisnost odre�uje se specifiqnim toplotnim kapacitetom pri konsta-
ntnoj zapremini cv koji se definixe kao

cv =
d e(T )

dT
. (2.2)

Integracijom jednaqine (2.2) po temperaturi T sledi

e(T ) =

∫ T

T0

ĉv(T
′)dT ′, (2.3)

gde T0 predstav	a referentnu temperaturu, ĉv = (m/k)cv dimenzionisanu
specifiqnu toplotu [2], k Bolcmanovu konstantu, m masu molekula. Gasovi
kod kojih je unutrax�a energija proporcionalna temperaturi nazivaju se
politropski dok oni kod kojih je to nelinearna funkcija nazivaju se nepoli-
tropski.

U opxtem sluqaju, specifiqni toplotni kapacitet nije konstantna fu-
nkcija temperature, no ipak na temperaturama bliskim sobnoj mo�e se uzeti
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2.3 Modelira�e procesa sudara

da je on konstantan. Na osnovu ovoga makroskopska unutrax�a energija mo�e
se smatrati linearnom funkcijom temperature

e =
D

2

k

m
T,

gde je D broj stepen slobode molekula dat u tabeli 2.1. Dakle, na niskim
temperaturama vixeatomski gas mo�emo smatrati politropskim. Na vixim
temperaturama dolazi do uticaja rotacionih i vibracionih stepeni slobode
te samo energija koja potiqe od translatornog kreta�a molekula je linearna
funkcija temperature

eK =
3

2

k

m
T.

Da bi se kinetiqki model bio korektan on mora reprodukovati opisano
ponaxa�e makroskopske unutrax�e energije, dato jednaqinom (2.3) a u na-
stavku �e biti govoreno o naqinu na koji je to postignuto.

2.3 Modelira�e procesa sudara

Da bismo opisali strukturu kolizionog operatora najpre izla�emo mo-
delira�e procesa sudara dva molekula vixeatomskog gasa.

Posmatramo sudar dva molekula vixeatomskog gasa. Neka je sta�e ova dva
molekula odre�eno sa vektorima ξ′ = (v′, I ′), ξ′∗ = (v′∗, I

′
∗), gde su v′, v′∗ brzine

molekula a I ′, I ′∗ odgovaraju�e mikroskopske unutrax�e energije pre sudara.
Posle sudara brzine molekula postaju v, v∗ a unutrax�e mikroskopske ene-
rgije I, I∗ tako da je sta�e molekula posle sudara ξ = (v, I), ξ∗ = (v∗, I∗).
Dakle, sudar dva molekula mo�emo posmatrati kao transformaciju:

(ξ′, ξ′∗)→ (ξ, ξ∗).

Ovde razmatramo elastiqne sudare xto znaqi da je ukupna energija (kinetiqka
i makroskopska unutrax�a) kao i koliqina kreta�a para molekula oquvana:

mv′ +mv′∗ = mv +mv∗, (2.4)
m

2
|v′|2 + I ′ +

m

2
|v′∗|2 + I ′∗ =

m

2
|v|2 + I +

m

2
|v∗|2 + I∗. (2.5)

Uvodimo brzinu centra mase V i relativnu brzinu u sa

V :=
v + v∗

2
, u := v − v∗, (2.6)

xto je ekvivalentno sa

v = V +
u

2
, v∗ = V − u

2
. (2.7)
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2.3 Modelira�e procesa sudara

Uvrxtava�em (2.7) u (2.4) dobija se ekvivalentan oblik zakona koliqine
kreta�a

V = V′. (2.8)

Tako�e, uvrxtava�em (2.7) u jednakost (2.5) dobijamo

m

2

∣∣∣∣V′ + u′

2

∣∣∣∣2 + I ′ +
m

2

∣∣∣∣V′ − u′

2

∣∣∣∣2 + I ′∗ =
m

2

∣∣∣V +
u

2

∣∣∣2 + I +
m

2

∣∣∣V − u

2

∣∣∣2 + I∗,

ili u ekvivalentnom obliku,

E =
m

4
|u|2 + I + I∗ =

m

4
|u′|2 + I ′ + I ′∗. (2.9)

�elimo da odredimo v′, v′∗, I
′, I ′∗ preko brzine i energije posle sudara uzima-

ju�i u obzir zakone odr�a�a (2.4) i (2.5). Vektori v′, v′∗, su dimenzije N a I ′,
I ′∗ su skalarne veliqine, pa ukupno imamo 2N + 2 prome�ivih. Sistem (2.4) i
(2.5) qini N + 1 jednaqina te nam je potrebno N + 1 parametar. Kao i ranije
uvodi se parametar σ ∈ SN−1, gde SN−1 jediniqna sfera u RN , a preostala
dva parametra se uvode na osnovu procedure opisane u nastavku - takozvane
Bornake-Larsen procedure.

Bornake-Larsen procedura se zasniva na tome da se ukupna energija mole-
kula podeli na dva dela, jedan koji se interpretira kao kinetiqka energija
kreta�a molekula i drugi, koji se interpretira kao unutrax�a energija koja
se mo�e shvatiti kao posledica vibracionih i rotacionih stepeni slobode
molekula [3, 4, 9].
Ovim se uvodi dodatni parametar R ∈ [0, 1], tako da je

RE =
m

4
|u′|2, I ′ + I ′∗ = (1−R)E. (2.10)

Raspodela energije izme�u qlanova I ′ i I ′∗ odre�ena je novim parametrom r ∈
[0, 1] tako da je

I ′ = r(1−R)E, I ′∗ = (1− r)(1−R)E. (2.11)

Da	e se uvodi parametar σ ∈ SN−1 tako da je

u′ = |u′|σ.

Kako je RE = m
4
|u′|2 sledi

|u′|2 =
4RE

m
, |u′| =

√
4RE

m
, u′ = 2

√
RE

m
σ. (2.12)
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

Konaqno, iz v′ = V′ + u′

2
i v′∗ = V′ − u′

2
je

v′ =
v + v∗

2
+

√
RE

m
σ,

v′∗ =
v + v∗

2
−
√
RE

m
σ.

(2.13)

Preraspodelu energije pre sudara mo�emo napisati u funkciji post-koli-
zionih parametara, R′, r′ i energije koja je oquvana E = E ′. Sada je:

R′E =
m

4
|u|2, I + I∗ = (1−R′)E,

I = r′(1−R′)E, I∗ = (1− r′)(1−R′)E, (2.14)

te je da	e

r′ =
I

(1−R′)E
=

I

I + I∗
=

I

E − m
4
|u|2

, R′ =
m|u|2

4E
, σ′ =

u

|u|
. (2.15)

U nastavku �emo se baviti preslikava�em koje veliqine pre sudara presli-
kava u �ima odgovaraju�im posle sudara i obratno.

2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

U poglav	u 2.3, uvode�i dodatne parametre izrazili smo mikroskopske
veliqine posle sudara preko veliqina pre sudara i obrnuto. Od da	eg inte-
resa bi�e definisa�e mera invarijantnih u odnosu na kolizionu transfo-
rmaciju. Na sliqan naqin kao u [9, 10] izvodimo slede�a tvr�e�a.

Lema 1. Neka je preslikava�e

P : (v,v∗, I, I∗, r, R,σ)→ (v′,v′∗, I
′, I ′∗, r

′, R′,σ′)

definisano sa relacijama (2.10)-(2.15). Tada je preslikava�e P involucija sa
Jakobijanom preslikava�a

JP =
(1−R)

(1−R′)

(
R

R′

)N
2
−1

.

Dokaz. Dokaz je dat tako xto je preslikava�e P razlo�eno na niz preslika-
va�a. Preciznije,

P = A9 ◦ A8 ◦ A7 ◦ A6 ◦ A5 ◦ A4 ◦ A3 ◦ A2 ◦ A1,

pa je Jakobijan preslikava�a P proizvod Jakobijana JAi
, i = 1, .., 9. Slede

precizne definicije gore navedenih preslikava�a sa odgovaraju�im Jakobi-
janima.
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

(1) Preslikava�e

A1 : (v,v∗, I, I∗, r, R,σ)→ (u,V, I, I∗, r, R,σ),

predstav	a promenu koordinata u referentni sistem centra mase prema
(2.6). Jakobijan ovog preslikava�a je

JA1 = 1,

xto sledi iz definicije brzine centra mase i relativne brzine.

(2) Sa

A2 : (u,V, I, I∗, r, R,σ)→ (|u|, u

|u|
,V, I, I∗, r, R,σ),

uvodimo sferne koordinate za relativnu brzinu u, pa prema tome je

JA2 = |u|−(N−1).

(3) Radi lakxeg raquna prelazimo na kvadrat intenziteta relativne brzine
sa preslikava�em

A3 : (|u|, u

|u|
,V, I, I∗, r, R,σ)→ (|u|2, u

|u|
,V, I, I∗, r, R,σ).

Jakobijan ovog preslikava�a je

JA3 = 2|u|.

(4) Tako�e umesto I∗ ho�emo E, a to posti�emo sa

A4 : (|u|2, u

|u|
,V, I, I∗, r, R,σ)→ (|u|2, u

|u|
,V, I, E, r, R,σ).

Koristimo (2.9) te je Jakobijan ovog preslikava�a

JA4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂|u|2
∂|u|2

Id
Id

1
∂E
∂|u|2

∂E
∂ u
|u|

∂E
∂V

∂E
∂I

∂E
∂I∗

∂E
∂r

∂E
∂R

∂E
∂σ

1
1

Id

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1,

gde su prazna mesta nule.
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

(5) Da	e me�amo R sa ER preslikava�em

A5 : (|u|2, u

|u|
,V, I, E, r, R,σ)→ (|u|2, u

|u|
,V, I, E, r, ER,σ),

a �egov Jakobijan je
JA5 = E.

(6) Sada prelazimo na veliqine pre sudara sa

A6 : (|u|2, u

|u|
,V, I, E, r, ER,σ)→ (|u′|2, u′

|u′|
,V′, I ′, I ′∗, r

′, R′,σ′).

Iz (2.4) va�i da je V = V′. Tako�e vektori u
|u| = σ i u′

|u′| = σ′ su vektori

jediniqne sfere pa se σ′ mo�e dobiti rotacijom vektora σ. Na osnovu
ova dva argumenta dovo	no je izraqunati Jakobijan transformacije
(|u|2, I, E, r, ER)→ (|u′|2, I ′, I ′∗, r′, R′) te je

JA6 = J(|u|2,I,E,r,ER)→(|u′|2,I′,I′∗,r′,R′),

xto je ekvivalentno sa

JA6 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂|u′|2
∂|u|

∂|u′|2
∂I

∂|u′|2
∂E

∂|u′|2
∂r

∂|u′|2
∂ER

∂I′

∂|u|2 · · · · · · · · · ∂I′

∂ER
∂I′∗
∂|u|2 · · · · · · · · · ∂I′∗

∂ER
∂r′

∂|u|2 · · · · · · · · · ∂r′

∂ER
∂R′

∂|u|2 · · · · · · · · · ∂R′

∂ER

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Koriste�i se definicijama veliqina |u′|2, I ′, I ′∗, r′, R′ datim sa jednako-
stima (2.11),(2.12),(2.15) dobija se slede�i niz jednakosti koji vodi ka
Jakobijanu JA6 :

JA6 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 4R
m

0 4
m

0 0 r(1−R) (1−R)E −r
0 0 (1− r)(1−R) (R− 1)E 1− r
mI

4(E−m
4
|u|2)2

1
E−m

4
|u|2 − I

(E−m
4
|u|2)2 0 0

m
4E

0 −m|u|2
4E2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

=
(−1)4+2

E − m
4
|u|2

(−1)4+1m

4E

∣∣∣∣∣∣
4R
m

0 4
m

r(1−R) (1−R)E −r
(1− r)(1−R) (R− 1)E 1− r

∣∣∣∣∣∣
=

−m(1−R)E

(E − m
4
|u|2)4E

∣∣∣∣∣∣
4R
m

0 4
m

r(1−R) 1 −r
(1− r)(1−R) −1 1− r

∣∣∣∣∣∣
=

−m(1−R)

4(E − m
4
|u|2)

∣∣∣∣∣∣
4R
m

0 4
m

1−R 0 −1
(1− r)(1−R) −1 1− r

∣∣∣∣∣∣
=

−m(1−R)

4(E − m
4
|u|2)

(
−4R

m
+

4(R− 1)

m

)
.

Konaqno, Jakobijan transformacije A6 postaje

JA6 =
1−R

(E − m
4
|u|2)

=
1−R
I + I∗

=
1−R

(1−R′)E
.

(7) Sada skla�amo kvadrat relativne brzine u′:

A7 : (|u′|2, u′

|u′|
,V′, I ′, I ′∗, r

′, R′,σ′)→ (|u′|, u′

|u′|
,V′, I ′, I ′∗, r

′, R′,σ′)

pri qemu je

JA7 =
1

2|u′|
.

(8) Transformacijom

A8 : (|u′|, u′

|u′|
,V′, I ′, I ′∗, r

′, R′,σ′)→ (u′,V′, I ′, I ′∗, r
′, R′,σ′)

prelazimo iz sfernih koordinata za vektor u′ pa je Jakobijan

JA8 = |u′|N−1.

(9) Sa
A9 : (u′,V′, I ′, I ′∗, r

′, R′,σ′)→ (v′,v′∗, I
′, I ′∗, r

′, R′,σ′)

vra�amo se iz sistema centra mase pa je

JA9 = 1.
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

Dakle, finalno dobija se Jakobijan preslikava�a P

JP =
9∏
i=1

JAi
= |u|−(N−1)2|u|E 1−R

(1−R′)E
1

2|u′|
|u′|N−1 =

(1−R)

(1−R′)

(
|u′|
|u|

)N−2
.

Kako je |u′| =
√

4RE
m

i |u| =
√

4R′E
m

sledi

|u′|
|u|

=

√
R√
R′
,

xto da	e vodi konaqnom izrazu

JP =
(1−R)

(1−R′)

(
R

R′

)N
2
−1

.

U nastavku se definixu tri mere koje su invarijantne u odnosu na slede�e
kolizione transformacije:

(v,v∗, I, I∗, r, R,σ)↔ (v′,v′∗, I
′, I ′∗, r

′, R′,σ′), (2.16)

(v,v∗, I, I∗, r, R,σ)↔ (v∗,v, I∗, I, 1− r, R,−σ). (2.17)

Transformacija (2.16) se odnosi na zamenu veliqina pre i posle sudara,
dok se (2.17) odnosi na zamenu molekulima koji se sudaraju. Invarijantnost
mera u odnosu na ove transformacije je od izuzetne va�nosti pri prelasku
sa kinetiqkog nivoa na makroskopski, odnosno prilikom definisa�a slabe
forme kolizionog operatora.

Lema 2. Mera

dY = (1−R)R
N
2
−1dvdv∗dIdI∗dRdrdσ (2.18)

je invarijantna u odnosu na transformacije (2.16) i (2.17).

Dokaz. Na osnovu leme 1 lako se vidi da je

(1 − R)R
N
2
−1dvdv∗dIdI∗dRdrdσ = (1 − R′)R

′N
2
−1dv′dv′∗dI

′dI ′∗dR
′dr′dσ′,

xto je ekvivalentno sa
dY = dY ′,

te je invarijantnost u odnosu na (2.16) dokazana, a invarijantnost u odnosu
(2.17) je trivijalna.
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

Lema 3. Neka je ϕ(I) ≥ 0 i funkcija F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ) takva da je

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗) = F (v′,v′∗, I
′, I ′∗, R

′, r′,σ′)ϕ(I ′)ϕ(I ′∗), (2.19)

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗) = F (v∗,v, I∗, I, R, 1− r,−σ)ϕ(I)ϕ(I∗). (2.20)

Tada je mera

dW = F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗)(1−R)R
N
2
−1dσdv∗dI∗dRdrdvdI, (2.21)

invarijantna u odnosu na transformacije (2.16) i (2.17).

Dokaz. Na osnovu leme 1 i osobina funkcije F datih sa (2.19) i (2.20) lako
se vidi tra�ena osobina.

Lema 4. Neka su veliqine I, I∗, r, R, I
′, I ′∗, r

′, R′ definisane relacijama (2.10)-
(2.15). Tada va�i

II∗r(1− r)(1−R)2 = I ′I ′∗r
′(1− r′)(1−R′)2 (2.22)

Dokaz. Na osnovu definicija veliqina I i I∗ datim sa (2.14) sledi da je

II∗r(1− r)(1−R)2 = r′(1−R′)E(1− r′)(1−R′)Er(1−R)(1− r)(1−R). (2.23)

Na osnovu definicija veliqina I ′ i I ′∗ datim sa (2.11) jednakost (2.23) postaje

II∗r(1− r)(1−R)2 = I ′I ′∗r
′(1−R′)(1− r′)(1−R′),

pa je je ovim lema dokazana.

Uzmimo sada da je
ϕ(I) = Iα, α > −1. (2.24)

Tra�imo F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ) tako da va�i (2.19) i (2.20). Na osnovu leme 4
podiza�em na stepen α jednakost (2.22) sledi da

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ) =
(
r(1− r)(1−R)2

)α
, (2.25)

zadovo	ava jednakost (2.19), za ϕ(I) = Iα. Tako�e, jednakost (2.20) va�i
na osnovu invarijantnosti r(1 − r) u odnosu na (2.17). Radi jednostavnosti
uvodimo oznake:

ηα(r) = (r(1− r))α , ψα(R) = (1−R)2α, α > −1, (2.26)

te je F zapravo proizvod funkcija

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ) = ηα(r)ψα(R). (2.27)

Na osnovu gore izlo�enog formira se slede�a lema.
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2.4 Koliziona transformacija i invarijantne mere

Lema 5. Mera

dM = (1−R)R
N
2
−1IαIα∗ ηα(r)ψα(R)dσdv∗dI∗dRdrdvdI (2.28)

je invarijantna u odnosu na transformacije (2.16)-(2.17), gde su funkcije
ηα(r) i ψα(R) definisane sa (2.26).

Dokaz. Na osnovu osobina funkcije F date u (2.25), leme 2 i leme 3 sledi
tra�ena osobina.
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3 Funkcionalni prostori

Da bismo napisali taqan oblik Bolcmanove jednaqine (2.1) potrebno je
da opixemo kolizioni operator. Izraz za kolizioni operator zavisi od
funkcionalnog prostora u kom radimo. Tako�e, makroskopske veliqine su
zapravo momenti funkcije raspodele te i fiziqko interpretira�e Bolcma-
nove jednaqine kao kinetiqkog modela zavisi od funkcionalnog prostora.

U ovom radu su za nas interesantni L1 prostori, jer oni dopuxtaju prela-
zak sa kinetiqkog na makroskopski nivo. Preciznije, definixemo L1 prostor
sa te�inom i bez te�ine.

1. Prostor bez te�ine (L1, ‖ · ‖L1)

L1 =

{
f :

∫
RN×R+

|f |dIdv < +∞
}

sa normom

‖f‖L1 =

∫
RN×R+

|f |dIdv,

2. Prostor sa te�inom (L1
ϕ, ‖ · ‖L1

ϕ
)

L1
ϕ =

{
f :

∫
RN×R+

|f |ϕ(I)dIdv <∞
}
.

sa normom

‖f‖L1
ϕ

=

∫
RN×R+

|f |ϕ(I)dIdv,

gde je ϕ(I) ≥ 0 te�inska funkcija.



4 Kinetiqki model u prostoru sa te�inom

U ovom poglav	u opisiva�emo kinetiqki model u prostoru sa te�inom L1
ϕ

u literaturi zastup	en u [8, 9]. Tako�e, razmatra�emo vezu sa makroskopskim
veliqinama kao i nekim od zakona proxirene termodinamike.

U ovom prostoru Bolcmanova jednaqina glasi

∂tf + v · ∇xf = Qw(f, f)(v, I), (4.1)

gde je f(t,x,v, I) ≥ 0 funkcija raspodele a Qw(f, f)(v, I) kolizioni operator
qiju strukturu dajemo u nastavku.

4.1 Kolizioni operator u prostoru sa te�inom

Izraz za kolizioni operator u prostoru sa te�inom L1
ϕ, ϕ(I) ≥ 0 dat je

sa

Qw(f, f)(v, I) =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

(f ′f ′∗ − ff∗)

× Bw · (1−R)R
N
2
−1 1

ϕ(I)
dσdv∗dI∗dRdr, (4.2)

gde je kolizioni presek Bw := Bw(v,v∗, I, I∗, R, r,σ) nenegativna funkcija,
f ∈ L1

ϕ, a gde su korix�ene oznake f
′ := f(t,x,v′, I ′), f ′∗ := f(t,x,v′∗, I

′
∗), f :=

f(t,x,v, I), f∗ := f(t,x,v∗, I∗) [8]. Tako�e, Bw treba da zadovo	ava pretpostavke
o mikrorevezibilnosti:

Bw(v,v∗, I, I∗, R, r,σ) = Bw(v′,v′∗, I
′, I ′∗, R

′, r′,σ′), (4.3)

Bw(v,v∗, I, I∗, R, r,σ) = Bw(v∗,v, I∗, I, R, 1− r,−σ), (4.4)

gde su veliqine pre sudara: v′,v′∗, I
′, I ′, R′, r′,σ′ date relacijama (2.10)-(2.15).

Dakle, Bw treba da bude invarijantno u odnosu na transformaciju (2.16),
koja predstav	a zamenu veliqina pre sudara sa onim posle sudara i obratno,
i odnosu na transformaciju (2.17) koja predstav	a zamenu mesta molekulima.

Qlan (1 − R)R
N
2
−1 obezbe�uje invarijantnost mere u odnosu na kolizione

transformacije definisane sa (2.16) i (2.17) prethodno dokazane u lemi
2 xto igra k	uqnu ulogu prilikom poveziva�a Bolcmanove jednaqine sa
makroskopskim zakonima odr�a�a o qemu qe biti reqi u nastavku. Funkcija
kolizionog preseka Bw govori o naqinu interakcije me�u qesticama dok
te�inska funkcija ϕ ima ulogu da obezbedi korektnu kalorijsku jednaqinu
sta�a gasa datu sa (2.3).



4.2 Makroskopske veliqine kao momenti

4.2 Makroskopske veliqine kao momenti

Da bi se povezalo sta�e gasa na mikroskopskom nivou sa makroskopskim
veliqinama potrebno je da se one definixu preko razliqitih sredina. Pre-
ciznije, makroskopske veliqine u prostoru sa te�inom L1

ϕ se definixu kao
momenti funkcije raspodele f za odre�enu test funkciju ψ(v, I) sa

Mψ(v,I) [f ]L1
ϕ

:=

∫
RN×R+

f(t, x,v, I)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv.

U nastavku �emo izlo�iti definicije veliqina u prostoru sa te�inom koje
�e nam u nastavku biti neophodne.

Brojnu gustinu vixeatomskog gasa oznaqavamo sa n i ona se dobija za izbor
jedinice kao test funkcije,

n =M1 [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv.

Mno�e�em ove veliqine sa masom molekulam dobijamo makroskopsku gustinu
mase ρ,

ρ =Mm [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

mf(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv. (4.5)

Koliqinu kreta�a gasa po jedinici zapremine oznaqavamo sa ρU ,

ρU =Mmv [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

mvf(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv, (4.6)

gde je U makroskopska sred�a brzina svih molekula.
Gustina energije gasa (energija gasa po jedinici zapremine) data je sa

Mm
2
|v|2+I [f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

(m
2
|v|2 + I

)
f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv, (4.7)

koju uvode�i relativnu brzinu

C = v −U, (4.8)

razdvajamo na kinetiqku i unutrax�u (makroskopsku) energiju. Na osnovu
definicija koliqine kreta�a gasa (4.6), gustine gasa (4.5) i definicije re-
lativne brzine (4.8) sledi da je momenat

MmC [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

m(v −U)f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv = 0. (4.9)
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4.2 Makroskopske veliqine kao momenti

Na osnovu razlaga�a

m

2
|v|2 + I =

m

2
|U|2 +mC ·U +

m

2
|C|2 + I,

sledi da je

Mm
2
|v|2+I [f ]L1

ϕ
=

1

2
|U|2Mm [f ]L1

ϕ
+ U · MmC [f ]L1

ϕ
+Mm

2
|C|2+I [f ]L1

ϕ
. (4.10)

Iz jednaqine (4.9) sledi da se drugi sabirak u (4.10) anulira pa je kinetiqka
energija gasa jednaka sa

1

2
ρ|U|2,

a ukupna makroskopska unutrax�a energija ρe dobija se kao moment

ρe =Mm
2
|C|2+I [f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

(m
2
|C|2 + I

)
f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv.

Makroskopska unutrax�a energija se deli na deo koji potiqe od transla-
tornih stepeni slobode ρeK i deo koji potiqe od netranslatornih stepeni
slobode ρeI :

ρeK =Mm
2
|C|2 [f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

m

2
|C|2f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv, (4.11)

ρeI =MI [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

If(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv. (4.12)

Od da	eg znaqaja �e nam biti i protoci (fluksevi) svih ovih veliqina te
ih na da	e definixemo.
Protok gustine koliqine kreta�a u pravcu xj dobijamo sa

Pij :=Mmvivj [f ]L1
ϕ

=

∫
RN×R+

mvivjf(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv = ρUiUj + pij,

gde je pij tenzor pritiska definisan sa

pij :=MmCiCj
[f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

mCiCjf(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv,

a C relativna brzina uvedena sa (4.8). U sluqaju vixeatomskih gasova samo
je translatorni deo unutrax�e energije povezan sa tragom tenzora pritiska:

ρeK = (p11 + p22 + · · ·+ pNN) .
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4.3 Slaba formulacija kolizionog integrala u prostoru sa
te�inom

Da	e definixemo protok gustine energije u pravcu xj kao

Qj :=Mvj(m
2
|v|2+I) [f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

vj

(m
2
|v|2 + I

)
f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv

=

∫
RN×R+

(Cj + Uj)
(m

2
|C + U|2 + I

)
fϕ(I)dIdv

=

∫
RN×R+

(Cj + Uj)
(m

2

(
|C|2 + 2U ·C + |U|2

)
+ I
)
fϕ(I)dIdv

=

∫
RN×R+

(
m

2

(
Cj|C|2 + 2Cj

N∑
i=1

CiUi + Cj|U|2

+Uj|C|2 + Uj

N∑
i=1

CiUi + Uj|U|2
)

+ CjI + UjI

)
fϕ(I)dIdv.

Grupisa�em u odnosu na komponente vektora U dobija se

Qj =

∫
RN×R+

Cj

(m
2
|C|2 + I

)
fϕ(I)dIdv +

N∑
i=1

Ui

∫
RN×R+

mCiCjfϕ(I)dIdv

+ Uj

∫
RN×R+

(m
2
|C|2 + I

)
fϕ(I)dIdv + Uj

|U|2

2

∫
RN×R+

mfϕ(I)dIdv

= qj +
N∑
i=1

Uipij + Uj

(
ρ
|U|2

2
+ ρe

)
.

Ovde je qj j-ta komponenta toplotnog protoka data kao

qj :=MCj(m
2
|C|2+I) [f ]L1

ϕ
=

∫
RN×R+

Cj

(m
2
|C|2 + I

)
fϕ(I)dIdv.

4.3 Slaba formulacija kolizionog integrala u prosto-

ru sa te�inom

U ode	ku 4.2 videli smo da se makroskopske veliqine definixu kao
momenti funkcije raspodele f . Postav	a se pita�e xta bi se desilo ako
bismo posmatrali i momenat kolizionog operatora u prostoru sa te�inom
L1
ϕ za neku funkciju ψ(v, I). Takav postupak daje slabu formu kolizionog

operatora o qemu govori slede�a teorema.
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4.3 Slaba formulacija kolizionog integrala u prostoru sa
te�inom

Teorema 1. Naka je ψ(v, I) : RN × R+ 7→ R, tako da∫
RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv

ima smisla. Tada va�i∫
RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[f ′f ′∗ − ff∗]

× [ψ(v′, I ′) + ψ(v′∗, I
′
∗)− ψ(v, I)− ψ(v∗, I∗)]BwdY (4.13)

gde je mera dY definisana sa (2.18).

Dokaz. Dokaz se osla�a na osobine kolizionog preseka Bw i Leme 2. Iz (4.2)
je ∫

RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[f ′f ′∗ − ff∗] ψ(v, I)BwdY . (4.14)

Na osnovu leme 2 i osobine kolizionog preseka Bw datog sa (4.3) sledi da je
mera BwdY invarijantna u odnosu na transformaciju (2.16). Dakle, mo�emo
promeniti veliqine posle sudara sa veliqinama pre sudara pa primenom na
jednaqinu (4.14) sledi da je∫

RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dvdI

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[ff∗ − f ′f ′∗]× ψ(v′, I ′) BwdY. (4.15)

Da	e, iz i leme 2 i osobine (4.4) sledi invarijantnost prema transformaciji
(2.17), xto prime�eno na (4.14) daje∫

RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dvdI

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[f ′f ′∗ − ff∗]× ψ(v∗, I∗) BwdY. (4.16)
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4.3 Slaba formulacija kolizionog integrala u prostoru sa
te�inom

Tako�e, istom argumentacijom kao kod izvo�e�a jednaqine (4.15), mo�e se
primeniti transformacija (2.16) na jednaqinu (4.15) te se zamenom veliqine
pre sudara sa onim posle dobijamo∫

RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[ff∗ − f ′f ′∗]× ψ(v′∗, I
′
∗) BwdY. (4.17)

Sada sabiraju�i jednakosti (4.14),(4.15),(4.16),(4.17) dobija se tra�ena oso-
bina (4.13).

Da bismo dobili odgovaraju�e jednaqine odr�a�a na makroskopskom nivou
potrebno je da definixemo kolizione invarijante.

Definicija 1. Funkciju ψ(v, I) nazivamo koliziona invarijanta ukoliko
va�i: ∫

RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv = 0.

Dakle iz prethodne teoreme kolizionu invarijantu ψ(v, I) mo�emo defi-
nisati i kao funkciju koja zadovo	ava jednakost

ψ(v′, I ′) + ψ(v′∗, I
′
∗) = ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗),

∀(v,v∗, I, I∗, R, r,σ) ∈ R2N × R2
+ × [0, 1]2 × SN−1, (4.18)

Slede�a teorema nam govori koje funkcije su kolizione invarijante.

Teorema 2. Koliziona invarijanta ψ(v, I) je linearna kombinacija slede�ih
N + 2 prome�ivih

ψ(v, I) =

 1
mv

m
2
|v|2 + I

 .

Dokaz. Tragamo za funkcijom ψ(v, I) za koju va�i jednakost (4.18). Pokazu-
jemo sluqaj kada je ψ(v, I) ∈ C2(RN × R+). Iz zakona odr�a�a koji va�e na
mikroskopskom nivou, datih sa (2.4) i (2.5) sledi da je

ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗) = φ
(
v + v∗,

m

2
|v|2 + I +

m

2
|v∗|2 + I∗

)
za neku funkciju φ. Da	e na φ prime�ujemo operator definisan sa
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4.3 Slaba formulacija kolizionog integrala u prostoru sa
te�inom

Dkl = (vk − v∗k)(∂vl − ∂v∗l)− (vl − v∗l)(∂vk − ∂v∗k)

odakle sledi

Dklφ = (vk − v∗k) (∂lφ+ 2mvl∂2φ− ∂lφ− 2mv∗l∂2φ)

− (vl − v∗l) (∂kφ+ 2mvk∂2φ− ∂kφ− 2mv∗k∂2φ)

= 2m∂2φ ((vk − v∗k)(vl − v∗l)− (vl − v∗l)(vk − v∗k))
= 0.

Iz prethodnih jednakosti je

Dkl (ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗)) = 0.

Sada diferencira�em prethodnog izraza po vk sledi

∂vk (Dkl (ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗))) =
[
(∂vl − ∂v∗l) + (vk − v∗k)(∂2vlvk − ∂

2
v∗lvk

)

− (vl − v∗l)(∂2v2k − ∂v∗kvk)
]

(ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗))

= ∂vlψ(v, I)− ∂v∗lψ(v∗, I∗) + (vk − v∗k)∂2vlvkψ(v, I)

− (vl − v∗l)(∂2v2kψ(v, I))

= 0

(4.19)

Ponovnim diferencira�em prethodnog izraza po v∗l va�i

−∂2v2∗lψ(v∗, I∗) + ∂2v2k
ψ(v, I) = 0. (4.20)

Diferencira�em jednaqine (4.19) po v∗k dobijamo

−∂2v∗kv∗lψ(v∗, I∗)− ∂2vkvlψ(v, I) = 0. (4.21)

Da bi jednaqina (4.20) va�ila neophodno je da je

∂2v2k
ψ(v, I) = const,∀k = 1, 2, ...., N,

pa je ψ(v, I) polinom najvixe drugog stepena te ga mo�emo prestaviti kao
kvadratnu formu

ψ(v, I) = vTAv.

Tako�e, iz jednaqine (4.21) va�i da su mexoviti izvodi jednaki konstanti a
zbog znaka minus

∂2vkvlψ(v, I) = 0
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4.4 Makroskopski zakoni odr�a�a

pa su qlanovi van dijagonale u matrici A nule. Iz gore navedenog sledi da
je

ψ(v, I) = a(I) + b(I) · v + c(I) · m
2
|v|2. (4.22)

Da bismo videli kakva je zavisnost od I uvodi se operator

∂I − ∂I∗ ,

pa primenom na funkciju ψ(v, I) + ψ(v∗, I∗) dobija se

∂Iψ(v, I)− ∂I∗ψ(v∗, I∗) = 0.

Uvrxtava�em (4.22) u prethodnu jednakost dobijamo:

a′(I) + b′(I)v + c′(I)
m

2
|v|2 = a′(I∗) + b′(I∗)v∗ + c′(I∗)

m

2
|v∗|2. (4.23)

Da bi jednakost (4.23) va�ila potrebno je da

a′(I) = a′(I∗) = const, b′(I) = 0, c′(I) = 0,

xto da	e implicira da je a(I) linearna funkcija, a b(I) i c(I) konstante.
Sada se jednaqina (4.22) mo�e zapisati u formi

ψ(v, I) = c ·

 1
mv

m
2
|v|2 + I


gde je konstanta c ∈ RN+2 pa je koliziona invarijanta linearna kombinacija
ovih N + 2 veliqina.

4.4 Makroskopski zakoni odr�a�a

U poglav	u 4.3 smo definisali kolizione invarijante i pokazali da su
one linearne kombinacije funkcija 1,mv, m

2
|v|2 + I. Mno�e�em Bolcmanove

jednaqine sa ovim funkcijama pojedinaqno i integracijom po brzini v i
mikroskopskoj unutrax�oj energiji I dobijamo zakone odr�a�a na makro-
skopskom nivou.
U opxtem sluqaju uzimaju�i za test funkciju ψ(v, I) sprovode�i navedenu
proceduru dobija se:

∫
RN×R+

(∂tf + v · ∇xf)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv =

∫
RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv.

(4.24)
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4.4 Makroskopski zakoni odr�a�a

Izrazi na levoj strani prethodne jednakosti postaju∫
RN×R+

∂tfψ(v, I)ϕ(I)dIdv = ∂t

∫
RN×R+

fψ(v, I)ϕ(I)dIdv,∫
RN×R+

v · ∇xfψ(v, I)ϕ(I)dIdv = ∇x ·
∫
RN×R+

vfψ(v, I)ϕ(I)dIdv,

pa se jednakost (4.24) mo�e svesti na

∂t

∫
RN×R+

fψ(v, I)ϕ(I)dIdv +∇x ·
∫
RN×R+

vfψ(v, I)ϕ(I)dIdv

=

∫
RN×R+

Qw(f, f)ψ(v, I)ϕ(I)dIdv,

pri qemu je desna strana jednaka nuli za kolizione invarijante na osnovu
teoreme 2.
Za kolizionu invarijantu ψ(v, I) = m koriste�i definicije makroskopskih
veliqina dobijamo

∂tρ+
N∑
j=1

∂xj(ρUj) = 0, (4.25)

xto je zakon odr�a�a mase.
Ukoliko za ψ(v, I) uzmemo mvi dobijamo

∂t

∫
RN×R+

mvifϕ(I)dIdv︸ ︷︷ ︸
ρUi

+
N∑
j=1

∂xj

∫
RN×R+

mvivjfϕ(I)dIdv︸ ︷︷ ︸
Pij

= 0.

Na osnovu definicija makroskopskih veliqina sledi

∂tρUi +
N∑
j=1

∂xj (ρUiUj + pij) = 0, i = 1, 2, ...N, (4.26)

xto je zakon odr�a�a koliqine kreta�a.
Uzimaju�i za kolizionu invarijantu m

2
|v|2 + I dobijamo

∂t

∫
RN×R+

(m
2
|v|2 + I

)
fϕ(I)dIdv︸ ︷︷ ︸

1
2
ρ|U |2+ρe

+
N∑
j=1

∂xj

∫
RN×R+

vj

(m
2
|v|2 + I

)
fϕ(I)dIdv︸ ︷︷ ︸

Qj

= 0.
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4.5 H-teorema

Ovo je da	e na osnovu definicija makroskopskih veliqina ekvivalentno sa

∂t

(
1

2
ρ|U |2 + ρe

)
+

N∑
j=1

∂xj

(
qj +

N∑
k=1

Ukpk,j + Uj

(
ρ
|U|2

2
+ ρe

))
= 0, (4.27)

te dobijamo zakon odr�a�a energije. Ova tri zakona, (4.25)-(4.27) qine Ojlerov
sistem jednaqina gasne dinamike.

Tako�e, mogu�e je izvesti opxtije zakone na makroskopskom nivou koji
mogu biti zakoni bilansa (jednaqine sa generativnim qlanovima). Na primer,
polaze�i od Bolcmanove jednaqine mogu se izvesti Navije-Stoksove jednaqine
[1] ili jednaqine xest i qetrnaest momenata [10].

4.5 H-teorema

U ovom ode	ku povezujemo Bolcmanovu jednaqinu sa va�nim konceptom
entropije. Entropiju sistema mo�emo razumeti kao meru �egove neure�enosti.
Da bi se povezala ova veliqina sa funkcijom raspodele f definixe se fi-
ziqka entropija [2] kao

h = −k
∫
RN×R+

f log fϕ(I)dIdv, (4.28)

gde mo�emo videti da je to zapravo moment funkcije raspodele za izbor test
funkcije log f . Analogno produkcija entropije definixe se kao

Dw(f) :=

∫
RN×R+

Qw(f, f)(v, I) log f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv, (4.29)

tako da integral na desnoj strani ima smisla. Slede�a teorema nam govori o
osobinama produkcije entropije.

Teorema 3 (H1-Teorema). Neka je kolizioni presek Bw ≥ 0, f ≥ 0 i neka je
produkcija entropije Dw(f) dobro definisana. Tada

1. Produkcija entropije je nepozitivna

Dw(f) ≤ 0.

2. Xtavixe, slede�i uslovi su ekvivalentni

(a) Qw(f, f)(v, I) = 0 za sve v ∈ RN , I ∈ R+,

1na engleskom "H-Theorem"
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4.5 H-teorema

(b) Dw(f) = 0,

(v) Postoji n > 0, T > 0, U ∈ RN tako da

f(v, I) =
n

A(T )

( m

2πkT

)N
2
e−

1
kT (m

2
|v−U|2+I), (4.30)

gde je

A(T ) =

∫ ∞
0

exp

(
− I

kT

)
ϕ(I)dI. (4.31)

Dokaz. Da bismo pokazali prvu taqku posmatramo slabu formu kolizionog
operatora Qw(f, f) za izbor test funkcije ψ(v, I) = log f . Prema teoremi 1
sledi da je:

Dw(f) =

∫
RN×R+

Qw(f, f) log f(v, I)ϕ(I)dIdv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[f ′f ′∗ − ff∗]

× [log f ′ + log f ′∗ − (log f ′ + log f ′∗)]

× Bw(1−R)R
N
2
−1dσ dR dr dI∗ dI dv∗ dv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

[f ′f ′∗ − ff∗] [log f ′f ′∗ − log f ′f ′∗]

× Bw(1−R)R
N
2
−1dσ dR dr dI∗ dI dv∗ dv.

(4.32)

Primetimo da je preslikava�e

(x, y) 7→ (x− y)(log x− log y), x, y > 0

nenegativno jer:

� x < y onda je x
y
< 1 pa je (x− y) log x

y
> 0,

� x > y onda je x
y
> 1 pa je (x− y) log x

y
> 0,

� x = y onda je x
y
>= 1 pa je (x− y) log x

y
= 0.

Iz pretpostavke da je Bw nenegativno i nenegativnosti preslikava�a
(x − y)(log x − log y), x, y > 0 sledi da je podintegralna funkcija u (4.32)
nenegativna te je produkcija entropije Dw(f) nepozitivna.

Sada pokazujemo ekvivalencije iz drugog dela. Implikacija (a) ⇒ (b) je
oqigledna.
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4.5 H-teorema

Poka�imo (b) ⇒ (c). Kako je Dw(f) = 0, teorema 2 implicira da je log f
linearna kombinacija N + 2 funkcija:

log f = c ·

 1
mv

m
2
|v|2 + I

 ,

gde je c ∈ RN+2 konstanta. Posled�a jednakost vodi do

f(v, I) = exp
{
c0 +mc1v1 + · · ·+ cNvN + cN+1

(m
2
|v|2 + I

)}
.

Ovde biramo da je

c0 = ln

(
n

A(T )

( m

2πkT

)N
2

)
− 1

2kT
|U|2,

ci =
1

kT
Ui, 1 ≤ i ≤ N,

cN+1 = − 1

kT
,

pa se lako vidi da se dobija forma (4.30).
Poka�imo (c)⇒ (a). Prvo primetimo da je za f(t,x,v, I) datim sa (4.30) va�i

f ′f ′∗ − ff ′ =
n2

A2(T )

( m

2πkT

)N/2
e−

1
kT (m

2
|v′−U|2+I′+m

2
|v′∗−U|2+I′∗)

− n2

A2(T )

( m

2πkT

)N/2
e−

1
kT (m

2
|v−U|2+I+m

2
|v∗−U|2+I∗)

= 0,

jer je iz zakona odr�a�a energije (2.4) i zakona odr�a�a koliqine kreta�a
(2.5) sledi

m

2
|v′ −U|2 + I ′ +

m

2
|v′∗ −U|2 + I ′∗

=
m

2
|v′|2 + I ′ +

m

2
|v′∗|2 + I ′∗ +m|U|2 −U · (mv′ +mv′∗)

=
m

2
|v|2 + I +

m

2
|v∗|2 + I∗ +m|U|2 −U · (mv +mv∗)

=
m

2
|v −U|2 + I +

m

2
|v∗ −U|2 + I∗.

(4.33)

Iz ovoga je i Qw(f, f) = 0 pa smo dokazali ekvivalentnost.
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4.5 H-teorema

Vratimo se sada entropiji h definisanoj sa (4.28). Promena entropije
kroz vreme je

dh

dt
= −k

∫
RN×R+

(
df

dt
log f + f

1

f

df

dt

)
ϕ(I)dIdv

= −k
∫
RN×R+

df

dt
(log f + 1)ϕ(I)dIdv. (4.34)

Iz prethodne jednakosti mo�emo videti da mno�e�em Bolcmanove jednaqine
sa funkcijom −k(log f+1) i integracijom po v i I leva strana izraza postaje
diferencijal entropije h. Na osnovu teoreme 2 prva koliziona invarijanta
je jedan pa mo�emo do�i do entropijske nejednakosti. Naime, tada jednakost
(4.34) postaje

− k∂t
∫
RN×R+

f log fϕ(I)dIdv − k∇x ·
∫
RN×R+

vf log fϕ(I)dIdv

= −k
∫
RN×R+

Qw(f, f) log fϕ(I)dIdv. (4.35)

Veliqina,

hj =

∫
RN×R+

vj log fϕ(I)dIdv

mo�e se razumeti kao protok fiziqke entropije u pravcu xj te jednakost
(4.35) postaje

dh

dt
= ∂th+

N∑
j=1

∂xjhj = −kDw(f).

Iz H-teoreme je Dw(f) nepozitivno pa va�i

dh

dt
≥ 0,

te je entropija sistema neopadaju�a funkcija xto je zapravo drugi zakon
termodinamike.

Za sistem ka�emo da je u sta�u lokalne ravnote�e ukoliko je desna strana
Bolcmanove jednaqine jednaka nuli. H- teorema govori da je u sta�u ravnote�e
produkcija entropije nula te je ova veliqina tada konstantna. Funkcija
raspodele u kome se dosti�e ovo sta�e lokalne ravnote�e je (4.30) koja se
jox naziva i Maksvelova raspodela.
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4.6 Ravnote�na raspodela kao rexe�e varijacionog problema

4.6 Ravnote�na raspodela kao rexe�e varijacionog pro-

blema

Jedan od naqina da odredimo ravnote�nu raspodelu je da koristimo pri-
ncip maksimuma entropije sa integralnim ograniqe�ima koja su definisana
preko momenata funkcije raspodele f datim u poglav	u 4.2, a koja odgovaraju
kolizionim invarijantama iz teoreme 2.

Teorema 4. Maksimum funkcije entropije date sa

h = −k
∫
RN×R+

f log fϕ(I)dIdv,

sa uslovima ρ
0i

3
2
nkT + ρeI

 =

∫
RN×R+

 m
mci

m
2
|C|2 + I

 f(t,x,C, I)ϕ(I)dIdv,

ima formu:

fE =
ρ

mA(T )

( m

2πkT

)N
2

exp

{
− 1

kT

(
1

2
m|C|2 + I

)}
, (4.36)

koja se naziva lokalna ravnote�na funkcija. Ovde je

A(T ) =

∫ ∞
0

exp

(
− I

kT

)
ϕ(I)dI. (4.37)

Xtavixe, unutrax�a energija ρeI je data sa

ρeI = n
A1(T )

A(T )
, A1(T ) =

∫ ∞
0

I exp

(
− I

kT

)
ϕ(I)dI.

Za deta	e dokaza pogledati u [13].

4.7 Opxti oblik netranslatornog dela unutrax�e ene-

rgije

U ovom ode	ku data je veza izme�u dela unutrax�e energije koji potiqe od
vibracionih i rotacionih stepeni slobode (4.12) i funkcijeA(T ) definisane
u (4.31) u kojoj figurira te�inska funkcija ϕ(I). Naredno tvr�e�e se u
sa�etijoj formi mo�e na�i u [2].
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4.7 Opxti oblik netranslatornog dela unutrax�e energije

Lema 6. Za netranslatorni deo unutrax�e energije definisane kao

ρeI =MI [f ]L1
ϕ
,

va�i

eI(T ) =
k

m
T 2d logA(T )

dT
. (4.38)

Dokaz. Uvrxtava�em ravnote�ne raspodele (4.36) u jednaqinu (4.12) sledi
da je:

ρeI =

∫
RN×[0,∞)

I
ρ

mA(T )

( m

2πkT

) 3
2

exp

{
− 1

kT

(
1

2
m|C|2 + I

)}
ϕ(I)dIdC

=
ρ

mA(T )

∫ ∞
0

∫
RN

( m

2πkT

)N
2

exp

{
− 1

kT

m

2
C2

}
dC︸ ︷︷ ︸

=1 zbog osobina normalne raspodele

exp

{
− 1

kT
I

}
Iϕ(I)dI

=
ρ

mA(T )

∫ ∞
0

exp

{
− 1

kT
I

}
Iϕ(I)dI. (4.39)

Neka je

Φ(s) = L [ϕ(I)] (s) =

∫ ∞
0

e−sIϕ(I)dI,

gde je L Laplasova transformacija. Tada za specijalno, s = 1
kT

va�i A(T ) =
Φ(s) pa je:

∂A(T )

∂T
=

∂Φ(s)

∂s

∂s

∂T

= − 1

kT 2
Φ′(s),

odnosno
Φ′(s) = −kT 2A′(T ). (4.40)

Uzimaju�i u obzir (4.40) i osobinu Laplasove transformacije L [Iϕ(I)] (s) =
Φ′(s) za specijalno s = 1

kT
va�i

L [Iϕ(I)] (s) =

∫ ∞
0

exp

{
− 1

kT
I

}
Iϕ(I)dI

= kT 2A′(T ). (4.41)

Konaqno, iz jednakosti (4.39) i (4.41) sledi

eI(T ) =
k

m
T 2A

′(T )

A(T )
=

k

m
T 2d logA(T )

dT
,

xto je i trebalo pokazati.
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4.8 Odre�iva�e te�inske funkcije

Deo unutrax�e energije na makroskopskom nivou koji potiqe od transla-
tornog kreta�a je dat sa

eK =
3

2

k

m
T, (4.42)

pa ako nam je poznata kaloriqka jednaqina sta�a data sa (2.3) mo�emo odre-
diti netranslatorni deo unutrax�e energije iz

eI = e− eK . (4.43)

Uvrxtava�em (4.43) u rexe�e jednaqine (4.38),

A(T ) = A0 exp

(
m

k

∫ T

T0

eI(T
′)

T ′2
dT ′
)
, (4.44)

mo�e se odrediti A(T ), gde su A0 i T0 konstante [2]. Dakle, u opxtem sluqaju
mo�e se primetiti da iz jednaqine (4.37) sledi da

A(T ) = L [ϕ(I)] (s), s =
1

kT
, (4.45)

gde je L Laplasova transformacija. Iz jednaqine (4.45) je

ϕ(I) = L−1 [A(T )] (I), T =
1

ks
, (4.46)

pa funkciju ϕ(I) mo�emo odrediti kao inverznu Laplasovu transformaciju
A(T ).

4.8 Odre�iva�e te�inske funkcije

Prethodna teorija je razvijena za bilo koju te�insku funkciju ϕ(I),
odnosno u opxtem sluqaju za nepolitropski gas sa opxtom kalorijskom jedna-
qinom (2.3). Te�inska funkcija postaje izuzetno znaqajna prilikom prelaska
sa kinetiqkog modela na makroskopski. Preciznije, ona se odre�uje tako da
dovede do korektne makroskopske definicije unutrax�e energije, jer upravo
u ovoj definiciji dolazi do izra�aja kompleksnija struktura vixeatomskih
molekula.

U sluqaju politropskih gasova mogu�e je eksplicitno odrediti te�insku
funkciju xto je dato u narednom ode	ku.

4.8.1 Te�inska funkcija za politropske gasove

Kako za politropske gasove va�i da je e = D
2
k
m
T , a eK = 3

2
k
m
T tada

netranslatorni deo unutrax�e energije eI postaje

eI =
D − 3

2

k

m
T,
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4.8 Odre�iva�e te�inske funkcije

gde jeD broj stepeni slobode molekula,m masa gasa a k Bolcmanova konstanta.
Uvrxtava�em u (4.44) sledi da je

A(T ) = A0T
−1−α
0 T 1+α, (4.47)

gde je α > −1 povezano sa brojem stepeni molekula D sa

α =
D − 5

2
. (4.48)

Uzimamo da je A0T
−1−α
0 = Γ(1 + α)k1+α gde je Γ gama funkcija data sa

Γ(β) =

∫ ∞
0

e−ttβ−1dt, 0 < β <∞. (4.49)

Ovim jednakost (4.47) postaje

A(T ) = (kT )1+α Γ(1 + α), α =
D − 5

2
, α > −1, (4.50)

pa se na osnovu (4.46) dobija da je

ϕ(I) = Iα.

Ovde napomi�emo da je parametar α povezan sa stepenima slobode molekula
D koji su dati u tabeli 2.1 i to relacijom (4.48), i kao takav predstav	a
jedan od parametara modelu koji sledi u nastavku.
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5 Kinetiqki model u prostoru bez te�ine

U ovom poglav	u razmatra�emo model u prostoru bez te�ine L1 koji se
u literaturi mo�e na�i u [4] u sluqaju politropskih gasova. Ovaj model �e
kasnije biti uopxten i za sluqaj nepolitropskih gasova.
Za funkciju raspodele f(t,x,v, I) ≥ 0 u prostoru bez te�ine Bolcmanova
jednaqina glasi:

∂tf + v · ∇xf = Qnw(f, f)(v, I), (5.1)

gde je Qnw(f, f)(v, I) kolizioni operator u ovom prostoru. Ci	 ovog modela je
da bez uvo�e�a dodatne funkcije te�ine, poveziva�em sa stepenima slobode
molekula obezbedi slaga�e sa ponaxa�em makroskopskih veliqina.

5.1 Kolizioni operator u prostoru bez te�ine

U prostoru bez te�ine uvodi se kolizioni operator Qnw na slede�i naqin:

Qnw(f, f)(v, I) =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗

(
II∗
I ′I ′∗

)α
− ff∗

]
× Bnw(1−R)R

N
2
−1ηα(r)ψα(R)dσdv∗dI∗dRdr, (5.2)

gde je

ηα(r) = (r(1− r))α , ψα(R) = (1−R)2α, α > −1, (5.3)

i kolizioni presek Bnw zadovo	ava uslove mikrorevezibilnosti date sa

Bnw := Bnw(v,v∗, I, I∗, R, r, σ) = Bnw(v′,v′∗, I
′, I ′∗, R

′, r′, σ′)

= Bnw(v∗,v, I∗, I, R, 1− r,−σ).
(5.4)

Prekolezione veliqine definisane su kao i ranije sa (2.10)-(2.15), i notacija
f ′ := f(t,x,v′, I ′), f ′∗ := f(t,x,v′∗, I

′
∗), f := f(t,x,v, I), f∗ := f(t,x,v∗, I∗) je

tako�e ista. Qlan (1−R)R
N
2
−1, zajedno sa funkcijama ηα(r) i ψα(R) osigurava

invarijantnost mere prema kolizionim transformacijama datim u lemi 5,
dok normalizacija funkcije raspodele sa Iα dozvo	ava korektnu reprodukci-
ju kaloriqke jednaqine sta�a. Napomi�emo da je parametar α > −1 povezan
sa brojem stepeni slobode D sa (4.48). Izvlaqe�em qlana IαIα∗ kolizioni



5.1 Kolizioni operator u prostoru bez te�ine

operator (5.2) mo�emo zapisati kao

Qnw(f, f)(v, I) =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)

× Bnw(1−R)R
N
2
−1 (I I∗)

α ηα(r)ψα(R)dσdv∗dI∗dRdr (5.5)

gde se jasno vidi proces normalizacije funkcije raspodele f .

5.1.1 Slaba forma kolizionog operatora Qnw

Slaba forma kolizionog operatora postaje izuzetno va�na kod prelaska
na makroskopski nivo, taqnije prilikom poveziva�a Bolcmanove jednaqine
sa sistema PDJ. Da bismo da	e radili sa ovim modelom neophodno je fo-
rmulisati slabu formu. U sluqaju kolizionog operatora Qnw tako�e va�i
sliqna teorema o slaboj formi.

Teorema 5. Naka je ψ(v, I) : RN × R+ 7→ R tako da∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv

ima smisla. Tada va�i da je∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
× [ψ(v′, I ′) + ψ(v′∗, I

′
∗)− ψ(v, I)− ψ(v∗, I∗)]BnwdM, (5.6)

gde je mera dM definisana sa (2.28).

Dokaz. Na osnovu leme 5 i osobina Bnw (5.4) koriste�i invarijantnost mere
BnwdM prema (2.16) sledi da je∫

RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
ψ(v, I)BnwdM

= −
∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
ψ(v′, I ′)BnwdM. (5.7)

40



5.1 Kolizioni operator u prostoru bez te�ine

Zatim koriste�i invarijantnost prema (2.17) i primenom na (5.7) sledi∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
ψ(v∗, I∗)BnwdM, (5.8)

a ponovnom primenom invarijantnosti prema (2.16) na jednakost (5.8) je∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv

= −
∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
ψ(v′∗, I

′
∗)BnwdM. (5.9)

Konaqno sabira�em (5.7),(5.8),(5.9) dobijamo tra�eno.

U prostoru bez te�ine va�i teorema sliqna teoremi 2 koja nam govori o
kolizionim invarijantama u ovom prostoru.

Teorema 6. Funkciju ψ(v, I) nazivamo koliziona invarijanta ukoliko∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv = 0

i ona je linearna kombinacija slede�ih N + 2 prome�ivih

ψ(v, I) =

 1
mv

m
2
|v|2 + I

 . (5.10)

5.1.2 H-Teorema

Da bismo formulisali H-teoremu koja je kinetiqkoj teoriji ekvivalentno
tvr�e�e drugom zakonu termodinamike prvo definixemo produkciju entro-
pije kao

Dnw(f) =

∫
RN×R+

Qnw(f, f) log(f(t,x,v, I)I−α)dIdv. (5.11)

Teorema 7 (H-Teorema). Neka je kolizioni presek Bnw pozitivan skoro svuda,
f ≥ 0 i neka je produkcija entropije Dnw(f) dobro definisana. Tada

1. Produkcija entropije je nepozitivna

Dnw ≤ 0.
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5.1 Kolizioni operator u prostoru bez te�ine

2. Slede�i uslovi su ekvivalentni

(a) Qnw(f, f)(v, I) = 0 za sve v ∈ RN , I ∈ R+,

(b) Dnw(f) = 0,

(v) Postoji n > 0, T > 0, U ∈ RN tako da

f(v, I) =
n

Z(T )

( m

2πkT

)N
2
Iαe−

1
kT (m

2
|v−U|2+I), (5.12)

gde je

Z(T ) =

∫ ∞
0

exp

(
− I

kT

)
IαdI = (kT )α+1Γ(α + 1),

a Γ oznaqava gama funkciju definisanu sa (4.49).

Dokaz. Za izbor test funkcije ψ(v, I) = log(f(t,x,v, I)I−α) na osnovu teoreme
5 je

Dnw(f) =

∫
RN×R+

Qnw(f, f) log(f(v, I)I−α)dIdv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
×
[
log f ′I ′

−α
+ log f ′∗I

′
∗
−α − (log fI−α + log f∗I

−α
∗ )
]
BnwdM

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α −

ff∗
(I I∗)

α

)
×
(

log
f ′f ′∗

(I ′ I ′∗)
α − log

ff∗
(I I∗)

α

)
BnwdM.

(5.13)

Kao i u teoremi 3 koristimo argument nenegativnosti preslikava�a

(x, y) 7→ (x− y)(log x− log y), x, y > 0

i Bnw na osnovu koga je dokazan prvi deo te je produkcija entropije nepozi-
tivna.

Sada pokazujemo ekvivalencije iz drugog dela. Implikacija (a) ⇒ (b) je
oqigledna.
Poka�imo (b)⇒ (c). Na osnovu teoreme 6 log(fI−α) je linearna kombinacija

log(fI−α) = c ·

 1
mv

m
2
|v|2 + I

 ,
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5.2 Makroskopske veliqine u prostoru bez te�ine

gde je c ∈ RN+2 konstanta. Posled�a jednakost vodi do

f(v, I) = Iα exp
{
c0 +mc1v1 + · · ·+ cNvN + cN+1

(m
2
|v|2 + I

)}
.

Ovde biramo da je

c0 = ln

(
n

Z(T )

( m

2πkT

)N
2

)
− 1

2kT
|U|2

ci =
1

kT
Ui, 1 ≤ i ≤ N

cN+1 = − 1

kT

pa se lako vidi da se dobija forma (5.12).
Ostaje da se poka�e (c)⇒ (a). Ova implikacija sledi iz jednakosti:(

f ′f ′∗
(I ′ I ′∗)

α −
ff∗

(I I∗)
α

)
=

n2

Z2(T )

( m

2πkT

)N/2
e−

1
kT (m

2
|v′−U|2+I′+m

2
|v′∗−U|2+I′∗)

− n2

Z2(T )

( m

2πkT

)N/2
e−

1
kT (m

2
|v−U|2+I+m

2
|v∗−U|2+I∗)

= 0,

koriste�i argument (4.33) iz dokaza teoreme 3. Iz ovoga je i Qnw(f, f) = 0
pa smo dokazali ekvivalentnost.

U prostoru bez te�ine fiziqka entropija definixe se kao

h = −k
∫
RN×R+

f log(fI−α)dIdv. (5.14)

Promena ove veliqine u vremenu je

dh

dt
= −kDnw ≥ 0. (5.15)

te je entropija neopadaju�a funkcija, xto je tvr�e�e drugog zakona termodina-
mike.

5.2 Makroskopske veliqine u prostoru bez te�ine

I u sluqaju funkcionalnog prostora bez te�ine L1 makroskopske veliqine
definixemo kao momente funkcije raspodele f . Sliqno kao u poglav	u 4.2
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5.2 Makroskopske veliqine u prostoru bez te�ine

definixemo moment funkcije raspodele f u ovom prostoru za izbor test
funkcije ψ(v, I) kao

Mψ(v,I) [f ]L1 :=

∫
RN×R+

f(t,x,v, I)ψ(v, I)dIdv. (5.16)

U nastavku se definixu makroskopske veliqine u prostoru L1. Brojnu gustinu
molekula gasa, u oznaci n definixemo kao

n =M1 [f ]L1 =

∫
RN×R+

f(t,x,v, I)dIdv.

Mno�e�em ove veliqine sa masom molekulam dobijamo makroskopsku gustinu
ρ:

ρ =Mm [f ]L1 =

∫
RN×R+

mf(t,x,v, I)dIdv.

Koliqinu kreta�a gasa po jedinici zapremine ρU, gde je U makroskopska
sred�a brzina svih molekula, dobijamo sa

ρU =Mmv [f ]L1 =

∫
RN×R+

mvf(t,x,v, I)dIdv.

Gustina energije gasa (energija gasa po jedinici zapremine) data je sa

Mm
2
|v|2+I [f ]L1 =

m

2
|U|2 + ρe =

∫
RN×R+

(m
2
|v|2 + I

)
f(t,x,v, I)dIdv.

Ukupnu energiju delimo na kinetiqku koja je jednaka sa m
2
|U|2 i unutrax�u

(makroskopsku) energiju oznaqenu ρe:

ρe =Mm
2
|C|2+I [f ]L1 =

∫
RN×R+

(m
2
|C|2 + I

)
f(t,x,v, I)ϕ(I)dIdv,

gde su C,U relativna brzina i sred�a makroskopska brzina povezane sa

C = v −U.

Unutrax�u makroskopsku energiju delimo na deo koji potiqe od translato-
rnih stepeni slobode ρeK i netranslatornih ρeI :

ρeK =Mm
2
|C|2 [f ]L1 =

∫
RN×R+

(m
2
|C|2

)
f(t,x,v, I)dIdv,

ρeI =MI [f ]L1 =

∫
RN×R+

If(t,x,v, I)dIdv.
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5.3 Makroskopski zakoni odr�a�a

Da	e definixemo flukseve ovih veliqina.
Protok gustine koliqine kreta�a u pravcu xj dobijamo sa

Pij :=Mmvivj [f ]L1 =

∫
RN×R+

mvivjf(t,x,v, I)dIdv = ρUiUj + pij,

gde je pij tenzor pritiska definisan sa

pij :=MmCiCj
[f ]L1 =

∫
RN×R+

mCiCjf(t,x,v, I)dIdv.

Da	e definixemo protok gustine energije u pravcu xj kao

Qj :=Mvj(m
2
|v|2+) [f ]L1 =

∫
RN×R+

vj

(m
2
|v|2+

)
f(t,x,v, I)dIdv

=qj +
N∑
i=1

Uipi,j + Uj

(
ρ
|U|2

2
+ ρe

)
.

Ovde je qj j-ta komponenta toplotnog protoka

qj :=MCj(m
2
|C|2+I) [f ]L1 =

∫
RN×R+

Cj

(m
2
|C|2 + I

)
fdvdI.

5.3 Makroskopski zakoni odr�a�a

Polaze�i od Bolcmanove jednaqine (5.1) u prostoru bez te�ine mo�emo
do�i do Ojlerovih jednaqina. Mno�e�em Bolcmanove jednaqine (5.1) test
funkcijom ψ(v, I) i integracijom po v i I u prostoru bez te�ine dobijamo

∂t

∫
RN×R+

fψ(v, I)dIdv +∇x ·
∫
RN×R+

vfψ(v, I)dIdv =∫
RN×R+

Qnw(f, f)ψ(v, I)dIdv.

Ukoliko za izbor test funkcije biramo kolizione invarijante tada po teore-
mi 6 desna strana prethodne jednakosti se anulira. Dakle, za prvu kolizionu
invarijantu dobijamo zakon odr�a�a mase

∂tρ+
N∑
j=1

∂xj (ρUj) = 0. (5.17)
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5.4 Uopxte�e Bolcmanovog operatora u prostoru bez te�ine

Da	e za zbor funkcije ψ(v, I) = mvi, i = 1, 2..N dobijamo

∂tρUi +
N∑
j=1

∂xj (ρUiUj + pij) = 0, (5.18)

xto je zakon odr�a�a koliqine kreta�a.
Finalno ako za test funkciju biramo veliqinu m

2
|v|2 + I dobija se zakon

odr�a�a koliqine kreta�a dat sa

∂t

(
1

2
ρ|U |2 + ρe

)
+

N∑
j=1

∂xj

(
qj +

N∑
k=1

Ukpk,j + Uj

(
ρ
|U|2

2
+ ρe

))
= 0, (5.19)

gde su makroskopske veliqine definisane kao u poglav	u 5.2.
Jednaqine (5.17)-(5.19) zajedno qine Ojlerov sistem jednaqina.

5.4 Uopxte�e Bolcmanovog operatora u prostoru bez

te�ine

U dosadax�em delu rada izlo�ena su dva modela u svakom od funkciona-
lnih prostora. Postav	a se pita�e: da li bi se mogle kombinovati dosadax�e
ideje da dobijemo opis nepolitropskog gasa u prostoru bez te�ine? U nare-
dnom modelu umesto funkcije Iα u kolizionom operatoru (5.5) stav	ena je
uopxtena funkcija ϕ(I) ≥ 0 koja dovodi do korektnog slaga�a sa zakonima na
makroskopskom nivou, zadr�avaju�i se na funkcijama raspodele f u prostoru
L1. Dakle, definixemo kolizioni operator kao

Qnwg(f, f)(v, I) =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗

(
ϕ(I)ϕ(I∗)

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)

)
− ff∗

]
× BnwF (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)(1−R)R

N
2
−1dσdv∗dI∗dRdr, (5.20)

gde tra�imo da Bnw zadovo	ava uslove mikroreverzibilnosti

Bnw := Bnw(v,v∗, I, I∗, R, r, σ) = Bnw(v′,v′∗, I
′, I ′∗, R

′, r′, σ′)

= Bnw(v∗,v, I∗, I, R, 1− r,−σ),
(5.21)

a prekolizione veliqine su definisane sa (2.10)-(2.14). Uvodimo novu fu-
nkciju F koja zavisi od veliqina (v,v∗, I, I∗, R, r, σ) takvu da

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗) (5.22)

bude invarijantno u odnosu na transformacije (2.16) i (2.17) o qemu govore
uslovi (2.19) i (2.20). Kao xto se mo�e i naslutiti qlan F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ),

zajedno sa (1−R)R
N
2
−1 ima ulogu u obezbe�iva�u invarijantnosti mere o qemu

govori lema 3.
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5.4 Uopxte�e Bolcmanovog operatora u prostoru bez te�ine

5.4.1 Slaba forma kolizionog operatora Qnwg

Kao i ranije za da	i rad sa ovim modelom bi�e nam neophodna slaba forma
operatora Qnwg.

Teorema 8. Neka je ψ(v, I) : RN × R+ 7→ R tako da∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

ima smisla. Tada va�i da je∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

= −1

4

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)
− ff∗
ϕ(I)ϕ(I∗)

)
× [ψ(v′, I ′) + ψ(v′∗, I

′
∗)− ψ(v, I)− ψ(v∗, I∗)] BnwdW. (5.23)

gde je mera dW definisana u (2.21).

Dokaz. Zapiximo slabu formu operatora Qnwg

∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)
− ff∗
ϕ(I)ϕ(I∗)

)
ψ(v, I) dW. (5.24)

Zatim, koriste�i invarijantnost mere BnwdW prema (2.16) sledi da je∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

= −
∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)
− ff∗
ϕ(I)ϕ(I∗)

)
ψ(v′, I ′)BnwdW. (5.25)

Zamenom prome�ivih (2.17) u jednakosti (5.24) sledi∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

=

∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)
− ff∗
ϕ(I)ϕ(I∗)

)
ψ(v∗, I∗)BnwdW, (5.26)
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5.4 Uopxte�e Bolcmanovog operatora u prostoru bez te�ine

a zatim primenom preslikava�a (2.16) na (5.26) dobija se∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv

= −
∫
R2N×(R+)2×[0,1]2×SN−1

(
f ′f ′∗

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)
− ff∗
ϕ(I)ϕ(I∗)

)
ψ(v′∗, I

′
∗)BnwdW. (5.27)

Sada sabira�em jednakosti (5.24)-(5.27) dobija se tra�eno.

Da	e sledi dobro poznata definicija kolizionih invarijanti za ovaj
model.

Teorema 9. Funkciju ψ(v, I) nazivamo koliziona invarijanta ukoliko va�i∫
RN×R+

Qnwg(f, f)ψ(v, I)dIdv = 0

i ona je linearna kombinacija slede�ih N + 2 prome�ivih

ψ(v, I) =

 1
mv

m
2
|v|2 + I

 . (5.28)

5.4.2 H-Teorema

Za kolizioni operator Qnwg definixemo produkcije entropije Dnwg sa

Dnwg(f) =

∫
RN×R+

Qnwg(f, f) log
f(t,x,v, I)

ϕ(I)
dIdv. (5.29)

Teorema 10 (H-Teorema). Neka je kolizioni presek Bnw pozitivan skoro
svuda, f ≥ 0 i neka je produkcija entropije Dnwg(f) dobro definisana. Tada

1. Produkcija entropije je nepozitivna

Dnwg ≤ 0.

2. Slede�i uslovi su ekvivalentni

(a) Qnwg(f, f)(v, I) = 0 za sve v ∈ RN , I ∈ R+,

(b) Dnwg(f) = 0,
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5.4 Uopxte�e Bolcmanovog operatora u prostoru bez te�ine

(v) Postoji n > 0, T > 0 U ∈ RN tako da

f(v, I) =
n

A(T )

( m

2πkT

)N
2
ϕ(I)e−

1
kT (m

2
|v−U|2+I), (5.30)

gde je

A(T ) =

∫ ∞
0

exp

(
− I

kT

)
ϕ(I)dI.

Dokaz. Prate�i ideju dokaza teoreme 7 uopxtava�em Iα u ϕ(I) dolazimo do
tra�enog.
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6 Pore�e�e modela

U dosadax�em izlaga�u moglo se naslutiti da sva tri modela imaju
dosta sliqnosti. Naime, sva tri modela daju korektne rezultate u pogledu
modelira�a politropskih gasova, dok je model u prostoru sa te�inom kreiran
da bude saglasan sa kalorijskom jednaqinom i za sluqaj nepolitropskih gasova,
ali problem pronalaska te�inske funkcije koja bi to postigla ostaje i da	e
aktuelan. Sa druge strane, za model bez te�ine dodatnim pretpostavkama na
funkciju kolizionog preseka mo�e se dokazati egzistencija i jedinstvenost
Koxijevog problema za prostorno homogenu Bolcmanovu jednaqinu [11].

Dakle, modeli u prostoru sa te�inom kao i u prostoru bez te�ine imaju
svojih prednosti pa �e ci	 ovog poglav	a biti da se ve� izlo�eni modeli
uporede i uoqe razlike i veze me�u �ima, xto je nedavno uqi�eno u [10].

Polaze�i od modela bez te�ine mo�emo do�i do modela sa te�inom za
izbor te�inske funkcije ϕ(I) = Iα. Dakle, posmatrajmo model bez te�ine a
za koji Bolcmanova jednaqina (5.1) ima oblik,

∂tf + v · ∇xf =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗
I ′αI ′∗

α −
ff∗
IαI∗

α

]
IαI∗

α

× Bnw(1−R)R
N
2
−1ηα(r)ψα(R)dσdv∗dI∗dRdr, (6.1)

gde su funkcije ηα(r) i ψα(R) definisane sa (5.3). Uzimamo smenu

g(t,x,v, I) =
f(t,x,v, I)

Iα
, (6.2)

koja Bolcmanovu jednaqinu (6.1) svodi na

Iα (∂tg + v · ∇xg) = Iα
∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[g′g′∗ − gg∗]

× Bnw(1−R)R
N
2
−1 I

α

Iα
Iα∗ ηα(r)ψα(R)dσdv∗dI∗dRdr.

Prethodna jednaqina je ekvivalentna sa

∂tg + v · ∇xg =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[g′g′∗ − gg∗]

× Bnw(1−R)R
N
2
−1IαIα∗ ηα(r)ψα(R)

1

Iα
dσdv∗dI∗dRdr, (6.3)



pa upore�uju�i sa Bolcmanovom jednaqinom (4.1) za prostor sa te�inom gde
je ϕ(I) = Iα

∂tg + v · ∇xg =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

(g′g′∗ − gg∗)

× Bw(1−R)R
N
2
−1 1

ϕ(I)
dσdv∗dI∗dRdr, (6.4)

pojav	uje se dodatani deo

IαIα∗ ηα(r)ψα(R) = IαIα∗ (r(1− r))α (1−R)2α. (6.5)

Na osnovu leme 4, stepenova�em izraza (2.22) na stepen α sledi da je dodatni
qlan (6.5) invarijantan u odnosu na kolizione transformacije (2.16) i (2.17).
Podsetimo se da smo kolizioni presek modela sa te�inom oznaqavali sa Bw
a bez te�ine sa Bnw. Zbog svoje invarijantnosti qlan IαIα∗ ηα(r)ψα(R) se mo�e
smatrati delom kolizionog preseka. Dakle dobijamo vezu izme�u Bw i Bnw

Bw = BnwIαIα∗ ηα(r)ψα(R), (6.6)

tako da se iz modela bez te�ine mo�e pre�i u model sa te�inom jednostavno
preformulacijom kolizionog preseka prema (6.6) i normalizacijom funkcije
raspodele g sa (6.2).

U suprotnom smeru, polaze�i od modela sa te�inom i Bolcmanove jedna-
qine (4.1) u ovakvom prostoru

∂tg + v · ∇xg =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

(g′g′∗ − gg∗)

× Bw(1−R)R
N
2
−1 1

ϕ(I)
dσdv∗dI∗dRdr, (6.7)

sa izborom ϕ(I) = Iα i smenom

g(t,x,v, I) =
f(t,x,v, I)

Iα
(6.8)

dolazimo do jednaqine u prostoru bez te�ine. Dakle sledi da je

1

Iα
(∂tf + v · ∇xf) =

1

Iα

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗
I ′αI ′∗

α −
ff∗
IαI∗

α

]
× Bw I

αI∗
αηα(r)ψα(R)

IαI∗
αηα(r)ψα(R)

(1−R)R
N
2
−1dσdv∗dI∗dRdr. (6.9)
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6.1 Pore�e�e modela za opxti izbor te�inske funkcije

U ovom sluqaju za dodatni qlan

1

IαI∗
αηα(r)ψα(R)

,

va�i invarijantnost zbog invarijantnosti (6.5), te sledi

Bnw =
Bw

IαIα∗ ηα(r)ψα(R)
. (6.10)

Teorema 11. Neka je funkcija raspodele f u prostoru bez te�ine L1 sa
Bolcmanovom jednaqinom (6.1) i g funkcija raspodele u prostoru sa te-
�inom L1

ϕ sa Bolcmanovom jednaqinom (6.7). Za izbor te�inske funkcije
ϕ(I) = Iα modeli Bolcmanove jednaqine u prostoru sa te�inom (6.7) i
prostoru bez te�ine (6.1) su ekvivalentni ako va�i veza izme�u funkcija
raspodela dva modela (6.8) i

Bw = BnwIαIα∗ ηα(r)ψα(R).

Dakle, prethodna teorema nam govori da za prelazak modela bez u model
sa te�inom i obrnuto nije dovo	no samo normalizovati funkciju raspodele
ve� je i potrebno preformulisati kolizioni presek.

Za izbor ϕ(I) = Iα model u prostoru sa te�inom ima singularitet u taqki
I = 0 dok u sluqaju modela u prostoru bez te�ine to nije sluqaj. Razlog
ovoga le�i u qi�enici da modeli ne dele iste kolizione preseke. Naime,
po formuli (6.10) je kolizioni presek modela sa te�inom pomno�en je sa
qlanom koji otkla�a singularitet.

6.1 Pore�e�e modela za opxti izbor te�inske funkci-

je

Sada ispitujemo odnos modela sa te�inom i uopxte�a modela bez te�ine.
Polazimo od Bolcmanove jednaqine za prostor sa te�inom ϕ(I)

∂tg + v · ∇xg =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

(g′g′∗ − gg∗)

× Bw(1−R)R
N
2
−1 1

ϕ(I)
dσdv∗dI∗dRdr. (6.11)

Smenom

g(t,x,v, I) =
f(t,x,v, I)

ϕ(I)
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6.1 Pore�e�e modela za opxti izbor te�inske funkcije

dobijamo

1

ϕ(I)
(∂tf + v · ∇xf) =

1

ϕ(I)

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗

(
ϕ(I)ϕ(I∗)

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)

)
− ff∗

]
× Bw(1−R)R

N
2
−1 1

ϕ(I)ϕ(I∗)
dσdv∗dI∗dRdr.

Mno�e�em i de	e�em podintegralne funkcije sa funkcijom
F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)

∂tf + v · ∇xf =

∫
[0,1]2×R+×RN×SN−1

[
f ′f ′∗

(
ϕ(I)ϕ(I∗)

ϕ(I ′)ϕ(I ′∗)

)
− ff∗

]
× Bw

Fϕ(I)ϕ(I∗)
F · (1−R)R

N
2
−1dσdv∗dI∗dRdr. (6.12)

Kako se od funkcije F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ) zahteva invarijantnost prema (2.16)
i (2.17) zak	uqujemo da se qlan

1

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗)
,

mo�e smatrati delom kolizionog preseka Bnw. Preciznije, sledi da je

Bnw =
Bw

F (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗)
, (6.13)

te formulixemo slede�e tvr�e�e.

Teorema 12. Modeli Bolcmanove jednaqine u prostoru sa te�inom (6.7) i
uopxteni model u prostoru bez te�ine (6.12) su ekvivalentni ako va�i

Bw = BnwF (v,v∗, I, I∗, R, r,σ)ϕ(I)ϕ(I∗), g =
f

ϕ(I)
.

Primetimo da je za izbor te�inske funkcije ϕ(I) = Iα i izborom F =
ηα(r)ψα(R) dobijamo jednakost (6.10).

Model sa te�inom, opisan u poglav	u 4, se koristi kao osnova za izvo�e�e
makroskopskih zakona proxirene termodinamike. Kao posledica teoreme 11
ovaj model sa te�inom se dovodi u vezu sa modelom bez te�ine, te ukoliko se
funkcija raspodele normalizuje a kolizioni preseci dovedu u vezu relacijom
(6.10) ukla�a se singularnost kolizionog operatora xto omogu�ava striktnu
matematiqku analizu. Ova veza motivixe poveziva�e modela u prostoru bez
te�ine, koji je dat u poglav	u 5 sa modelima proxirene termodinamike xto
je nedavno uqi�eno u [10].
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6.1 Pore�e�e modela za opxti izbor te�inske funkcije

Za model bez te�ine datog sa Bolcmanovom jednaqinom za (5.1), izbor
kolizionog preseka modela 3 iz [11], dobija se potpuno slaga�e sa teorijom
proxirene termodinamike u sluqaju jednaqina xest momenata kao i slaga�e
sa eksperimentalnim podacima kinematskog viskoziteta i teorijskom vre-
dnox�u Prandtlovog broja u sluqaju qetrnaest momenata [10].

Tako�e, izbor ovakvog kolizionog preseka iz [11] obezbe�uje egzistenciju i
jedinstvenost rexe�a Koxijevog problema za prostorno homogenu Bolcmanovu
jednaqinu.
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7 Zak	uqak

Kinetiqka teorija gasova kao deo statistiqke fizike zahteva raznolik
matematiqki aparat. Ova grana nauke povezuje ne samo matematiku i fiziku
ve� i oblasti in�e�erstva i sociologije. Najve�u primenu ipak nalazi u
oblasti modelira�a termodinamiqkih procesa koji su izrazito neravnote-
�ni, kao xto su recimo ulazak svemirskog broda u atmosferu ili kod mikro
ili nano ure�aja.

U ovom radu razmatrali smo kinetiqke modele vixeatomskih gasova. Kako
za vixeatomske gasove ne postoji jedinstven model u radu je izlo�ena analiza
postoje�ih modela iz literature, pritom se zadr�avaju�i na modelima nepre-
kidnog tipa. U radu su izlo�ena tri modela. Kao xto smo videli sva tri
modela reprodukuju korektno ponaxa�e makroskopskih veliqina kao i zakone
odr�a�a koji va�e na makroskopskom nivou.

Svaki od ovih modela ima svoje prednosti kao xto su na primer veza sa
jednaqinama momenata proxirene termodinamike u sluqaju modela sa te�i-
nom ili novije rezultate u pogledu egzistencije i jedinstvenosti rexe�a
poqetnog problema za model bez te�ine u prostorno homogenom sluqaju. Po-
re�e�e ovih modela i �ihova uslovna ekvivalentnost dovodi do toga da
se �ihove prednosti mogu kombinovati xto bi moglo dovesti do kreira�a
jedinstvenog modela koji bi se koristio, kao i �egovo proxiriva�e na me-
xavine vixeatomskih gasova koji su daleko kompleksniji. Tako�e uslovi
egzistencije i jedinstvenosti rexe�a poqetnog problema u sluqaju prostorne
homogenosti za sluqaj mexavina vixeatomskih gasova ostaju nepoznanica.

Sva ova otvorena pita�a ostav	aju dosta prostora za rad, a sude�i po
dosadax�im rezultatima ova oblast matematike je u zamahu.
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