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IIpearosop

Ilox oo umrare Bu mummere. Crpyjame Ba3ayxa Kpo3 Bare HO3IpBe MOyKe
ce omucatu OjrepoBuM m Hapuje-CToKcoBUM jennaunmHama KpeTama dayuaa. Y
eKCTPEeMHUJUM YCJIOBUMA, KAO TITO je PEIUMO YIa3aK CBeMUPCKOT Opoja y aTMo-
cdepy mim KOJ MEKPO U HaHO ypebaja npucryn Moje/mma ca MaKpPOCKOIICKOT CTa-
HOBUIIITA HE J1aje 3a10Bo/baBajyhe pesyarare. Ca apyre cTpaHe KUHETHIKH MOETH
KOju T0JIa3e 0J1 caMor MOJIeKyJa W KOju pasmarpajyhm muTepakiuje mehy muma
HOKYIIaBajy Ja objacHe MaKpPOCKOIICKO CTaibe raca y oba HaBejeHa HMpHUMepa J1ajy
KODEKTHEe Pe3yJITaTe.

Y oBOM pajiy pa3zMarpaMO KMHETHUYKEe MOjie/ie BUIIeaTOMCKUX racosa. [yiaBna
ujieja KHHETUYKOTD MPUCTYIA je Jia KPEHEMO O/l CAMOI MOJIEKYJIa raca M BeJIUYNHA
KOje OTHCYjy FherOBO CTarhe - MUKPOCKOIICKE OP3WHE U MUKPOCKOIICKE YHYTPAIIIHHe
eHepruje. YBoau ce (byHKIIMja paciojese Koja Mepu BepoBarnohy na y oapehenom
TPEHYTKY W MOJIOXKA]y y MpocTopy Hale MOJeKysa raca ojpeheHe MHUKPOCKOIICKE
Op3uHEe U MUKPOCKOIICKE VHYTpalllibe eHepruje. EBoyinja byHKIHje pacioesne
onucana je bojanMaHoBOM jeHAYNHOM.

Hajmpe mojenmpamo mporiec cyjapa jiBa MOJIeKyJia BUIeaToMcKor raca. 1loJa-
3eli O/ MPeTIOCTaBKN KWHETUYIKe TeOpHje U 3aKOHA O/IpzKamha KOjH BaKe MPUJIN-
KOM CyJlapa /IBa MOJEKYJIa T'PaJd ce CTPYKTYypa KOJIM3HOHOT OlepaTopa KOju Me-
pu mpoMmeny dyHKIHje pacnogene y boammvanosoj jeqnaunnu. Takohe, cTpykTypa
KOJIM3MOHOT' OIIEPATOPa 3aBUCU U OJ] (PYHKIIMOHAJIHOT POCTOPa Y KoMe (DYHKITH]ja
pacro/iejie IpUIaIa: MpoCcTOPy €a TeXKWHOM WJIH IIPOCTOPY 6e3 TerKuHe.

Y pajy ce 6aBUMO aHAIN30M TPHU MOJIEIa. ¥ TPOCTOPY Ca TEXKUHOM pa3MaTpa-
MO MoJies aar y [8], MoK je Momen y mpocropy 6e3 TexuHe gar y [4] a merosum
VONIITABAEM Yy OBOM pajy Kpempamo Tpehu mojedn.

ITostazehu oy BosinmanoBe jejHadnHe PEKOHCTPYHIIIEMO HEKe 0J1 3aKOHA IPO-
mupene tepmoaunavuke. Jla 6m ce oBo mocTursio norpedbHo je aedpuHUCATH Ma-
KPOCKOTICKe (MepJblBe) BeinmvrHe Npeko (byHKIMje paciojese Kao mheHe MOMEHTe
y oarosapajyhem mpoctopy. Takohe, 3a cBa Tpu Mojesa goKa3zyjeMo X-Teopemy,
KOja y KHHETUYIKO] TEOPHJU MPeJICTaB/ba €KBUBAJEHTHO TBPheme IPYTOM 3aKOHY
TEPpMOJUHAMUKE.

Kako cBa Tpu Mozesna uMajy CAUYHY CTPYKTYPY, Jabe ce DaBUMO aHAJJM30M
CBAKOT OJT HUX W MCIHUTY]EMO yCJI0Be TOJ KOjUM BayKN FHUXOBA €KBUBAJIEHIIN)A.
Kipyuny ynory npuaunkom nopehema uma HyHKIMja KOTU3UOHOT ITPeceKa, Kao /1eo
KOJIM3MOHOT ollepaTopa. HanMe, nmokasamo je jia ce 3a crenujajan u300p TeKUHCKe
dyHKITje, HOpMAIU3AKjoM (DYHKIHIje pacroienae u mpedopMyIanrjoM KOIu31-
OHOI' Hpeceka Moxke mnpehnm m3 mozmenra ca rexunom [8] y mozen Ge3 Texume [4]
u obpuyro [10]. Takobe, yommraBamem mogena [4] merum mocrynkom aobuja ce



eKBHBAJCHTHOCT CA MOJIEJIOM ca TeKUHOM [8, 9].

Pan je mogemen y cemam morsias/ba. Y MOTIABBY 1 KPATKO ce DABUMO MPETIIO-
CTaBKaMa KHHETHYKE TeopHje Kao n DBoJIMaHOBOM jeITHAYMHOM 3a je/IHOATOMCKE
racoBe. Y TMOIJIaB/by 2 JIATO je MOJEINpabe MPOoIeca Cyaapa MOJIEKYJa BUIIEATO-
MCKOT' raca, Kao W U3BOoDemeM MaKpPOCKOIICKe yHyTpalime eHepruje. llormasme 3
je mocBeheHo HYHKITMOHATHIM IIPOCTOPUMA ca KOJUM PaIuMO, TOK Ce Y MOTJIaBIbY
4 6aBUMO MOJIEJIOM Y TIPOCTOPY ca TeKUHOM. Y TorIaBby 5 oOpaben je momen 6e3
TeXXKMHEe Kao u merono yournrreme. [lopeheme mojena jgaro je y norsasby 6, a y
dpuHATHOM TIOTJIaB/BY 7 U3BOAUMO 3aK/bydaK.

xkk
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1 VYBox

Ila 6ucmo omnucaiu OCHOBHE WJieje KUHETHMYKUX MOJIE/Ia KOje HOCMATpamo y
OBOM pa/1y, Hajupe heMo pa3MOTPUTH jeTHOATOMCKY rac KOjU Ce HAJa3U y MPOCTOPY
3anpeMuHe Z ca yKynmHuM 6pojem atoma z. Pusndke BeJIMInHe KOje ONNCY]Y HeroBo
CTarmbe Ha MaKPOCKOIICKOM HHBOY CYy, Ha IpUMeEp, I'YCTHHA, IPUTUCAK, Op3UHa WU
TeMmieparypa raca. Ope BeJudHHe Cy Mep/bHBe Ia heMo UX Haja/be HA3HBATH
MaKpPOCKOIICKHM BeJUUMHAMA, jep OHe OIHUCYj]y CTahe raca Ha MaKpPOCKOICKOM
HUBOY.

Ca sgpyre cTpaHe, rac ce MOYKe ONMUCATH W HA MHKPOCKOIICKOM HHUBOY, YKOJUKO
KpeHeMo O] CAMHX aToMa, KaJa je cTame raca y TpeHyTKy t ojpeheno BekTopuma
x* = (zf,...,2%) n v® = (vf,..,v%), e je X® BEKTOp MOJIOXKAja TeCTHIEe o, a V&
BEKTOD IheHe Op3MHe, 3a CBaKy decTuiy raca a = 1,...,z. OBme N mpeacraB/ba
JIMMEH3HU]Y TPOCTOPa y KOMe ce IIpodJieM nocMarpa: Ha mpuMep, ykojauko N y3me
BpeaHocT 1 mpermocTaB/baMO Ja Ce CBe YecTHuile Kpehy camMo 10 jeaHOj mpaBoj,
3a N = 2 paau ce o paBuu JoK N = 3 jionyliTa Kperame y mpocropy. /lakie,
YECTHIIE Faca MOXKEMO ITOCMATPATH Kao ejjeMeHTe (ha3Hor IIPocTopa AuMen3uje 21V,
npenuzanje mpocropa Z X RY, rae je Z C RY zampemuna npocropa Kojy 3ay3uMa
rac.

Ha ocHoBy 3akona Kjlacu4uHe MeXaHuke, mperu3nuje apyror Ibytnosor 3akona,
KpeTarhe YeCTHIle raca (v je JIaTO CHCTEeMOM JudepeHInjaTHux jeIHauynna;

x*=vY mv*=F* a=1,...,z2 (1.1)

nn
mx®*=F* a=1,... 2z,

rje X% MmpejcTaB/ba BEKTOP TOJIOYXKaja YeCTHIEe «, VY BEKTOD IheHe Op3uHe, a
F BekTop pesyaryjyhe cumiie Koja Jesyje Ha YecTHILy, JOK ca m obesekaBaMo
Macy dectuiie. F* npeacraB/ba 30Up CBHX CHJIA KOje Jeayjy Ha YeCTHIY Kao IITO
cy, Ha IpuMep, IeHTpudyrajna 1 rpaBuTallMOHa CUJI&, KA0 U CUJIe KOJOM OCTaJjie
YeCTHIIE raca JIeJIyjy Ha MOCMATpaHy YecTHuIly «, Te y omnirem ciay4ajy F 3aBucn
0/1 TIOJIOZKAja CBUX OCTAJIMX YECTHUIA Y Tacy.

Ha 6ucmo onpeuin AUHAMEHKY raca morpebHo je permutu cucrem (1.1) 2Nz
JucepeHnujag HuX jeJHadYuHa IpBOr peja. JeaaH o mpobeMa KOJ OBaKBOI IIPH-
cTyla je Besimkm 6poj aroma, Koju usHocu z ~ 2,68 - 10%° 3a camo m?® raca npn
temueparypu ox 273,15 K wu upurucky o 102325 Pa, mro u nopejx yop3aHor
pa3Boja padyHapa IpeacTaBba Besinkn 3agarak [12]. Ipyru mpobiem mpencrabiba
ojipehuBame MOYEeTHUX YCJIOBA:

x*(0) = xg, v*(0) = vg,



1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

rae cy xXg,vg, o = 1,2, ...,z noparaux 2Nz yciaoBa KOjU OIHMCYje IOYETHO CTaibe
CUCTEMA.

Jla 01 ce npeBa3uIILIN OMKCAHU IPOOIEMHU KOJI, MOJIe/IMPaba, jeJan o Moryhux
MPHUCTYTA je T3B. CTATHCTUYKHU, HA KOjeM TOYNBa KNHETHYIKA TEOPHja, a TeHePATHO
U CTATUCTHYKA MEXaHHKA. Y MECTO JeTepMUHUCTHIKOL oj/ipehuBama crama decTure
npobJieMy HPHCTYIIAMO TAaKO IIITO MocMaTpaMo BepoBaTHOhy na v oapehenom Tpe-
HYTKY © W Tosioxkajy X ce Hahe wectuna Op3mue v. YBomu ce mojaM (DYHKIIHje
pacnozesie f(t,x,Vv) Koja je y ommrem ciaydajy dbyHKIHja BpeMeHa t, mosozxaja x
n Op3uHe V aroma.

ITpucTynom ca cTaHOBUTIITA CTATUCTHIKE MEXAHWKE CMO U3TYyOUIn nHMOPMaIInje
0 CBAaKOj YECTHIIA IIOHA0CO0 aJIM PA3THIATHM YCPEIHbaBabIMa MOKeMO 00e30e1uTh
Be3y ca MaKPOCKOIICKHM BeJIHYMHAMA O deMy heMo roOBOPHUTH y HACTAaBKY.

JetHadmHa Koja omnucyje eBosynnjy (byHKIMje pacrojesie 3a pa3peheHe racose
ce nasnpa Boanmanosa jegnauuna. JIyasur Boamvan! je nsseo oBy jegnadmmy
y c¢BoM pajy u3 1872. rogune [7]. OBa jeHaunHA TPEICTAB/HA OCHOBY KHHETHIKAX
MOJIesia, KaKO 3a jeTHOATOMCKe, TaKO W 3a BHUIIEATOMCKe racoBe, Ka0 U EHXOBE
MeEIIaBHUHE.

1.1 DBoJanmmaHOBa jeJHAYMHA 3a jeTHOATOMCKE IracoBe

Y 0BOM JIesTy H3BOAMMO BosmMaHoBy jeIHAUUHY 3a jeiHoaToMcKe racose. Opje
heMo U3102KUTH OCHOBHE NPUHIIKIIE KOje heMo Jda/be HABOIUTH U IIPOIIUPUBATH U
Ha BHIIIEATOMCKE TacoBe.

OcHoBHHI asar KMHETHYKe Teopuje je dyHKImja pacmogese f(t,x, ), Koja 3a-
BHCH 0] yOOMYajeHUX MaKPOCKOIICKUX IMPOMEH/bUBHUX, BpeMeHa t, mojoxKaja y du-
3UYKOM IIPOCTOPY X, AU W OJ MPOMeH/bHBe £ KOja OMHCYje MHKPOCKOIICKO CTAFhe
raca, Taxko aa f(t,x, &§)dxd€ npeacraBba 6poj aToMa y TPEHYTKY ¢ ¥ eJIleMeHTAPHO]
sanpemutn dxd€ nenrpupanoj y rauku (x, §). Pusuuka uarepuperanuja QyHKIuje
pacrosieie ce MOCTUYKE YCPEIhaBAbeM M0 MUKPOCKOINCKOM cTamy & Tj. Kau je-
dunuIIIEMO MOMeHTe pacrojesie (PyHKIMje pacioese. ¥y CIydajy jeJHOATOMCKHAX
racoBa MHKPOCKOIICKa IpoMerbuBa £ je Op3una aroma v 1j. & = v. Ha npumep,
OpojHA TYCTHHA jJeJHOATOMCKOT raca jeduHuIe ce Kao

n(t,x) = ft,x,v)dv,
RN

rie je f dyukmumja pacrnogedre.

! Tynpur Bommvan (1844-1906) Aycrpujckn dbusnaap n MaTematmaap




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

Hanomena. Bpsuna uecmuua ce merva ycaed cyoapa ca 0py2um “ecmu-
yama. Axo npemnocmasumo 0a cydapu uMajy cayuaian Kapaxmep, oHda
OP3UHY AMOMA MOAHCEMO 00 TOCMAMPAMO KGO CAYYAJHY NPOMEHUBY Y (Pa-
anom npocmopy Z x RN, Z € RN, N > 1. ¥ $asrnom npocmopy 6psumy
YECTNUYE NOCMAMPamo kao cmoracmusky npoyec {V(t),t > 0}. 3a du-
keupanu mpenymak m, V(t) je cayuajna npomerwusa koja npedcmasia
bpauny amoma y 3anpemunu dx. Beposamnoha da wecmuya uma 6pauny
u3 unmepsaaa |a,b| je

B fab flt,x,v)dv

P{V € [a,b]} = (%) ,
me je fe )
QOV(t7X7 V) - m»

dyrruuja 2ycmune cayuajne npomerwuse Vo y mpenymry t. Qynruyuja f
ce Ha3usa PYHKUUJOM Pacnodese u3 MpPadutUOHAIHUL PA3A020 e ce Ha
1Y He 00HOCU UCTMOUMEHU Nojam U3 meopuje seposammohe.

YKOJMKO cajia MPeTIOCTABUMO JIa ce YecTHIle He cymapajy Mehycobmno taga je
dpyHKIHja paciojie/ie KOHCTaHTa Jy:K TPajeKToOpuje YecTHuIle 1a je

df

dt
Kako je x = x(t) u v = v(t), pauynajyhiu Torannu nudepennujan ao6mjamo
jeTHAKOCT

0.

df dx dv
i = ANV TV (1.2)
N3 apyror EbyTHOBOT 3aKOHA, Y3 MPENOCTaBKY Jla je CHCTEM H30J0BaH Tj. Ja je

cyMa cnosbammux cuiaa F..; jernaka 0, Baxkn
dV Fewt
— = a =
dt m

Kako je Be3a uzmelhy 6p3une yectuiie u 1moJiozkaja jlata ca % = v, 3ajenno ca (1.3)

pesanuja (1.2) mocraje

~ 0. (1.3)

Of +v-Vuf =0,
IITO je mpancnopmma jednavuna 3a GyHKINjy pacuoaene f. Pelrere oBe jeiHadnne
je KoHcraHTHa QYHKIUja JyzK KaPpaKTEePUCTUKE CUCTEMA
dx dv
FA T




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

kKoja je mpasa Jjmuuja. Ha ocHOBy oBora BpemHocT ¢yHknuje f y TpeHyTKYy t
MOZKEMO MU3PAavYyHATH HA OCHOBY BPEIHOCTH y TMOYETHOM TPEHYTKY,

ft,x,v) = f(0,z —tv,v).

Taxobhe, aTom Koju y TpeHyTKY t UMa 10JI0XKa] X U Op3uny v he y TpeHyrky t + s
UMATH TOJI0XKA] X + SV U UCTY OP3UHy V.

Jla ©Ou ce mpenu3Huje onucasa JMHAMUKA raca 1morpebHo je y o03up yserun
nnrepaknujy Mely decrunama. Kunerndka Teopuja mpeTnocTaB/ba Jia Cy CyJlapn
jelHMHA U OCHOBHA MHTEepakIuja Mehy dectunama. /lakie, kao mociaeauna cypapa
MeDhy decTtunama Memajy ce muxoBe Op3uHe Ia ce u GYHKIUja paciojgesae f Mema.
Hoena eBoaymnuja onucana je BosimvMaHOBOM jenHaYmMHOM,

Of+v-Vof =Q(f). (1.4)

Hecna crpana Bosvanose jennaunbe (1.4) ce Ha3uBa KOJIM3HOHH ONEPATOD W OH
mepu Op3uny npomene f. [lpmmukom cymapa m3mely aroma mMoxke ce A0T0anTH
Jla HEKH OJI aToMa HaKOH cylapa mMa Op3mHYy V U Tajia PpyHKIHMja f Koja Mepu
Opoj OBaKBHUX aToOMa y eJeMeHTapHOj 3alpeMUHU pacTe. Y Caydajy Ja mpe cyaapa
HEeKH O] aTOMa UMa Op3WHY V ¥ TOCHe cyjaapa Ta Op3WHa ce MPOMEeHW y HeKy V'
taga dpyakmuja [ omama. Ha ocHOBY mmHammke npomene (pyHKImje pacuogeie f
KOJIM3MOHU OTePaTop pa3/BajaMo Ha JBa Jesa,

Yran QT (f) masuBa ce ancopnnuonu (Ha eHriecKOM “gain”) u OH OmHCyje pact
dbyukuje pacmogese f, nok ce wian QQ~(f) HasuBa eMucHOHH (HA EHIJIECKOM
"loss”) u on omucyje onagame byHKIEje pacnojgese f.

[TpusnkoMm cTBapamba MoOJie/ia K/bYUHY YJIOTY UT'Da MOJEINpPahe MHTEePaKIje
meby dectunama (aTomuma y 0BoM caydajy). la 6ucmo 6iiuzke oipe i CTpyKTypy
KOJIM3UOHOT OllepaTopa yBoJie ce ciesehe mpeTnocTraBke KHHETHIKe TEOPHje:

I1.1 Oxnoc myzKuHe CJA000IHOT IMyTa MOJIEKYAa A M KapaKTEPUCTUUHE Iy KHHE

npobisiema L je pena 1,

A
— =~ 1.
L

Benanmunna A npepcrapiba ayKUHY IIyTa KOjy IIpehe decTuna mpe Hero mro ce
CyJlapu Ca IPYTOM YECTHUIIOM, JOK L mpecTaB/ba KAPAKTePUCTHIHY /Iy KUHY .
Pernumo mpusinkom crpyjama Guayuaa oko cdepe KapaKTepUuCTUIHA, Iy KITHA
oua 6u npeunuk cdepe. OBaj ycjaoB HaM 3alpaBO T'OBOPU O paspeheHocTH
raca.




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

I1.2 IlpernocraB/baMo caMo OMHapHE MHTEPAKIAje, OJTHOCHO UCTOBPEMEHE Cy/iape
TpHUu 1 BHUIIIE YE€CTHUIla HE IIOCMaTpaMoO.

I1.3 Cynapu cy JoKaJnM30BaHU Yy BPEMEHY U IIPOCTOPY, HITO 3HAYU JIa CYy KPATKO-
Tpajuu jgorabaju y Tauno oapehenom BpeMeHy U IPOCTOPY.

I1.4 Cynapu cy MUKpOPEBEep3UOUIHN Y BPEMEHY, IITO 3HAUN [ YKOJIUKO IpOMe-
HUMO TOK BpeMeHa decTuile he npohum Kpo3 ucra crama Kpo3 Koja cy Beh
MPOIILIA.

I1.5 Baxku mosiekyiaapau xaoc. OBO 3a HOCACAUIY UMaA Ja Ce CYAapH JIemaBajy
u3Mely decrura Koje ce HUCY cymapaJe y TPOILIOCTH.

Cauka 1.1: Cymap aBe decruiie ca 6p3uHaMa v W V., 1pe cyjapa U V,, V T0cje
cymapa.

OspeMo cajia KOJU3UOHU ollepaTop Ha ocHoBy npernoctasku [1.1-11.5. I1pe-
tnoctaBka I1.3 uMmmunupa na je KoJu3uoHu omneparop GpyHKIHja Op3uHe YecTUIe
V JIOK €y { U X TapaMeTpHu,

Y tx.v) = QUL (V).
Ha ocnoBy npermnocraske 11.2 MoxKke ce yBecTu pyHKIIHja pacnoiesie 3a JIBe 9eCTUIEe
fo(t,x, v, v,) Tako na fodxdvdv, mpeacraBma 6poj aToMa y TPEHYTKY ¢y 3aMPEMUHA
dx rue je Op3uHA jejHe YECTHIIE V & JAPYre V.
Takobe, yBoaumo dpyHkujy Beposaraohe mpesasa

p((v',v2) = (v, vi)), (1.5)

Ka0 Mepe Jia MoC/Ie CyJapa aroMa ca Op3uHaMa v’ u v, 1obnjemo arome ca Op3nHama
VUV,

Ancoprmmonn wian QT (f)(v) je nosesan ca pacrom 6poja aroMa ca GP3UHOM
v. OHHE HacTajy Kao MOCJeaula cygapa aroma ca OpsmHama v u v,. OyHKIHja




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

pacnozesie oBux MoJekyna je fo(t,x, v/, v,). ¥Yaumajyhu y o63up BeposarnOhy
npesasa p((v',v,) — (v, v,)) u cee moryhe atome ca 6p3unama v’ u v, Koju mocse
cylapa mMajy Op3uHe V U V,, IITO Ce HOCTUZKe MHTEerparujoM 10 ¢BUM Moryhmm
Op3unama v, v., v/, onpehyjemo ancopunuonn wian QT (f)(v). Aramoraum pazma-
TpameM JI0JA3UMO U 70 emucunoHor wiana (Q~ (f)(v) xoju Mepu cmameme Opoja
JecTuna ca op3unoM v. Jlakje, KoJM3nOHU OnEepaTop je jar ca

QUNV) = [ falt,x, v, v)p((v',v]) = (v, v.))dv'dvidv,

R3N
N

J/

-

QT(NV)

/ / / /
- 2\by &y Vy Vix s ¥k s Vix * * .
fo(t,x, v, v.)p((v,v,) = (v, v.))dv'dv.dv

R3N
-

-~

Q=(N)

36or mosekynapaor xaoca (I1.5) Baxku ja je 3ajennudka hyHKIHja pacrojesie
fo(t,x, v, Vv,) IpOU3BOI MAPTUHAJIHUX, Tj.

fo(t,x,v,v,) = f(t,x,v)f(t,x,v,),

rie f(t,x,v) u f(t,x,v,) upeacrasbajy PyHKIUje paciojie/e aroma ca Op3uHaMa
v u v,. [lItaBuiire, pajun jeIHOCTABHOCTH YBOJAMMO O3HAKe:

f/ = f<t7 X7 V’)?fﬂi = f(t’ X? ka)?
f=flt,x,v),fe = f(t,x,v,).

Kao nocieauna mnpermnocraBke 0 MUKpopeBep3udmanocTu 11.4 Baxku

(1.6)

p((v',vi) = (v, vi)) = p((v, vi) = (V, V2)).

Ha 6ucmo naracwin GUHAPHY CTPYKTYPY KOJH3HOHOT omepaTtopa ymecto Q(f)(v)
uuiemo Q(f, f)(f). Jdakie, Ha 0CHOBY LPETXO/HO YBEJIEHUX apI'yMEHATA KOJIU3U-
OHU ONEPaTOpP MOCTaje:

QINE = [ (= £ V) > v Vv (L)
RSN XRN

U3 jeqnaugnne (1.7) jacHo je Ja je KOJU3UOHU ONMEPATOD UHTEIPATHH OMEPATOP IO

3N mpomenspupux. lumb mamber m3marama je Ja cMarmuMo 00J1acT HHTErpallyje,

IITO Ce MOCTHXKE 3aKOHMMa MeXaHUKe KOju Bazke 3a Cy/Jap JBe YecTHIle.

ITocmaTpajmo etacTudan cyjgap JiBe decTuiie raca. Heka cy Op3mHe aToma mnpe
cymapa v’ u v, a 6p3uHe aToma noce cyjgapa v u v, (cauka 1.1). Taga BaxKu 3aKOH
OJIprKamha KOJMIHHE KpeTarha U 3aKOH OIprKarba YKYIIHe eHeprHje JeCTHIA:




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

mv' +mv, = mv + mv,, (1.8)
m m m m
EIV/|2+§|V1|2 = 5’V|Q+§|V*|2- (1.9)

BepoBarnoha mnpesaza je pazamamTa o HyJIe caMoO Kaja Bazke OBa JiBa 3aKOHA,
JTaKJIe

p((V/, V;) — (V7 V*)) = B<V7 Vi, Vlu V;) : 5{mv’+mv;:mv+mv*}

X
{BIVE+ZIVE=2 P+ v 2}

rjie je 0 O3HaKa 3a
1, a=b,

Ofazb) =
ta=b} 0, a#b.

3a a,b € RY, N > 1. ®ynknuja B(v,Vv,, V', v.) Ha3uBa ce KOJU3HMOHU IPECEK H
y CJIy4ajy jeIHOATOMCKHX TracoBa lajiniiejeBa HHBapHjaHTHOCT HaMmelie ycJIoB Ja je

oHa QYHKIMja WHTEH3UTETA peJaTuBHe Op3muHe |v — v, | n yria m3meljy BekTOopa
/
L.

Jlasbe ce yBoau Op3uHa 1eHTpa Mace V U pejlaTuBHa Op3uHA U,

Vv—v,uv —v

vV + VvV,

2

V= , U=V —V,. (1.10)

Anajiorno Op3uHa HEHTPaA Mace W pesjaTuBHA Op3UHA IIpe cyaapa decTuna omae Ou

/ /
V' = %, u=v-v.,. (1.11)

Yeohemem cucrema menTpa Mace peranuje (1.8) u (1.9) cBoge ce Ha

V=V,

’

) = [u (1.12)

OBo 3024 12 ce OP3MHA IEHTPA Mace He Memha MOCJIe Cyapa a HHTeH3UTET PeaaTh-
BHe Op3mHe ocTaje HempomermeH. Ha cinim 1.2 BuauMo /1a CBU BEKTOPU peJiaTHBHE
Op3uHe Jexke Ha cdepu TpedHuKa |ul.

Cucrem (1.8)-(1.9) unnn N +1 jemunaaunna u3 Kor Tpeba 1a ©3pasuMo v', v, mro
je 2N upomemusux. la 6u ce 1o yunnuio norpedno je ysectu N — 1 napamerapa.
Taxne, ysomu ce Hosu mapamerap o € SV~1 rae je SV=1 jenunmuna cdepa y RY,
TaKo Ja je

u' =|u|-o. (1.13)




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

Cnuka 1.2: BpsuHe mnpe cymapa #u mocjie cygapa jaBa aroma. VHTeH3mTeTH
pesiaTuBHe Op3UHE Ipe U Tocje cyaapa cy jeanaku |u| = |u|' u 6p3una ce He Mema

vV=V.

BaxBasbyjyli 0BoMe MOXKeMO U3pas3suTh V' u V., y GYHKIWjH V, V., 0. U3 jernadnna
(1.11) cenu na je

u’ u’
V=V+4+—-v. =V - —
27 * 27

na kopucrehu ce pesamujama (1.12) nobuja ce
1l/

(1.14)

*

/
v’:V+%,v':V—

5
13 jenqnaunne (1.14) kopucrehu ce peaarmjama (1.13) u (1.10) koraqHO ce 106ujajy
U3pa3u 3a IPEKOJIe3HOHe BendnHe vV U V.,

, vV + VvV,
v = + —|v — v.|o,
2 2 (1.15)
v, = V+V*—1\v—v]a
* 2 2 e




1.1 BoammaHoBa jeaHadmHA 3a je AHOATOMCKE TacOBe

Konauano, komusuonu oneparop (1.7) nocraje:

QU f)(v) = / (F (% V) (8%, v) — F(b %, v) £(E %, v2))

RN xSN—1
V—V

- -a’) dodv,, (1.16)

v = v

X B (|V — V.,

rjie ¢y Bekropu v/ u v, martu ca (1.15). Hdakie, na ocuoBy (1.4) u (1.16) yBozelin
osnake (1.6), BoamMaHoBa jeJHAYHHA 32 JeJJHOATOMCKE TACOBE IIACH

Of+v-V.f= {f/fi—ff*}B<|V—V*‘,|z_—v*-0'>d0'dv*,
RN xSN-1

_V*‘

rie cMo Kopueruin Hotanujy u3 (1.6) a v/, v, kao dbyHKIWmje 01 V,V,, o Cy 1are y
(1.15). Ona ce cBpcTaBa ce y KJIacy HeJTMHEAPHUX HHTErPATHO-TubepeH ] a0 mIHIX
jeTHAYMHA.

hY% JaJbeM HaCTaBKY paJda IIPeJIa3uMO Ha MOAeJI€ 3a BUIIEaTOMCKE I'aCOBeE.




2 Mogeaupame BUIIIEaTOMCKNX TacoBa

Y oBOoM TOTIaB/BY M3J10KNNeMO OCHOBHE OCOOMHE BHUIIEATOMCKHUX racoBa Kao U
TBphema Koja ce THIy MHKPOCKOIICKe IHHAMHKE MOJIEKYJIA.

2.1 VYBoheme gomaTHOT TTapaMeTpa - MUKPOCKOIICKE YHY-
Tpallmke eHepruje; BoamManoBa jegHadYmHA

Kao mro cMo Beh Buen Ko/ je THOATOMCKHX TacoBa, CPK MOJIeTUpaha THHA-
MHKE raca y IHOorjiejy KHHEeTHYKe TeopHje JIeXKH Yy PasyMeBatby MHTepakiiuje Mehy
qecTunamMa. ¥y CJaydajy BHUITEaTOMCKHX racoBa OBe MHTEPAaKIHje Ce YCJI0KIaBajy
3060T KOMIJIEKCHUje CTPYKTYpPe BUIIeaTOMCKOT MmoJiekysia. Oapa3 oBe CTPYKType
J1aT je Kpo3 6poj cmenenu caobode mosiekyiia y o3Hanu D. Crenenu cao0oje MOTy
ce WHTENPEeTUPATu Kao MOTYNHOCTH 3a KpeTame MOJeKyla MPHJINKOM cylapa |
MOTY OMTH: TPAHCJIAIMOHN, POTAIMOHN U BUOPALUOHK. 3apaji JAKIIer 00jallberha
nocMarpajMo rac y mpocropy R3. Tpamcaamuonn cremenu caoboae ofHoce ce Ha
MOTYhHOCTH KpeTarma IeHTPa Mace MOJIEKYJIa Y TPABILY CBAKE O] 0Ca KOOPTHHATHOT
CUCTEMA, JIOK Ce POTAIMOHU CTeleHn CJI000/e OTHOCEe Ha POTAIUjy MOJEKYsIa OKO
oca HOPMAJIHHAX Ha IpaBall MoJIeKyJIcKe Bese. BuOpamnuonu crenenn ciao00/1e OTHOCE
ce Ha KpeTame aToMa y MOJEKYTy TPUINKOM OJprKaBarba Bese. Y CJIydajy BU-
IMEATOMCKUX TACOBA MOPe ] TPAHC/IAIMOHNX jaB/bajy Ce POTAIMOHN W BHODAIMOHT
CTeleHn CJI000/Ie KOjUX HeMa KOJI jeITHOATOMCKHUX racoBa. ¥ cjejehoj tadbenaun jgar
je 6poj cremenu c1000/1€e y 3aBUCHOCTH OJT CTPYKTYPEe MOJIEKYJIA.

Tpancinanmonu u poramuonu || TpaHciaanmoHu,

Jluneapuun Henuneapuu POTAlIOHU 1
MOJIEKY.TH MOJIEKYJTH BHODAIHOHN
Bpoj crenenn
poj 5 ¢ "
ciaobomge D

Tabena 2.1: Paznuumre BpeaHocTu Opoja cTemeHH cJI000Je y 3aBUCHOCTH O]
crpykKrype Mosekyna rae je N> 2 6poj aroMa y MOJIEKY/ILy BHIIEATOMCKOL Taca.
JIuHeapHu MoOJIEKYyJ M Cy TakBH Ja je yrao m3mely gBa aroma y mostekysry 180
CTEIIeHH.

Jla 6u ce ommcao yTHI@A] JOJATHUX CTEIEHU CJIODOJE Y BHIIEATOMCKOM Tacy
Ha KWHETUYKOM HWBOY YBOJHW Ce JI0/IaTaH HeNpeKHJaH MapaMerap - MaKpPOCKO-
ncka yHyTpamma eHepruja . Caga je cTame MOJEKY/Ia Taca Ha MUKDPOCKOIICKOM



2.2 MakpockoIiCcKa yYHYTpAaIlllitbha €HePruja

HuBoy oxapeheno Bektopom & = (v, [), tae je v O6p3una mojekysia a [ mwerosa
MUKPOCKOIICKA yHyTpalma eHepruja. [lapamerap [ cana mocraje monaTHu apryme-
ur dyuKImje pacnogene f, Tako na f(t,x, v, I)dxdvdl npejcrasmba 6poj Mostekyia
raca y 3anpemunu dxdvd/ merarpupanoj y tauku (x,v,[).

Esonynuja dyukmuje pacomnene f(t,x, v, I) nara je BoamManoBom jerHadunoM
3a BUIEATOMCKE TacoBe

atf+v'vxf:Q(f7f)<V7[)a (21)

npu gemy je Q(f, f)(v, ) Koausuonu oneparop.

CTpYKTYPY KOJU3UOHOI OIepaTopa KOJ BHIIEATOMCKHX IacoBa JIajeMo y Ha-
CTaBKY paja Kpo3 HEKOJUKO Mojesaa. [1aBHa maeja je Jga 3a/10BOJBUMO OCHOBHE
IIPpEeTIHOCTaBKE Ha KUHETUYIKOM HHBOY, KaO U Ja INOCTUI'HEMO 3aKOHE KOjI/I BazKe 3a
BHIIIEATOMCKE TaCcOBe Ha MAaKPOCKOIICKOM HHUBOY, Te he cama CTPYKTypa olreparopa
3aBHCHUTHU O] TOTA.

2.2 MakpoCKOIICKa yHyTpaIlkha eHepruja

JejlaH o)1 3a/laTaka KMHETUYKE TeOPUje IacoBa jecTe U Pelpo/ILyKIiuja KaJopuiKe
jeHaYMHE CTamba HAa MAKPOCKOICKOM HHBOY. Kao mociennna JAOAATHUX CTEHEHH
cs1060/1€e jaB/ba Ce KOMILJIEKCHIja 3aBHCHOCT YHYTPAII-€ eHEPTH]je € 0/ TEMIIEPATYPe
raca 7T,

e=-e(T).

Ta 3aBucHOCT Oonpelhyje ce cenudUIHIM TOTIOTHUM KAAIUTETOM TPU KOHCTA-
HTHO] 3allpeMUHH ¢, KOjU ce JedUuHuIIe Kao

_de(T)

_ 9.9
“ = Tar (2:2)

Uurerpanujom jeanadune (2.2) no temueparypu 1T’ cieau

o(T) = / 6o (T)dT, (2.3)

To

riae Ty mpenacraBiba pedepeHTHY Temmeparypy, ¢, = (m/k)c, TuMeH3MOHUCAHY
crenuduany TomwIoTy (2], k BoJarMaHoBY KOHCTAHTY, m Macy MOJeKysa. lacoBu
KO/l KOJUX je yHyTpallllha €Hepruja IIPONOPIIMOHAIHA TeMIlepaTypu Ha3WBajy ce
NOAUMPONCKY JTOK OHHU KOJ KOJUX je TO HeJinHeapHa (PYHKIMja HA3WBA]Y Ce HENOAU-
MpPoncry.

Y onmreM caydajy, crenudUIHN TOIIOTHU KalaluTeT HUje KOHCTaHTHA dy-
HKIIHja TeMIIepaType, HO UIAK Ha TeMiepaTypama OJHUCKHIM COOHOj MOXKe ce Y3eTH

11



2.3 Moaenupame 1mporieca cyjaapa

n1a je o KoHcTanTaH. Ha 0CHOBY 0BOra MakpPOCKOIICKA YHYTPAIltha eHEPruja MOZKE
ce CMaTpaTH JImHeapHOM (DYHKIMJOM TEeMIIepaType

Dk
=27

2m
rae je D Opoj cremeH cj1obome MoseKyaa gar y Tabenan 2.1. Jlakie, Ha HUCKEM
TeMIlepaTypaMa BHIIECATOMCKH I'aC MO2KEMO CMaTpaTH HOJUTPOIICKUM. Ha BHIITUM
TeMIepaTypama J01a31 10 yTUTAja POTAIMOHNX W BUOPAMOHUX CTEMeHn ¢1000/1e
Te caMO eHepruja Koja moTHde oJ TPAaHCJIaTOPHOT KpeTama MOJIEKY/1a je JIHHeapHa
dyHKITja TeMIeparype

e

3k
2m

Jla 6u ce KMHETHYKH MOJeJ OMO KOPEKTaH OH MOpa PEelNpOAyKOBATH OMHCAHO
MOHAIIAE MAKPOCKOIICKE YHYTpalllibe €Hepruje, 1ato jegHaduHoM (2.3) a y Ha-
CTaBKy he OUTH TOBODEHO O HAYHMHY HA KOJU je TO MOCTHUTHYTO.

€K

2.3 Mogenupame mporeca cygapa

Jla 6ucmo onucasu CTPYKTYPY KOJU3UOHOT OMEPATOpPa HAJIpe M3JIaXKEMO MO-
JleJTUparke MPOoIeca Cyaapa JABa MOJIEKY/Ia BUITEATOMCKOT Taca.

ITocmaTpaMo cyaap /iBa MOJIEKYJ1a BUIIeaTOMCKOT raca. Heka je crame oBa j1Ba
MosteKy.ta oxpelieno ca sekropuma & = (v/, I'), €. = (v, 1), tne cy v/, v, 6p3une
mosiekyaa a I’ I oarosapajyhe MUKpPOCKOIICKE YHYTPAIbe eHepruje 1upe cyapa.
[Tocnie cynapa 6p3mHe MOJIEKY/Ia TOCTAjy V, V, & YHYTPAIHhe MUKPOCKOIICKE eHe-
pruje I, I, Tako ma je crame mosekysa mocie cygapa € = (v, ), &, = (v, ).
Jlakste, cymap ABa MOJIEKYJIa MOZKEMO MOCMATPATH Kao TPAHCHOPMAIIN]Y:

(&',€0) — (&,€.).

OBJie pazMaTpaMo eJacTHIHe Cyape IITO 3HAYHN Ja je YKYIHA eHeprija (KHHeTHIKA
M MaKPOCKOIICKA YHYTPAIIha) KA0 U KOJTUIHHA KPeTarha Mapa MOJEKyIa 0uyBaHa:

mv' + mv., = mv + mv,, (2.4)
m m m m
SIVPEHT VP L= P T+ v+ L (2:5)
2 2 2 2
YBoauMO OP3WHY IeHTpa Mace V U peJaTUBHY Op3HHY U ca
V.= %, u:i=v—v,, (2.6)
IITO je eKBUBAJEHTHO Ca
u u
v=V+—- v,=V——. 2.7
5 5 (2.7)




2.3 Moaenupame 1mporieca cyjaapa

YeprrraBatbeM (2.7) y (2.4) mobuja ce ekBUBaJeHTAH OOJIMK 3aKOHA KOJHYHHE
KpeTama

V=V. (2.8)

Takobe, yppmrraamem (2.7) v jemmaxoct (2.5) mobujamo

m u'|? m o |? m u|2 m u |2
LSVt I (R AV F:_W % I —Wz—lz;
2’ 5|+ +2' S| TL=5 Vgt 5| 1
UM Y eKBUBAJEHTHOM OOJIUKY,

E:%NP+P+L:%MV+F+K. (2.9)

ZKemnmo na onpenumvo v/, v, I’ I ipeko 6p3uHe u eHepruje mocyie cyiapa y3uMa-
jyhu y 063up 3akoune onpKamwa (2.4) u (2.5). Bekropu v/, v, cy numensuje N a I,
I cy ckanapHe BeqmvuHe, na yKymHo nmamo 2N + 2 npomemupux. Cucrem (2.4) u
(2.5) aunu N + 1 jennaunua te Ham je norpebuo N + 1 napamerap. Kao u panuje
yBoan ce mapamerap o € SV! rne SV jenummuna chepa vy RY, a mpeocrasa
IBa IapaMeTpa ce YBOJIe Ha OCHOBY IPOLEAype OIMCAHE Y HACTABKY - TAKO3BAHE
Bopnaxke-Jlapcen nponeype.

Bopnake-Jlapcen nponeaypa ce 3aCHEBa HA TOME JIa C€ YKYITHA €HePruja MOJIe-
KyJ1a MoJe/u Ha JBa JIeJa, jefaH KOjU ce WHTepIpeTHpa Kao KWHeTHYKa eHepruja
KpeTama MOJIEKYJIa U IPYTH, KOJU Ce HHTepIpeTHpa Kao YHyTPaIliba €Hepruja Koja
ce MOXKe CXBATUTH KaO IIOCJeIUIA BHOPAIMOHUX M POTAIMOHUX CTEIICHU CJI00OIE
moutekyJta 3, 4, 9].

Osum ce yBonu jgomarHu mapamerap R € [0, 1], Tako nxa je

RE:%N?,ﬂ+ﬁ:a—Rw. (2.10)

Pacmiomenia enepruje uamehy wianosa I’ u I onpeljena je HoBuMm mapamerpom r €
0, 1] Tako 1a je

I'=r(1-R)E, I,=(1-r)(1-R)E. (2.11)
Jaspe ce yBonu mapamerap o € SV~ Tako 1a je
u' = |u|o.

Kako je RE = Z|u/|* ciean

4RE 4RE E
u')> = ARE =y i, w=2/2o (2.12)
m m m
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

’ ;.
Konauno, u3 v = V' + S u v, = V' — & je

2
, VvV + VvV, |RE
A\ 5 + o,
m (2.13)
, vV + Vv, |RE
V*: - —0'.
2 m

[Ipepacmonenry enepruje mpe cymapa MOKeMO HaIHCATH yV (DYHKIHJA TOCT-KOJIN-
3uoHuX napamerapa, R, 17’ u enepruje koja je ouyBana E = E’. Cana je:

HE:%mR [+, =(1-R)E,

I=r(1-R)E, L =(1-r)(1-R)E, (2.14)
Te je J1asme
I I I m|u|® u
I — — R = = 2.15
"TU-RE I+L E-Z T

Y nacraBky hemo ce OaBUTH TIpecuKaBambeM KOje BeJWYHHe Mpe Cyaapa Mpecu-
KaBa y BbUMa oJroBapajyhum mocje cygapa u oOpaTHO.

2.4 KouaunsuoHa TpancdopMaluja 1 MHBapPUjaHTHE Mepe

Y nornasspy 2.3, yBojehu mojarHe mapaMerpe M3PA3WIH CMO MHUKPOCKOICKE
BeJIMYNHE TOCTe Cy/Iapa IPeKO BeJIMYnHa 1pe cyAapa u oopuyto. O gaber wHTe-
peca buhe nedpunucame Mepa MHBAPUJAHTHUX y OJTHOCY HA KOJU3UOHY TpaHcgO-
pmarujy. Ha commvan mvauwn kao y [9, 10] uzBogumo ciesehia tephema.

Jlema 1. Hexa je npecauxasarve

P:(v,v,,I,I,,7,R o) — (V' ,v.,I'I.,7" R, o)

Y )

dedpurucaro ca pesayujama (2.10)-(2.15). Tada je npecauxasarwe P uneoryyuja ca
Jaxobujarnom npecaurasaroa

N 1
(1-R) (R)*
Jp=—""%\ = .
(1-R)\R
Zoxasz. [lokas je m1aT TaKo IITO je MpecauKaBame P pas3yioKeHO Ha HU3 MpecIuKa-
Barba. [Ipenusnmnje,
P=AgoAgoA;0Ago As0 Ajo Az o Ay o Ay,

na je Jakobujan npecsiukasama P npoussoy Jakobujana Ja,,1 = 1,..,9. Cuene
npenusne gedUHUIEje Tope HaBeJeHUX MpecmKaBamba ca ojropapajyhum Jakobu-
jaHuMa.
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

(1) Ilpecnukasarbe
Ay (vyve, [ L,r,Ryo) — (0, V,I,I,,7 R, o),

IIpe/ICTaB/ba IIPOMEHY KOODJAMHATA Y pehePeHTHI CHCTEM IEHTPA Mace peMa
(2.6). Jakobujan oBOT TpeCTUKABAIbA je

Ja, =1,
mIro cJjieju u3 jgedpunuimje Op3uHe MeHTpa Mace u pejiarupie Op3uHe.

(2) Ca
Ay (W V,I,1,r R a) = (|, %,V,I,I*,T,R,a),

YBOAUMO cepHe KOOpJAruHATE 33 PeJaTUBHY Op3UHY U, I1a IIpeMa TOMe je

‘]A2 - |u|_(N_1)'

(3) Pajum jgakimer padyHa Ipesia3nMo Ha KBAIPAT MHTEH3UTETa PelaTuBHe Op3uHe
ca MPeCIuKABAEM
u u
: 2
Az 2 (|ul, |u|’V’]’ I.,r,R,o)— (|u ,—|u|,V,I,]*,r, R, o).
Jakobujan oBOT TpecnKaBama je

JA3 = 2‘11‘.
(4) Takobe ymecro I, xohemo E, a 10 mOCTHZKEMO Ca,

Ay (Juf?, ’—E’,V,I, L.r.R,a) — (Ju’, %,V,I,E, r, R, o).

Kopucrumo (2.9) Te je Jakobmjam 0BOT mpec/nKaBama

dlul?
Olul?
Iy
Iy
1
Ja, = | o8 oE o o oE oE oE oE|= 1l

duZ 9% oV oI ol. or OR oo
1

£

rJe cy Impa3Ha MecTa HyJe.
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

(5) Hame memamo R ca ER upecinkaBambeMm

u u

A5 : (|u’27 H7V7[7E7T7 R70-> — (‘u‘2>muvaja E,T‘, ER; 0-)7
u u
a weros JakoOujau je
Ja, = E.
(6) Caza mpejasuMo Ha BeJIMYMHE TIPe CyJapa ca
2 u 712 11/ /2 /A /AW / /
AG : (’u’ 7H7V7I7E7T7ER7O-) — <|u’ 7W7V7[7I*7T7R70-)-

u

lu’

U3 (2.4) Baxu na je V = V', Takobhe BekTopu \_EI =ou = o’ cy BeKkTOpH

jenumHEYHe chepe ma ce o’ MoxKe JOOMTH POTAIMjoM BeKTOpa o. Ha ocHoBy

OBa JIBa apryMeHTa JIOBOJBHO je m3padyHatu JakoOmjaH TpancdopMarmje
(|u|2? I? E’ r? ER) _> (|u,|27 Il? Ii? /r/7 R/) Te je

Jag = J(u2. 1B ER) s (Iw2,0 10 R

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca

8|u’\2 6\u’|2 8|u’|2 8|u’\2 8‘11/'2

olu| ol OF or OER

or ., .. ... or

8\u)2 OER
Ja = 0L .. ... ... 9L
As — ‘9\“!2 OER
or or’

Olul? OER

R .. . ... OR

O|u|? OER

Kopucrehu ce gedunnnujama seamanna 0’2, I, IL, 7', R’ natuM ca jemnako-

cruma (2.11),(2.12),(2.15) mobuja ce ciaegehn HU3 jeJHAKOCTH KOjU BOAH Ka
Jakobujany Jy4, :

0 0 AR 0 —
0 0 r(1 . R)  (1-R)E -

I = 0 0 (1-n1-R) (R=1EF 1-r
4(}377%]\11?)2 Efélu\2 _(E*%Iluﬁ)2 0 0
n 0 Tk 0 0
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

iR 0
(_1)4+2 (_1)4+1m m
— — (1 —R) (1-R)E

E—fhul* AE 14 )1 _R) (R—1)E 1—r

4R R

13-

—m(l — R)E m
= — r(1 —R) I —r
(B—=ZNPAE )\ 1 —R) -1 1-»
4R 0 4
—m(l — R) 1-R 0 -1

AE=FNP) N\ —ya—Rr) 1 1o+

<4m1_3)<—y%+43_1».

4E—Zul?) \ m m

Konauno, Jakobujan rpancdopmarnmje Ag mocraje

1-R 1-R 1-R
(E—2uf*) I+I (1-R)E

Jag =

(7) Cana ckiamaMo KBaJpaT peJaTusHe Op3uHe u':

Ar s (WP, VI L R o) — <\u’||,|V’f'f'er o)

| | Yt ? Tk

pu 4emy je

Jar = oy

(8) Tpaucdopmanujom

/

Ag : (Ju'], o VI L' R o'y — (W, V., I'I.,r R o)

Pt 3
HnpeaasuMo u3 cpepHux KoopauHara 3a BeKTop U’ na je Jakobujan
_ IIN—1
JAg = |11 | .

(9) Ca
Ag : (W \ V' I T.,7" R o) — (v ,Vv.,I'I.,r' R, o)

) Tk Y Tk

BpahaMo ce u3 cucrema IeHTpa Mace 1a je

Jag = 1.
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

Jakne, dunaano pobuja ce Jakodbujan npecinkapama P

9 N-2
v 1-R 1 _ (1-R) [|u|

— = (N 1)2 E NN-1 _ \+ — Y ‘
To = L1 7a = Wl 2l B g W = ) (ru|

Kaxo je [u'| = /482 u |u| = /2EE cremn

IITO JaJ/be BOJAUW KOHaYHOM I/I3p33y
(1-R) [R\* "
Jp= O (2N
1-R)\R
O

Y HactaBky ce AedUHUTITY TPU Mepe Koje Cy WHBapHujaHTHe y OJHOCY Ha cJejgehe
KOJIM3MOHE TpaHcdOopMalmje:

(v,vi, [, L,7, R, o) < (V' ,v., ', I..7", R o), (2.16)
(v,vi, [, 1,7, R, 0) <> (Vvi, v, [, ],1—1 R, —0). (2.17)

Tpancdopmarmja (2.16) ce oaHOCH HA 3aMeHy BeJIMYWHA Tpe ¥ MOCJe CyJapa,
JO0K ce (2.17) omHocH Ha 3aMeHy MOJIEKYJIUMa KOju ce cyaapajy. IHBapujaHTHOCT
Mepa y OJIHOCY Ha OBe TpaHcdOpMallfje je o U3y3eTHe BayKHOCTH MPHU MPeTacKy
ca KHHETHIKOT HUBOA HAa MAKPOCKOIICKH, OJTHOCHO MPUJIMKOM JeduHucama ciaabe
dopMe KOJIM3UOHOT OIEPATOPA.

Jlema 2. Mepa
dY = (1 — R)R> 'dvdv,dldl,dRdrdo (2.18)
je unsapujarmua y odnocy Ha mpanchopmayuge (2.16) u (2.17).

/loxas. Ha ocHOBY Jleme 1 Jako ce BUIW 11 je

(1 — R)R>'dvdv,dldl,dRdrde = (1 — R)R*'dv'dv.dI'dI'dR'dr'deo’,

IITO je eKBUBAJEHTHO ca

dy = dv”,

Te je MHBAPHUJAHTHOCT Yy ojHOocy Ha (2.16) mokasaHa, a WHBAPHJAHTHOCT Y OJHOCY
(2.17) je TpuBmjaHA. O

18



2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

Jlema 3. Hexa je o(I) > 0 u dynruuja F(v,v,, I, 1., R, 7, 0) maxea da je

F<V7 V*7 [7 I*7 R7 T? U)QO(I)SO(I*) = F<V/7 V:k’ Il? [iv Rl? 7"/7 O'I)QD([/)QD(LL), (219)
F(Vv Vi, ]7 [*7 Ra T, 0')90(])90([*) = F(V*v v, ]*a ]7 Ra 11— T, _0')90(])90([*) (220)

Tada je mepa
AW = F(v,v., I, L, R,r,0)o(l)e(1.)(1 — R)R%_ldadv*df*derdvdl, (2.21)
uHeapujarmna Yy o0Hocy na mparchopmayuge (2.16) u (2.17).

/loxas. Ha ocuosy neme 1 u ocobuna dyuxmuje ' matux ca (2.19) u (2.20) 1ako
ce BHJIU TpazKeHa OCOOHHA. O

Jlema 4. Hexa cy seaunune I, L., r, R, I' I, 7", R’ depunucane peaayujama (2.10)-
(2.15). Tada sasricu

ILr(1—7r)(1—=R?*=TI+(1—-7)(1-R)? (2.22)
ZJlokas. Ha ocuoBy nedunnnuja euwanna [ u I, gatum ca (2.14) ciaeau na je
ILr(1—7)(1-R?*=71-R)EQ—7)1-R)Er(1—R)(1—7)(1—-R). (2.23)
Ha ocnoBy nedununuja seunanna I’ u I, matum ca (2.11) jeanakoct (2.23) nocraje
ILr(1—7r)(1—-R?*=TTI+71-R)1-7)1-R),
ma je je OBHM JieMa JloKa3aHa. ]

V3mumo cajia ja je
o(l)=1% o> —1. (2.24)

Tpaxumo F(v,v,, I, L., R,r, o) tako na Baxu (2.19) u (2.20). Ha ocuoy neme 4
MOJIM3aheM Ha CTeleH (v jeTHAKOCT (2.22) ciean na

F(v,v.,,I,I,,R,r,o)= (r(l—r)(1 - R)*)", (2.25)

3aj0BosbaBa jeanakocr (2.19), 3a () = I*. Takobe, jennakocr (2.20) Baxku
Ha OCHOBY umHBapujanTHocTu r(1 — 1)y omHocy Ha (2.17). Paju jemHocraBHOCTH
YBOJINMO O3HaKe:

Na(r) = (r(1—=r)*, Yo (R)=(1- R)za, a>—1, (2.26)
Te je I’ 3ampaBo nponsBo HyHKIH]a,
F(v,vi, I, I, R, r,0) =0y (r)a(R). (2.27)

Ha ocnoBy rope uznoxkenor ¢gpopmupa ce cieneha jgema.
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2.4 Koausmoua tpaHcdopmaliija 1 HHBaAPUjaHTHE Mepe

Jlema 5. Mepa
dM = (1 — R)R= " I*I*no(r)(R)dodv,dl,dRdrdvd] (2.28)

je unsapujarmua y odnocy wa mpanchopmavuje (2.16)-(2.17), ede cy Pynryuje
Na(T) U Yo (R) dedpunucane ca (2.26).

Jlokas. Ha ocuoBy ocobuna dyukmuje F mare y (2.25), jgeme 2 u jeme 3 caeau
TpaxkeHa ocobuHa. O]
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3 @®OyYHKINOHAJHU ITPOCTOPU

Ja 6ucmo mamucaan tadan obauk Bosammanose jegaadwmne (2.1) morpe6GHO je
Jla, OMUIIeMO KOJU3UOHW omeparop. V3pa3 3a KOJU3MOHW ONEpPaTop 3aBHCH O
PYHKIIMOHATHOI HPOCTOpPa y KOM pajiuMo. Takohe, MaKpOCKOIICKe BeJUYUHE CY
3alpaBo MOMEHTH (byHKIHje paciojese Te n pU3MIKO HHTeplpeTupame bosma-
HOBE jeHaYnHe Ka0 KMHETHUKOT MOJEIa 3aBUCH O] (PYHKIIMOHAJIHOT IPOCTOPA.

V oBOM pajiy Cy 3a Hac HHTepecaHTHH L' mpocTopm, jep oHn JHOomymITajy npesa-
3aK Ca KHHETHIKOT Ha MaKPOCKONCKH HuBo. [Ipenmsuuje, nedpunnmemo L' mpocTop
ca TeKMHOM H 0e3 TeKuHe.

1. IIpocrop 6e3 texkuue (L', - ||11)

L' = ; d/d
oL e <

1l = / flazdv,
RN xRy

2. IIpocrop ca rezxumom (L, || - L)

L, = {f ; /]RNXJR |fle(I)dIdv < oo}.

1l = / fle(Ddldv,
RN xRy

ca HOPMOM

ca HOPMOM

rae je o(I) > 0 rexkuncka yHKIHja.



4 KuHeTMYKMW MOJEJI Y MTPOCTOPY Ca TEXKMHOM

Y oBOM noryiaB/by onucuBaheMo KWHETHYKU MOJIE/ Y IIPOCTOPY Ca TeXKUHOM Lgp
y aureparypu 3actyivbed y [8, 9]. Takobhe, pazmarpahemo Be3y ca MaKpPOCKOICKIM
BeJMYNHAMA Ka0 U HEKUM O] 3aKOHA MPOITUPeHe TepMOINHAMUKE.

Y oBoM mpocTopy bosmManoBa jeiHAYNHA TJIACH

Of+v-Vaof =Q“(f, f)(v. 1), (4.1)

rae je f(t,x,v, 1) > 0 dyakuuja pacnogene a QU (f, f)(v, ) Koausuonu oneparop
YUjy CTPYKTYPY /JlajeMO y HACTaBKY.

4.1 Kouu3noHu ornepaTop y IIPOCTOPY Ca TEXKMHOM

N3pas 3a KOJIU3MOHU OIIEPATOP Y MPOCTOPY €A TEXKHHOM L;, o(I) > 0 gar je
ca

QN = [ (F'f— ££)
[0,1]2 xRy xRN x SN-1
N 1
x BY.(1—R)R> '——dodv.dI,dRdr, (4.2
(- mRE (4:2)
rje je kosmsuonu npecek BY = BY(v,v,, I, I, R,r,0) venerarusua QyHkimja,

fe L}O, a rme cy kopumthene osnake f':= f(t,x,v', I'), fl:= f(t,x,v.,I]), f =
ft,x,v, 1), fo := f(t,x, Vs, L) [8]. Takohe, B* Tpeba ja 3a10B0/baBa MPETIOCTABKE
0 MHKPOPEBEe3UOUITHOCTH:

BY(v,v.,I,I,,R,r,o) =B~ V., I'I., R )1 o), (4.3)

ek 31

BY(v, v, I, I.,R,r,0) =B"(v.,v,I,,[,R,1 -1, —0), (4.4)

rie cy Beaudnne npe cynapa: v, v, I’ I' R/ r' o' nare penanujama (2.10)-(2.15).
Hakme, BY tpeba na Oyne WHBApUjaHTHO Yy OnHOCY Ha TpaHcdopmanujy (2.16),
KOja ImpeCTaB/ba 3aMeHy BeJHYUHA IPe Cydapa ¢a OHHM HOCTIe cygapa n 00paTHo,
1 ogHOCy Ha Tpancdopmanujy (2.17) Koja pecTaB/ba 3aMeHy MecTa MOJIEKYJIIMA.
Yran (1 — R)R%_l 00e36ehyje MHBAPHUJAHTHOCT Mepe y OJHOCY Ha KOJU3UOHE
tpanchopmarmje gedbunucane ca (2.16) m (2.17) mperxogHO JOKazaHe y JEMH
2 mTO WIrpa KJ/by4HY YJOI'Y HPUJIMKOM IOBe3uBamba DoJiliMaHOBe jejpHaduHe ca
MaKpPOCKOIICKMM 3aKOHHUMA, OJIprKarha 0 4eMy 4e OuTu pedn y HacTtaBKy. PyHKIMI]a
KOJIM3MOHOT Tpeceka BY ropopum 0 HAaYMHY MHTepaknuje Mmehy dwectmnmama 0K
TeKMHCKA (PYHKIM]a @ UMa YJIOry Ja 006e36en1u KOPeKTHY KAJOPHUJCKY jeIHAYUHY
cTama raca mary ca (2.3).



4.2 MakpOoCKOIICKe BEeJINYNHE KA0 MOMEHTH

4.2 MaKpoCKOIICKe BeJInYnHe Ka0 MOMEHTH

Ja 61 ce moBe3aso cTame raca Ha MUKPOCKOIICKOM HHBOY €4 MaKPOCKOICKIM
BeJIMYUHAMA IOTPEOHO je Ja ce oHe medpMHUNIYy IPeKO Pa3JIuIuThX cpenuHa. Ilpe-
HU3HU]Ee, MAKPOCKOIICKE BeJIMYUHE y IIPOCTOPY €A TEXKUHOM L}a ce jedunuiry Kao
momenTn dyHkmje pacnomnene f 3a oapeleny tect bynkuujy ¢ (v, ) ca

sz(v,l) [f]L&g = / f(t,:L’,V, ]>¢(V’ ])cp(l)d]dv

RN XR+

Y HacTaBKy heMo U3JI0KHTH JedUHATH]e BEJIHINHA Y IIPOCTOPY Ca TEXKIMHOM KOje
he Ham y HacTaBKy OMTH HEOIXOJIHE.

Bpojuy rycTuny BHIIIEATOMCKOT raca 03HaYaBaMO €a 1 | OHa ce 100uja 3a u300p
jeunuIe Kao Tect (pyHKIuje,

n=Milfly = [ fexv.Denaty.

RNXR+
MuozkemeM oBe BeJITmYnHe ca MacoOM MOJIEKYJIa 1M 1001jaMO MAaKPOCKOICKY I'YCTHHY
mace p,

p=Mylfl; = / mf(t,x,v,o(I)dldv. (4.5)
¢ RN xR
Kosinunny Kperatba raca 10 jeJMHUIM 3alpeMute o3Hadasamo ca pU |
pU = M, [f]L}p = / mv f(t,x,v,I)p(I)dldv, (4.6)

RNXR+

rje je U MakpoCKOIICKa cpemba Op3uHa CBUX MOJICKYJIA.
['ycruna eHepruje raca (eHepruja raca mo jeJJUHUIN 3alpeMUHE) 1aTa je ca

m
M%|v|2+l LﬂLl = / (3“"2 +I> f(t,X,V,I)QO(I)dIdV, (47)
¢ RN xRy
KO]y yBojehu pejnaTuBay Op3uHy

C=v-1, (4.8)

pas3jBajaMo Ha KUHETHYKY W YHYTpPAIlhy (MaKpOCKOICKY) eHeprujy. Ha ocHOBY
Jgedunnnmja Koauwduae Kperama raca (4.6), rycrune raca (4.5) u gedununuje pe-
natuBHe Op3une (4.8) cienn 1a je MOMeHAT

Moc [f] = /IRN i m(v —U)f(t,x,v,[)p(l)dIdv = 0. (4.9)

©
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4.2 MakpOoCKOIICKe BEeJINYNHE KA0 MOMEHTH

Ha ocnoBy pa3ssiarama
Bvp+r=24up+mc.- v+ Zicp+1,
2 2 2
cJien J1a je
1
Moy [fl = §|U|2Mm oy +U - Muc [f]p + Magicpar [fly - (4.10)

U3 jennauune (4.9) caenn na ce apyru cabupak y (4.10) anyanpa na je KHHETHIKA
eHepruja raca jeJHaka ca

1 2
a YKyIHa MaKpPOCKOIICKA YHYTpalllihba eHepruja pe jJobuja ce Kao MOMEHT

m

pe= Myl = [ (BICP+1) flt.xv, Dethyarav.
# RN xR 2

MaxpockolicKa yHyTpallllha eHepruja ce JIeJIM Ha Je0 KOju MOTHYe O/ TPaHCIa-
TOPHUX CTelleHHu cJI000Jie pex W JIe0 KOJU MOTHYe OJ] HETPAHCJIATOPHUX CTENeH!
cj10001e per:

pere = Mumcp [fl = / E|C\2f(t,x,v, De(I)dIdv, (4.11)
¢ RNxR, 2
per = My [fl;. = / If(t,x,v,I)p(Il)dIdv. (4.12)
¢ RN xR,

On nasper 3nadaja he Ham 6utn u nporonn (HIYKCeBH) CBUX OBHX BEJHYHMHA Te
UX Ha J1aJbe AedUHUIIEMO.
IIpoToK rycTrHe KOJIHYHHE KpeTamba Yy IPaBIy ; J00ujaMo ca

Pij = M, [l = / mv; f(t,x, v, Ip(I)dIdv = pU;U; + pij,
¢ RN xR

rae je p;; TeH30p IPUTUCKa JedHHUCAH ca

Pij = MmCz‘C’j [f]L}P = / mczc]f(ta X,V, ])gp(l)dld‘“

RNXR+

a C penaruBHa Op3uHa yBejeHa ca (4.8). YV ciydajy BHIIEATOMCKHX IacOBa CaMO
je TpaHCAATOPHU JIe0 YHYTPAIhe eHeprije MoBe3aH ca TPAroM TeH30pa MPUTHCKA:

pex = (p11 +paz+ -+ pan) -
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4.3 Cnaba dpopmyialimja KOJU3NOHOT HHTErpajia y mMpocTopy ca
TE2KMTHOM

Jame nedpununimemMo IpOTOK IyCTHHE eHepruje y mpaBIy T; Kao

Q= M (g i = [ ot (VP ) s xv Denaray

RNXR+ 2

:/ (C;+U;) (% (IC]2+2U-C + |UP) +I) Fo(I)dIdv
RN xR+

N
_ m 2 2
_/RNX]R+ (5 (cjycy +20; Y CUL + G|U|

i=1
N

+U|ICP +U; ) Gl + Uj\U\2> +OT + Ujl> fo(I)dIdv.

i=1

['pynucamem y ognocy Ha KommoHenTe Bektopa U nobuja ce

NXR+

N
Q; = / C; (FICI+1) fe(n)didv + ZU@-/ mCiCjfe(I)dIdv
RN xR, i=1 R

[UP?

U
+ U, / (%012 + 1) Fo(I)dIdv + U
RNXR+

. U2
ZQj+ZUipij+Uj P trel.
=1

Osze je ¢; j-Ta KOMIIOHEHTa TOIUIOTHOT IIPOTOKA JaTa Kao

/ mfo(l)dldv
RNXR+

7

0= Moo Ui = [ G (FICR+1) fetharav,

4.3 Caaba dopmyaanmja KOJU3UMOHOT NHTErpaJia y IpPoOCTO-
Py ca Te>XKMHOM

Y osepky 4.2 BHgeAM CMO Jia C€ MAKPOCKOICKe BeJuduHe JIeUHUITY Kao
MoMeHTH ¢yHKIHUje pacuojene f. IlocraBma ce nmurame 1mTa O6U ce JIECHIO aKO
OUCMO TMOCMATPAIN ¥ MOMEHAT KOJW3WOHOT OMEepPaTopa y MPOCTOPY €A TeKUHOM

1 . .
L, za nexy dbynxuujy ¢(v,I). Takas moctynax jmaje caaby $opmy KoIm3mOHOT
oreparopa o demMy ropopu ciejgeha reopema.
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4.3 Cnaba dpopmyialimja KOJU3NOHOT HHTErpajia y mMpocTopy ca
TE2KMTHOM

Teopema 1. Haxa je (v, I): RY x R, — R, maxo da

/RN QUL Ny DeDdIdy

uma cmucaa. Tada sascu

|, @.puw ety
RN XR+
1

4 /R2N><(R+)2><[0,1]2><SN1 [f f* - ff*]
X [V, I+ (V. I — (v, ) — (v, L) BYAY  (4.13)

ede je mepa dY defunucana ca (2.18).

Jlokas. Jlokas ce ocyamba Ha 0cOOMHe KOu3HOHOT mpeceka BY u Jleme 2. 13 (4.2)
je

/RN R QU (f, (v, Ip(I)dldv

/ P = f1] (v, DBAY. (4.14)
R2N x (R4 )2x[0,1]2x SN -1

Ha ocHoBy Jieme 2 u ocobuHe KOM3MOHOT Tpeceka BY mator ca (4.3) cienn ja je
mepa BYdY muBapujanTHa y onHocy Ha TpancdopMmaimjy (2.16). Jakie, MoxkeMo
HPOMEHUTH BEJIMIMHE TIOCIe Cylapa ca BeJUYrmHaMa [pe CyJapa I1a HPUMEHOM Ha,
jennaunny (4.14) caeam na je

/RN " QU(f, Nv(v, De(I)dvdl

[ffe— f ] xo(,T) B dY. (4.15)

/]R?N><(]R+)2><[0,1]2 xSN-1

Hasbe, u3 u neme 2 u ocobune (4.4) cjieu MHBAPHJAHTHOCT MpeMa TpaHchopManuju
(2.17), mro upumerseno ua (4.14) naje

/RN QU Aty Dell)aval

[f'fL = f£) x ¥(v., L) BUdY. (4.16)

/IR2N X (R4)2x[0,1]>x SN—1
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4.3 Cnaba dpopmyialimja KOJU3NOHOT HHTErpajia y mMpocTopy ca
TE2KMTHOM

Takolje, ucTOM apryMeHTanujoM Kao KoJ u3Bohema jennadmbe (4.15), moxe ce
npuMennTu Tpancdopmanumja (2.16) Ha jennaummy (4.15) Te ce 3aMEHOM BeIHIHHE
npe cyapa ca OHUM HOCIe 1001jamo

/RN QU DYV De(DdIdy

[ffe = '] x (v, I)) B*dY. (4.17)

/]1§2N><(R+)2><[0,1]2><SN—1

Cazna cabupajyhu jenmaxkocrn (4.14),(4.15),(4.16),(4.17) nobuja ce TpazkeHa 0Co-
ouna (4.13).
]

Jla 6ucmo gobuau oaroapajyhe jegnadunne oprkara Ha MaKPOCKOTICKOM HUBOY
noTpedHO je Ja jiepUuHUIIEMO KOJU3UOHe HHBAPUjAHTE.

Hedbunnnuja 1. Pynxyujy (v, ) Hazueamo KoAUSUOHA UHBGPUIAHMA YKOAUKO
6aiCU:

/ Q" (f. fyuv. Dp(I)dIdv = 0.
RN xRy

Jlakjie U3 mpeTxojiHe TeopeMe KOu3uoHy uuBapujanty (v, I) moxkemo nedu-
HUCATH U Kao PYHKIU]Y KOja 3aJ10BO/HABA jeIHAKOCT

YV I+ (Vi L) = (v, I) + Y (v, L),
V(v,v., I, I, R,r,0) € R? x R? x [0,1]* x SV, (4.18)

Cneneha Teopema HaM roBOpH Koje pyHKIMje CY KOJU3NOHE WHBAPHUjAHTE.

Teopema 2. Koausuona unsapujarma (v, 1) je auneapra xombunayugja caedehux

N + 2 npomerusux
1

P(v,I) = mv
Bv]* 41

Jlokas. Tparamo 3a dbyukujom (v, 1) 3a kojy Baxn jeanaxoct (4.18). ITokasy-
jemo caydaj xaza je (v, 1) € C?*(RY x R, ). U3 3axona ojp:Kama KOju Bazke Ha
MHKDOCKOIICKOM HHBOY, AaTuXx ca (2.4) u (2.5) cienn na je

(v, 1)+ (v, L) = ¢ (v + V., %|v|2 + 1+ %|v*|2 + [*)

3a Heky dyaKIHjy ¢. [lame HA ¢ npuMmerbyjemMo oneparop jeduHncan ca
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4.3 Cnaba dpopmyialimja KOJU3NOHOT HHTErpajia y mMpocTopy ca
TE2KMTHOM

Dy = (k — 041)(Oyy — Ou,y) — (01 — 04) (O, — Do)

OIaKJIe CJIeIn

Do = (v — i) (010 + 2mui02¢ — 010 — 2mu,,029)
— (v — i) (Ok® + 2mvEOap — Ok — 2Mmu,020))
= 2mda¢ (v — var) (01 — vag) — (1 — V1) (Ve — Vur))
= 0.

N3 nperxoauux jeHakoCTH je

Dy (Y(v, I) + (v, 1)) = 0.
Caga audepennupameM TPeTXOIHOT H3pa3a 110 Uy, CIIe/IH

Ou, (Dt (v, 1) + 9 (vs, 1)) = [(Do, = Do) + (0 = vet) (O, — Oi )
— (0 = v) (05 = Q) | (V(v, 1) + ¥(v., L))

= u,¢(Va [) - av*l¢<v*7 I*) + (Uk - ’U*k)aglvkw(v7 I)
— (0 = va) (0% (v, 1))

=0
(4.19)
ITonoBauM nudepennupameM IPETXOAHOT H3Pa3a MO Uy BAXKH
—agflizz(v*, L)+ aﬁizp(v, I)=0. (4.20)
Hudepennmpamenm jennaunte (4.19) mo v, mobujamo
O VL) = B (v, T) = (4.21)

Ha 6u jeqnaanna (4.20) BaxkKuyra HEOIXOIHO je ja je
85%2/1(% I) = const,¥Yk =1,2,..., N,

na je 1(v, ) TMOJMHOM HajBHIe JPYTOT CTElEeHA Te I'a MOXKEMO MPECTABATH Kao

KBaJIpaTHY (HOpMY
Y(v,I) = vl Av.

Taxobe, u3 jeqnaanne (4.21) Bazku 1a Cy MEIIOBATH U3BOJH jeJHAKH KOHCTAHTH a
300r 3HAKA MUHYC

02 (v, 1) =0

VE U1
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4.4 MakpOCKOTIICKU 3aKOHU O/Ip>Karba

1a Cy YJIaHOBH BaH JIMjaroHaJIe Y MaTpHIN A Hyae. VI3 Tope HaBe/leHOT ceu Jia
je
m
Y(v,I)=a(l)+b(I)-v+c(l)- §|v|2. (4.22)

Jla 6umcMo BUJEIN KaKBa je 3aBUCHOCT 01 I YBOJHU ce onepaTop
Ir — 0L,
na npumenoMm ua dyukuujy (v, ) + ¥(v,, ) nobuja ce
orp(v,I) — 0, (vs, I,) = 0.

VepinraBameM (4.22) y NpeTxojHy jeIHAKOCT J100ujaMo:
(1) + V' (I)v + c'(f)%w = d(L) + ¥ (L)v. + c’(I*)%|v*|2. (4.23)
Ja 6u jemmaxoct (4.23) Baxkusia moTpeGHO je Ja
a(l)=d(I,) =const, b(I)=0, d(I)=0,

mTo jgasbe uMmmannupa ga je a(l) auneapua dbyuknuja, a b(l) u c¢(I) koHcTamTe.
Caga ce jepnaquna (4.22) mozke 3anucaru y Gopmu

1
Y(v,I)=c- mv
sVl +1

rie je konctanTa ¢ € RV*? na je komsnona mHBapujaHTa IMHeapHa KOMOHHAIM]a
oBux N + 2 BeJWUHHA.

]

4.4 MaKpoOCKOIICKH 3aKOHHU OJp2Kaibha

Y noruasiby 4.3 cMo medWHUCATN KOJU3NOHEe WHBAPHUjAHTe W MOKA3AIH Ja CY
OHe JInHeapHe KoMOuHanuje dbyHkiuja 1, mv, %|v|2 + I. MuoxemeMm Bosmvanose
jeiHayune ca oBUM (PYHKIUjaMa 1OjeJIMHAYHO U MHTEIPAIUjOM 110 Op3UHHU V U
MUKPOCKOIICKO] YHYTPallloj enepruju [ godujaMo 3aKoHe OJipzKarba Ha MaKpo-
CKOIICKOM HUBOY.

Y ommreMm cay4dajy yaumajyhn 3a tect dyukuujy (v, ) cupoBonehu uapeneny

npoleaypy Joduja ce:

/R O V) B DTy = / QU PR DDy,
(4.24)
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4.4 MakpOCKOTIICKU 3aKOHU O/Ip>Karba

N3pas3m Ha JIeBOj CTPaHW MPeTXOAHE je THAKOCTH HMOCTajy

/ O fuo(v, Ip(I)dldv = 8t/ fo(v, e(I)dIdv,
RN xRy

RN xRy
/ V- Vi f (v, Dp()dIdv = Vi - vIU(v, Dp(D)dIdv,
]RNXR+ RNXRJr
ma ce jeguakoct (4.24) Moke cBecTH HA
8t/ fo(v,e(I)dIdv + Vy - vfu(v, I)p(l)dldv
RNXR+ RNXR+

_ / QU(f, /v (v, I)p(I)dIdv,
RN xRy

IpH YeMy je JieCHa CTpaHa jeJlHaKa HYJIM 33 KOJM3WOHE MHBAPHUjaHTE HA OCHOBY
Teopeme 2.

3a konusuony uuBapujanty (v, I) = m kopucrehin nedununmje MAKPOCKOICKIX
BEJIMYMHA JIOOH]aMO

N
ap+>_ 0, (pU;) =0, (4.25)
j=1
IITO je 3aKOH OJIprKarba Mace.
Yromko 3a ¥ (v, [) yamemo mu; nobujamo

N
at/ muv; fo(I)dIdv + Z Ox, / mwv; fe(l)dIdv = 0.
RNXR+ ]_1 RNXR+

N J/ - N J/
-~

pU;

=

Ha ocnoBy nedunuimja MakpoCKOICKUX BEJIUYNHA CJIEIN

N

J=1
IITO je 3aKOH OJIpyKarha KOJIWYHHE KpeTara.
- - m 2 .
Vaumajyhn 3a komsuony unsapujanty %|v|* + I gobujamo

at/ (%\vﬁ + I) Fo(I)dIdv
RNXRJr

J

-~
$olU[2+pe
N

+) 0, /

v; (%M? + I) Fo()dIdv = 0.
RNXR+

Jj=1 N 2

-~

Qj
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4.5 X-Teopema

OBo je 1a/be Ha OCHOBY JeduHUIINja MAKPOCKOIICKAX BEJTMINHA eKBUBAJIEHTHO Ca
(I 3 - Uf?
) (5/)\(]\ + ,0€> +) 0, {4+ ) Upry + U <pT + ,0€> =0, (4.27)
j=1 k=1

Te 100MjaMo 3aKOH oJIpKatba eHepruje. OBa Tpu 3akona, (4.25)-(4.27) unne Ojaepos
CHCTEM jeJHAYMHA TacHe TUHAMUIKE.

Takobhe, moryhe je u3BecTn omimTuje 3akKOHe HA MaKPOCKOICKOM HHUBOY KOjH
MOTy OHTH 3aKOHU OrtaHca (jeTHAYNHE ca MeHepATUBHAM WiaHOBHMA). Ha mpumep,
nostazehn o Boamvanose jenradynne mory ce usBectu Hasuje-CToKCOBe jemHaYNHE
[1] wrn jeqnauwne mect u yerpraect Momenara [10].

4.5 X-Teopema

Y oBoM 0j1e/bKY TOBe3yjeMo BosrMaHOBY jeiHAUMHY Ca BayKHUM KOHIIETITOM
eaTponuje. EHTpomujy cucrema MOXKeMO pa3yMeTH Kao Mepy mberope Heypehenoctu.
Jla 6u ce moBe3aJia oBa BeaMUMHA ca (pyHKIHjoM pacropaene f medbunuie ce ¢pu-
3UYKa eHTponunja [2] Kao

h = —k/ flog fe(I)dIdv, (4.28)
RN xRy

rJIe MOXKeMO BHJIETH J1a je TO 3allpaBo MOMEHT (hyHKIHje pactojese 3a u3bop Tect
dyukmumje log f. AHAIOIHO TPOAYKIMja eHTPONIHje TepUHHIIIE ce KAo

DU(f) == / QUMD og f(tx v Dp(DaTdv,  (429)

TaKo Jla WHTerpaJl Ha JIecHO] cTpaHu nMa cmuciaa. Cieneha TeopemMa HaM rOBOPH O
ocobuHaMa IIPOJIYKIIHje eHTPOIIHje.

Teopema 3 (X!-Teopema). Heka je xoausuonu npecex BY >0, f > 0 u nexa je
npodyxyuja enmponuje D™ (f) dobpo defunucana. Tada

1. Ilpodyxuyuja enmponuje je HENOZUMUBHA

D*(f) <0.

2. HImasuwe, caedehu yciosu cy exeusaseHMHU

(a) Q(f, f)(v,I)=03aceeve RV [ R,

Ina enrmeckom ”H-Theorem”
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4.5 X-Teopema

(6) D*(f) =0,
(6) Ilocmojun > 0,T >0, U e RY maxo da
N=— () e rr(5h-UPH 4.
J&v D) =3 (27rk;T> ¢ ’ (4:30)

ede je

A(T) = /0 " exp <-%> S(1)dI. (4.31)

Zokas. Jla 6ucMo MOKa3ad IPBY TAYKY MOCMATpamMo caaby (popMy KOJH3HOHOT
oneparopa Q" (f, f) 3a u36op recr dbynkuuje (v, ) = log f. IIpema Teopemnu 1
cJIenn Jia je:

0P = [ QU log (v el
1

/ 77— ff]
4 JroN (R} )2 x[0,1]? x SN -1

x [log f* +log f. — (log f' + log [,)] (4.32)
x B”(1 — R)R2 'do dR dr dI, dI dv, dv

ret 8 1 / i_l , }i
4\/RQN><(R+)2X[O71}2X5N1 Lf'fi — ffl llog f' f. og f'f]

x BY(1 — R)R>'do dR dr dI, dI dv, dv.

1

[IpumeTnmo 1a je MpecaIuKaBarbe

(z,y) = (z — y)(logz —logy), =,y >0

HEHEeTaTUBHO jep:

18

e r <yongaje <1 mnaje (a:—y)log§>0,

T

e r >y oHiaje £ > 1 na je (x—y)log%>0,

e r =y oHIa je £ >=1 ma je (x—y)loggzo.

z
y
M3 npernocraBke jga je BY HeHETaTUBHO W HEHETATHBHOCTHU IIPECTHKABAIA

(x —y)(logz — logy), x,y > 0 crenu ja je nommaTerpaina dbyHkimja y (4.32)
HEeHEeraTUBHA Te je mpoaykiuja earponuje DY (f) nemosntusHa.

Casia mokazyjemo ekBuBajeHnuje u3 apyror jgena. Ummaukanuja (a) = (b) je
OYHUTJIeTHA.
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4.5 X-Teopema

[Tokaxumo (b) = (c). Kako je DY(f) = 0, Teopema 2 uMmmiunupa aa je log f
nuHeapHa KomOuHanuja N + 2 dyHKImja:

1
logf=c- mv ,
v+

rae je ¢ € RV*2 koncranra. Ilocaenma je JHAKOCT BOIH 10
m, 9
f(v,I)=exp {co + mecivy + -+ eNUN F Cn g <§|V| + ]) } )

OBze bupamo 1a je

- n m o\%s 1 9
@ = In (A(T) (m:T) ) Tk

1
i = —=U;, 1<i<N,
c k:TU )
1
CN+1 = TRT

ma ce Jako BuIM jaa ce noouja dopma (4.30).
[Tokazxumo (¢) = (a). IIpBo npumerumo na je 3a f(t,x, v, I) natnm ca (4.30) Bakn

n2 m N/2 _ 1 ml 2 Ipm 2 /
PEIT = B (o) e FrUEm )
_ AQn(QT) <2 TZT)N/Q o ir (ZIV-UP+I+ 2 v, —UP+L)
™
= 0,

jep je u3 3aKoHa ojipKarba eHepruje (2.4) u 3aKOHA OJIpKAba KOJUUNHE KPETamha
(2.5) cnenn

SV = UP+1'+ 2V~ UP + 1
= DV I+ DV L ml U = U (' 4 mv)
m, m, ) (4.33)
= 5’V| + 1+ 5’V*| + L+ m|U|* = U - (mv +mv,)
— Oy —UP 1+ D, —UP + 1.
2 2
U3 osora je u Q™(f, f) = 0 ma cMo 10Ka3a/1 eKBUBAJIEHTHOCT. O
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4.5 X-Teopema

Bpatumo ce caga enrponuju h nedunucanoj ca (4.28). ITlpomena eHTporuje
KpO3 Bpeme je

dh df 1df
i —/f/RNXR+ (Elogf-i‘f?g) p(I)dIdv

_ df .
= —k /R v (log f +1) p(I)dIdv. (4.34)

N3 nperxo/iHe jeiHAKOCTH MOXKEMO BHJIETH Jla MHOXKEIbeM BoJinmanose jejinaqnne
ca dynknujom —k(log f+1) n maTerpanujom no v u I jeBa crpaHa u3pasa mocraje
nucpepennujan earponuje h. Ha ocHOBY Teopeme 2 npBa KOJU3UOHA WHBAPHjAHTA
je jeman ma mMoxkeMo johu 0 eHTpornujcke Hejeanakoctu. Hamme, Taga jegHakocT
(4.34) moctaje

- k@t/ flog f(I)dIdv — kVy - v flog fo(l)dIdv
RNXR+

RN XR+

_ k / Q" (f, f)log fe(I)dIdv. (4.35)
RN xRy

Bemnuwnna,

h; = / vjlog f(l)dIdv
RNXR+

MOKe Ce pa3yMeTd Kao MPOTOK (GU3MYKe eHTPOIHje Y MpPaBIy &; Te jeJHAKOCT
(4.35) moctraje

13 X-reopeme je D¥(f) HEIO3UTUBHO ma BayKu

% Z 07

dt
Te je eHTpolHja cucTreMa Heomnagajyha pyHKIHja IITO je 3ampaBo JAPYIH 3aKOH
TepMOJTMHAMHUKE.

3a cucreM KaxkeMo Jia je y CTamy JIOKAJIHE PABHOTEXKE YKOJIMKO je JIeCHA CTPaHA

BosmvaHoBe jeHavunHe jeTHAKA HYJIH. X- TeOpeMa T'OBOPH Ja je y CTaikby PaBHOTEXKe
NPOJIYKIIMja eHTPONHUje HyJla Te je OBa BeJWYWHa Taja KoHcTanTHa. DyHKIHMja
pacrojesie y KoMe ce JIOCTHXKe OBO CTakbe JioKajiHe pabHoTexke je (4.30) koja ce
jorn Ha3wBa U MakcsesloBa pacrojena.
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4.6 PaBHOTE>KHa pacmojeja Kao pelierme BapujalnoHor mpobjieMa

4.6 PaBHOoTe>kHa pacriojie/ia Kao periemhe BapujaiunoHOT IPo-
OJiema

JelaH o7 HaUWHA Ja O/IpeIMMO PABHOTEXKHY PACIOJIETY je /1a KOPUCTUMO MPH-
HIIUIT MAKCUMYyMa eHTPOIHje ca HHTEerPAJHUM OrpaHuYeUMa Koja ¢y JeUHUCAHA
npeko MoMmeHnarta (PyHKIHje pacmoaesne f gatuM y moraassby 4.2, a Koja oaronapajy
KOJIM3MOHUM MHBapHjaHTaMa U3 TeopeMe 2.

Teopema 4. Makcumym pynryuje enmponuje dame ca

h = —k:/ flog fo(l)dIdv,
RNXR+
ca YCaoeumMa
m

p
0 —/ me; f(t,x,C, Dp(I)dIdv,
SnkT + pe; ROER: \ZCP2 +1

uma popmy:

N
p mo\z 1 /1 9
_ _ (2 I 4,
Je = A (27rkT> eXp{ KT (27"’0’ N )} (4.36)
K0JG ce Ha3uBa AOKAAMG pashomesicha pynkuuja. Osde je
A(T) / h LY o(nyar (4.37)
= exp | —— . .

LImasuwe, yrnympawrsa enepaujae pey je dama ca

iill((TT))’ AL(T) = /Uoolexp <—%) e(L)dI.

3a gerasbe mokasa norsrenarn y [13].

per =n

4.7 OmnTé o6JINK HETPAHCJIATOPHOT ejia yHy Tpalllkhe eHe-
pruje

Y 0BOM 0OJIeJbKY JIaTa je Be3a u3Mel)y nesia yHyTpallmhe eHepruje Koju HoTude O
BHODAIMOHUX U POTANMOHUX cTenenu cioboe (4.12) u dyukuuje A(T) nedunucane
y (4.31) y kojoj durypupa rexuncka dynkuuja o(/). Hapeano rspheme ce y
cazketnjoj popmu Mozke Hahnm y [2].
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4.7 Ot 06JIMK HETPAHCJIATOPHOT JeJjia YHYTpAIlthe eHepruje

Jlema 6. 3a nempancaamopru deo yHympawre enepauje depurucarne Kao

per = M [f]L}p )

oot k __,dlog A(T)
0g
T)=—T?"—="~"~, 4.
ei(T) m dT (4.38)
Jlokas. VspriraBameM paBHoTexkHe pacnogese (4.36) y jeanaunny (4.12) caenn

Jaa je:
per = / —° ( m )gexp _ L 1m|C|2—|—] o(I)dIdC
RN x[0,00) mA(T) 2kT KT \ 2

o N
_ p m 5 _i@ 9 _L
—mA(T)/o /RN <27rkT> exp{ k:TQC}dceXP{ kTI}Iso(I)dJ

Vv
=1 360r ocobuHa HOPMaJIHE PACIO/EIIe

_ mj(T) /OOO exp {—%J} To(I)dl. (4.39)

Hexa je

rae je £ Jlannacosa tpancdopmanuja. Tana 3a cuenujanano, s = % Baxkn A(T) =
®(s) ma je:

DAT)  9%(s) ds
or ds OT
L oo
= —W‘I) (),
OJTHOCHO
' (s) = —kT*A'(T). (4.40)
Yaumajyhu y 063up (4.40) u ocobuny Jlamaacose tpaucdopmarje L [Io(1)] (s) =
P’(s) 3a cnenujanno s = - BaKH

clrem)e) = [ e {—%f} Io(1)dl

= KT?A(T). (4.41)
Konauano, u3 jexnakoctu (4.39) u (4.41) crenn
k,A(T) k, ,dlogA(T)
T)=—T? =T ———~
ei(T) m  A(T) m ar 7’
mTo je u Tpebajo MmoxkasaTu. O
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4.8 OapebhuBame TexKUHCKe DYHKIHTjE

leo yHyTpallmbhe eHepruje Ha MAKPOCKOIICKOM HUBOY KOjU MOTHYE O] TPAHCIa-
TOPHOT KpeTarba je JaT ca

=—-—T 4.42
€K 2m ) ( )

a aKO HaM je MO3HATa KAJOPUYKA jeJHAYMHA CTama aara ca (2.3) MOoxKeMo ojpe-
JUTH HETPAHCIATOPHU /0 YHYTPaIllihe eHepruje u3

er =e—eg. (4.43)

VaepirapameM (4.43) y permere jegraunne (4.38),

A(T) = Agexp (% /T OT eljg;/)dT’> , (4.44)

mozke ce oapenutu A(T), e cy Ag u Ty kKorcTanTe [2]. Jakie, y Oniirem ciydajy
MOZKe Ce TIPUMETHUTH Jia u3 jennauune (4.37) caenu na

1
AT) = Lp(D] (), 5= (1.45)
rae je £ Jlamnacosa tpancdopmarja. 13 jeanadunne (4.45) je
_ 1
o) = L AM] (1), T=, (1.46)

na dbyukimjy ¢(1) Mozkemo oxpeauT Kao nHBep3Hy JlamracoBy Tpancdopmanujy

A(T).
4.8 OppehuBame TexknHCKe (PyHKIUje

[Tperxoana reopuja je passujena 3a O6uio kojy rexkuucky dyukuujy (),
OJTHOCHO Y OTIIIITEM CJIYUajy 38 HEMOJUTPOIICKH Tac €a ONMITOM KaJOPHUJCKOM jeTHa-
anHoM (2.3). Texxnucka dDyHKIMja TTocTaje N3y3eTHO 3HAYAJHA MPUINKOM MPeacKa
ca KMHETHIKOI Mojesa Ha MaKpockolcku. IIpenusnuje, ona ce oapelhyje tako ja
JIOBeJIe 10 KOPEKTHe MaKPOCKOIICKe JIe(PUHUII]e YHYTPAIIIbe eHepTHje, jep YIIPaBo
y OBOj JleprHUIU]H J10J1a31 JI0 U3PazKaja KOMILIEKCHU]a CTPYKTYPa BUIIEATOMCKUX
MOJIEKYJIa.

Y caydajy noJuTpOICKAX TacoBa MOTyhe je eKCIJIMIIUTHO OJIPEIUTH TeKUHCKY
GYHKIM]y TITO je JIaTO Y HApPeIHOM OJIe/bKY.

4.8.1 Texkuucka DyHKIHja 3a MOJUTPOIICKE TaCOBE

Kako 3a moquTporcke racoBe BaxKd Ja je € = %%T, aex = %%T TaIa
HETPAHCJIATOPHU /€0 YHYTPAIThe eHepruje ey TocTaje
D-3k

e
er 9 m ’
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4.8 OapebhuBame TexKUHCKe DYHKIHTjE

rje je D 6poj crerenu cioboje MoJIeKyJia, m Maca raca a k BoamManoBa koHcTanra.
VepiraBameM y (4.44) caenu ma je

A(T) = AgTy ot (4.47)
rie je a > —1 nmoBe3aHo ca OpojeM crernenun Mosekyna D ca

D—-5
o= (4.48)

Vaumamo ga je AgTy '™ = T'(1 4+ )kt tue je T rama dbyrknmja gaTa ca
Hmz/‘€W4&,0<B<m. (4.49)
0
Osum jennakoct (4.47) mocraje

)
AT) = (kD) T(1+a), a=—F— a>-1, (4.50)
ma ce Ha ocHOBY (4.46) mobuja na je

o(l) =1°.

OBJle HAITOMHELEMO JIa je mapaMeTap « MOBe3aH ¢a CTeleHuMa CJI0601e MOJIEeKYIa
D xoju cy parm y tabeaun 2.1 u 1o pesanujom (4.48), u Kao Takas IpeCTaB/ba
jesaH oJ mapaMeTapa MOJEJTY KOjU CJIeU y HACTABKY.
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5 KuHeTnykm Moaes y mpocTopy 0e3 TexKuHe

VY oBoM nornasmy pasMarpahemo mMomen y mpoctopy 6es Texxune L' xoju ce
y qureparypu Moxe Hahu y [4] y caydajy nosmrponckux racosa. Osaj mozen he
KacHUje OUTH YOIIIITEH U 33 CJIyYa] HeMOJUTPOICKUX racoBa.
Ba dyukuujy pacnogere f(t,x,v,I) > 0y npocropy 6e3 Te:kute BosmMaHoBa
jeTHAYMHA TJIACH:

atf+v'vmf:an(fvf)(V7])a (51)

vae je Q™ (f, f)(v, ) konusuonu oneparop y oom npocropy. Lusb oBor mogena je
J1a 6e3 ypohema j1o7aTHe (DYHKIMje TeKNWHEe, MOBE3NBAEM €a CTEeIIeHUMa, CJ1000/1e
MoOJIeKyJ1a 00e30e/1u caarame ca TMoHallameM MaKPOCKOIICKUX BeJINYUHA.

5.1 Koan3moHu onepaTop y npocTopy 0e3 TeKuHe

Y mpocTtopy 6e3 TexKuHe YBOJIU ¢e KOJIU3INOHU oniepaTrop Q™ Ha ciaegehn navywn:

I\
erunwn=[ o |ee(Eg) -]
x B™(1 — R)R? 'u(r)va(R)dodv,d,dRdr, (5.2)

rje je
a(r) = (r(1=7)", Ya(R) = (1 - R)*™, a> -1, (5.3)
U KOJIN3UOHU npecek B™ 3a10BojbaBa yCcJI0Be MUKPOPEBE3UOUTHOCTH JlaTe Ca

B .= B"™(v,v,,I,I,,R,r,0)=B"( v, I' I.,R 1 o)

Yt )

9.4
= B"(v,,v,I,,I,R,1—1,—0). (54)

[Tpekosiesnone Bennunte neduHncaHe cy kao u panuje ca (2.10)-(2.15), n Horanuja
= ft,x,v,I'), fl.:= flt,x,vi,I), [ = f(t,x,v,]), f. = f(t,x,V,, L) je
rakobhe ucra. Yan (1 —R)R%’l, 3ajesHo ca dyHKIHjama 1, (1) u 1, (R) ocurypasa
MHBAPUjAHTHOCT Mepe IpeMa KOJU3MOHUM TpaHcgopMalyjama JaTuM y JeMu b,
JIOK HOpMaJin3anuja pyHKIuje pacnoese ca [* 103B0/baBa KOPEKTHY PENPO,LYKITH-
Jy KaJIoOpuuKe jJeTHAUYWHe CTamba. HamoMumeMo Ja je mapamMerap « > —1 moBe3aH
ca Gpojem crenenu caobome D ca (4.48). V3paauemsem wiana [*]¢ KOIU3HOHH



5.1 Koau3suonu onepaTop y MpoOCTOpy 0e3 TexkmHe

omeparop (5.2) MOKEMO 3aIHUCATH KAO

i _ F g
¢ (f’”(v’”‘/[o,uzxmwxsw1(<I'L¢>“ i)
x B™ (1 — R)R2 " (I )" o (r)¢u(R)dodv,dI,dRdr (5.5)

rjie ce jacHO BHJM IIPOIec HOpMaJsu3aluje (pyHknuje pacmnomgere f.

5.1.1 Cuaaba dpopma Kom3umoHOT omeparopa Q™"

Cnaba dpopma KOJU3UOHOT OllepaTopa MOCTaje U3Y3eTHO BazKHAa KOJI IpeiacKa
Ha MAaKPOCKOIICKW HWBO, TAYHHUje MPHJIUKOM MOBe3WBama DoJIIMaHOBe jeTHAYNHE
ca cucrtema II/1J. /la 6ucmo gabe paguanm ca OBUM MOIEJIOM HEOMXOTHO je ho-
pMmyancaru caady dopmy. Y caydajy KOAW3HOHOD omeparopa Q™ taxohe BaxKmn
CJIUYHA TeopeMa o ¢j1aboj popmi.

Teopema 5. Haxa je (v, I): RN x R — R mako da

/RN " Q™ (f, Fw(v,I)dIdv

uma emucaa. Tada sasrcu da je

[, @ty nana
RN xR+

:_1/ ( f're Tk )
4 Jran s (myy2xqo2xsv-1r \ ()Y (I L)"
X

WV ) (Ve L) = (v, 1) = (v, L) B™dM,  (5.6)

ede je mepa dM dedunucana ca (2.28).
Jlokas. Ha ocuoBy Jieme 5 u ocobuna B™ (5.4) kopucrehin nHBApHjAHTHOCT Mepe
B"™dM upema (2.16) cienn ma je
| @ puwnatay
RNXR+

_ [ fh ) -
/RQNX(RHQX[O,l}?stl (([’ e (I1)" (v, I)

= — f/f>|/< _ ff* ) /]'/ andM 57
/IR2Nx(R+)2X[o71]2X5N1 (([/[jk)a ([[*)a w(v, ) . ( . )
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5.1 Koau3suonu onepaTop y MpoOCTOpy 0e3 TexkmHe

BaruM Kopuctehu uHBApHjaHTHOCT peMa (2.17) u npuMenoM Ha (5.7) cieau

/ Q™ (f, Fi(v, T)dIdv
RNxR

- IR ) L)B™dM, (5.8
/JR?NX(IR{+)2><[0,1]2><SN1 (([’[i)"‘ ([[*)a ¢(V*7 *) , ( . )

a MOHOBHOM MPUMEHOM HHBAapHjaHTHOCTH mpema (2.16) na jenmaxoct (5.8) je

[ @ et nara
RNXR4

e r ) .
- L R ) v myBrdM. (5.9
Azwx(R+)2x[o,uzst-l ((1 ny "Ly ) e (5:9)

Konauano cabupamem (5.7),(5.8),(5.9) mobujamo TpazkeHo. O

Y npoctopy 6e3 Te:KHHE BayKH TeOpeMa CJIUYHA TeopeMHu 2 KOja HaM T'OBOPH O
KOJTU3NOHUM WHBapHUjaHTaMa y OBOM MPOCTOPY.

Teopema 6. Qynryujy (v, ) HA3UEAMO KOAUUOHA UHBAPUJAHNG YKOAUKO

/ Q™ (f, Fyu(v, I)dIdv = 0
RNXR

u oHa je Auneaphna Kombunayuje caedehuxr N + 2 npomerusux

1
Y(v,I) = mv . (5.10)
MR

5.1.2 X-Teopema

Ja bucmo popmystcain X-TeopeMy Koja je KHHeTHYKO] TeOPHjU eKBUBAJICHTHO
TBpheme IpyroM 3aKOHY TePMOJIMHAMUKE MPBO JeWHUIIEMO TPOIYKIN]Y eHTPO-
nuje Kao

D (f) = /R QDR (1., DI )T, (5.11)

Teopema 7 (X-Teopema). Heka je koausuonu npecek B™ nosumusan ckopo ceyda,
f >0 u nexa je npodyruyuja enmponuje D™ (f) dobpo dedpunucana. Tada

1. Ipodyxuyuja enmponuje je HENO3UMUBHA

D™ < 0.
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5.1 Koau3suonu onepaTop y MpoOCTOpy 0e3 TexkmHe

2. Caedehu ycaosu cy exeusaieHmH

(a) Q™ (f, f)(v,I)=03a ceeveRY I R,
(6) D™(f) =0,
(6) Iocmojun > 0,T >0, U e RY maxo da

N
2

]Ole*ﬁ(%‘vaF‘i’l)’ (512)

fv. 1) = Z?T) (2:;T>

2de je

Z(T) = /OOO exp (—%) 1°dl = (kT)*"'T'(a + 1),

a I osnauwasa 2ama dynruyujy dedpunucany ca (4.49).

Jlokas. 3a uzbop recr dyukiuje (v, I) = log(f(t,x,v,[)I~) na ocHOBY Teopeme
o je

DM (f) = /R QU DT

:_1/ ( e Tk >
4 Jron w2 xfo2xsv-1 \ (I I)Y (I L)"

X [log FI7 £ log f11* — (log f1~° + log f*I*‘“)] B™dM

:_1/ ( f're Tk )
4 Jran sy y2xqoexsv-1 NI (I L)"

) (1og I It

1
() P UL)e

) B,
(5.13)

Kao u y Teopemn 3 KOpUCTUMO apryMeHT HEHEIaTUBHOCTHU MPEC/IUKABAIHA

(z,y) = (z —y)(logz —logy), =,y >0

u B Ha OCHOBY KOTa je JOKa3aH MPBHU JE0 Te je NPOAYKIHja eHTPOIHje HEelo3u-
TUBHA.

Cajzia nmokazyjemo exkuBajennmje u3 apyror jgena. Umnaukanuja (a) = (b) je
OYHTJIETHA.
[Mokazxkumo (b) = (c). Ha ocroBy Teopeme 6 log(fI~%) je amHeapHa KOMOUHAIH]a

1
log(fI™") =c- mv )
Zv[* 41
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5.2 MakpocKkoIiCke BeJIMYNHE y IPOCTOPY 0€e3 TeyKnHe

rae je ¢ € RV*2 koncranra. Ilocaenma je JHAKOCT BOIH 10
a m 2
f(v,I) =I%exp {Co +mcivr 4 -+ + CNUN F CN (EM + ])} .

OBze bupamo 1a je

_ n m o\%s 1 9
¢ = In (Z(T) <27rkT) ) i

1
i = —=U;, 1<i<N
c kTU 1
1
CN+1 = T

ma ce Jako BUIM ja ce nobuja dopma (5.12).
Ocraje na ce nokaxke (¢) = (a). OBa UMIUIHKAIHja CJI€IH U3 jeTHAKOCTH:

2
( 't /1 ) - ( m )N/2e‘le(’Slv’—U2+I'+’S|v;—U|2+IL)

T (L)" Z2(T) \27kT
_ Z;l(zT) (2 ”;T)N/Q o (ZIV=UP+I+ 2 v ~U2+1,)
m

)

)

kopucrehn apryment (4.33) u3 mokasa teopeme 3. U3 osora je u Q™ (f, f) =0
112 CMO JIOKA3aJ/I1 €KBUBAJIEHTHOCT. O

Y npocropy 6e3 TexkuHe puU3MIKa eHTPOIHja JedUHUIIE ce Ko
h = —k‘/ flog(f1~*)dIdv. (5.14)
RNXR+

[Tpomena oBe BeJIMUNHE ¥ BPEMEHY je

dh
— = —kD" > 0. 1
dt - (5.15)

Te je eHTpoIuja Heonaaajyha gpyHKI#ja, mTo je TBpherbe Apyror 3aK0Ha TePMOIUHA:
MUKE.

5.2 Maxkpockorncke BeJIM9nHE Yy TPOCTOPY 0e3 TexKmHe

Ny caydajy GyHKINOHAIHOT TPOCcTOpa 6e3 TesknHe L' MakpoCKOICKe BeTmaiHe
nedwHUITEMO Kao MoMenTe dyHKIHje pacnogene f. Candno Kao y moraaBiby 4.2
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5.2 MakpocKkoIiCke BeJIMYNHE y IPOCTOPY 0€e3 TeyKnHe

JgedbunumeMo MOMeHT (byHKIHje pacrojesnae [ y 0oBOM IIPOCTOPY 3a H300p TecT
dbyukuumje (v, I) Kao

Moy, [f 2 ::/ ft,x,v,)(v, I)dIdv. (5.16)

RN XR+

V macTaBKy ce AeduHAITY MaKPOCKOTCKe Bemanie y npoctopy L. Bpojuy ryctumy
MOJIEKYJIa Taca, y O3HAIW N JeUHATIEMO Kao

n:./\/ll[f]le/ f(t,x, v, I)dIdv.

RN XR+

MHuoKemeM OBe BeJTMINHE ca MacOM MOJIEKYJIa m 1001njaMO MaKPOCKOICKY I'YyCTHHY
p:

p:/\/lm[f]le/ mf(t,x,v,I)dIdv.

RNXR+
Konuuuny kperama raca no jeaununu 3anpevune pU, rae je U makpockoicka
cpelba Op3MHa CBUX MOJIEKYJIa, JT0DHjaMo ca

pU = My [fl;1 = / mv f(t,x,v, I)dIdv.

RNXR+
['ycruHa enepruje raca (eHepruja raca 1o jeJJMHUIN 3alpeMUHe) JaTa je ca

m
M%|v|2+l [f]Ll = EIUF + pe = /

RN XR+

(%MQ + I) f(t,x,v,I)dIdv.

YKYIHY €Heprujy /e JUMO Ha KUHETHYKY KOja je jeJlHaKa ca %|U|2 1 YHYTpAaIThy
(MAKPOCKOICKY) €HEePrujy O3HAUECHY pe:
m

pe =Myl = [ (FICE+1) ftxv. Dolt)da.
RN xRy 2

rje cy C, U pesatuBua Op3uHa U cpejiiba MaKpPOCKOIICKa Op3MHA MOBE3aHe €a
C=v-U.

YHyTpalllly MaKpPOCKOIICKY €HePrujy JejJuMO Ha Je0 KOjU MOTHYe OJ TPAHCJIATO-
PHUX CTeleHu cJI000/e pex U HeTPAHCIATOPHHUX pe;:

perx = Mmcp [f] = /

RN XR+

<%\C]2> F(t.x, v, DdIdv,

pe;z./\/ll[f]le/ ITf(t,x,v,I)dldv.

RN XR+
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5.3 MakpoCKOTICKM 3aKOHU OAP>Kamka

Jame npedunuireMo pJIyKceBe OBUX BEJIMIHHA.
IIpoTok rycruHe KOMHYHHE KpeTama y IPaBIy ; 100ujaMo ca

Pij = M, [l = / muv; f(t,x, v, I)dIdv = pU;U; + pyj,

RN XR+

rie je p;; TeH30p IPUTUCKA JedUHUCAH ca

pyi=Mucie, = [ mCCif(t.x.v,1)dldv.

RNXR+

Habe nedpunuieMo IpoToK IyCTUHE eHepruje y IpaBly T; Kao

m
e | o (v s naray

2

3 Uf?
=q;+ > Upiy+ Ui | p 5 trel
i—1

Osgie je ¢; j-Ta KOMIIOHEHTa TOILJIOTHOT MPOTOKA
= M - C; (Z[CP + 1) fdvdl
0= M, (grcpn) Ul = [ € (FIOF +1) faval.

5.3 MakpockoncKn 3aKOHU OAp>Karmkba

[Morrazehu ox Boanvanose jennaunse (5.1) y mpocTopy 6e3 TexKHHE MOXKEMO
ngohu 1o OjuepoBnx jennaunua. Muoxkemem Bosvanose jenwaunue (5.1) recr
dbyukujom (v, I) u uaTerpanujom no v u I y mpoctopy 6e3 TexuHe 1061jamo

) / Fo(v, DdIdv + Vi - v f(v, I)dIdv =
RN xRy

RN XR+

/ Q™ (f. fyi(v. T)dIdv.
RN xRy

YKo/mKO 3a u360p Tect pyHKIMje OMpamMo KOJU3UOHEe MHBAPUjaHTE TaJla 110 Teope-
Mu 6 JecHa cTpaHa MPeTXO/IHe jeTHAKOCTH ce anyaupa. Jlakie, 3a upBy KOJIU3UOHY

UHBAPHUjAHTY JOOMjaMO 3aKOH OJIprKarba Mace

N
dip+ Y 0a, (pU;) = 0.

J=1
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5.4 Yonmirewe BoammvaHoBor oneparopa y mpocTopy 0e3 TexkuHe

Hame 3a 360p byukmuje (v, ) = muv;, i = 1,2..N mobujamo

N
8tpUi + Z axj (pUin +pij) = 0, (518)
j=1
IITO je 3aKOH OJIpZKafha KOJTNYINHE KpeTamba.
PuHaJIHO aKO 33 TecT PYHKIU]Y OUPaMO BEJIUTHHY %|V|2 + I nobuja ce 3aKOH
OJIpKamba KOJIMYMHE KPeTarba JaT Ca

. N N up?
O (510|U|2 + P€> + ; Ou, (C]j + ; Urpr, + U (PT + P€)> =0, (5.19)

rjie Cy MaKpPOCKOIICKe BeJimynHe jedunucane Kao y norjasby d.2.
Jenuauanne (5.17)-(5.19) 3ajento unne OjaepoB cucTeM jeHAYMHA.

5.4 VYommnreme BoJsnMaHOBOr omeparopa y IpocTopy 6e3
Te>KNHEe

VY JocaalmeM eIy paja H3JI0KeHa Cy IBa MOIeIa Y CBaKOM o (byHKIHOHA-
JHEX npocTopa. [locTaBiba ce murame: 1a jin 61 ce MOrJIe KOMOMHOBATH J0CAIAIIEHE
ueje jia 100MjeMo ONMKMC HEIMOJHTPOICKOD raca y HpocTopy 0e3 rexkuue? N Hape-
JHOM Mojiey ymecro dbyuknmje [® y kKoamsunonoMm omeparopy (5.5) craBbeHa je
yorrmrena dyukimja ¢(1) > 0 Koja J0BOIM 10 KOPEKTHOT CJIararma ca 3aKOHIMa Ha
MaKpPOCKOIICKOM HHBOY, 3apzKaBajyhu ce Ha (pyHKIHjama pacrojese f y mpocTopy
Lq. Jakie, neduHnAIIeMo KOJIU3HOHA OIEPATOP Kao

nwg ) = ! gl 90([)(10(]*)) o *}
Q (f’ f)(V7 ) /[0,1]2><]R+ xRN x SN-1 |:f f* (90([/)90([1) ff
x BF(v,v,,1,1,,R,r,0)(1 — R)R* 'dodv,dL.dRdr, (5.20)

riae Tpaxkumo ga B™ 3a10Bo/baBa yCI0Be MEKPOPEBEP3HOMIHOCTH
B™ .= B"(v,v.,I,I.,,R,r,0)=B"(V v.,I'I., R ,r' o)

) %)

5.21
=B"(v.,v,I,,[,R,1—1,—0), (5:21)

a mpeKosm3none Beawdune cy gedbunncane ca (2.10)-(2.14). Yeoagumo noBy by-
ukuujy F koja 3aBucu ox Bejquuuna (v, v,, [, I, R 7, 0) TakBy ja

F(v,vi, I, L, R,r,0)p(I)p(1.) (5.22)
Oy/le MHBAPUjAHTHO y OJHOCY Ha TpaHcdopmanuje (2.16) u (2.17) o yemy rosope
yeqosu (2.19) u (2.20). Kao mro ce moxke u Hacayrutn wiad F (v, v,, I, I, R r o),

3aje/uo ca (1 —R)R%’1 uMa yJjaory y obezbehuBarby MHBaApUjaHTHOCTH MEPE O YeMy
roBOPH JieMa 3.
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5.4 Yonmirewe BoammvaHoBor oneparopa y mpocTopy 0e3 TexkuHe

5.4.1 Cuaba dpopma Kom3uOHOT omeparopa ()Y

Kao u panwuje 3a ga/pu paj ca oBuM Mojies oM duhie Ham Heonxoana ciaba popma
oreparopa Q™.

Teopema 8. Hexa je (v, 1) : RN x R, — R mako da

/ Qm9(f, fyd(v, I)dIdv
RNXR,

uma emucaa. Tada sascu da je

/ Q™(f, (v, I)dIdv
RN xRy

_ ! / ( frfh )
4 Jrany(ry)2x(0112xsv-1 \P(L)p(LL)  o(I)p(L)
x WV I+ (Ve L) — (v, I) — (v, L)] B™dW.  (5.23)

ede je mepa AW deunucana y (2.21).

Jloxas. 3ammmumo cirady dopmy omeparopa Q™9

/ Q™I(f, (v, I)dIdv
RN xRy

_ ff fh
B /R?NX(RJr)QX[OJFXSNl <90(1’)90(Li) 90(1)90(1*)) v, D dw. (5.24)

Barum, kopucrelin uaBapujanTHocT Mepe B"*dW npema (2.16) caenu na je

/ Q™I(f, (v, I)dIdv
RN xRy

f’f; ff. o
/R?Nx<R+>2x[o,112x3N1 (90(1’)90(11) <P([)90(I*)) Ylv, I) B, (5.25)

Bamenom mpomersuBux (2.17) y jennakoctn (5.24) ciaean

/ Q™ I(f, (v, I)dIdv
RN xRy

r'f: .
B - o L) BrdW, (5.
/Rwuw[o,wsm (w(f’)w(fi) go(f)som)w(v LyBrdw, (5:26)
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5.4 Yonmirewe BoammvaHoBor oneparopa y mpocTopy 0e3 TexkuHe

a 3aTHM IPHMEHOM TpeciaukaBamba (2.16) ma (5.26) mobuja ce

/]RN R Q" (f, f)v(v,I)dldv

_ _/ ( Sl Ik ) SV I BAW. (5.27)
R2N x (R )2x[0,1]2x SN -1 e(I)e(LL)  e(De(lL)
Cana cabupameMm jeqnakoctu (5.24)-(5.27) mobuja ce TpazxeHo. O

Haspe caean 100po mo3HaTa jgeUHHUIN]a KOJU3NOHWX HHBAPHUjaHTH 33 OBAj
MO/TE.

Teopema 9. Pyrryujy (v, I) Ha3UEAMO KOAUSUOHE UHBAPUIAHMA YKOMUKO GANHCU
/ Q" (f, (v, I)dldv =0
RNXR+

u oHa je auneapra Kombunayuja caedehuxr N + 2 npomerusux

1
Y(v,I) = mv . (5.28)
SV +1

5.4.2 X-Teopema

3a Kom3noHu oreparop Q™Y neduHHUIIEMO NpOAYKIUje eHTponuje D™ ca

ft,x,v,I)
e(I)

Teopema 10 (X-Teopema). Hexa je koausuonu npecex B™ nosumuean ckopo
ceyda, f > 0 u nexa je npodyruyuja enwmponuje D" I(f) dobpo depunucana. Tada

D™9(f) = /R QS log dIdv. (5.29)

1. Ilpodyxuyuja enmponuje je HENOZUMUBHA

D" < 0.

2. Caedehu ycaosu cy exeusaieHmHU

(a) Qm9(f, f)(v,I)=03a cee ve RY TR,
(6) D™(f) =0,

48



5.4 Yonmirewe BoammvaHoBor oneparopa y mpocTopy 0e3 TexkuHe

(6) Ilocmojun >0,T >0 U € RY maxo da

fv. 1) = A?T) (2:/1T>

wlz

p(I)emr (FIv-UP+), (5.30)

2de je
I

A(T) = /0 " exp <_k_T) o(I)dlI.

Jlokas. Tlparehu uzejy mokasa teopeme 7 yommraBameM [y ¢([) mosaszumMo 10
TPazKeHor. O
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6 Ilopeheme momesa

Y mocajalrmeM HU3Jaralkby MOIVIO Ce HACJYTHTH Ja CBa TPU MOJeIa UMajy
nocta cimaHocTd. HamMe, cBa Tpu Mojena Jajy KOpeKTHe pe3yaTaTe y TOrJIeny
MOJIETUPAFha TTOJUTPONCKUX TacoBa, JIOK je MOJIEN Y MPOCTOPY ¢a TeYXKUHOM KPEeupaH
J1a Oy/ie carjiaca ca KaJOpHUjCKOM je/ITHAYMHOM U 34 CJIy4aj HEIOJMTPOICKUX IacoBa,
aJtu podJieM IPOHAJIACKA TeKMHCKe DYHKIMje KOoja OM TO MOCTUT/IA OCTaje U Jlabe
akryenan. Ca apyre crpane, 3a Mojies 6€3 TeKWHe JOJATHUM TPETHOCTaBKaMa Ha
GYHKIM]Y KOJUIUOHOT MPECceKa MOKe ce J0Ka3aTh er3UCTeHIU]a U jeJUHCTBEHOCT
Kommjesor mpobjeMa 3a mpocTOpHO XoMoreHy BoamManoBy jeqaaunny [11].

JaxJie, MOJIeJIM y IIPOCTOPY €& TEXKUHOM KAao U y IPOCTOPY 0e3 TexKuHe uMajy
CBOjUX TPEIHOCTHU Ma he Iu/b OBOI MONJIaB/ba OUTH Jla ce Beh M3/I0KeHU MOJen
yIope/Jie U youe pas/uke W Bese Melly muma, 1MTO je HenaBHO yuntbeHo y [10].

[lonazehn om momena Ge3 TexkuHe MoxKeMO IOQW 10 Mozesaa ca TEKAHOM 33
m36op Texkuncke byukmuje p(I) = 1*. Jakae, mocmaTpajMo Momen 6e3 TeKnHe a
3a koju Bosvanosa jexmadnna (5.1) uma 00/uK,

[f’fl Ik
01]2xRy xRN xsv-1 | OIS TL*

x B™ (1 — R)R? 0o (r)tba(R)dodv,dI.dRdr, (6.1)

atf+vaf: :| Ial*a

re cy dyuxmmje 17, (r) u ¥ (R) nebunncame ca (5.3). Yaumamo cMmeny

f(t,X,V,[)

t I) =
g(axavv ) Ia ’

(6.2)

koja Bosnmanosy jeanaquny (6.1) cBoau Ha
IO+ Vap) =1 [ 9.~ 99.]
[071]2><R+ xRN x§N—-1

IOé
x B™(1 — R)R%‘lﬁlf‘na(r)wa(R)dadv*dI*der.

[IperxojHa jejiHaurHa je eKBUBAJIEHTHA Ca,

Og+v-Vug= / [9'9. — 99]

[0,1]2XRy xRN x SN—-1

1
x B (1 — R)R%*lfalgna(r)%(}z)I—adadv*df*der, (6.3)



na ynopehyjyhu ca Boamvanosom jeaaadnnom (4.1) 3a IpOCTOP ca TEXKUHOM TJIe
jeo(l) =1I°

dhg+v-V,g= / (9'9% — 99:)
[0,1]> xR xRN x SN—1
N 1
x BY(1 - R)R> '——dodv,dI,dRdr, (6.4
(1= RS (6.4)
nojaBJbyje ce J0JaTaHu JIeo
I Ifa(r)a(R) = 1717 (r(1 — 7)) (1 = R)*. (6.5)

Ha ocHoBy Jieme 4, cTeneHoBambeM u3pasa (2.22) Ha CTeleH v CJeIH J1a je J0JaTHH
wian (6.5) HHBapUjaHTaH y OMHOCY Ha Koau3uoHe Tpancdopmanyje (2.16) u (2.17).
[Tomcernmo ce j1a cMO KOJTM3MOHU TPECEK MOJIeJia Ca TeXKMHOM O3Hadasasiu ca BY
a 6e3 Texxkune ca B, 360r cBoje uaBapujanTHOCTH iaaH [*18n, (1), (R) ce Moxe
cMaTpaTH IeJIOM KOJW3HOHOT mpeceka. Jlakie mobujamo Besy mamehy BY u B™

BY = B"™ I, (r)Ya(R), (6.6)

TaKo Ja ce U3 Mojiesa 6e3 TexkuHe MoxKe Ipehn y Mojes ca TeXKHHOM je THOCTABHO
npedbOPMYJIAIIjOM KOJTU3NOHOT peceka peMa (6.6) u HopmaansaujoM hyHKITIje
pacmozene g ca (6.2).

Y cynpoTHOM cMepy, moJia3ehn o Mojesa ca Te:KHHOM B BosManose jeHa-
anhe (4.1) y 0BAaKBOM IPOCTOPY

Og+v-Vug= / (99, — 99.)

[0,1]2XR 4 xRN x SN—1

N 1
x BY(1 — R)R> '——dodv.dI,dRdr, (6.7
(- RRS (6.7)

ca uzbopom ¢(I) = I* u cmenoM
ftx,v, 1)
Jo

JIOJIA3MMO JI0 jeHaduHe Y npocTtopy 6e3 Texkuue. [lakie ciaean ma je

g(t,x,v,I) = (6.8)

1 1 I'f. I [
Lot T2
[a( tf f) I [0,1] xRy xRN x SN—1 r [»/F 11,
w[a[*ana(r)wa<R)
1L N4 (1)Ya(R)

(1— R)R> 'dodv.dL,dRdr. (6.9)
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6.1 TTopebheme momena 3a omriTu u360p TEXKUHCKE PYHKIHjE

Y oBOM cJIy4ajy 3a JIONATHU YJIaH

1
1L (1) a(R)’
BayKi MHBAPHUjAHTHOCT 300I MHBAPUjaHTHOCTH (6.5)7 TEe CJIeIu
-
T I (r)da(R)

Teopema 11. Heka je dynrxyuja pacnodese f y npocmopy Ges mestcune L' ca
Boauymarosom jednauunom (6.1) u g Pynryuja pacnodese y npocmopy ca me-
AHCUHOM L}O ca Boauymanosom jeduawunom (6.7). 3a uzbop mesicuncke dynryuje
o(I) = I wmodeau Boaumanose jednauune y npocmopy ca mexcurom (6.7) u
npocmopy 6e3 mescune (6.1) cy exsusasenmuu ako sascu eeza usmely dyrryuja
pacnodesa dea modeaa (6.8) u

an

(6.10)

BY = B"II214(1)a(R).

Jlaxjie, mpeTxo/iHa TeopeMa HaM IOBOPH Jla 3a Npeja3ak Mojesia 0e3 y Mojes
ca TeKWHOM M OOPHYTO HUje JOBOJHHO CAMO HOpMAJIM30BaTH (DYHKIIU]Y PaCIojieie
Beh je m moTpebHO npedopMyIuCcaTH KOJU3HOHH MPECeK.

Ba m360p ¢(I) = [* MomeN y TPOCTOPY ¢a TeXKUHOM UMa CHHTYJIAPUTET ¥ TAUKH
I = 0 ngox y caydajy mojena y npocropy 6e3 TexkwHe TO HuUje cjydaj. Pasjor
OBOTA JIEYKW y UWIHEHWIIN Jla MOJEJIN He Jiejle UCTe KOAu3noHe npeceke. Hamwme,
o dopmyau (6.10) je KOMU3HOHE TIpecek MoOJeTa ca TeKUHOM IOMHOYXKEH je ca
YJIAHOM KOjU OTKJIalha CHHIYJIAPHUTET.

6.1 Ilopeheme momesia 3a omriTu n360p Te>KNMHCKE (PYHKITH-
je

Caza uCHuTYjeMO OJHOC MOJIE/IA €A TEKUHOM U YOIIIITEHa MOAEIa 0e3 TesKUuHE.
[Tonazumo o Bosmanose jenHaunHe 3a mpocTop ca TexkuHoM ¢(1)

0tg+v-ng: / (g/g:K _gg*)
[0,1]> xR 4 xRN x SN =1
1
x BY(1 — R)R> ' ——dodv,dl.dRdr. (6.11)
e(I)
CMmenoMm t [
g(t,x,v,I) = ft,x,v, 1)
e(I)




6.1 TTopebheme momena 3a omriTu u360p TEXKUHCKE PYHKIHjE

J1001MjaMo
1 1 o ¢(I)<p(f*)) ]
N at . vz - T * TN TN - *
o0 WY VD=0 /[] [f I (90(1/)90(14) I
x BY(1 — R)Rglmdadv*dl*d]%dr.

Muozxkemem u jie/beheM HojuHTerpaite pyHkiuje ca @yHKIjoM
F(v,v.,[,I.,R,r, o)

e(l)e(L.)
Of+v-V,f = {f’fi <— — [
' [0,1]>XR 4 xRN x §N—1 90(1/)‘10(];)
B N
X ———F.(1 - R)R> 'dodv,dl.dRdr. (6.12
e EIAUE (0:12)
Kaxko ce og dbyukuuje F(v,v,, I, I, R, r, o) 3axTeBa HHBapHjaHTHOCT Tpema (2.16)

u (2.17) 3ak/pydyjemMo Ja ce diaH

1
F(V> V*> Ia ]*7 R7 r, U)@(I)SO(I*)’

MOZKE CMATPaTH JeJ0M KOJIU3HOHOr npeceka B™. Ilpenusnuje, ciaean a je

Bw
g 6.13
Fovvi T TR oo Do) (6:13)

e dhopmyaumemMo ciaegehe Tepheme.

Teopema 12. Modeau Boaumarose jednauune y npocmopy ca mescunom (6.7) u
yonwmenu modea y npocmopy bes mestcune (6.12) cy exeusasenmmu ako 6a4cu

B = B E(v,v., I, L, Ryr, o )o(Dp(L), g = ——.

(1)

[IpumeTunmo ma je 3a m3bop Texuucke byuknuje ¢(I) = ¢ n uzdopom F =
Na(1)1a(R) mobujanmo jeanaxocr (6.10).

Moyies1 ca TexKnHOM, OIMCAH y TONJIaB/by 4, ce KOPUCTH Kao OCHOBA 3a U3BOheme
MaKpPOCKOIICKUX 3aKOHa Iporiupene TepmoaunamMuke. Kao nmocenura reopeme 11
0Baj MOJIEJT ca TeZKUHOM Ce JIOBOJU YV BE3Y €a MOJEJIOM 0e3 TeyKhHe, Te YKOJIIKO Ce
dyHKIMja pacnoesie HOpMaIU3yje a KOJHINOHU IPECceIln JOBEIy V Be3y Pesialiijom
(6.10) yki1ama ce CHHIYIAPHOCT KOJU3UOHOT OTePATopa ITo oMoryhaBa CTpUKTHY
MarTeMaTndky anaandy. OBa Be3a MOTHBHIIE [TOBE3UBAE MOEIa Y HPOCTOpy 06e3
TeXKUHE, KOjU je AT y MOIJIaB/by D ca MOJEINMA IMPOITUPEHe TEPMOIUHAMHUKE TITO
je HemaBHO yuntbeHo y [10].
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6.1 TTopebheme momena 3a omriTu u360p TEXKUHCKE PYHKIHjE

3a mogesn Ge3 TexkuHe maror ca BoamMaHoBoMm jeaHaunHoM 3a (5.1), m3bop
KOJU3UOHOT TIpeceka Mojena 3 u3 [11], mobuja ce MOTIYHO CJIarambe ca TeOpHjoM
HPOIIMPEHEe TEPMOJIUHAMUKE Y CAYYajy je[HaUYMHA IIIeCT MOMEHATA KAa0 U CJArarbhe
Ca €KCIIepUMEeHTaJIHUM IIOJalluMa KHUHEMATCKOTI' BUCKO3UTETa U TeOpI/IjCKOM Bpe-
auonthy Ipanariosor 6poja y ciaydajy derpHaect MoMenara [10].

Takobje, u36op oBakBOr KOJM3HOHOT mpeceka u3 [11] obe3belyje ersucreniujy u
jeanHCcTBEeHOCT perierba KomujeBor mpobJiema 3a IpocTOPHO XOMOTeHY BonManoBy
jeTHAYNHY .
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7 3akJbydak

Kunernuka Teopuja racoba Kao Jie0 CTATUCTHYKe (PU3UKE 3aXTE€BA PAZHOJIUK
marTemMaTndku anapar. OBa rpana Hayke MOBe3yje He CaMO MaTeMaTUKy U (PU3NKy
Beh u obstacTu mHKemepcTBa u conuosiornje. Hajsehy npumeny mmak Haasnm y
obJacTH MojleTupama TePMOJIUHAMUIKIX MPOIeca KOjU Cy M3PA3UTO HepaBHOTE-
JKHU, Kao IITO Cy PEIIMO yIa3aK CBEMUPCKOT Opoa y aTMocdepy Uau KoJ MIKPO
njiM HaHO ypebhaja.

Y oBOM pajiy pa3zMaTpa/u CMO KHHETHYKE MOJIE/Ie BUIIEATOMCKUX racoBa. Kako
3a BUIIEATOMCKE TacoBe He TIOCTOjU jeTMHCTBEH MOJIEN y Pajly je u3JozKeHa aHaJmn3a
noctojehnx Mojiesa U3 JIuTepaType, IPpUTOM ce 3aJIpzKaBajyhn Ha MoIeTuMa, Hellpe-
KUJHOT TUMA. ¥ pay €y U3JI0XKeHa Tpu Mojesna. Kao mrTo cMOo BUIAETH €Ba TPH
MOJTEIa PENPOIYKY]Y KOPEKTHO TTOHANIAHFE MAKPOCKOIICKIX BEJTHINHA KA0 U 3aKOHE
0/IpzKarba KOjU Bayke HA MaKPOCKOICKOM HHUBOY.

Craku 01 OBUX MOjIe/Ia UMa CBOje MPEIHOCTH Kao ITO Cy Ha MpPHUMED Be3a ca
jeTHaYMHAMa MOMeHaTa HPOIIUpeHe TeEPMOANHAMUKE Y CIAyYajy MOJeIa ca TeyKu-
HOM WJIM HOBHje pe3yaTaTe y IOIJIeJy eTr3uCTeHIHje U jeIMHCTBEHOCTH pelleha
MOYeTHOT TPOoOIeMa 3a Mojiesl Oe3 TexKWHe Y MPOCTOPHO XoMoreHoM cydajy. [lo-
pebeme 0OBUX Mojiela M EHUXOBA YCJAOBHA €KBUBAJIEHTHOCT JOBOJIM JO TOTA Jia
Ce IbUXOBe MPEeJHOCTU MOTY KOM6I/IHOBaTI/I IITo 6I/I MOTJIO JOBECTHU A0 Kpeupakbha
jeIMHCTBEHOT MOjIes1a KOju OM ce KOPHCTHO, Ka0 U EeroBO HPOIINpPUBAMKE HA Me-
IIaBUHE BHIIEATOMCKHX racoBa KOjH CY JajeKo KOMILIeKCHHUjH. Takobhe ycioBu
er3UCTEHIN]e U jeITMHCTBEHOCTH Pelleba MOYETHOT MpodaeMa y CJIyIajy HPOCTOPHE
XOMOI'€HOCTH 3a CJIy4a] MelllaBUHA BUIIEATOMCKUX racoBa OCTajy HEIO3HAHUIIA.

Cra 0Ba OTBOpEHA MHTAHA OCTAB/HA]y [MOCTa MPOCTOPA 3a pal, a cyaehm 1o
JIOCRJTAIITIHIM PE3YJITATUMa, OBa, 00/1aCT MaTeMATHKE je Y 3aMaxy.
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