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Predgovor

Nema jednakosti, cak ni u ljudskom Zivotu.
Postoje samo nejednakosti!
Dragoslav Mitrinovi¢, srpski matematicar

Ludvig Bolcman je sigurno jedna od najzanimljivih licnosti matematike i fizi-
ke 19. vijeka. Otac kineticke teorije gasova, koji je izrazito vjerovao u postojanje
nevidljivih (tad nedjeljivih) cestica, je svojom teorijom promjenio kako gledamo
na svijet i razvio oblast koja se i dan danas izucava. Njegov doprinos se ne moze
sazeti u par recenica, zaintersovani citalac o njegovom radu i djelu moze procitati
u [11]. Prvi je dao formulaciju jednacine koja opisuje kretanje mnogobrojnog si-
stema Cestica (atoma) i koja se njemu u ¢ast naziva Bolcmanova jednacina.

U ovom radu pokazac¢emo egzistenciju i jedinstvenost rjesenja Kosijevog proble-
ma za prostorno homogenu Bolcmanovu jedna¢inu. Prvo ¢emo predstaviti okvire
teorije u kontekstu jednoatomskih gasova, a zatim ¢emo uopstiti u smislu mjesavina
jednoatomskih gasova, te na kraju dati pregled dokaza za viseatomske gasove.

U glavi 1 iznije¢emo osnovne osobine kineticke teorije za jednoatomske gasove
i neke od najznacajnih rezultata. Posle toga, u glavi 2, uvodimo funkcionalne pro-
store koji su prirodni za dati problem i u kojim dokazujemo fundamentalne leme,
kao sto su Energijski identitet i Povznerova lema. A zatim ¢emo dati donje i gornje
ogranicenje za kolizioni presjek i a priori ocjene na polinomne momente funkcije
raspodjele. U glavi 3, na osnovu teorije o egzistenciji i jedinstvenosti obi¢nih di-
ferencijalnih jednac¢ina u Banahovim prostorima, predstaviéemo dovoljne uslove
za rjeSenje Kosijevog problema prostorno homogene Bolcmanove jednacine. Zatim
u glavi 4, predstavi¢emo osnovne osobine za mjesavinu jednoatomskih gasova i u
odnosu na ve¢ izlozenu teoriju, uspostavi¢emo egzistenciju i jedinstvenost sistema
prostorno homogenih Bolcmanovih jednac¢ina. Glava 5 pocete osnovnom teorijom
za viseatomske gasove, prvenstveno kako se modeluju sudari i koja je razlika u
odnosu na jednoatomske gasove. Na kraju ¢emo predstaviti tri modela za kolizioni
presjek za koji je moguce rjesiti Kosijev problem.



Glava 1

Prostorno homogena Bolcmanova
jednacina

1.1 Funkcija raspodjele i Bolcmanova jednac¢ina

U kinetickoj teoriji gasova osnovna nepoznata je funkcija raspodjele f = f(t, z,v)
koja u opstem slucaju zavisi od vremena, polozaja i brzine cestice. U slucaju jed-
noatomskih gasova, fizicka intepretacija funkcije raspodjele se ogleda u tome da
je broj cestica u elementarnoj zapremini dx sa brzinom iz intervala [v,v + dv]
u trenutku ¢ jednaka f(¢,z,v)dzdv. Jedan od fundamentalnih zadataka kineticke
teorije predstavlja izvodenje jednacine za evoluciju funkcije raspodjele u vreme-
nu. Odgovor na ovo pitanje dat je Bolemanovom jednacinom, koju ¢emo uskoro
predstaviti. Najprijem , posmatrajmo specijalan sluc¢aj slobodnog kretanja cestice.
Slobodno kretanje ¢estice po njenim trajektorijama podrazumjeva odustvo suda-
ra s drugim cesticama $to ima za posljedicu konstantnost funkcije raspodjele duz
trajektorije Cestice, odnosno f zadovoljava

dr_o

dt
Kako u klasi¢noj mehanici polozaj i brzina zavise od vremena, © = z(t) i v = v(t),
prethodna jednacina predstavlja totalni diferencijal koji je jednak

d dx dv

pri cemu V, je gradijent po prostornim koordinatama, dok V, je gradijent po
prostoru brzina. Na osnovu drugog Njutnovog zakona, pod pretpostavkom da je
sistem izlovan, tj. suma svih spoljasnjih sila F.,; jednaka je nuli, vazi

dv Fewt

—_—=aq =
dt m

—0. (1.2)



dz

9 1izraza za ubrzanje (1.2), relacija (1.1) postaje

Na osnovu definicije brzine, v :=

d
—f=0f+v-V.f=0,
3l = ot S
koja predstavlja transportnu jednacinu funkcije raspodjele.

Sa druge stranem, kako bi preciznije opisali dinamiku gasa potrebno je uzeti
u obzir i interakciju izmedu cestica. Koliziona kineticka teorija pretpostavlja da
su sudari jedina interakcija medu cesticama, druge interakcije kao Sto su gravita-
cione ili elektromagnetne se zanemaruju, tj. njihov intenzitet je nekoliko redova
veli¢ine manji od same interakcije koja se desava tokom sudara tako da je njihovo
zanemarivanje opravdano. Na primjer, u slu¢aju plazme (jonizovanog gasa) ovakva
pretpostavka nije opravdana jer su izrazito znacajni efekti koji nastaju djelovanjem
elektromagnetne interakcije, i u tom slucaju evolucija funkcije raspodjele se opisu-
je Landauovom jednacinom. Vratimo se na klasi¢ne gasove, dakle, kao posljedica
sudara mjenjaju se njihove brzine, a samim tim i funkcija raspodjele se mijenja, i
u tom slucaju njena evolucija je opisana Bolcmanovom jednac¢inom koja je data sa

Clan Q(f, f) u jednacini (1.3) se naziva kolizioni operator ili kolizioni integral
(zbog njegove integralne strukture). Kolizioni operator opisuje promjenu funkcije
raspodjele usljed dinamike sudara. Tako, na primjer, ako je brzina cestice prije
sudara v’, njena funkcija raspodjele je data sa f(v’). Sa druge strane, posle sudara
neka ta ista Cestica ima brzinu v njena funkcija raspodjele ¢e biti f(v) tako da je
doslo do promjene funkcije raspodjele (njena vrijednost se povecala ili smanjila).
Zbog toga kolizioni operator se pod odredenim pretpostavkama moze razdvojiti
na dva dijela

QUL f) =Q7(f. f) —Q (. ) (1.4)

Clan Q* se naziva apsorpcioni (eng. Gain) i on opisuje rast funkcije raspodjele, dok
je @~ emisioni ¢lan (eng. Loss) koji opisuje smanjenje funkcije raspodjele. Uskoro
¢emo vidjeti da kolizioni operator dijeluje samo na brzinu cestice, dok su vrijeme
i polozaj smatraju parametrima. Zbog toga u slucaju prostorne homogenosti, tj.
kada je f = f(t,v) slijedi¢e da je V., f = 0 te Bolemanova jednacaina ¢e glasiti

O f(t,v) = Q(f, f)(v). (1.5)

Napomena 1. U narednim glavama pod Bolecmanovom jedna¢inom smatra¢emo
prostorno homogenu Bolcmanovu jedna¢inu datu sa (1.5).



1.2 Elastiéni sudari i struktura kolizionog ope-
ratora

Kako kolizioni operator opisuje promjenu funkcije raspodjele usljed sudara, te
da bismo dobili njegovu strukturu potrebno je posmatrati sudare izmedu cestica
(u ovom sluc¢aju atoma) i pri cemu mi ¢emo se ogranic¢iti na elasticne sudare.

Pod elasti¢nim sudarom dvije Cestice smatra se interakcija tih ¢estica pri kojoj
vaze zakoni odrazanja kolicine kretanja i energije. U slucaju neelasticnih sudara
konzervirana je samo kolicina kretanja. Neka su (v, v.) € R?? brzine Cestica prije
sudara, Cesto nazivane pre-kolizione brzine, pri ¢emu d predstavlja njihovu dimen-
ziju prostora, a (v,v,) € R*® brzine estica posle sudara , odnosno post-kolizione
brzine kao sto je prikazano na slici 1.1.

v, = = flul o)

Slika 1.1: Tlustracija kolizionih transformacija pri elasticnim sudarima.

Tada su njihovu zakoni odrzanja dati sa

V4 v, =0+, (1.6)



[0 + [ouf* = ['[* + [0l (1.7)

pri cemu (1.6) predstavlja zakon odrzanja kolicine kretanja, a (1.7) zakon odrzanja
kineticke energije tokom sudara. U klasiénoj mehanici, problemi sudara cestica se
rjeSavaju u sistemu centra mase, te je tako prirodno da predemo u ovaj sistem,
uvodedi nove promjenljive V' i u koje su date sa

UV + Uy
2 )

V= U=0— 0, (1.8)
Brzina V predstavlja brzinu centra mase, dok je u relativna brzina izmedu cestica
posle sudara. Uvodenjem novih promjenjivih sistem jednacina (1.6) i (1.7) se trans-
formise u

V=V, |u= (1.9)

Poslednji sistem jednac¢ina znaci da se brzina centra mase ne mijenja posle sudara
a intenzitet relativne brzine ostaje isti. Sistem jedné¢ina (1.6) i (1.7) ima d + 1
jednac¢ina dok su nam nepoznate 2d parametara, zbog toga uvodimo o € S% 1,
gdje je S™! jedini¢na sfera u R, tako da vazi

u = |ulo. (1.10)

Konacno, na osnovu (1.9) i (1.10), mozemo zapisati pre-kolizione brzine pomoéu
post-kolizionih i paramatra ¢, odnosno
, UFu 1 , U+ U,

1
v = 5 +§"U—U*’U, UV, = 5 _5’7]_'0*‘0'- (1.11)

Pored pisivanja procesa sudara, da bismo opisali kolizioni operator neophodno
je da uvedemo osnovne pretpostavke kolizione kineticke teorije, koje se sve reflek-
tuju na njegovu strukturu. Osnovne pretpostavke kolizione kineticke teorije su:

P1. Srednji slobodni put Cestice, u oznaci A je istog reda veli¢ine kao karakteri-
sticna duzina tog problema, u oznaci L

A
— =~ 1.
L

Ovaj uslov nam govori o razredenosti gasa;
P2. Sudari su binarni, tj. sudari vise od 2 cestice se zanemaraju;

P3. Sudari su lokalizovani u vremenu i prostoru, sto znaci da su kratkotrajni
dogadaji;

P4. Sudari su mikroreverzibilni u vremenu ;

4



P5. Vazi molekularni haos. Fizicka intepretacija ovog uslova ogleda se u tome da
se dvije cestice koje su se ve¢ sudarile nec¢e ponovo sudariti.

Na osnovu iznijete teorije o elasticnim sudarima i gore navednih pretpostavki,
kolizioni operator ima slede¢u strukturu:

QU )(v) = / = 1) Bv - vl,0) dodv,.  (112)

RdxSd—1

gdje su v' i v, iz (1.11) i koriséena je standardna notacija f' = f(t,z,v"), f. =
ft,z,v)), f=flt,x,v) i f. = f(t,z,v.). Kao sto mozemo vidjeti kolizioni ope-
rator ima bilinearnu strukturu i ona je posljedica pretpostavki P2. i P5. Funkcija
B(|v — vy|,0) se naziva kolizioni presjek i neke njene osobine predstaviti ¢emo u
slede¢em poglavlju.

Napomena 2. Kolizioni operator (1.12) se moze razdvojiti na apsorpcioni i emi-
sioni dio kao u (1.4), pod uslovom da je B(|v — v,|, o) mjerljiva funkcija u odnosu
na mjeru do.

1.3 Kolizioni presjek

Kolizioni presjek B = B(|v — v,|, o) je eksperimentalna veli¢ina koja se u mo-
dernoj fizici najvise koristi u nuklearnoj i ¢esticnoj fizici. U fizici se ¢es¢e koristi
termin diferencijalnim presjekom ili ukupnim diferencijalnim presjeku umjesto ko-
lizioni presjek. Njegova definicija je poprilicno kompleksna sa stanovista nuklearne
fizike, ali najjednostavnije objasnjenje za ukupni diferencijalni (kolizioni) presjek
jeste da je ova velicina broj cestica koji produ kroz dS malu povs detektora, dok
je sam diferencijalni presjek funkcija ugla pod kojoj su se cestice rasejale odnosno

B(|v—v*|,a)=B(|v—v*|,M).

v — v

Vrijednost % je zapravo cosf pri ¢emu je 6 ugao rasejanja pri sudaru dvije
Cestice.

Sa stanovista kineticke teorije mi uvodimo odredene pretpostavke o kolizionom
presjeku a neke od njih su da je B > 0 i

B(lul i+ 0) = B(lu| , " - o), (1.13)

gdje @ predstavlja normirani vektor u. Ove dvije pretpostavke su fizicki opravda-
ne, jer su mjerene vrijednosti ukupnog kolizionog presjeka uvijek pozitivne (broj



cestica), a druga slijedi iz same geometrije sudara. Jedna od cestih pretpostavki u
kinetickoj teorije jeste separabilnost funkcije koliziong presjeka i to na:

B(Ju|, cos0) = |u|" b(cos §),

te zavisno od vrijednosti v posmatramo razli¢ite modele

vy=1 Cvrste sfere,
0 <~ <1 Cvrsti potencijali,
v=0 Maksvelovi molekuli,
v <0 Meki potencijali.
Slucaj da je v = —3 , je poznat kao Kulonov potencijal i za njega vazi da vec¢

postoji interakcija izmedu cCestica, pa Bolcmanova jednacina nije dobar model, te
se koristi Landauova jednacina.

U nastavku, mi ¢emo posmatrati slucajeve kada je v € (0,1], tj. u oblasti
¢vrstih potencijala, ukljucujuci ¢vrste sfere.

1.4 Osnovne osobine kolizionog operatora

Vidjeli smo strukturu kolizionog operatora (1.12), i zbog njega je Bolcmano-
va jednacina (1.3) u opstem sluc¢aju nelinearna integro-diferencijalna jednacina.
Rjesavanje ovakve jednacine nije nimalo jednostavno i zbog toga se posmatraju
osobine kolizionog operatora. Jedna od osnovnih osobina je slaba formulacija ko-
liziong operatora. Slaba formulacija kolizionog operatora, matematicki da¢e nam
prirodne prostore, u kojim ¢emo traziti rjesenje Bolcmanove jednacine, dok sa
fizicke tacke gledasta da¢e nam zakone odrzanja makroskopskih promjenjivih.

Teorema 1.1 (Slaba formulacija kolizionog operatora). Neka je o(v) : RT — R
tako da

g QUf, [(w)e(v) dv (1.14)

ima smisla. Tada vazi

1 1
Launwetaw=— [ (e

< [p(v)) + () — p(v) — 9(v)] B(jv — v.],0) do dv. dv. (1.15)



Dokaz. Prema definiciji kolizionog operatora (1.12), integracija po prostoru brzina
v sa test funkcijom ¢(v) je

/Rd QUf, /Hw)p(v) dv = /Rd s (f'fl = ff)p(0)B(Jv — v, 0) do dv, do.
o (1.16)

Drugo, pri promjeni (v, vy, o) — (vs, v, —0), s jediniénim Jakobijanom i na osnovu
(1.13), dobijamo

[ QU@ o= [ (g = L)) Bl = vl.o) do dude.
- [ et nwete) av (17)

Trece, za (v,v,,0) = (V', v}, 0"), pri cemu je Jakobijan ove transformacije Jiy v, ) (v wt) =
| — 1| =11 na osnovu (1.13), vazi

» QUf, f(w)p(v) dv = /Rd i (ffe = F ) o(@)B(|lv —v,|,0) do dv dv,
- [ eun@e) av (1)

Cetvrto, za promjena (v,v,,0) — (v.,v',0’) slijedi

Qf, (v )p(v,) dv, = / (fof — 21 () B(Jv—v,|,0) do dv du,
R4 R xRd xSd—1
== /. Qf, f(v)p(vy) dv (1.19)

Konac¢no sumacijom jednacina (1.16), (1.17), (1.18) i (1.19) slijedi kraj dokaza. [
Posljedica 1.2. Za slabu formulaciju (1.14) vazi sledeéa reprezentacija

1

[t =3 [ fofe- o6 ded, (120

pri cemu je
Glou) = [ [el) + ol =) = ¢0) = plu =) Bllul.o) don (121

Ova posljedica ukazuje da se slaba formulacija moze posmatrati kao konvolucija
i ne zaboravimo da je u definisano kao u = v—w,, pa odakle slijedi da je v, = v—u.

7



Definicija 1.3. Funkciju ¢(v) nazivamo kolizionom invarijantom ako zadovoljava

/fo (v) dv =0,

Lema 1.4 (Ekvivaletni uslovi za kolizione invarijante). Funkcija ¢(v) je koliziona
mvarijanta ako v samo ako

p(V') + p(v)) = p(v) + o(vs).
Dokaz. Koristeéi teoremu o slabom rjesenju (1.15), dobijamo

[ pwety == [ r-gh)
x p(v") + 9(v)) = p(v) = pW)]B(Jv — v.],0) do dv. dv =0
= o) +o(v)) — e(v) = p(v) =0.
O
Slede¢u teoremu je dokazao sam Bolecman 1890 godine pod uslovima da je

o(v) € C*(R?), slabije uslove je dao Ceréinjani 1970. za p(v) € L} (R%), dok je
Venberg 1992. pokazao za ¢(v) u distributivnom smislu.

Teorema 1.5 (Koliziona invarijanta). Koliziona invarijanta o(v) € L .(R?) je
linearna kombinacija {1,v,v*}.

Dokaz ove teoreme se moze naé¢i u [10] i ona ¢e odigrati bitnu ulogu kasnije.

1.5 7H-teorema

Fon Nojman je rekao da nas je Klauzijus osudio na vjec¢nu patnju posto je uveo
veli¢inu koju niko ne razumije. Pojam entropije je jako kompleksan, i sa stanovista
fizike pa ¢ak i sa filozofije. Entropiju sistema mozemo razumjeti kao mjeru njegove
neuredenosti ili neodredenosti. Sa stanovista kineticke teorije, fizicku entropiju
definisemo kao

H(f) = —kp /Rd flog(f) du, (1.22)

pri ¢emu je k Bolcmanova konstanta, kg = 1.38%. Takode definisemo i produkciju
enetropije kao

= [ @t tos(s) av (123)

pod pretpostavkom da je integral na desnoj strani konacan. Sledeca teorema govori
nam o produkciji entropije.



Teorema 1.6 (H-teorema). Neka je kolizioni presjek B pozitivan skoro svuda, i
neka je f > 0 tako da su kolizioni operator Q(f, f) iz (1.12) i produkcija entropije
D(f) iz (1.23) dobro definisani. Tada vazi

(i) Produkcija entropije je nepozitivna

D(f) <0. (1.24)

(11) Sledeéi uslovi su ekvivalentni
(1) Q(f, f) =0 za sve v € RY,
(2) D(f)=0,
(3) Postojen >0, U € R, T > 0 tako da je stanje ravnoteZe opisano sa

d

2 m

feq(tav) =N (2 7]:1/ T) e_QkBT‘U—UD‘
TRB

Napomena 3. H-teorema je posledica osobina kolizionog operatora, te ona nije
opsta osobina za Bolcmanovu jednacinu (1.3).

Dokaz. Kreéemo od slabe formulacije kolizionog operatora (1.15) za izbor test
funkcije ¢(v) = log f, odnosno

D)= [ QUL ) tog() do

1 ! gl _

N _Z_l /RdeRdedl (f f* ff*)

X [log f" +1log f. — log f — log f«|B(|v — v.|,0) do dv, dv
1 rel

et IR LIS

x [log f'fl —log f f|B(|Jv — v.|, o) do dv, dv.
Na osnovu ¢injenice da je preslikavanje (z,y) — (z — y)(logx — logy), Vz,y > 0
nenegativno i pretpostavke da je B nenegativno, slijedi da je produkcija entropije

nepozitivna velic¢ina.

Sada pokazujemo relacije iz drugog dijela teoreme. Dokaz ¢e biti u smjeru
1) =(2) = (3)= (1)

(1) = (2) Slijedi iz same definicije produkcije entropije (1.23).



(2) = (3) Kako je D(f) = 0 po teoremi o kolizionim invarijantama 1.5, slijedi
da je log f linearna kombinacija {1, v,v?}, §to dalje implicira da je

d
f(v) =exp {a—ir Zbi'vi + cv2} ;

i=1

pri cemu su a, b, ¢ konstante koje biramo na slede¢i nacin:

d
m 2 m 9

—1 -0
¢ =08 (” <2kaT) ) 27 U1

m
bi=—=U;, 1<i<d,
hgTC !

m

T 2kpT

¢ime je ovaj dio zavrsen.
(3) = (1) Dobija se direktnim uvrstavanjem funkcije raspodjele u stanju rav-

noteze u kolizioni operator (1.12), te koristi¢i zakone odrzanja u centru mase
(1.8). O

Vratimo se sada fizickoj entropiji H definisanoj sa (1.22). Diferencijal entropije
po vremenu je dat sa

dn df | f
o =t [ (Goer + 75 )

Mnozenjem Bolcmanove jednacine sa funkcijom —kg(log f + 1) i integracijom po
v, gdje na osnovu teoreme 1.5, clan 1 mozemo zanemariti, dobijamo

d
gy [ flog fdv = ~ku [ QU7 110 .
Na desnoj strani prethodne jednacine je bas definicija D(f), te dobijamo

d
_ —_ — >
M ksD(f) >0,

Poslednja nejednakost je posledjica H-Teoreme i ona predstavlja ekvivalent dru-
gom zakonu termodinamike.
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Glava 2

Fundamentalne leme i a priori
ocjene

2.1 Funkcionalni prostori

Prirodan prostor za rjesavanje prostorno homogene Bolcmanove jednacine (1.5)
je prostor sa Lebegovom tezinom, odnosno prostor integrabilnih funkcija ¢iji mo-
menti su ograniceni. Preciznije, definiSemo za svako k£ > 0

LR = { Fwjetiva: £y = [ 1PN o< oo, 2

pri cemu je koriséena standardna oznaka (v) = /1 + |v|?, koja se naziva Lebegova
zagrada ili popularno japanska zagrada. Primjetimo da za svako ks > ki > 0 u
prostorima (2.1), vazi monotonost norme

17y, < £y, (22)

odakle slijedi kao posljedica da je L;, — Lj .

Definicija 2.1. Polinomni momenat reda k& > 0 pridruzen integrabilnoj funkciji
g je definisan na sledec¢i nacin

mlol() = [ g(t.0) @) dv (2.3
R
Primjetimo, ako je f > 0, onda je

my[f108) = (1 /1]y (©).
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Makroskopske promjenljive su definisane kao momenti funkcije raspodjele f,
koji se dobijaju mnozenjem funkcije f sa odgovaraju¢om test funkcijom te integra-
ljenjem po v. Tako ako su te funkcije kolizione invarijante, odnosno m, mv, % |v|°,
onda dobijamo gustinu gasa p, gustinu koli¢ine kretanja gasa pU i gustinu energije
gasa £ |U ” + pe, respektivno

,0:/ mfdv, pU:/ muo fdv, £|U\2+pe:/ @\Uffdv. (2.4)
R4 Rd 2 Rd 2

Sa druge strane, polinomni momenti definisani sa (2.3) u specijalnom slu¢aju mogu
se izjedanaciti sa makrosposke promjenljive (2.4). Tako na primjer, u slucaju da
je momenat nultog reda, £ = 0, pomnozen masom m dobijamo gustinu gasa,
dok momenat drugog reda, k = 2, pomnozen sa masom predstavlja zbir gustine i
totalne gustine energije,

mmo(t) = p, mmy(t) = p+ SUP + pe.

Posto za (2.4) vaze makroskopski zakoni odrzanja mase, kolic¢ine kretanja i ukupne
energije, zbog toga ¢e my i my biti konstante vrijednosti za svako ¢ > 0,

mo[f](t) = mo[f](0) = mo,  my[f](t) = ma[f](0) = m,,

gdje je f rjesenje Bolcmanove jednacine (1.5).

2.2 Fundamentalne leme

Prije nego sto predemo na rjesavanje Kosijevog problema za Bolecmanovu jed-
nacinu (1.5), prvo ¢emo dokazati nekoliko lema koje ¢e nam omoguditi da koristimo
egzistenciju i jedinstvenost rjesenja obi¢nih diferencijalnih jednacina (ODJ) u Ba-
nahovim prostorima.

Poceéemo sa dokazam sledeceg identiteta, koji se moze naéi u [3]. Energijski
identitet daje vezu izmedu mikroskopskih energija ¢estica koje se sudaraju u siste-

mu centra mase (1.8) i u sistemu relativnih brzina (1.11).

Definisemo energiju sistema u odnosu na Lebegove zagrade kao
E:=(0)" + (v)" = (o) + (W))°, (2.5)

pri cemu jednakost vazi zbog mirkoskopskog zakona odrzanja mase i energije (1.7).

12



Lema 2.2 (Energijski identitet). Za svako (v',v.) i (v, v,) koji zadovoljavaju (1.11)
vaze sledeci identiteti

"2 1—¢Veo 2 1+¢6V-0
(V)" =FE (T)’ (V)" =E (T)’ (2.6)

gdje je & = 29 € [0,1] i V = .

Dokaz. Primjetimo da iz definicije (1.8) vazi

1 2 1
VE+ gl = |52+ glo - w.l?
1 1 1 E
=7 (P 420 vt o)+ (0 =20 v+ ) = (0P + o) = 5 —1,

(2.7)
pri ¢emu smo iskoristili definiciju F iz (2.5). Koristedi relacije (1.11) i prethodnog
izraza, lako se izracunavaju sledece relacije

n2 12 1 2
W) =1+ P =1+ |V = SJulo]

1 E A
=1+ VP = [uV o+ Zfuf = 5 = [ul[V]V -0,

N2 _ 12 _ 1 2

1 FE R
=1+|VP+ V- o+ Z|u]2 =5 + [u||V]V - o.

@V=E<5%¥ﬁ>, @ﬁ=5<5§¥ﬁ),

2[u[|V]
E

Dakle,

pri ¢emu je & := . Sada pokzimo da & pripada intervalu [0, 1], odnosno ko-
ris¢enjem Jangove nejednakosti (A.4) vazi
2 2
o< 2ullvl _ ol + o
E E

<1. (2.8)

[]

Sledec¢a lema koju ¢emo dokazati je Povznerova lema, odnosno Povznerova ne-
jednakost pri angularnom usrednjavanju. Ona predstavlja jednu od najznacajnijih
rezultata kineticke teorije, jer daje uslove za globalnu stabilnost rjesenja. Prvo-
bitna ideja leme lezi u radovima Povznera [27], Devileta [11], i Venberga [34], mi
¢emo predstaviti dokaz od strane Bobiljeva, Gambe i Panferova [1].
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Lema 2.3 (Povznerova Lema). Neka je koliozoni presjek dat sa B(|u|,d - o) =
lu|"b(@ - o) i neka je test funkeija op(v) = (0)*, za k > 2. Tada je emisioni dio
funkcije G(v,v,) iz (1.21) ogranicen sa

Groo) = [ (@) +@)") B(lul,a- 0)do < Cylul” ((0)" + (v.)?)"
[ (s )

gdje je Cy =1 ng N\ 0, za k > 2. Stavise, ako je b € LP(S*';do), za p > 1, vazi

ocjena
1
2[S*2] | *
Cr <2]||b —1. r )
i < 210l 1 (sa-1,0) (1 +q5

MBS

pri éemu p i q zadovoljavaju p~t +q~ = 1. U slucaju b € L>=(S*"%;do), konstanta
Ci se ponasa kao (1+ k)=t

Napomena 4. U slaboj formulaciji Bolemanovog koliozionog operatora kada su
test funkcije polinomi oblika <v>k, pojavice se faktor 1 — Cg > 0. Glavna ideja
Povznerove leme jeste da ¢e faktor 1-C k> 0 ograniciti od dole momente emisionog
dijela kolizionog operatora te tako ¢e se dobiti globalne a priori ocjene. Moze se
re¢i da ovaj faktor igra ulogu konstante koja se dobija iz Poenkareove teoreme za
elipticne i parabolicke jednacine.

Dokaz. Koristedi lemu 2.2, dobija se

G (oo =luf [ (00 @) i o

gd—1
k . k
: 1—§V-02

2

14+&V-0o

=l e+ @) (7 ba - o)do

Primjetimo da je podintegralna funkcija neprekidna u odnosu na Vi nenegativna
za k > 2, posto je faktor £ ogranicen sa 1, sto je dokazano u (2.8) pomoc¢u Jangove
nejednakosti. Stavise, podintegralna funkcija je monotono rastuéa po &, a posto
0 < ¢ <1, slijedi da je

k k k k
14+&Veal? [1=¢V-o]> [14V-0|° |[1-V.0|®
+&V -0 &Vi-o < +V.o L V.o (2.9)
2 2 2 2
Odavde se dobija
k 1 . 1—V -
G < ' (P + ) [ [ |E52 2| ) b 0)do
sd—1
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pri ¢emu definiSemo

k

k k
1+V-o|” [1-V.0|
Ce =  sup / trre el b(a - o)do. (2.10)
PV, 4 esim1y Jeiot 2 2
U slucaju kada je k = 2, dobija se
1+V- 1-V-
Ci=  sup / Ve ? b(u-o)do = / b(u-o)do =1
{V, & esd-1} J§d-1 2 2 gd—-1
Takode, za svako k£ > 2, funkcija
1+V. 1-V.
[y = / e 7 b(i-o)do
2 Sd—1 2 2

je neprekidna u odnosu na vektore Vi i, Sto se moze provjeriti ako ih zapiSemo
u polarnim koordinatama. Stavie podintegralna funkcija (2.9) u odnosu na mjeru
(b(it- o), do) je strogo opadajuéa do na skupu mjere nula (u tacakama o = {£V1}),
za svako k > 2. Kao posljedica slijedi da je T, (V, @) > Ty, (V, @), za svako k; < ks,
tako da zbog supremuma u odnosu na Via, zbog neprekidnosti, zaklju¢ujemo da
je Cr, > Cy,. Finalno, zbog monotone neprekidnosti dobijamo da je Cg N 0, za
dovoljno veliko k.

U slucaju da je b(t - o) integrabilno u LP(S471) za p > 1, na osnovu Helderove
nejednakosti (A.5) dobijamo

/§d1

N N
1V -0 R
= bl oo < Pl | [

2

1
2|42\ ¢
S ||b||Lp Sd—1 ( k )
CTON 1+ 42

]

pri ¢emu p, ¢ zadovoljavaju jednacinu Il) + % =1.

Povznerova lema nam je ukazala na neka svojsta apsorpcionog dijela funkcije
G*(v,v.), sledeéa lema nam daje ogranic¢enje za cijelu funkciju G(v, v,).
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Lema 2.4 (Angularno usrednjavanje). Neka je kolizioni presjek B(|u|,d - o) =
lul"0(t - o), pri cemu je b(u - o) integrabilno u odnosu na mjeru do. Tada za test
funkcije pr(v) = (v)k, za svako k > 2, G(v,v,) iz (1.21) je ograni¢eno na sledeci
nacin

Glo,m) < Ju” (GiCy () )+ " ) = (1-Ca) (0 +402")).
(2.11)

pri éemu je Cpy = 2571 — 1> 0.

Dokaz. Na izaraza G(v,v,) (1.21) primjenom Povznerove leme 2.3 dobija se

Glo,0) = [ (@) + ()" = (0 = (0 Bllo = w.]. oo

< Juf" (C(o) + )E = () = (w)*) . (212)

Koris¢enjem binomne formule prvi ¢lan u zagradi mozemo zapisati na slede¢i nacin

< (@) + ()" + () @)+ @ ) ZZ (IE)

gdje smo prvu nejednakost dobili koristenjem (A.3), drugu pomocu (A.1) za k > 2

il = 5], a trecu pomocu (A.2). Uvrstavanjem poslednjeg izraza u (2.12)
dobijamo
b
G(v,v,) < |uf’ (cg(@ () * ™+ @) ) S (z) —(1-cs) ()" + <v*>k)>
=1
i zbog toga sto je Zé’;l (’;) <25+ 1 slijedi kraj dokaza. O]

2.3 Ogranicenja za |u|’

Jako vazne ocjene, koja ¢e nam omoguéiti kontrolu polinomnih momenata jesu
donje i gornje ogranicenje za |u|’. Za gornje ogranicenje koriste¢emo lokalne ocjene
u odnosu na Lebegovu mjeru, koju definiSemo na sledeéi nacin

() = 1+ o).
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Lema 2.5 (Gornje ogranicenje). Za svako v € [0,00) zadovoljena je nejednakost
[ul" < eg((v)” + (vs)7), (2.13)
gdje je cg = cy(v) = min {23, 25771},

Dokaz. Primjetimo da vazi

1
ul” = o —v.] =2 (Z v — U*|2> ’

i na osnovu (2.7) slijedi da je

Tl S =2 (W ).

(NS

Kako bi iskoristili (A.3), interval v podijeli¢emo u dva slucaja:
ako ~ pripada [0,2] onda |u” < 22 ((v)” + (v,)"),
ako v pripada [2,00) onda  |u]” < 2271 ((0)7 + (v,)7),
pri cemu uzimamo minimum od ova dva ogranicenja. O

Sledeca lema nam daje donje ogranicenje za potencijal iz kolizionog presjeka,
u vidu funkcionalne nejednakosti koja ne mora biti nuzno da se odnosi na rjesenje
Bolecmanove jednacine. Za dokaz donjeg ogranic¢enja prati¢emo [1].

Lema 2.6 (Donje ogranicenje). Neka je v € [0,2]. Za funkciju 0 < {f(t)}>0 C L3
koja zadovoljava

Ma< | flt,o)dv <M, — &< / f(t,v) o] dv < &, (2.14)
Rd

R4

za neke pozitivne konstante Mg, My, Eq4,Ey 1

f(t,v)vdv = 0. (2.15)

Rd

Dodatno pretpostavimo da postoji A > 0 za neko 6 > 0 da vazi

/ F(t,0) [o) P do < A, (2.16)
R4

Tada postoji konstanta cq > 0, takva da konvlucija f € LY i polinomnog momenta
stepena vy je ogranicena s donje strane u odnosu na Lebegovu mjeru, odnosno

f*u[" = /Rd ft,w) v —w|"dw > ¢4 (v)7, (2.17)
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preciznije cq je dato sa

 min{Ma, &} (4 ; M, +ENT T
C=—">5 (gd max{./\/lg,A}) (1 + (8—./\/1d . (2.18)

za v € (0,2], a ako je v =0 onda je cq = 2.
Dokaz. DefiniSimo prvo otvorenu loptu s radiusom 7 u koordinatnom pocetku
B,(v) = {weR?: |v—w]® <r?}. (2.19)

Konstrukeiju dokaza kre¢emo od ocjena na sferi Bg(v) za parametar S koji ¢emo
kasnije odrediti, a koji zavisi od M, £, A, 0 i 7, radiusa B, (0). Takva ocjena nam
omogucuje kontrolu integrala

A, = / ft,w) v —w|” dw,
R4

¢iji domen ¢emo razdvojiti na sferu B, (0) i njen komplent B¢ (0), pri ¢emu 7, ¢e
zavisiti od Mg, My, &, 1 7.

Posto je slucaj v = 0 trivijalan, posmatra¢emo v € (0,2]. Za v koje pripada
Bs(v) vazi

y=2

v —w)® < 8= (Jv —w|2) 2> 972

s druge strane A, je veée kada se integrali po cijelom domenu R? nego samo po
Bs(v), odnosno

sz/ f(t,w) |v—w|7dw257_2/ f(t,w) v — w?dw
Rd B

s(v)

> g2 </ ft,w) v —w)*dw — / f(t,w) v —wl? dw) . (2.20)
R4 B (v)
Kada se integrali po cijelom R? mozemo dati sledeé¢e donje ogranicenje
| el —wl o= [ rtw)(of - 200w+ fof o
R4 R4
= / F(t,w) ) dw — 2/ ft,w)(v-w)dw + / f(t,w) |w|® dw
R4 R R4

> Mg lof’ + &> . (2.21)
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gdje smo za prvi i treéi iskoristili ogranicenja data u (2.14), a drugi integral je
jednak nuli zbog (2.15). Za drugi integral u (2.20), koristeéi izraz koji se dobija
pomocu (A.3)

v — w[2F0 < o1+ <|U|2+5 I |w|2+6> 7

dobijamo
1
f(t,bt)) |U_("‘J|2d(’u < @ f(t,w)|v—w\2+5dw
BS(v) BS (v)
21+5 946 94
< | fw) (P P ) de
S Jeg)
21+5 -
< [ (MQM i "‘A)
146 5
S F maX{./\/lg, A} </U>2+ s

gdje je koriséeno ogranicenje dato u formulaciji leme (2.14) i ¢injenica da vazi

R = ol ol < L+ o)A+ )2 < @)
Tako smo A, iz (2.20) ogranicili s
y—2 21+6 246
A >S & — <5 max{M,, A} (v) : (2.22)

sada treba da odredimo S i 7, tako da donje ogranicenje iz (2.22) je strogo pozi-
tivno. Na osnovu toga , dovoljno da izaberemo S tako da zadovoljava

1+ s | 21H0 &,
= max{M,, A} (v)*"° < Fmax{./\/lg, AY1 472 < >

za svako v € B, (0), odnosno S kao funkciju od r, biramo tako da vazi

3
S(r,) > (22“%(1 + rf)2+5) > 1. (2.23)
d
Tada je za svako v € B, (0)
A, > S’Y—z%. (2.24)

Posto S zavisi od 7., kao sto se vidi u (2.23), potrebno je odrediti uslov r, tako da
za svako v € B, (0) vazi (2.23). Ispostavlja se da mozemo dati donje ogranicenje
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za A\, u obliku

X
2

A, = /Rd flt,w) (v —w\Q) dw

> [t (287 (o)

> 28 Mol =2 [ f(t.w) (lof?)

29 (|w|2)% dw)
X
2

dw.

Integral iz poslednjeg izaraza se odreduje ako podijelimo domen integracije na
R? =B, (0) UBS(0), odnosno

/Rd f(t,w) (|w|2)% dw

q X
< | fw) (W) dot [ ftw) (Jo)? do < M, + &,
B, (0) B7(0)

posto w u prvom integralu pripada B;(0) , to znaci da je |cu|2 < 1, te njega

mozemo ograniciti sa M, dok kod drugog integrala w pripada komplentu ali posto
J

je v € (0,2] slijedi da je (|w|2) 2 < |w|?, te drugi integral ogranicavamo sa &,. Cijelo

A, tada mozemo ograniciti sa

1
A, > §Md lo]" =2 (M, +&,).
Ako izaberemo r, dovoljno veliko tako da zadovoljava
8(My+E))
> | —=] >1, 2.25
e (MR (225)
tada ¢e svako v € B¢ (0) zadovoljavati
1

A, > ZMd lv|7. (2.26)

Spajanjem (2.24) i (2.26) dobijamo da je

Ed M
/\7 > (EdSV Z:H-IBT* (0)<U) + Td |U|’Y 11{3%(0)(“))

S min{ Mg, £}

= 4 S’Y_Q (113” (0) (’U) —|— |’U|’y 135* (0) (U)) . (227)

Sada prvo za v € B, (0) vazi

(v>2 =1+ |v|2 <1472
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azav € B¢ (0) i posto je r, > 1 kao §to je pokazano u (2.25) slijedi

1
lw]? > 72 > < = > > 1,

*

odnosno
% J
2

W) = (1+ o) < (2o + [v]?)

Spajanjem ovih nejednakosti dobijamo

<" (1+72)

X
2

(0)" = (v)" (Ip,..0)(v) + Igg,_(0)(v)) < (147

Konaé¢no dobijamo da je

(1g,.(0)(v) + [v]" Lrg_0)(v)) -

y—2
A7 > és—w v 77
2 (14712)?
te uvrstavajudi (2.23) i (2.25) dobijamo donje ogranicenje (2.18). O

Na kraju, uporedimo leme o gornjem i donjem ogranicenju 2.5 i 2.6. Vidjeli
smo da lema o gornjem ogranicenju je Cisto tackasta (eng. pointwise). Dok lema
o donjem ogranicenju je predstavljena preko konvolucije funkcije f i polinomnog
momenta stepena - i njena ocjena je ¢isto funkcionalna, sto ¢e igrati veliku ulogu u
izboru Banahovih prostora u kojim ¢emo predstaviti rjesenje Kosijevog problema
za Bolcmanovu jednacinu. U jednu ruku moze se re¢i da lema o donjem ogranic¢enju
diktira put ka rjesenju Kosijevog problema.

2.4 L, a priori ocjene za momenate

Sada ¢emo iskoristiti sve prethodne leme kako bi dali ogranic¢enje kolizionog
operatora.

Lema 2.7 (Ogranicenja kolizionog operatora). Neka je f € L}, koja zadovoljava
pretpostavke leme 2.6. Tada za svako v € (0, 1], zadovoljena je nejednakost

mlQU )= | QULNW) @) dv < — A + Byllfly, (2.28)

gdje su A, i By, definisane pomocu konstanti iz lema 2.3, 2.4, 2.5 1 2.6 na sledeci
nacin: . By
A= ca(1=Coi ) I fll 2" > Ar = ca(l = Ce) I £Il.

1
0

>0 (2.29)
0

By, :=2¢,CxCy || f 1 > 0, (2.30)

za svako k > 2.
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Napomena 5. Primjetimo, A, i By ne zavise od vremena, jer my i my ne zavise
od vremena (zbog zakona odrazanja makroskopskih promjenjivih), i A, ne zavisi

od k.

Dokaz. Za test funkcije 1, = (v>k, slabo rjesenje kolizionog operatora (1.20) je
dato

W= [ QN @

1

"2 /Rdxm%d1 FLD + () = (@) = (0))B(|u| ;i - 0)dodv,dv. (2.31)

Primjenom leme (2.4) o angularnom usrednjavanju, (2.31) je ograni¢eno sa

1 ~ _ _
wes [ gl (G (0 ) + 0 )
R4 xRd
- (1 - c) <<v>k + (U*>k>> dv.dv (2.32)
Zbog integrabilnost svih podintegrabilnih funkcija u (2.32), integral sa desne stra-

ne mozemo razdvojiti na dijelove koje poticu od apsorpcionog i emisionog dijela
koliziong operatora, u oznakama W* i W~ respektivno

Wt = % é i ul CiCs <<v> (01 4 (v)F! <u*>) dv.dv, (2.33)
| ¥ k k
W= (-cy) /R i (10" + ()" duwde, (2.34)
tako da
W=wr-w-. (2.35)

Primjetimo da su svi ¢lanovi u (2.33) i (2.34) pozitivni, pa kako bi dobili najbolju a
priori ocjenu koliziong operatora u slaboj formulaciji, W+ ¢emo ograniciti s gornje
strane, dok W~ s donje strane.

Za |u|” u (2.33) iskoristi¢emo ogranicenje dato u lemi (2.5), ¢éime dobijamo

()T () - () (v*)1+7> dv,do.
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Iskoristavanjem definicije momenta (2.3) i ¢injenice da su v i v, nezavisne pro-
mjenljive pa mozemo izvrsiti integraciju po jednoj pa po drugoj, dobijamo da je

W+ < CQC§ Ck (m1+7mk_1 + mlmk_lﬂ) .

Zbog monotonosti norme (2.2) slijedi da je
W < 2¢,C Cymamy,. (2.36)

Sa druge strane za |u|” u (2.34) iskoristi¢emo ograni¢enje dato u lemi 2.6, ¢ime
dobijamo

=5 (1-a) / Fheul ({0) + (0.)*) dode
%( C’s){ (Rdf*!v—vmdv*)dv
+/R fo (o) (/Rdfm _ wdv) dv*}

Nakon integracije prethodna jednacina zapisana koristeéi (2.3) postoje
W™ > cq(1 — Cg)mkﬂ.

Posto je (v)? konveksna funkcija, na definiciju momenta mozemo primjeniti Jen-
senovu nejednakost (A.6) te dobiti
1+F
([ rorwra) "
R4

W™ > 41— Co)my by (2.37)

X
k

[ ro@ a0z ([ o)

tako da slijedi

Uvrstavanjem izraza (2.36) i (2.37) u (2.35) dobijamo da je
-2 142 ~
W < —cq(1 — Cg)m0 R+ QCg(ZngQOk.
0

Kombinacijom Bolemanove jednacine (1.5) i leme o ograni¢enju kolizionog ope-
ratora (2.7) dobijamo obi¢nu diferencijalnu nejednakost za L! polinomne momente,
definisane u (2.3).
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Lema 2.8 (Obic¢na diferencijalna nejednakost za polinomne momente). Ako je f
rjesenje Bolcmanove jednacine (1.5) i zadovolja uslove leme (2.7) tada za svako
v € (0,1] vazi
Sl ) < —A A5 + Belf) (2.38)
ag "1 W= T g RIS '
gdje su koeficijenti A, 1 By dati u (2.29),(2.30) respektivno.
Dokaz. Slijedi direktno iz (1.5) i leme (2.7). O

Primjetimo, da je ¢lan uz A, superlinearan u odnosu na normu || f|| 1, dok ¢lan
k
uz By linearan sto ¢e kasnije biti od znacaja.

Teorema 2.9 (Kreacija i propagacija polinomnih momenata). Neka je f rjesenje
Bolcmanove jednacine (1.5) i neka je B(|u|,4-0) = |u|” b(i-o), pri cemu~ € (0,1]
i b(1 - o) je integrabilno na S, tada sledeée osobine vaZe

1. (Kreacija) Neka je fo(v) € Li(R%), odnosno my[f](0) < oo, tada postoji
konstanta takva da vazi

ml £](t) < <%>7 (1 —e”f’“f)_s, — (2.39)
2. (Propagacija) Ako je my[f](0) < oo onda je
mg[f](£) < max { <%> ' ,mk[f](o)} : (2.40)

za svako t > 0.

Dokaz. Posmatrajmo obi¢nu diferencijalnu nejednacinu koja se javlja u (2.38) iz le-
me 2.8. U slu¢aju jednakosti ona je u stvari Bernulijeva ODJ. Ideja dokaza je da na
osnovu rjesenja Bernulijeve ODJ, saznamo viSe o samim momentima. Bernulijeva
ODJ je data sa

y'(t) = —ay(t)'™ +by(t), sa pocetnim uslovom y(0) = yo (2.41)
i neka su parametri a, b, ¢ dati kao

a:= A, b:= By, c:= %

Rjesenje Bernulijeve ODJ moZemo dobiti mnozenjem faktorom —cy !¢ i uvodenjem
smjene v = y~ ¢, i rjeSavanjem jednacine (2.41) dobijamo

_1
c

y(t) = (% (1— e + yo_ce_Cbt) . (2.42)
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Pokazimo prvo da je rjesenje (2.42) monotona funkcija. Funkcija f definisana

na slededi naéin .
fit)=t"¢, za t >0,

je monotono opadajuca jer je

1
Fit)=—=tc1<0, Vt>0.
c
Sa druge strane funkcija
a —cbt —c,_ —cbt
g(t):g(l—e )—i—yoe ,
je rastuca ili opadajuca u zavisnosti od parametara, jer je

a> {<O ako je yo“— ¢ >0,
b

"(t) = —cbt( b - __
glt)=e ( C)<y0 >0 akoje y,“— 7 <0,
Odakle slijedi da

y(t) raste  ako je yo > (

Y

e o
Ql= o=

y(t) opada ako je yo < (

te je zadovoljeno

o) < max {un, (5)

(2.43)

sto dokazuje (2.39). Na slici 2.1 je prikazano ponasanje rjeSenja Bernulije jednacine
u zavisnosti koji parametar je ve¢i. Dalje, da bismo pokazali (4.20) u (2.42) zane-

marujemo pocetni uslov, te dobijamo
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2.5

Slika 2.1: Graficki prikaz rjesenja Bernulijeve ODJ, pod uslovom da je yy < (%)7

(lijevo) i yo > (%)_% (desno).
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Glava 3

Egzistencija i jedinstvenost
rjesenja

Do sada smo vidjeli a priori ocjene za Bolemanovu jednacinu, koje ¢emo isko-
ristiti da bi pokazali da Kosijev problem za Bolcmanovu jednacinu

{&f(t,v) = Q(f. /v (3.1)

f(0,0) = fo(v),

ima jedinstveno rjesenje za svako ¢t > 0. Dokaz e biti baziran na teoriji egizistencije
i jedinstvenosti rjesenja obicnih diferencijalnih jednacina u Banahovim prostorima,
¢iju prvu ideju je dao Bresan u svojim biljeskama [7]. Alonso, Gamba i Tran su
dokazali teoremu radi egzistencije i jedinstvenosti rjesenja za kvantnu prostorno
homogenu Bolecmanovu jednacinu [2], i njihov dokaz se bazira na osnovu teorema

iz [23].

Teorema 3.1. Neka je £ := (€, ||]|) Banahov prstor, S je ogranicen, konveksan i
zatvoren podskup od &, i neka operator Q : S — £ zadovoljava sljedece osobine:

(a) Helderovu neprekidnost (Holder continuity)
1Q[u] = QI < C flu =], B € (0,1), Yu,v € S;

(b) Pod-tangentni uslov (Sub-tangent condition)

lim dist (u + hQ[u},S)
h—0+ h

=0, Yues;

(¢) Jednostrani Lipsicov uslov (One-sided Lipschitz condition)

[Qlul = Qv u —v] < Cllu— v, Yu,v €S,
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gdje
[©, @] :hlggl_ W (o + hell = lol]) - (3.2)

Onda jednacina
Ou = Qlul, zat € (0,00), sa pocetnim uslovom u(0) = ug u S,
ima jedinstveno rjesenje u C([0,00),8) N C((0,00),E).
Dokaz ove teoreme se moze pronadéi u [2].

Rjesenje Kosijevog problema (5.41) bi¢e u Lj Banahovim prostorima, odno-
sno za & iz prethodne teoreme uzeé¢emo bas Li. Dalje, na osnovu a priori ocjena
definisemo ogranicen, konveksan i zatvoren podskup € od L} na sljede¢i nacin

0= {f(v) € LL: f>0, 3Cy, Oy, takvi da ¥t > 0, F(t,v)odv =0

Rd

mo[f)(t) = Co, malf)(t) = Co m[f1()) <y} (33)

pri ¢emu je Cy odredeno u propoziciji 1 i k = max {2+2v,2+0}.
Prvo treba da provjerimo da je kolizioni operator (1.12) preslikavanje @ : Q2 —
LY. Za proizvoljno f € Q, provjeramo da je ||Q(f, f)||L% < 00, odnosno

QU Dy = [ 10U D) )7 dv < . (3.4

Apsolutnu vrijednost kolizionog operatora iz jednacine (3.4), mozemo zapisati pre-
ko funkcije znaka, |-| = -sign(-), odnosno

QU Ny = [ QU Hwsien @) () o (3.5)

Izraz sign (Q(f, f)(v)) (v)? se moze posmatrati kao test funkcija za slabu formula-
ciju kolizionog operatora (1.20), pa jednac¢ina (3.5) postaje

1

QU Allzy = 5 /RRS ffe (<v’>2 + (W) 4 () + <v*)2> Bdodv,dv

_ / £, ((0) + (0.)?) Bdodu,dv,
R4 xRd xSd—1
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u poslednjoj jednakosti iskoristili smo zakon odrzanja mikroskopske energije (1.7).
Upotrebom leme 2.5, dobijamo

QU sy < eobllssscva [, F5 (G0 + (00)7) ((0) + {0)7) o

< 26 bl s gi-riaoy (1112, 17y + F 1Ly 1£1L23)

< 4ey ”bHLl(Sd*l;da) ||JP||L;+7 ||f||L% )

gdje smo iskorisliti monotonost norme (2.2) i ¢ime smo pokazali da Q(f, f) € L} ,
posto je f € Q.

3.1 Helderova neprekidnost

U ovom dijelu pokaza¢emo da vazi prvi uslov iz teoreme 3.1, odnosno da je
kolizioni operator (1.12) Helder neprekidan.

Lema 3.2 (Helderova neprekidnost). Za sve funkcije f i g koje pripadaju skupu
Q definisanom u (3.3), sledeca nejednakost je ispunjena

[ 1QU.1) = Qo 9) () o < Pllpsgooray Cu I —ollfy (36)

1
gdje je konstanta Cy = 8¢,C5,. (2Ca,, + Ca).

Dokaz. Prvo zapisemo razliku dva koliziona operatora koji djeluju na funkcije ras-
podjele f i g kao zbir i razliku te dvije funkcije raspodjele,

N | —

ovo je moguée zbog bilinearne strukture kolizionog operatora. Trazimo mu L2
normu od poslednjeg izraza

Tn = QU 1) = Qo9 = [ 1QUF.7) = Qla.g)] (0)* o
<5 [ 0QU +0.7 =9l +1QU g +a)) (0 d

Apsolutnu vrijednost kolizionog operatora ¢emo zapisati pomocu funkcije znaka,
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odnosno |-| = - sign(-), koju mozemo razumjeti kao test funkciju.

zy<?/ (F+9)1fe— g +1F — gl (f 4 92)
RdxRdxS§d—1

-2
x (') + ()% + ()% + (v,)*) Bdodv,dv
-/ (F +9) 1o = gl 41 = gl (/o + )
Rd xRdxSd—1
x (1) + (v,)*)Bdodu,do,
gdje se poslednja jednakost dobija zbog zakona odrzanja energije na mikroskop-

skom nivu (1.7). Posto je kolizioni prijesek dat sa B = |u|” b(1 - o), iskoristi¢emo
gornje ogranicenje za |u|” dato u lemi (2.5), te za integrabilno b(a - o) dobijamo

Tn < ey lorran [ (F+0)15 =gl 417 =gl (5 5.)
R xR4
X ({0 + (0. (o) + (0.))dvedv
< 260 0l sst a0y (15 + 9llig, 1S = gllig + 1 = gllug, 17 +glly
1+ lly IF = gly ++1F = gllzy 1 +glly) -

Ako iskoristimo monotnost norme (2.2), vazi da je
Tir < 26, [Vlsgomram 1 — olly, (I + 0y, + 17 +glly)
Primjenjujuéi (A.7) dobjamo
; ;

I1F =gl < IF gl 17—l

sa druge strane ako iskoristimo osobine skupa €2
3 3 3 3
17—l <IFWE, -+ ol <20,

IF +lloy, < IFlay, +llglly, < 2Ca4s,
IF +gllzy < 1l + llgllzy < 2Cs.

Finalno dobijamo

1 1
Iy < 8Cg ||b||L1(Sd*1;da) 022+7(202+7 + 02) ||f - 9”2; .
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3.2 Pod-tangetni uslov

Pod-tangetni uslov u teoremi 3.1 je dat sa

lim dist (u + hQ[ul,S)
h—0+ h

=0, YVueS,

odnosno da za svako u iz S, distanca u + hQJu] i skupa S kad h — 0+ je jednaka
nula.

U nasem slucaju, ideja pod-tangetnog uslova je da pokazemo da je presjek lopte
sa centrom u f+hQ(f, f) i skupa € neprezan skup. Preciznije, za f € Q i za svako
e > 0 postoji hy > 0 tako da lopta sa centrom u f + hQ(f, f) i polupre¢nikom
he, u oznaci B(f + hQ(f, f), he), daje neprazan skup kad se presjece skupom  za
svako 0 < h < hy. Za svako h; imamo da je

R dist ((f + hQ(f, f),Q) <&, (3.8)

za svako 0 < h < h;. Vidimo da je (3.8) ekivalentan sa pod-tangetnim uslovom
iz teorme 3.1, pa ¢emo slede¢emo propozicijom pokazati da postoji hy takvo da je
uslov (3.8) zadovoljen.

Propozicija 1. Za fiksno f koje pripada €2, vazi da za svako € > 0 postoji hy > 0
takvo da B(f + hQ(f, f),he) NQ # D za svako 0 < h < hy.

Dokaz. DefiniSimo prvo pridruzenu funkciju raspodjele
[r(t,v) = f(t,v)1g, (o) (v), (3.9)

gdje je 1g,(0)(v) je indikatorska funkcija za sferu B, (0) poluprecnika r definisanu
u (2.19). Takode definiSemo propratnu funkciju

9r = [+ hQ(f, [+), (3.10)
za svako h > 0. Cilj nam je naéi r i h tako da g, € B(f + hQ(f, f), he) N Q.

Primjetimo da svako f € Q implicira da je f, € §2. onda koriste¢i daje kolizioni
operator veéi od emisionog dijela, dobijamo

QU £)(0) > Q- (o f) (W) = —F, / £ Bdodo,.

RdxSd—1

Sledece koristimo donje ogranic¢enje iz leme 2.6, dobijamo
Q(fr, fr)(v) = —cafe(Co+ Cy)(1 +v7)7 = —ca(Co + Cy)(1 +17) fr.
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Odakle slijedi da je g, ograniceno sa
gr < f(1=ca(Co+ Cy)(L+77)h) =0

za svako h koje zadovoljava

"e <0’ calCo t clml +w>) |

Sledece, koris¢enjem slabe formulacije (1.20) dobijamo

[ et mwa=o. [ Q) 0o =o
sto implicira da je
mo[g,] () = mo[f](t),  ma[g,(t) = ma[f](£),

nezavisno od r i h, §to znac¢i da sva gornja i donja ogranicenja za polinomne
momente od f vaze i za g,. Definisimo sada preslikavanje Li(x) : [0,00) = R

Li(z) = =A% + B,

pri ¢emu su A, i By pozitivne konstante iz leme 2.7 za svako v > 0, k > 2. Ovo
preslikavanje ima samo jednu netrivijalnu nulu, koja je data sa

k
B v
Bp = (A—’“) . k> ky, (3.11)

pri cemu se Li(x) se mijenja vrijednost iz pozitivne u negativnu, za x > ). Sada,
neka je x > 0, tada je zadovoljena nejednakost

Li(z) < max Ly(z) =: Li(z),

T 0<z<dy

a sam maksimum preslikavanja L (z) se lagano racuna, te se dobija

. Bk \" Ek \7

gdje K., zavisi od ”fOHL}C' Iz leme 2.7 slijedi za svako k > 2 vazi

QU D) () dv < Lulmlf]) < Lo
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1 definiSemo )
C];, =2, + ,C%k. (313)

Za bilo koje f € Q, imamo dva slucaja: (i) my[f] < & ili (1) mg[f] > Z¢. U prvom
slucaju, za g, dobijamo da je

(] <@+ h [ QU fr) () () dv < &g + WL,y < O,
R4

gdje smo bez gubitka opstosti pretpostavili da je h < 1. U drugom slucaju, neka
jer =r(f) > 0, dovoljno veliko da vazi uslov my[f] > Z. U tom slucaju je Ly je
negativno, odnosno

Li(m[fr]) <0,
odakle slijedi da je

wy[g,] < & + Lip(my[fy]) < 2 < G

Sad zakljucujemo da svako g, € 2 ako je 0 < h < h,,

h=minq 1 !
‘mm{ ’cd<co+ow><1+m}‘
Pokazimo da g, pripada B(f + hQ(f, f), he),
1
E ||g7° - f - hQ(f, f)HL% = ||Q(f7’v fr) - Q(f> .f)HL%
< bll s oo,y Cr 1 = FIIZy < he,

pri cemu smo koristili ocjenu iz (3.6) iz leme 3.2. Dokaz zavrsavamo odredivanjem
paramaterara r i h; kao

_ 1
r=max{r(f),r(e)},  hi=min {1’ ca(Co+ C3)(1+17) } |

3.3 Jednostrani LipsSicov uslov

Za slucaj € = L} uslov za [p, @] u jednacini (3.2) se svodi na
— 1 -1 _ —
ford] = Tim 1l + il = ) =

= tim [ B (o + kel — L) ()2 dv = / 6 sign() (v)2 dv.

h—0—
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Poslednji korak slijedi na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji
A9 1 izraza

200 + ho?

At (o + ho| — |]) ~ o+ hol + 7l

— ¢ sign(e) kad h—0".

Lema 3.3 (Lipsicov uslov). Za sve funkcije f i g koje pripradaju ), vazi

[f -9, Q(f? f) - Q(gag)] < ||b||L1(S‘i—1;da) CL ||f - gHL% )
gdj je Cp, = 4cyCoy.

Dokaz. Kao kod Helderove neprekidnosti, iskoristi¢emo osobinu (3.7), odnosno

= 1f = 9.QU. 1) = Qo9) < [ QU N =Qla.)sien(F(0) = g(0) (o) do
—5 [ (@ 0.f =0+ QU — 0.+ 9)) sn((0) = gl0) () o

Iskoristicemo slabu formulaciju kolizionog operatora za test funkciju apsolutne
vrijednosti, te dobijamo

ne<g [, U= e)+ (=0 0

!
x (sign(f' = g') (v/)* +sign(f. — 1) (01
—sign(f — g) (v)* — sign(f, — g.) <v*>2) Bdodv,dv.
Zbog lakseg zapisa uvodimo lokalnu notaciju, h := f — g, i
A(v,v,) = sign(h') (/)" + sign(h.) (v))* = sign(h) (v)* = sign(h.) (v.)*.
Integral I;, u ovoj notaciji postaje

1

I; < Z/ ((f+9)(he) + (h)(f« + g+)) A(v, v,) Bdodv,dv.
R4 xRd xSd—1

Primjetimo da sledec¢i identiteti vaze zbog mikroskopskog zakona odrzanja energije

(1.7)

RA(w,v.) < [B] ({07 + (00 + (02) = (0)) = 2Rl (0.)7,
PAw, ) < [l () 4+ (01 = (02) + (0)) = 2| (v)°,
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odakle slijedi da je
I, < —/ ((f + g) | <v>2 + (f« + g+) || <v*>2) Bdodwv,dv.
RdxRdxSd—1

Zbog integrabilnost B, i gornjeg ogranicenja (2.5) slijedi

1
L < 5 bleran [ (40l @
R xR4
(o 02) ] (0)?) (007 + o) )doudl
< g [bl1 00 vaoy (1F + 6lly, 1F = sy + 15 + gl 17 — gl

< 26 bl s si-riaoy (IF + 9y, 1 = 9l11)

pri ¢emu smo u poslijednjoj nejednakosti koristili monotonost normi (2.2). Zbog
istog argumenta vazi da je

1F ~ally <1 —allys 1 +ally <UFley, +lolley, <2Ca,

¢ime dobijamo
[L é 4Cg ”bHLl(Sd—l;da) C2+'V Hf B gHLé ’

Sto zavrSava dokaz. O

3.4 Rjesenje Kosijevog problema

Na osnovu teoreme 3.1, pri ¢emu smo provjerili sve potrebne uslove kroz leme
3.2, 11 3.3 slijedi egzistencija i jedinstvenost rjesenja Kosijevog problema (3.1).

Teorema 3.4 (Egzistencija i jedinstvenost rjesenja). Neka je v € (0,1], b inte-
grabilno i pocetni uslov fo € Q, gdje je Q data u (3.3). Tada, postoji jedinstvena
nenegativna funkcija takva da

f(t,0) € C([0,00); ) NC* ((0,00); Ly (RY))
koja rjesava Kosijev problem (3.1).

Napomena 6. Primjetimo da ova teorema ne zahtjeva uslove koji se odnose na
entropiju. Medutim, ako je entropija u po¢etnom trenutku ogranic¢ena, na osnovu
H-teoreme tj. (1.24) entropija ¢e biti ograni¢ena i u svakom drugom trenutku za
t>0.

35



Glava 4

Kosijev problem za mjesavinu
jednoatomskih gasova

4.1 Osnovni pojmovi kineticke teorije za mjesaviju
gasova

Veliki broj masina koji se javljaju u tehnici za radno tijelo imaju gas, ali taj gas
je najceSée mjesavina razlicitih gasova. Izmedu ostalog, zbog toga se javila potreba
da se razvije teorija mjesavina u sklopu kineticke teorije. Ovdje ¢emo predstaviti
osnovne principe kinetcke teorije za mjesavine jednoatomskih gasova. Kao prvo,
moramo definisati $ta je to taéno mjesavina, i tu éemo se pozvati na Truzdela [30],
koji je dao osnovne postulate za mjesavine:

(i) Sve osobine mjesavine moraju biti matematicke posljedice njenih kompone-
nata;

(ii) Da bismo opisali kretanje komponenata, mozemo zamisliti da ih izolujemo
od ostatka mjesavine, pod uslovom da smo pravilno uracunali kako ostatak
mjesavine djeluje na taj izolovani dio;

(iii) Kretanje cjelokupne mjesavine je opisano jednac¢inama kao kod jednog tijela
(intuitivno, mjesavina ne zna da je mjesavina).

U nastavku iznije¢emo osnovne pojmove za mjeSavine na osnovu [28, 5, 8, 31].
Posmatramo mjeSavinu od I jednoatomskih gasova, ¢ije komponente oznacavamo
Ai, ..., Ar. U okvirima kineticke teorije, svaka komponenta mjesavine A; je opi-
sana sa sopstvenom funkcijom raspodjele f; := fi(f,x,v), koja u opstem slucaju
zavisi od vremena t > 0, pozicije u prostoru z € R? i brzinom ¢cestice v € R3.
Posto ¢emo posmatrati prostorno homogen slucaj, zavisnost od x ¢e biti zane-
marena. Funkcija raspodjele f; se mjenja zbog binarnih sudara, te u kontekstu
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mjesavine Cestice komponente A; se sudaraju ne samo same sa sobom veé i sa
Cesticama iz A;j, j # 1.

4.1.1 Procesi sudara

Posmatrajmo dvije Cestice; jednu iz komponente A;, ¢ija masa je m; i pre-
koliziona brzina vj; i drugu koja pripada vrsti A; sa masom m; i pre-kolizionom
brzinom v,;;. Neka su post-kolizione brzine oznacene sa v and v,, respektivno, tada
posto posmatramo elasticne sudare, zakoni odrzanja koli¢ine kretanja i kinetcke
energije glase

/ /

2
oy = ma ol + g o (4.1)

2
!/

m; ‘vij| + m;
Standardno, prelazimo u sistem centra mase, pri cemu definiSemo

m;v —+ MUy

Vij = : U=V — V. (4.2)

mi+mj

Kao i obi¢no sistem jednacina (4.1) parametrizujemo pomocu o € S? kako bi
dobili pre-kolizione brzine pomoc¢u post-kolizionih

m;

m.
/o J / _
vy =Vij+ ———— lu| o, Vi = Vij — ————— lu| o, (4.3)
m; + m; m; + m;
ili ekvivaletno, uvodeci parametar mase koji povezuje dvije mase r;; = - €
i J
(0,1), pridruzen cestici mase m;, bez gubitka opstosti, jer za Cesticu mase m;
o omy B ..
paramter mase rj; = S = (1 —r;;), dobijamo
r_ r
v = Vig + (L —ry) [ulo, vy = Vijg — 1 |u| o (4.4)

Primjetimo, u slucaju da su mase jednake m; = m; = m, jednacine (4.4) se svode
na (1.11).

Napomena 7. Da bi olaksali notaciju, ne¢emo pisati indekse ¢, 7 za vgj, v;ij, Vii
1 755.

Slika 4.1 ilustruje kolizione transformacije pri razli¢itim masa. Recimo da je
ljubicastom bojom oznacena cestica mase m; a sa zutom mase m;. U slucaju kada
su mase iste, posle sudara one bi zavrsile na mjestu zelenih kuglica, kao sto je na
slici 1.1. Ali posto su mase razlicite, centar mase sistema se mijenja (mala plava
kuglica je pomjerena na mjesto veée plave kuglice). Brzina centra mase (4.2) se
moze zapisati u obliku

U+ Uy m; —m;

V:

u, U=V — Uy,
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Slika 4.1: Ilustracija kolizionih transformacija pri elasticnom sudaru cestica
razl¢itih masa.

Somrmyy Sto objasnjava slucaj kad su mase iste, jer bi ovaj

pomjeraj je tacno za
¢lan bio jednak nuli.

4.1.2 Kolizioni operator i Bolcmanova jednacina

Fiksirajmo A; za bilo koje i = 1,..., I, i neka je njena funkcija raspodjele g, s
druge strane neka funkcija raspodjele h opisuje komponente A;. Tada je kolizioni
operator dat sa

Qij(g,h)(v) = / (g(")h(vy) — g(v)h(vy)) Bij (v, vs, 0) do du, (4.5)

R3xS2
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gdjesuv’'iv] datiu (4.3), B;;(v, v, o) predstavlja kolizioni presjek, koji zadovoljava
pretpostavku o mikroreverzibilnosti

Bij(U,U*,U) = Bji(v*,v, —U).

Primjetimo, da za svaki operator );; za fiskirani par (¢,j) postoji pridruzeni
operator @i,

Qulh.g)0) = [ (hw)g(ul) ~ ho)gle) By(v, v} do o, (46)
R3 xS
gdje pre-kolizione brzine w’ i w/, se razlikuju u odnosu na (4.3), i koje se mogu
dobiti promjenom masa m; <+ m;, odnosno
;MU + M,v, m; ;TG0 A+ MUy m

w' = + v —vi|o, W, = - T
m; +m; m; +m; m; +m; m; +m;
(4.7)

Kada je m; = m;, iako su pre-kolizione brzine iste, ();; i ()j; se i dalje razlikuju, jer
ne moraju imati isti kolizioni prijesk B;;(v, v., o) # B;i(v, v, 0). U nastavku ¢emo
posmatrati kolizioni presjek dat u obliku

Bl-j(v, Uy, O') = ]u i bZ]('LAL . O'), (48)

pri ¢emu 7;; € (0,1] 1 b(a- o) = by (a-0) € L'(S?* do) zavise od komponenata

Ai A,

Bolecmanova jednacina koja opisuje evoluciju funkcije raspodjele f; koja opisuje
Cestice iz A; glasi

I
Ofi(t,v) = Qu(fi fi)tv),  i=1,.. I (4.9)
j=1

Posto proucavamo sve komponente mjesavine istovremeno, korisno je uvesti slede¢u
vektorsku notaciju. Sve funkcije raspodjele f;, ¢ = 1,... [ stavljamo u vektor
funkcije raspodjele

F = [fili<i<r- (4.10)

Takode uvodimo vektorski kolizioni operator Q, ¢ija je i-ta komponenta
I
[Q(F)]; = ZQij(fiy fi)- (4.11)
j=1

Tada sistem Bolcmanovih jednacina (4.9) moze biti zapisan u vektorskom obliku

OF(t,v) = Q(F)(v). (4.12)
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Sada prirodno uvodimo pojam slabe formulacije kolizionog operatora u vektorskom
obliku (5.16), koja je data sa

1 1

> [ e®L e =335 [ pehe)

i=1 j=1

x (Yi(v") + (L) = ¥i(v) — i (v.)) Bij(v, s, 0)dodv,.do.  (4.13)

Kao i prije, slaba forma i kolizione invarijante ukazuju na makroskopske veli¢ine
koje su ocuvane. Preciznije, za svaku funkciju raspodjele F, kada je test funkcija
¥;(v) = 1 dobijamo

/ [Q(FF)], dv = 0, zasvei=1,...,1, (4.14)
R3

i iz (4.13) za izbor e(z) = my x|, i e(x) = mez, = € R, dobijamo na osnovu
(4.1)

[Q(F)], my ]v[de =0, (4.15)

I
=1

7

Z [Q(F)], m;vdv =0,

i=1

za sva vremena t > 0.

4.1.3 Funkcionalni prostori

Definicija 4.1 (Lebegova zagrada za mjesavine). Za slucaj mjesavina Lebegovu
zagradu definiSemo na sledeéi nacin

my;
<U>i = \/1 + X:I—m |U|2, NS R3. (416)
=111

Primjetimo da se u samoj definiciji uzima masa konstituenta A; podijeljena sa
sumom masa svih konstituenata A;, j=1,...,1.
U sluc¢aju mjeSavina koristimo prostor L', ali ovaj put sa drugacije definisanom
Lebegovom zagradom, odnosno koristimo (4.16), tj. rjeSenje Kosijevog problema
trazi¢emo u prostorima

I
Lh= {]F = [fi)1<i<; mjerljiva : Z/ ()| (0)F dv < o0, k> 0} . (417
=1 /R?
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Pridruzena norma, u ovom slucaju je

Bl =3 [ 1) 0 (4.18)

i naravno kao i prije, vazi monotonost normi

||IF||L11€1 < H]F‘HL}C2 ,za svako 0 < ky < ko. (4.19)

Definicija 4.2. Skalarni polinomni momenat reda g > 0 za vektor G = [g;]1<i<r
je definisan sa

EOEDY /R gi(t,0) (o) do. (4.20)

ZaF > 0, njegova norma L}, je tacno jednaka skalarnom polinomnom momentu
reda k, odnosno
]l o= m[F.

Polinomni momenat reda nula my se fizicki interpretira kao brojna gustina gasa,
dok my ima fizicko tumacenje zbira brojne gustine i gustine energije mjesavine.
Stavise, ako T je rjeSenje sistema Bolemanovih jednacina (4.9), onda (4.14) i (4.15)
impliciraju o¢uvanje gustine gase i ukupne energije mjesavine. Odnosno,

Omo[F](t) =0 dmu[F(¢) = 0. (4.21)

Preciznije, iz (4.14) vazi zakon odrzanja gustine za svaki konstituent A;, dymg ;[F](¢) =
0,zasvei=1,...,1.

4.2 Fundamentalne leme

U ovom poglavlju ¢emo dokazati fundamentalne leme koje ukazuju na disipaciju
m; momenata apsorpcionog clana kolizionog operatora, sto omoguc¢ava dominaci-
ju m; momenata emisionog Clana, te na kraju obi¢nu diferencijalnu nejednakost
za momente my rjeSenja Bolcmanove jednacine, Sto je kljucna apriori ocjena za
dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti rjesenja Kosijevog problema.

4.2.1 Energijski identitet

Lema 4.3 (Energijski identitet za mjesavine). Neka je fiksan par cestica (i, )
sa brzinama v and v, koje imaju masu m; i m;, respektivno. Neka je njihova
lokalna energija Eij = (v)? + <U*>?, gdje (v)7 i <U*>3 su definisani na osnovu (4.16).
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Tada postoje funkcije pi; = pij(v, v, miymy) @ Gij = ¢ij(v, V., m4i, m;) takve da
pi; + qi; = Eij © vazi reprezentacija

<U;>z2 = pij + Nij O - Vz‘j; <U;z;> =qij — Aij o VLJ (4.22)

gdje je \jj := 2\/7“,] — 1) (sE;; — 1)((1 — s45)Eij — 1) sa sij = si;(v, v, mi, my) €
[0,1]. U ovoj reprezentaciji, vazi sledeéi identitet

W+ (V)3 = pytay = By = () +(0.);. (4.23)

Stavise vaze sledeée nejednakosti
pij +Aij < By, qij + Ay < By, (4.24)
za sve brzine v, v, € R? i sve mase m;,m; > 0.
Kao sto smo prije rekli, da bi olaksali notaciju, ij indeks ¢e biti izostavljen.

Dokaz. Prirodno prelazimo u sistem centra mase,

m;V + M,

A zatim primjetimo da sledeéi izrazi vaze
m?2 2m. ~
WP = VP + s uf + ——— Ju| [V] o -V,
(mi 4 m;)? m; +m;
2
- 2m
o = VI sl = =l V] V.
) J m;
Prelazenjem u Lebegove zagrade (-) koje su definisane u (4.16), dobijamo
2
m;ms
(W) =1+ = VI + L luf
Zz 17 (mi +my)? 32, me
2m;m.; A
+ i lu| [V|o -V,
(mi + mj) ZE:l my (4 25)
) .
(W) =1+ ==— VI’ + T [ul?
=11 (mg +m;)? > 2 e
2mym,; )
— mm]I lul |[V|o - V.

(mi +my) >y me
Uvedimo totalnu energiju E dvije cestice koje se sudaraju u formi Lebegovih zagra-

da (-), §to je konzervativna veli¢ina zbog mikroskopskog zakona odrazanja energije
(4.1) i zakona odrzanja mase,



Koristenjem izraza (4.25) i energije E mozemo napisati sledece izraze u sistemu
centra mase

mi—i-mj

T
23:1 my

m;mm;

T
(mi +my) Zezl my

2

E=2+ |ul”. (4.26)

VI* +

Cilj nam je da predstavimo kvadrate (v/)7 i (vi}j kao skalarnu kombinaciju
razlicitih dijelova E. Ovo uspjevamo, uvodedi slede¢e parametre

i) parametar r € (0,1), koji dijeli masu u konveksnu kombinaciju

m;
r=——— and 1—r=——",
m; +m; m; +m;

i (4.27)

ii) funkcija s € [0, 1] koja isto konveksno dijeli E na dva dijela, jedan je povezan
sa |u|” a drugi sa |V|?, koristenjem prethodnog izrzaza (4.26) na slede¢i nacin

m;my;

7
(Mg +my) Dy me

m; +m;

—— L |V]*. (4.28)
Eé:l my

sE =1+ lul> and (1—s)E = 1+

S (U*>5 se mogu reprezentovati pomocu
(4.25), kao funkcije energije F i skalarnog produkta brzine centra mase V' i para-
metra o na sledec¢i nacin

. .. . 2
Konaé¢no, post-kolizione brzine (v') !

<

WY =r(1—s)E+ (1 —1)sE+2/r(1 —r)(sE—-1)(1—s)E—1)o-V,
(W) =rsE+(1—r)(1—s)E—-2\/r(1-7)(sE—1)(1-s)E—1)o-V,
(

.29)
Zatim, uzimajuci da su

p=r(l—s)E+ (1 —r)sE,
g=FE—-p=rsE+(1—-r)(1-3s)E,
A=2yr(1—r)(sE—1)((1—s)E —1)

A LLZYILT]
=2/r(1 —r) 27— [u| |V,
D=1 T

jasno je p+ q = E i reprezentacija (4.22) pri ¢emu je odrzana jednakost (4.23)
2 - 2 >
(W)i=p+tArc-V, (W);=q-Ao-V,
¢ime smo dokazali (4.22) i (4.23).
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Sa druge strane, slijedi

;p—I—)\ (\/7“1—8 +/(1—7) ) <1,

posto

[nax <\/r(1 —s)++/(1— r)s) = 1.

Na slican nac¢in

S+ < (Ve VTN -9) <
O

Usporedimo energijski identitet za mjesavine 4.3 i jednokomponentni gas 2.2.
Definisimo energiju cestice sa masom m;

_ sz my;
E=(v); +(v); =2+ o V" + -=—[uf*
Zj:l m; 2 Zj:l m;
Kada su m; = m; onda je parametar 7 = 1/2, i kao posljedica p := p(v, v., m;, m;),
q := q(v,v.,m;;m;) i A dobijamo

I my
p:q:§E7 /\:1—|U||V|
Zj:lmj

sto nam omogucu da dobijemo kvadrate pre-kolizione brzine kada je m; = m;,

N2 i
vy, =F | =+ —o -V |,
< >Z (2 Z§:1mj

Odakle se vidi da su energijski identiteti za mjesavine 4.3 i jedno-komponentni gas
2.2 jednaki. Ali vazna razlika je u tome kada je m; = m;,

1 ; _
A= ¢E,
Z Zj:l m;
gdj je € dato u (2.8). Koriséenjem Jangove nejednakosti (A.4) dobijamo
|
2 <z
E— 2

odakle slijedi
1, - 1, -
F@+N)=5@+y) <t
U drugu ruku kada su mase razlicite m; # m;, upotreba Jangove nejednakosti nije

mogucéa, jer onda dovodi do narusavanja nejednakosti p+ A < Eig+ A < E.
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4.2.2 Povznerova Lema

Kod jednokomponentnog jednoatomskog gasa, jedna od kljuc¢nih lema je bila
Povznerova lema. U ovom dijelu predstavicemo ideju njenog dokaza u kontekstu
mjesavina i na kraju predstaviti razliku, izmedu ta dva slucaja.

Lema 4.4 (Povznerova lema angularnog usrednjavanja za mjesavine). Neka je
angularni dio kolizionog presjeka by;(i - o) integrabilan u odnosu na mjeru do.

Tada postoji konstanta C7 takva da vazi
2

MBS

/52 <<U,>f + </U>/I<>§:> bij(t-0)do < Cigj ((Uﬁ + <U*>3) , (4.30)

gdje konstanta Ciﬁj konvergira ka nuli, kad k raste i postoji k¥ > 2 tako da je

sledeca nejednakoi’t Je ispunjena
Cl = Ibijll 1 200y <0, 2a svako k > k7, 1<i,j<I, (4.31)
k ;
gdje svako k¥ zawvisi od by; i rij.

Dokaz. Kao i u slucaju jednokomponentnog gasa, prvi dio dokaza ¢e se oslanjati
na energijski identitete (4.22) i (4.23). Tada lijeva strana (4.30) postaje

/S2 (<v'>f + (vj);?) bi;(i - ) do

Z/SZ((erAf/-a)

= /027r /_11 <(p+ )\,u)g + (¢ — )\,u)§> bij(T) drdep, (4.32)

k
2

+ <q—)\‘7-0>§> bij(t-o)do

pri ¢emu smo o zapisali u jedini¢nim sfernim koordinatama i uveli oznaku Vo= L4
Ideja dokaza je da se ¢lanovi (p + A ,u)k/Q i(g—A p)k/Q razviju oko p = 0 u Tejlorov
red sa integralnim ostatkom koristeéi A.8, ¢ime dobijamo

1
R ICERRY RIER TR YO

1
Ut k(5 1) vm/ (1 - 2)(q — Miz)§2dz.
0

Ocjenjivanjem svakog pojedinac¢nog clana dokazujemo tvrdenje. Zainteresovani
¢italac moze pronaci dokaz u [19]. O
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Slika 4.2: Komparacija Povznerove konstante za r = % za mjesavine i jednokom-

ponentnog gasa za n > 1.

Napomena 8 (Slucaj b;; € L>(S?;do)). Kada angularni dio kolizionog presjeka
pripada b;; € L>(S% do) konstanta iz Povznerove leme 4.30 je data sa

72 72 7 1 (1—p)tt
Ce(r)=2r"—2—=(1-1r)"——n(1l—r)""4+2— - = 4.33
2 =2 —25 -0 - Daep el (g - P sy
zan > 21CX(r) =2 ako 1 < n < 2, pri ¢emu su 7 = max{r,1 —r} i

r=min{r, 1 —r}.

Sada mozemo usporediti Povznerove konstante u slu¢aju mjesavina i jedno-
komponentnog gasa. Prvo, stavimo da je r = %, i dobijamo da je

o (1) _ {ﬁ—@)" (n+27) it n > 2,

2 2(H)"ifl<n<2

Sa druge strane Povznerova konstanta za jednokomponente gasove je bila data
2

C,’ = ;i7, i naslici 4.2 su prikaze obje konstante.
Na slici 4.3 je prikazano kako C;° zavisi od n za neko fiksno r. Zapaza se da sto
je vec¢e r, odnosno Sto je veca razlika masa izmedu komponenti koje se sudaraju,

potreban je veéi broj momenata kako bi Povznerova konstana C;° bila manja od
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Slika 4.3: Konstanta C;°(r) za fiksno r =:

r«, gdje prikazuje koliko je potrebno

momenata n da bi konstanta C,°(r) bila manja od jedan.

jedinice. Tako na primjer, u slucaju da su mase 7 i 3 (u nekim proizvoljnim jedi-
nicama), onda je r = 0.7, te potrebno je da n > 35 kako bi doslo do disipacije.

Na slici 4.4 je prikazno kako C:° zavisi od r za neko fiksno n, odnosno kada
fiksiramo n postavlja se pitanje za koje vrijednosti r vazi da je Povznerova kon-
stanta manja od jedinice. Tako na primjer, za n = 100, » moze biti u intervalu
[0.25,0.75], tj. ako su mase atoma takve da je r u ovom intervalu, posle n = 100

sigurno ¢e Povznerova konstana biti manja od jedinice.
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Slika 4.4: Konstanta C;°(r) za fiksno n =: n,, pri ¢emu je ilustrovano domen od r
za koji vazi da je C;°(r) < 1.

4.2.3 Gornje i donje ogranicenje

Lema 4.5 (Gornje ogranicenje za mjesavine za kolizioni presjek). Neka je v;; €
(0,1] za bilo koje 1,5 € {1,...,1}, tada je gornje ogranicenje

I Yij
|U — U, Yij < 1gla}<{1 ((M) > (<U>7—{— <U*>7> . (434)
1,71< mimj

pri cemu je y = maxi<;j<r Vij-

Lema 4.6 (Donje ogranicenje za mjesavine). Neka je v;; € [0,1], za svako i,j €
{1,...,1}, i neka 0 < {F(t) = [fi(t)... fl(t)]T} C L} zadovoljava
£>0

I
C<Z mzfltvdv<C CSZ/ filt,v)ym; |v)* dv < C,
i=1 /R

I

Z fi(t,v)mvdo = 0,

i=1 YR?

za neke pozitivne konstante ¢ and C. Dodatno, zahtjevamo
I
Z/ filt,v)m; [o P do < A, §>0.
i=1 VR
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Tada postoji cq, takva da vazi

1
> [ misttwl

za svako j € {1,...,1}, sa Y = ming<; <1 Vij- Preciznige, cq je dato sa

w™ dw > ¢4 (V)7

(4.35)

—2+y
g ZES\ 5
A 1 /40\2\ °
%:géf%cmﬂa W(““?(;Q
c m cc
2 —v/2
( (=)
X ]—_'_ - — )
m cc

pri ¢emu su ¢ = miny<; j<; (min{1,2 77 }),

m1n1<]<1 m] maxi<j<ys m;
7 .
=11 D iet M

Kao i prije gornje ogranicenje je tackasto u odnosu na Lebegovu mjeru, dok
je donje ogranicenje u funkcionalnom obliku. Bitna razlika u odnosu na jedno-
komponentni gas jeste da je donje ogranic¢enje dato u odnosu na najmanje ;;, dok
je gornje ogranicenje dato za najvece v;;. Kao i prije donje ogranic¢enje ¢e mnogo
uticati na izbor prostora za rjeSenje.

4.2.4 L; a priori ocjene za momente

Jedna od klju¢nih ocjena koju su potrebni za egzistenciju jeste Li a priori
ocjena kolizionog operatora. Ovakva ocjena ¢e nam omoguditi kontrolu kolizionog
operatora $to je bitno kod teorije egzistencije ODJ u Banahovim prostorima.

Lema 4.7. Neka je F = [fi]izl,...,l € L) ik, > max{k,2+ 27,2+ 0}, pri cemu

je k = maxi<; j<;{k¥} iz Povznerove leme za mjesavine J.4. Tada je zadovoljena
sledeca nejednakost

Z / Edp < — Ay m[F](O)FF + Bymg[F)(6),  (4.36)
R3
sa pozitivnim konstantama A > Ag, i By za k >k,

A= min (1155 r) — €2, )

1<ij<I

Cd

Fl=

(Tmo[F]) "%,

maXxi<i<y My

ZI m Vi | E4L) I
BF%W@%«G##>W)ZQ)
S1)S i1 2

(=1

(4.37)
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gdje je cq 1z leme 4.6, a Cig je Povznerova konstanta.
2

4.3 Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

U ovom dijelu predstavi¢emo teoriju egzistencije i jedinstevnosti za vektor funk-
cije raspodjele F za pocetni problem

{&:F(t, v) =Q(F)(v), t>0, veER’ (4.38)

F(0,v) = Fo(v),

za prostorno homogenu Bolcmanovu jednacinu u kontekstu mjesavina, pri ¢emu su
kolizioni prjesjeci zavisni od A; 1 A;j, 7,5 € {1,...,I} u obliku ¢vrstih potencijala
|u|" za 7;; € (0,1] i integrabilnim angularnim dijelom b;;. Na osnovu leme 4.7,
dobijamo k.,

k, > max{k,2 + 27,2+ 0} za k= max {kV}

1<i,j<I
i y= min 5, 7= max ;. (4.39)
Kako bi primjenili teoremu 3.1, potrebno je da nademo oblast  C L} u kojoj

kolizioni operator (4.11) Q :  — L1 zadovoljava Helderovu neprekidnost, pod-
tangetni uslov i jednostrani LipSicov uslov.

Zbog pod-tangetnog uslova, posmatrajmo preslikavanje L., : [0,00) — R,

definisano sa ,

Lo k. (x) = —Az'"% + Bu,
gdje su A i B pozitivne konstante, v € (0,1] and &, defined in (4.39). Ovo pre-
slikavanje ima jednu netrivijalnu nulu, oznacimo je sa a7, , za koju L, , mijenja

znak iz pozitivnog u negatvno. Tada za svako x > 0, mozemo napisati

ﬁl»"«‘*(x) < max Lo, (x) =: E;k*,

a zatim definiSemo sledeéu konstantu

Ck-* = .I';’k* + E

(4.40)

*
Yok

Sada smo u moguénosti da definisemo ogranicen, konveksan i zatvoren skup 2 C L}
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takav da vazi

I
0= {F(t, VeLy:F>0.Y | mwfit,v)do =0,
i=1 JR?

3Ch, Cs, Ck* >0 takvi da Vt >0,
my[F|(t) = Co, my[F|(t) = Co, my, [F](t) < Ck,iz (4.40) }

Kao sto vidimo da bi definisali skup 2 iskoristili smo uslove leme o donjem ogra-
nicenju 4.6 i potrebne uslove da bi zadovoljili pod-tangetni uslov.

Napomena 9. Kljuc¢na razlika izmedu mjeSavine i jedno-komponentnog jednoa-
tomskog gasa jeste konstanta C, . Kod jedno-komponentnog je bilo potrebno samo,
k = max{2 + 27,2 + 6} momenata i nije bilo uslova iz Povznerove leme, odnosno
vec za k > 2 konstanta C% iz leme 2.3 je bila manje od jednice. Sa druge strane kod
mjesavine jednoatomskih gasova potrebni su jaci uslovi, pa trazimo maksimum po
svim konstituentima te tako dobijamo k, (4.39).

Teorema 4.8 (Egzistencija i jedinstevnost za mjeSavine). Pretpostavimo da je
F(0,v) = Fo(v) € Q. Onda Kosijev problem (4.38) za kolizioni presjek (4.8) ima
jedinstveno rjesenje u C ([0, 00),2) NC! ((0,00), L3).
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Glava 5

Kosijev problem za viseatomske
gasove

5.1 Osnovni pojmovi kineticke teorije za viSe-
atomske gasove

Veéina gasova koji se javljaju u prirodi su u molekularnom stanju, odnosno
njihova struktura je bazirana na vezi izmedu dva ili vise atoma. Neki od klasi¢nih
primjera su molekuli vodonika H,, kiseonika O,, ugljenik-4-okisida C'Os i drugi.
Unutrasnja struktura molekula je izrazito kompleksna i u opstem sluc¢aju se opisu-
je koris¢enjem kvantne mehanike, pri ¢emu se uzimaju u obzir interkacije izmedu
elektrona u elektronskom oblaku molekula, uticaj jezgra na same elektrone i medu
djelovanje jezgra jednog atoma na jezgro drugog. Posto klasi¢na fizika ne moze
opisate sve ove interakcije, ideja je da se kineticki model pojednostavi, te pretpo-
stavljamo da molekuli imaju mikroskopsku unutrasnju energiju, koja je posljedi-
ca ovih interakcija. Sto se ti¢e samog opisa viseatomskih gasova, u literaturi su
najcesca dva pravca, kontinualni i diskretni. Diskretni model uzima da unutrasnja
energija moze poprimati tacno odredene vrijednosti energije, pa slijedi da je sam
spektar unutrasnje energije diskretan, odakle potice sam naziv modela. Za viSe
o diskretnim modelima pogledati [24, 32, 13]. Kontinualni model za viseatomske
gasove se bazira na tome da je unutrasnja energija neprekidna promjenljiva, te se
uspostavlja veza izmedu unutrasnje energije i broja stepeni slobode koji odredeni
molekul posjeduje. U nastavku mi ¢emo predstaviti kontinualni model, ¢ije osnovne
karakteristike se mogu naéi u [6, 16, 9].
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5.1.1 Procesi sudara

Posmatrajmo dva molekula, koji imaju brzine i unutrasnju energiju (v', 1),
(v, I)) € R? x [0,00) prije sudara, dok posle sudara poprimaju vrijednosti (v, I)

i (v, I.), respektivno. Posto posmatramo elasticne sudare, ocuvani su koli¢ina
kretanja i ukupna energija

v+v, =0 + 0,
m, o m, 9 m, e, M, 0 (5.1)
§’U| +I+§|U*| +I*:§\U| +1 +§|U*| + I..

U jednacinama (5.1) se uocava prva razlika za viseatomske gasove u odnosu na jed-
noatomske. Kod jednoatomskih se o¢uvala samo kinetic¢ka energija (jer unutruasnju
energiju ne posjeduju), dok kod viseatomskih gasova dolazi do konzervacije cijelo-
ukupne energije, tj. zbira kineticke i unutrasnje energije. Kao i obi¢no prelazimo
u centar mase, te uvodimo relativnu brzinu u i brzinu centra mase V na sledeci
nacin

V::U—;U*, U=V — V. (5.2)

Tada ukupna energija molekula (5.1) se moze zapisati na slede¢i nacin

%ﬁﬁ+l+hz%mf+F+ﬁ:E. (5.3)
Sa druge strane, zakon odrazanja koli¢ine kretanja postaje
V=V, (5.4)

kao sto je bilo i prije u sluc¢aju jednoatomskih.

Zelja nam je da pre-kolizione velicine o', I’ v’ , I zapisemo pomoc¢u post-kolizionih.
Kako bi ovo uradili pozivamo se na Bornake-Larsen proceduru [15], koja ¢e nam
omoguciti parametrizaciju u obliku duple konveksne kombinacije. Uvodimo pa-
rametar R € [0,1], koji dijeli ukupnu energiju na dva dijela, jedan koji pripada
kinetickoj energiji a drugi dio koji je posljedica unutrasnjih energija molekula

%WT:RE I'+1I =(1-R)E.

Dodatno, uvodimo r € [0, 1] kako bi podijelili dio energije (1 — R)E na njene

konstituente I’ I, na sledeéi nacin

I'=r(1—RE, I'=(1-7)1-R)E. (5.5)

Na kraju uvodimo paramterar o € S?, kao kod jednoatomskih gasova, kako bi
parametrizovali relativnu brzinu molekula prije sudara.

RE
u = u|o =24 —0. (5.6)
m
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Primjetimo, u slucaju nepostojanja unutrasnjih energija molekula, poslednji izraz
se svodi na klasican izraz za jednoatomske gasove, |u'| = |u|.

Konaé¢no, uvodenjem svih ovih parametara, u moguénosti smo da napisemo
pre-kolizione brzine pomoc¢u post-kolizionih

RE RE
V=V+4/—0o, v.,=V—/—o0. (5.7)
m m

Da bi dosli do strukture kolizionog operatora za viseatomske gasove, potrebno
je da znamo Jakobijan preslikavanja pri prelazu iz pre-kolizionih u post-kolizione
veli¢ine, i tu nam pomaze slede¢a lema.

Lema 5.1. Jakobijan transformacije

T:(v,v, I, L,r,R0)— (W' o, I' I, v, R o), (5.8)
gdje su brzine v' i v, definisane u (5.7), energije I' i I, u (5.5), u
I I m |ul®
7”/ e — s / = y O'/ = T, 59
I+1L E—2uf AE |ul (59)

je dat sa
1-R)R'V* (1-R)
(1-R)RY?2 (1—R)|ul

Dokaz ove leme se moze pronaéi u [17].

Sledec¢a lema omoguci¢e nam da nademo invarijantu u odnosu na procese su-
dara. Ta invarijanta ¢e sadrzati faktor I*IY koja je izrazito bitna za modelovanje
viseatomskih molekula. Kao sto ¢emo vidjeti parametar « je vezan za broj stepeni
slobode D, koji se "krije” u ukupnoj energiji cijelog gasa,

D
pe = §k’T, (5.11)

pri ¢emu za viseatomske gasove D > 3, dok za jednoatomske D = 3. Definisemo
sledece particione funkcije

0a(r) == (r(l = 1)), Vo(R) == (1 — R)*. (5.12)
Lema 5.2. Za svako o« > —1, pri promjeni varijabli

(v,v., I, I, R,r,0) <> (v, 0, I', I, R' )", o), (5.13)

(v, v, I, 1, R,1,0) <> (v, 0, [, [, R, 1 — r,—0), (5.14)

sledeca mjera ostaje invarijanta

dA = B(v,v,, I, 1,, R, 7,0) pa(r) (1 = R)RY*)o(R) I*I® dodrd RAI,dIdv,dv.
(5.15)

Dokaz se moze naéi u [17].
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5.1.2 Kolizioni operator i Bolcmanova jednacina za visSe-
atomske gasove
Struktura kolizionog operatora za viseatomske gasove prvo je data u [6]. Funk-
cija raspodjele je data prirodno u Banahovom prostoru L'(R? X [0, c0) za varijable
vil.
Kolizioni operator u jakoj formulaciji je dat u obliku

IT.\“
araen=[ (ra(s7) o)

x B(1— R) RY? . (r) vo(R)AR dr dodl, dv,, (5.16)

a > —1, sa funkcijama (1), ¥, (R) iz (5.12), ', v}, su definisani u (5.7). Za prostor
nad kojim integralimo smo uveli slede¢e oznake

A :=R? x [0, 00), and K :=[0,1]* x §?, (5.17)

pri ¢emu A se odnosi na prostor brzina i energije, dok K se odnosi na prostor pa-
rametara r, R, 0. Takode, koristili smo standardnu notaciju za funkciju raspodjele

f/ = f(t7'U/7]/)7 gi = g(t,U;,]i), = f(t,'U,I), g« 1= g(t,U*,]*).
Kolizioni presjek, je dat sa

B .= B(v,v, 1,1, R,r,0) >0, (5.18)
koji je invarijantan u odnosu na promjene varijabli (5.13) i (5.14).

Kolizioni operator (5.16) mozemo zapisati na malo drugaciji na¢in ako izvucemo
clan (I 1,)” iz emisionog dijela,

B f'd. f9s
QUf 9)(v.T) = /A - ( AL (U*)a)
« B(1 = R) RV oo (r) bo(R)I“T*AR dr dod T, du,. (5.19)

ske promjenljive i slabo rjesenje.

Lema 5.3. Neka je x(v,I) : R® x RY — R takva da

/A Q(f. ) (v, I) x(v, I) dI dv (5.20)
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ima smisla. Tada slaba formulacija kolizionog operatora (5.16) je dato sa

/AQ(f, 9)(v, 1) x(v,I)dI dv

1

= §/AM< fo (X', ') + x(vl, 1) — x(v, T) = x(vs, 1) (5.21)

x Bdo @a(r)dr (1 — R)YRY? ¢, (R)dR dI, dv,dI dv

3 o T (D) A ) = x(o D) = (0 1) dA

gdje je mjera dA data u (5.15).

Dokaz se moze naéi u [17].

Kolizione invarijante za ovaj kineticki model, tj. funkcije x (v, I) takve da

J QU Dt naras o
su linearna kombinacija slede¢ih funkcija
a D) =m, v, ) =mue, k=123, xs(v.1) = 2o + 1.

Evolucija funkcije raspodjele za viseatomske gasove f = f(t,v,I) je data sa
Bolecmanovom jeda¢inom

atf - Q(f7 f)(U7])7 (522)

gdje se kolizioni operator dat u (5.16) ili ekvivaletno (5.19).

5.2 Fundamentalne leme i pretpostavke

5.2.1 Funkcionalni prostori

Kao i u proslim dijelovima, prvo uvodimo Lebegovu zagradu ili tezinu za brzine
v € R3 i mikroskopsku unutrasnju energiju I € R,

1 I
(v, 1) = \/1+§|u|2+a,. (5.23)

Naravno, odavde slijedi prirodan Banahov prostor u kojem ¢emo traziti rjeSenje
Bolcmanove jednacine (5.22)

L, = {f mjerljiva : / |f(v, D)| (v, 1) dIdv < o0, k > O} : (5.24)
A
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gdje je A =TR? x [0,00) iz (5.17). Zatim definiSemo normu

£l = [ 150D o)l (5.25)

Prisjetimo se da i u prethodnim slucajevima, vazila je monotonost norme, odnosno

1Fllzy < I1fllpy, whenever 0 < ki < k. (5.26)

Definicija 5.4. Polinomni momenat reda k > 0 za funkciju g je definisan sa

milgl(t) = [ glt.o.1) (0.1)" Al do,
A
Primjetimo da ako je f > 0, vazi da je my[f](t) = ||fHL11€ (1).

Fizicka intepretacija polinomnih momenata za funkciju raspodjele f se dobija
za k =01k = 2. Naime, m m( se moze intepretirati kao gustina gasa, dok je mm,
zbir gustine i totalne energije gasa,

mmy = p, mm2:p+g|U]2+pe,

gdje je U srednja brzina gasa, pe gustine unutrasnje energije gasa.
Kao sto je pokazano u [20] za ravnoteznu raspodjelu, unutrasnja energija po-
staje

pe= (oz—i-g)nkT. (5.27)

Uporedivanjem poslednje jednacine sa jednac¢inom (5.11) postaje jasno da su D iz
(5.11) i a iz (5.27), povezani na slede¢i nacin

D—-5
o= —"-.

2

Posto za viseatomske gasove D > 3 to implicira da je o > —1.

Ako je f rjesenje Bolemanove jednacine (5.22), onda integracijom sa kolizionim
invarijantama dobijamo makroskopske zakone odrazanja,

8tmm0 [f] = O, atmmg [f] = 0.
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Translacije i rotacije Translacije,
Linearni Nelinearni r<')ta01‘].ej !
molekuli molekulu vibracije
Stepeni slobode D 5 6 3N
a 0 z 5BV —5)

Tabela 5.1: Veza izmedu parametar « i stepeni slobode D molekula, koji je sac¢injen
od N > 2 atoma.

5.2.2 Kolizioni presjek B

Jedan od najvecih problema za kineticku teoriju viseatomskih gasova jeste oblik
funkcije kolizionog presjeka. Odnosno postavlja se pitanje kojeg oblika moze biti
kolizioni presjek B, a da je pri tome moguée pokazati egzistenciju i jedinstvenost
rjeSenja za Sto vecu klasu modela koji ¢e imati fizickog smisla.

U slucaju jednoatomskog gasa, kolizioni presjek je bio oblika B = |u|” b(i - o)
Sto se ispostavlja da ima veliku opstost i da se moze dati teorija egzistencije i jedin-
stvenosti. Prisjetimo se da je za jednoatomski gas, mikroskopski zakon odrzanja ki-
neticke energije glasio |u/| = |u|. Zbog toga su Gamba, Pavié-Colié¢ [20] pretpostvile
da kolizioni presjek u slucaju viseatomskih gasova, mora imati istu osobinu, od-
nosno da je kolizioni presjek mora imati mirkoreverzibilnu strukturu i da u nekom
obliku podsjeéa na zakon odrzanja ukupne energije (posto smo kod viseatomskih
gasova, ne oCuvava se samo kineticka energija).

Pretpostavka 5.5 (Oblik kolizionog presjeka B). Neka je B = B(v, v, I, I,) defi-

nisan sa

5 T I* v/2
B(v,vs, I, L) := |u]” + ( ; ) , ui=v—uv, 7veE0,1]. (5.28)

Pretpostavljamo da kolizioni presjek B := B(v, v, I, I, r, R, o) ima slede¢u osobinu
d d . 3 . 3

d(r)eS(R)b(i - o) B < B < di(r)ed(R)b(i- o) B, (5.29)

za svako v,v, € R, I, 1, € [0,00), r,R € [0,1], 0 € S*, 4 = u/|ul, gdje b, di(r),

d - d . . , . . .
di(r), e2(R), i eS(R) zadovoljavaju sledece uslove integrabilnosti

1. angularni dio b je integrabilan

b(i - o) € L'(S* do); (5.30)

.o . d . . . . .
2. funkcije d4(r) i dj(r) su integrabilne u donosu na mjeru ¢, (r)dr, gdje je
0a(r) iz (5.12),

& (r)pa(r), di(r)ea(r) € L'([0,1];dr), (5.31)
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1 dodatno

_ diy _ ad
di(r)=d5(1—r), di(r)=dy(1—r),
Sto omogucava da je zadovoljena druga mikroreverzibilna osobina (5.14);

3. funkcije e (R) i eZ(R) su integrabilne u odnosu na mjeru ¢, (R) (1-R)R'*dR,

Y
gdje je ¥, iz (5.12), odnosno

eJ(R)Ya(R)(1 — R)R'?, e (R)yua(R)(1 — R)R'? € L'([0,1];dR). (5.32)

Napomena 10. Primjetimo da uslovi (5.31) i (5.32) sadrze d2(r) i d%(r) po-

mnozene sa particione funkcije za unutrasnju energiju molekula ¢, (r); isto tako

d . - . .
e?(R) i eJ(R) su pomnozene sa ¥, (R). Zbog toga uvodimo nove konstante, u smislu

usrednjavanja po parametru na slede¢i nacin
1 1
d ._ d d ._ d 1/2
o= [ Epanian Cla= [ R0~ RR R,

1 1
o= [ B = [0 RR R
0 0

Pod datim pretpostavkama 5.5, moguce je odrediti tri modela kolizionog pre-
sjeka takvih da oni imaju smisla. Na kraju ¢emo pokazati da jedan od tih modela,
ima fizickog smisla, dok za druga dva potrebno je jos istrazivanja.

Model 1 (totalna energija)

Posmatrajmo sve ukupno energiju u sistemu centra mase, odnosno kolizioni
presjek tada mozemo zapisati kao

/2
B(v,v., I, I.,7,R,0) = b(t-0) (%‘U—U*F—i—[—i-[*)’y ; v € (0,1].
Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

di(r)y=di(r) =1, el(R)=m"?2"0/20  eI(R) =m"/?,

Model 2 (dekompozicija kineticke i unutrasnje energije)

U ovom modelu, kineticka energija i unutrasnja energija molekula su podjeljene
pomocu parametra R € [0, 1],

I+1, v/2
B(U,’U*,I,[*,’I", R7 0_) = b(ﬁ : 0) <R7/2|'U — ’U*"y + (1 — R)’Y/Q (—i_T) > ,
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za v € (0,1]. Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

d d : 2 2
dy(r)=di(r) =1, ef(R)=min{R, (1~ R)}/?, e(R) = max{R, (1 - R)}2
drugi moguci izbor je

dg(r) =dJ(r) =1, egl(R) = R?(1 - R)"?, ed(R) = 1.

Model 3 (totalna dekompozicija kineticke i unutrasnje energije)

U ovom modelu, pored parametrizacije po R, kao u modelu 2. 5.2.2, totalna
dekompozicija se dobija kada razdvojimo unutrasnje energije pomoc¢u paramatera
r € [0.1], odnosno

B(v,v,, 1, L, R) = bl - o) (Rv — v.|”
v/2 v/2
w(ra-mz) "+ (0-n0-n3) )  (533)

za v € (0,1]. Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

d;l(r) = min{r, (1 — 7’)}7/2, dg(r) =1
e/(R) = 2" max {R, (1 - R)}"*, €!(R) = min{R, (1 — R)}"?,
ili
di(r)y =21 =) d(r)=1, e(R)=2"""2el(R)=R"(1-R),

Detaljini opisi i svi prorac¢uni se mogu naéi u [20]. Za model 3, u radu [17] je
prikazana veza sa proSirenom termodinamikom u kontekstu teorije Sest i cetrnaest
momenata.

5.2.3 Energijski identitet

Kao i prije zelimo da mozemo energiju definisanu preko Lebegovih zagrada
(5.23), B9 = (v, I)*+(v,, I,)* i pre-kolizione brzine i unutrasnje energije molekula.

Lema 5.6 (Energijski identitet za viseatomske gasove). Neka su o', v, I' i I
definisanu u odnosu na kolizione transformacije (5.7) i (5.5). Tada postoje kon-
veksni parametri p = p(v,vi, I, L., 7, R) i ¢ = q(v,v., I, L., 7, R), takvi da p+q =1,
i funkcija s = s(v,vs, I, I, R) takva da odrzava sledeéu jednakost

(W' 1')? = EY <p+sf/-a>, (W, 11)? = EY (q—sV-a).
Stavise, ova reprezentacija odrzava totalnu energiju molekula,

(W, I+ (., I)? = EY ((p +sV o)+ (q—sV- a)) = EV. (5.34)
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5.2.4 Usrednjavanje po kompaktnoj mnogostrukosti za vise-
atomske gasove

U kontekstu jednokomponentnih jednoatomskih gasova i mjesavine jednoatom-
skih gasova jedna od kljuc¢nih lema je bila Povznerova, te se prirodno javlja ideja
da dokazemo njen analogon za viseatomske gasove. Bitna je razlika u tome sto smo
prije radili usrednjavanje po paramatru o i tako dobijali disipaciju za dovoljno ve-
liko k, dok sada imamo parametre r, R, o te trebamo usrednjavati po njima. Kao
Sto ¢emo vidjeti, integracije po r i o ¢e biti dovoljne za pokazivanje disipacije. Tako
da nam ostaje usrednjavanje po r, o, odnosno integrali po prostoru S? x [0, 1], te
ovakav prostor ima osobine mnogostrukosti, Stavise ima osobine kompakte mno-
gostrukosti. Pod kompaktnom mnogostrukosti smatramo mnogostrukost koja ima
iste osobine kao topoloski prostori 74 u odnosu na prirodnu strukturu atlasa.

Lema 5.7 (Usrednjavanje po kompaktnoj mnogostrukosti). Neka su o', v}, I' i
I; date u (5.7) i (5.5). Neka funkcije b(o - u), di(r) i eJ(R) zadovoljavaju uslove
integrabilnosti (5.30), (5.31) i (5.32). Onda sledeca ocjena vazi

/K (', IV + (v, I)¥) b(ii - 0) d4(r) o (r)dr dR do

<204,Cx (v, 1)* + (ve, L)?)?, (5.35)

~

gdje konstanta C% ima osobinu C% N\ 0, kad k — oo i postoji k > 2 takvo da

2Cx < [Ibll 1 a0 |2 ¢q k> k. (5.36)

HLl(dr) ’

Sta vise, kada je b(o - @) € L®(S% do) i d(r)pa(r) € L=([0,1];dr), dobijamo da
je

Co < AT [Bl| poo oy || Pl ooy B> F (5.37)
1 ponasanje je oblika
1
Ch~—, as n— oo.
n

5.2.5 Ogranic¢enja za kolizioni presjek B

Kao i u prethodnim slucajevima, leme o donjem i ogrnjem ograni¢enju igraju
bitnu ulogu. U jednu ruku su korisne za same a priori ocjene, dok u drugu lema
o donjem ograni¢enju nam govori o dopustivim kolizionim presjecima i utice na
skup funkcija koje mogu biti rjesenje Bolcmanove jednacine.
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Lema 5.8 (Donje ogranicenje za viseatomske gasove). Neka je v € [0,1]. Za
Junkciju 0 < {f(t)}>0 C L3 koja zadovoljava

1 1
Mg < [ f(t,v,I)dvdl < M,, & < / f(t,v) (— v]* + —) dvdl <&,
R4 R4 2 m
za neke pozitivne konstante Mg, Mgy, Eq4,E4 1
f(t,v)vdv = 0.
Rd

Dodatno pretpostavimo da postoji A > 0 za neko 6 > 0 da vazi

249
1 I\ 2
/ f(t,v) (5 |v|* + E) dvdl < A.
Rd

Tada postoji konstanta cq > 0, takva da konvlucija f € LY i polinomnog momenta
stepena 7y je ogranicena s donje strane u odnosu na Lebegovu mjeru, odnosno

f* <|v|7+ (%)2> = /]Rd ft,w, J) (|v —w|" + (%>2> dwdJ > cq (v, I)7,

preciznije cq je dato sa

: 445 3 T\ 2
Cq = mm{/\;{da Ea} (28 max{ My, A}) <1 - <8_Mj\/l+ 59) ) ;
d d

za vy € (0,1], a ako je v =0 onda je cq = 2.

Dokaz ove leme je malo komplikovaniji nego u slucaju jednoatomskih gasova i
moze se naéi u [20].

Lema 5.9. Za svako v € (0, 1], sledeé¢a nejednakost je zadovoljena

[+1L\?
o= ol (TR ) <28 (o) + o 1Y),
m
za sve v,v, € R® i I 1, € [0,00).

5.2.6 L; a priori ocjene za polinomne momente

A priori ocjenu su od izrazitog znacaja. One uti¢u na prostor u kojem ¢emo
traziti rjeSenje Kosijevog problema, a i daju sama ogranic¢enja kolizionog operatora.
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Lema 5.10 (Ograni¢enje momenata kolizionog operatora). Neka f € L} zadovo-
hava uslove leme 5.8. Takode, neka kolizioni presjek B zadovoljava pretpostavke
5.5. Onda za svako v € (0,1], sledeé¢a nejednakost vazi

meQ(f, )(w, )] = /A QU ), T) (v, I*dldv < — Ay,

1+7
Flgs® +Bellfly

(5.38)
za dovoljno veliko k,

k>ke,  ko=max{k,2+27,2+0} (5.39)

pri cemu je ky iz leme 5.7 o angularnom usrednjavanju na kompaktnoj mnogo-
strukosti. Za takvo k., konstante Ay, > Ag 1 By koje su definisane dole, su strogo
pozitivne,

Ak* =Cq Hf”]j(l)% (HbHLl(S2;d0) Hd’i SOQHLl([O,I];dT) Hefly(R) (1 - R)Rl/Q’l/}a(R)HLl([O’H;dR)

—2Cy, ||eg(R) (1 - R)R”%a(R)IILI([OJ];dR)) , (5.40)
\ L5 "
By, = Cy, Heg(R) (1— R>R1/2¢Q(R)HLl([O,l];dR) 95 +1 ||f||L5 Z (@)
(=1

5.3 Egzistencija i jedinstvenost za viSeatomske
gasove

Kao i do sad, trazimo rjesenje Kosijevog problema, u ovom slucaju

{@f(t,v,l) = Q(f, f)(v, 1) (5.41)

f(O,U,]) - fO<U7]);

pod pretpostavkama 5.5 o kolizionom presjeku B.

Potreban uslov za egzistenciju jeste ograni¢enost momenta reda k,, pri ¢emu
je

ky == max{l;:*,2+2%2+5}. (5.42)

Ovo je posljedica leme o angularnom usrednjavanju na kompaktnoj mnogostrukosti
5.7 1 donjeg ogranic¢enja 5.8, oni ¢e omoguciti da polinomni momenti emisionog
¢lana budu veéi od apsorpcionog. Sada, definiSemo zatvoren, konveksan i ogranicen
skup 2 C L},
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Q:{f(v,I)GLézsz, /vfd]dv:0,
A
E'Oo, CQ, Ok* >0 takvida Vt> 0,
molf](t) = Co, ma[f](t) = Co, my. [F](t) < Cy., with k. from (5.42) } (5.43)

Da bi zadovoljili pod-tangetni uslov u teoremi 3.1, definiSemo sledece preslika-
vanje L, : [0,00) = R,

14+
Ly, =—Az'"% + Bz,

gdje su A i B pozitivne konstante za svako v > 0 i svako k, iz (5.42). Kao $to smo
vidjeli prije, ovakvo preslikavanje ima samo jednu netrivijalnu nulu, te mozemo
definisati pozitivnu konstantu

R * *
Cho =25, + Lok,

tako da je ) dobro definisan. Kona¢no mozemo dati teoremu o egzistenciji i jedin-
stvenosti.

Teorema 5.11 (Egzistencija i jedinstvenost za viseatomske gasove). Neka je
f(0,v,1) = fo(v,I) € Q. Tada Kosijev problem (5.41) sa kolizionim presjekom
B koji zadovoljava pretpostavke 5.5 ima jedinstveno rjesenje u

C ([0,00),92)NC" ((0,00), Ly) .
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Glava 6
Zakljucak

Pitanje egzistencije rjesenja Bolecmanove jednacine je bio otvoren problem sko-
ro stotinu godina. U ovom radu smo izlozili teoriju za egzistenciju i jedinstvenost
rjeSenja za prostorno homogenu Bolcmanovu jednacinu, kada mozemo da primje-
nimo teoriju obi¢nih diferencijalnih jednacina u Banahovim prostorima.

Klju¢ni momenat jeste odredivanje Bahanovog prostora, kada kineticka teorija
pokazuje svu svoju ljepotu, u smislu da je nerazdvojna od fizike samog proble-
ma. Tako energijski identitet nas navodi na pravilno definisanje Lebegove zagrade,
dok Povznerova lema koja govori o disipaciji, name¢e nam odgovaraju¢i Baha-
nov prostor u kojem kasnije trazimo rjesenje Kosijevog problema za Bolcmanovu
jednacinu. Disipacija apsorpcionog dijela kolizionog operatora u kombinaciji sa
ogranicenjem od dole njegovog emisionog dijela nam daje obi¢nu diferencijalnu
nejednacinu za polinomni momenat rjeSenja Bolecmanove jednacine. Kljuéno za-
pazanje jeste da polinomni momenat kolizionog operatora postaje negativan kada
ukljué¢imo dovoljno velik red momenta. Ovo nam omogucuje dobijanje a priori
ocjenu za polinomni momenat rjeSenja Bolcmanove jednacine kao i dokazivanje
njihove kreacije i propagacije. Konacno, svi opisani alati se koriste za dokazivanje
egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja Kosijevog problema.

Sa druge strane, tek nedavno je uspostavljena teorija egzistencije i jedinstev-
nosti u kontekstu viseatomskih gasova i mjesavina jednoatomskih gasova. U ovom
radu je prezentovan pregled tih rezultata sa naglaskom na specifi¢cnosti i razlike u
odnosu na klasi¢ni slucaj jednokomponentnih jednoatomskih gasova.

Zaintersovanost naucne zajednice za ovakve probleme u zamahu i mnogi pro-
blemi su jo$ uvijek otvoreni. I na kraju, ne zaboravimo da je gas koji disemo
mjeSavina razlic¢itih viseatomskih gasova.
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Dodatak A

Pomoc¢ne nejednakosti i teoreme

p+1

Lema A.1 (Polinomna nejednakost I). Neka je p > 1 i1, = [%5=]. Tada za sve

x,y > 0 vazi nejednakost

lp
a5 M () LU R ) (A1)
=1

Dokaz ove leme se moze naéi u [4].

Lema A.2 (Polinomna nejednakost II). Neka je b+1 < a < 1%1. Tada za svako
z,y > 0 vazi
xyP 4 Pyt < xbyp_b + xp_byb. (A.2)

Dokaz ove leme se moze naéi u [29]

Lema A.3 (Polinomna nejednakost I1I). Neka za svako i = 1,...,n vaZi x; > 0 i
neka je p > 1. Tada je

n n p n
Za:f < <Z a:z) < ppt fo, (A.3)
i=1 i=1 i=1

obrnute nejednakosti vaZe u sluéaju p € (0,1).
Dokaz ove leme se moze naéi u [21]

Lema A.4 (Jangova nejednakost). Neka su a,b nenegativoni realni brojevi, i neka
su p,q > 1 brojevi koji zadovoljavju p~* + ¢! = 1, tada je
al bl

ab< —+4 —. (A.4)
p q
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Lema A.5 (Helderova nejednakost). Neka su p,q > 1 brojevi koji zadovoljavju
pt+q !t =1, tada za sve mjerljive funkcije nad prostoru R ili C vazi

1fglly < [1F11, llgll, - (A.5)

Lema A.6 (Jensenova nejednakost). Neka je f(x) pozitivna i integrabilna funkcija
u RY i G konveksna funkcija. Tada

G (M;)d / f(x)g(x)dx) < M;@d [, a0

za bilo koju pozitivnu funkciju g.

Lema A.7 (Interpolaciona nejednakost). Neka je k = ak; + (1 — a)ks, a € (0,1),
0 < ky <k <ky. onda za svako g € Lj,

1—
lgllzy < llgllgy Nlglliye. (A7)
1 2

Dokaz slijedi primjenom Helderove (A.5) i Jensenove (A.6) nejednakosti.

Teorema A.8 (Tejlorova teorema sa integralnim ostatkom). Neka je f: R — R
funkcija koja ima k + 1 neprekidan izvod u okolini tacke v = a. Tada je

f// (a/)

o . R
f(l‘) = f(a)+f/(a)(x_a)+T($—a)2+. . +f kl( )(x_a)k+/a f(k—l—l)(t)( k't) dt

Teorema A.9 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji). Neka je (f,) niz
kompleksnih funkcija na X sa svojstvima:

(i) limy, o0 fn(x) = f(r) u X;

(ii) Postoji funkcija g € L'(X,p) tako da za svako n € N vaZi da je | f(z)] <
g(x) u X.

Tada f € LY (X, ) i vaZi

i [ 17 = fldu=0. tm [ fudn= [ fau
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Abstract: In this master thesis, we examined space homogeneous Boltzmann equ-
ation, when distribution function depends only as function of time and velocity
of a molecule of a monatomic gas. Because of absence of transport operator, di-
stribution function changes via collisions between molecules and change of it is
measured by collisional operator.

Aim of this thesis is to present solution of the Cauchy problem for space homo-
geneous Boltzmann equation. First, we prove energy identity and Povzner lemma,
which explains natural dissipation of collisional operator. Namely, averaging by
unitary sphere shows that negative contribution of collisional operator is greater
than positive contribution. After that we give a priori estimates for polynomial
moments associated to Boltzmann equation. For solution of the Cauchy problem
we will use theory of existence and uniqueness of ordinary differential equations
in Banach space. In the end, we will show differences between solution for mixtu-
res of monatomic gases and polyatomic gases compared to classic solution for one
component monatomic gas.
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