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Košijev problem za prostorno
homogenu Bolcmanovu jednačinu

Student:

Nikola Spasojević

Mentor:

Dr Milana Čolić
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Predgovor

Nema jednakosti, čak ni u ljudskom životu.
Postoje samo nejednakosti!
Dragoslav Mitrinović, srpski matematičar

Ludvig Bolcman je sigurno jedna od najzanimljivih ličnosti matematike i fizi-
ke 19. vijeka. Otac kinetičke teorije gasova, koji je izrazito vjerovao u postojanje
nevidljivih (tad nedjeljivih) čestica, je svojom teorijom promjenio kako gledamo
na svijet i razvio oblast koja se i dan danas izučava. Njegov doprinos se ne može
sažeti u par rečenica, zaintersovani čitalac o njegovom radu i djelu može procitati
u [11]. Prvi je dao formulaciju jednačine koja opisuje kretanje mnogobrojnog si-
stema čestica (atoma) i koja se njemu u čast naziva Bolcmanova jednačina.

U ovom radu pokazaćemo egzistenciju i jedinstvenost rješenja Košijevog proble-
ma za prostorno homogenu Bolcmanovu jednačinu. Prvo ćemo predstaviti okvire
teorije u kontekstu jednoatomskih gasova, a zatim ćemo uopštiti u smislu mješavina
jednoatomskih gasova, te na kraju dati pregled dokaza za vǐseatomske gasove.

U glavi 1 iznijećemo osnovne osobine kinetičke teorije za jednoatomske gasove
i neke od najznačajnih rezultata. Posle toga, u glavi 2, uvodimo funkcionalne pro-
store koji su prirodni za dati problem i u kojim dokazujemo fundamentalne leme,
kao što su Energijski identitet i Povznerova lema. A zatim ćemo dati donje i gornje
ograničenje za kolizioni presjek i a priori ocjene na polinomne momente funkcije
raspodjele. U glavi 3, na osnovu teorije o egzistenciji i jedinstvenosti običnih di-
ferencijalnih jednačina u Banahovim prostorima, predstavićemo dovoljne uslove
za rješenje Košijevog problema prostorno homogene Bolcmanove jednačine. Zatim
u glavi 4, predstavićemo osnovne osobine za mješavinu jednoatomskih gasova i u
odnosu na već izloženu teoriju, uspostavićemo egzistenciju i jedinstvenost sistema
prostorno homogenih Bolcmanovih jednačina. Glava 5 počeće osnovnom teorijom
za vǐseatomske gasove, prvenstveno kako se modeluju sudari i koja je razlika u
odnosu na jednoatomske gasove. Na kraju ćemo predstaviti tri modela za kolizioni
presjek za koji je moguće rješiti Košijev problem.
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Glava 1

Prostorno homogena Bolcmanova
jednačina

1.1 Funkcija raspodjele i Bolcmanova jednačina

U kinetičkoj teoriji gasova osnovna nepoznata je funkcija raspodjele f = f(t, x, v)
koja u opštem slučaju zavisi od vremena, položaja i brzine čestice. U slučaju jed-
noatomskih gasova, fizička intepretacija funkcije raspodjele se ogleda u tome da
je broj čestica u elementarnoj zapremini dx sa brzinom iz intervala [v, v + dv]
u trenutku t jednaka f(t, x, v)dxdv. Jedan od fundamentalnih zadataka kinetičke
teorije predstavlja izvodenje jednačine za evoluciju funkcije raspodjele u vreme-
nu. Odgovor na ovo pitanje dat je Bolcmanovom jednačinom, koju ćemo uskoro
predstaviti. Najprijem , posmatrajmo specijalan slučaj slobodnog kretanja čestice.
Slobodno kretanje čestice po njenim trajektorijama podrazumjeva odustvo suda-
ra s drugim česticama što ima za posljedicu konstantnost funkcije raspodjele duž
trajektorije čestice, odnosno f zadovoljava

d

dt
f = 0.

Kako u klasičnoj mehanici položaj i brzina zavise od vremena, x = x(t) i v = v(t),
prethodna jednačina predstavlja totalni diferencijal koji je jednak

d

dt
f = ∂tf +∇xf ·

dx

dt
+∇vf ·

dv

dt
= 0, (1.1)

pri čemu ∇x je gradijent po prostornim koordinatama, dok ∇v je gradijent po
prostoru brzina. Na osnovu drugog Njutnovog zakona, pod pretpostavkom da je
sistem izlovan, tj. suma svih spoljašnjih sila Fext jednaka je nuli, važi

dv

dt
= a =

Fext
m

= 0. (1.2)
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Na osnovu definicije brzine, v := dx
dt

, i izraza za ubrzanje (1.2), relacija (1.1) postaje

d

dt
f = ∂tf + v · ∇xf = 0,

koja predstavlja transportnu jednačinu funkcije raspodjele.

Sa druge stranem, kako bi preciznije opisali dinamiku gasa potrebno je uzeti
u obzir i interakciju izmedu čestica. Koliziona kinetička teorija pretpostavlja da
su sudari jedina interakcija medu česticama, druge interakcije kao što su gravita-
cione ili elektromagnetne se zanemaruju, tj. njihov intenzitet je nekoliko redova
veličine manji od same interakcije koja se dešava tokom sudara tako da je njihovo
zanemarivanje opravdano. Na primjer, u slučaju plazme (jonizovanog gasa) ovakva
pretpostavka nije opravdana jer su izrazito značajni efekti koji nastaju djelovanjem
elektromagnetne interakcije, i u tom slučaju evolucija funkcije raspodjele se opisu-
je Landauovom jednačinom. Vratimo se na klasične gasove, dakle, kao posljedica
sudara mjenjaju se njihove brzine, a samim tim i funkcija raspodjele se mijenja, i
u tom slučaju njena evolucija je opisana Bolcmanovom jednačinom koja je data sa

∂tf + v · ∇xf = Q(f, f)(v). (1.3)

Član Q(f, f) u jednačini (1.3) se naziva kolizioni operator ili kolizioni integral
(zbog njegove integralne strukture). Kolizioni operator opisuje promjenu funkcije
raspodjele usljed dinamike sudara. Tako, na primjer, ako je brzina čestice prije
sudara v′, njena funkcija raspodjele je data sa f(v′). Sa druge strane, posle sudara
neka ta ista čestica ima brzinu v njena funkcija raspodjele će biti f(v) tako da je
došlo do promjene funkcije raspodjele (njena vrijednost se povećala ili smanjila).
Zbog toga kolizioni operator se pod odredenim pretpostavkama može razdvojiti
na dva dijela

Q(f, f) = Q+(f, f)−Q−(f, f). (1.4)

Član Q+ se naziva apsorpcioni (eng. Gain) i on opisuje rast funkcije raspodjele, dok
je Q− emisioni član (eng. Loss) koji opisuje smanjenje funkcije raspodjele. Uskoro
ćemo vidjeti da kolizioni operator dijeluje samo na brzinu čestice, dok su vrijeme
i položaj smatraju parametrima. Zbog toga u slučaju prostorne homogenosti, tj.
kada je f = f(t, v) slijediće da je ∇xf = 0 te Bolcmanova jednačaina će glasiti

∂tf(t, v) = Q(f, f)(v). (1.5)

Napomena 1. U narednim glavama pod Bolcmanovom jednačinom smatraćemo
prostorno homogenu Bolcmanovu jednačinu datu sa (1.5).
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1.2 Elastični sudari i struktura kolizionog ope-

ratora

Kako kolizioni operator opisuje promjenu funkcije raspodjele usljed sudara, te
da bismo dobili njegovu strukturu potrebno je posmatrati sudare izmedu čestica
(u ovom slučaju atoma) i pri čemu mi ćemo se ograničiti na elastične sudare.

Pod elastičnim sudarom dvije čestice smatra se interakcija tih čestica pri kojoj
važe zakoni odražanja količine kretanja i energije. U slučaju neelastičnih sudara
konzervirana je samo količina kretanja. Neka su (v′, v′∗) ∈ R2d brzine čestica prije
sudara, često nazivane pre-kolizione brzine, pri čemu d predstavlja njihovu dimen-
ziju prostora, a (v, v∗) ∈ R2d brzine čestica posle sudara , odnosno post-kolizione
brzine kao što je prikazano na slici 1.1.

|u|σ

v

u

v+v∗
2

v′ = v+v∗
2

+ 1
2
|u|σ

v′∗ = v+v∗
2
− 1

2
|u|σ

σ

v∗

Slika 1.1: Ilustracija kolizionih transformacija pri elastičnim sudarima.

Tada su njihovu zakoni održanja dati sa

v + v∗ = v′ + v′∗, (1.6)
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|v|2 + |v∗|2 = |v′|2 + |v′∗|2, (1.7)

pri čemu (1.6) predstavlja zakon održanja količine kretanja, a (1.7) zakon održanja
kinetičke energije tokom sudara. U klasičnoj mehanici, problemi sudara čestica se
rješavaju u sistemu centra mase, te je tako prirodno da predemo u ovaj sistem,
uvodeći nove promjenljive V i u koje su date sa

V =
v + v∗

2
, u = v − v∗. (1.8)

Brzina V predstavlja brzinu centra mase, dok je u relativna brzina izmedu čestica
posle sudara. Uvodenjem novih promjenjivih sistem jednačina (1.6) i (1.7) se trans-
formǐse u

V = V ′, |u| = |u′| . (1.9)

Poslednji sistem jednačina znači da se brzina centra mase ne mijenja posle sudara
a intenzitet relativne brzine ostaje isti. Sistem jednčina (1.6) i (1.7) ima d + 1
jednačina dok su nam nepoznate 2d parametara, zbog toga uvodimo σ ∈ Sd−1,
gdje je Sd−1 jedinična sfera u Rd, tako da važi

u′ = |u|σ. (1.10)

Konačno, na osnovu (1.9) i (1.10), možemo zapisati pre-kolizione brzine pomoću
post-kolizionih i paramatra σ, odnosno

v′ =
v + v∗

2
+

1

2
|v − v∗|σ, v′∗ =

v + v∗
2
− 1

2
|v − v∗|σ. (1.11)

Pored pisivanja procesa sudara, da bismo opisali kolizioni operator neophodno
je da uvedemo osnovne pretpostavke kolizione kinetičke teorije, koje se sve reflek-
tuju na njegovu strukturu. Osnovne pretpostavke kolizione kinetičke teorije su:

P1. Srednji slobodni put čestice, u oznaci λ je istog reda veličine kao karakteri-
stična dužina tog problema, u oznaci L

λ

L
≈ 1.

Ovaj uslov nam govori o razredenosti gasa;

P2. Sudari su binarni, tj. sudari vǐse od 2 čestice se zanemaraju;

P3. Sudari su lokalizovani u vremenu i prostoru, što znači da su kratkotrajni
dogadaji;

P4. Sudari su mikroreverzibilni u vremenu ;
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P5. Važi molekularni haos. Fizička intepretacija ovog uslova ogleda se u tome da
se dvije čestice koje su se već sudarile neće ponovo sudariti.

Na osnovu iznijete teorije o elastičnim sudarima i gore navednih pretpostavki,
kolizioni operator ima sledeću strukturu:

Q(f, f)(v) =

∫
Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗) B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗. (1.12)

gdje su v′ i v′∗ iz (1.11) i korǐsćena je standardna notacija f ′ = f(t, x, v′), f ′∗ =
f(t, x, v′∗), f = f(t, x, v) i f∗ = f(t, x, v∗). Kao što možemo vidjeti kolizioni ope-
rator ima bilinearnu strukturu i ona je posljedica pretpostavki P2. i P5. Funkcija
B(|v − v∗|, σ) se naziva kolizioni presjek i neke njene osobine predstaviti ćemo u
sledećem poglavlju.

Napomena 2. Kolizioni operator (1.12) se može razdvojiti na apsorpcioni i emi-
sioni dio kao u (1.4), pod uslovom da je B(|v − v∗|, σ) mjerljiva funkcija u odnosu
na mjeru dσ.

1.3 Kolizioni presjek

Kolizioni presjek B = B(|v − v∗| , σ) je eksperimentalna veličina koja se u mo-
dernoj fizici najvǐse koristi u nuklearnoj i čestičnoj fizici. U fizici se češće koristi
termin diferencijalnim presjekom ili ukupnim diferencijalnim presjeku umjesto ko-
lizioni presjek. Njegova definicija je poprilično kompleksna sa stanovǐsta nuklearne
fizike, ali najjednostavnije objašnjenje za ukupni diferencijalni (kolizioni) presjek
jeste da je ova veličina broj čestica koji produ kroz dS malu povš detektora, dok
je sam diferencijalni presjek funkcija ugla pod kojoj su se čestice rasejale odnosno

B(|v − v∗| , σ) = B

(
|v − v∗| ,

(v − v∗) · σ
|v − v∗|

)
.

Vrijednost (v−v∗)·σ
|v−v∗| je zapravo cos θ pri čemu je θ ugao rasejanja pri sudaru dvije

čestice.

Sa stanovǐsta kinetičke teorije mi uvodimo odredene pretpostavke o kolizionom
presjeku a neke od njih su da je B ≥ 0 i

B(|u| , û · σ) = B(|u| , û′ · σ′), (1.13)

gdje û predstavlja normirani vektor u. Ove dvije pretpostavke su fizički opravda-
ne, jer su mjerene vrijednosti ukupnog kolizionog presjeka uvijek pozitivne (broj
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čestica), a druga slijedi iz same geometrije sudara. Jedna od čestih pretpostavki u
kinetičkoj teorije jeste separabilnost funkcije koliziong presjeka i to na:

B(|u| , cos θ) = |u|γ b(cos θ),

te zavisno od vrijednosti γ posmatramo različite modele

γ = 1 Čvrste sfere,

0 < γ < 1 Čvrsti potencijali,

γ = 0 Maksvelovi molekuli,

γ < 0 Meki potencijali.

Slučaj da je γ = −3 , je poznat kao Kulonov potencijal i za njega važi da već
postoji interakcija izmedu čestica, pa Bolcmanova jednačina nije dobar model, te
se koristi Landauova jednačina.

U nastavku, mi ćemo posmatrati slučajeve kada je γ ∈ (0, 1], tj. u oblasti
čvrstih potencijala, uključujući čvrste sfere.

1.4 Osnovne osobine kolizionog operatora

Vidjeli smo strukturu kolizionog operatora (1.12), i zbog njega je Bolcmano-
va jednačina (1.3) u opštem slučaju nelinearna integro-diferencijalna jednačina.
Rješavanje ovakve jednačine nije nimalo jednostavno i zbog toga se posmatraju
osobine kolizionog operatora. Jedna od osnovnih osobina je slaba formulacija ko-
liziong operatora. Slaba formulacija kolizionog operatora, matematički daće nam
prirodne prostore, u kojim ćemo tražiti rješenje Bolcmanove jednačine, dok sa
fizičke tačke gledašta daće nam zakone održanja makroskopskih promjenjivih.

Teorema 1.1 (Slaba formulacija kolizionog operatora). Neka je ϕ(v) : Rd → R
tako da ∫

Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv (1.14)

ima smisla. Tada važi∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv = −1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗)

× [ϕ(v′) + ϕ(v′∗)− ϕ(v)− ϕ(v∗)]B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗ dv. (1.15)
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Dokaz. Prema definiciji kolizionog operatora (1.12), integracija po prostoru brzina
v sa test funkcijom ϕ(v) je∫

Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv =

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗)ϕ(v)B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗ dv.

(1.16)
Drugo, pri promjeni (v, v∗, σ)→ (v∗, v,−σ), s jediničnim Jakobijanom i na osnovu
(1.13), dobijamo∫

Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv =

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′∗f
′ − f∗f)ϕ(v∗)B(|v − v∗|, σ) dσ dv dv∗

=

∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v∗) dv (1.17)

Treće, za (v, v∗, σ)→ (v′, v′∗, σ
′), pri cemu je Jakobijan ove transformacije J(v,v∗)→(v′,v′∗) =

| − 1| = 1 i na osnovu (1.13), važi∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv =

∫
Rd×Rd×Sd−1

(ff∗ − f ′f ′∗)ϕ(v′)B(|v − v∗|, σ) dσ dv dv∗

= −
∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v′) dv (1.18)

Četvrto, za promjena (v, v∗, σ)→ (v′∗, v
′, σ′) slijedi∫

Rd
Q(f, f)(v∗)ϕ(v∗) dv∗ =

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f∗f − f ′∗f ′)ϕ(v′∗)B(|v−v∗|, σ) dσ dv dv∗

= −
∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v′∗) dv (1.19)

Konačno sumacijom jednačina (1.16), (1.17), (1.18) i (1.19) slijedi kraj dokaza.

Posljedica 1.2. Za slabu formulaciju (1.14) važi sledeća reprezentacija∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv =

1

2

∫
Rd×Rd

f(v)f(u− v)G(v, u) du dv, (1.20)

pri čemu je

G(v, u) :=

∫
Sd−1

[ϕ(v′) + ϕ(u′ − v′)− ϕ(v)− ϕ(u− v)] B(|u|, σ) dσ. (1.21)

Ova posljedica ukazuje da se slaba formulacija može posmatrati kao konvolucija
i ne zaboravimo da je u definisano kao u = v−v∗, pa odakle slijedi da je v∗ = v−u.
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Definicija 1.3. Funkciju ϕ(v) nazivamo kolizionom invarijantom ako zadovoljava∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv = 0.

Lema 1.4 (Ekvivaletni uslovi za kolizione invarijante). Funkcija ϕ(v) je koliziona
invarijanta ako i samo ako

ϕ(v′) + ϕ(v′∗) = ϕ(v) + ϕ(v∗).

Dokaz. Koristeći teoremu o slabom rješenju (1.15), dobijamo∫
Rd
Q(f, f)(v)ϕ(v) dv = −1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗)

× [ϕ(v′) + ϕ(v′∗)− ϕ(v)− ϕ(v∗)]B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗ dv = 0

⇐⇒ ϕ(v′) + ϕ(v′∗)− ϕ(v)− ϕ(v∗) = 0.

Sledeću teoremu je dokazao sam Bolcman 1890 godine pod uslovima da je
ϕ(v) ∈ C2(Rd), slabije uslove je dao Čerčinjani 1970. za ϕ(v) ∈ L1

loc(Rd), dok je
Venberg 1992. pokazao za ϕ(v) u distributivnom smislu.

Teorema 1.5 (Koliziona invarijanta). Koliziona invarijanta ϕ(v) ∈ L1
loc(Rd) je

linearna kombinacija {1, v, v2}.

Dokaz ove teoreme se može naći u [10] i ona će odigrati bitnu ulogu kasnije.

1.5 H-teorema

Fon Nojman je rekao da nas je Klauzijus osudio na vječnu patnju pošto je uveo
veličinu koju niko ne razumije. Pojam entropije je jako kompleksan, i sa stanovǐsta
fizike pa čak i sa filozofije. Entropiju sistema možemo razumjeti kao mjeru njegove
neuredenosti ili neodredenosti. Sa stanovǐsta kinetičke teorije, fižicku entropiju
definǐsemo kao

H(f) := −kB
∫
Rd
f log(f) dv, (1.22)

pri čemu je k Bolcmanova konstanta, kB = 1.38 J
K

. Takode definǐsemo i produkciju
enetropije kao

D(f) :=

∫
Rd
Q(f, f) log(f) dv (1.23)

pod pretpostavkom da je integral na desnoj strani konačan. Sledeća teorema govori
nam o produkciji entropije.
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Teorema 1.6 (H-teorema). Neka je kolizioni presjek B pozitivan skoro svuda, i
neka je f ≥ 0 tako da su kolizioni operator Q(f, f) iz (1.12) i produkcija entropije
D(f) iz (1.23) dobro definisani. Tada važi

(i) Produkcija entropije je nepozitivna

D(f) ≤ 0. (1.24)

(ii) Sledeći uslovi su ekvivalentni

(1) Q(f, f) = 0 za sve v ∈ Rd,

(2) D(f) = 0 ,

(3) Postoje n ≥ 0, U ∈ Rd, T > 0 tako da je stanje ravnoteže opisano sa

feq(t, v) = n

(
m

2πkBT

) d
2

e
− m

2kBT
|v−U |2

.

Napomena 3. H-teorema je posledica osobina kolizionog operatora, te ona nije
opšta osobina za Bolcmanovu jednačinu (1.3).

Dokaz. Krećemo od slabe formulacije kolizionog operatora (1.15) za izbor test
funkcije ϕ(v) = log f , odnosno

D(f) :=

∫
Rd
Q(f, f)(v) log(f) dv

= −1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗)

× [log f ′ + log f ′∗ − log f − log f∗]B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗ dv

= −1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

(f ′f ′∗ − ff∗)

× [log f ′f ′∗ − log ff∗]B(|v − v∗|, σ) dσ dv∗ dv.

Na osnovu činjenice da je preslikavanje (x, y) 7→ (x − y)(log x − log y), ∀x, y > 0
nenegativno i pretpostavke da je B nenegativno, slijedi da je produkcija entropije
nepozitivna veličina.

Sada pokazujemo relacije iz drugog dijela teoreme. Dokaz će biti u smjeru
(1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (1).

(1)⇒ (2) Slijedi iz same definicije produkcije entropije (1.23).
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(2)⇒ (3) Kako je D(f) = 0 po teoremi o kolizionim invarijantama 1.5, slijedi
da je log f linearna kombinacija {1, v, v2}, što dalje implicira da je

f(v) = exp

{
a+

d∑
i=1

bivi + cv2

}
,

pri čemu su a, b, c konstante koje biramo na sledeći način:

a = log

(
n

(
m

2πkBT

) d
2

)
− m

2kBT
|U |2 ,

bi =
m

2kBT
Ui, 1 ≤ i ≤ d,

c =
m

2kBT
.

čime je ovaj dio završen.

(3) ⇒ (1) Dobija se direktnim uvrštavanjem funkcije raspodjele u stanju rav-
noteže u kolizioni operator (1.12), te koristići zakone održanja u centru mase
(1.8).

Vratimo se sada fizičkoj entropiji H definisanoj sa (1.22). Diferencijal entropije
po vremenu je dat sa

dH
dt

= −kB
∫
Rd

(
df

dt
log f + f

1

f

df

dt

)
dv.

Množenjem Bolcmanove jednačine sa funkcijom −kB(log f + 1) i integracijom po
v, gdje na osnovu teoreme 1.5, član 1 možemo zanemariti, dobijamo

−kB
d

dt

∫
Rd
f log fdv = −kB

∫
Rd
Q(f, f) log fdv.

Na desnoj strani prethodne jednačine je baš definicija D(f), te dobijamo

d

dt
H = −kBD(f) ≥ 0,

Poslednja nejednakost je posledjica H-Teoreme i ona predstavlja ekvivalent dru-
gom zakonu termodinamike.
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Glava 2

Fundamentalne leme i a priori
ocjene

2.1 Funkcionalni prostori

Prirodan prostor za rješavanje prostorno homogene Bolcmanove jednačine (1.5)
je prostor sa Lebegovom težinom, odnosno prostor integrabilnih funkcija čiji mo-
menti su ograničeni. Preciznije, definǐsemo za svako k ≥ 0

L1
k(Rd) =

{
f mjerljiva : ‖f‖L1

k
=

∫
Rd
|f(v)|〈v〉k dv <∞

}
, (2.1)

pri čemu je korǐsćena standardna oznaka 〈v〉 =
√

1 + |v|2, koja se naziva Lebegova
zagrada ili popularno japanska zagrada. Primjetimo da za svako k2 ≥ k1 ≥ 0 u
prostorima (2.1), važi monotonost norme

‖f‖L1
k1

≤ ‖f‖L1
k2

, (2.2)

odakle slijedi kao posljedica da je L1
k2
↪→ L1

k1
.

Definicija 2.1. Polinomni momenat reda k ≥ 0 pridružen integrabilnoj funkciji
g je definisan na sledeći način

mk[g](t) =

∫
Rd
g(t, v) 〈v〉k dv. (2.3)

Primjetimo, ako je f ≥ 0, onda je

mk[f ](t) = ‖f‖L1
k

(t).
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Makroskopske promjenljive su definisane kao momenti funkcije raspodjele f ,
koji se dobijaju množenjem funkcije f sa odgovarajućom test funkcijom te integra-
ljenjem po v. Tako ako su te funkcije kolizione invarijante, odnosno m,mv, m

2
|v|2,

onda dobijamo gustinu gasa ρ, gustinu količine kretanja gasa ρU i gustinu energije
gasa ρ

2
|U |2 + ρe, respektivno

ρ =

∫
Rd
mfdv, ρU =

∫
Rd
mvfdv,

ρ

2
|U |2 + ρe =

∫
Rd

m

2
|v|2 fdv. (2.4)

Sa druge strane, polinomni momenti definisani sa (2.3) u specijalnom slučaju mogu
se izjedanačiti sa makrosposke promjenljive (2.4). Tako na primjer, u slučaju da
je momenat nultog reda, k = 0, pomnožen masom m dobijamo gustinu gasa,
dok momenat drugog reda, k = 2, pomnožen sa masom predstavlja zbir gustine i
totalne gustine energije,

mm0(t) = ρ, mm2(t) = ρ+
ρ

2
|U |2 + ρe.

Pošto za (2.4) važe makroskopski zakoni održanja mase, količine kretanja i ukupne
energije, zbog toga će m0 i m2 biti konstante vrijednosti za svako t > 0,

m0[f ](t) = m0[f ](0) = m0, m2[f ](t) = m2[f ](0) = m2,

gdje je f rješenje Bolcmanove jednačine (1.5).

2.2 Fundamentalne leme

Prije nego što predemo na rješavanje Košijevog problema za Bolcmanovu jed-
načinu (1.5), prvo ćemo dokazati nekoliko lema koje će nam omogućiti da koristimo
egzistenciju i jedinstvenost rješenja običnih diferencijalnih jednačina (ODJ) u Ba-
nahovim prostorima.

Počećemo sa dokazam sledećeg identiteta, koji se može naći u [3]. Energijski
identitet daje vezu izmedu mikroskopskih energija čestica koje se sudaraju u siste-
mu centra mase (1.8) i u sistemu relativnih brzina (1.11).

Definǐsemo energiju sistema u odnosu na Lebegove zagrade kao

E := 〈v〉2 + 〈v∗〉2 = 〈v′〉2 + 〈v′∗〉
2
, (2.5)

pri čemu jednakost važi zbog mirkoskopskog zakona održanja mase i energije (1.7).
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Lema 2.2 (Energijski identitet). Za svako (v′, v′∗) i (v, v∗) koji zadovoljavaju (1.11)
važe sledeći identiteti

〈v′〉2 = E

(
1− ξV̂ · σ

2

)
, 〈v′∗〉

2
= E

(
1 + ξV̂ · σ

2

)
, (2.6)

gdje je ξ = 2|u||V |
E
∈ [0, 1] i V̂ = V

|V | .

Dokaz. Primjetimo da iz definicije (1.8) važi

|V |2 +
1

4
|u|2 =

∣∣∣v + v∗
2

∣∣∣2 +
1

4
|v − v∗|2

=
1

4

(
|v|2 + 2 v · v∗ + |v∗|2

)
+

1

4

(
|v|2 − 2 v · v∗ + |v∗|2

)
=

1

2
(|v|2 + |v∗|2) =

E

2
−1,

(2.7)

pri čemu smo iskoristili definiciju E iz (2.5). Koristeći relacije (1.11) i prethodnog
izraza, lako se izračunavaju sledeće relacije

〈v′〉2 = 1 + |v′|2 = 1 +
∣∣∣V − 1

2
|u|σ

∣∣∣2
= 1 + |V |2 − |u|V · σ +

1

4
|u|2 =

E

2
− |u||V |V̂ · σ,

〈v′∗〉
2

= 1 + |v′∗|2 = 1 +
∣∣∣V +

1

2
|u|σ

∣∣∣2
= 1 + |V |2 + |u|V · σ +

1

4
|u|2 =

E

2
+ |u||V |V̂ · σ.

Dakle,

〈v′〉2 = E

(
1− ξV̂ · σ

2

)
, 〈v′∗〉

2
= E

(
1 + ξV̂ · σ

2

)
,

pri čemu je ξ := 2|u||V |
E

. Sada pokžimo da ξ pripada intervalu [0, 1], odnosno ko-
rǐsćenjem Jangove nejednakosti (A.4) važi

0 ≤ ξ =
2|u||V |
E

≤ |v|
2 + |v∗|2

E
≤ 1. (2.8)

Sledeća lema koju ćemo dokazati je Povznerova lema, odnosno Povznerova ne-
jednakost pri angularnom usrednjavanju. Ona predstavlja jednu od najznačajnijih
rezultata kinetičke teorije, jer daje uslove za globalnu stabilnost rješenja. Prvo-
bitna ideja leme leži u radovima Povznera [27], Devileta [14], i Venberga [34], mi
ćemo predstaviti dokaz od strane Bobiljeva, Gambe i Panferova [4].
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Lema 2.3 (Povznerova Lema). Neka je koliozoni presjek dat sa B(|u|, û · σ) =
|u|γb(û · σ) i neka je test funkcija ϕk(v) = 〈v〉k, za k ≥ 2. Tada je emisioni dio
funkcije G(v, v∗) iz (1.21) ograničen sa

G+(v, v∗) =

∫
Sd−1

(
〈v′〉k + 〈v′∗〉

k
)
B(|u|, û · σ)dσ ≤ C k

2
|u|γ

(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

) k
2 ,

gdje je C1 = 1 i C k
2
↘ 0, za k > 2. Štavǐse, ako je b ∈ Lp(Sd−1; dσ), za p > 1, važi

ocjena

C k
2
≤ 2 ‖b‖Lp(Sd−1;dσ)

(
2|Sd−2|
1 + q k

2

) 1
q

.

pri čemu p i q zadovoljavaju p−1 + q−1 = 1. U slučaju b ∈ L∞(Sd−1; dσ), konstanta
C k

2
se ponaša kao (1 + k)−1.

Napomena 4. U slaboj formulaciji Bolcmanovog koliozionog operatora kada su
test funkcije polinomi oblika 〈v〉k, pojaviće se faktor 1 − C k

2
> 0. Glavna ideja

Povznerove leme jeste da će faktor 1−C k
2
> 0 ograničiti od dole momente emisionog

dijela kolizionog operatora te tako će se dobiti globalne a priori ocjene. Može se
reći da ovaj faktor igra ulogu konstante koja se dobija iz Poenkareove teoreme za
eliptične i paraboličke jednačine.

Dokaz. Koristeći lemu 2.2, dobija se

G+(v, v∗) = |u|γ
∫
Sd−1

(
〈v′〉k + 〈v′∗〉

k
)
b(û · σ)dσ

= |u|γ
(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

) k
2

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1 + ξV̂ · σ
2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− ξV̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

 b(û · σ)dσ.

Primjetimo da je podintegralna funkcija neprekidna u odnosu na V̂ ·σ i nenegativna
za k ≥ 2, pošto je faktor ξ ograničen sa 1, što je dokazano u (2.8) pomoću Jangove
nejednakosti. Štavǐse, podintegralna funkcija je monotono rastuća po ξ, a pošto
0 ≤ ξ ≤ 1, slijedi da je∣∣∣∣∣1 + ξV̂ · σ

2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− ξV̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

≤

∣∣∣∣∣1 + V̂ · σ
2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

. (2.9)

Odavde se dobija

G+(v, v∗) ≤ |u|γ
(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

) k
2

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1 + V̂ · σ
2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

 b(û · σ)dσ

≤ C k
2
|u|γ

(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

) k
2 , k ≥ 2,
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pri čemu definǐsemo

C k
2

= sup
{V̂ , û ∈Sd−1}

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1 + V̂ · σ
2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

 b(û · σ)dσ. (2.10)

U slučaju kada je k = 2, dobija se

C1 = sup
{V̂ , û ∈Sd−1}

∫
Sd−1

(∣∣∣∣∣1 + V̂ · σ
2

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣1− V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
)
b(û·σ)dσ =

∫
Sd−1

b(û·σ)dσ = 1.

Takode, za svako k ≥ 2, funkcija

Γ k
2

:=

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1 + V̂ · σ
2

∣∣∣∣∣
k
2

+

∣∣∣∣∣1− V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

 b(û · σ)dσ

je neprekidna u odnosu na vektore V̂ i û, što se može provjeriti ako ih zapǐsemo
u polarnim koordinatama. Štavǐse podintegralna funkcija (2.9) u odnosu na mjeru
(b(û ·σ), dσ) je strogo opadajuća do na skupu mjere nula (u tačakama σ = {±V̂ }),
za svako k ≥ 2. Kao posljedica slijedi da je Γk1(V̂ , û) > Γk2(V̂ , û), za svako k1 < k2,
tako da zbog supremuma u odnosu na V̂ i û, zbog neprekidnosti, zaključujemo da
je Ck1 > Ck2 . Finalno, zbog monotone neprekidnosti dobijamo da je C k

2
↘ 0, za

dovoljno veliko k.

U slučaju da je b(û · σ) integrabilno u Lp(Sd−1) za p > 1, na osnovu Helderove
nejednakosti (A.5) dobijamo

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1± V̂ · σ2

∣∣∣∣∣
k
2

b(û · σ)dσ ≤ ‖b‖Lp(Sd−1)

∫
Sd−1

∣∣∣∣∣1± V̂ · σ2
dσ

∣∣∣∣∣
q k
2


1
q

≤ ‖b‖Lp(Sd−1)

(
2|Sd−2|
1 + q k

2

) 1
q

,

pri čemu p, q zadovoljavaju jednačinu 1
p

+ 1
q

= 1.

Povznerova lema nam je ukazala na neka svojsta apsorpcionog dijela funkcije
G+(v, v∗), sledeća lema nam daje ograničenje za cijelu funkciju G(v, v∗).

15



Lema 2.4 (Angularno usrednjavanje). Neka je kolizioni presjek B(|u| , û · σ) =
|u|γ b(û · σ), pri čemu je b(û · σ) integrabilno u odnosu na mjeru dσ. Tada za test
funkcije ϕk(v) = 〈v〉k, za svako k > 2, G(v, v∗) iz (1.21) je ograničeno na sledeći
način

G(v, v∗) ≤ |u|γ
(
C̃kC k

2

(
〈v〉 〈v∗〉k−1 + 〈v〉k−1 〈v∗〉

)
−
(

1− C k
2

)(
〈v〉k + 〈v∗〉k

))
,

(2.11)

pri čemu je C̃k = 2
k
2

+1 − 1 > 0.

Dokaz. Na izaraza G(v, v∗) (1.21) primjenom Povznerove leme 2.3 dobija se

G(v, v∗) =

∫
Sd−1

(〈v′〉k + 〈v′∗〉
k − 〈v〉k − 〈v∗〉k) B(|v − v∗|, σ)dσ

≤ |u|γ
(
C k

2
(〈v〉2 + 〈v∗〉2)

k
2 − 〈v〉k − 〈v∗〉k

)
. (2.12)

Korǐsćenjem binomne formule prvi član u zagradi možemo zapisati na sledeći način

(〈v〉2 + 〈v∗〉2)
k
2 ≤ (〈v〉+ 〈v∗〉)k = 〈v〉k + 〈v∗〉k +

k−1∑
l=1

(
k

l

)
〈v〉l 〈v∗〉k−l

≤ 〈v〉k + 〈v∗〉k +

lk∑
l=1

(
k

l

)(
〈v〉l 〈v∗〉k−l + 〈v〉k−l 〈v∗〉l

)
≤ 〈v〉k + 〈v∗〉k +

(
〈v〉 〈v∗〉k−1 + 〈v〉k−1 〈v∗〉

) lk∑
l=1

(
k

l

)
gdje smo prvu nejednakost dobili korǐstenjem (A.3), drugu pomoću (A.1) za k > 2
i lk = bk+1

2
c, a treću pomoću (A.2). Uvrštavanjem poslednjeg izraza u (2.12)

dobijamo

G(v, v∗) ≤ |u|γ
(
C k

2
(〈v〉 〈v∗〉(k−1) + 〈v〉(k−1) 〈v∗〉)

lk∑
l=1

(
k

l

)
−
(

1− C k
2

)
(〈v〉k + 〈v∗〉k)

)

i zbog toga što je
∑lk

l=1

(
k
l

)
≤ 2

k
2

+1 − 1 slijedi kraj dokaza.

2.3 Ograničenja za |u|γ

Jako važne ocjene, koja će nam omogućiti kontrolu polinomnih momenata jesu
donje i gornje ograničenje za |u|γ. Za gornje ograničenje koristećemo lokalne ocjene
u odnosu na Lebegovu mjeru, koju definǐsemo na sledeći način

〈v〉γ := (1 + |v|2)γ.
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Lema 2.5 (Gornje ograničenje). Za svako γ ∈ [0,∞) zadovoljena je nejednakost

|u|γ ≤ cg(〈v〉γ + 〈v∗〉γ), (2.13)

gdje je cg = cg(γ) = min {2 γ
2 , 2

3
2
γ−1}.

Dokaz. Primjetimo da važi

|u|γ = |v − v∗|γ = 2γ
(

1

4
|v − v∗|2

) γ
2

,

i na osnovu (2.7) slijedi da je

1

4
|v − v∗|2 ≤

E

2
=

1

2

(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

)
.

Kako bi iskoristili (A.3), interval γ podijelićemo u dva slučaja:

ako γ pripada [0, 2] onda |u|γ ≤ 2
γ
2 (〈v〉γ + 〈v∗〉γ),

ako γ pripada [2,∞) onda |u|γ ≤ 2
3
2
γ−1(〈v〉γ + 〈v∗〉γ),

pri čemu uzimamo minimum od ova dva ograničenja.

Sledeća lema nam daje donje ograničenje za potencijal iz kolizionog presjeka,
u vidu funkcionalne nejednakosti koja ne mora biti nužno da se odnosi na rješenje
Bolcmanove jednačine. Za dokaz donjeg ograničenja pratićemo [1].

Lema 2.6 (Donje ograničenje). Neka je γ ∈ [0, 2]. Za funkciju 0 ≤ {f(t)}t≥0 ⊂ L1
2

koja zadovoljava

Md ≤
∫
Rd
f(t, v)dv ≤Mg, Ed ≤

∫
Rd
f(t, v) |v|2 dv ≤ Eg (2.14)

za neke pozitivne konstante Md,Mg, Ed, Eg i∫
Rd
f(t, v)vdv = 0. (2.15)

Dodatno pretpostavimo da postoji ∆ > 0 za neko δ > 0 da važi∫
Rd
f(t, v) |v|2+δ dv ≤ ∆. (2.16)

Tada postoji konstanta cd > 0, takva da konvlucija f ∈ L1
2 i polinomnog momenta

stepena γ je ograničena s donje strane u odnosu na Lebegovu mjeru, odnosno

f ∗ |v|γ :=

∫
Rd
f(t, ω) |v − ω|γ dω ≥ cd 〈v〉γ , (2.17)
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preciznije cd je dato sa

cd =
min{Md, Ed}

2

(
4

Ed
max{Mg,∆}

) 1
δ

(
1 +

(
8
Mg + Eg
Md

) 1
γ

) 2+δ
δ
− γ

2

, (2.18)

za γ ∈ (0, 2], a ako je γ = 0 onda je cd = 2.

Dokaz. Definǐsimo prvo otvorenu loptu s radiusom r u koordinatnom početku

Br(v) := {ω ∈ Rd : |v − ω|2 ≤ r2}. (2.19)

Konstrukciju dokaza krećemo od ocjena na sferi BS(v) za parametar S koji ćemo
kasnije odrediti, a koji zavisi odMg, Ed,∆, δ i r∗ radiusa Br∗(0). Takva ocjena nam
omogućuje kontrolu integrala

Λγ :=

∫
Rd
f(t, ω) |v − ω|γ dω,

čiji domen ćemo razdvojiti na sferu Br∗(0) i njen komplent Bcr∗(0), pri čemu r∗ će
zavisiti od Md,Mg, Eg i γ.

Pošto je slučaj γ = 0 trivijalan, posmatraćemo γ ∈ (0, 2]. Za v koje pripada
BS(v) važi

|v − ω|2 ≤ S2 ⇒
(
|v − ω|2

) γ−2
2 ≥ Sγ−2,

s druge strane Λγ je veće kada se integrali po cijelom domenu Rd nego samo po
BS(v), odnosno

Λγ =

∫
Rd
f(t, ω) |v − ω|γ dω ≥ Sγ−2

∫
BS(v)

f(t, ω) |v − ω|2 dω

≥ Sγ−2

(∫
Rd
f(t, ω) |v − ω|2 dω −

∫
BcS(v)

f(t, ω) |v − ω|2 dω

)
. (2.20)

Kada se integrali po cijelom Rd možemo dati sledeće donje ograničenje∫
Rd
f(t, ω) |v − ω|2 dω =

∫
Rd
f(t, ω)(|v|2 − 2v · ω + |ω|2)dω

=

∫
Rd
f(t, ω) |v|2 dω − 2

∫
Rd
f(t, ω)(v · ω)dω +

∫
Rd
f(t, ω) |ω|2 dω

≥Md |v|2 + Ed ≥ Ed, (2.21)
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gdje smo za prvi i treći iskoristili ograničenja data u (2.14), a drugi integral je
jednak nuli zbog (2.15). Za drugi integral u (2.20), koristeći izraz koji se dobija
pomoću (A.3)

|v − ω|2+δ ≤ 21+δ
(
|v|2+δ + |ω|2+δ

)
,

dobijamo∫
BcS(v)

f(t, ω) |v − ω|2 dω ≤ 1

Sδ

∫
BcS(v)

f(t, ω) |v − ω|2+δ dω

≤ 21+δ

Sδ

∫
BcS(v)

f(t, ω)
(
|v|2+δ + |ω|2+δ

)
dω

≤ 21+δ

Sδ

(
Mg |v|2+δ + ∆

)
≤ 21+δ

Sδ
max{Mg,∆} 〈v〉2+δ ,

gdje je korǐsćeno ograničenje dato u formulaciji leme (2.14) i činjenica da važi

|v|2+δ = |v|2 |v|δ ≤ (1 + |v|2)(1 + |v|2)
δ
2 ≤ 〈v〉2+δ .

Tako smo Λγ iz (2.20) ograničili s

Λγ ≥ Sγ−2

(
Ed −

21+δ

Sδ
max{Mg,∆} 〈v〉2+δ

)
, (2.22)

sada treba da odredimo S i r∗ tako da donje ograničenje iz (2.22) je strogo pozi-
tivno. Na osnovu toga , dovoljno da izaberemo S tako da zadovoljava

21+δ

Sδ
max{Mg,∆} 〈v〉2+δ ≤ 21+δ

Sδ
max{Mg,∆}(1 + r2

∗)
2+δ <

Ed
2
,

za svako v ∈ Br∗(0), odnosno S kao funkciju od r∗ biramo tako da važi

S(r∗) >

(
22+δmax{Mg,∆}

Ed
(1 + r2

∗)
2+δ

) 1
δ

> 1. (2.23)

Tada je za svako v ∈ Br∗(0)

Λγ > Sγ−2Ed
2
. (2.24)

Pošto S zavisi od r∗, kao što se vidi u (2.23), potrebno je odrediti uslov r∗ tako da
za svako v ∈ Br∗(0) važi (2.23). Ispostavlja se da možemo dati donje ograničenje
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za Λγ u obliku

Λγ =

∫
Rd
f(t, ω)

(
|v − ω|2

) γ
2 dω

≥
∫
Rd
f(t, ω)

(
2
γ
2
−1
(
|v|2
) γ

2 − 2
(
|ω|2

) γ
2 dω

)
≥ 2

γ
2
−1Md |v|γ − 2

∫
Rd
f(t, ω)

(
|ω|2

) γ
2 dω.

Integral iz poslednjeg izaraza se odreduje ako podijelimo domen integracije na
Rd = B1(0) ∪ Bc1(0), odnosno∫

Rd
f(t, ω)

(
|ω|2

) γ
2 dω

≤
∫
B1(0)

f(t, ω)
(
|ω|2

) γ
2 dω +

∫
Bc1(0)

f(t, ω)
(
|ω|2

) γ
2 dω ≤Mg + Eg,

pošto ω u prvom integralu pripada B1(0) , to znaci da je |ω|2 ≤ 1 , te njega
možemo ograničiti saMg, dok kod drugog integrala ω pripada komplentu ali pošto

je γ ∈ (0, 2] slijedi da je
(
|ω|2

) γ
2 ≤ |ω|2, te drugi integral ograničavamo sa Eg. Cijelo

Λγ tada možemo ograničiti sa

Λγ ≥
1

2
Md |v|γ − 2 (Mg + Eg) .

Ako izaberemo r∗ dovoljno veliko tako da zadovoljava

r∗ >

(
8 (Mg + Eg)
Md

) 1
γ

≥ 1, (2.25)

tada će svako v ∈ Bcr∗(0) zadovoljavati

Λγ ≥
1

4
Md |v|γ . (2.26)

Spajanjem (2.24) i (2.26) dobijamo da je

Λγ ≥
(
Ed
2
Sγ−2

1Br∗ (0)(v) +
Md

4
|v|γ 1Bcr∗ (0)(v)

)
≥ min{Md, Ed}

4
Sγ−2

(
1Br∗ (0)(v) + |v|γ 1Bcr∗ (0)(v)

)
. (2.27)

Sada prvo za v ∈ Br∗(0) važi

〈v〉2 = 1 + |v|2 ≤ 1 + r2
∗,
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a za v ∈ Bcr∗(0) i pošto je r∗ ≥ 1 kao što je pokazano u (2.25) slijedi

|v|2 ≥ r2
∗ ≥

1

r2
∗
⇒ r2

∗ |v|
2 ≥ 1,

odnosno
〈v〉γ =

(
1 + |v|2

) γ
2 ≤

(
r2
∗ |v|

2 + |v|2
) γ

2 ≤ |v|γ
(
1 + r2

∗
) γ

2 .

Spajanjem ovih nejednakosti dobijamo

〈v〉γ = 〈v〉γ
(
1Br∗ (0)(v) + 1Bcr∗ (0)(v)

)
≤
(
1 + r2

∗
) γ

2
(
1Br∗ (0)(v) + |v|γ 1Bcr∗ (0)(v)

)
.

Konačno dobijamo da je

Λγ ≥
Ed
2

Sγ−2

(1 + r2
∗)

γ
2

〈v〉γ ,

te uvrštavajući (2.23) i (2.25) dobijamo donje ograničenje (2.18).

Na kraju, uporedimo leme o gornjem i donjem ograničenju 2.5 i 2.6. Vidjeli
smo da lema o gornjem ograničenju je čisto tačkasta (eng. pointwise). Dok lema
o donjem ograničenju je predstavljena preko konvolucije funkcije f i polinomnog
momenta stepena γ i njena ocjena je čisto funkcionalna, što će igrati veliku ulogu u
izboru Banahovih prostora u kojim ćemo predstaviti rješenje Košijevog problema
za Bolcmanovu jednačinu. U jednu ruku može se reći da lema o donjem ograničenju
diktira put ka rješenju Košijevog problema.

2.4 L1
k a priori ocjene za momenate

Sada ćemo iskoristiti sve prethodne leme kako bi dali ograničenje kolizionog
operatora.

Lema 2.7 (Ograničenja kolizionog operatora). Neka je f ∈ L1
2, koja zadovoljava

pretpostavke leme 2.6. Tada za svako γ ∈ (0, 1], zadovoljena je nejednakost

mk[Q(f, f)] =

∫
Rd
Q(f, f)(v) 〈v〉k dv ≤ −A∗ ‖f‖

1+ γ
k

L1
k

+Bk ‖f‖L1
k
, (2.28)

gdje su A∗ i Bk definisane pomoću konstanti iz lema 2.3, 2.4, 2.5 i 2.6 na sledeći
način:

A∗ := cd(1− C k∗
2

) ‖f‖
− γ
k∗

L1
0

> Ak = cd(1− C k
2
) ‖f‖−

γ
k

L1
0
> 0 (2.29)

Bk := 2cgC k
2
C̃k ‖f‖L1

2
> 0, (2.30)

za svako k > 2.
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Napomena 5. Primjetimo, A∗ i Bk ne zavise od vremena, jer m0 i m2 ne zavise
od vremena (zbog zakona odražanja makroskopskih promjenjivih), i A∗ ne zavisi
od k.

Dokaz. Za test funkcije ψk = 〈v〉k, slabo rješenje kolizionog operatora (1.20) je
dato

W :=

∫
Rd
Q(f, f)(v) 〈v〉2k dv

=
1

2

∫
Rd×Rd×Sd−1

ff∗(〈v′〉k + 〈v′∗〉
k − 〈v〉k − 〈v∗〉k)B(|u| , û · σ)dσdv∗dv. (2.31)

Primjenom leme (2.4) o angularnom usrednjavanju, (2.31) je ograničeno sa

W ≤ 1

2

∫
Rd×Rd

ff∗ |u|γ
(
C̃kC k

2

(
〈v〉 〈v∗〉k−1 + 〈v〉k−1 〈v∗〉

)
−
(

1− C k
2

)(
〈v〉k + 〈v∗〉k

))
dv∗dv (2.32)

Zbog integrabilnost svih podintegrabilnih funkcija u (2.32), integral sa desne stra-
ne možemo razdvojiti na dijelove koje potiču od apsorpcionog i emisionog dijela
koliziong operatora, u oznakama W+ i W− respektivno

W+ =
1

2

∫
Rd×Rd

ff∗ |u|γ C̃kC k
2

(
〈v〉 〈v∗〉k−1 + 〈v〉k−1 〈v∗〉

)
dv∗dv, (2.33)

W− =
1

2
(1− C k

2
)

∫
Rd×Rd

ff∗ |u|γ
(
〈v〉k + 〈v∗〉k

)
dv∗dv, (2.34)

tako da
W =W+ −W−. (2.35)

Primjetimo da su svi članovi u (2.33) i (2.34) pozitivni, pa kako bi dobili najbolju a
priori ocjenu koliziong operatora u slaboj formulaciji,W+ ćemo ograničiti s gornje
strane, dok W− s donje strane.

Za |u|γ u (2.33) iskoristićemo ograničenje dato u lemi (2.5), čime dobijamo

W+ ≤ 1

2
cgC k

2
C̃k

∫
Rd×Rd

ff∗(〈v〉γ + 〈v∗〉γ)
(
〈v〉 〈v∗〉k−1 + 〈v〉k−1 〈v∗〉

)
dv∗dv,

=
1

2
cgC k

2
C̃k

∫
Rd×Rd

ff∗

(
〈v〉1+γ 〈v∗〉k−1 + 〈v〉 〈v∗〉k−1+γ

+ 〈v〉k−1+γ 〈v∗〉+ 〈v〉k−1 〈v∗〉1+γ
)

dv∗dv.
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Iskorǐstavanjem definicije momenta (2.3) i činjenice da su v i v∗ nezavisne pro-
mjenljive pa možemo izvršiti integraciju po jednoj pa po drugoj, dobijamo da je

W+ ≤ cgC k
2
C̃k (m1+γmk−1 + m1mk−1+γ) .

Zbog monotonosti norme (2.2) slijedi da je

W+ ≤ 2cgC k
2
C̃km2mk. (2.36)

Sa druge strane za |u|γ u (2.34) iskoristićemo ograničenje dato u lemi 2.6, čime
dobijamo

W− =
1

2

(
1− C k

2

)∫
Rd×Rd

ff∗ |u|γ
(
〈v〉k + 〈v∗〉k

)
dv∗dv

=
1

2

(
1− C k

2

){∫
Rd
f 〈v〉k

(∫
Rd
f∗ |v − v∗|γ dv∗

)
dv

+

∫
Rd
f∗ 〈v∗〉k

(∫
Rd
f |v∗ − v|γ dv

)
dv∗

}
≥ 1

2
cd(1− C k

2
)

(∫
Rd
f 〈v〉k 〈v〉γ dv +

∫
Rd
f∗ 〈v∗〉k 〈v∗〉γ dv∗

)
.

Nakon integracije prethodna jednačina zapisana koristeći (2.3) postoje

W− ≥ cd(1− C k
2
)mk+γ.

Pošto je 〈v〉2 konveksna funkcija, na definiciju momenta možemo primjeniti Jen-
senovu nejednakost (A.6) te dobiti∫

Rd
f(v) 〈v〉k+γ dv ≥

(∫
Rd
f(v)dv

)− γ
k
(∫

Rd
f(v) 〈v〉k dv

)1+ γ
k

,

tako da slijedi

W− ≥ cd(1− C k
2
)m
− γ
k

0 m
1+ γ

k
k . (2.37)

Uvrštavanjem izraza (2.36) i (2.37) u (2.35) dobijamo da je

W ≤ −cd(1− C k
2
)m
− γ
k

0 m
1+ γ

k
k + 2cgC k

2
C̃km2mk.

Kombinacijom Bolcmanove jednacine (1.5) i leme o ograničenju kolizionog ope-
ratora (2.7) dobijamo običnu diferencijalnu nejednakost za L1 polinomne momente,
definisane u (2.3).
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Lema 2.8 (Obična diferencijalna nejednakost za polinomne momente). Ako je f
rješenje Bolcmanove jednačine (1.5) i zadovolja uslove leme (2.7) tada za svako
γ ∈ (0, 1] važi

d

dt
‖f‖L1

k
(t) ≤ −A∗ ‖f‖

1+ γ
k

L1
k

+Bk ‖f‖L1
k
, (2.38)

gdje su koeficijenti A∗ i Bk dati u (2.29),(2.30) respektivno.

Dokaz. Slijedi direktno iz (1.5) i leme (2.7).

Primjetimo, da je član uz A∗ superlinearan u odnosu na normu ‖f‖L1
k
, dok član

uz Bk linearan što će kasnije biti od značaja.

Teorema 2.9 (Kreacija i propagacija polinomnih momenata). Neka je f rješenje
Bolcmanove jednačine (1.5) i neka je B(|u| , û·σ) = |u|γ b(û·σ), pri čemu γ ∈ (0, 1]
i b(û · σ) je integrabilno na Sd−1, tada sledeće osobine važe

1. (Kreacija) Neka je f0(v) ∈ L1
k(Rd), odnosno m0[f ](0) < ∞, tada postoji

konstanta takva da važi

mk[f ](t) ≤
(
Bk

A∗

) k
γ (

1− e−
γBk
k

t
)− k

γ
, ∀t > 0, (2.39)

2. (Propagacija) Ako je mk[f ](0) <∞ onda je

mk[f ](t) ≤ max

{(
Bk

Ak

) k
γ

,mk[f ](0)

}
, (2.40)

za svako t ≥ 0.

Dokaz. Posmatrajmo običnu diferencijalnu nejednačinu koja se javlja u (2.38) iz le-
me 2.8. U slučaju jednakosti ona je u stvari Bernulijeva ODJ. Ideja dokaza je da na
osnovu rješenja Bernulijeve ODJ, saznamo vǐse o samim momentima. Bernulijeva
ODJ je data sa

y′(t) = −a y(t)1+c + b y(t), sa početnim uslovom y(0) = y0 (2.41)

i neka su parametri a, b, c dati kao

a := A∗, b := Bk, c :=
γ

k
.

Rješenje Bernulijeve ODJ možemo dobiti množenjem faktorom−cy−1−c i uvodenjem
smjene v = y−c, i rješavanjem jednačine (2.41) dobijamo

y(t) =
(a
b

(
1− e−c b t

)
+ y−c0 e−c b t

)− 1
c
. (2.42)
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Pokažimo prvo da je rješenje (2.42) monotona funkcija. Funkcija f definisana
na sledeći način

f(t) = t−
1
c , za t > 0,

je monotono opadajuća jer je

f ′(t) = −1

c
t−

1
c
−1 < 0, ∀t > 0.

Sa druge strane funkcija

g(t) =
a

b

(
1− e−c b t

)
+ y−c0 e−c b t,

je rastuća ili opadajuća u zavisnosti od parametara, jer je

g′(t) = e−c b t(−c b)
(
y−c0 −

a

b

){< 0 ako je y−c0 − a
b
> 0,

> 0 ako je y−c0 − a
b
< 0,

Odakle slijedi da

y(t) = f(g(t))

{
y(t) raste ako je y0 >

(
a
b

)− 1
c ,

y(t) opada ako je y0 <
(
a
b

)− 1
c .

Zbog monotonosti važi {
y(t)→ y0, x→ 0,

y(t)→
(
a
b

)− 1
c , x→∞,

te je zadovoljeno

y(t) ≤ max

{
y0,
(a
b

)− 1
c

}
, (2.43)

što dokazuje (2.39). Na slici 2.1 je prikazano ponašanje rješenja Bernulije jednačine
u zavisnosti koji parametar je veći. Dalje, da bismo pokazali (4.20) u (2.42) zane-
marujemo početni uslov, te dobijamo

y(t) ≤
(a
b

(
1− e−c b t

))− 1
c
, ∀t > 0. (2.44)
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Slika 2.1: Grafički prikaz rješenja Bernulijeve ODJ, pod uslovom da je y0 <
(
a
b

)− 1
c

(lijevo) i y0 >
(
a
b

)− 1
c (desno).
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Glava 3

Egzistencija i jedinstvenost
rješenja

Do sada smo vidjeli a priori ocjene za Bolcmanovu jednačinu, koje ćemo isko-
ristiti da bi pokazali da Košijev problem za Bolcmanovu jednačinu{

∂tf(t, v) = Q(f, f)(v)

f(0, v) = f0(v),
(3.1)

ima jedinstveno rješenje za svako t > 0. Dokaz će biti baziran na teoriji egizistencije
i jedinstvenosti rješenja običnih diferencijalnih jednačina u Banahovim prostorima,
čiju prvu ideju je dao Bresan u svojim bilješkama [7]. Alonso, Gamba i Tran su
dokazali teoremu radi egzistencije i jedinstvenosti rješenja za kvantnu prostorno
homogenu Bolcmanovu jednačinu [2], i njihov dokaz se bazira na osnovu teorema
iz [23].

Teorema 3.1. Neka je E := (E , ‖·‖) Banahov prstor, S je ograničen, konveksan i
zatvoren podskup od E, i neka operator Q : S → E zadovoljava sljedeće osobine:

(a) Helderovu neprekidnost (Hölder continuity)

‖Q[u]−Q[v]‖ ≤ C ‖u− v‖β , β ∈ (0, 1), ∀u, v ∈ S;

(b) Pod-tangentni uslov (Sub-tangent condition)

lim
h→0+

dist (u+ hQ[u],S)

h
= 0, ∀u ∈ S;

(c) Jednostrani Lipšicov uslov (One-sided Lipschitz condition)

[Q[u]−Q[v], u− v] ≤ C ‖u− v‖ , ∀u, v ∈ S,
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gdje
[ϕ, φ] = lim

h→0−
h−1 (‖φ+ hϕ‖ − ‖φ‖) . (3.2)

Onda jednačina

∂tu = Q[u], za t ∈ (0,∞), sa početnim uslovom u(0) = u0 u S,

ima jedinstveno rješenje u C([0,∞),S) ∩ C1((0,∞), E).

Dokaz ove teoreme se može pronaći u [2].

Rješenje Košijevog problema (5.41) biće u L1
2 Banahovim prostorima, odno-

sno za E iz prethodne teoreme uzećemo baš L1
2. Dalje, na osnovu a priori ocjena

definǐsemo ograničen, konveksan i zatvoren podskup Ω od L1
2 na sljedeći način

Ω =
{
f(v) ∈ L1

2 : f ≥ 0, ∃C0, C2, takvi da ∀t ≥ 0,

∫
Rd
f(t, v)vdv = 0

m0[f ](t) = C0, m2[f ](t) = C2, mk̂[f ](t) ≤ Ck̂,
}
. (3.3)

pri čemu je Ĉk odredeno u propoziciji 1 i k̂ = max {2 + 2γ, 2 + δ} .
Prvo treba da provjerimo da je kolizioni operator (1.12) preslikavanje Q : Ω→

L1
2. Za proizvoljno f ∈ Ω, provjeramo da je ‖Q(f, f)‖L1

2
<∞, odnosno

‖Q(f, f)‖L1
2

=

∫
Rd
|Q(f, f)(v)| 〈v〉2 dv <∞. (3.4)

Apsolutnu vrijednost kolizionog operatora iz jednačine (3.4), možemo zapisati pre-
ko funkcije znaka, |·| = ·sign(·), odnosno

‖Q(f, f)‖L1
2

=

∫
Rd
Q(f, f)(v)sign (Q(f, f)(v)) 〈v〉2 dv. (3.5)

Izraz sign (Q(f, f)(v)) 〈v〉2 se može posmatrati kao test funkcija za slabu formula-
ciju kolizionog operatora (1.20), pa jednačina (3.5) postaje

‖Q(f, f)‖L1
2
≤ 1

2

∫
Rd×Rd×Sd−1

ff∗

(
〈v′〉2 + 〈v′∗〉

2
+ 〈v〉2 + 〈v∗〉2

)
Bdσdv∗dv

=

∫
Rd×Rd×Sd−1

ff∗
(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

)
Bdσdv∗dv,
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u poslednjoj jednakosti iskoristili smo zakon održanja mikroskopske energije (1.7).
Upotrebom leme 2.5, dobijamo

‖Q(f, f)‖L1
2
≤ cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

∫
Rd×Rd

ff∗
(
〈v〉2 + 〈v∗〉2

)
(〈v〉γ + 〈v∗〉γ) dv∗dv

≤ 2cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

(
‖f‖L1

2+γ
‖f‖L1

0
+ ‖f‖L1

γ
‖f‖L1

2

)
≤ 4cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ) ‖f‖L1

2+γ
‖f‖L1

γ
,

gdje smo iskorisliti monotonost norme (2.2) i čime smo pokazali da Q(f, f) ∈ L1
2 ,

pošto je f ∈ Ω.

3.1 Helderova neprekidnost

U ovom dijelu pokazaćemo da važi prvi uslov iz teoreme 3.1, odnosno da je
kolizioni operator (1.12) Helder neprekidan.

Lema 3.2 (Helderova neprekidnost). Za sve funkcije f i g koje pripadaju skupu
Ω definisanom u (3.3), sledeća nejednakost je ispunjena∫

Rd
|Q(f, f)−Q(g, g)| 〈v〉2 dv ≤ ‖b‖L1(Sd−1;dσ) CH ‖f − g‖

1
2

L1
2

(3.6)

gdje je konstanta CH = 8cgC
1
2
2+γ(2C2+γ + C2).

Dokaz. Prvo zapǐsemo razliku dva koliziona operatora koji djeluju na funkcije ras-
podjele f i g kao zbir i razliku te dvije funkcije raspodjele,

Q(f, f)−Q(g, g) =
1

2
(Q(f + g, f − g) +Q(f − g, f + g)) , (3.7)

ovo je moguće zbog bilinearne strukture kolizionog operatora. Tražimo mu L1
2

normu od poslednjeg izraza

IH := ‖Q(f, f)−Q(g, g)‖L1
2

=

∫
Rd
|Q(f, f)−Q(g, g)| 〈v〉2 dv

≤ 1

2

∫
Rd

(|Q(f + g, f − g)|+ |Q(f − g, f + g)|) 〈v〉2 dv.

Apsolutnu vrijednost kolizionog operatora ćemo zapisati pomoću funkcije znaka,
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odnosno |·| = · sign(·), koju možemo razumjeti kao test funkciju.

IH ≤
1

2

∫
Rd×Rd×Sd−1

((f + g) |f∗ − g∗|+ |f − g| (f∗ + g∗))

× (〈v′〉2 + 〈v′∗〉
2

+ 〈v〉2 + 〈v∗〉2)Bdσdv∗dv

=

∫
Rd×Rd×Sd−1

((f + g) |f∗ − g∗|+ |f − g| (f∗ + g∗))

× (〈v〉2 + 〈v∗〉2)Bdσdv∗dv,

gdje se poslednja jednakost dobija zbog zakona održanja energije na mikroskop-
skom nivu (1.7). Pošto je kolizioni prijesek dat sa B = |u|γ b(û · σ), iskoristićemo
gornje ograničenje za |u|γ dato u lemi (2.5), te za integrabilno b(û · σ) dobijamo

IH ≤ cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

∫
Rd×Rd

((f + g) |f∗ − g∗|+ |f − g| (f∗ + g∗))

× (〈v〉2 + 〈v∗〉2)(〈v〉γ + 〈v∗〉γ)dv∗dv

≤ 2cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

(
‖f + g‖L1

2+γ
‖f − g‖L1

0
+ ‖f − g‖L1

2+γ
‖f + g‖L1

0

‖f + g‖L1
γ
‖f − g‖L1

2
+ + ‖f − g‖L1

γ
‖f + g‖L1

2

)
.

Ako iskoristimo monotnost norme (2.2), važi da je

IH ≤ 2cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ) ‖f − g‖L1
2+γ

(
‖f + g‖L1

2+γ
+ ‖f + g‖L1

2

)
.

Primjenjujući (A.7) dobjamo

‖f − g‖L1
2+γ
≤ ‖f − g‖

1
2

L1
2
‖f − g‖

1
2

L1
2+γ

,

sa druge strane ako iskoristimo osobine skupa Ω

‖f − g‖
1
2

L1
2+γ
≤ ‖f‖

1
2

L1
2+γ

+ ‖g‖
1
2

L1
2+γ
≤ 2C

1
2
2+γ,

‖f + g‖L1
2+γ
≤ ‖f‖L1

2+γ
+ ‖g‖L1

2+γ
≤ 2C2+γ,

‖f + g‖L1
2
≤ ‖f‖L1

2
+ ‖g‖L1

2
≤ 2C2.

Finalno dobijamo

IH ≤ 8cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ) C
1
2
2+γ(2C2+γ + C2) ‖f − g‖

1
2

L1
2
.
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3.2 Pod-tangetni uslov

Pod-tangetni uslov u teoremi 3.1 je dat sa

lim
h→0+

dist (u+ hQ[u],S)

h
= 0, ∀u ∈ S,

odnosno da za svako u iz S, distanca u+ hQ[u] i skupa S kad h→ 0+ je jednaka
nula.

U našem slučaju, ideja pod-tangetnog uslova je da pokažemo da je presjek lopte
sa centrom u f+hQ(f, f) i skupa Ω neprezan skup. Preciznije, za f ∈ Ω i za svako
ε > 0 postoji h1 > 0 tako da lopta sa centrom u f + hQ(f, f) i poluprečnikom
hε, u oznaci B(f +hQ(f, f), hε), daje neprazan skup kad se presječe skupom Ω za
svako 0 < h < h1. Za svako h1 imamo da je

h−1dist ((f + hQ(f, f),Ω) ≤ ε, (3.8)

za svako 0 < h < h1. Vidimo da je (3.8) ekivalentan sa pod-tangetnim uslovom
iz teorme 3.1, pa ćemo sledećemo propozicijom pokazati da postoji h1 takvo da je
uslov (3.8) zadovoljen.

Propozicija 1. Za fiksno f koje pripada Ω, važi da za svako ε > 0 postoji h1 > 0
takvo da B(f + hQ(f, f), hε) ∩ Ω 6= ∅ za svako 0 < h < h1.

Dokaz. Definǐsimo prvo pridruženu funkciju raspodjele

fr(t, v) := f(t, v)1Br(0)(v), (3.9)

gdje je 1Br(0)(v) je indikatorska funkcija za sferu Br(0) poluprečnika r definisanu
u (2.19). Takode definǐsemo propratnu funkciju

gr = f + hQ(fr, fr), (3.10)

za svako h > 0. Cilj nam je naći r i h tako da gr ∈ B(f + hQ(f, f), hε) ∩ Ω.

Primjetimo da svako f ∈ Ω implicira da je fr ∈ Ω. onda koristeći daje kolizioni
operator veći od emisionog dijela, dobijamo

Q(fr, fr)(v) ≥ Q−(fr, fr)(v) = −fr
∫
Rd×Sd−1

fr∗Bdσdv∗.

Sledeće koristimo donje ograničenje iz leme 2.6, dobijamo

Q(fr, fr)(v) ≥ −cdfr(C0 + Cγ)(1 + v2)γ ≥ −cd(C0 + Cγ)(1 + rγ)fr.
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Odakle slijedi da je gr ograničeno sa

gr ≤ f(1− cd(C0 + Cγ)(1 + rγ)h) ≥ 0

za svako h koje zadovoljava

h ∈
(

0,
1

cd(C0 + Cγ)(1 + rγ)

)
.

Sledeće, korǐsćenjem slabe formulacije (1.20) dobijamo∫
Rd
Q(fr, fr)(v)dv = 0,

∫
Rd
Q(fr, fr)(v) 〈v〉2 dv = 0,

što implicira da je

m0[gr](t) = m0[f ](t), m2[gr](t) = m2[f ](t),

nezavisno od r i h, što znači da sva gornja i donja ograničenja za polinomne
momente od f važe i za gr. Definǐsimo sada preslikavanje Lk(x) : [0,∞)→ R

Lk(x) := −A∗x1+ γ
k +Bkx,

pri čemu su A∗ i Bk pozitivne konstante iz leme 2.7 za svako γ > 0, k > 2. Ovo
preslikavanje ima samo jednu netrivijalnu nulu, koja je data sa

x̂k :=

(
Bk

A∗

) k
γ

, k > k∗, (3.11)

pri čemu se Lk(x) se mijenja vrijednost iz pozitivne u negativnu, za x > x̂k. Sada,
neka je x ≥ 0, tada je zadovoljena nejednakost

Lk(x) ≤ max
0≤x≤x̂k

Lk(x) =: L̂k(x),

a sam maksimum preslikavanja L̂k(x) se lagano računa, te se dobija

L̂k(x) := Lk

((
Bkk

A∗(k + γ)

) k
γ

)
= Lk

(
x̂
k
γ

k

k

k + γ

) k
γ

:= Kγ,k (3.12)

gdje Kγ,k zavisi od ‖f0‖L1
k
. Iz leme 2.7 slijedi za svako k > 2 važi∫

Rd
Q(f, f)(v) 〈v〉k dv ≤ Lk(mk[f ]) ≤ L̂γ,k,
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i definǐsemo
Ck̂ = x̂k + L̂γ,k. (3.13)

Za bilo koje f ∈ Ω, imamo dva slučaja: (i) mk[f ] ≤ x̂k ili (ii) mk[f ] > x̂k. U prvom
slučaju, za gr dobijamo da je

mk[gr] ≤ x̂k + h

∫
Rd
Q(fr, fr)(v) 〈v〉k dv ≤ x̂k + hL̂γ,k ≤ Ck̂,

gdje smo bez gubitka opštosti pretpostavili da je h ≤ 1. U drugom slučaju, neka
je r = r(f) > 0, dovoljno veliko da važi uslov mk[f ] > x̂k. U tom slučaju je Lk je
negativno, odnosno

Lk(mk[fr]) ≤ 0,

odakle slijedi da je

mk[gr] ≤ x̂k + Lk(mk[fr]) ≤ x̂k ≤ Ck̂.

Sad zaključujemo da svako gr ∈ Ω ako je 0 < h < h∗,

h = min

{
1,

1

cd(C0 + Cγ)(1 + rγ)

}
.

Pokažimo da gr pripada B(f + hQ(f, f), hε),

1

h
‖gr − f − hQ(f, f)‖L1

2
= ‖Q(fr, fr)−Q(f, f)‖L1

2

≤ ‖b‖L1(Sd−1;dσ) CH ‖fr − f‖
1
2

L1
2
< hε,

pri čemu smo koristili ocjenu iz (3.6) iz leme 3.2. Dokaz završavamo odredivanjem
paramaterara r i h1 kao

r = max{r(f), r(ε)}, h1 = min

{
1,

1

cd(C0 + C γ
2
)(1 + rγ)

}
.

3.3 Jednostrani Lipšicov uslov

Za slučaj E = L1
2 uslov za [ϕ, φ] u jednačini (3.2) se svodi na

[ϕ, φ] = lim
h→0−

h−1(‖ϕ+ hφ‖L1
2
− ‖ϕ‖L1

2
) =

= lim
h→0−

∫
h−1 (|ϕ+ hφ| − |ϕ|) 〈v〉2 dv =

∫
φ sign(ϕ) 〈v〉2 dv.
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Poslednji korak slijedi na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji
A.9 i izraza

h−1 (|ϕ+ hφ| − |ϕ|) ∼ 2ϕφ+ hφ2

|ϕ+ hφ|+ |ϕ|
→ φ sign(ϕ) kad h→ 0−.

Lema 3.3 (Lipšicov uslov). Za sve funkcije f i g koje pripradaju Ω, važi

[f − g,Q(f, f)−Q(g, g)] ≤ ‖b‖L1(Sd−1;dσ) CL ‖f − g‖L1
2
,

gdj je CL = 4cgC2+γ.

Dokaz. Kao kod Helderove neprekidnosti, iskoristićemo osobinu (3.7), odnosno

IL := [f − g,Q(f, f)−Q(g, g)] ≤
∫
Rd

(Q(f, f)−Q(g, g))sign(f(v)−g(v)) 〈v〉2 dv

=
1

2

∫
Rd

(Q(f + g, f − g) +Q(f − g, f + g)) sign(f(v)− g(v)) 〈v〉2 dv

Iskoristićemo slabu formulaciju kolizionog operatora za test funkciju apsolutne
vrijednosti, te dobijamo

IL :=≤ 1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

((f + g)(f∗ − g∗) + (f − g)(f∗ + g∗))

×
(

sign(f ′ − g′) 〈v′〉2 + sign(f ′∗ − g′∗) 〈v′∗〉
2

−sign(f − g) 〈v〉2 − sign(f∗ − g∗) 〈v∗〉2
)
Bdσdv∗dv.

Zbog lakšeg zapisa uvodimo lokalnu notaciju, h := f − g, i

∆(v, v∗) := sign(h′) 〈v′〉2 + sign(h′∗) 〈v′∗〉
2 − sign(h) 〈v〉2 − sign(h∗) 〈v∗〉2 .

Integral IL u ovoj notaciji postaje

IL ≤
1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

((f + g)(h∗) + (h)(f∗ + g∗)) ∆(v, v∗)Bdσdv∗dv.

Primjetimo da sledeći identiteti važe zbog mikroskopskog zakona održanja energije
(1.7)

h∆(v, v∗) ≤ |h|
(
〈v′〉2 + 〈v′∗〉

2
+ 〈v∗〉2 − 〈v〉2

)
= 2 |h| 〈v∗〉2 ,

h∗∆(v, v∗) ≤ |h∗|
(
〈v′〉2 + 〈v′∗〉

2 − 〈v∗〉2 + 〈v〉2
)

= 2 |h∗| 〈v〉2 ,
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odakle slijedi da je

IL ≤
1

2

∫
Rd×Rd×Sd−1

(
(f + g) |h∗| 〈v〉2 + (f∗ + g∗) |h| 〈v∗〉2

)
Bdσdv∗dv.

Zbog integrabilnost B, i gornjeg ograničenja (2.5) slijedi

IL ≤
1

2
cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

∫
Rd×Rd

(
(f + g) |h∗| 〈v〉2

+(f∗ + g∗) |h| 〈v∗〉2
)

(〈v〉γ + 〈v∗〉γ)dv∗dv

≤ cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

(
‖f + g‖L1

2+γ
‖f − g‖L1

0
+ ‖f + g‖L1

2
‖f − g‖L1

γ

)
≤ 2cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ)

(
‖f + g‖L1

2+γ
‖f − g‖L1

γ

)
,

pri čemu smo u poslijednjoj nejednakosti koristili monotonost normi (2.2). Zbog
istog argumenta važi da je

‖f − g‖L1
γ
≤ ‖f − g‖L1

2
, ‖f + g‖L1

2+γ
≤ ‖f‖L1

2+γ
+ ‖g‖L1

2+γ
≤ 2C2+γ,

čime dobijamo
IL ≤ 4cg ‖b‖L1(Sd−1;dσ) C2+γ ‖f − g‖L1

2
,

što završava dokaz.

3.4 Rješenje Košijevog problema

Na osnovu teoreme 3.1, pri čemu smo provjerili sve potrebne uslove kroz leme
3.2, 1 i 3.3 slijedi egzistencija i jedinstvenost rješenja Košijevog problema (3.1).

Teorema 3.4 (Egzistencija i jedinstvenost rješenja). Neka je γ ∈ (0, 1], b inte-
grabilno i početni uslov f0 ∈ Ω, gdje je Ω data u (3.3). Tada, postoji jedinstvena
nenegativna funkcija takva da

f(t, v) ∈ C ([0,∞); Ω) ∩ C1
(
(0,∞);L1

2

(
Rd
))

koja rješava Košijev problem (3.1).

Napomena 6. Primjetimo da ova teorema ne zahtjeva uslove koji se odnose na
entropiju. Medutim, ako je entropija u početnom trenutku ograničena, na osnovu
H-teoreme tj. (1.24) entropija će biti ograničena i u svakom drugom trenutku za
t > 0.
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Glava 4

Košijev problem za mješavinu
jednoatomskih gasova

4.1 Osnovni pojmovi kinetičke teorije za mješaviju

gasova

Veliki broj mašina koji se javljaju u tehnici za radno tijelo imaju gas, ali taj gas
je najčešće mješavina različitih gasova. Izmedu ostalog, zbog toga se javila potreba
da se razvije teorija mješavina u sklopu kinetičke teorije. Ovdje ćemo predstaviti
osnovne principe kinetčke teorije za mješavine jednoatomskih gasova. Kao prvo,
moramo definisati šta je to tačno mješavina, i tu ćemo se pozvati na Truzdela [30],
koji je dao osnovne postulate za mješavine:

(i) Sve osobine mješavine moraju biti matematičke posljedice njenih kompone-
nata;

(ii) Da bismo opisali kretanje komponenata, možemo zamisliti da ih izolujemo
od ostatka mješavine, pod uslovom da smo pravilno uračunali kako ostatak
mješavine djeluje na taj izolovani dio;

(iii) Kretanje cjelokupne mješavine je opisano jednačinama kao kod jednog tijela
(intuitivno, mješavina ne zna da je mješavina).

U nastavku iznijećemo osnovne pojmove za mješavine na osnovu [28, 5, 8, 31].
Posmatramo mješavinu od I jednoatomskih gasova, čije komponente označavamo
A1, . . . ,AI . U okvirima kinetičke teorije, svaka komponenta mješavine Ai je opi-
sana sa sopstvenom funkcijom raspodjele fi := fi(t, x, v), koja u opštem slučaju
zavisi od vremena t ≥ 0, pozicije u prostoru x ∈ R3 i brzinom čestice v ∈ R3.
Pošto ćemo posmatrati prostorno homogen slučaj, zavisnost od x će biti zane-
marena. Funkcija raspodjele fi se mjenja zbog binarnih sudara, te u kontekstu
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mješavine čestice komponente Ai se sudaraju ne samo same sa sobom već i sa
česticama iz Aj, j 6= i.

4.1.1 Procesi sudara

Posmatrajmo dvije čestice; jednu iz komponente Ai, čija masa je mi i pre-
koliziona brzina v′ij i drugu koja pripada vrsti Aj sa masom mj i pre-kolizionom
brzinom v′∗ij. Neka su post-kolizione brzine označene sa v and v∗, respektivno, tada
pošto posmatramo elastične sudare, zakoni održanja količine kretanja i kinetčke
energije glase

miv
′
ij +mjv

′
∗ij = miv +mjv∗,

mi

∣∣v′ij∣∣2 +mj

∣∣v′∗ij∣∣2 = mi |v|2 +mj |v∗|2 . (4.1)

Standardno, prelazimo u sistem centra mase, pri čemu definǐsemo

Vij :=
miv +mjv∗
mi +mj

, u := v − v∗. (4.2)

Kao i obično sistem jednačina (4.1) parametrizujemo pomoću σ ∈ S2, kako bi
dobili pre-kolizione brzine pomoću post-kolizionih

v′ij = Vij +
mj

mi +mj

|u|σ, v′∗ij = Vij −
mi

mi +mj

|u|σ, (4.3)

ili ekvivaletno, uvodeći parametar mase koji povezuje dvije mase rij = mi
mi+mj

∈
(0, 1), pridružen čestici mase mi, bez gubitka opštosti, jer za česticu mase mj

paramter mase rji =
mj

mj+mi
= (1− rij), dobijamo

v′ij = Vij + (1− rij) |u|σ, v′∗ij = Vij − rij |u|σ. (4.4)

Primjetimo, u slučaju da su mase jednake mi = mj = m, jednačine (4.4) se svode
na (1.11).

Napomena 7. Da bi olakšali notaciju, nećemo pisati indekse i, j za v′ij, v
′
∗ij, Vij

i rij.

Slika 4.1 ilustruje kolizione transformacije pri različitim masa. Recimo da je
ljubičastom bojom označena čestica mase mi a sa žutom mase mj. U slučaju kada
su mase iste, posle sudara one bi završile na mjestu zelenih kuglica, kao što je na
slici 1.1. Ali pošto su mase različite, centar mase sistema se mijenja (mala plava
kuglica je pomjerena na mjesto veće plave kuglice). Brzina centra mase (4.2) se
može zapisati u obliku

V =
v + v∗

2
+

mi −mj

2(mi +mj)
u, u := v − v∗,
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|u|σ

v

u

v+v∗
2

u′

v+v∗
2

+ 1
2
|u|σ

v+v∗
2
− 1

2
|u|σ

mi−mj

2(mi+m
j)
u

Vij

v′∗

v′

σ

v∗

Slika 4.1: Ilustracija kolizionih transformacija pri elastičnom sudaru čestica
razlčitih masa.

pomjeraj je tačno za
mi−mj

2(mi+mj)
u, što objašnjava slučaj kad su mase iste, jer bi ovaj

član bio jednak nuli.

4.1.2 Kolizioni operator i Bolcmanova jednačina

Fiksirajmo Ai za bilo koje i = 1, . . . , I, i neka je njena funkcija raspodjele g, s
druge strane neka funkcija raspodjele h opisuje komponente Aj. Tada je kolizioni
operator dat sa

Qij(g, h)(v) =

∫
R3×S2

(g(v′)h(v′∗)− g(v)h(v∗))Bij(v, v∗, σ) dσ dv∗, (4.5)

38



gdje su v′ i v′∗ dati u (4.3), Bij(v, v∗, σ) predstavlja kolizioni presjek, koji zadovoljava
pretpostavku o mikroreverzibilnosti

Bij(v, v∗, σ) = Bji(v∗, v,−σ).

Primjetimo, da za svaki operator Qij za fiskirani par (i, j) postoji pridruženi
operator Qji,

Qji(h, g)(v) =

∫
R3×S2

(h(w′)g(w′∗)− h(v)g(v∗))Bji(v, v∗, σ) dσ dv∗, (4.6)

gdje pre-kolizione brzine w′ i w′∗ se razlikuju u odnosu na (4.3), i koje se mogu
dobiti promjenom masa mi ↔ mj, odnosno

w′ =
mjv +miv∗
mi +mj

+
mi

mi +mj

|v − v∗|σ, w′∗ =
mjv +miv∗
mi +mj

− mj

mi +mj

|v − v∗|σ.

(4.7)
Kada je mi = mj, iako su pre-kolizione brzine iste, Qij i Qji se i dalje razlikuju, jer
ne moraju imati isti kolizioni prijesk Bij(v, v∗, σ) 6= Bji(v, v∗, σ). U nastavku ćemo
posmatrati kolizioni presjek dat u obliku

Bij(v, v∗, σ) = |u|γij bij(û · σ), (4.8)

pri čemu γij ∈ (0, 1] i bij(û · σ) = bji(û · σ) ∈ L1(S2; dσ) zavise od komponenata
Ai,Aj.

Bolcmanova jednačina koja opisuje evoluciju funkcije raspodjele fi koja opisuje
čestice iz Ai glasi

∂tfi(t, v) =
I∑
j=1

Qij(fi, fj)(t, v), i = 1, . . . , I. (4.9)

Pošto proučavamo sve komponente mješavine istovremeno, korisno je uvesti sledeću
vektorsku notaciju. Sve funkcije raspodjele fi, i = 1, . . . , I stavljamo u vektor
funkcije raspodjele

F = [fi]1≤i≤I . (4.10)

Takode uvodimo vektorski kolizioni operator Q, čija je i-ta komponenta

[Q(F)]i =
I∑
j=1

Qij(fi, fj). (4.11)

Tada sistem Bolcmanovih jednačina (4.9) može biti zapisan u vektorskom obliku

∂tF(t, v) = Q(F)(v). (4.12)
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Sada prirodno uvodimo pojam slabe formulacije kolizionog operatora u vektorskom
obliku (5.16), koja je data sa

I∑
i=1

∫
R3

[Q(F)]i ψi(v)dv =
1

2

I∑
i=1

I∑
j=1

∫
R3×R3×S2

fi(v)fj(v∗)

× (ψi(v
′) + ψj(v

′
∗)− ψi(v)− ψj(v∗))Bij(v, v∗, σ)dσdv∗dv. (4.13)

Kao i prije, slaba forma i kolizione invarijante ukazuju na makroskopske veličine
koje su očuvane. Preciznije, za svaku funkciju raspodjele F, kada je test funkcija
ψi(v) = 1 dobijamo ∫

R3

[Q(F)]i dv = 0, za sve i = 1, . . . , I, (4.14)

i iz (4.13) za izbor ψ`(x) = m` |x|2, i ψ`(x) = m`x, x ∈ R3, dobijamo na osnovu
(4.1)

I∑
i=1

[Q(F)]imi |v|2 dv = 0, (4.15)

i
I∑
i=1

[Q(F)]imiv dv = 0,

za sva vremena t ≥ 0.

4.1.3 Funkcionalni prostori

Definicija 4.1 (Lebegova zagrada za mješavine). Za slučaj mješavina Lebegovu
zagradu definǐsemo na sledeći način

〈v〉i :=

√
1 +

mi∑I
j=1mj

|v|2, v ∈ R3. (4.16)

Primjetimo da se u samoj definiciji uzima masa konstituenta Ai podijeljena sa
sumom masa svih konstituenata Aj, j = 1, . . . , I.
U slučaju mješavina koristimo prostor L1, ali ovaj put sa drugačije definisanom
Lebegovom zagradom, odnosno koristimo (4.16), tj. rješenje Košijevog problema
tražićemo u prostorima

L1
k =

{
F = [fi]1≤i≤I mjerljiva :

I∑
i=1

∫
R3

|fi(v)| 〈v〉ki dv <∞, k ≥ 0

}
. (4.17)
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Pridružena norma, u ovom slučaju je

‖F‖L1
k

=
I∑
i=1

∫
R3

|fi(v)| 〈v〉ki dv. (4.18)

i naravno kao i prije, važi monotonost normi

‖F‖L1
k1

≤ ‖F‖L1
k2

, za svako 0 ≤ k1 ≤ k2. (4.19)

Definicija 4.2. Skalarni polinomni momenat reda q ≥ 0 za vektor G = [gi]1≤i≤I
je definisan sa

mq[G](t) =
I∑
i=1

∫
R3

gi(t, v) 〈v〉qi dv. (4.20)

Za F ≥ 0, njegova norma L1
k je tačno jednaka skalarnom polinomnom momentu

reda k, odnosno
‖F‖L1

k
:= mk[F].

Polinomni momenat reda nula m0 se fizički interpretira kao brojna gustina gasa,
dok m2 ima fizičko tumačenje zbira brojne gustine i gustine energije mješavine.
Štavǐse, ako F je rješenje sistema Bolcmanovih jednačina (4.9), onda (4.14) i (4.15)
impliciraju očuvanje gustine gase i ukupne energije mješavine. Odnosno,

∂tm0[F](t) = 0 ∂tm2[F](t) = 0. (4.21)

Preciznije, iz (4.14) važi zakon održanja gustine za svaki konstituentAi, ∂tm0,i[F](t) =
0, za sve i = 1, . . . , I.

4.2 Fundamentalne leme

U ovom poglavlju ćemo dokazati fundamentalne leme koje ukazuju na disipaciju
mk momenata apsorpcionog člana kolizionog operatora, što omogućava dominaci-
ju mk momenata emisionog člana, te na kraju običnu diferencijalnu nejednakost
za momente mk rješenja Bolcmanove jednačine, što je ključna apriori ocjena za
dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti rješenja Košijevog problema.

4.2.1 Energijski identitet

Lema 4.3 (Energijski identitet za mješavine). Neka je fiksan par čestica (i, j)
sa brzinama v and v∗, koje imaju masu mi i mj, respektivno. Neka je njihova
lokalna energija Eij = 〈v〉2i +〈v∗〉2j , gdje 〈v〉2i i 〈v∗〉2j su definisani na osnovu (4.16).
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Tada postoje funkcije pij = pij(v, v∗,mi,mj) i qij = qij(v, v∗,mi,mj) takve da
pij + qij = Eij i važi reprezentacija

〈v′ij〉2i = pij + λij σ · V̂ij, 〈v′∗ij〉2j = qij − λij σ · V̂ij. (4.22)

gdje je λij := 2
√
rij(1− rij)(sEij − 1)((1− sij)Eij − 1) sa sij = sij(v, v∗,mi,mj) ∈

[0, 1]. U ovoj reprezentaciji, važi sledeći identitet

〈v′ij〉2i + 〈v′∗ij〉2j = pij + qij = Eij = 〈v〉2i + 〈v∗〉2j . (4.23)

Štavǐse važe sledeće nejednakosti

pij + λij ≤ Eij, qij + λij ≤ Eij, (4.24)

za sve brzine v, v∗ ∈ R3 i sve mase mi,mj > 0.

Kao što smo prije rekli, da bi olakšali notaciju, ij indeks će biti izostavljen.

Dokaz. Prirodno prelazimo u sistem centra mase,

V =
miv +mjv∗
mi +mj

, u = v − v∗.

A zatim primjetimo da sledeći izrazi važe

|v′|2 = |V |2 +
m2
j

(mi +mj)2
|u|2 +

2mj

mi +mj

|u| |V |σ · V̂ ,

|v′∗|
2

= |V |2 +
m2
i

(mi +mj)2
|u|2 − 2mi

mi +mj

|u| |V |σ · V̂ .

Prelaženjem u Lebegove zagrade 〈·〉 koje su definisane u (4.16), dobijamo

〈v′〉2i = 1 +
mi∑I
`=1m`

|V |2 +
mim

2
j

(mi +mj)2
∑I

`=1m`

|u|2

+
2mimj

(mi +mj)
∑I

`=1m`

|u| |V |σ · V̂ ,

〈v′∗〉
2
j = 1 +

mj∑I
`=1m`

|V |2 +
mjm

2
i

(mi +mj)2
∑I

`=1m`

|u|2

− 2mimj

(mi +mj)
∑I

`=1m`

|u| |V |σ · V̂ .

(4.25)

Uvedimo totalnu energiju E dvije čestice koje se sudaraju u formi Lebegovih zagra-
da 〈·〉, što je konzervativna veličina zbog mikroskopskog zakona odražanja energije
(4.1) i zakona održanja mase,

E := 〈v〉2i + 〈v∗〉2j = 〈v′〉2i + 〈v′∗〉
2
j .

42



Korǐstenjem izraza (4.25) i energije E možemo napisati sledeće izraze u sistemu
centra mase

E = 2 +
mi +mj∑I

`=1m`

|V |2 +
mimj

(mi +mj)
∑I

`=1m`

|u|2 . (4.26)

Cilj nam je da predstavimo kvadrate 〈v′〉2i i 〈v′∗〉
2
j kao skalarnu kombinaciju

ražlicitih dijelova E. Ovo uspjevamo, uvodeći sledeće parametre

i) parametar r ∈ (0, 1), koji dijeli masu u konveksnu kombinaciju

r =
mi

mi +mj

and 1− r =
mj

mi +mj

, (4.27)

ii) funkcija s ∈ [0, 1] koja isto konveksno dijeli E na dva dijela, jedan je povezan
sa |u|2 a drugi sa |V |2, korǐstenjem prethodnog izrzaza (4.26) na sledeći način

sE = 1+
mimj

(mi +mj)
∑I

`=1m`

|u|2 and (1−s)E = 1+
mi +mj∑I

`=1m`

|V |2 . (4.28)

Konačno, post-kolizione brzine 〈v′〉2i i 〈v′∗〉
2
j se mogu reprezentovati pomoću

(4.25), kao funkcije energije E i skalarnog produkta brzine centra mase V i para-
metra σ na sledeći način

〈v′〉2i = r(1− s)E + (1− r)sE + 2
√
r(1− r)(sE − 1)((1− s)E − 1)σ · V̂ ,

〈v′∗〉
2
j = rsE + (1− r)(1− s)E − 2

√
r(1− r)(sE − 1)((1− s)E − 1)σ · V̂ ,

(4.29)

Zatim, uzimajući da su

p = r(1− s)E + (1− r)sE,
q = E − p = rsE + (1− r)(1− s)E,
λ = 2

√
r(1− r)(sE − 1)((1− s)E − 1)

= 2
√
r(1− r)

√
mimj∑I
`=1 m`

|u| |V |,

jasno je p+ q = E i reprezentacija (4.22) pri čemu je održana jednakost (4.23)

〈v′〉2i = p+ λσ · V̂ , 〈v′∗〉
2
j = q − λσ · V̂ ,

čime smo dokazali (4.22) i (4.23).

43



Sa druge strane, slijedi

1

E
(p+ λ) ≤

(√
r(1− s) +

√
(1− r)s

)2

≤ 1,

pošto

max
0<r<1
0≤s≤1

(√
r(1− s) +

√
(1− r)s

)
= 1.

Na sličan način
1

E
(q + λ) ≤

(√
rs+

√
(1− r)(1− s)

)2

≤ 1.

Usporedimo energijski identitet za mješavine 4.3 i jednokomponentni gas 2.2.
Definǐsimo energiju čestice sa masom mi

Ē = 〈v〉2i + 〈v∗〉2i = 2 +
2mi∑I
j=1mj

|V |2 +
mi

2
∑I

j=1mj

|u|2 .

Kada su mi = mj onda je parametar r = 1/2, i kao posljedica p̄ := p(v, v∗,mi,mi),
q̄ := q(v, v∗,mi,mi) i λ̄ dobijamo

p̄ = q̄ =
1

2
Ē, λ̄ =

mi∑I
j=1 mj

|u| |V |

što nam omoguću da dobijemo kvadrate pre-kolizione brzine kada je mi = mj,

〈v′〉2i = Ē

(
1

2
+

mi∑I
j=1mj

|u| |V |
Ē

σ · V̂

)
,

〈v′∗〉
2
i = Ē

(
1

2
− mi∑I

j=1mj

|u| |V |
Ē

σ · V̂

)
.

Odakle se vidi da su energijski identiteti za mješavine 4.3 i jedno-komponentni gas
2.2 jednaki. Ali važna razlika je u tome kada je mi = mj,

λ̄ =
1

2

mi∑I
j=1 mj

ξĒ,

gdj je ξ dato u (2.8). Korǐsćenjem Jangove nejednakosti (A.4) dobijamo

λ̄

Ē
≤ 1

2
,

odakle slijedi
1

Ē

(
p̄+ λ̄

)
=

1

Ē

(
q̄ + λ̄

)
≤ 1.

U drugu ruku kada su mase različite mi 6= mj, upotreba Jangove nejednakosti nije
moguća, jer onda dovodi do narušavanja nejednakosti p̄+ λ̄ ≤ E i q̄ + λ̄ ≤ E.
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4.2.2 Povznerova Lema

Kod jednokomponentnog jednoatomskog gasa, jedna od ključnih lema je bila
Povznerova lema. U ovom dijelu predstavićemo ideju njenog dokaza u kontekstu
mješavina i na kraju predstaviti razliku, izmedu ta dva slučaja.

Lema 4.4 (Povznerova lema angularnog usrednjavanja za mješavine). Neka je
angularni dio kolizionog presjeka bij(û · σ) integrabilan u odnosu na mjeru dσ.
Tada postoji konstanta Cijk

2

takva da važi

∫
S2

(
〈v′〉ki + 〈v′∗〉

k
j

)
bij(û · σ) dσ ≤ Cijk

2

(
〈v〉2i + 〈v∗〉2j

) k
2
, (4.30)

gdje konstanta Cijk
2

konvergira ka nuli, kad k raste i postoji kij∗ > 2 tako da je

sledeća nejednakost je ispunjena

Cijk
2

− ‖bij‖L1(S2;dσ) < 0, za svako k ≥ kij∗ , 1 ≤ i, j ≤ I, (4.31)

gdje svako kij∗ zavisi od bij i rij.

Dokaz. Kao i u slučaju jednokomponentnog gasa, prvi dio dokaza će se oslanjati
na energijski identitete (4.22) i (4.23). Tada lijeva strana (4.30) postaje∫

S2

(
〈v′〉ki + 〈v′∗〉

k
j

)
bij(û · σ) dσ

=

∫
S2

((
p+ λ V̂ · σ

) k
2

+
(
q − λ V̂ · σ

) k
2

)
bij(û · σ) dσ

=

∫ 2π

0

∫ 1

−1

(
(p+ λµ)

k
2 + (q − λµ)

k
2

)
bij(τ) dτdϕ, (4.32)

pri čemu smo σ zapisali u jediničnim sfernim koordinatama i uveli oznaku V̂ ·σ = µ.
Ideja dokaza je da se članovi (p+ λµ)k/2 i (q − λµ)k/2 razviju oko µ = 0 u Tejlorov
red sa integralnim ostatkom korǐsteći A.8, čime dobijamo

(p+ λµ)
k
2 = p

k
2 + k

2
p
k
2
−1λµ+ k

2

(
k
2
− 1
)
λ2µ2

∫ 1

0

(1− z)(p+ λµz)
k
2
−2dz,

(q − λµ)
k
2 = q

k
2 − k

2
q
k
2
−1λµ+ k

2

(
k
2
− 1
)
λ2µ2

∫ 1

0

(1− z)(q − λµz)
k
2
−2dz.

Ocjenjivanjem svakog pojedinačnog člana dokazujemo tvrdenje. Zainteresovani
čitalac može pronaći dokaz u [19].

45



0 5 10 15 20 25 30
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

n

C∞n
(

1
2

)
2

n+1

Slika 4.2: Komparacija Povznerove konstante za r = 1
2

za mješavine i jednokom-
ponentnog gasa za n > 1.

Napomena 8 (Slučaj bij ∈ L∞(S2; dσ)). Kada angularni dio kolizionog presjeka
pripada bij ∈ L∞(S2; dσ) konstanta iz Povznerove leme 4.30 je data sa

C∞n (r) = 2rn−2
r2

r2
(1− r)n− r

2

r
n (1− r)n−1 + 2

r2

r3

(
1

n+ 1
− (1− r)n+1

n+ 1

)
, (4.33)

za n > 2 i C∞n (r) = 2rn ako 1 < n ≤ 2, pri čemu su r = max {r, 1− r} i
r = min {r, 1− r}.

Sada možemo usporediti Povznerove konstante u slučaju mješavina i jedno-
komponentnog gasa. Prvo, stavimo da je r = 1

2
, i dobijamo da je

C∞n
(

1

2

)
=

{
4

n+1
−
(

1
2

)n (
n+ 2

n+1

)
, if n > 2,

2
(

1
2

)n
, if 1 < n ≤ 2.

Sa druge strane Povznerova konstanta za jednokomponente gasove je bila data
C∞n = 2

n+1
, i na slici 4.2 su prikaze obje konstante.

Na slici 4.3 je prikazano kako C∞n zavisi od n za neko fiksno r. Zapaža se da što
je veće r, odnosno što je veća razlika masa izmedu komponenti koje se sudaraju,
potreban je veći broj momenata kako bi Povznerova konstana C∞n bila manja od

46



0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

2

2.5

n

C∞n
(

1
2

)
C∞n
(

1
2

+ 1
20

)
C∞n
(

1
2

+ 1
10

)
C∞n
(

1
2

+ 3
20

)
C∞n
(

1
2

+ 1
5

)

Slika 4.3: Konstanta C∞n (r) za fiksno r =: r∗, gdje prikazuje koliko je potrebno
momenata n da bi konstanta C∞n (r) bila manja od jedan.

jedinice. Tako na primjer, u slučaju da su mase 7 i 3 (u nekim proizvoljnim jedi-
nicama), onda je r = 0.7, te potrebno je da n > 35 kako bi došlo do disipacije.

Na slici 4.4 je prikazno kako C∞n zavisi od r za neko fiksno n, odnosno kada
fiksiramo n postavlja se pitanje za koje vrijednosti r važi da je Povznerova kon-
stanta manja od jedinice. Tako na primjer, za n = 100, r može biti u intervalu
[0.25, 0.75], tj. ako su mase atoma takve da je r u ovom intervalu, posle n = 100
sigurno će Povznerova konstana biti manja od jedinice.

47



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r

C∞2 (r)

C∞20(r)

C∞100(r)

C∞1000(r)

C∞10 000(r)

Slika 4.4: Konstanta C∞n (r) za fiksno n =: n∗, pri čemu je ilustrovano domen od r
za koji važi da je C∞n (r) < 1.

4.2.3 Gornje i donje ograničenje

Lema 4.5 (Gornje ograničenje za mješavine za kolizioni presjek). Neka je γij ∈
(0, 1] za bilo koje i, j ∈ {1, . . . , I}, tada je gornje ograničenje

|v − v∗|γij ≤ max
1≤i,j≤I

((∑I
i=1mi√
mimj

)γij)(
〈v〉γi + 〈v∗〉γj

)
. (4.34)

pri čemu je γ = max1≤i,j≤I γij.

Lema 4.6 (Donje ograničenje za mješavine). Neka je γij ∈ [0, 1], za svako i, j ∈
{1, . . . , I}, i neka 0 ≤

{
F (t) = [f1(t) . . . fI(t)]

T
}
t≥0
⊂ L1

2 zadovoljava

c ≤
I∑
i=1

∫
R3

mi fi(t, v)dv ≤ C, c ≤
I∑
i=1

∫
R3

fi(t, v)mi |v|2 dv ≤ C,

i
I∑
i=1

∫
R3

fi(t, v)mivdv = 0,

za neke pozitivne konstante c and C. Dodatno, zahtjevamo

I∑
i=1

∫
R3

fi(t, v)mi |v|2+δ dv ≤ ∆, δ > 0.
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Tada postoji cd, takva da važi

I∑
i=1

∫
R3

mifi(t, w) |v − w|γij dw ≥ cd 〈v〉
γ

j , (4.35)

za svako j ∈ {1, . . . , I}, sa γ = min1≤i,j≤I γij. Preciznije, cd je dato sa

cd =
c

2
c̃

22+δ

(
max{C,∆}

c

)(
1 +

1

m2

(
4C

c̃ c

) 2
γ

) 2+δ
2


−2+γ

δ

×

(
1 +

(
m

m

)2(
4C

c̃ c

) 2
γ

)−γ/2
,

pri čemu su c̃ = min1≤i,j≤I (min{1, 21−γij}), i

m :=

√
min1≤j≤I mj∑I

i=1mi

, m :=

√
max1≤j≤I mj∑I

i=1mi

.

Kao i prije gornje ograničenje je tačkasto u odnosu na Lebegovu mjeru, dok
je donje ograničenje u funkcionalnom obliku. Bitna razlika u odnosu na jedno-
komponentni gas jeste da je donje ograničenje dato u odnosu na najmanje γij, dok
je gornje ograničenje dato za najveće γij. Kao i prije donje ograničenje će mnogo
uticati na izbor prostora za rješenje.

4.2.4 L1
k a priori ocjene za momente

Jedna od ključnih ocjena koju su potrebni za egzistenciju jeste L1
k a priori

ocjena kolizionog operatora. Ovakva ocjena će nam omogućiti kontrolu kolizionog
operatora što je bitno kod teorije egzistencije ODJ u Banahovim prostorima.

Lema 4.7. Neka je F = [fi]i=1,...,I ∈ L1
2 i k∗ ≥ max{k, 2 + 2γ, 2 + δ}, pri čemu

je k = max1≤i,j≤I{kij∗ } iz Povznerove leme za mješavine 4.4. Tada je zadovoljena
sledeća nejednakost

I∑
i=1

∫
R3

[Q(F)]i 〈v〉
k
i dv ≤ −Ak∗ mk[F](t)1+

γ

k +Bkmk[F](t), (4.36)

sa pozitivnim konstantama Ak ≥ Ak∗ i Bk za k ≥ k∗,

Ak∗ = min
1≤i,j≤I

(
‖bij‖L1(dσ) − Cijk∗

2

) cd
max1≤i≤I mi

(Im0[F])−
γ

k∗ ,

Bk = 2m2[F] max
1≤i,j≤I

((∑I
i=1mi√
mimj

)γij

Cijk
2

) b k+1
2
c∑

`=1

(
k
`

)
,

(4.37)
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gdje je cd iz leme 4.6, a Cijk
2

je Povznerova konstanta.

4.3 Egzistencija i jedinstvenost rješenja

U ovom dijelu predstavićemo teoriju egzistencije i jedinstevnosti za vektor funk-
cije raspodjele F za početni problem{

∂tF(t, v) = Q(F)(v), t > 0, v ∈ R3,

F(0, v) = F0(v),
(4.38)

za prostorno homogenu Bolcmanovu jednačinu u kontekstu mješavina, pri čemu su
kolizioni prjesjeci zavisni od Ai i Aj, i, j ∈ {1, . . . , I} u obliku čvrstih potencijala
|u|γij za γij ∈ (0, 1] i integrabilnim angularnim dijelom bij. Na osnovu leme 4.7,
dobijamo k∗,

k∗ ≥ max{k, 2 + 2γ, 2 + δ} za k = max
1≤i,j≤I

{kij∗ }

i γ = min
1≤i,j≤I

γij, γ = max
1≤i,j≤I

γij. (4.39)

Kako bi primjenili teoremu 3.1, potrebno je da nademo oblast Ω ⊂ L1
2 u kojoj

kolizioni operator (4.11) Q : Ω → L1
2 zadovoljava Helderovu neprekidnost, pod-

tangetni uslov i jednostrani Lipšicov uslov.

Zbog pod-tangetnog uslova, posmatrajmo preslikavanje Lγ,k∗ : [0,∞) → R,
definisano sa

Lγ,k∗(x) = −Ax1+
γ

k∗ +Bx,

gdje su A i B pozitivne konstante, γ ∈ (0, 1] and k∗ defined in (4.39). Ovo pre-
slikavanje ima jednu netrivijalnu nulu, označimo je sa x∗γ,k∗ , za koju Lγ,k∗ mijenja

znak iz pozitivnog u negatvno. Tada za svako x ≥ 0, možemo napisati

Lγ,k∗(x) ≤ max
0≤x≤x∗γ,k∗

Lγ,k∗(x) =: L∗γ,k∗ ,

a zatim definǐsemo sledeću konstantu

Ck∗ := x∗γ,k∗ + L∗γ,k∗ . (4.40)

Sada smo u mogućnosti da definǐsemo ograničen, konveksan i zatvoren skup Ω ⊂ L1
2
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takav da važi

Ω =
{
F(t, ·) ∈ L1

2 : F ≥ 0,
I∑
i=1

∫
R3

miv fi(t, v)dv = 0,

∃C0, C2, Ck∗ > 0 takvi da ∀t ≥ 0,

m0[F](t) = C0, m2[F](t) = C2, mk∗ [F](t) ≤ Ck∗ iz (4.40)
}
.

Kao što vidimo da bi definisali skup Ω iskoristili smo uslove leme o donjem ogra-
ničenju 4.6 i potrebne uslove da bi zadovoljili pod-tangetni uslov.

Napomena 9. Ključna razlika izmedu mješavine i jedno-komponentnog jednoa-
tomskog gasa jeste konstanta Ck∗ . Kod jedno-komponentnog je bilo potrebno samo,
k̂ = max{2 + 2γ, 2 + δ} momenata i nije bilo uslova iz Povznerove leme, odnosno
već za k > 2 konstanta C k

2
iz leme 2.3 je bila manje od jednice. Sa druge strane kod

mješavine jednoatomskih gasova potrebni su jači uslovi, pa tražimo maksimum po
svim konstituentima te tako dobijamo k∗ (4.39).

Teorema 4.8 (Egzistencija i jedinstevnost za mješavine). Pretpostavimo da je
F(0, v) = F0(v) ∈ Ω. Onda Košijev problem (4.38) za kolizioni presjek (4.8) ima
jedinstveno rješenje u C ([0,∞) ,Ω) ∩ C1 ((0,∞) , L1

2).
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Glava 5

Košijev problem za vǐseatomske
gasove

5.1 Osnovni pojmovi kinetičke teorije za vǐse-

atomske gasove

Većina gasova koji se javljaju u prirodi su u molekularnom stanju, odnosno
njihova struktura je bazirana na vezi izmedu dva ili vǐse atoma. Neki od klasičnih
primjera su molekuli vodonika H2, kiseonika O2, ugljenik-4-okisida CO2 i drugi.
Unutrašnja struktura molekula je izrazito kompleksna i u opštem slučaju se opisu-
je korǐsćenjem kvantne mehanike, pri čemu se uzimaju u obzir interkacije izmedu
elektrona u elektronskom oblaku molekula, uticaj jezgra na same elektrone i medu
djelovanje jezgra jednog atoma na jezgro drugog. Pošto klasična fizika ne može
opisate sve ove interakcije, ideja je da se kinetički model pojednostavi, te pretpo-
stavljamo da molekuli imaju mikroskopsku unutrašnju energiju, koja je posljedi-
ca ovih interakcija. Što se tiče samog opisa vǐseatomskih gasova, u literaturi su
najčešća dva pravca, kontinualni i diskretni. Diskretni model uzima da unutrašnja
energija može poprimati tačno odredene vrijednosti energije, pa slijedi da je sam
spektar unutrašnje energije diskretan, odakle potiče sam naziv modela. Za vǐse
o diskretnim modelima pogledati [24, 32, 13]. Kontinualni model za vǐseatomske
gasove se bazira na tome da je unutrašnja energija neprekidna promjenljiva, te se
uspostavlja veza izmedu unutrašnje energije i broja stepeni slobode koji odredeni
molekul posjeduje. U nastavku mi ćemo predstaviti kontinualni model, čije osnovne
karakteristike se mogu naći u [6, 16, 9].
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5.1.1 Procesi sudara

Posmatrajmo dva molekula, koji imaju brzine i unutrašnju energiju (v′, I ′),
(v′∗, I

′
∗) ∈ R3 × [0,∞) prije sudara, dok posle sudara poprimaju vrijednosti (v, I)

i (v∗, I∗), respektivno. Pošto posmatramo elastične sudare, očuvani su količina
kretanja i ukupna energija

v + v∗ = v′ + v′∗,
m

2
|v|2 + I +

m

2
|v∗|2 + I∗ =

m

2
|v′|2 + I ′ +

m

2
|v′∗|

2
+ I ′∗.

(5.1)

U jednačinama (5.1) se uočava prva razlika za vǐseatomske gasove u odnosu na jed-
noatomske. Kod jednoatomskih se očuvala samo kinetička energija (jer unutruašnju
energiju ne posjeduju), dok kod vǐseatomskih gasova dolazi do konzervacije cijelo-
ukupne energije, tj. zbira kinetičke i unutrašnje energije. Kao i obično prelazimo
u centar mase, te uvodimo relativnu brzinu u i brzinu centra mase V na sledeći
način

V :=
v + v∗

2
, u := v − v∗. (5.2)

Tada ukupna energija molekula (5.1) se može zapisati na sledeći način

m

4
|u|2 + I + I∗ =

m

4
|u′|2 + I ′ + I ′∗ =: E. (5.3)

Sa druge strane, zakon odražanja količine kretanja postaje

V = V ′, (5.4)

kao što je bilo i prije u slučaju jednoatomskih.
Želja nam je da pre-kolizione veličine v′, I ′, v′∗, I

′
∗ zapǐsemo pomoću post-kolizionih.

Kako bi ovo uradili pozivamo se na Bornake-Larsen proceduru [15], koja će nam
omogućiti parametrizaciju u obliku duple konveksne kombinacije. Uvodimo pa-
rametar R ∈ [0, 1], koji dijeli ukupnu energiju na dva dijela, jedan koji pripada
kinetičkoj energiji a drugi dio koji je posljedica unutrašnjih energija molekula

m

4
|u′|2 = RE, I ′ + I ′∗ = (1−R)E.

Dodatno, uvodimo r ∈ [0, 1] kako bi podijelili dio energije (1 − R)E na njene
konstituente I ′, I ′∗, na sledeći način

I ′ = r(1−R)E, I ′∗ = (1− r)(1−R)E. (5.5)

Na kraju uvodimo paramterar σ ∈ S2, kao kod jednoatomskih gasova, kako bi
parametrizovali relativnu brzinu molekula prije sudara.

u′ = |u′|σ = 2

√
RE

m
σ. (5.6)
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Primjetimo, u slučaju nepostojanja unutrašnjih energija molekula, poslednji izraz
se svodi na klasičan izraz za jednoatomske gasove, |u′| = |u|.

Konačno, uvodenjem svih ovih parametara, u mogućnosti smo da napǐsemo
pre-kolizione brzine pomoću post-kolizionih

v′ = V +

√
RE

m
σ, v′∗ = V −

√
RE

m
σ. (5.7)

Da bi došli do strukture kolizionog operatora za vǐseatomske gasove, potrebno
je da znamo Jakobijan preslikavanja pri prelazu iz pre-kolizionih u post-kolizione
veličine, i tu nam pomaže sledeća lema.

Lema 5.1. Jakobijan transformacije

T : (v, v∗, I, I∗, r, R, σ) 7→ (v′, v′∗, I
′, I ′∗, r

′, R′, σ′), (5.8)

gdje su brzine v′ i v′∗ definisane u (5.7), energije I ′ i I ′∗ u (5.5), u

r′ =
I

I + I∗
=

I

E − m
4
|u|2

, R′ =
m |u|2

4E
, σ′ =

u

|u|
, (5.9)

je dat sa

JT =
(1−R)R1/2

(1−R′)R′1/2
=

(1−R) |u′|
(1−R′) |u|

. (5.10)

Dokaz ove leme se može pronaći u [17].
Sledeća lema omogućiće nam da nademo invarijantu u odnosu na procese su-

dara. Ta invarijanta će sadržati faktor IαIα∗ koja je izrazito bitna za modelovanje
vǐseatomskih molekula. Kao što ćemo vidjeti parametar α je vezan za broj stepeni
slobode D, koji se ”krije” u ukupnoj energiji cijelog gasa,

ρe =
D

2
kT, (5.11)

pri čemu za vǐseatomske gasove D > 3, dok za jednoatomske D = 3. Definǐsemo
sledeće particione funkcije

ϕα(r) := (r(1− r))α, ψα(R) := (1−R)2α. (5.12)

Lema 5.2. Za svako α > −1, pri promjeni varijabli

(v, v∗, I, I∗, R, r, σ)↔ (v′, v′∗, I
′, I ′∗, R

′, r′, σ′), (5.13)

(v, v∗, I, I∗, R, r, σ)↔ (v∗, v, I∗, I, R, 1− r,−σ), (5.14)

sledeća mjera ostaje invarijanta

dA = B(v, v∗, I, I∗, R, r, σ)ϕα(r) (1−R)R1/2ψα(R) IαIα∗ dσdrdRdI∗dIdv∗dv.
(5.15)

Dokaz se može naći u [17].
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5.1.2 Kolizioni operator i Bolcmanova jednačina za vǐse-
atomske gasove

Struktura kolizionog operatora za vǐseatomske gasove prvo je data u [6]. Funk-
cija raspodjele je data prirodno u Banahovom prostoru L1(R3× [0,∞) za varijable
v i I.

Kolizioni operator u jakoj formulaciji je dat u obliku

Q(f, g)(v, I) =

∫
∆×K

(
f ′ g′∗

(
I I∗
I ′ I ′∗

)α
− fg∗

)
× B (1−R)R1/2 ϕα(r)ψα(R)dR dr dσdI∗ dv∗, (5.16)

α > −1, sa funkcijama ϕα(r), ψα(R) iz (5.12), v′, v′∗ su definisani u (5.7). Za prostor
nad kojim integralimo smo uveli sledeće oznake

∆ := R3 × [0,∞), and K := [0, 1]2 × S2 , (5.17)

pri čemu ∆ se odnosi na prostor brzina i energije, dok K se odnosi na prostor pa-
rametara r, R, σ. Takode, koristili smo standardnu notaciju za funkciju raspodjele
f ′ := f(t, v′, I ′), g′∗ := g(t, v′∗, I

′
∗), f := f(t, v, I), g∗ := g(t, v∗, I∗).

Kolizioni presjek, je dat sa

B := B(v, v∗, I, I∗, R, r, σ) ≥ 0, (5.18)

koji je invarijantan u odnosu na promjene varijabli (5.13) i (5.14).
Kolizioni operator (5.16) možemo zapisati na malo drugačiji način ako izvučemo

član (I I∗)
α iz emisionog dijela,

Q(f, g)(v, I) =

∫
∆×K

(
f ′ g′∗

(I ′ I ′∗)
α −

fg∗
(I I∗)

α

)
× B (1−R)R1/2 ϕα(r)ψα(R)IαIα∗ dR dr dσdI∗ dv∗. (5.19)

Ovaj zapis je dosta praktičniji za kasniji rad, pogotovo kad definǐsemo makroskop-
ske promjenljive i slabo rješenje.

Lema 5.3. Neka je χ(v, I) : R3 × R+ → R takva da∫
∆

Q(f, g)(v, I)χ(v, I) dI dv (5.20)
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ima smisla. Tada slaba formulacija kolizionog operatora (5.16) je dato sa∫
∆

Q(f, g)(v, I)χ(v, I) dI dv

=
1

2

∫
∆2×K

fg∗ (χ(v′, I ′) + χ(v′∗, I
′
∗)− χ(v, I)− χ(v∗, I∗))

× B dσ ϕα(r)dr (1−R)R1/2 ψα(R)dR dI∗ dv∗dI dv

=
1

2

∫
∆2×K

fg∗
(II∗)α

(χ(v′, I ′) + χ(v′∗, I
′
∗)− χ(v, I)− χ(v∗, I∗)) dA,

(5.21)

gdje je mjera dA data u (5.15).

Dokaz se može naći u [17].

Kolizione invarijante za ovaj kinetički model, tj. funkcije χ(v, I) takve da∫
∆

Q(f, g)(v, I)χ(v, I) dI dv = 0,

su linearna kombinacija sledećih funkcija

χ1(v, I) = m, χk(v, I) = mvk, k = 1, 2, 3, χ5(v, I) =
m

2
|v|2 + I.

Evolucija funkcije raspodjele za vǐseatomske gasove f = f(t, v, I) je data sa
Bolcmanovom jedačinom

∂tf = Q(f, f)(v, I), (5.22)

gdje se kolizioni operator dat u (5.16) ili ekvivaletno (5.19).

5.2 Fundamentalne leme i pretpostavke

5.2.1 Funkcionalni prostori

Kao i u prošlim dijelovima, prvo uvodimo Lebegovu zagradu ili težinu za brzine
v ∈ R3 i mikroskopsku unutrašnju energiju I ∈ R+

〈v, I〉 =

√
1 +

1

2
|v|2 +

I

m
, . (5.23)

Naravno, odavde slijedi prirodan Banahov prostor u kojem ćemo tražiti rješenje
Bolcmanove jednačine (5.22)

L1
k =

{
f mjerljiva :

∫
∆

|f(v, I)| 〈v, I〉k dIdv <∞, k ≥ 0

}
, (5.24)
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gdje je ∆ = R3 × [0,∞) iz (5.17). Zatim definǐsemo normu

‖f‖L1
k

=

∫
∆

|f(v, I)| 〈v〉2 dIdv. (5.25)

Prisjetimo se da i u prethodnim slučajevima, važila je monotonost norme, odnosno

‖f‖L1
k1

≤ ‖f‖L1
k2

whenever 0 ≤ k1 ≤ k2. (5.26)

Definicija 5.4. Polinomni momenat reda k ≥ 0 za funkciju g je definisan sa

mk[g](t) =

∫
∆

g(t, v, I) 〈v, I〉k dI dv,

Primjetimo da ako je f ≥ 0, važi da je mk[f ](t) = ‖f‖L1
k

(t).

Fizička intepretacija polinomnih momenata za funkciju raspodjele f se dobija
za k = 0 i k = 2. Naime, mm0 se može intepretirati kao gustina gasa, dok je mm2

zbir gustine i totalne energije gasa,

mm0 = ρ, mm2 = ρ+
ρ

2
|U |2 + ρ e,

gdje je U srednja brzina gasa, ρe gustine unutrašnje energije gasa.
Kao što je pokazano u [26] za ravnotežnu raspodjelu, unutrašnja energija po-

staje

ρ e =

(
α +

5

2

)
n k T. (5.27)

Uporedivanjem poslednje jednačine sa jednačinom (5.11) postaje jasno da su D iz
(5.11) i α iz (5.27), povezani na sledeći način

α =
D − 5

2
.

Pošto za vǐseatomske gasove D > 3 to implicira da je α > −1.

Ako je f rješenje Bolcmanove jednačine (5.22), onda integracijom sa kolizionim
invarijantama dobijamo makroskopske zakone odražanja,

∂tmm0[f ] = 0, ∂tmm2[f ] = 0.
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Translacije i rotacije Translacije,
rotacije i
vibracije

Linearni
molekuli

Nelinearni
molekulu

Stepeni slobode D 5 6 3N
α 0 1

2
1
2
(3N − 5)

Tabela 5.1: Veza izmedu parametar α i stepeni slobode D molekula, koji je sačinjen
od N ≥ 2 atoma.

5.2.2 Kolizioni presjek B
Jedan od najvećih problema za kinetičku teoriju vǐseatomskih gasova jeste oblik

funkcije kolizionog presjeka. Odnosno postavlja se pitanje kojeg oblika može biti
kolizioni presjek B, a da je pri tome moguće pokazati egzistenciju i jedinstvenost
rješenja za što veću klasu modela koji će imati fizičkog smisla.

U slučaju jednoatomskog gasa, kolizioni presjek je bio oblika B = |u|γ b(û · σ)
što se ispostavlja da ima veliku opštost i da se može dati teorija egzistencije i jedin-
stvenosti. Prisjetimo se da je za jednoatomski gas, mikroskopski zakon održanja ki-
netičke energije glasio |u′| = |u|. Zbog toga su Gamba, Pavić-Čolić [20] pretpostvile
da kolizioni presjek u slučaju vǐseatomskih gasova, mora imati istu osobinu, od-
nosno da je kolizioni presjek mora imati mirkoreverzibilnu strukturu i da u nekom
obliku podsjeća na zakon održanja ukupne energije (pošto smo kod vǐseatomskih
gasova, ne očuvava se samo kinetička energija).

Pretpostavka 5.5 (Oblik kolizionog presjeka B). Neka je B̃ = B̃(v, v∗, I, I∗) defi-
nisan sa

B̃(v, v∗, I, I∗) := |u|γ +

(
I + I∗
m

)γ/2
, u := v − v∗, γ ∈ (0, 1]. (5.28)

Pretpostavljamo da kolizioni presjek B := B(v, v∗, I, I∗, r, R, σ) ima sledeću osobinu

ddγ(r) e
d
γ(R) b(û · σ) B̃ ≤ B ≤ dgγ(r) e

g
γ(R) b(û · σ) B̃, (5.29)

za svako v, v∗ ∈ R3, I, I∗ ∈ [0,∞), r, R ∈ [0, 1], σ ∈ S2, û = u/ |u|, gdje b, dgγ(r),
ddγ(r), e

g
γ(R), i edγ(R) zadovoljavaju sledeće uslove integrabilnosti

1. angularni dio b je integrabilan

b(û · σ) ∈ L1(S2; dσ); (5.30)

2. funkcije dgγ(r) i ddγ(r) su integrabilne u donosu na mjeru ϕα(r)dr, gdje je
ϕα(r) iz (5.12),

dgγ(r)ϕα(r), ddγ(r)ϕα(r) ∈ L1([0, 1]; dr), (5.31)

58



i dodatno
dgγ(r) = dg

γ(1− r), ddγ(r) = dd
γ(1− r),

što omogućava da je zadovoljena druga mikroreverzibilna osobina (5.14);

3. funkcije egγ(R) i edγ(R) su integrabilne u odnosu na mjeru ψα(R)(1−R)R1/2dR,
gdje je ψα iz (5.12), odnosno

egγ(R)ψα(R)(1−R)R1/2, edγ(R)ψα(R)(1−R)R1/2 ∈ L1([0, 1]; dR). (5.32)

Napomena 10. Primjetimo da uslovi (5.31) i (5.32) sadrže ddγ(r) i dgγ(r) po-
množene sa particione funkcije za unutrašnju energiju molekula ϕα(r); isto tako
edγ(R) i egγ(R) su pomnožene sa ψα(R). Zbog toga uvodimo nove konstante, u smislu
usrednjavanja po parametru na sledeći način

cdγ,α :=

∫ 1

0

ddγ(r)ϕα(r)dr, Cd
γ,α:=

∫ 1

0

edγ(R)ψα(R)(1−R)R1/2dR,

cgγ,α :=

∫ 1

0

dgγ(r)ϕα(r)dr, Cg
γ,α:=

∫ 1

0

egγ(R)ψα(R)(1−R)R1/2dR.

Pod datim pretpostavkama 5.5, moguće je odrediti tri modela kolizionog pre-
sjeka takvih da oni imaju smisla. Na kraju ćemo pokazati da jedan od tih modela,
ima fizičkog smisla, dok za druga dva potrebno je jos istraživanja.

Model 1 (totalna energija)

Posmatrajmo sve ukupno energiju u sistemu centra mase, odnosno kolizioni
presjek tada možemo zapisati kao

B(v, v∗, I, I∗, r, R, σ) = b(û · σ)
(m

4
|v − v∗|2 + I + I∗

)γ/2
, γ ∈ (0, 1].

Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

ddγ(r) = dgγ(r) = 1, edγ(R) = mγ/22−(γ/2+1), egγ(R) = mγ/2,

Model 2 (dekompozicija kinetičke i unutrašnje energije)

U ovom modelu, kinetička energija i unutrašnja energija molekula su podjeljene
pomoću parametra R ∈ [0, 1],

B(v, v∗, I, I∗, r, R, σ) = b(û · σ)

(
Rγ/2|v − v∗|γ + (1−R)γ/2

(
I + I∗
m

)γ/2)
,
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za γ ∈ (0, 1]. Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

ddγ(r) = dgγ(r) = 1, edγ(R) = min{R, (1−R)}γ/2, egγ(R) = max{R, (1−R)}γ/2.

drugi mogući izbor je

ddγ(r) = dgγ(r) = 1, edγ(R) = Rγ/2(1−R)γ/2, egγ(R) = 1.

Model 3 (totalna dekompozicija kinetičke i unutrašnje energije)

U ovom modelu, pored parametrizacije po R, kao u modelu 2. 5.2.2, totalna
dekompozicija se dobija kada razdvojimo unutrašnje energije pomoću paramatera
r ∈ [0.1], odnosno

B(v, v∗, I, I∗, r, R) = b(û · σ)
(
Rγ/2|v − v∗|γ

+

(
r(1−R)

I

m

)γ/2
+

(
(1− r)(1−R)

I∗
m

)γ/2)
, (5.33)

za γ ∈ (0, 1]. Tada B je oblika iz (5.29) sa koeficijentima

ddγ(r) = min{r, (1− r)}γ/2, dgγ(r) = 1,

egγ(R) = 21−γ/2 max {R, (1−R)}γ/2 , edγ(R) = min{R, (1−R)}γ/2,

ili

ddγ(r) = rγ/2(1− r)γ/2, dgγ(r) = 1, egγ(R) = 21−γ/2, edγ(R) = Rγ/2(1−R)γ,

Detaljini opisi i svi proračuni se mogu naći u [20]. Za model 3, u radu [17] je
prikazana veza sa proširenom termodinamikom u kontekstu teorije šest i četrnaest
momenata.

5.2.3 Energijski identitet

Kao i prije želimo da možemo energiju definisanu preko Lebegovih zagrada
(5.23), E〈〉 = 〈v, I〉2 +〈v∗, I∗〉2 i pre-kolizione brzine i unutrašnje energije molekula.

Lema 5.6 (Energijski identitet za vǐseatomske gasove). Neka su v′, v′∗, I
′ i I ′∗

definisanu u odnosu na kolizione transformacije (5.7) i (5.5). Tada postoje kon-
veksni parametri p = p(v, v∗, I, I∗, r, R) i q = q(v, v∗, I, I∗, r, R), takvi da p+ q = 1,
i funkcija s = s(v, v∗, I, I∗, R) takva da održava sledeću jednakost

〈v′, I ′〉2 = E〈〉
(
p+ sV̂ · σ

)
, 〈v′∗, I ′∗〉2 = E〈〉

(
q − sV̂ · σ

)
.

Štavǐse, ova reprezentacija održava totalnu energiju molekula,

〈v′, I ′〉2 + 〈v′∗, I ′∗〉2 = E〈〉
(

(p+ sV̂ · σ) + (q − sV̂ · σ)
)
≡ E〈〉. (5.34)
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5.2.4 Usrednjavanje po kompaktnoj mnogostrukosti za vǐse-
atomske gasove

U kontekstu jednokomponentnih jednoatomskih gasova i mješavine jednoatom-
skih gasova jedna od ključnih lema je bila Povznerova, te se prirodno javlja ideja
da dokažemo njen analogon za vǐseatomske gasove. Bitna je razlika u tome što smo
prije radili usrednjavanje po paramatru σ i tako dobijali disipaciju za dovoljno ve-
liko k, dok sada imamo parametre r, R, σ te trebamo usrednjavati po njima. Kao
što ćemo vidjeti, integracije po r i σ će biti dovoljne za pokazivanje disipacije. Tako
da nam ostaje usrednjavanje po r, σ, odnosno integrali po prostoru S2 × [0, 1], te
ovakav prostor ima osobine mnogostrukosti, štavǐse ima osobine kompakte mno-
gostrukosti. Pod kompaktnom mnogostrukosti smatramo mnogostrukost koja ima
iste osobine kao topološki prostori T4 u odnosu na prirodnu strukturu atlasa.

Lema 5.7 (Usrednjavanje po kompaktnoj mnogostrukosti). Neka su v′, v′∗, I
′ i

I ′∗ date u (5.7) i (5.5). Neka funkcije b(σ · û), dgγ(r) i egγ(R) zadovoljavaju uslove
integrabilnosti (5.30), (5.31) i (5.32). Onda sledeća ocjena važi∫

K

(
〈v′, I ′〉k + 〈v′∗, I ′∗〉k

)
b(û · σ) dgγ(r)ϕα(r)dr dR dσ

≤ 2Cg
γ,α C k

2

(
〈v, I〉2 + 〈v∗, I∗〉2

) k
2 , (5.35)

gdje konstanta C k
2

ima osobinu C k
2
↘ 0, kad k →∞ i postoji k̄ > 2 takvo da

2 C k
2
< ‖b‖L1(dσ)

∥∥dgγ ϕα∥∥L1(dr)
, k > k̄. (5.36)

Šta vǐse, kada je b(σ · û) ∈ L∞(S2; dσ) i dgγ(r)ϕα(r) ∈ L∞([0, 1]; dr), dobijamo da
je

C k
2
< 4π ‖b‖L∞(dσ)

∥∥dgγ ϕα∥∥L∞(dr)
, k > k̄, (5.37)

i ponašanje je oblika

Cn ∼
1

n
, as n→∞.

5.2.5 Ograničenja za kolizioni presjek B̃

Kao i u prethodnim slučajevima, leme o donjem i ogrnjem ograničenju igraju
bitnu ulogu. U jednu ruku su korisne za same a priori ocjene, dok u drugu lema
o donjem ograničenju nam govori o dopustivim kolizionim presjecima i utiče na
skup funkcija koje mogu biti rješenje Bolcmanove jednačine.
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Lema 5.8 (Donje ograničenje za vǐseatomske gasove). Neka je γ ∈ [0, 1]. Za
funkciju 0 ≤ {f(t)}t≥0 ⊂ L1

2 koja zadovoljava

Md ≤
∫
Rd
f(t, v, I)dvdI ≤Mg, Ed ≤

∫
Rd
f(t, v)

(
1

2
|v|2 +

I

m

)
dvdI ≤ Eg

za neke pozitivne konstante Md,Mg, Ed, Eg i∫
Rd
f(t, v)vdv = 0.

Dodatno pretpostavimo da postoji ∆ > 0 za neko δ > 0 da važi∫
Rd
f(t, v)

(
1

2
|v|2 +

I

m

) 2+δ
2

dvdI ≤ ∆.

Tada postoji konstanta cd > 0, takva da konvlucija f ∈ L1
2 i polinomnog momenta

stepena γ je ograničena s donje strane u odnosu na Lebegovu mjeru, odnosno

f ∗

(
|v|γ +

(
I

m

) γ
2

)
:=

∫
Rd
f(t, ω, J)

(
|v − ω|γ +

(
I + J

m

) γ
2

)
dωdJ ≥ cd 〈v, I〉γ ,

preciznije cd je dato sa

cd =
min{Md, Ed}

8

(
24+δ

Ed
max{Mg,∆}

) 1
δ

(
1 +

(
8
Mg + Eg
Md

) 1
γ

) 2+δ
2δ
− γ

2

,

za γ ∈ (0, 1], a ako je γ = 0 onda je cd = 2.

Dokaz ove leme je malo komplikovaniji nego u slučaju jednoatomskih gasova i
može se naći u [20].

Lema 5.9. Za svako γ ∈ (0, 1], sledeća nejednakost je zadovoljena

|v − v∗|γ +

(
I + I∗
m

) γ
2

≤ 2
3γ
2
−1 (〈v, I〉γ + 〈v∗, I∗〉γ) ,

za sve v, v∗ ∈ R3 i I, I∗ ∈ [0,∞).

5.2.6 L1
k a priori ocjene za polinomne momente

A priori ocjenu su od izrazitog značaja. One utiču na prostor u kojem ćemo
tražiti rješenje Košijevog problema, a i daju sama ograničenja kolizionog operatora.
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Lema 5.10 (Ograničenje momenata kolizionog operatora). Neka f ∈ L1
2 zadovo-

ljava uslove leme 5.8. Takode, neka kolizioni presjek B zadovoljava pretpostavke
5.5. Onda za svako γ ∈ (0, 1], sledeća nejednakost važi

mk[Q(f, f)(v, I)] =

∫
∆

Q(f, f)(v, I) 〈v, I〉kdIdv ≤ −Ak∗ ‖f‖
1+ γ

k

L1
k

+Bk ‖f‖L1
k
,

(5.38)
za dovoljno veliko k,

k > k∗, k∗ = max
{
k̄∗, 2 + 2γ, 2 + δ

}
(5.39)

pri čemu je k̄∗ iz leme 5.7 o angularnom usrednjavanju na kompaktnoj mnogo-
strukosti. Za takvo k∗, konstante Ak∗ ≥ Ak i Bk koje su definisane dole, su strogo
pozitivne,

Ak∗ = cd ‖f‖
− γ
k

L1
0

(
‖b‖L1(S2;dσ)

∥∥ddγ ϕα∥∥L1([0,1];dr)

∥∥edγ(R) (1−R)R1/2ψα(R)
∥∥
L1([0,1];dR)

−2 Ck∗
∥∥egγ(R) (1−R)R1/2ψα(R)

∥∥
L1([0,1];dR)

)
, (5.40)

Bk = Ck
∥∥egγ(R) (1−R)R1/2ψα(R)

∥∥
L1([0,1];dR)

2
3γ
2

+1 ‖f‖L1
2

b k+1
2
c∑

`=1

(
k
`

) .

5.3 Egzistencija i jedinstvenost za vǐseatomske

gasove

Kao i do sad, tražimo rješenje Košijevog problema, u ovom slučaju{
∂tf(t, v, I) = Q(f, f)(v, I)

f(0, v, I) = f0(v, I),
(5.41)

pod pretpostavkama 5.5 o kolizionom presjeku B.
Potreban uslov za egzistenciju jeste ograničenost momenta reda k∗, pri čemu

je
k∗ := max

{
k̄∗, 2 + 2γ, 2 + δ

}
. (5.42)

Ovo je posljedica leme o angularnom usrednjavanju na kompaktnoj mnogostrukosti
5.7 i donjeg ograničenja 5.8, oni će omogućiti da polinomni momenti emisionog
člana budu veći od apsorpcionog. Sada, definǐsemo zatvoren, konveksan i ograničen
skup Ω ⊂ L1

2,
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Ω =
{
f(v, I) ∈ L1

2 : f ≥ 0,

∫
∆

v f dI dv = 0,

∃C0, C2, Ck∗ > 0 takvi da ∀t ≥ 0,

m0[f ](t) = C0, m2[f ](t) = C2, mk∗ [f ](t) ≤ Ck∗ , with k∗ from (5.42)
}
. (5.43)

Da bi zadovoljili pod-tangetni uslov u teoremi 3.1, definǐsemo sledeće preslika-
vanje Lγ,k∗ : [0,∞)→ R,

Lγ,k∗ := −Ax1+ γ
k∗ +Bx,

gdje su A i B pozitivne konstante za svako γ > 0 i svako k∗ iz (5.42). Kao što smo
vidjeli prije, ovakvo preslikavanje ima samo jednu netrivijalnu nulu, te možemo
definisati pozitivnu konstantu

Ck∗ := x∗γ,k∗ + L∗γ,k∗ .

tako da je Ω dobro definisan. Konačno možemo dati teoremu o egzistenciji i jedin-
stvenosti.

Teorema 5.11 (Egzistencija i jedinstvenost za vǐseatomske gasove). Neka je
f(0, v, I) = f0(v, I) ∈ Ω. Tada Košijev problem (5.41) sa kolizionim presjekom
B koji zadovoljava pretpostavke 5.5 ima jedinstveno rješenje u

C ([0,∞) ,Ω) ∩ C1
(
(0,∞) , L1

1

)
.
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Glava 6

Zaključak

Pitanje egzistencije rješenja Bolcmanove jednačine je bio otvoren problem sko-
ro stotinu godina. U ovom radu smo izložili teoriju za egzistenciju i jedinstvenost
rješenja za prostorno homogenu Bolcmanovu jednačinu, kada možemo da primje-
nimo teoriju običnih diferencijalnih jednačina u Banahovim prostorima.

Ključni momenat jeste odredivanje Bahanovog prostora, kada kinetička teorija
pokazuje svu svoju ljepotu, u smislu da je nerazdvojna od fizike samog proble-
ma. Tako energijski identitet nas navodi na pravilno definisanje Lebegove zagrade,
dok Povznerova lema koja govori o disipaciji, nameće nam odgovarajući Baha-
nov prostor u kojem kasnije tražimo rješenje Košijevog problema za Bolcmanovu
jednačinu. Disipacija apsorpcionog dijela kolizionog operatora u kombinaciji sa
ograničenjem od dole njegovog emisionog dijela nam daje običnu diferencijalnu
nejednačinu za polinomni momenat rješenja Bolcmanove jednačine. Ključno za-
pažanje jeste da polinomni momenat kolizionog operatora postaje negativan kada
uključimo dovoljno velik red momenta. Ovo nam omogućuje dobijanje a priori
ocjenu za polinomni momenat rješenja Bolcmanove jednačine kao i dokazivanje
njihove kreacije i propagacije. Konačno, svi opisani alati se koriste za dokazivanje
egzistencije i jedinstvenosti rješenja Košijevog problema.

Sa druge strane, tek nedavno je uspostavljena teorija egzistencije i jedinstev-
nosti u kontekstu vǐseatomskih gasova i mješavina jednoatomskih gasova. U ovom
radu je prezentovan pregled tih rezultata sa naglaskom na specifičnosti i razlike u
odnosu na klasični slučaj jednokomponentnih jednoatomskih gasova.

Zaintersovanost naučne zajednice za ovakve probleme u zamahu i mnogi pro-
blemi su još uvijek otvoreni. I na kraju, ne zaboravimo da je gas koji dǐsemo
mješavina različitih vǐseatomskih gasova.
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Dodatak A

Pomoćne nejednakosti i teoreme

Lema A.1 (Polinomna nejednakost I). Neka je p > 1 i lp = bp+1
2
c. Tada za sve

x, y > 0 važi nejednakost

(x+ y)p − xp − yp ≤
lp∑
l=1

(
p

l

)
(xlyp−l + xp−lyl). (A.1)

Dokaz ove leme se može naći u [4].

Lema A.2 (Polinomna nejednakost II). Neka je b + 1 ≤ a ≤ p+1
2

. Tada za svako
x, y ≥ 0 važi

xayp−a + xp−aya ≤ xbyp−b + xp−byb. (A.2)

Dokaz ove leme se može naći u [29]

Lema A.3 (Polinomna nejednakost III). Neka za svako i = 1, ..., n važi xi ≥ 0 i
neka je p ≥ 1. Tada je

n∑
i=1

xpi ≤

(
n∑
i=1

xi

)p

≤ np−1

n∑
i=1

xpi , (A.3)

obrnute nejednakosti važe u slučaju p ∈ (0, 1).

Dokaz ove leme se može naći u [21]

Lema A.4 (Jangova nejednakost). Neka su a, b nenegativni realni brojevi, i neka
su p, q > 1 brojevi koji zadovoljavju p−1 + q−1 = 1, tada je

a b ≤ ap

p
+
bq

q
. (A.4)
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Lema A.5 (Helderova nejednakost). Neka su p, q ≥ 1 brojevi koji zadovoljavju
p−1 + q−1 = 1, tada za sve mjerljive funkcije nad prostoru R ili C važi

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q . (A.5)

Lema A.6 (Jensenova nejednakost). Neka je f(x) pozitivna i integrabilna funkcija
u Rd i G konveksna funkcija. Tada

G

(
1∫

f(x)dx

∫
f(x)g(x)dx

)
≤ 1∫

f(x)dx

∫
f(x)G(g(x))dx, (A.6)

za bilo koju pozitivnu funkciju g.

Lema A.7 (Interpolaciona nejednakost). Neka je k = αk1 + (1−α)k2, α ∈ (0, 1),
0 < k1 ≤ k ≤ k2. onda za svako g ∈ L1

k

‖g‖L1
k
≤ ‖g‖αL1

k1

‖g‖1−α
L1
k2

. (A.7)

Dokaz slijedi primjenom Helderove (A.5) i Jensenove (A.6) nejednakosti.

Teorema A.8 (Tejlorova teorema sa integralnim ostatkom). Neka je f : R → R
funkcija koja ima k + 1 neprekidan izvod u okolini tačke x = a. Tada je

f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2+· · ·+f

(k)(a)

k!
(x−a)k+

∫ x

a

f (k+1)(t)
(x− t)k

k!
dt

Teorema A.9 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji). Neka je (fn) niz
kompleksnih funkcija na X sa svojstvima:

(i) limn→∞ fn(x) = f(x) u X;

(ii) Postoji funkcija g ∈ L1(X,µ) tako da za svako n ∈ N važi da je |fn(x)| ≤
g(x) u X.

Tada f ∈ L1(X,µ) i važi

lim
n→∞

∫
X

|f − fn| dµ = 0, lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.
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President: Prof. Srboljub Simić, PhD, full professor, Faculty of Science, Novi Sad
Member: Prof. Marko Nedeljkov, PhD, full professor, Faculty of Science, Novi Sad
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