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Uvod

Idealan zdravstveni sistem bio bi sistem u kojem je svakom grad̄aninu dostupna me-
dicinska usluga kad god se za to pojavi potreba. Naravno, ovakav sistem ne postoji
ni u jednoj zemlji niti ga je moguće ostvariti. Med̄utim dobri zdravstveni sistemi po-
kušavaju da se u što većoj meri primaknu idealnom modelu. Za svakog pojedinca,
odnosno korisnika medicinske usluge, dva faktora su izuzetno važna. Jedno je kvalitet
usluga, a drugo je vreme koje je potrebno da se usluga realizuje. U ovom radu fokus
je stavljen na drugi faktor, odnosno na vreme koje je korisniku/pacijentu potrebno da
bi dobio odgovarajuću uslugu/pregled. Vreme čekanja na pregeld može da igra ključni
faktor u uspešnosti izlečenje neke bolesti. Važnost ovog faktora može se eksponen-
cijalno povećavati sa težinom zdravstvenog stanja pacijenta. Razlikujemo dve vrste
čekanja pacijenta. Pričamo o indirektnom čekanju kada posmatramo vreme izmed̄u
trenutka kada se pojavi potreba za nekim pregledom i trenutka kada je zakazan odre-
d̄en pregled. Sa druge strane vreme koje prod̄e izmed̄u trenutka kada pacijent ulazi
u ambulantu i trenutka kada se pregled započne nazivamo direktnim čekanjem. Cilj
svakog pacijenta jeste da minimizira obe vrste čekanja.

Sa druge strane, uprave medicinskih ustanova susreću se sa ograničenjima u po-
gledu opremljenosti, prostora, finansija i ljudstva. Resursi koje se koriste u pružanju
zdravstvene usluge su vrlo često skupi, jer izmed̄u ostalog, obuhvataju medicinsku
opremu i visoko profesionalni rad medicinskog osoblja. Svaki medicinski aparat ima
rok trajanja, tj. životni rok kroz koji se amortizuje. Stepen optimalnog iskorišćenja
ljudskih i materijalnih resursa je ključan za postizanje maksimalne delotvornosti rada.
Dobra organizacija rada koja se u ovom radu odnosi na pravljenje rasporeda pregleda,
trebalo bi da obezbedi što manje neaktivnog, ali i prekovremenog rada lekara. Ako
se zakazuje jako mali broj pacijenata, tada se smanjuje stepen iskorišćenja resursa, ali
takod̄e se smanjuje direktno čekanja pacijenta pri povećanju indirektnog čekanja pa-
cijenta i neaktivnog vremena lekara. U suprotnom zakazivanje suviše pacijenata za
neki period (na primer za jedan dan) smanjuje indirektno čekanje pacijenta, neaktivno
vreme lekara i neiskorištenost resursa uz povećanje direktnog čekanja pacijenta. Sa
druge strane, preopterećenje dovodi do neželjenih posledica. Preveliko opterećenje
lekara uzrokuje umor, što verovatno smanjuje profesionalnost rada. Preterano korišće-
nje aparata koje često nije u skladu sa tehničkim zahtevima, povećava rizik kvara. U
slučaju nefunkcionalnosti nekog aparata povećava se indirektno čekanje pacijenta.

Pravljenje optimalnog rasporeda pacijenata, odnosno pregleda jeste kompleksan re-
alan problem koji je već dugi niz godina predmet velikog broja istraživanja. Matema-
tičko modeliranja predstavlja jednu od ključnih tehnika za razmatranje ovog problema.
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Vrlo četo ovako odred̄eni matematički modeli se svode na problem optimizacije. Pro-
blemi optimizacije vrlo često sadrže veliki broj ograničenja koji se nameću iz realnog
konteksta. Uključivanje velikog broja promenljivih i parametara može da dovede do
slabog, odnosno neupotrebljivog modela, jer bez obzira što "bolje" opisuje situaciju iz
prakse, može da postane nerešiv.

Rad se stoji iz tri ključna dela. U prvom delu dat je prikaz komponenti matematič-
kog modelovanja za posmatrani problem. U drugom delu predstavimo osnovni model
koji se zasniva na ideji predstavljenoj u [8]. Glavni cilj modela je da se odrede termini
pregleda tako da se minimizuje neaktivno vreme lekara i vreme čekanja pacijenata.
Nakon formiranja modela data je analiza njegovog ponašanja iz više aspekata. Razma-
tramo različite načine zakazivanja i njihove uticaje na funkciju cilja. Poseban akcenat
je stavljen na uvod̄enje pojma prihvatljivog rešenja, a to je da najčešće rešenje mora biti
celobrojno ili možda čak i imamo strože uslove (na primer dozvoljeno je zakazivanje
samo na skali od po 5 minuta). Treći deo je posvećen proširenju osnovnog modela koji
se, izmed̄u ostalog, zasniva na uvod̄enju mogućnosti kašnjenja i nepojavljivanja pacije-
nata. Kao i kod osnovnog modela, urad̄ena je, pre svega, numerička analiza proširenog
modela. Na osnovu analiza na kraju je predložen model koji u najvećoj meri opisuje re-
alni kontekst. U radu su takod̄e razvijani i algoritmi koji se koriste za dobijanje rešenja
definisanih modela.

U radu su teorijski rezultati ilustrovani kroz primere. Oblast medicine sadrži u
velikoj meri osetljive podataka i veoma je teško obezbediti realne istorijske podatke
neophodne za odred̄ivanje modela. Lični podaci čine kategoriju koja je regulisana za-
konima i odred̄uju ko može i pod kojim uslovima da ima pristup podacima. Iz tih
razloga su u primerima, umesto istorijskih podataka, korišćeni podaci dobijeni simu-
lacijom. Jedna od prednosti korišćenja simulacija jeste mogućnost razmatranja većeg
broja različitih situacija, što doprinosi dobijanju relevantnijih zaključaka o ponašanju
konstruisanih modela.

Zahvaljujem se svojoj mentorki, prof. dr. Zorani Lužanin na sugestijama i strpljenju
kojim je doprinela kvalitetu ovog rada. Zahvaljujem joj se na puno uloženog vremena
i dobijenoj prilici da unapredim znanje iz oblasti matematičkog modeliranja i uvidim
velike mogućnosti njegove primene.

Veliku zahvalnost dugujem porodici i svojim prijateljima. Zahvaljujem se na nji-
hovom strpljenju, razumevanju i podršci tokom mog celokupnog studiranja.
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Deo 1

Matematičko modeliranje

Globalno gledano, zdravstveni sektor je verovatno najvažniji deo ljudskih života. Pru-
žaoci zdravstvene zaštite motivisani su za smanjenje operativnih troškova uz pobolj-
šanje kvaliteta usluge. Ovo je stvorilo preventivnu medicinu da bi se izbegle bolesti,
smanjujući potrebu za hitnim službama i boravkom u bolnicama za bolesne ljude. In-
dustrija zdravstvene zaštite predstavlja otprilike 15% bruto domaći proizvod Sjedinje-
nih Država,[4]. Polazeći sa stanovišta da su vreme i resursi ograničeni, bez obzira da
li pruža ili prima uslugu, modeli zakazivanja pregleda (pravljenja rasporeda) je dugi
niz godina u fokusu istraživanja. Zakazivanje pregleda pacijenta je složen proces koji
igra jednu od ključnih uloga u efikasnom zdravstvu. Dobar sistem zakazivanja termina
obezbed̄uje zadovoljstvo pacijenta i lekara, kao i optimalnu iskorišćenost resursa (me-
dicinske opreme, prostora), i kao takvo, jeste važna komponenta zdravstvene zaštite.
Odnosno, sistemi za zakazivanja treba da obezbede efikasnost zdravstvene ustanove
i blagovremenog pristupa zdravstvenim uslugama. Pravovremeni pristup važan je za
postizanje dobrih medicinskih rezultata. To je takod̄e važna odrednica zadovoljstva
pacijenata.

Predmet ovog rada su modeli (sistemi) za zakazivanje pregleda čije je fokus na
blagovremenost i iskorišćenost vremena pacijenata i lekara, dok posmatrani modeli ne
obuhvataju pitanja koje se odnose na prostor zdravstvene ustanove, opreme i osoblja
(osim lekara), kao i raspodelu resursa u sistemima sa više usluga. Ključne komponente
za dobro planiranje u zdravstvu su podaci, analitika, sistemi, softver, kultura i upravlja-
nje. Zadržaćemo se na prve dve stvari. Podaci se kombinuju sa analitikom kako bi se
pratili istorijski trendovi i predvidjali budućnost, odgovarajucći na pitanja kao što su:

Koliko dugo će odred̄eni postupak trajati za odred̄enog pacijenta, kod odred̄enog
lekara, odred̄enog dana?

Koliko pacijenata možemo očekivati da se pojave na pregled u odred̄enom danu
u nedelji ili u odred̄enom periodu dana ili u odred̄enom periodu u godini?

Kolika je verovatnocća da se odred̄eni pacijent neće pojaviti na zakazanom pre-
gledu ili da će zakasniti?
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U svim tim situacijama, potrebno je da se maksimizira preciznost kojom se zdrav-
stvena zaštita isporučuje u skladu sa pokazanim obrascima potreba. Analitika, pod
kojom ćemo u ovom radu podrazumevati matemtički model, omogućava optimizaciju
rasporeda u odnosu na definisane ciljeve povezane sa troškovima pružanja usluge, kva-
litetom pružene usluge i zdravstvenim ishodima.

1.1 Osnove matematičkog modeliranja
Model je uprošćena predstava stvarnosti, koja i pored toga što je iskrivljena i „ne-
tačna”, otkriva neke suštinske komponente složene stvarnosti. Lišen suvišnih detalja,
dobar model može omogućiti dubinsku analizu koja bi inače izostala. Specijalno, ma-
tematički model je apstraktan, pojednostavljen, matematički koncept koji uspostavlja
relacije sa stvarnošću, a kreira se za odredjenu namenu. Modeli često omogucćavaju
brzu i jeftinu procenu alternativa, što dovodi do optimalnih rešenja koja inače nisu
očigledna. U našem slučaju matematički model je kreiran sa namerom optimizova-
nja rasporeda zakazivanja pregleda. Ne postoji idealan ili najbolji model jer proces
modeliranja izuzetno složen. Model bi trebalo da u što većoj meri podražava bitne
karakteristike pojave ili situacije koja je predmet proučavanja. Gradnja matematičkog
modela, po pravilu, prolazi kroz sledeće faze:

• posmatranje pojave u realnom kontekstu što zahteva dobro razumevanje real-
nog okruženja;

• formulisanje svrhe modela podrazumeva precizno definisanje cilja modelira-
nja;

• skiciranje modela se sastoji iz odabira promenljivih i parametara, postavljanje
odgovarajućih pretpostavki i definisanje veza odabranih promenljivih koristeći
matematički aparat;

• upotrebljivosti modela podrazumeva koriščenje odgovarjućih, najčešće, nume-
ričkih algoritama za odredjivanje rešenja matemtičkog problema definisanog u
prethodnoj fazi;

• testiranje modela obuhvata procenu koliko se model adekvatno ponaša u realnoj
situaciji. U ovoj fazi je neophodno postojanje validnih podataka ili odgovaraju-
ćih simulacija koje će produkovati podatke;

• modifikacija modela podrazumeva da se na osnovu rezultata dobijenih testira-
njem, model modifikuje kroz promenu pretpostavki, skupa promenljivih i para-
metara ili njihovih veza kako bi se popravile njegove performanse.

Postavljanje pretpostavki i odabir promenljivih koje će služiti za opis realne situ-
acije i koje se prevode u matematički zapis predstavljaju najizazoviji deo modelovanja.
Neodgovarajuće ili slabe pretpostavke udaljuju model od njehove svrhe, dok jake pret-
postavke mogu dovesti do suviše složenog modela koji često nema rešenje, odnosno
model postaje neupotrebljiv.
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Finalna provera svakog modela jeste valjanost njegovog ponašanja u primeni na
problemima za koje je namenjen. U slučaju modeliranja rasporeda, uštede koje se
postižu su jedan od kvantitifikatora kvaliteta modela.

1.2 Osnove modela za pravljenje rasporeda pregleda

1.2.1 Svrha modela
Kako je već napomenuto osnovni cilj i svrha modeliranja rasporeda pregleda jeste mi-
nimizacija utrošenog vremena lekara i pacijenata. To povlači da je u većem broju
razvijenih modela korišćena teorija optimizacije sa funkcijom cilja koja predstavlja
kombinaciju utroška vremena lekara i pacijenata. Načini kombinovanja vremena ve-
zanih za lekare i pacijente biće detaljno razmatrani u delu koji se bavi konstrukcijom
modela.

1.2.2 Promenljive
U nastavku dajemo osnovne promenljive koji će biti korišćene u konstrukciji modela.
To su sledeće promenljive

n − broj pacijenata koji se zakazuju

tai − vreme dolaska pacijenta

tbi − vreme početka pregleda pacijenta

Θi − vreme dužina pregleda pacijenta

Ji − zakazano vreme (termin za pregled, slot za pregled),

gde se indeks i odnosi na i−tog posmatranog pacijenta. Vreme čekanja pacijenta i
neaktivnog vremena lekara su promenljive koje će biti prikazane pomoću navednih
osnovnih promenljivih.

1.2.3 Pretpostavke
Svaki od modela koji će biti predstavljen u nastavku rada odred̄en je skupom pretpos-
tavki, koji se preveden u teoriju optimizacije najčešće svodi na promenu ograničenja ili
korekciju funkcije cilja. Razmatrane pretpostavke su vezane za promenljive koje odre-
d̄uju model. Kao primer navodimo najjednostavnije pretpostavke i njihovo prevod̄enje
u zapis preko definisanih promenljivih

· pretpostavka pacijenti ne kasne (zapis tai ≤ Ti)

· pretpostavka pregled ne može početi pre zakazanog termina (zapis Ji ≤ tbi )

Kako nedovoljne prepostavke onemogućuje dobijanje optimalnog rasporeda ili daju
nedovoljno dobro rešenje, potrebno je proširenje pretpostavki i modifikovanje funkcije
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cilja, odnosno potrebne su modifikacije modela. Modifikacije modela za zakazivanje
pregleda su dugi niz godina u fokusu izučavanja.

Pretpostavke modela vrlo često uključuju koje vrste ponašanja pacijenata su mo-
guće. Tako možemo proširiti model koji uzima u obzir kašnjenje pacijenata na zaka-
zani pregled ili koji uzima u obzir nepojavljivanje pacijenata u zakazanom terminu.
Najčešeće primenjeni metod za rad sa ovom pretpostavkom je metod prebukiranosti
(overbooking), odnosno zakazivanje dva ili više pacijenata u istom terminu. Što se tiče
vremena lekara, većina modela uključuje mogućnost prekovremenog rada.

Ako posmatramo i−tog pacijenta tada se u odnosu na posmatrana vremena, od-
nosno promenljive, može realizovati četrnaest različitih slučajeva koji su prikazani na
slici 1.1. Na slici su prikazani termini za i−tog pacijentas i pacijenta koji je zakazan
pre njega, Ji−1 i Ji, zatim vremena početka pregleda za oba pacijeneta, tbi−1 i tbi , kao
i vreme dolaska i−tog pacijenta, tai . Dužine trajanja pregleda za dva uzastopna paci-
jenta, θi−1 i θi, označena su plavom bojom. Vremena čekanje, ako je do njega došlo,
označena su žutom bojom. Kada su se pojavili periodi neaktivnosti lekara upotrebljena
je zelena boja, dok je prekovremeni rad označen ljubičastom bojom.

1.2.4 Odred̄ivanje rešenja modela
Kako je već napomenutu, najčešće se problem odred̄ivanja zakazivanja pregleda svodi
na problem optimizacije. Med̄utim metode za rešavanje problem optimizacije zavise
od vrste optimizacije.

Jedna od ključnih pretpostavki koje će biti razmatrane jeste da je vreme pregleda
stohastičko, tj. da se dužina pregleda opisuje slučajnom promenljivom. To povlači da
će vreme čekanja pacijenata i nekativnosti lekara takod̄e biti opisane sluǎjniom pro-
menljivama, što znači da će se problem svesti na stohastičku optimizaciju.

Pod pojmom stohastičke optimizacije podrazumevamo da se sluǎjne promenljive
pojavljuju u formulaciji samog problema optimizacije, bilo kroz uključivanje slučajne
promenljive u funkciju cilja i/ili uključivanje u ograničenja problema.

Najpoznatije metode za rešavanje ove vrste problema dele se u dve grupe. Prvu
grupu čine metode koje koristi ocene za funkciju cilja ili ograničenja, kao što je stoc-
hastic approximation (SA) metod. Drugu grupu čine metode koje koriste slučajno pre-
traživanje.
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Slika 1.1: Moguće realizacije pregleda za i−tog pacijenta
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1.3 Matematičko programiranje - problem optimizacije
Optimizacija je oblast matematike koja svoj razvoj u velikoj meri duguje Fermatu i
Langražu koji su prvi formulisali problem optimizacije u matematičkom zapisu dok je
Gaus bio med̄u prvima koji je započeo razvoj iterativnih postupaka za rešavanje pro-
blema optimizacije. Značajne rezultate su postigli u ovim oblasti i matematičari Leonid
Kantorovich koji je formalno uveo pojam linearno programiranja 1939. godine), kao i
George Dantzig koji je 1947. godini razvio simpleks metod za rešavanje problem op-
timizacije. Razvoj računara imao je ključni uticaj na velike mogućnosti primene opti-
mizacije u drugim disciplinama i zato je matematička i numerička optimizacija postala
jedna od najbrže razvijajućih oblasti matematike.

U osnovi optimizacije leži problem odred̄ivanja ekstremnih vrednosti funkcije nad
nekim domenom, odnosno optimizacija je proces pronalaženja vrednosti promenljivih
koje daju maksimalnu ili minimalnu vrednost funkcije. Očigledno je da ako tačka
x∗ odgovara minimalnoj vrednosti funkcije f(x), ista tačka odgovara maksimalnoj
vrednosti funkcije −f(x). Dakle, optimizacija može se smatrati minimizacijom i u
nastavku ćemo posmatrati problem

min
x∈X

f(x) (1.1)

gde je f : X→ Rm, X ⊆ Rn

Definicija 1. Neka je funkcija f(x) definisana nad skupom X ⊆ Rn. Tada:

- x∗ je tačka lokalnog minimuma ako i samo ako za neke okoline δr(x∗) = {x| x ∈
Rn, ‖x− x∗‖ ≤ r} tačke x∗ i za sve x ∈ δr(x∗) ∩X važi da f(x∗) ≤ f(x)

- x∗ je tačka globalnog minimuma na skup X ako i samo ako za sve x ∈ X važi
da f(x∗) ≤ f(x)

Na osnovu skupa rešenja problem optimizacije možemo podeli na probleme bez
rešenja (skup je prazan), problem sa jedinstvenim rešenjem (postoji tačno jedno reše-
nje), problem sa prebrojivim i problem sa neprebrojivim skupom rešenja. U sledećem
primeru ilustrujemo te tri vrsta rešenja.

Rešenja problema minimizacije može biti lokalno i globalno. Neka je funkcija f(x)
definisana nad skupom X ∈ Rn. Tada:

- x∗ je tačka lokalnog minimuma ako i samo ako za sve x ∈ δr(x0) važi da
f(x∗) ≤ f(x)

- x∗ je tačka globalnog minimuma na skup X ako i samo ako za sve x ∈ X važi
da f(x∗) ≤ f(x)

U zavisnosti od osobina funkcije f i skupa D mogu se posmatarti sledeći oblici
optimizacije

• neprekidna (f je nepreikdna) vs diskretna optimizacija (f uzima vrednost nad
diskretnim skupom)

9
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• optimizacija sa ograničenjima vs optimizacija bez ograničenja (D = Rn)

• deterministička vs stohastička optimizacija (f zavisi od slučajne promenljive)

• multi-objektna vs jedno-objektna optimizacija

• linerna vs nelinearna optimizacija

Kako je već dato relacijom (1.1) problem optimizacije čini pronalaženja tačke x =
(x1, ..., xn) koja minimizuje vrednost funkcije cilja f(x) nad skupomD, odnosno nad
skupom ograničenja koji je opisani sledećim relacijama

gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m

i
hj(x) = 0, j = 1, ..., p

gde x funkcije gi(x), i = 1, ...,m su ograničenja za tipa nejednakosti, a funkcije
hj(x) = 0, j = 1, ..., p su ograničenja tipa jednakosti. Rešenje problema minimizacije
mora da zadovoljava sva ograničenja/uslove.

U modelima koji su predstavljeni u ovom radu korišćena je neprekidna stohastička
jednoobjektna optimizacija sa ograničenjima. Posmatramo sledeći oblik problema op-
timizacije

min
x∈⊆
{f(x) := EPF (x, ξ)} (1.2)

gde je W slučajna promenljiva i P njena raspodela verovatnoće, ⊆ je konačan skup i
F (x, ξ) je realna funkcija dve promenljive (dva vektora) x i ξ. Takod̄e funkciju f(x)
ne možemo zapisati u zatvorenom obliku, dok je funkcija F (x, ξ) jednostavna za izra-
čunavanje za dato x i ξ. Mnogi diskretni problemi optimizacije su teško rešiti, dok je
druga poteškocća što funkcija cilja f(x) može biti komplikovana i / ili teška čak i za
približno izračunavanje.

1.3.1 SA postupak
U ovom delu opisujemo postupak aproksimacije uzoračkom sredinom (Sample Ave-
rage Approximation - SA postupak, [5]) za rešavanje problema stohastičke optimiza-
cije (1.2).

SA postupak čine dva koraka: uzrokovanja i rešavanje problem determinističke op-
timizacije. U praksi je često nemoguće tačno odrediti E[F (x, ξ)] zato u prvom koraku
vršimo Monte Carlo simulaciju. Neka je {ξk}Kk=1 skup nezavisnih promenljive sa is-
tom raspodelom (i.i.d.) kao ξ tada odred̄ujemo približnu vrednost funkcije cilja u tački
x na sledeći način

f(x) = E[F (x, ξ)] ≈ 1
K

K∑
k=1

F (x, ξk) (1.3)

Drugi korak SA postupka je odred̄ivanje rešenja determinističkog problema

min
x∈X
{fK(x) = 1

K

K∑
k=1

F (x, ξk)}. (1.4)
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Konvergencija SA postupka zasniva se na centralnoj graničnoj teoremi.

Teorema 1. Ako su X1, X2, X3, ... nezavisne slučajne promenljive sa istom raspode-
lom i konačnom disperzijom D(Xi) = σ2, i = 1, 2, 3, ..., onda važi:

P


K∑
k=1

Xk − E[
K∑
k=1

Xk]√
D[

K∑
k=1

Xk]

< x

→
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2
2 dt, K →∞

Drugim rečima za dovoljno veliko K raspodela uzoračke sredine K nezavisnih slu-
čajne promenljive sa istom raspodelom ponaša se kao N (0, 1).

Prema centralnoj graničnoj teoremi i zakonu velikih brojeva, ako su zadovoljene
navodene uslove za svaki fiksiran x za uslovnu raspodelu slučajne promenljive fK(x)
važi da E[fK(x)] = f(x) i σ2(x) = D[fK(x)] = D[F (x,ξ)]

K <∞, tj.

√
K|fK(x)− f(x)| d−→ N (0, σ2)

Neka je x∗ jedinstveno rešenje našeg problema optimizacije. Tada važi:

|y∗K − y∗|
d−→ N (0, σ

2
√
K

)
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Deo 2

Osnovni model zakazivanja
pregleda

2.1 Konstrukcija osnovnog modela
Model koji će biti predstavljen i analiziran razmatran je od strane Lawrence W. Robin-
sona i Rachel R. Chena u [8]. Model kombinuje vreme čekanja pacijenta i vreme koje
lekari provode besposleni, tj. radno vreme za koje ne obavljaju preglede. Naravno, ko-
ličinu oba posmatrana vremena, vreme čekanja pacijenta i neiskorišćeno vreme lekara,
želimo da minimiziramo. Pitanje je da li ćemo i u kom obimu favorizovati jedno od
dva posmatrana vremena. Predloženi model uključuje parametre koji odred̄uju odnos
cene neaktivnog vremena lekara i vremena čekanja pacijenta. Koristeći ovaj parametar
odred̄ujemo koje vreme ćemo favorizovati, tj. da li će model voditi više računa o za-
dovoljstvu pacijenata ili o troškovima zdravstvene ustanove. Model koji posmatramo
odred̄uje raspored pregleda za jedan dan.

Ključni elemenat posmatranog modela je procena dužine pregleda pacijenta. Dobra
ocena ove promenljive predstavlja preduslov za korisnost dobijenog rešenja u realnom
okruženju. Za promenljivu koja predstavlja trajanje pregleda pretpostavljamo da je
slučajna, što povlači da je posmatrani problem stohastičke prirode i da će biti opisan
pomoću stohastičke optimizacije.

Pretpostavke modela
P1: Pacijenti ne kasne. U slučaju da pacijent dod̄e pre zakazanog vremena, a lekar je

slobodan, pregled može da započne pre vremena zakazanog u rasporedu.

P2: Raspored pregleda je fiksiran i ne može se menjati u toku radnog dana.

P3: Lekari su tačni i tokom radnog vremena nemaju dodatne aktivnosti ili zadatke, tj.
njihovo celokupno ravno vreme je namenjeno isključivo za zakazane preglede.

P4: Dužina pregleda svakog pacijenta je slučajna promenljiva sa poznatim očekiva-
njem i disperzijom.

12



Modelovanje rasporeda pacijenata Monika Žunji

P5: Pregelede će obavljati jedan lekar i njegovo radno vreme iznosi S sati.

Promenljive
Za svakog pacijenta i = 1, . . . , n definišemo sledeće promenljive:

Θi − vreme trajanja pregleda pacijenta - slučajna promenljiva

tai − vreme dolaska pacijenta

tbi − vreme početka pregleda pacijenta

Ji − vreme (dužina vremenskog intervala) predvid̄eno za pregled pacijenta

Wi − vrema čekanja pacijenta

i parametre:

cWi − koeficijent čekanja pacijenta (vrednost vremena)

µi − srednja vrednost dužine pregleda pacijenta: µi = E(Θi)

σi − standardna devijacija dužine pregleda pacijenta: σ2
i = V ar(Θi).

Gradnja modela
Na osnovu pretpostavki zaključujemo da model zakazivanja možemo prikazati kao
rednu vezu n slotova. Svaki slot predstavlja vreme rezervisano za jednog pacijenta.
Kada se pacijent pojavi, njegovom slotu dodeljujemo i vrednost promenljive koja pred-
stavlja dužinu realizovanog pregleda, tj. pridružujemo mu realizaciju slučajne promen-
ljive Θi. Grafički se model može prikazati dijagramom na slici 2.1.

Slika 2.1: Slotovi i pacijenti u modelu

Svaki od pravougaonika predstavlja jedan slot u kojem se zakazuje pregled tačno
jednog pacijenta. Ne postoji preklapanja slotova i ne primenjuje se princip overbo-
okinga. U odnosu na različite mogućnosti predstavljane na slici 1.1 na strani ??, u
ovom modelu dozvoljena su prva tri slučaja.

Na osnovu pretpostavke P1 da pacijenti ne kasne i da pregled može početi čim
se završi prethodni pregled, dobijamo da se promenljiva koja predstavja početak pre-
gleda i−tog pacijenta, tbi , može predstaviti kao funkcija njegovog vremena dolaska
(tai ), vremena početka pregleda (tbi−1) i trajanja pregleda (Θi−1) prethodnog pacijenta
na sledeći način

tbi = max{tai , tbi−1 + Θi−1} i = 2, ..., , n

13
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Za vreme dolaska i vreme početka pregleda prvog pacijenta važi ta1 = tb1 = 0. Pret-
hodna relacija opisuje situaciju da ako i−ti pacijent stiže nakon završetka pregleda
prethodnog (i − 1)−og pacijenta, onda njegov pregled započinje odmah pri njegovim
dolasku. Kako tbi zavisi od slučajne promenljive Θi−1, zaključujemo da je tbi slučajna
promenljiva za svako i = 2, . . . , n.

U slučaju da pregled prethodnog pacijenta još traje, i−ti pacijent će morati da sa-
čeka, pa njegovo vreme čekanja iznosi

Wi = tbi − tai ,

odnosno slučajna promenljiva Wi je data sa

Wi = tbi − tai =
{

0, tbi = tai

tbi−1 + Θi−1 − tai , tbi = tbi−1 + Θi−1
.

Ukupno vreme čakanja svih pacijenata koji su zakazani za posmatrani dan je

W =
n∑
i=2

Wi =
n∑
i=2

(tbi − tai ). (2.1)

To je vreme koje su pacijenti "izgubili" i koje predstavlja njihov trošak. Sa druge
strane, neaktivno vreme lekara pojavjuje se kada je pregled i−tog pacijenta završen
pre dolaska (i+ 1)−og pacijenta, tj. pre početka pregleda (i+ 1)−og pacijenta pa je

Ii = tbi+1 − (tbi + Θi),

neaktivno vreme odred̄eno pacijentom i, dok je ukupno neaktivno vreme lekara (ne-
iskorišćeno vreme, vreme kada ne vrši pregled, niti obavlja neki drugi zadatak) u toku
radnog vremena u posmatranom danu

I =
n−1∑
i=1

Ii =
n−1∑
i=1

(tbi+1 − (tbi + Θi)) = tbn −
n−1∑
i=1

Θi . (2.2)

Cilj našeg modela je da minimizuje neiskorišćeno vreme lekara (2.2) i vreme če-
kanja pacijenata (2.1). Kako su I i W slučajne promenljive, dobijamo problem sto-
hastičke optimizacije. Iz tih razloga posmatraćemo matematičko očekivanje ove dve
promenljive. Cena izgubljenog vremena za svakog pacijenta može biti različita i u mo-
delu ćemo ovu cenu meriti relativno u odnosu na neaktivno vreme lekara, uvod̄enjem
parametra cWi , odnosno normirano po nekativnom vremenu lekara. Smatramo da cena
jedne jedinice neaktivnog vremena lekara iznosi 1, dok je cena jedne jedinice vremena
čekanja i−tog pacijenta cWi . Očekivano je da je cWi < 1, tj. da je vreme čekanja
pacijenta jeftinije od neaktivnog vremena lekara.

Vodeći računa da su oba vremena slučajne promenljive, jer su funkcije slučajne
promenljive Θ koja predstavlja dužinu pregleda, dobijamo problem stohastičke opti-
mizacije. Med̄utim, naš cilj je da minimzujemo očekivano neaktivno vreme i vreme
čekanja, pa tako dobijamo sledeći problem optimizacije
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min
{ta1 ,...,tan}

{
EΘ[(tbn −

n−1∑
i=1

Θi) +
n∑
i=2

cWi (tbi − tai )]
}

uslovi: tbi = max{tai , tbi−1 + Θi−1}, i = 2, ..., n

tb1 = 0

(2.3)

Za funkciju cilja koristićemo oznaku Z. Tako je u ovom slučaju

Z = Z(ta1 , . . . , tan; Θ1, . . . ,Θn; cW1 , . . . , cW1 )

= EΘ[(tbn −
n−1∑
i=1

Θi) +
n∑
i=2

cWi (tbi − tai )]
(2.4)

U slučaju kada važi
cWi = cW , i = 1, ..., n,

tj. kada je cena čekanja ista za sve pacijente, u modelu se menja funkcija cilja i problem
postaje

min
{ta1 ,...,tan}

Z = min
{ta1 ,...,tan}

Z(ta1 , · · · , tan; Θ1, . . . ,Θn; cW )

= min
{ta1 ,...,tan}

{
EΘ[I] + cWEΘ[W]

} (2.5)

Ako uvedemo novu promenljivu koja predstavlja vreme izmed̄u dolaska dva uza-
stopna pacijenta

Ji = tai+1 − tai
tada očigledno promenljive tai jednoznačno odredjuju promenljive Ji i obrnuto. Tako

dobijamo da je taj =
j−1∑
i=1

Ji, odakle sledi

Wi = tbi − tai
= max

{
tai , t

b
i−1 + Θi−1

}
− tai

= max
{

0, (tai−1 +Wi−1) + Θi−1 − tai
}

= max {0,Wi−1 + Θi−1 − Ji−1}

:= (Wi−1 + Θi−1 − Ji−1)+
.

Model (2.3) možemo preformulisati koristeći promenjive Ji i Wi, odnosno koris-
teći vreme predvid̄eno za pregled i−tog pacijenat i vreme čeknja i−tog pacijenta, na
sledeći način:
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min
{ta1 ,...,tan}

{
EΘ[

n−1∑
i=1

(Ji −Θi) +Wn +
n∑
i=2

cWi Wi]
}

uslovi: Wi = max {Wi−1 + Θi−1 − Ji−1, 0} i = 2, ..., n
W1 = 0

(2.6)

Na osnovu pretpostavke P4, znamo da su dužine pregleda homoskedastične sa istim
standardnim ostupanjem

σi = σ, i = 1, 2, ..., n, (2.7)

pa koristeći pretpostavku da je E(Θi) = µi i osobine matematičkog očekivanja mo-
žemo izvršiti standardizaciju posmatranih promenljivih na sledeći način

ji = Ji − µi
σ

θi = Θi − µi
σ

wi = Wi

σ
.

(2.8)

Sada se model (2.6) može zapisati u ekvivalentnom obliku

σ · min
{j1,...,jn}

{
n−1∑
i=1

ji +
n∑
i=2

cWi Eθ[wi]}

uslovi: wi = max {0, wi−1 + θi−1 − ji−1}
w1 = 0

(2.9)

Na ovaj način smo dobili problem koji zavisi samo od transformisanih slučajnih pro-
menljivih θi koje su med̄usobno nezavisne sa istom raspodelom, čije je očekivanje 0, a
disperzija jednaka 1. To znači da smo transformisali vreme tako da je jedinica vremena
omogućila da je σ = 1.

2.2 Analiza osnovnog modela
Sva tri modela (2.3), (2.6) i (2.9) su med̄usobno ekvivalentni. Razlika posmatranih mo-
dela ogleda se u definisanju različitih slučajnih promenljivih koje se mogu modelirati
najčešće pomoću istorijskih podataka. Med̄utim, odred̄ivanje raspodela posmatranih
slučajnih promenljivih je veoma težak problem i vrlo često nerešiv. Kako u modelu
koristimo samo parametre raspodela, njihovo ocenjivanje je jednostavniji zadatak. U
nastavku rada koristimo Monte Carlo simulacije za ocenjivanje očekivanja. Na osnovu
pretpostavljene raspodele dužine pregleda, urad̄ena je simuacija K dana sa po N slo-
tova i tako je dobijena matrica podataka S

S = [sij ]N×K .
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Element sij predstavlja simuliranu dužinu pregleda i−tog pacijenta (pacijenta pregle-
danog u i−tom slotu) u j−tom danu, osnosno realizaciju promenljive Θi.

Koristići simulaciju K dana sa N pregleda, za svaki slot i (i−ti pacijent), defi-
nicije promenljivih Wi i Ii i činjenicu da je srednja vrednost nepristrasan, efikasan i
konzistentan ocenjivač matematičkog očekivanja dobijamo ocenu za dužinu pregleda

E[Θi] ≈
1
K

K∑
k=1

Θk
i , (2.10)

dužinu čekanja, koristeći

E[Wi] ≈
1
K

K∑
k=1

W k
i , (2.11)

i neaktivno vreme lekara prozurokovano i−tim pacijentom

E[Ii] ≈
1
K

K∑
k=1

Iki . (2.12)

Na osnovu simulacija možemo izračunati funkciju cilja u posmatranim modelima.
Kako je cilj našeg modela da napravi optimalan raspored, izlaz iz modela je skup

vremena zakazivanja. Termini zakazivanja i radno vreme lekara jednoznačno odred̄uju
broj pacijenata koji mogu biti zakazani za jedan dan. To znači da su vrednosti koje
odred̄ujemo tai i n.

Ulazna promenljiva koja je ključna za naš model je dužina pregleda, Θi. Med̄utim,
kako je u pitanju slučajna promenljiva, a kako je već napomenuto, njeno modelova-
nje je veoma zahtevan zadatak. Modelovanje ove slučajne promenljive razmatrano
je u velikom broju radova. Korišćenje lognormalne raspodele kao oblika raspodele
LogNor(µi, σi) je široko zastupljeno jer su moguće samo pozitivne realizacije, a omo-
gućuje i dobro modeliranje nakrivljenosti, [2], [6] i [10]. Takod̄e se i generalizovana
lambda distribucija odred̄ena sa četiri parametra pokazala kao dobar model za ocenu
trajanja pregleda, [8].

Drugi važan input u model su cene čekanja pacijenata, cWi . Ovi parametri mogu
da zavise od više faktora, kao što su radni status (zaposlen, nezaposlen, penzioner,
učenik) i, u slučaju zaposlenosti, vrsta posla. Jedna od mogućnosti je da se cena čekanja
definiše u odnosu na radni status, a da se slotovi raspodele na osnovu cene čekanja.
Zato bi pacijenti sa najskupljim vremenom trebalo da se zakazuju na početku radnog
vremena i tako bi im se smanjilo vreme čekanja.

Kako nam nisu dostupni istorijski podaci potrebni za modeliranje, iskoristili smo
simulacije na osnovu kojih smo dobili podatke potrebne za model. U primerima koji
slede koristili smo različite inpute i načine zakazivanja pregleda kako bismo procenili
funkciju cilja, u cilju odred̄ivanja optimalnog rešenja.

2.2.1 Primer 1
• Zakazivanje - Posmatrano je pet slučajeva. Pacijenti se zakazuju na svakih 15,

20, 25, 30 i 35 minuta. To znači da odred̄ujemo koji od predloženih 5 slučajeva
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zakazivanja je najefikasniji. Koristeći podatke da je radno vreme lekara 8 sati,
odnosno 480 minuta, posmatrani slučajevi su:

1. slučaj: pacijenti se zakazuju na svakih 15 minuta, odnosno Ji = 15 min
za svakog pacijenta i broj pregleda zakazan za jedan dan je n = 32

2. slučaj: predvid̄eno vreme za pregled je Ji = 20 min i n = 24
3. slučaj: predvid̄eno vreme za pregled je Ji = 25 min i n = 19 (Napomena:

kako je 19 · 25 = 475 dobijamo da smo, po rasporedu, lekaru ostavili 5
minuta neaktivnog vremena)

4. slučaj: predvid̄eno vreme za pregled je Ji = 30 min i n = 16
5. slučaj: predvid̄eno vreme za pregled je Ji = 35 min i n = 13 (Napomena:

kako je 13 · 35 = 455 dobijamo da smo, po rasporedu, lekaru ostavili 25
minuta neaktivnog vremena)

• Cene čekanja - cWi su parametri koji daju relativnu cenu vremena čekanja pa-
cijenta u odnosu na neaktivno vreme lekara. Razmatran je slučaj kada je cena
neaktivnog vremena skuplja od cene čekanja. Vrednosti za cWi su generisane na
slučajan način, iz raspodele

P (cWi = 0.4) = 1
3 , P (cWi = 0.5) = 1

3 , P (cWi = 0.6) = 1
3

za svaki mogući slot. Na taj način su dobijene vrednosti parametra cWi za sve
moguće slotove koji su predstavljeni u sledećoj tabeli

cWi redni broj slota sa vrednošću cWi
0.4 1, 6, 7, 10, 11, 12, 16, 19, 22, 24, 26, 30
0.5 5, 8, 14, 15, 17, 18, 21, 23, 28, 32
0.6 2, 3, 4, 9, 13, 20, 25, 27, 29

• Dužina pregleda - predstavlja realizaciju slučajne promenljive Θi. Realizacije
ove promenljive se dobijaju na osnovu istorijskih podataka. Kako bismo simu-
lirali istorijske podatke, posmatrali smo slučaj kada se dužina pregleda povinuje
unifomnoj raspodeli i kada je ista za sve slotove, a to znači da je Θi : U(15, 25)

Podaci o dužini pregleda su simulirani u Excelu i tako je dobijena matrica S.
U softveru GNU Octave je napisan kod koji na osnovu podataka i datih parame-

tara, izračunava prosečno vreme čekanja pacijenata, prosečno neaktivno vreme lekara
(posebno posle svakog pacijenta i ukupno) i vrednost funkcije cilja za model (2.3)

Vreme čekanja pacijenata
Prvo posmatramo realizaciju promenljive Wi u svih pet slučajeva zakazivanja, u za-
visnosti od rednog broja slota (pacijenta). Dobijeni rezultati su predstavljeni na slici
2.3
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Slika 2.2: Simulirani podaci

Vrednosti na x−osi predstavljaju redni broj pacijenta, odnosno redni broj termina
u kom je pacijent bio zakazan. Ocenu vremena čekanja wi, koja je predstavljena na
y−osi, dobijamo na osnovu relacije

wi = 1
K

K∑
k=1

w
(k)
i ,

gde je
w

(k)
i = t

b(k)
i − ta(k)

i , k = 1, . . . ,K

Rezultati potvrd̄uju teorijski zaključak, P (Θ > 15) = 1 za Θ : U(15, 25) da
će vreme čekanje pacijenata linearno da raste za po 5 minuta, pa će poslednji zakazani
pacijent čekati 150 minuta, što povlači da će lekar morati da radi prekovremno. Ovakvo
zakazivanje je veoma loše što će se odraziti i na veliku vrednost funkcije cilja za ovaj
slučaj. Kada se pacijenti zakazuju na svakih 20 minuta, tada je verovatnoća da lekar
neće stići da pregleda pacijenta za previd̄enih 20 minuta P (θ > 20) = 0.5. Med̄utim
sa istom verovatnoćom će lekar završiti pregled ranije od predvid̄enog vremena, što
obezbed̄uje da ne dolazi do akumulacije vremena čekanja kao u 1. slučaju. Poslednja
tri razmatrana slučaja zakazivanja favorizuju pacijenta i ne dolazi do čekanja jer je
P (Θ > l) = 0, za l = 25, 30, 35.

Cene čekanja pacijente
Model u velikoj meri zavisi od parametra cW , pa je njegovo ocenjivanje od izuzetne
važnosti kako bi dobijeni rezultati imali smisla. Jedan od zadataka uprave zdravstvene
ustanove jesta da objektivno odrede, odnosno ocene cene čekanja pacijenata. Cena če-
kanja zavisi od velikog broja faktora od kojih se izdvajaju zdravstveno stanje pacijenta
i starosti pacijenta (mala deca su nestrpljivija od odraslih), drugih obaveza pacijenta
(kod zaposlenih koliko će izostajati sa posla, ili kako je organizovano čuvanja dece kod
mladih roditelje, i slično).

U analizi polazimo od najjednostanijeg slučaja kada je cena čekanja ista za svakog
pacijenta. Cilj nam je da odredimo optimalnu dužinu slota za koji bi trebalo zakazivati
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Slika 2.3: Prosečno vreme čekanja po slotu

pacijente u zavisnosti od cene čekanja. Zbog složenosti problema optimizacije funk-
ciju cilja aproksimiramo interpolacionim polinomima za svaku vrednost cene čekanja
iskoristiti tačne vrednosti funkcije cilja u slučajevima zakazivanja pacijenata na svakih
15, 20, 25 i 30 minute. Dobiljeni rezultati su sumirani u tabelu 2.1

Uočimo da kako raste cena čekanja tako raste i optimlna dužina slota za koji treba
zakazivati pacijente. Razlog za ovakav zaključak leži u činjenici da kada je cena če-
kanja niža tada se suma ponderisana cenom čekanjem (drugi sabiraka) u funkciji cilja
znatno smanjuje. Kako se povećava cena čekanja ta razlika izmed̄u cene vremena pa-
cijenta i lekara se približava i više se stavlja akcenat na zakazivanje tako da pacijent što
manje čeka, što je objašnjeno u prethodnom delu.

Koristeći dobijene aproksimacije optimalnog slota za devet različitih cena čekanja
možemo dobiti aproksimaciju funkcije koja predsavlja zavisnost dužine slota za zadato
cW . Primenom regresione analize, koristeći model s(x) = a+ b 1

x dobijena je sledeća
funkcija

s(cW ) = −0.22
cW

+ 22.564, cW ∈ (0, 1),

gde su oba koeficijenti statistički različita od nule i za koji je R2 = 0.98. Grafički je
rezultat prikazan na slici 2.4.

Analiza modela kada cena čekanja nije konstantna je znatno složenija. Kao primer
moguće analize ovog slučaja primenjena je sledeća ideja. U cilju odred̄ivanja najboljeg
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Cena
čekanja

Interpolacioni polinom Tačka mi-
nimuma

0.1 p(x) = −0.4x3 + 29.89x2 − 718.53x− 5656.04 20.47
0.2 p(x) = −0.67x3 + 50.15x2 − 1227.92x+ 9883.81 21.33
0.3 p(x) = −0.93x3 + 70.41x2 − 1737.3x+ 14111.6 21.73
0.4 p(x) = −1.2x3 + 90.66x2 − 2246.69x+ 18339.39 21.96
0.5 p(x) = −1.47x3 +110.92x2−2756.08x+22567.17 22.11
0.6 p(x) = −1.73x3 +131.17x2−3265.47x+26794.95 22.22
0.7 p(x) = −2x3 + 151.43x2 − 3774.85x+ 31022.73 22.3
0.8 p(x) = −2.26x3 +171.69x2−4284.24x+35250.51 22.36
0.9 p(x) = −2.53x3 + 191.94x2 − 4793.63x+ 39478.3 22.41

Tablica 2.1: Analiza cene čekanja

Slika 2.4: Optimalno zakazivanje u zavisnosti od cene čekanja
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Slika 2.5: Analiza cene čekanja prilikom zakazivanja na svake 15 minute

redosleda pacijenata konstruisano je 50 različitih redosleda pacijentata i za svaki re-
dosled izračunata je vrednosti funkcije cilja. Na kraju rangiramo rasporede na osnovu
vrednosti funkcije cilja počevši od najniže prema većim vrednostima.

Na osnovu rezultata prikazanih na 2.5 i 2.6 zaključimo da prilikom zakazivanja
pacijente na svaki 15 odnosno 20 minuta bolje rešenje dobijamo kada za početak rad-
nog vremena lekara zakazujemo pacijente sa većem cenom čekanja. Razlog za ovakav
zaključak leži, kako je već napomenuto, u činjenici da prilikom zakazivanja na 15, od-
nosno 20 minuta imamo tendenciju da vreme čekanja raste kako se viě udaljavamo od
početka radnog vremena lekara. U slučajevima kada se pacijenti zakazuju na svakih
25, 30 ili 35 minute, pacijenti ne čekaju te je drugi sabirak u funkciji cilja uvek jednak
0.

Neaktivno vreme lekara
Neaktivno vreme lekara predstavlja dvostruki gubitak. Prvo, ustanova plaća lekara i u
periodu kada ne obavlja preglede, a drugo, neki pacijenti koji su mogli biti zakazani
nisu dobili svoj termin. Kada lekar ne pregleda pacijente ne mora nužno da bude ne-
aktivan, jer je u mogućnosti da vrši neke druge poslove (na primer: ispisuje recepte,
sred̄uje arhivu, radi na usavršavanju). Po pretpostavci našeg modela lekar se smatra
aktivnim samo za vreme kada pregleda pacijenta, pa na taj način definišemo i anali-
ziramo iskorišćenost njegovog radnog vremena. Naravno, vreme čekanja pacijenata
i neaktivno vreme lekara su u jakoj vezi. Kada se povećava čekanje pacijenta, oče-
kuje se smanjenje neaktivnog vremena lekara. Ipak ove dve promenljive ne odred̄uju u
potpunosti jedna drugu, jer obe zavise od vremena dolaska pacijenta.

Ocenu očekivanog neaktivnog vremena lekara, datog relacijom (2.2), dobijamo ko-
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Slika 2.6: Analiza cene čekanja prilikom zakazivanja na svake 20 minute

risteći aritmetičku sredinu kao ocenjivač, tj.

E(I) = 1
K

K∑
k=1

tb(k)
n −

n−1∑
i=1

Θ(k)
i

gde je tb(k)
i = max{ta(k)

i , t
b(k)
i−1 + Θi−1}. U prvom slučaju kada pacijente zakazujemo

na 15 minuta, koristeći osobine uniformne raspodele, dobijamo sledeće realizacije za
promenljivu tbi koja predstavlja početak pregleda i−tog pacijenta

t
b(k)
2 = max{ta(k)

2 , t
b(k)
1 + Θ(k)

1 } = max{15, 0 + Θ(k)
1 } = Θ(k)

1

t
b(k)
3 = max{ta(k)

3 , t
b(k)
2 + Θ(k)

2 } = max{30,Θ(k)
1 + Θ(k)

2 } = Θ(k)
1 + Θ(k)

2

t
b(k)
4 = max{ta(k)

4 , t
b(k)
3 + Θ(k)

3 } = max{45,Θ(k)
1 + Θ(k)

2 + Θ(k)
3 } = Θ(k)

1 + Θ(k)
2 + Θ(k)

3

...

t
b(k)
32 = max{ta(k)

n , t
b(k)
n−1 + Θ(k)

n−1} = Θ(k)
1 + · · ·+ Θ(k)

n−1

Odnosno, za ovaj slučaj zakazivanja važi tb(k)
i =

i−1∑
j=1

Θ(k)
j , pa dobijamo da je neaktivno

vreme lekara

E(I) = tb(k)
n −

n−1∑
i=1

Θ(k)
i =

n−1∑
i=1

Θ(k)
i −

n−1∑
i=1

Θ(k)
i = 0.

U drugom slučaju pacijente zakazujemo na svakih 20 minuta, odnosno ta1 = 0, ta2 =
20, ta3 = 40, . . . , tan = (n − 1)20. Kako je P (Θ > 20) = 0.5, to povlači da i−ti
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pacijent, iako je došao u zakazano vreme, može da čeka jer je pregled prethodnog
pacijenta trajao duže od 20 minuta koliko je raporedom rezervisano za njegov pregled.
Kako je

tbi = max{tai , tbi−1 + Θi−1} =
{

tai tai > tbi−1 + Θi−1

tbi−1 + Θi−1 tai < tbi−1 + Θi−1

=
{ 20(i− 1) 20(i− 1) > tbi−1 + Θi−1

tbi−1 + Θi−1 20(i− 1) < tbi−1 + Θi−1

koristeći osobine matematičkog očekivanja dobijamo

E(tbi ) =
{

20(i− 1) tai > tbi−1 + Θi−1
E(tbi−1) + E(Θi−1) tai < tbi−1 + Θi−1

,

Po pretpostavci je za prvog pacijenta ta1 = tb1 = 0, dok se za naredne pacijente
dobija očekivano vreme početka pregleda

i = 2 : E(tb2) =
{ 20 · 1 ta2 > tb1 + Θ1

0 + E(Θ1) ta2 < tb1 + Θ1
=
{ 20 ta2 > tb1 + Θ1

20 ta2 < tb1 + Θ1
= 20

i = 3 : E(tb3) =
{ 20 · 2 ta3 > tb2 + Θ2

20 + E(Θ2) ta3 < tb2 + Θ2
=
{ 40 ta3 > tb2 + Θ2

40 ta3 < tb2 + Θ2
= 40

i = 4 : E(tb4) =
{ 20 · 3 ta4 > tb3 + Θ3

40 + E(Θ3) ta4 < tb3 + Θ3
=
{ 60 ta4 > tb3 + Θ3

60 ta4 < tb3 + Θ3
= 60

· · ·

i = n : E(tbn) = 20(n− 1) = tan

Tako dobijamo da je očekivano neaktivno vreme lekara je:

E(I) = E(tan)−
n−1∑
i=1

Θi = 20(n− 1)− 20(n− 1) = 0.

Med̄utim, ova jednakost važi samo teorijski, dok korišćenje ocene za matematičko oče-
kivanje povlači i varijansu. Odnosno, kako se očekivanje ocenjuje na osnovu konačnog
broja podataka (K) to povlači da će za neki slot ocenjeno vreme trajanja pregleda ipak
biti kraće od 20 minuta i da će tada doći do neaktivnosti lekara.

Od trećeg do petog slučaja zakazujemo pacijente na svakih 25, 30 i 35 minuta,
respektivno. Kako Θ : U(15, 25), sledi P (Θ < 25) = 1, pa će sigurno postojati
neaktivno vreme lekara, odnosno u ova tri slučaja zakazivanja važi

tbi = max{tai , tbi−1 + Θi−1} = tai .
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Za treći sluǎj dobijamo da su vremena početka pregleda

tb1 = 0, tb2 = 25, tb3 = 50, · · · , tb19 = 450

pa je očekivano nekativno vreme lekara

E(I) = 450− 18 · 20 = 120.

U četvrom razmatranom slučaju je

tb1 = 0, tb2 = 30, tb3 = 60, · · · , tb16 = 450

te sledi
E(I) = 450− 15 · 30 = 150.

Za peti slučaj, kada se pregledi zakazuju na po 35 minuta, sledi

tb1 = 0, tb2 = 35, tb3 = 70, · · · , tb13 = 420

što daje
E(I) = 420− 18 · 20 = 180.

Vrednosti dobijene simulacijama date su u tabeli i predstavljene na slici 2.7

slučaj E(I) ˆE(I)
1. 0 0
2. 0 11.4
3. 120 95.82
4. 150 150.75
5. 180 195.66

Funkcija cilja
Na osnovu simuliranih vrednosti, pokazali smo kako smo dobili vrednosti za vreme
čekanja pacijenata, W , i neaktivno vreme lekara, I , pa sada možemo za svih pet ra-
zmatranih slučajeva izračunati funkciju cilja, Z, kao zbir izračunatih vrednosti za dva
posmatrana vremena.

J W I Z
15 1220.86 0 1220.86
20 71.56 11.4 82.96
25 0 95.82 95.82
30 0 150.75 150.75
35 0 195.66 195.66

To znači da smo vrednost funkcije cilja ocenili u pet različitih tačaka. Od pet raz-
matranih slučajeva zaključujemo da je najbolji drugi slučaj, gde su pregledi zakazivani
na 20 minuta. Med̄utim, ostaje otvoreno pitanje kako odrediti optimalnu vrednost funk-
cije cilja nad celim skupom definisanosti.
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Slika 2.7: Neaktivno vreme lekara po svakom pacijentu

Jedna od mogućnosti je da nastavimo postupak izračunavanja funkcije cilja za
druge vrednosti predvid̄ene dužine pregleda. Iz tih razloga smo ponovili opisani postu-
pak izračunavanja funkcije cilja za četiri nova slučaja, odnosno za T ∈ {21, 22, 23, 24}.
Tako smo dobili, za date ulazne parametre cWi , vrednosti funkcije cilja u devet tačaka.
Aproksimacija funkcije cilja data je na slici 2.8.

Koristeći ovakvu aproksimaciju funkcije cilja, uočavamo da je minimalna vrednost
postignuta za T = 21, tj. kada se pacijenti zakazuju na svakih 21 minut. Kako dobi-
jamo da je n = 480/21 = 22.85, potrebno je odrediti da li zakazati 22 pacijenta i na
taj način povećali vrednost neaktivnog vremena, ili 23 pacijenta, kada bi se povećalo
vreme čekanja.

2.2.2 Primer 2
• Zakazivanje - Posmatrana su tri različita slučaja. U prva dva slučaja, kao i kod

Primera 1, posmatramo zakazivanje pregleda sa istim vremenskim intervalom
u toku radnog dana, dok u trećem slučaju razmatramo zakazivanje pregleda sa
različitim vremenskim intervalima u toku dana. To znači da odred̄ujemo koji od
predložena 3 slučaja zakazivanja je najefikasniji. Koristeći podatak da je radno
vreme lekara 8 sati, odnosno 480 minuta, posmatrani slučajevi su:

1. slučaj: pacijenti se zakazuju na svakih 20 minuta, n = 24
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Slika 2.8: Vrednosti objektivne funkcije za različita zakazivanja

2. slučaj: predvid̄eno vreme za pregled je 30 minuta, n = 16
3. slučaj: Koristimo istorijske podatke za odred̄ivanje termina pregleda. Po-

daci o dužini pregleda su simulirani za 365 dana i dobijena je matrica po-
dataka

F =



Θ1
1 Θ1

2 ... Θ1
N

Θ2
1 Θ2

2 ... Θ2
N

... ... ... ...

Θ365
1 Θ365

2 ... Θ365
N


U i-toj koloni nalaze se podaci za 365 pacijenata, odnosno u njoj se na-
laze realizovane vrednosti za dužinu pregleda, za i−tog pacijenta u radnom
danu, pa je prosečna dužinu pregleda i−tog pacijenta

Θi = 1
365

365∑
k=1

Θk
i , i = 1, 2, . . . , N.

Ako je
Θ̃i = [Θi], i = 1, 2, . . . , N
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gde [·] označava najbliži ceo broj, tada su pregledi zakazani u sledećim
terminima

ta1 = 0, ta2 = Θ̃1, ta3 = Θ̃1 + Θ̃2, ... taN =
N−1∑
i=1

Θ̃i

gde 0 označava početak radnog vremena.

• Cene čekanja - U ovom primeru koristimo politiku da cene čakanja odred̄ujemo
na osnovu neke karakteristike pacijenta. Ako su nam dostupni podaci o ispitani-
cima, kao što su starost i radni status (vrsta posla), možemo uvesti različite cene
za vreme čekanja. Za simulacije smo koristili sledeću raspodelu za cWi

cWi :
(

0.4 0.5 0.6
0.18 0.42 0.4

)
.

• Dužina pregleda - Dužina pregleda je simulirana korišćenjem dve neprekidne
raspodele sa istim očekivanjem i disperzijom, ali različitog oblika:

1. slučaj: uniformna raspodela, Θi : U(a, b)
2. slučaj: normalna raspodela, Θi : N (m,σ2),

gde je a+b
2 = m i (b−a)2

12 = σ2. U ovom primeru smo ispitivali ponašanje mo-
dela zakazivanja kada lekar obavlja različite preglede, odnosno preglede koji
zahtevaju različitu dužinu vremena. Testirali smo sledeći slučaj:

i = 1, 2, . . . , 12 : E(Θi) = 20, V ar(Θi) = 8.33

i = 13, 14, . . . , 22 : E(Θi) = 15, V ar(Θi) = 8.33

i = 23, 24, . . . , 30 : E(Θi) = 10, V ar(Θi) = 8.33

Radi jednostavnijeg praćenja analize uvodimo sledeće oznake

Θ20n : N (20, 8.33)

Θ15n : N (15, 8.33)

Θ10n : N (10, 8.33)

Θ20u : U(15, 25)

Θ15u : U(10, 20)

Θ10u : U(5, 15)

Kako smo imali imali tri razlicita modela zakazivanja koje smo testirali i dva ra-
zlicita modela za simulaciju vremena pregleda, u ovom primeru smo razmatrli šest
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različitih opcija, za koje su uvedene sledeće oznake

oznaka slučaj
30 min-UR: zakazivanje na 30 minuta (1. slučaj) i uniformna raspodela za

dužinu pregleda (1. slučaj);
30 min-NR: zakazivanje na 30 minuta (1. slučaj) i normalna raspodela za du-

žinu pregleda (2. slučaj);
20 min-UR: zakazivanje na 20 minuta (2. slučaj) i uniformna raspodela za

dužinu pregleda (1. slučaj);
20 min-NR: zakazivanje na 20 minuta (2. slučaj) i normalna raspodela za du-

žinu pregleda (2. slučaj);
prosek-UR: zakazivanje na osnovu proseka (3. slučaj) i uniformna raspodela

za dužinu pregleda (1. slučaj);
prosek-NR: zakazivanje na osnovu proseka (3. slučaj) i normalna raspodela

za dužinu pregleda (2. slučaj);

Rezultati i analiza ovih šest mogućnosti data je u nastavku kroz analizu vremena
čekanja pacijenta, neaktivnog vremena lekara i vrednosti funkcije cilja.

Vreme čekanja pacijenata
Na slici 2.9 je predstavljeno prosečno vreme čekanje po svakom slotu, kao što je to
urad̄eno na slici 2.3 za prvi razmatrani primer.

Vrednost na x-osi označava redni broj slota za koji je pacijent zakazan dok je na y-
osi predstavljeno prosečno čekanje pacijenta po slotu. Prosečno čekanje izračunavamo
kao

wi = 1
K

K∑
k=1

w
(k)
i ,

gde je
w

(k)
i = t

b(k)
i − ta(k)

i , k = 1, . . . ,K.

Dobijeni rezultati potvrd̄uju teorijsku pozadinu. Neka prvo posmatramo prvi slučaj,
kada pacijente zakazujemo na svakih 30 minuta. Koristeći raspodele za uniformnu i
normalnu raspodelu dobijamo

P (Θ20u > 30) = 0

P (Θ15u > 30) = 0

P (Θ10u > 30) = 0

P (Θ20n > 30) = P (Θ20n − 20
2.89 >

30− 20
2.89 ) = 1− P (Θ20n − 20

2.89 < 3.48) ≈ 0

P (Θ15n > 30) = 1− P (Θ15n − 15
2.89 < 5.19) = 0

P (Θ10n > 30) = 1− P (Θ10n − 20
2.89 < 6.92) = 0
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Slika 2.9: Čekanja pacijenata po slotu pri korišćenju različite raspodele dužine pre-
gleda

što znači da u slučaju ovakvog zakazivanja pregleda neće doći do pojave čekanja kod
pacijenata.

U drugom slučaju, kada se pacijenti zakazuju na svakih 20 minuta, verovatnoća da
lekar ne završi pregled pacijenta za 20 minuta, odnosno da će naredni pacijent morati
da čeka iznosi

P (Θ20u > 20) = 0.5; P (Θ15u > 20) = 0; P (Θ10u > 20) = 0;

P (Θ20n > 20) = 0.5; P (Θ15n > 20) = 0.0418; P (Θ10n > 20) = 0.0003 ≈ 0
.

Vidimo da će, u slučaju kada je očekivana dužina pregleda 20 minuta, naredni pacijent
morati da čeka sa verovatnoćom 0.5 . Takod̄e, uočavamo i razliku kod dve posmatrane
raspodele kada je očekivana dužina pregleda 15 minuta. Kod uniformne raspodele ne
može doći do čekanja, dok je kod normalne raspodele to moguće sa verovatnoćom
0.041. Posledica ove razlike ogleda se u dužem čekanju pacijenata kada je pregled
simuliran normanom raspodelom u srednjem delu dana , tj. kada se sa pregleda za koji
je očekivana dužina 20 minuta, pred̄e na preglede čija je očekivana dužina pregleda 15
minuata.

Posmatrani primer ukazuje da do čekanja gotovo sigurno dolazi u prvoj polovini
radnog dana. Zato bi bilo poželjno naizmenično zakazivanje pregleda sa očekivanim
dužim i kraćim vremenom trajanja.
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U trećem slučaju, kada se pacijenti zakazuju na osnovu prosečnog vremena dobi-
jenog na osnovu istorijskih podataka, dobijamo da je verovatnoća da lekar ne završi
pregled u predvid̄enom vremenu za sve slučajeve jednaka 0.5. To nam uzrokuje gene-
ralnu tendenciju sporijeg rasta čekanja pacijenta u toku dana.

Cene čekanja pacijenata
U uvom primeru koristimo različite dužine preglede što dovodi do kompeksnijih pro-
blema. Prvo posmatramo slučaj kada su cene čekanja iste za sve pacijente. Jedna
mogućnosti za približno rešavanje problema je da za svaki razmatrani slučaj odredimo
optimalnu duž slota. Kako bismo došli do prihvatljivog rešenja koristimo aproksi-
maciju polinom trećeg stepena, a čiji minimim ćemo uzeti kao aproksimaciju mini-
muma posmatranog problema. Za svaki od šest slučajeva smo primenili opisani pos-
tupak. Koeficijenti interpolacionih polinome su dati u tabelima na 2.10 i 2.11. Na
primer, kada primenjujemo normalnu raspodelu N (15, 8.33) za modeliranje dužine
preglede i cenu čekanja cW = 0.3 onda funkciju cilja aproksimiramo polinomom
p(x) = −0.1x3 + 6.15x2 − 116.82x + 718.95 na intervalu [10, 25]. Polinom dostiže
svoj minimum u tački x = 14.76, tj. 14.76 je optimalna dužina slota za zakazivanje
pacijenata čije je očekivano vreme pregleda 15 minuta i ima cenu čekanja 0.3.

Slika 2.10: Koeficijenti interpolacionih polinoma kada dužine pregleda prate unifor-
mnu raspodelu

Ponovo dobijamo očekivani rezultat, odnosno sa povećanjem cene čekanja raste
optimalna dužina slota. Funkcije koje odred̄uju optimalnu dužinu slota u zavisnosti od
cene čekanja za šest razmatranih slučajeva date su u tabeli 2.2
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Slika 2.11: Koeficijenti interpolacionih polinoma kada dužine pregleda prate normalne
raspodele

Dužina pregleda Funkcija

U(15, 25) h(x) = − 0.38
x + 22.05

U(10, 20) h(x) = − 0.38
x + 16.54

U(5, 15) h(x) = − 0.38
x + 11.37

N (20, 8.33) h(x) = − 0.36
x + 21.98

N (15, 8.33) h(x) = − 0.36
x + 16.46

N (10, 8.33) h(x) = − 0.4
x + 11.85

Tablica 2.2: Funkcija dužine slota h u zavisnosi od cene čekanja x

Kada kombinujemo različite dužine pregleda i različite cene čekanja možemo za-
ključiti da u slučaju kada zakazujemo pacijente na svakih 30 minuta cene čekanja ne-
maju uticaj na vrednosti funkcije cilja, jer je drugi sabirak uvek jednak 0, tj. vreme
čekanja jednak nuli. Ako su pacijenti zakazani na svakih 20 minuta tada je bolji ras-
pored kada se grupišu pacijenti sa istom dužinom pregleda, a zatim se naizmenično
zakazuju grupe gde je očekivana dužina pregleda duža, odnosno kraća. Unutar jedne
grupe, odnosno bloka, prvo se zakazuju pacijenti sa većom cenom čekanja. Najgori
raspored predstavlja slučaj kada se za početak radnog dana zakazuju pacijenti sa naj-
dužim očekivanim pregledom i najnižom cenom čekanja dok za kraj dana ostavljamo
pacijente čiji pregled traje najkraće, a imaju relativno visoku cenu čekanja. Ovo je em-
pirijski zaključak dobijen na osnovu rezultata datih na slici 2.12. Slični zaključci važe
i u slučaju kada pacijente zakazujemo na osnovu prosečne dužine pregleda kao što je
prikazan na 2.13.
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Slika 2.12: Analiza rasporeda - slučaj zakazivanje na svakih 20 minuta

Slika 2.13: Analiza rasporeda - slučaj "prosečno"

Neaktivno vreme lekara i funkcija cilja
U razmatranom primeru, kako je već napomenuto, na početku dana su zakazani paci-
jenti sa najvećom očekivanom dužinom pregleda, dok za kraj dana ostavljamo preglede
za koje je očekivano vreme najkraće. Koristeći ovu karaketristiku pregleda i promen-
ljivu tbi koja predstavlja početak pregleda i−tog pacijenta i vezu tbi = max{tai , tbi−1 +
Θi−1}, za slucǎj zakazivanja na 30 minuta dobijamo

tb1 = 0

E(tb2) = E(max{30, 0 + Θ1}) = 30

E(tb3) = E(max{60, 0 + Θ2}) = 60

· · ·
E(tb16) = E(max{450, 0 + Θ15}) = 450

Pri zakazivanju na 20 minuta dobijamo
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i = 1 : tb1 = 0

i = 2 :

E(tb2) =
{ 20 · 1 ta2 > tb1 + Θ1

0 + E(Θ1) ta2 < tb1 + Θ1
=
{ 20 ta2 > tb1 + Θ1

20 ta2 < tb1 + Θ1
= 20

i = 3 :

E(tb3) =
{ 20 · 2 ta3 > tb2 + Θ2

20 + E(Θ2) ta3 < tb2 + Θ2
=
{ 40 ta3 > tb2 + Θ2

40 ta3 < tb2 + Θ2
= 40

...

i = 12 :

E(tb12) =
{ 20 · 11 ta12 > tb11 + Θ11

200 + E(Θ11) ta12 < tb11 + Θ11
=
{ 220 ta12 > tb11 + Θ11

220 ta12 < tb11 + Θ11
= 220

Odavde sledi da je
E(tbi ) = tai za i = 1, ..., 12.

Od 13. do 24. pacijenta predvid̄eno vreme za pregled je duže od stvarne dužine pre-
gleda sa verovatnoćom (skoro) 1

P (Θ15n < 20) = 0.96, P (Θ10n < 20) = 1, P (Θ15u < 20) = 1, P (Θ10u < 20) = 1.

pa dobijamo da je
E(tbi ) = tai za i = 13, ..., 24.

U trećem modelu zakazivanja dobijamo istu relaciju, odnosno

E(tbi ) = tai za i = 1, ..., 30.

Ove rezultate dobijamo analogno kao kod drugog slučaja za prvih 12 pacijenata.
Na osnovu modela (slučaja zakazivanja) možemo izračunati vrednosti za promen-

ljivu tai . Tako dobijamo
Sada odred̄ujemo tai . Te vrednosti dobijamo na sledeći način:

1. slučaj:

ta1 = 0, ta2 = 30, ta3 = 60, ..., ta16 = 15 · 30 = 450

2. slučaj:

ta1 = 0, ta2 = 20, ta3 = 40, ..., ta24 = 23 · 20 = 460
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3. slučaj:

ta1 = 0, ta2 = 20, ta3 = 40, ..., ta12 = 11 · 20 = 220,

ta13 = 220 + (13− 12) · 15 = 235, ta14 = 220 + (14− 12) · 15 = 250, ...,

ta22 = 220 + (22− 12) · 15 = 370, ta23 = 370 + (23− 22) · 10 = 380,

ta24 = 370 + (24− 22) · 10 = 390, ..., ta30 = 370 + (30− 22) · 10 = 450

Na ovaj način smo odredili sve promenljive koje su nam potrebne za izračuna-
vanje neaktivnog vremena lekara i fukcije cilja. Za šest različitih mogućnosti koje
razmatramo, vrednosti dve ključne promenljive (neaktivno vreme i vreme čekanja) za
odred̄ivanje funkcije cilja su date u tabeli 2.3, gde je data i vrednost funcije cilja.

Slučaj Neaktivno Ponderisano Vrednost
vreme čekanje funkcija cilja

20 min-UR 69.87 33.59 103.46
20 min-NR 61.66 43.09 104.74
30 min-UR 164.089 0 164.089
30 min-NR 156.65 0 156.65

prosecno-UR 30.39 56.8 87.19
prosecno-NR 20.11 60.78 80.89

Tablica 2.3: Rezultati

Uočavamo da je funkcija cilja najmanja kada se koristi model zakazivanja na os-
novu istorijskih podataka. Ovakav rezultat je bio očekivan, jer se u najvećoj meri osla-
nja na realizovane vrednosti, odnosno na realnu situaciju. Med̄utim, primena ovakvog
modela zakazivanja nije jednostavna u praksi.
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Deo 3

Modifikovani model sa
nepojavljivanjem pacijenata

Model analiziran u prethodnom delu je pojednostavljen, u smislu da ne uzima u ob-
zir nekoliko važnih realnih sitauacija koje se dogad̄aju u domovima zdravlja. Zato je
potrebno njegovo uopštenje.

Pored dve vrste vremena koja su definisana kod osnovnog modela, modifikovani
modeli mogu uključiti i nova promenljive koje se tiču vremena. Tako možemo posma-
trati sledeće promenljive:

• direktno vreme čekanja - jeste vreme koje pacijent čeka izmed̄u zakazanog ter-
mina (dolaska u dom zdravlja) i početka pregleda;

• indiretno vreme čekanja - jeste vreme izmed̄u traženog (preferiranog) termina i
stvarno zakazanog termina;

• neaktivno vreme - jeste vreme koje lekar provede čakajući pojavljivanje pacijenta
zbog ranijeg završetka prethodnog pregleda ili zbog kašnjenja/nepojavljivanja
pacijenta;

• prekovremeni rad - jeste vreme koje lekar ostaje nakon završetka radnog vremena
kako bi završio preglede svih zakazanih pregleda koji su se pojavili;

Sva prethodno definisana vremena predstavljaju trošak i funkcija cilja se najčešće mo-
delira kao ponderisana kombinacija ova četiri vremena. Naravno, kod ovakvog pris-
tupa, slično kao u osnovnom modelu, potrebno je odrediti parametre kojima se ocenjuje
cena čekanja ili cena prekovremenog rada.

U praksi se često dešava da se pacijent uopšte ne pojavi (no-shown) na pregled.
Razlozi za to mogu biti različiti. Neke mogući razlozi su:

• Pacijent je zakazan za termin koji njemu ne odgovara, npr. dugo se čeka, i u
med̄uvremenu odlazi kod drugog lekara.

• U periodu izmed̄u zakazivanja termina i zakazanog termina nestaju simptomi i
pacijent odluči da u tom slučaju ne ide na pregled.
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• Dešavanje neke nepredvid̄ene situacije koja sprečava pacijenta da dod̄e na pre-
gled (npr. probelm dolaska zbog transporta, pojava neke druge bolesti pri kojim
se ne sme izvršiti odred̄en pregled).

U radu [1] objedinjeni su i sumirani rezultati 105 istraživanja čiji su nalazi publi-
kovani u naučnim časopisima, a koji se bave problemom nepojavljivanja pacijenata u
zakazanim terminima. Dobijeno je da je prosečna stopa nepojavljivanja u svih 105 raz-
matranih studija iznosila 23.0%, i da je najviša stopa uočena na afričkom kontinentu
(43.0%), a najniža u Okeaniji (13.2%). Razmatrane studije su se u najvećoj meri odno-
sile na raspored zakazivanja u primarnoj nezi i psihijatriji. U analizi faktora, odnosno
razloga, zašto dolazi do pojave nepojavljivanja pacijenata korišćene su različite statis-
tičke metode za identifikaciju prediktora za pojavu nepojavljivanja, med̄u kojima su
najčešće bili χ2-test, t-test i multivrijaciona logistička regresija. U većini razmatranih
studija, uočeno je da su najvažniji faktori koji utiču na nepojavljivanje:

· indirektno vreme čekanja (vremenski interval izmed̄u datuma kada je termin re-
gistrovan u sistemu zakazivanja klinike i stvarnog datuma pregleda) i

· prethodna istorija nepojavljivanje (postojanje prethodno propuštenih termina od
strane pacijenta).

Pored ova dva najuticajnija faktora, registrovan je i uticaj sledećih socio-ekonomskih
karakteristika pacijenta: odrasli mlad̄ih godina, niži socio-ekonomski status, mesto
boravka udaljeno je od klinike i neposedovanje privatnog osiguranja.

Pored mogućnosti nepojavljivanja pacijenta na zakazani pregled u model se može
uvesti i prekovremeni rad lekara koji se definiše kao razlika izmed̄u planiranog zatvara-
nja klinike (planiranog kraja radnog vremena za lekara) i stvarnog zatvaranja odnosno
završetka pregleda poslednjeg pacijenta. Ovu promenljivu možemo iskoristiti za odre-
d̄ivanje broja pacijenata za jedan dan ili za odred̄ivanje broja pregleda ako definišemo
sa kojom verovatnoćom želimo da se dogodi prekovremeni rad lekara.

Kako slučajne promenljive Θi, i = 1, ..., n predstavlja dužinu pregleda i-tog paci-
jenta to je ukupno aktivno vreme lekara dato sa

T =
n∑
i=1

Θi.

Ako pretpostavimo da su Θi nezavisnosne slučajne promenljive i da sve imaju istu
normalnu raspodelu N (m,σ2), dogad̄aj da će lekar raditi prekovremeno je opisan sa
T > 480. Kako je

E[T ] = E[
n∑
i=1

Θi] = n ·m

D[T ] = D[
n∑
i=1

ji] = n · σ2
(3.1)
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to zaključujemo da slučajna promenljiva T ima normalnu raspodelu T : N (n ·m,n ·
σ2). Verovatnoću da dod̄e do prekovremenog rada odred̄ujemo na sledeći način

P (T > 480) = P (T ∗ > 480− n ·m
σ
√
n

) = 1− Φ(480− n ·m
σ
√
n

) = p

Ako su parametri slučajne promenljive Θ poznati, odnosno ocenjeni tada prethodna
relacija odred̄je vrednost verovatnoće p u odnosu na broj zakazanih pregleda n. Ako
je m = 20 i σ = 8.33 dobijamo grafik 3.1 koji prikazuje zavisnost verovatnoće da
neće doći do prekovremenog rada, p, u zavisnosti od broja termina (slotova za taj dan).
Vidimo da kada je broj zakazanih pacijenata manji od 20, odnosno kada se pacijenti
zakazuju na 480/20 = 24 minuta ili red̄e verovatnoća da će doći do prekovremenog
rada je skoro 0. Sa druge strane ako je broj zakazanih pacijenata 24, odnosno na svakih
20 minuta, verovatnoća da će doći do prekovremenog rada iznosi 0.5. Ako je broj
zakazanih pacijenata veći od 30 tada će gotovo sigurno doći do prekovremenog rada.

Slika 3.1: Odred̄ivanje broja pregleda (slotova) na osnovu pojave prekovremenog rada

Med̄utim iz praktičnih razloga pregledi se češće zakazuju na "lep" broj, odnosno na
20 ili 30 minuta. U prvom slučaju, kada su pregledi zakazani na po 20 minuta, lekar će
često raditi prekovremeno, dok se u drugom slučaju to gotovo sigurno neće dogoditi.
Napominjemo da je prvim slučajem obuhvaćen pregled n = 24 pacijenta, a u drugom
trećina manja, odnosno samo n = 16 pacijenata.

Nepojavljivanje nekog pacijenta je, kako je to već napomenuto, česta pojava kod
zakazivanja pregleda, pa je neophodno ovu pojavu uključiti u model. Jasno je da se u
slučaju nepojavljivanja nekog pacijenta neaktivno vreme lekara povećava. U nastavku
ćemo predstavljati uopštenje modela koje se oslanja na model razmatran u [3].
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3.1 Konstrukcija modela
Ako za i-tog pacijenta definišmo Bernulijevu slučajnu promenljivu Y, gde verovatnoća
pi predstavlja verovatnoću da će pacijent doći u zakazanom terminu, tada očekivano
čekanje pacijenta i, koje zavisi od realizacije slučajne promenljive Y, ima raspodelu

E[W̃i | Y ] :
(

0 E[Wi]

1− pi pi

)
.

Odnosno, očekivano vreme čekanja pacijenta u slučaju kada se uzima u obzir ne-
pojavljivanje pacijenta je

E[E[W̃i]] = piE[Wi].

Nepojavljivanje pacijenta utiče i na neaktivno vreme lekara. Kada se neki pacijent
ne pojavi u zakazanom terminu, to povećava neaktivno vreme lekara. Znamo da pro-
menljiva Ii označava neaktivno vreme lekara izmed̄u završetka pregleda i-tog pacijenta
i početka pregleda i + 1-tog pacijenta. Koristeći Bernulijevu slučajnu promenljivu Y
koja opisuje (ne)pojavljivanje pacijenta, za neaktivno vreme dobijamo

E[Ii | Y ] :
(
tbi+1 − (tbi + Θi) tbi+1 − tbi

pi 1− pi

)
.

Odnosno očekivano vreme kada je lekara neaktivan izmed̄u preglede i-tog i i + 1-
tog pacijenta u slučaju kada uključimo i moguńost nepojavljivanja pacijenta je

E[Ii] = E[tbi+1 − tbi ]− piE[Θi].

Odavde sledi da je ukupno neaktivno vreme lekara u toku dana

E[I] = E[tbn]−
n−1∑
i=1

pi · E[Θi].

Sada funkcija cilja postaje

min
{ta1 ,...,tan}

{E[tbn]−
n−1∑
i=1

pi · E[Θi] +
n∑
i=2

cWi · pi · E[Wi]} (3.2)

gde su pi, i = 1, ..., n verovatnoće pojavljivanja pacijenta na slotu i. Nepojavljivanje
pacijenta na pregled smanjuje vreme čekanja pacijenta, ali povećava nekativno vreme
lekara. To povlači da se ne može zaključiti šta će se desiti sa funkcijom cilja, odnosno
da vrednost funkcije cilja zavisi od procenjenih verovatnoća, pi, i cena čekanja, cWi .

U osnovnom modelu smo pretpostavili da pacijenti uvek dolaze u zakazano vreme.
Med̄utim u praksi oba odstupanja, tj. dolazak pre zakazanog vremena i kašnjenje na
pregled, su često zastupljena. Vreme dolaska pacijenta u ambulantu je stoga slučajna
promenljiva i na njenu realizaciju utiče širok spektar faktora, npr. vremenski uslovi,

39



Modelovanje rasporeda pacijenata Monika Žunji

vreme čekanja na semaforima, eventualne blokade na putu, itd. Do netačnosti dolazi i
zbog različitog ponašanja ljudi (neki uvek kasne, a sa druge strane, neki dolaze mnogo
ranije). Za proširenje modela posmatraćemo kako vreme dolaska pacijenata sa mo-
gućnošu netačnosti utiče na ključne promenljive modela, vreme čekanja pacijenta i
nekativno vreme lekara.

U osnovnom modelu smo promenljivu koja predstavlja početak pregleda i-tog pa-
cijenta definisali koristeći relaciju

tbi = max{tai , tbi−1 + Θi−1}.

Ako sa li označimo slučajnu promenljivu koja predstavlje vreme netačnosti i-tog pa-
cijenta, gde negativne vrednosti znače da je pacijent stigao pre zakazanog termina, a
pozitivne vrednosti da je zakasnio, tada početak pregleda možemo preformirati u

tbi = max{tai + li, t
b
i−1 + Θi−1} (3.3)

Dalje dobijamo:

tbi − tai = max{li, (tai−1 +Wi−1) + Θi−1 − tai }

Wi = max{li, Wi−1 + Θi−1 − Ji−1}
(3.4)

Očigledno se može dogoditi da vreme čekanja bude negativno. To znači da pregled
počinje pre zakazanog termina što je realna situacija u praksi. Ako se ne čeka do za-
kazanog vremena to pozitivno utiče na neaktivno vreme lekara (smanjuje ga), a takod̄e
smanjuje i vreme čekanja pacijenta.

Vratimo se ponovo na slučaj nepojavljivanja pacijenta. Kako bi bile ublažene pos-
ledice ovakvog ponašanja, najčešća modifikacija modela zakazivanja uključuje overbu-
king, u ovom slučaju duplo-bukiranje, tj pacijenti sa nižom verovatnoćom pojavljivanja
zakazuju se u istom slotu sa drugim pacijentom. Na slici 1.1 detaljno su predstavljene
mogućnosti.

3.2 Analiza modela
Već kod osnovnog modela pokazana je složenost odred̄ivanja optimalnog rešenja, tj.
dobijanja najboljeg mogućeg rasporeda. Kod modela koji uzima u obzir i pojavu ne-
pojavljivanja pacijenta, funkcija cilja je dobila kao proširenje funkcije cilja za osnovni
model, što znači da se problem odred̄ivanja optimalnog rešenja prenosi i na modifiko-
vani model.

Neka su dati termini pregleda, tj. slotovi u koje "upisujujemo", tj, zakazujemo paci-
jente. Pretpostavimo da su slotovi jednake dužine, to znači da imamo sledeći raspored

Uvodimo sledeće oznake za promenljive, parametre i indekse koje émo koristiti u
izračunavanju funkcije cilja:
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i - pacijent i = 1, ..., n

ta - termini zakazivanja pacijenta ta = ta1 , ..., t
a
n

A - skup cena čekanja, cWi

h - skup verovatnoća pojavljivanja, pi

d - simulirani podaci kašnjenja pacijenata, li

DA - simulirani podaci za dužine preglede, Wi

b - granica za upotrebu duplo- i prebukiranje

S - raspored pacijente

f - vrednost funkcije cilja

U nastavku dajemo algoritam za odred̄ivanje optimalnog rasporeda kada su termini
zakazivanja ekvidistantni, a koji se osanja na algoritam razvijen u [2].

Algorithm 1: ALGORITAM ZA OPTIMALAM RASPORED SA PREBUKIRA-
NJEM

1 Input : ta, I, A, h, d, DA, b;
2 Output : S, f
3

4 for all i
5 for j=1 to i
6 put ith patient to the slot j
7 calculate f
8 end
9 find the best place for ith patient

10 update S
11 end
12 find set of patients L with no-shows rates lower than b
13 for all l in L
14 for all j in J
15 overbook/douple-book patient l to the slot j
16 calculate f
17 end
18 find the best place for overbooking/douple-booking patient l
19 update S
20 end
21 return S, f

Algoritam je implementan u softveru GNU Octave, kodovi za implementaciju se
nalaze u prilogu. U nastavku dajemo rezultate dobijene na osnovu primene predlože-
nog algoritma.
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3.2.1 Primer
Za potrebe testiranja algoritma i modela, konstrusali smo primer koji je predstavljen u
ovom delu.

Posmtarmo ambulantu i jednog lekara koji vrši pregelde u toku osmočasovnog rad-
nog vremena. Parametre koji karakterišu pacijente smo odredili na osnovu njihove
starosti jer, kako je već napomenuto, postoje istraživanja koja detektuju starost kao uti-
cajni faktor na (ne)pojavljivanje i cenu čekanja. Odnosno, verovatnoće pojavljivanja i
cena čekanja definisane su na sledeći način

Starost
(u godinama)

Verovatnoće
pojavljivanja

Koeficijent
čekanja

18-30 0.6 0.4
31-55 0.75 0.5
56-65 0.85 0.6
65+ 0.9 0.6

Posmatramo 30 pacijenta koji čekaju na pregled. Kako bismo simulirali starost pa-
cijenata iskoristili smo podatke Republičkog zavoda za statistiku o strukturi populacije
u Republici Srbiji, [9]) i utvrdili sledeću raspodelu starosti stanovništva

ST :
(

18-30 31-55 56-65 65+
0.18 0.42 0.18 0.22

)
.

Neka je analiza istorijskih podataka o dužini preglede dala da su pregleda može opisati
sa tri tipične raspodele čija su očekivanja 10, 15 i 20 minuta sa standardnim devijacijom
od 5 minuta. Raspodela očekivanog vreme trajanja pregleda je ocenjena sa

E(W ) :
(

10 15 20
0.15 0.35 0.5

)
.

Analiza istorijskih podataka o dolasku pacijenata na pregled služi za modeliranje
promenljive l koja predstavlja kašnjenje (što obuhvata i raniji dolazak) pacijenta. Pret-
postavili smo da se za sve pacijente ova promenljiva može modelirati istom raspode-
lom, tj. pretpostavili smo li = l. Odlučili smo se za sledeću raspodelu očekivanja
promenljive l

E(l) :
(

-28 1 10
0.3 0.5 0.2

)
.

Za simulacije smo korsitili sledeće raspodele Za simulaciju dužine pregleda smo
koristili uniformnu raspodelu, pa na osnovu raspodele za E(W ) i koristeći homoske-
dastičnost, D(W ) = 8, 33 smo posmatrali sledeće tri raspodele

U(5, 15), U(10, 20), U(15, 25).

Za simulaciju kašnjenja pacijenta, takod̄e smo koristili tri uniformnu raspodelu sa istom
disperzijom i očekivanjima E(l) prethodno odred̄enim

U(−35,−20), U(−5, 3), U(6, 15).
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Posmatrali smo 8 različitih sluǎjeva . Kako je funkcija cilja složena i zavisi od
velikog broja promenljivih povećava se vreme izračunavanja pa smo, za razliku od
osnovnog modela, u ovom slučaju koristili K = 100 simulacija

Slika 3.2: Zavisnost funcije cilja od dužine slota

Naš implenetirani algoritam u GNU Octave radi na sledeći način: Radni dan lekara
se podeli na intervale. Interval je predvid̄ena dužina nekog pregleda (svaki interval ima
istu dužinu). Raspored sa pregledima na svakih 15 minuta je raspored sa najkraćim
slotovima (n = 480/15 = 32 slotova), dok je raspored sa slotovima od 60 minuta,
raspored sa najdužim slotovima (n = 480/60 = 8 slotova). Zbog praktičnih razloga
dužine intervale se povećavaju uvek za 5 minuta u odnosu na prethodne dužine. To
znači da smo posmtarli rasporede sa ekvidistantnim dužinama slotova i za testiranje
smo koristili sledeće dužine slotova

T = 15 + 5 · k, k = 0, 1, 2, . . . , 9.

To znači da smo za jedan izbor parametara i drugih vrednosti bili u mogućnosti da
izračunamo funkciju cilja za 11 različitih ekvidisatntnih rasporeda i na taj način anali-
ziramo koje zakazivanje bi bilo optimalmno.

Prvo se uzima prvih n pacijenta gde n se označava broj slotova, odnosno termina u
toku dana. Njih raspoded̄ujemo tako da dobijamo najmanju moguću vrednost funkcije
cilja. To je ekvivalento da izračunamo funkciju cilja u n! mogućih redosleda pacijenata
i utvrdimo koja permutacija je dala najmanju vrednost funkcije cilja. Naravno, kako je
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Slika 3.3: Zavisnost ukupnog čekanja od dužine slota

n! veliko (za sluǎj od 48 pacijenata 1.24 · 1061), to je u algoritmu data procedura koja
ovaj problem rešava na optimalni način i svodi na problem malih dimenzija.

Sada posmatramo pacjiente koje smatramo rizičnim za nepojavljivanje, tj. pacijente
čija je verovatnoća pojavljivanja niža od unapred zadate granice (pacijenti koji su iz
prvih r će biti duplo-bukirani, dok pacijenti koji nisu izmed̄u prvih r ali imaju nižu
verovatnoću pojavljivanja, dobijaju samo jedan termin).

Na grafiku 3.2 za osam simuliranih slučajeva prikazano je ponašanje funkcije cilja
za ekvidistantne rasporede zakazivanja koji su prethodno opisani. Na graficima 3.3 i
3.4 za iste simulirane slučajeve prikazni su ukupni ponderisani minuti čekanja pacije-
nata, odnosno ukupno nekativno vreme lekara.

Posmatrajmo prvo ponašanje funkcije cilja, slika 3.2. Za svih osam slučajeva grafik
pokazuje osobinu konveksnost.

Kada su slotovi na kratkom rastojanju, vrednosti objektivne funkcije je veoma vi-
soka jer se nagomilava vreme čekanja pacijenata, a i dolazi do potrebe za produženim
radom lekara, što je isto nepovoljno sa ekonomskog stanovišta.

Vreme čekanja pacijenata prikazano je na grafiku 3.3 i jasno pokazuje opadajući
trend kada se termini za preglede povećaju, a dužina pregleda ostaje ista. Kako su
neaktivno vreme lekara i čekanje pacijenat obrnuto proporcionalni, grafik 3.4 pokazuje
tendenciju raste nekativnog vreman sa povećanjem dužine planiranog slota za preglede,
ali sa relativnom velikom fluktuacijom .

Dobijeni rezultati ukazuju da je od ponud̄enih modela zakazivanja optimalan ras-
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Slika 3.4: Zavisnost ukupnog nekativnog vremena lekara od duǐne slota

pored sa zakazivanjem na približno 30 minuta.
U posmatranom algoritmu nismo uzimali u obzir cenu prekovremenog rada lekara.

Med̄utim ako pustimo besuslovno prebukiranje onda je veća verovatnoća da će lekar
morati da radi mnogo duže od predvid̄enog radnog vremena. Jedno mogućnost je da
uvodimo granicu koja opisuje verotvatnoću za prekovremeni rad. To znači da ako
definišemo verovatnoću c tako da odred̄ujemo broj paciejnata, odnosno borj zakazanih
pregleda tako da važi

P (T > 480) = c.

Ovo ograničenje uvodimo u algoritam tako da prebukiranje vršimo sve dok je verovat-
noća za prekovremeni rad manji ili jednako unapred zadatoj granici. Ova modifikacija
je data u Algoritmu 2.

Za primenu algoritma je napisan kod u GNU Octave koji se nalazi u Prilogu (A.2).
Analizirani su slučajevi kada se pacijenti zakazuju na svakih 20 i 30 minuta. Optimalni
raspored pacijenata dobijen primenjenim algoritmom prikazani su na slikama 3.5 i 3.6.
Brojevi predstavljaju identifikacione brojeve pacijenata koji se nalazi u bazi.

Na osnovu urad̄enih simulacija možemo zaključiti da kada primenimo prebukiranje
onda je bolje pacijente zakazivati na duži slot. Kada njih zakazujemo samo na onoliko
vreme koliko im je prosečna dužina pregleda, onda pojavljivanja dva (ili više) paci-
jenata koji su zakazani za isti termin, uzrukuje duže čekanja sledećim pacijentima. S
adruge strane, zakazivanje pacijenata na kra’im slotovima smanjuje neaktivno vreme
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Algorithm 2: ALGORITAM ZA OPTIMALAM RASPORED SA PREBUKIRA-
NJEM SA OGRANIČENJEM

1 Input : J, I, A, h, d, DA, b, c;
2 Output : S, f
3

4 for all i
5 for j=1 to i
6 put ith patient to the slot j
7 calculate f
8 end
9 find the best place for ith patient

10 update S
11 end
12 calculate µ and σ of T
13 find set of patients L with no-shows rates lower than b
14 rank patients by no-show rate
15 for all l in L
16 calculate p = P (T > 480)
17 if p ≤ c
18 for all j in J
19 overbook/douple-book patient l to the slot j
20 calculate f
21 end
22 find the best place for overbooking/douple-booking patient l
23 update S
24 end
25 end
26 return S, f

lekara, a time i vrednost funkcije cilja. Da bismo ipak zakazali više od jednog pacijenta
po slotu onda je bolje da njih zakazujemo blže kraju radnog dana jer se tako minimizira
broj pacijenata koji moraju da čekaju zbog pojavljivanja prebukiranih pacijente, ali is-
tovremeno će ovakav plan zakazivanja rezultirati povećanjem verovatnoće dogad̄aja da
će lekar morati da radi prekovremeno.

Kada analiziramo dobiljene rezultate uočavamo da kada su pacijenti zakazani na
svakih 20 minuta tada lekar pregleda 24 pacijenta sa verovatnoćom 0.54. Dok kad
se pacijenti zakažuju na svakih 30 minute sa istom verovatnoćem za prekovremeni
rad lekar uspeva da pregleda 25 pacijenata. Kod zakazivanja na svakih 30 minuta
možemo kontrolisati verovatnoću za prekovremeni rad i u skladu sa tim odrediti broj
prebukiranja. Primetimo da je kod modela zakazivanja na svakih 30 minuta vrednost
funkcije cilja znatno niža nego kod zakazivanja na svakih 20 minuta. Razlog toga je da
u prvom slučaju imamo mnogo manje čekanje pri skoro istom neaktivnim vremenom
lekara.

Prethodni primer pokazuje da uvod̄enje prebukiranosti u model, bez uvod̄enja pre-
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Slika 3.5: Optimalna raspodela - svaki pacijent se zakaže na 30 minute

kovremenog rada ne daje dovoljno realistični model. Kako je prekovremeni rad onaj
rad lekara koji se obavi u periodu od planiranog završetka rada klinike do završetka
pregleda poslednjeg zakazanog pacijenta, matematički to možemo opisati na sledeći
način

O = max{0, tbi∗ +
n∑

i=i∗
Θi − 480}

gde je i∗ = max{i | tbi ≤ 480}.
Prekovremeni rad lekara ima nekoliko ključnih posledica. Najzačajnija je da leker

mora da ostane duže da radi, bez posebno planiranih pauza, što može dovesti do većeg
stepena umora lekara, a samim tim i do ugrožavanje kvaliteta rada. Takod̄e prekovre-
meni rad lekara košta, pa model proširujemo uvod̄enjem prekovremenog rada lekara
ponderisanog cenom prekovremenog rada cO. Zbog višestrukog negativnog uticaja
prekovremenog rada posmatraćemo da je cO > 1. Sada model postaje

min
ta1 ,...,t

a
n

{E[tbn]−
n−1∑
i=1

pi · E[Θi] +
n∑
i=2

cWi · pi · E[Wi] + cO · E[O]}

tbi = max{tai + li, t
b
(i−1) + Θ(i−1)}

Wi = max{li, W(i−1) + Θ(i−1) + J(i−1)}

O = max{0, tbi∗ +
n∑

i=i∗
Θi − 480}

i∗ = max{i, | tbi < 480}

Kada Octave kôd A.2 preformulišemo tako da graničnu verovetnoću za prekovre-
meni rad zamenimo kriterijumom za prekidanje zakazivanja više pacijenta, dobijamo
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Slika 3.6: Optimalna raspodela - svaki pacijent se zakaže na 20 minute

kôd A.2.
Kôd primenjujemo na pravljenje rasporeda u slučaju zakazivanje pacijente na svake

20 odnosno 30 minute. Dobiljene rezultati su prikazani na graficima 3.7 i 3.8.

Slika 3.7: Raspored pacijenta prilikom zakazivanje na 30 minute

Primetimo da kod zakazivanja na 20 minute ukupno je za 25 pacijenata obezbe-
d̄en termin pregleda dok je ovaj broj pri zakazivanja na svakih 30 minuta 25. Kako
u ovom primeru koristimo simulacije pregleda iz uniformne raspodele sa varijansom
8.33 imamo da je P (Θi > 20) = 0.5 i P (Θi > 30) = 0, pa je kod zakazivanja na
svakih 20 minuta verovatnoća da lekar ne stigne zaršiti pregled pacijenta za odred̄enim
vremenu 0.5. To povlači da svaki sledeći pacijent mora više da čeka. Dok u slučaju za-
kazivanja na svakih 30 minuta verovatnoća da lekar ne završavi pregled u odred̄enom
vremenu je 0, pa sledeći pacijent neće čekati. Kod zakazivanje na svakih 30 minute
optimalno je zakazati 3 pacijenta na 2 slota. Izjednačava se predvid̄eno vreme za 2
slota (30+30=60) i očekivano dužine pregleda 3 pacijenta (3 · 20 = 60). Tako da do
kraja drugog posmatranog slota lekar skoro sigurno završava pregled svih 3 pacijenta
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Slika 3.8: Raspored pacijenta prilikom zakazivanje na 20 minute

ako svi se pojavljuju. Sledeći pacijent će čekati samo ako stigne ranije na zakazivan
pregled. Ove zaključke su dobijeni na osnovu analize rezultata prikazanih na grafiku
3.9. Uočavao da zakazivanje na 30 minuta značajno smanjuje ukupno vremena čeka-
nja pacijenta što dovodi do smanjenja vrednosti funkcije cilja, pa je od razmatrana dva
načina zakazivanja bolji način zakazivanja na svakih 30 minuta.

Slika 3.9: Čekanja pacijenta prilikom primena prebukiranja

Prethodna analiza ukazuje koliko kako se uvod̄enjem dodatnih opcija, kao što je
prebukiranost, mogu dobiti modeli zakazivanja koji daju bolje rezutate i sa stanovišta
pacijenata i sa stanovišta zdravstvene ustanove. Naravno, postoji veliki broj moguć-
nosti za proširenje i poboljšanje modela, u nastavku navedimo neke od njih.
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1. Preferirani termini pregleda. Često se dešava da neki pacijent zbog svojih
obaveza ne može da prihvati bilo koji od ponud̄enih termina za pregled. Kod
našeg modela možemo definisati skup termine koji pacijent preferira i izmed̄u
njih tražiti optimalni termin za pregled pacijenta.

2. Preferirani lekar. Pregledi i stanje pacijenta često uključuju osetljive informa-
cije, pa je izbor odred̄enog lekara čest zahtev od strane pacijenta. Modeli predlo-
ženi u ovom radu ne uključuju ovu mogu’ cnost i razmatraju pravljenje rasporeda
za jednog lekara. Zato to možemo smatrati nedostatkom našeg modela.

3. Rad ambulante. Modeli koje smo analiziraju uključuju raspored samo za jedan
radni dan i samo za jednok lekara. Jedno potencijalno unaprerd̄enje modela mo-
glo ni da bude odred̄ivanje nekog perioda period (npr 20 dana ili radna nedelja
ili mesec) i za svaki dan obuhvaćen tim periodom definišemo posebnu funkciju
cilja, a zatim posmatramo sumu tako definisanih funkcija.

Proširivanje modela sa rada jednog lekara na rad više lekara u istoj ambulanti
je takod̄e jedna od tema za dalja istraživanja. Jedna mogućnost može da bude
da grupišemo lekare po vrste preglede koje rade. Kada pravimo raspored prvo
za svaki termin zakazujemo onoliko pacijenata koliko imamo lekara za odred̄eni
pregled. Tako bismo omogućili i izbor lekara od strane pacijenata. Ako pod̄emo
od pretpostavke da i lekari imaju svoje karakteristike, način i brzinu rada, onda
možemo ponovo primeniti princip zasebnih funkcija cilja za svakog posmatranog
lekara, a zatim posmatramo njihovu sumu.

Takod̄e bi model trebalo unaprediti uvod̄enjem prostora u raspored lekara za
druge poslove ili za pauzu. Najjednostavnija modifikacija bi bila u odred̄ivanju
jednog termina za pauzu. Med̄utim lako se može dogoditi da lekar nije završio
započeti pregled do tog termina. Tada se postavlja pitanje koju politiku primeniti,
produžiti pauzu i prouzrokovati čekanj epacijenata, ili skratiti pauzu i eventualno
prouzrokovati zamorenost lekara.

4. Pojavljivanje nezakazanog pacijenta. Često se dešava da nekome hitno treba
lekarski pregled. Oni dolaze bez zakazivanja i ne mogu se ostaviti bez pregleda
jer to može da pogorša stanje pacijenta. Modeli razmatrani u ovom radu ne po-
smatraju ovu mogućnost. Jedna od modifikacija modela može da bude analiza
istorijskih podataka i odred̄ivanje perioda kada dolazi do pojavljivanja nezakaza-
nih pacijenata. Tada na te termine možemo dodati tvz. "veštačke pacijente" koji
ima visok koeficijent čekanje a njegova verovatnoća pojavljivanja se odred̄uje na
osnovu istorijskih podataka. Za njih ne vršimo duplo-bukiranje.

Ako uvodemo oznake

d - indeks za dane, d = 1, .., D

r - indeks za lekara r = 1, ..., R

pti - preferirani termin i-tog pacijenta

pri - preferirani lekar i-tog pacijenta
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vp - skup termina koji su rezervisani vrtačkim pacijentima

Jdri -predvid̄eno vreme za pregled i-tog pacijenta d-og dana kod r-tog lekara

Ord - prekovremeni rad r-tog lekara d-tog dana

model postaje

min
ta1 ,...,t

a
n

D∑
d=1

R∑
r=1
{E[tbdrNd

]−
Nd−1∑
i=1

pdri · E[Θdri] +
Nd∑
i=2

cWdri · pdri · E[Wdri] + cO · E[Ord]}

tbdri = max{tadri + ldri, t
b
dr(i−1) + Θdr(i−1)}

Wdri = max{ldri, Wdr(i−1) + Θdr(i−1) + Jdr(i−1)}

Odr = max{0, tbrdi∗ +
Nd∑
i=i∗

rd

Θdri − 480}

i∗rd = max{ird | tbdri ≤ 480}

Algoritam za rešavanje prethodnog problema dat je u Algoritam 3.
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Algorithm 3: ALGORITAM ZA REŠAVANJE MODELA

1 Input : J, I, A, h, d, DA, b;
2 Output : S, f
3

4 for all i
5 for all r
6 for all d
7 for all j in pti
8 if patient i prefer phisyc r
9 put ith patient to the slot j

10 calculate f
11 end
12 end
13 end
14 find the best place for ith patient
15 update S
16 end
17 calculate µ and σ of T
18 find set of patients L with no-shows rates lower than b
19 drop dummy patients out of L
20 rank patients by no-show rate
21 for all l in L
22 update µ and σ by the datas of patient l
23 calculate p = P (T > 480)
24 if p ≤ c
25 for all r
26 for all d
27 for all j in ptl
28 if patient l prefer phisyc r
29 double/overbook ith patient to the slot j
30 calculate f
31 end
32 end
33 end
34 find the best place for lth patient
35 update S
36 end
37 end
38 return S, f
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Zaključak

U radu je analizirana jedna primena složenog matematičkog aparata na realnom pro-
blemu, u ovom slučaju posmatran je problem odred̄ivanja rasporeda pregleda. Rezul-
tati prikazani u radu pokazuju vrlo čestu strategiju formiranja matematičkog modela.
Polazi se od jednostavnijeg modela, a zatim se on proširuje novim promenljivama i
pretpostavkama. Svi razmatrani i analizirani modeli posmatraju slučaj pravljenja ras-
poreda za jedan dan kod jednog lekara. Dobijeni matematički modeli se svode na
problem stohastičke optimizacije. Počeli smo od jednostavnijeg modela i dodavanjem
novih promenljivih i novih pretpostavki došli do proširenih i složenijih modela u na-
meri da model što bolje opiše realni kontekst. Teorijski razvoj modela predstavljen
je kroz definisanje skupa parametara i promenivih, odred̄ivanje skupa pretpostavki, a
zatim kroz formalnoi matematički zapis. Analiza modela rad̄ena je kroz različite nu-
meričke primere, a korišćen je veliki skup simuliranih podataka umesto istorijskih po-
dataka. Ovakav pristup je jedino moguć u ovom trenutku jer podaci relavantni za ove
modele spadaju u osetljive podatke o ličnosti.

Skup podataka o pacijentu koji su uključeni u model obuhvata vreme kada pacijent
stiže do ambulante/klinike, vreme početka pregleda i vreme završetka pregleda. Ovi
podaci su jednostavni za evidentiranje što obezbed̄uje da je predloženi model jednos-
tavan sa stanovišta podataka. U ustanovama gde se primenjuje zakazivanje, lako su
dostupni podaci o procentu pacijenata koji se nisu pojavili na pregled.

Iako se modeli definisani u radu svode se na nepreikdni problem optimizacije, reše-
nje iz praktičnih razloga tražimo nad disretnim skupom. Umesto odred̄ivanja optimal-
nog rasporeda kao globalnog minimuma funkcije cilja, odred̄ivali smo minimum nad
unapred definisanim skupom rasporeda, odnosno neprikni problem optimizacije sveli
smo na diskretni problem. Treba napomenuti da je bez ovog ograničenja gotovo nemo-
guće odrediti optimalno rešenje što je prikazano kroz primer odred̄ivanja optimalnog
rasporeda za osnovni model primenom simpleks metode. Primena simpleks metoda
zahteva uvod̄enje dodatnih tzv. "slack" promenljive koji smanjuje i broj simulacije
koji možemo koristiti što dovodi do problema koji nije rešiv primenom ove metode.
Svod̄enjem problema na odred̄ivanje rasporeda iz unapred datog skupa omogućeno je
direktno pretraživanje.

Uključivanjem u model opcije da može doći do nepojavljivanja pacijenata, pojav-
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ljuje se novi parametri koje je potrebno oceniti iz dostupnih podataka, a to je funkcija
verovatnoće nepojavljiva. Nepojavljivanje zavisi od različitih faktora kao što su vrsta
pregleda, zdravstveno stanja pacijenta, ili karaketristike pacijanta kao što su starost ili
mesto stanovanja. Verovatnoča pojavljivanja takod̄e zavisi i od indirektnog čekanja.
Što je duže jvremena izmed̄u pojavljivanja potreba za pregledom i dobijenog termina
veća je verovatnoča da pacijent traži termin kod drugog lekara (često obavi pregled
privatno) pa se na taj način smanjuje verovatnoću pojavljivanja. Najpoznatija strategija
za rešavanje problema nepojavljivanja je strategija prebukiranosti (overbookong). Ova
strategija podrazumava da se na jednom slotu zakazuje više od jednog pacijenta. U radu
su prikazana i analizirana dva pristupa koji uključuju mogućnost prebukiranosti. Prvi
pristup se zasniva na uvod̄enju verovatnoće prekovremenog rada lekara (menadžment
ustanova odred̄uje ovu verovatnoću). med̄utim ovakav pristup može dovesti do preko-
vremeni rad bude isuviše dugačak što je neprihvatljivo sa stanovišta kvaliteta usluge.
Zato je razmatrano proširenje modela koje uključuje granicu za dozvoljenu dužinu pre-
kovremenog rada. Na osnovu numeričke analize utvrd̄eno je da je u slučaju korišćenja
strategije prebukiranosti bolje koristiti duže slotove za preglede u rasporedu. Poslednji
predloženi model koji će biti i tema dalje analize uključuje pravljenje rasporeda za više
dana i više lekara.
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Prilog A

GNU Octave kodovi

U ovom delu rada zadajem sve kodove koje koristim u implementaciji a napisala sam
u Softveru GNU Octave verziju 5.1.0.

A.1 Osnovni model

1000 f u n c t i o n [ o , cek , neak ]= o b j _ f j a 3 ( t a , a l f a s , dp )
TA = [ ] ;

1002 K= s i z e ( dp , 1 ) ;
n= s i z e ( dp , 2 ) ;

1004 f o r i =1 :K
TA=[TA; t a ] ;

1006 e n d f o r
TB=TA;

1008 f o r i =2 : n
f o r k =1:K

1010 pom=TB( k , i −1)+dp ( k , i −1) ;
i f pom>TB( k , i )

1012 TB( k , i ) =pom ;
e n d i f

1014 e n d f o r
e n d f o r

1016 neak =0;
cek=mean (TB−TA) ;

1018 y=sum ( dp ( : , 1 : n−1) , a x i s =2) ;
neak=mean (TB ( : , n )−sum ( dp ( : , 1 : n−1) , a x i s =2) ) ;

1020 p =0;
i f s i z e ( a l f a s , 2 ) >1

1022 a l f a s = a l f a s ’ ;
e n d i f

1024 p=cek ( 1 , 2 : end ) ∗ a l f a s ( 2 : end , 1 ) ;
o=neak+p ;

1026 e n d f u n c t i o n

obj_fja3.m

55



Modelovanje rasporeda pacijenata Monika Žunji

A.2 Model sa prebukiranjem

1000 f u n c t i o n C= k o n t r o l ( br_sim , p o j a v )
n= l e n g t h ( p o j a v ) ;

1002 C= rand ( br_sim , n ) ;
f o r i =1 : b r_s im

1004 f o r j =1 : n
i f (C( i , j ) <= p o j a v ( j ) )

1006 C( i , j ) =1 ;
e l s e

1008 C( i , j ) =0 ;
e n d i f

1010 e n d f o r
e n d f o r

1012 e n d f u n c t i o n

kontrol.m

1000 f u n c t i o n [ fc , cek , neak t , pond_cek ]= f j a _ c i l j a 3 ( t a , a l f a s , dp , pojav , k a s n j )
# t a . . . momenti z a k a z i v a n j a

1002 # a l f a s . . . cena c e k a n j a p a c i j e n t e
#dp . . . s i m u l i r a n e duzune p r e g l e d e

1004 # p o j a v . . . v e e r o v a t n o c e p o j a v l j i v a n j a p a c i j e n t e
# k a s n j . . . s i m u l i r a n a k a s n j e n j a p a c i j e n t e

1006 # ta , a l f a s , p o j a v . . . v e k t o r i v r s t a
#dp , k a s n j . . . m a t r i c e

1008 K= s i z e ( dp , 1 ) ;
n= s i z e ( dp , 2 ) ;

1010 TA = [ ] ;
f o r i =1 :K

1012 TA=[TA; t a ] ;
e n d f o r

1014 TB=TA+ k a s n j ;
TB ( : , 1 ) = z e r o s (K, 1 ) ;

1016 f o r k =1:K
f o r i =2 : n

1018 p=TB( k , i −1)+dp ( k , i −1) ;
i f TB( k , i ) <p

1020 TB( k , i ) =p ;
e n d i f

1022 e n d f o r
e n d f o r

1024 W= z e r o s (K, n ) ;
f o r i =1 :K

1026 f o r j =2 : n
i f (TB( i , j )−TA( i , j ) ) >0

1028 W( i , j ) =TB( i , j )−TA( i , j ) ;
e n d i f

1030 e n d f o r
e n d f o r

1032 C= k o n t r o l (K, p o j a v ) ;
wmean = [ ] ;

1034 dpmean = [ ] ;
tbmean = [ ] ;

1036 f o r i =1 : n
sw =0;
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1038 sdp =0;
s t b =0;

1040 br =1;
f o r k =1:K

1042 i f C( k , i ) ==1
sw=sw+W( k , i ) ;

1044 sdp=sdp+dp ( k , i ) ;
s t b = s t b +TB( k , i ) ;

1046 br = br +1;
e n d i f

1048 e n d f o r
wmean=[wmean sw / ( br −1) ] ;

1050 dpmean =[ dpmean sdp / ( br −1) ] ;
tbmean =[ tbmean s t b / ( br −1) ] ;

1052 e n d f o r
cek=wmean ;

1054

# n e a k t =mean (TB ( : , end ) )−mean ( dp ( : , 1 : end −1) ) ∗ ( p o j a v ( 1 : end −1) ) ’ ;
1056 n e a k t =tbmean ( end )−sum ( dpmean ( 1 : end −1) ) ;

pond_cek=wmean∗ ( a l f a s ) ’ ;
1058 f c =pond_cek+ n e a k t ;

e n d f u n c t i o n

fja_cilja3.m

1000 f u n c t i o n [ f , cek , poncek , n e a k t ]= f j a _ c i l j a 3 _ p r e b u k (R , t a , a l f a s , dp , pojav ,
k a s n j )

#R . . . r a s p o r e d p a c i j e n a t a
1002 # t a . . . momenti z a k a z i v a n j a

# a l f a s . . . cena c e k a n j a p a c i j e n t e
1004 #dp . . . s i m u l i r a n e duzune p r e g l e d e

# p o j a v . . . v e e r o v a t n o c e p o j a v l j i v a n j a p a c i j e n t e
1006 # k a s n j . . . s i m u l i r a n a k a s n j e n j a p a c i j e n t e

# ta , a l f a s , p o j a v . . . v e k t o r i v r s t a
1008 #dp , k a s n j . . . m a t r i c e

ta_pom = [ ] ;
1010 a l f a s_pom = [ ] ;

dp_pom = [ ] ;
1012 pojav_pom = [ ] ;

kasnj_pom = [ ] ;
1014 b r _ p r e g l e d a = s i z e (R , 2 ) ;

f o r i =1 : b r _ p r e g l e d a
1016 i f l e n g t h ( f i n d (R ( : , i ) >0) ) ==1

ta_pom =[ ta_pom t a ( i ) ] ;
1018 a l f a s_pom =[ a l f a s_pom a l f a s ( i ) ] ;

dp_pom =[ dp_pom dp ( : , i ) ] ;
1020 pojav_pom =[ pojav_pom p o j a v ( i ) ] ;

kasnj_pom =[ kasnj_pom k a s n j ( : , i ) ] ;
1022 e l s e

p a c i j e n t i =(R( f i n d (R ( : , i ) >0) , i ) ) ’ ;
1024 ta_pom =[ ta_pom t a ( i ) ∗ones ( 1 , l e n g t h ( p a c i j e n t i ) ) ] ;

kp= k a s n j ( : , p a c i j e n t i ) ;
1026 [ k , i n d ]= s o r t ( kp , a x i s =2) ;

a l p = [ ] ;
1028 dpp = [ ] ;

po jp = [ ] ;
1030 kasnj_pom =[ kasnj_pom k ] ;
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f o r j =1 : s i z e ( dp , 1 )
1032 a l p =[ a l p ; a l f a s ( p a c i j e n t i ( i n d ( j , : ) ) ) ] ;

dpp =[ dpp ; dp ( j , p a c i j e n t i ( i n d ( j , : ) ) ) ] ;
1034 po jp =[ po jp ; p o j a v ( p a c i j e n t i ( i n d ( j , : ) ) ) ] ;

e n d f o r
1036 a l f a s_pom =[ a l f a s_pom mean ( a l p ) ] ;

dp_pom =[ dp_pom dpp ] ;
1038 pojav_pom =[ pojav_pom mean ( po jp ) ] ;

e n d i f
1040 e n d f o r

[ f , cek , neak t , poncek ]= f j a _ c i l j a 3 ( ta_pom , a l fas_pom , dp_pom , pojav_pom ,
kasnj_pom ) ;

1042 e n d f u n c t i o n

fja_cilja3_prebuk.m

1000 f u n c t i o n [ fmin , op t_p rebuk , c e k a n j e , n e a k t ]= s a _ p r e b u k i r a n j e m (m, a l f a s , p_i
, l i , dp , g r a n i c a = 0 . 7 5 )

%m . . . vreme u minut ima k o j e j e p r e d v i d j e n za j e d a n p r e g l e d
1002 %a l f a s . . . v e k t o r k o e f i c i j e n t e c e k a n j a

%p _ i . . . v e r o v a t n o c e za p o j a v l j i v a n j e
1004 %l i . . . k a s n j e n j e

%dp . . . d u z i n e p r e g l e d a
1006 %g r a n i c a . . . preg , n i z a v e r o v a t n o c a z a t r e b a duplo−b u k i r a n j e

br_s im = s i z e ( dp , 1 ) ; %b r o j s i m u l a c i j e
1008 b r_ pa c = s i z e ( dp , 2 ) ; %b r o j p a c i j e n t e

t a = g e n _ t a (m) ;
1010 b r _ p r e g l e d a =min ( l e n g t h ( t a ) , b r _p a c ) ;

S=[1 z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a −1) ] ;
1012

# Raspored p a c i j e n t e
1014 f o r i =2 : b r _ p r e g l e d a

o p t =S ;
1016 fmin =0;

o= b r _ p r e g l e d a −i ;
1018

f o r j =1 : i
1020 r =S ( 1 : i −1) ;

i f j ==1
1022 r =[ i r ] ;

e l s e
1024 r =[ r ( 1 : j −1) i r ( j : end ) ] ;

e n d i f
1026 a l f a s _ p =[ a l f a s ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;

p_pom =[ p _ i ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;
1028 l i_pom =[ l i ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;

dp_pom =[ dp ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;
1030 f = f j a _ c i l j a 3 ( t a , a l f a s _ p , dp_pom , p_pom , l i_pom ) ;

i f j ==1
1032 fmin= f ;

o p t = r ;
1034 e l s e

i f f < fmin
1036 fmin= f ;

o p t = r ;
1038 e n d i f

e n d i f
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1040 e n d f o r
S= o p t ;

1042 e n d f o r

1044 # O d r e d j i v a n j e p a c i j e n t e kome t r e b a dup lo / p r e b u k i r a n j e
p o t r _ p r e b u k = [ ] ;

1046 f o r i =1 : l e n g t h ( p _ i )
i f ( p _ i ( i ) <= g r a n i c a )

1048 p o t r _ p r e b u k =[ p o t r _ p r e b u k i ] ;
e n d i f

1050 e n d f o r
pom= p _ i ( p o t r _ p r e b u k ) ;

1052 [ s , i ]= s o r t ( pom ) ;
p o t r _ p r e b u k = p o t r _ p r e b u k ( i ) ;

1054

f o r i =1 : l e n g t h ( p o t r _ p r e b u k )
1056 o p t _ p r e b u k = o p t ;

pac= p o t r _ p r e b u k ( i ) ;
1058 fmin= I n f ;

h= s i z e ( op t_p rebuk , 1 ) ;
1060 w=0;

1062 f o r j =1 : b r _ p r e g l e d a
S = [ ] ;

1064 i f o p t ( 1 , j ) ==0
S= o p t ;

1066 S ( 1 , j ) =pac ;
e l s e

1068 nov i = z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a ) ;
nov i ( 1 , j ) =pac ;

1070 S=[ nov i ; o p t ] ;
end

1072 r a z = un iqu e ( S ( : , j ) ) ;
i f ( l e n g t h ( S ( : , j ) ) == l e n g t h ( r a z ) )

1074 w=w+1;
[ fbuk , c , pc , n ]= f j a _ c i l j a 3 _ p r e b u k ( S , t a , a l f a s , dp , p_i , l i ) ;

1076 i f fbuk <fmin
fmin= fbuk ;

1078 o p t _ p r e b u k =S ;
c e k a n j e =c ;

1080 n e a k t =n ;
e n d i f

1082 e n d i f
e n d f o r

1084 o p t = o p t _ p r e b u k ;
e n d f o r

1086

# S r e d i v a n j e i s p i s a
1088 f o r i =1 : b r _ p r e g l e d a

o p t ( 1 : end −1, i ) = s o r t ( o p t ( 1 : end −1, i ) ) ;
1090 e n d f o r

c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;
1092 w h i l e c== t r u e

o p t ( 1 , : ) = [ ] ;
1094 c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;

e n d w h i l e
1096 o p t _ p r e b u k = o p t ;
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e n d f u n c t i o n

sa_prebukiranjem.m

1000 f u n c t i o n t = g e n _ t a (m=0 , dp = [ ] )
t = [ ] ;

1002 i f m>0
N= c e i l ( 4 8 0 /m) ;

1004 t =m∗ [ 1 :N]−m;
e l s e

1006 pom= c e i l ( mean ( dp ) ) ;
s =0 ;

1008 i =1 ;
w h i l e s <480

1010 t =[ t s ] ;
s=s+pom ( i ) ;

1012 i = i +1 ;
e n d w h i l e

1014 e n d i f
e n d f u n c t i o n

gen_ta.m

1000 f u n c t i o n [ fmin , op t_p rebuk , c e k a n j e , neak t , pv rad ]=
p r e b u k i r a n j e _ o g r a n i c e n j e m (m, a l f a s , p_i , l i , dp , cena_prekov , g r a n i c a
= 0 . 7 5 , g r a n i c a _ p r e k o v =30)

%m . . . vreme u minut ima k o j e j e p r e d v i d j e n za j e d a n p r e g l e d
1002 %a l f a s . . . v e k t o r k o e f i c i j e n t e c e k a n j a

%p _ i . . . v e r o v a t n o c e za p o j a v l j i v a n j e
1004 %l i . . . k a s n j e n j e

%dp . . . d u z i n e p r e g l e d a
1006 %g r a n i c a . . . preg , n i z a v e r o v a t n o c a z a t r e b a duplo−b u k i r a n j e

# g r a n i c a _ p r e k o v . . . maksimalno vreme prekovremenog r a d a ( u minut ima )
k o l i k o l e k a r moze da ima

1008 br_s im = s i z e ( dp , 1 ) ; %b r o j s i m u l a c i j e
b r_ pa c = s i z e ( dp , 2 ) ; %b r o j p a c i j e n t e

1010 t a = g e n _ t a (m) ;
b r _ p r e g l e d a =min ( l e n g t h ( t a ) , b r _p a c ) ;

1012 S=[1 z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a −1) ] ;

1014 # Raspored p a c i j e n t e
f o r i =2 : b r _ p r e g l e d a

1016 o p t =S ;
fmin =0;

1018 o= b r _ p r e g l e d a −i ;

1020 f o r j =1 : i
r =S ( 1 : i −1) ;

1022 i f j ==1
r =[ i r ] ;

1024 e l s e
r =[ r ( 1 : j −1) i r ( j : end ) ] ;

1026 e n d i f
a l f a s _ p =[ a l f a s ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;

1028 p_pom =[ p _ i ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;
l i_pom =[ l i ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;

1030 dp_pom =[ dp ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;
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[ f , cek , neak t , poncek , pv ]= f j a _ c i l j a 3 ( t a , a l f a s _ p , dp_pom , p_pom , l i_pom
) ;

1032 i f j ==1
fmin= f ;

1034 o p t = r ;
p rekov =pv ;

1036 e l s e
i f f < fmin

1038 fmin= f ;
o p t = r ;

1040 prekov =pv ;
e n d i f

1042 e n d i f
e n d f o r

1044 S= o p t ;
e n d f o r

1046

# O d r e d j i v a n j e p a c i j e n t e kome t r e b a dup lo / p r e b u k i r a n j e
1048 p o t r _ p r e b u k = [ ] ;

f o r i =1 : l e n g t h ( p _ i )
1050 i f ( p _ i ( i ) <= g r a n i c a )

p o t r _ p r e b u k =[ p o t r _ p r e b u k i ] ;
1052 e n d i f

e n d f o r
1054 pom= p _ i ( p o t r _ p r e b u k ) ;

[ s , i ]= s o r t ( pom ) ;
1056 p o t r _ p r e b u k = p o t r _ p r e b u k ( i ) ;

c e k a n j e =0; %samo n e k i i n i c i j a l n i v r e d n o s t za s p r e c e n j e prob lema
1058 n e a k t =NaN ; %i s t o i n i c i j a l n i v r e d n o s t

1060 f o r i =1 : l e n g t h ( p o t r _ p r e b u k )
o p t _ p r e b u k = o p t ;

1062 pac= p o t r _ p r e b u k ( i ) ;
fmin= I n f ;

1064 h= s i z e ( op t_p rebuk , 1 ) ;

1066 f o r j =1 : b r _ p r e g l e d a
S = [ ] ;

1068 i f o p t ( 1 , j ) ==0
S= o p t ;

1070 S ( 1 , j ) =pac ;
e l s e

1072 nov i = z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a ) ;
nov i ( 1 , j ) =pac ;

1074 S=[ nov i ; o p t ] ;
end

1076 r a z = un iqu e ( S ( : , j ) ) ;
i f ( l e n g t h ( S ( : , j ) ) == l e n g t h ( r a z ) )

1078 [ fbuk , c , pc , n , p r ]= f j a _ c i l j a 3 _ p r e b u k ( S , t a , a l f a s , dp , p_i , l i ,
c ena_p rekov ) ;

i f pr < g r a n i c a _ p r e k o v
1080 i f fbuk <fmin

fmin= fbuk
1082 o p t _ p r e b u k =S ;

c e k a n j e =c ;
1084 n e a k t =n ;

pvrad = pr ;
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1086 e n d i f
e n d i f

1088 e n d i f
e n d f o r

1090 o p t = o p t _ p r e b u k ;
e n d f o r

1092

# S r e d i v a n j e i s p i s a
1094 f o r i =1 : b r _ p r e g l e d a

o p t ( 1 : end −1, i ) = s o r t ( o p t ( 1 : end −1, i ) ) ;
1096 e n d f o r

c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;
1098 w h i l e c== t r u e

o p t ( 1 , : ) = [ ] ;
1100 c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;

e n d w h i l e
1102 o p t _ p r e b u k = o p t ;

e n d f u n c t i o n

prebukiranje_ogranicenjem.m

Kada umesto graničnu verovatnoće za dozvoljeni prekovremeni rad koristimo mak-
simalno dozvoljeno vreme prekovremenog rada (zadato u minutima), tada za rešavanje
naš prtomlem primenimo sledeći kod:

1000 f u n c t i o n [ fmin , op t_p rebuk , c e k a n j e , neak t , pv rad ]=
p r e b u k i r a n j e _ o g r a n i c e n j e m 2 (m, a l f a s , p_i , l i , dp , cena_prekov ,
g r a n i c a = 0 . 7 5 , g r a n i c a _ p r e k o v =30)

%m . . . vreme u minut ima k o j e j e p r e d v i d j e n za j e d a n p r e g l e d
1002 %a l f a s . . . v e k t o r k o e f i c i j e n t e c e k a n j a

%p _ i . . . v e r o v a t n o c e za p o j a v l j i v a n j e
1004 %l i . . . k a s n j e n j e

%dp . . . d u z i n e p r e g l e d a
1006 %g r a n i c a . . . preg , n i z a v e r o v a t n o c a z a t r e b a duplo−b u k i r a n j e

# g r a n i c a _ p r e k o v . . . maksimalno vreme prekovremenog r a d a ( u minut ima )
k o l i k o l e k a r moze da ima

1008 br_s im = s i z e ( dp , 1 ) ; %b r o j s i m u l a c i j e
b r_ pa c = s i z e ( dp , 2 ) ; %b r o j p a c i j e n t e

1010 t a = g e n _ t a (m) ;
b r _ p r e g l e d a =min ( l e n g t h ( t a ) , b r _p a c ) ;

1012 S=[1 z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a −1) ] ;

1014 # Raspored p a c i j e n t e
f o r i =2 : b r _ p r e g l e d a

1016 o p t =S ;
fmin= I n f ;

1018 o= b r _ p r e g l e d a −i ;

1020 f o r j =1 : i
r =S ( 1 : i −1) ;

1022 i f j ==1
r =[ i r ] ;

1024 e l s e
r =[ r ( 1 : j −1) i r ( j : end ) ] ;

1026 e n d i f
a l f a s _ p =[ a l f a s ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;

1028 p_pom =[ p _ i ( r ) z e r o s ( 1 , o ) ] ;
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l i_pom =[ l i ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;
1030 dp_pom =[ dp ( : , r ) z e r o s ( br_sim , o ) ] ;

[ f , cek , neak t , poncek , pv ]= f j a _ c i l j a 3 ( t a , a l f a s _ p , dp_pom , p_pom , l i_pom
) ;

1032 f
i f f < fmin

1034 fmin= f ;
o p t = r ;

1036 prekov =pv ;
e n d i f

1038 e n d f o r
S= o p t ;

1040 e n d f o r

1042 # O d r e d j i v a n j e p a c i j e n t e kome t r e b a dup lo / p r e b u k i r a n j e
p o t r _ p r e b u k = [ ] ;

1044 f o r i =1 : l e n g t h ( p _ i )
i f ( p _ i ( i ) <= g r a n i c a )

1046 p o t r _ p r e b u k =[ p o t r _ p r e b u k i ] ;
e n d i f

1048 e n d f o r
pom= p _ i ( p o t r _ p r e b u k ) ;

1050 [ s , i ]= s o r t ( pom ) ;
p o t r _ p r e b u k = p o t r _ p r e b u k ( i ) ;

1052 c e k a n j e =0; %samo n e k i i n i c i j a l n i v r e d n o s t za s p r e c e n j e prob lema
n e a k t =NaN ; %i s t o i n i c i j a l n i v r e d n o s t

1054

f o r i =1 : l e n g t h ( p o t r _ p r e b u k )
1056 o p t _ p r e b u k = o p t ;

pac= p o t r _ p r e b u k ( i ) ;
1058 fmin= I n f ;

h= s i z e ( op t_p rebuk , 1 ) ;
1060

f o r j =1 : b r _ p r e g l e d a
1062 S = [ ] ;

i f o p t ( 1 , j ) ==0
1064 S= o p t ;

S ( 1 , j ) =pac ;
1066 e l s e

nov i = z e r o s ( 1 , b r _ p r e g l e d a ) ;
1068 nov i ( 1 , j ) =pac ;

S=[ nov i ; o p t ] ;
1070 end

r a z = un iqu e ( S ( : , j ) ) ;
1072 i f ( l e n g t h ( S ( : , j ) ) == l e n g t h ( r a z ) )

[ fbuk , c , pc , n , p r ]= f j a _ c i l j a 3 _ p r e b u k ( S , t a , a l f a s , dp , p_i , l i ,
c ena_p rekov ) ;

1074 i f pr < g r a n i c a _ p r e k o v
i f fbuk <fmin

1076 fmin= fbuk
o p t _ p r e b u k =S ;

1078 c e k a n j e =c ;
n e a k t =n ;

1080 pvrad = pr ;
e n d i f

1082 e n d i f
e n d i f
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1084 e n d f o r
o p t = o p t _ p r e b u k ;

1086 e n d f o r

1088 # S r e d i v a n j e i s p i s a
f o r i =1 : b r _ p r e g l e d a

1090 o p t ( 1 : end −1, i ) = s o r t ( o p t ( 1 : end −1, i ) ) ;
e n d f o r

1092 c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;
w h i l e c== t r u e

1094 o p t ( 1 , : ) = [ ] ;
c= a l l ( o p t ( 1 , : ) ==0) ;

1096 e n d w h i l e
o p t _ p r e b u k = o p t ;

1098 e n d f u n c t i o n

prebukiranje_ogranicenjem2.m
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zvoja. Učestvovala je na ECMI Modelling Week u Novom Sadu jula 2018. godine.
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